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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar a importancia da Algebra Linear e suas aplicacoes,
em particular no campo da Genética, bem como expor de maneira pratica a
interdisciplinaridade que permeia entre os componentes curriculares. E apresentado um breve
historico do surgimento da Algebra Linear, uma revisio sobre Matrizes e suas Propriedades,
Transformacdes Lineares, Diagonalizacdo de Matrizes, Autovalores, Autovetores e ter uma
compreensdo de Limites para assim abordarmos as aplicagbes dos conteudos citados
interligados a Genética.

Palavras-chaves: Diagonalizacdo de Matrizes. Autovalores. Autovetores. Limites. Genética.



ABSTRACT

This work aims to show the importance of Linear Algebra and its private applications, in the
occupation area of genetics, as well as expose of practical way the interdisciplinarity that
pervades between the curriculum components. We present a brief history of the rise of linear
algebra as well as a review of matrices and their properties, Linear Transformations, Matrices
Diagonalization, Eigenvalues, Eigenvectors and have an intuitive understanding of limits for
so approach the application of the said content linked to genetics.

Keywords: Matrices Diagonalization. Eigenvalues. Eigenvectors. Limits. Genetics.
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CAPILULO 1- MEMORIAL DO ACADEMICO
1.1 Histdrico da formacao escolar

A minha formacdo escolar foi realizada no ensino regular, com permanéncia na
educacdo formal por 14 anos, com conclusdo do ensino médio em 2007, sendo dois anos no
Pré—Escolar | e Il, um ano na alfabetizacdo, quatro anos no fundamental I, de 12 & 42 série,
quatro anos no ensino fundamental Il, de 5% a 82 série, e trés anos de ensino meédio, do 1° ao 3°
ano, todos cursados em escola particular.

Nos anos iniciais cursei com bolsa integral, pois meu pai trabalhava na escola. No
inicio dos anos finais e ensino medio, tive a ajuda financeira da minha madrinha para investir
em meus estudos. N&o fiquei retido em nenhum ano, concluindo o ensino médio aos dezoitos
anos de idade. Foi quando, em 2007, fiz o Processo Seletivo Seriado (PSS) da Universidade
Federal da Paraiba (UFPB) para cursar Matematica, alcancando aprovacdo, porém acabei
abandonando o curso devido as condic¢des a que fui acometido. Morava em Guarabira e tinha
que me deslocar para Jodo Pessoa passando a semana toda e voltando para minha cidade
apenas nos fins de semana, ndo trabalhava e os gastos financeiros pesavam, ficava na casa de
parentes distantes, entre outros motivos que me fizeram perder o &nimo de concluir o curso.

No ano seguinte fiz o vestibular para a Universidade Estadual da Paraiba (UEPB) para
cursar Geografia, pois tinha um campus em Guarabira, fui aprovado, mas abandonei. Meu pai
conseguiu-me um emprego em uma empresa de 6nibus em Jodo Pessoa, onde ele trabalhava e

mesmo eu pernoitando todos os dias em casa, ndo chegava a tempo de ir a universidade.
1.2 Historico da formacao universitaria

No final do ano de 2011 a UFPB realizou um vestibular para preenchimento de vagas
no programa da Universidade Aberta do Brasil (UAB), com vagas para docentes da rede
publica de ensino e vagas para demanda social. Tive acesso ao edital e inscrevi-me para as
vagas de demanda social, no polo de Jodo Pessoa, onde obtive a aprovacao e iniciei 0 curso
em mar¢o de 2012. Fiquei muito motivado para iniciar um curso de Licenciatura em
Matematica, na modalidade a distancia, porém com certa relutancia e anseios, pois além de se
tratar de um curso a distancia, onde atualmente ainda sofre certo tipo de preconceito, deve-se
ter comprometimento, muita dedicagdo para os estudos além da capacidade de ser autodidata,
pois mesmo com as interagdes com os tutores, a grande maioria do tempo estuda-se sozinho.

Apesar de contar com um valioso recurso que € a internet, a qual contribui na hora de
pesquisar e esclarecimento de davidas através de livros com didatica mais simples e videos de

professores explicando um determinado assunto, fica dificil obter os esclarecimentos



necessarios em alguns conteldos, em que esses recursos sdo escassos, mas dessa forma
consegue-se desenvolver a maturidade intelectual, fazendo com que o aluno tenha o habito de
pesquisar e ter a curiosidade de buscar novos conhecimentos.

Conclui todas as disciplinas dentro de sua blocagem exceto a disciplina de Trabalho de
Concluséo de Curso - TCC, pois tive alguns contratempos, mas todas as que conclui foram
com as devidas aprovagOes. Sempre preferi, durante o curso, ndo deixar nenhuma atividade
para a reposicdo, pois estava ciente de que este fato poderia atrapalhar bastante o andamento
das minhas atividades universitarias e ndo universitarias. Dediquei-me a todas as disciplinas,
sempre buscando interagir os conhecimentos do cotidiano com os que foram adquiridos e
debatidos durante as disciplinas.

Disciplinas técnicas, que tem como objetivos a construcdo do conhecimento
matematico, tais como: Matemaética Basica |, Matematica Basica Il, Matemética Basica IllI,
Calculo Diferencial e Integral, Calculo Vetorial, Algebra Linear, Séries e Equacdes
Diferenciais e Ordinarias, Calculo das Probabilidades, Matematica Elementar, Fundamentos
da Matematica, Fisica, Introducdo a Algebra e Introducdo & Anélise Real, fazem com que 0s
objetos de estudo da Matematica sejam compreendidos e construidos de maneira gradativa no
decorrer do curso fazendo com que o professor tenha uma base sélida de conhecimentos que
levaram a Matemaética se apresentar da forma que a conhecemos.

Disciplinas como: Filosofia, Sociologia, Fundamentos Psicolégicos, Politica e Gestao
Escolar e Economia da Educacdo, foram de grande importancia na minha formacao, pois estas
despertaram a reflexdo sobre as bases educacionais, formacdo do individuo, da sociedade e,
por conseguinte, da humanidade, fazendo-se necessario o entendimento de fatos que ocorrem
durante cada etapa de histérica dessa formacéo.

As disciplinas para a formacdo docente, tais como: Didatica, Argumentacdo, Topicos
Especiais, Estagios Supervisionados foram de imensa relevancia para a percep¢do das
realidades e das diferentes situagdes que ocorrem ambito escolar e nas atividades docentes em
sala de aula e fora dela.

Tambeém ressalto a importancia das disciplinas que nos ajudam a ter o abarcamento do
processo de producdo e divulgacdo de conhecimentos cientificos, sdo elas: Metodologia do
Trabalho Cientifico, Pesquisa Aplicada a Matematica, Pesquisa no Cotidiano Escolar e as
disciplinas que tem como principal finalidade a obtencdo de conhecimentos historicos da
Educagdo a Distancia — EAD e a utilizacdo dos meios tecnoldgicos para melhoraria da
qualidade do ensino-aprendizagem da Matematica, sdo elas: Introducdo a Educacdo a

Distancia e Introducdo a Computacéo.
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CAPITULO 2 - CAPITULO INTRODUTORIO
2.1 Introducao

A Matematica é uma ciéncia que sempre esteve presente em nosso cotidiano, dos
primordios historicos da humanidade até os dias atuais. E. mesmo sem notarmos, esta
presente em Vvérias areas de conhecimentos.

A Algebra Linear é um ramo da Matematica que tem tomado bastante notoriedade
atualmente devido a sua aplicabilidade em diversos campos de estudos como a criptografia,
programacdo linear, circuitos elétricos, producdo mecanica de pecas, modelos econémicos
lineares, entre outros. Por ser uma disciplina versétil nas aplicaces, a Algebra Linear tem
uma grande relevancia, pois contribui para os avan¢os tecnoldgicos e cientificos.

O proposito deste trabalho € mostrar que a Matematica esta inserida em diversos
campos de estudos dando como exemplo a Genética que é um ramo da Biologia que estuda a
hereditariedade bem como outros assuntos relacionados aos genes. As aplicacfes demonstram
a relevancia que a Algebra Linear tem nesses estudos. No Egito Antigo, por exemplo, 0s
Farads, e 0s que pertenciam a linhagem genética do mesmo, recorriam a casamentos entre
irmados para assim manterem a pureza da linhagem real. E a Teoria das Matrizes fornece um
referencial matematico para compreendermos a propagacdo dos tracos genéticos através das

geracoes.
2.2 Justificativa
O trabalho realizado aqui deseja demonstrar algumas aplicacdes da Algebra Linear

inseridas na Genética, portanto, esse trabalho estd muito distante de ser uma conclusao de

estudos, 0 que vamos propor aqui € a discussao dessas aplicacoes.
2.3 Objetivo Geral

Fazer uma breve revisdo dos conceitos basicos de matrizes, operadores lineares e

limites e aplica-las em uma situacao particular da Biologia.
2.4 Objetivos Especificos

e Estudar as matrizes e suas propriedades;

e Entender o que s&o transformagdes lineares;

e Compreender o que sdo 0s Autovalores e Autovetores e a Diagonalizagdo de
Matrizes;

e Compreender Limites;
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e Demonstrar algumas aplicacbes das quais utilizam matrizes, autovalores,

autovetores, diagonalizacdo de matrizes e a compreensao de limites.
2.5 Metodologia da Pesquisa

A pesquisa desenvolvida nesse trabalho trata-se de analisar um referencial tedrico
sobre matrizes, autovalores, autovetores, diagonalizacdo de matrizes e a compreensdo de
limites afim de compreender a relacdo da Matematica com outros componentes curriculares.

A pesquisa € classificada em Exploratéria, pois envolve um levantamento
bibliografico, que contribui para uma maior familiaridade com o tema, os procedimentos e
também como uma pesquisa Quantitativa, por se tratar de uma interpretacdo dos fenémenos
baseado em dados numéricos.

A primeira consiste na realizacdo de um levantamento bibliografica para a construcao
do referencial tedrico afim de nos familiarizarmos com os contetdos que serdo utilizados para
aplicacdo nos problemas que serdo apresentados. Foram consultados livros, monografias
publicadas na internet que auxiliaram na melhoria deste trabalho.

A segunda etapa serd a demonstracdo da aplicacdo dos contetdos apresentados, afim

de compreendermos e solucionarmos os problemas que serdo propostos.
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CAPITULO 3 - REFERENCIAL TEORICO
3.1 Uma Breve Abordagem Histdrica da Algebra Linear

O texto apresentado a seguir foi retirado e resumido de uma dissertacdo apresentada
como trabalho de conclusdo de curso de Licenciatura em Matematica de Robinson Nelson dos
Santos, onde este aborda o historico do desenvolvimento da teoria dos determinantes e das
matrizes, sendo considerado os primeiros passos do surgimento da Algebra Linear.

Segundo Bourbaki (1999), a Algebra Linear é uma das ramificacdes mais antigas da
Matematica, citando, aqui, problemas que datam da antiguidade, como por exemplo sistemas
de equacdes lineares com duas incognitas:

{ x+y=7
2x — 2y = 2.

Bourbaki também cita que a Algebra Linear teve sua origem basicamente pratica.
Indicios das técnicas utilizadas foram encontrados no papiro de Rhind, de aproximadamente
1650 a.C., encontrado no Egito. Nesse papiro foram encontrados diversos problemas que para
sua resolucdo utilizavam apenas equacdes lineares simples. Temos como exemplo um método

utilizado que ficou conhecido na Europa como “Regra da Falsa Posi¢ao”:

+x—36
X +35 =36

Nesse método substitui-se a incognita por um valor conveniente para x, por exemplo

—I— = —I— = 9_

Para chegar ao valor 36 temos que multiplicar 9 x 4 que resulta em 36, logo 8 X 4 =
32 que é o valor de x.

Atualmente vemos a utilizacdo de matrizes e determinantes como instrumentos para
resolucéo de sistemas de equacOes lineares, muito se deve aos registros de antigas civilizagdes
que contribuiram para o desenvolvimento de nossa ciéncia. Os babilénicos, segundo Eves
(2004, p.62), possuiam problemas geométricos grafados em tabuletas datadas de
aproximadamente 1600 a.C., e que esses problemas eram expressados especialmente pela
Algebra.

Também foram encontrados vestigios da Algebra Linear na China, Martzloff (1987,
p.249) encontrou um impressionante algoritmo para a resolucéo de sistema lineares que ficou
conhecido como Método Fangcheng.

Temos como exemplo pratico do Método Fangcheng o seguinte problema:
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Supde-se que temos 3 pacotes de cereal de alta qualidade, 2 pacotes de cereal de
qualidade média e 1 pacote de cereal de baixa qualidade, totalizando 39 dou de gréos (dou é
um recipiente antigo chinés utilizado para armazenar grdos e alimentos). Também se supde
termos 2 pacotes de cereal de alta qualidade, 3 de qualidade média e 1 de baixa qualidade,
totalizando 34 dou; 1 pacote de alta qualidade, 2 de qualidade média e 3 de baixa qualidade,
totalizando 26 dou de gréos. Pergunta-se: quantos dou de grdos ha em 1 pacote de cereais de
alta, média e baixa qualidade, respectivamente?

O problema apresentado pode ser escrito da seguinte forma algebrica:

3x+2y+z=39
2x+3y+z=34
x+ 2y + 3z =26.

Esse sistema € representado, segundo 0 método, como:

1 2 3

2 3 2

31 1
26 34 39

Em seguida, multiplicamos todos os termos da coluna central pelo primeiro termo da

coluna direita 3, chamaremos de passo 1, assim obtemos:

1 6 3

2 9 2

3 3 1
26 102 39

Agora subtraimos o nimero a direita de cada um dos numeros do centro, chamaremos

de passo 2, obtemos, no centro:

1 3 3
2 7 2
3 2 17
26 63 39

Repetimos 0 passo 2 sucessivamente até que o primeiro nimero da coluna central seja
eliminado. Novamente utilizamos o0s passos 1 e 2, agora entre as colunas 1 e 3, eliminando-se
0 primeiro elemento da coluna 1. Por altimo, os passos 1 e 2 entre as colunas 1 e 2,
eliminando-se assim o segundo nimero da coluna 1. O resultado sera facilmente reconhecido

como uma matriz na forma triangular:

0 0 3
0 5 2
36 1 1)
99 24 39

Temos entdo um novo sistema de equacdes cuja a forma é:
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3x+2y+z=39
Ox+3y+z=24
0x + 0y + 36z = 99.

Facilmente notamos que z = 99/36 = 2,75. O valor das incognitas y e x sdo obtidas,
respectivamente, substituindo sucessivamente os resultados obtidos.

Martzloff percebe que esse método &, necessariamente, semelhante ao método
desenvolvido por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o método da Eliminacdo de Gauss dispde
os coeficientes das equacdes em linhas:

3 2 1 39
[2 31 34].
31 126

Fazendo assim 0s mesmos procedimentos do método chinés obteremos o mesmo
resultado.

Vérios matematicos contribuiram para o desenvolvimento da Algebra Linear, como
Gottfried W. Leibniz (1646-1716). Kline (1927, p.606) conta que Leibniz reescreveu as
equac0es eliminando as incdgnitas e chegou a uma regra que atualmente a conhecemos como
determinante de um sistema linear, que posteriormente foi proposta de forma mais abrangente
por Gabriel Cramer (1704-1752), este fato representou um grande avanco para Algebra
Linear. Cramer apresentou sua formula em 1750, a que hoje chamamos de Regra de Cramer
conforme relata Muir (1890, p.9).

Em 1772, Joseph L. Lagrange (1736-1813) explorava o problema de movimento de
trés corpos celestes e em suas pesquisas encontrou identidades cujas formas sugerem técnicas
de multiplicacdo de matrizes, abrindo caminho para que Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
elaborasse o seu teorema de multiplicacdo de determinantes.

Segundo Dieudonné (1981, p.71), apenas no século XVIII o conceito de
Transformacdo Linear foi difundido entre os matematicos e teve em Gauss como principal
divulgador deste novo conceito.

Com o passar do tempo as expressdes foram substituidas por arranjos retangulares,
essa tendéncia teve inicio com Gauss e foi sistematizada por Arthur Cayley (1814-1897) e
James J. Sylvester na Teoria das Matrizes.

No século XIX, foi de grandes avancos na percep¢do matematica sobre dimenséo
infinita. Os matematicos ja sabiam interpretar geometricamente calculos feitos em 2 ou 3
dimensGes e com isso abriu-se a possibilidade de lidar com sistemas de n variaveis, numa
geometria de n dimensdes, no entanto reconhecessem que 0s procedimentos ndo teriam

relacdo com a realidade, conforme relata Dieudonne (1981, p.21). Segundo Bashmakova
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(2000, p. 153) apenas por volta de 1870 foi que a nova geracdo de matematicos se apropriou
do conceito de n dimensdes.

E de facil compreensdo o porqué do conceito de dimensdo infinita ter um papel
fundamental no surgimento da Algebra Linear. Em 1858, Cayley publicou seu livro A Memoir
on the Theory of Matrices. Neste estudo, ele apresentou as matrizes como arranjos com m
linhas e n colunas, compostos pelos coeficientes de uma transformacao linear e que serviam
como notacdo abreviada dessa ultima. Segundo Kline (1972, p.805), Cayley simplesmente
encontrou na matriz:

[a b.
c d
Uma maneira de expressar a equagao:
x' =ax+ by
y' =cx+dy.

Segundo Kline (1972, p.804), o termo matriz deve-se a Sylvester. Até o final do
século XIX ndo existiam teorias ou regras definidas que pudessem ser uma base para o que
chamamos atualmente de Algebra Linear. Como foi citado, existia apenas uma intuicdo por
parte dos matematicos.

De acordo com Lima (2012), Algebra Linear é o estudo dos espagos Vvetoriais e das
transformacdes lineares entre eles. Quando o0s espacos possuem dimensdes finitas, as
transformacdes lineares possuem matrizes. Também possuem matrizes as formas bilineares
(séo fungdes f:V xV — R) e, mais particularmente, as formas quadraticas (polinémios

homogéneos de grau dois em suas variaveis).
3.2 Definicdes, Propriedades de Matrizes e Conceito Preliminar de Determinante

Conforme definido por Steinbruch e Winterle (1987), chama-se matriz de ordem m
por n a um quadro de m x n elementos, que podem ser polinémios, fungdes, entre outros,

dispostos em m linhas e n colunas.

all an aln
Apxn=1| " . ol

Am1 - Amn

A matriz também pode ser representada na forma:
A

mxn:[aij]mxn'
Com i variando de {1,2,3,4,5, ..., m} e j variando de {1,2,3,4,5, ..., n}.
Definicdo 1. Uma matriz ¢ denominada retangular quando m # n. Uma matriz ¢

denominada matriz quadrada quando m = n.
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Definicdo 2. Dada uma matriz quadrada A, ,,, = [aif]nxn’ é denominada diagonal principal
todos os elementos a;; cujo i = j, ou seja, asq, azy, ass,...., Any € a diagonal principal.
Definicdo 3. Dada uma matriz quadrada 4,, , ,, = [aif]nxn’ é denominada diagonal secundaria
todos os elementos a;; cujo i +j = n+ 1, 0U Seja, a; n, Az n—1, A3 n-2,.--., Ay 1 € @ diagonal
secundaria.

Definigdo 4. Dada duas matrizes A e B de ordem m xn, A = B, se somente se, a;; = b;.
Definicdo 5. Dada duas matrizes A e B, de ordem m x n a operagdo soma apenas ocorre se as

duas matrizes forem de mesma ordem. A soma ¢é dada da seguinte forma:

[A1; Gz - Qg ]
A= a:21 aszz = a?n
Am1  Am2 Amn
bi1 by bin
B = bz b?Z bzn
b1 bz - bnl
a1 +by1 app+bi; .. ay+biy
(A+B)y .0 =| % + by az + b, Azn + ban
A1+ b1 Az + bz o A + b

Definicdo 6. Se a é um escalar e dada a matriz A, de ordem m x n, a operacdo produto por
este escalar € uma matriz B, também de ordem m x n, tal que:

bij = Q. aij

Bpxn= @Amxn

aiq aip Ain a.aqq a.dqy a.aqn

B aoq Qoo Aon _ a. a1 a.dayy a.ayn
mxn — & : : : = : : .. :

AQm1 Am2 . Amn a.Am1 «A.Apyo - A.Amn

Definigdo 7. Seja A uma matriz de ordem m x n e B uma matriz de ordem n x p, define-se
produto da matriz A pela matriz B a matriz C, do tipo m x p, tal que cada elemento de C, c;;,
satisfaz:
Cij = Qi1byj + ajpbyj + -+ ap. by
Ou seja, cada elemento de C € obtido multiplicando-se ordenadamente os elementos da
linha i da matriz A pelos elementos correspondentes da coluna j da matriz B e, a seguir,

somando-se 0s produtos obtidos.

Exemplo 1. Seja as matrizes A, ,, = [ ] € Byy3 = B i 3] obtenha a matriz C

2 1
resultante da multiplicacdo das matrizes A e B.
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Solucao:

CZx3=A.B=B ﬂ[; i ;

c :[1.1+2.2 12421 1.3+22 :[5 4 7]
2¥3 7121412 22411 23+1.2 4 5 grF

3.2.1 Propriedades da Aritmética Matricial

Segundo Anton e Rorres (2001), supondo que o tamanho das matrizes sejam tais que
as operacdes indicadas podem ser efetuadas, vale as seguintes regras da aritmética matricial:
e Lei da Comutatividade para Adicao.
A+ B =B+ A.
e Leida Associatividade para Adicgao.
A+(B+0)=(A+B)+C.
e Leida Associatividade para Multiplicacéo
A.(B.C)=(A.B).C
(aB).C = a.(B.C)
a.(B.C) = (a.B).C = B.(a.C).
e Lei da Distributividade a Esquerda
A (B+C)=AB+A.C
A.(B-C)=A.B—-A.C
a(A+B) =aA+ aB
a.(A—B) = aA — aB.
e Leida Distributividade a Direita
(A+B).C=A.C+B.C
(A-B).C=A.C—-B.C
(a+pB).C=a.C+pB.C
(e —pB).C =a.C—pB.C.
Defini¢do 8. As matrizes que possuem o numero de linhas m =1 sdo chamadas de matrizes
de ordem 1 por n, matriz linha ou vetor — linha.
A1 xn = [a11Q12 - a45].
Definigdo 9. As matrizes que possuem o numero de colunas n = 1 sdo chamadas de matrizes

de ordem m por 1, matriz coluna ou vetor — coluna.

ag

azq
Amxl .

am1
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Definicdo 10. Dada uma matriz A, At ou A’ é denominada matriz transposta de A quando os

elementos das linhas da matriz A séo iguais aos elementos das colunas de A* ou A’.

a11 e aln

Amxn = : ) :
Ami - QAmn

all “en alm

t _ gl — _ : . :
A=A = Anxm - :
Api - Apm

Definicdo 11. Uma matriz quadrada D é denominada matriz diagonal quando todos o0s

elementos a;; = 0, paratodo i # j.

[G11 0 o .. 0 ]
|0 a; O .. i
Duxnl 0O 0 az; 0 O |
l: :+ o -~ o]

lo o o0 0 a,l
Definicdo 12. Uma matriz quadrada T; € denominada matriz triangular superior quando

abaixo da diagonal principal, os elementos a;; sdo iguais a 0.

a;; 412 A1z .. aln'l
| 0 az azz ... Gz

Tsnxni(,) O a.33 a?nll

lo o 0 0 a,l
Defini¢do 13. Uma matriz quadrada T; é denominada matriz triangular inferior quando acima

da diagonal principal, os elementos a;; sdo iguais a 0.

a; O 0 0
any o%y) ap3 e Qpp

Definicdo 14. A matriz quadrada E é denominada matriz escalar quando todos os elementos

a;j, Cujo i = j sdo iguais e todos os elementos a;;, cujo i # j € igual a 0.

E1x1=[5]

2 0

EZXZ[O 2
300 .. 0
[0 3.0 .. :]
Enxnl0 0 =~ 0 0}
1 0 3 0
0O 0 0 0 3

Defini¢do 15. A matriz quadrada I é denominada matriz identidade quando os elementos de

sua diagonal principal séo iguais a 1 e todos os outros elementos séo iguais a 0.
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Liy,=11]
1 0
IZXZ [O 1

[1 0 0 0 1

0O 1 0 .. @ |

Inxn!0O 0 =~ 0 01

lli 0 1 0 Jl

0 0 0 0 1
Definicdo 16. Denomina-se matriz zero ou matriz nula, a matriz cujo todos os elementos a;;

sdo iguais a zero.

[O 0 0 0 1
[0 0 0 .. |
0pxnl0 0 -~ 0 0|
[z £ 0 0 0 J
0 0 0 0 O
Definicdo 17. Uma matriz A~! é denominada inversa de uma matriz A quando A.A™1 = 1.
1 2

Exemplo 2. Dada a matriz A, , , = ] Determine A~1,

2 1
Solucao:
AAT =]

o -

[1.a+2.b 1.c+2.d]=[1 0
2.a+1.b 2.c+1.d 0 1

Pela Definicdo 4 da se¢do 3.2 obtemos o seguinte sistema:

{1. a+2.b=1
2.a+1.b=0
{1. c+2.d=0
2.c+1.d=1.
Resolvendo os sistemas temos que a inversa de A é:
Ao [71/3 2/3
2/3 —1/3|

3.2.2 Conceito Preliminar de Determinante

Consideremos a equacdo a.x = b, com a # 0. A solucdo desse sistema é x =

Q=

o

Observamos que o denominador estd diretamente associado a matriz dos coeficientes do
sistema, ou seja [a].
Observemos agora no sistema 2x2:

{all.xl + alz.xz = bl
a21.x1 + azz.xZ = b2.
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Desde que seja possivel as operagdes, encontramos:

bl' azz - bz. a12

x1 =
A11.-032 — Aq2.021

by.a11 — bi.ay;

xz = .
A11.Qz2 — Aq12-03q

Observe que os denominadores sdo iguais e estdo associados a matriz:

[a11 a12]
QAz1  Appl

Esses numeros sdo casos particulares do que é chamado de determinante de uma
matriz.
Segundo Boldrini (1980), o conceito preliminar de determinante € um ndmero

associado a uma matriz A = [a;;] e € representado por det A ou |A|.

det[a11 ] aq1.099 — 5.4
Ay, Ay 11- @22 12-d21-

O determinante de matrizes de ordem iguais ou maiores que trés utilizamos um
método conhecido como Teorema de Laplace. O teorema de Laplace consiste em escolher
uma das linhas ou colunas da matriz e somar os produtos dos elementos dessa fila pelos seus
respectivos cofatores.

a1 412 QAg3
a21 a22 a23 = all.All + a21.A21 + a31.A31.
a3z; dszz dszs

O det

Onde 4;; = (— 1) . det D;; sdo os cofatores e D;; € a matriz onde foram retiradas a

i-ésima linha e a j-ésima coluna.

1 0 -1
Exemplo 3. Dada a matriz M = [2 2 0 ] o0 determinante dessa matriz é dado da seguinte
31 -1
forma:
1 0 -1
Escolheremos a primeira linhade M = |2 2 0 [, entdo temos:
3 1 -1
1 0 -1
det|2 2 0|=
31 -1

= aq1- (_1)1+1. det D11 + aiz. (—1)1+2. det D12 + a;z. (_1)1+3. det D13 =

= 1.(-1)2 det[z ]+0( 1)3, det[z _O]+(—1).(—1)4.det[§ ﬂz

=1.1.det[ 1]+0+( 1)1det[3 ‘| =

2 2

= det [1 _1] + (—1).det [3 1
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Reduzimos o determinante da matriz M ordem trés em soma de determinantes de
matrizes de ordem dois, calculando temos que:
1 0 -1
det|2 2 0 |=2.
3 1 -1
3.3 Espacos e Subespacos Vetoriais

Para que possamos prosseguir faz-se necessario que tenhamos uma base solida dos
conceitos de espacos e subespacos vetoriais. Aqui apresentaremos algumas definicGes
relevantes para compreensdo das operaces utilizadas.

Definicdo 1. Segundo Boldrini (1980), um espaco vetorial real € um conjunto V, ndo vazio,

onde estdo definidas duas operagdes:

Soma:V xV 5 |7

Multiplicacdo por escalar: R x V = V.
Definigdo 2. Dados os vetores u, v € V, a soma de u e v corresponde a um vetoru + v €
I/, a essa operacdo chamamos adicao.
Definicdo 3. Dado um escalar « € R e um vetor v € VV, o produto entre @ e v faz
corresponder um vetor « .v € V, a essa operacdo denominamos multiplicacdo por escalar.

Essas operacdes devem obedecer algumas condic¢des que séo denominadas axiomas de
um espaco vetorial paratodo a,f € Retodov,uew € V.

Em relagdo a adicéo:

Comutatividade:

ADu +v = v + u
Associatividade:
A yu+v)+w =u+ (v+w).
Existe apenas 0 € V, chamado vetor nulo tal que:

A3) 0+ v =v + 0 = .

Para todo v € V, existe um vetor —v € V, tal que:
Ay)v + (—v) = 0.
Com relagédo a multiplicacéo:

Associatividade:

As) (a.B).v a. (B.v).
Distributividade:

Ag) (a + B).v = a.v + f.v
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ANa. (v + u) = a.v + a.u.

Paratodo u € V, existe um escalar 1 € R, tal que:

Ag)l.u = u.l = u
Seja V um espago vetorial sobre R. Temos algumas propriedades que decorrem dos
axiomas que definem o espaco vetorial.
P4 — O vetor nulo de um espaco vetorial V é Gnico. H& um Unico vetor 0 que satisfaz

As, pois se 0, satisfaz a mesma propriedade, entdo:

0,=0+0,=0,+0=0.
P, — Para cada vetor u de um espaco vetorial V existe um Unico vetor (— u) de u.
Seja uq, talqueu; + u =0
—u=—u+0=—u+@W+u)=~CFut+u)+uy =0+u, =u,.
P; —Paratodou € V, 0.u = 0.
Obu=u.(0+0)=0.u+0.u
—0.u+0.u=-0.u+0.u+0.u
0=0+0.u
0=0.u.

P, —Paratodoa € R, 2.0 = 0.

a.0=a.(0+0)=a.0+a.0
—-2.0+a2.0=—-a.0+a.0+a.0
0=0a.0.

P;—-Seu,vewelVeu+v=u+w,entdov =w.

P¢ —Se u,w € V, entdo existe um Unico vetor v tal que u + v = w.

P, —Paratodou € V,ocorre: —(—u) = u.

Pg—Paratodoa € Retodou € V, (—a)u = a(—u) = —(a.u).

Pqo — Qualquer que sejav € V, tem-se: (—1).v = —v.

Pio—a.v=0implicaa =0o0uv =0.

Os conjuntos R3,R* RS, ...,R", sdo espacos vetoriais com relacdo a adicdo e
multiplicacdo por escalar usuais. Verificados os oito axiomas no R?, os mesmos ficam
provados nos conjuntos citados acima.

O conjunto R é formado pelos vetores que sdo 0s numeros reais onde estdo bem
definidas as operacdes usuais de soma e multiplicacdo por escalar, portanto também é um

espaco vetorial.
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O conjunto das matrizes M,,, , ,,, também é um espaco vetorial.
O conjunto dos polinémios P, = {ay. x° + a;.x* + a,.x? + ---a;.x™,i € Rde grau <
n, em particular P, = {aq.x° + a;.x* + a,.x?} também é um espaco vetorial com relagéo as
operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo por escalar.
Os simbolos @, © sdo usados para definir operacdes de soma e multiplicacdo ndo
usuais.
Exemplo 1. SejaV = R? = {(x,y)|x,y € R , verifique se V é um espaco vetorial munida
das seguintes operagdes:
udv=_>+x,y1 +¥2)
a Qv = (axy,y1)
Com relacdo a adicdo, os axiomas A4, A,, A3 € A4 sdo satisfeitos, jA& com relacdo a
multiplicacdo por escalar, 0 axioma Ag, ndo € satisfeito. Vejamos:
(a+p)u= (a+p) (x1,y1) =
= ((“ + ,3)-9%3’1) = (a.x; + B.x1,¥1)
au+pu=a (x,y;)+ B (x,y) =
= (a.x,y1) + (B.x1,y1) =
=(a.x;+p.x,y1 +y1) =
=(a.x;+B.x,2.y1) =
(a+B)u+au+p.u
Logo V ndo é um espago vetorial.
Definicdo 4. Subespacos vetoriais € um subconjunto W c V que satisfaz as seguintes
condigdes:
e 0 € W, ovetor-nulo pertence a W, logo W nao é vazio;
e Vu,veW,u+vew,
e Va€e RevVvueW,a.ue W.
Os demais axiomas de espaco vetorial sdo satisfeitos pelo fato de W ser um conjunto
ndo vazio de V.
Todo espaco vetorial VV admite pelo menos dois subespacos: o conjunto {0} e o proprio
V. Esses sdo chamados subespacos triviais de V. Os outros sdo denominados subespacos
proprios de V.
Por exemplo, os subespacos triviais de V = R3 sdo {(0,0,0)} e o préprio R3. Os

subespacos préprios do R3 sdo as retas e os planos que passam pela origem.
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Para V = R?, os subespacos triviais sdo: {(0, 0)} e R?, enquanto 0s subespacos
préprios sdo as retas que passam pela origem.
Exemplo 2. Seja W = {(x,y) € R?;y = 2x}, verifique se W é um subespaco vetorial de R?.
0=(0,0)eWw.
Logo W néo é vazio:
(x,y) = (x,2.x) = (0,2.0) = (0,0).
Sejau (x1,¥1), v (x3,y,) € W entdo:
u+v=(x,y1) + (x3,52) =
= (x1,2.%1) + (x3,2.%5) =
= (X1 + x3,2%; + 2%3) =
= (x1 + %2, 2(x1 + x3))
u+v= (xl + x,5,2. (1 + xz))
ut+tveWw.
Sejaax € Reu € W, entdo:
au=a.(x,y;) =
=a. (x1,2.x1) =
=(a.x,a.2.x1) =
= (a. X1, 2. (a.xl))
a.u= (a.x;2.(a.x1))
a.u€ew.
Logo W é um subespaco vetorial de R?.
Observacdo 1. Os vetores também podem ser escritos como combinacdo linear de outros
vetores. Dizemos que um vetor v € V é uma combinacdo linear dos vetores vy, vy, v, ..., Uy €
V' quando existem escalares a4, a,, as, ..., a, € R, tais que:
vV=a4.V1+0a,.V, +az.v3+ -+, Uy
Definigdo 5. Seja IV um espaco vetorial e um subconjunto S = {v,,v,, ...,v,} €V, com S #
@, seja [S] um subconjunto de V formado por todos os vetores que s&o combinagdes lineares
de S. O conjunto [S] é um subespaco vetorial de IV denominado subespago gerado, onde S é o
conjunto gerador e vy, vy, V3, ..., U, 0S Vetores geradores.
Definicdo 6. Seja [S] um subespaco gerado e V um espaco vetorial, quando ocorre [S] =V,

dizemos que V' € um espaco vetorial gerado por S.
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Definigdo 7. Seja V um espago vetorial e um subconjunto S = {v,,v,, ..., v,} € V dizemos
que o subconjunto S é Linearmente Independente (LI) se, e somente se, a equagao a,.v; +
a,.v, + -+ a,. v, = 0 admite apenas a solucéo trivial a; = a, = -~ = a, = 0.

Definigdo 8. Seja V um espaco vetorial e um subconjunto S = {vy, vy, ..., v,} € V dizemos
que o subconjunto S é Linearmente Dependente (LD) se, € possivel uma igualdade do tipo

a;.v; + a,.v, + -+ a,.v, = 0, com pelo menos uma solugédo a; # 0,comi = {1,2, ...,n}.
3.3.1 Propriedades de Dependéncia e Independéncia Linear

Py —-Seumconjunto S = {v}cVev=+0,entdo S é Ll

De fato, como v # 0, ocorre a.v = 0, Se, somente se, a = 0.

P, — Se o conjunto S < V possuir o vetor nulo entdo S é LD.

De fato, seja S ={v,,v,,0,..,v,}, entdo temos a;.v; +a,.v, +as.0+ -+
a,.v, = 0,coma; # 0, portanto S é LD.

P3; — Se uma parte do conjunto S € V é LD, entdo S é LD.

De fato, sejam S = {vy, vy, ..., Uy, oo, } € S = {V1, V3, ..., -} © S, S; € LD, entdo
existem escalares a; # 0 em que se verificaa;.v; + a,.v, + -+ a;.v; + -+ a,.v, =0¢
esses mesmos a; = 0 se verifica na igualdade a,.v; + a,.v, + - +a;.v; + -+ a,. v, +
0.vp41+-+0.v, =0,logo S € LD.

P, — Se um conjunto S c V é LI, entdo qualquer parte S; de S também é LI.

De fato, se S; fosse LD, pela propriedade anterior, S seria LD, o que contradiz a
hipétese.

Ps; — Se um conjunto S = {v, vy, .., cV é LI e W = {v,,v,,...,v,,w} é LD,
entdo w é combinacdo linear dos vetores vy, vy, ..., Uy,.

De fato, como W é LD entdo existem escalares a4, a,, ..., a,, b # 0, nem todos nulos,
tais que a,.v; + a. v, + -+ ay. v, + b.w =0, se b =0, entdo um dos a;, i = {1,2, ..., n},
séo diferentes de zero na igualdade a,.v, + a,.v, + - +a,.v, = 0, fazendo com que S seja

LD, o que contradiz a hipétese. Logo b # 0 e, portanto:

b.w=—(a,.v; +a5.v, + - —a,.v,)
—a a; an
w = T.Ul —?.‘UZ - "'_?'Un'
Defini¢do 9. Um conjunto S = {v,,v,, ..., v,} é chamado base de um espago vetorial V/, se:
e Sé LI;

e SgeraV,ouseja, [S]=V.
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Definicdo 10. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Denotamos dim V a dimenséo
do espaco vetorial V que representa o nimero de vetores de qualquer uma de suas bases.

e Se V possui uma base com n vetores, entdo dim V = n;

e SelV ={0},entdo dimV = 0;

e Se V possui uma base com infinitos vetores, entdo dim V = co.
Observacdo 2. Qualquer conjunto LI de um espaco vetorial V de dimenséo finita pode ser
completado para se formar uma base para V.

Prova:

Sejam dimV =m e v, v,, ...,v, € V vetores LI. Se vy, v,,...,v, geram V, ou seja
[vi, vy, ..., v ] =V, entéo os vetores vy, vy, ..., v, formam uma base para V, pela Defini¢do 10
da secdo 3.3, m = n, e ndo ha mais o que demonstrar.

Se existe um v, € {vy, vy, ..., }, tal que v,,, ndo é combinacdo linear de
V4, Vs, ..., Uy, 1090 0s vetores sdo LI. Se [vq, v, ... vy, Vp41] = V, entdo encontramos uma base
que gera V.

Caso contrério, existe um v, 4, & {vy1, vy, ..., U, Vn41}, tal que v, 4, N0 é combinagdo
linear de vy, vy, ..., Uy, V41, 1000 0s vetores s@o LI. Se [vq, vy, .., Up, Vnp1s Vna2] =V, entéo
estd provado. Se ndo, prosseguimos de modo analogo. Como dim V = m, ndo podemos ter
mais de m vetores, pela Definicdo 10 da secdo 3.3, ap0s finitos passos teremos obtido uma

base para V.
3.4 Transformac0es Lineares

As transformacdes lineares sdo uma das mais importantes areas de conhecimento que
compdem a Matematica. Elas tém um papel importante e sdo aplicadas em diversas areas
profissionais, como, por exemplo, na computacdo grafica, onde o uso das transformacdes
lineares servem para criar imagens tridimensionais.

As transformacOes lineares também sdo utilizadas na Economia, as empresas as
utilizam para confrontar qual o produto gerard mais lucro, ou seja, sdo ferramentas que
auxiliam na escolha de qual produto tera menor custo de fabricacdo, fazendo com que a
empresa possa oferecer o melhor prego para seus produtos. S&o aplicadas também na
Engenharia Elétrica, para a compreensdo dos circuitos elétricos, entre outras aplicagoes.
Definicdo 1. Segundo Boldrini (1980), definimos a aplica¢do T: V — W uma transformacéo
linear de V. em W, se:

T(u+v)=Twm) +Tw)
T (a.u) = a.T (u)
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paratodouev eVea € R.
Exemplo 1. SejaT : R? - R3,T (x,y) = (2.x,—y,x — y) ¢é linear.
De fato:
Sejau = (xq1,y1) e v = (x3,Y,), entdo:
u+v=(x3+x2,y1 +52)

T+v) = (2.0 +22), =1 + ¥2), (1 + x2) — 1 + 7))
TWw+v)= (2.1 +2.%5, =Y — Vo, X1 + X3 — V1 — V5)
Tw+v)=Q.x1+2.%,—y1 — Yo, X1 — V1 + X2 — ¥2)

Tw+v)=Q.xy,=y,x1—y1) + 2. x3,=y2,%, —y,) =T(w) + T(v)
au=a.(x;,y;) =(a.x,a.y;)
T(a.w) = (2.(a.x1), —a.yy, (. %, — a.y,))
T(a.u) = R.a.x;,—a.y;,a.x; — a.yp)
T(a.u) = (a.(2.x1),a. (=y1), . (x1 — y1))
T(a.u) = a.(2.x1, —y1, %1 — y1) = a.T(u).

3.4.1 Propriedades de uma Transformacao Linear

P, —SejaT:V — W uma transformacao linear, entdo:
T(a;.v, +a,.v3) = a1.T(vy) + a,.T(vy)

para todo v,, v, EVeay, a, €R.

Da mesma maneira temos:

T(ay.vy+az. v+ +apv) =a,.T(w) +a,.T(wy) + -+ a,.T(v,)

para todo vy, vy, ..., v, EV eay,ay,...,a, € R.

Isto significa que a imagem de uma combinacéo linear é a uma combinacéo linear das
imagens desses vetores, com 0s mesmos coeficientes.

P, — Seja o conjunto S = {vy,v,, ..., v} € V uma base de V/, e que as imagens dos
vetores dessa base, T(v,),T(v,),...,T(v,), sdo conhecidas. E sempre possivel determinar a
imagem T (v) de qualquer vetor v € V.

Tendo v como combinacéo linear dos vetores da base, ou seja:

V=04V + 0.V, + 0+ ay, vy
E da relagdo acima tem-se:
T(w)=a,.T(vy) +a,.T(vy) + -+ a,.T(vy,).
Assim, uma transformacdo linear T:V — W fica totalmente definida quando se

conhece as imagens dos vetores de uma base de V.



30

Exemplo 2. Seja T: R® - R? uma transformacéo linear, o conjunto S = {v,,v,, v3}, sendo
v, = (1,0,0),v, = (0,1,0),v; = (0,0,1), uma base de R3. Determinar T(5,3,—2), sabendo
que T(vy) = (1,-2),T(v;) = (3,1) e T(v3) = (0,2).

V=a,.v; +a,.v, +as.vs

(5,3,—2) = a;.(1,0,0) + a,. (0,1,0) + as. (0,0,1)

a, =5
a2=3
a3=_2

T(w)=a,.T(vy) +a,.T(v,) + a;.T(vs3)
T(53,-2)=5.(1,-2)+3.(3,1) + (—2).(0,2)
T(5,3,-2) = (5.1,5.(=2)) + (3.3,3.1) + ((=2).0,(=2).2)
T(5,3,-2) =(5—-10) + (9,3) + (0,—4)
T(5,3,—2) = (14, —11).
Definicdo 2. Seja uma transformacao linear T: V — W, denomina-se nucleo de T ao conjunto
de vetores v € V que sdo transformados em 0 € W. A simbologia dada ao conjunto € N(T)
ou ker(T).
N(T) = ker(T) ={v € V;T(v) = 0}
Observacéao 1. Todo N(T) c V e N(T) # @, pois 0 € N(T). Visto que T(0) = 0.
Exemplo 3. Seja T:R?->R?, T(x,y)=(x+y,2.x—y). O nicleo é ker(T) =
{(x,y) € R? T(x,y) = (0,0)} entdo:
(x+y,2.x—y)=1(0,0)

{x+y=0
2.x—y=

Somando as equacdes do sistema acima temos
3.x+0=0
3.x=0
x =0.
Como x = 0, entéo
x+y=0
0+y=0
y=0.
Portanto
ker(T) = {(0,0) € R?}
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3.4.2 Propriedades do Nucleo de uma Transformacgao Linear

P4 — O conjunto ker(T) c V de uma transformacéo linear T: V — W é um subespaco
vetorial.

De fato:

Sejam vy, v, € ker(T),entdo T(v,) = 0eT(vy) =0,

T(vy+v,)=Tw)+Tw,) =0+0=0

Isto significa que v; + v, € ker(T).

T(a;.v1) =a;.T(vy) =a;.0=0

Ou seja, a;.v; € ker(T).

Logo ker(T) &€ um subespaco vetorial.

P, — Uma transformacéo linear T: V — W € injetora se, somente se, ker(T) = {0}.
Observacdo 2. Uma aplicacdo T:V — W é injetora se T:V - W se Vv, v, €V e T(v,) =
T (v,) implica v; = v,, ou de outra maneira, seja vy, v, € V e v; # v,, entdo T (v,) # T (vy).

Prova:

Se T é injetora, entdo ker(T) = {0}.

De fato:

Seja v € ker(T), entdo T(v) = 0, sabemos pela Observacdo 1 da secdo 3.4 que
T(0) = 0, temos que T(v) = T(0), como T é injetora por hipbtese, implicaem v = 0.

Logo o vetor zero é o Unico elemento de ker(T).

Se ker(T) = {0}, entdo T é injetora.

Sejam v,,v, €V , de modo que T(v,) =T(v,) . Entdo T(v,) —T(v,) =
T(v, —v,) =0, logo v; — v, € ker(T). Por hipotese, 0 Unico elemento do nucleo ¢é o vetor
zero,entdo v, — v, = 0, v; = v,.

Como T'(v,) = T(v,) implica v; = v,, entdo T é injetora.

Definicdo 3. Denomina-se Imagem de uma transformacdo linear T:V — W ao conjunto de
vetores w € W que sdo imagens de pelo menos um vetor v € V. Esse conjunto é indicado por
Im(T)ouT(V).

Im(T) ={weW/T(v) =w,paraalgum v € V}.

Observacado 3. O conjunto Im(T) c W e Im(T) # @, pois 0 = T(0). Se Im(T) = W, entdo
T é sobrejetora, pois para todo w existe pelo menos um v € V, tal que T(v) = w.
Exemplo 4. Seja T: R® - R3; T(x,y,2z) = (x,y,0). Im(T) = {(x,y,0) € R3;x,y € R}.

Notemos que o nucleo ker(T) = {(0,0,z) € R3;z € R}, pois T(0,0,z) = (0,0,0),

para todo z € R.
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3.4.3 Propriedades da Imagem de uma Transformacéo Linear

P, — A imagem de uma transformacéo linear T:V — W é um subespaco vetorial de

De fato:

Sejam wy, w, € Im(T) e a, € R, entdo existem v, ev, € V, tais que T(v;) = w, €
T(v,) = w,. Mostraremos que existem vetores v e u pertencentes a V' , tais que w; + w, €
Im(T) e a;.w; € Im(T). Fazendo v = v, + v,, entdo:

TW) =T, +vy) =TWw,) +TWw,) =w; +w,

Isto significa que w; + w, € Im(T).

Fazendo u = a,.v;

T(a,.v,) = a,.T(vy) = a;.wy.

Ou seja, a;.wy € Im(T).

Logo Im(T) é um subespaco vetorial.

Teorema 1. Seja V um espacgo de dimensao finita e T:V — W uma transformacéo linear. A
dimensdo do ndcleo da transformacdo somado a dimensdo da imagem da transformacéo
resulta na dimenséo de V.

dim ker(T) + dim Im(T) = dim V.

De fato:

Seja S; = {uy, uy, ..., u,} uma base para ker(T), pelo Observacdo 2 da secdo 3.3
podemos ampliar S; de modo obtermos uma base S, = {uy, uy, ..., Uy, V1, V2, ..., U} para V.
Mostraremos que S = {T(v;), T(vy), ..., T(vp,)} € uma base de Im(T).

Sejamw € Im(T) eu € V, tais que T(u) = w. Como u é combinacdo linear de S,,
existem escalares a; € b; € R, comi = {1,2,...,n}ej = {1,2,..,m}, tais que:

u=a..u +au,+-+a,u, +b;.v +by.v, + -+ by vy
T(w) =T(a;.uy +az.uy + -+ a,. uy + by.vy + by vy + -+ by )

T(w) =T(a;.uqy) + T(az.uy) + -+ T(ap.uy) + T(b1.v1) + T(by.v3) + -+ + T (b Vi)
Tw)=a;.T(w) +a,.T(uy) ++a,. T(u,) +b;.T(vy) +by. T(vy) + -+ byy,. T(Vy)
w=a..T(u)+a,. T(uy)+ - +a,T(u,) +b,.T(vy) + by, T(vy) + -+ by T (V).

Como os vetores uy, u,, ..., U, € ker(T), suas imagens sdo nulas entdo temos que:

w =Db;.T(vy) + b,. T(vy) + -+ + by. T (V).

Portanto, S = {T(v1),T(v3), ..., T (vp)} gera Im(T). [S] = Im(T).
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Suponhamos que b;.T(v;) + b,.T(v,) + -+ + by,. T(vy,) = 0, com by, by, ... b, € R.
Entdo T(b;.v; + by.vy, + -+ by vy) =0, 0 que resulta by.v; + by. v, + -+ by vy, €
ker(T). Logo existem a4, a,, ..., a, € R, tais que:

bi.vi + by vy + -+ by vy =a. U Fayu, + -+ auy,
a;. Uy +azu; + -+ auy, — (by.vy + by vy + -+ by vy) =0

a;. Uy +az. Uy + -+ ay.uy + (=by). vy + (=by). v, + -+ (=by). vy = 0.

Como S, = {uy, Uy, ..., Uy, V1, Vy, ..., U} € UMa base para V, entdo by = by, = -+ =
b, = 0.Logo S é LI. Portanto, S é uma base para Im(T). Pela Definicdo 10 da secdo 3.3
temos:

dimV =n+m
dimker(T) =n
dim Im(T) = m.

Logo dim ker(T) + dim Im(T) = dim V.

Coroléario 1. Seja T:V — W uma transformacdo linear. Se dimV =dim W, entdo T é
injetora se, somente se, T é sobrejetora.

De fato:

Se T é injetora, implica em ker(T) = {0} pela Propriedade 2 da subsecdo 3.4.2 e
Observacdo 2 da secdo 3.4. Entdo temos dim ker(T) = 0, portanto pelo Teorema 1 da secdo
3.4, temos 0 + dim Im(T) = dim V. Por hipétese dim Im(T) = dim W, entdo Im(T) = W,
por tanto T é sobrejetora.

Reciprocamente, se T € sobrejetora implica dizer que Im(T) =W , entdo
dim Im(T) = dim W. Por hipotese dim Im(T) = dimV, implica dim ker(T) = {0} pelo
Teorema 1 da secdo 3.4. Entdo T é injetora pela Propriedade 2 da subsecdo 3.4.2 e
Observacdo 2 da secdo 3.4.

Portanto, quando temos uma transformacdo linear na qual dimV =dim W, se T é

injetora ou sobrejetora, entdo T € bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo).
Corolario 2. SejaT:V — W uma transformacdo linear. Se dimV = dim W e T € injetora,
entdo T transforma a base «a ={v,, v, ..,v,} de V em uma base T(a)=
{T(v), T(v1),...,T(vy)} de W.

De fato:

Como dimV = dim W = m, precisamos mostrar que T(«) é LI. Seja a,,a,, ...,a, €

R. Consideremos a igualdade a,.T(v;) + a,.T(v,) + -+ a,.T(v,) = 0.
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Entdo T(ay.vy) +T(a,.vy) + -+ T(ay.v,) =0 e, portanto, T(a,.v; + a,.v, +
4+ a,.v,)=0. Como T é injetora implica a,.v; + a,.v, + -+ a,.v, =0, sendo a =
{vi, vy, ..., v} umabase LI, entdio a; = a, =+ =a, = 0.

Logo T () é LI e uma base de .

Defini¢do 4. Sejam 8 = {v,,v,, ..., v,y uma base de Vev € V, tal que v = a;.v; + a,.v, +
-+ a,.v,. Chamamos de matriz coordenada ou coordenadas do vetor v em relagéo a 3, 0s

nimeros reais a,, a,, ..., a,,. Denotamos por:

a,
[v]ﬁ ) |‘aszw‘
an

Exemplo 5. Sejam o espaco vetorial R? e a base candnica a = {(1,0),(0,1)}. Podemos
representar o vetor v = (1,2), pertencente a R?, em relagdo a base a.
v=(1,2) = 1.(1,0) + 2.(0,1)

(1210 =[5
Definigdo 5. Sejam a = {uq, uy, ..., up} € f = {v4, vy, ..., v, } duas bases de V. Dado um vetor
w € I/, podemos escrevé-lo como combinagéo linear das duas bases:
W =Xx1.Ug + XUy + -+ Xp. Uy

W=y +Y,.0 + -+ Y. 0.
X1 y
X
Logo [w], = 52 elwlg = yz :
x‘l’l yn

Como a = {u,u,, ..., u,} € uma base de V, podemos escrever § = {vy, vy, ..., Up}
como combinagdo linear de @ = {u4, uy, ..., u,}. Temos:
171 = all.ul + a21.u2 + -+ anl.un

Uy = Aq12-Uq + ayp. Uy + -+ Apo- Uy

Up = Q.U T Aop. Uy + o0+ Ay Uy,
Logo:
w =y (a1 U + Az Uy + o F Qg Uy) F Vo (A0 Uy F AUy + o F Qo Uy) +
ot Y (@ Uy F Ao Uy o Qg Uy)
W=Y.0q1. U1 +Y1.0p1. Uy + -+ V1.Ap. Uy T V2. Q1. UL V5. A00. Uy + 2+ Vo Qpp. Uy

+ et VAU T Y Qo Uy + o+ Yy G Un
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W= (a11.Y1 + A12.Y2 + -+ Q1. Yn)-Ug + (@21 Y1 + Qpp. Y2 + -+ Ao V) Uy + o
+ (anl.yl + anz.yz + + ann.yn).un = xl.ul + xz.uz + + xn.un.

Escrevemos na forma matricial:
X1 a1 Qi o Qin] W1
X2| _ Q21 Q22 - Qzn| |V2
Xn An1 Apz *° Qup Yn

Ou, simbolicamente:

A matriz [1]5 é chamada de matriz de mudanca de base § para base a.
Exemplo 6. Sejam a = {(1,0),(0,1)} e g = {(1,1),(1,0)} € R? , encontremos a matriz de
mudanca de base S para base a.
Escrevendo a base 5 como combinacao linear da base a, temos:
(1,1) = a4;.(1,0) + a,;.(0,1)
(1,0) = a4,.(1,0) + a,,.(0,1)

B _[%11 Q121 1 1
e = [a21 azz]_ 1 0

[vla = [11g. V]
Definicdo 6. Toda matriz de mudanca de base é invertivel.
Prova:

Sejam [I]g e [I]g as matrizes de mudanca de base de B para @ e de a para 6,
respectivamente, logo [v], = [1]5. [vlg e [vlg = [I1g. [v],. Como [v], = [1]5 [v]lg, entdo
[vle = [11§. [115- [v].

Suponhamos que a base S seja igual a base 8, entdo a matriz de mudanca de base

g ={; Jleins=mg

Comparando as equagdes acima, temos
15 = 1115 1115
Como B = 0 e pela Definicdo 17 da secdo 3.2, segue que
B _ g_[1 O
(g =g mz=1[; ;|

Portanto [I] € a inversa de [1]5.
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Exemplo 7. Utilizando o Exemplo 6 da se¢do 3.4, dado o vetor v = (2,1) € R?, encontremos

a matriz coordenada desse vetor na base f € R2.
Para acharmos v na base [, precisamos encontrar a inversa de [z]ﬁ, que € [I]‘;;.

Fazendo os calculos temos que:

=0 ]

Logo:
[wlg = g [V]a
=[]
vl = [2 —11] ' [ﬂ
s =[]

Portanto, v = (2,1) = 1.(1,1) + 1.(1,0)
Defini¢do 7. Sejam T:V — W, uma transformacdo linear, e, dimV =nedimW = m, tais
que a = {vq,Vy, ..., 1} € B = {wy, Wy, ..., wp, } S@0 bases de V e W, respectivamente.
Sejau € V, entdo u pode ser escrito como combinacéo linear da base « de V.
U=x1.V1 +X3.Vp + -+ X5 V.
Logo:
T(w) =Tx.v1 + X205+ + x,.0) =T (x.v1) + T(x2.05) + -+ T(xp. 1) =
=x1.T(vy) + x2. T(vy) + -+ + x,. T (V).
Sendo {T (v,), T (v), ..., T (v,)} vetores de W, podem ser escritos como combinacgdes
lineares da base .
T(v1) = a11.Wy + Ap1. Wy + -+ + Q1. Wi

T(vz) = aqp.-Wq + Ayp. Wy + -+ Am2-Wnm

T(vy) = Q- Wy + Ao Wy + - + Q. Wi
Substituindo, temos:
T(u) = x1.(a11. W1 + AWy + -+ Ay Wip) + X2, (A12. Wy + Qg Wy + - + Qo Wiy)
+ ot xp (A Wy F Ao Wy + o+ A W) =
= (X1.a11- W1 + X1.A31. Wy + -+ X1 Qppq- W) +
+(X3.A12. Wy + X3. Q0. Wy + -+ + X3, Az Wip) +
+ o4+ (X Qe Wy + X Qo Wy + o 4 Xy Q- Wiy, =

= (x1.a41 +Xp.a15 + -+ Xy Ayp). Wy +
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F+(x1.Ap1 + Xg.Agp + o+ Xy Agn). Wy +
+o b (g Ay + X Qg+ F X Q) Wiy, =
= (a1-%1 + Q1. %5 + -+ Ay xp). Wy +
+(az-x1 + app Xy + o+ App.Xp). Wy +
+o (A1 + Az Xo + 0 F Q- X)) - Wiy,
Por outro lado, T'(u) pode ser escrito como combinagdo linear da base 5 de W.
T(w) =y,.wy +y2. Wy + oo + Yo Wi,
Logo temos:
Vi =011.X1 F+ A12. X5 + -+ A X

yz =ay1-X1 + aArr. Xy + -+ aZn.xn

Vm = Qm1-X1 + Az X3 + -+ Qn- Xn.

Onde podemos escrever esse sistema na forma matricial:

V1 ai1 Qg2 ... Qqp X1
V2| | Q21 Q22 .. don| |X2
Ym Anm1 Amz - Amul | Xn

Ou, simbolicamente:
[TW]p = [T]g. [ula-

A matriz [T]3 € chamada de matriz da transformacdo linear em relagdo as bases

Exemplo 8. Seja a transformacdo linear T: R® » R?, T(x,y,2) = 2.x —y+23.x +y —
2.z), e as bases a = {v,,v,,v3}, com v, = (1,0,0),v, = (0,1,0) e v3 =(0,0,1), e B =

{ul, uZ}, com u, = (1,0) (] U, = (0,1)

T(vy)) =(21-04+0,3.1+0—-2.0) =(2,3) =ay;.(1,0) + a,;.(0,1)
T(vy) =(20-1+4+0,3.0+1-2.0) =(—1,1) = a;,.(1,0) + a,,.(0,1)
T(vs) = (20-04+1,3.04+0—2.1) = (1,-2) = a;5.(1,0) + a,s.(0,1).

Logo temos o seguinte sistema:

{1 a11 + O.a21 = 2
0.a11 + 1.a21 =3

{1.a12 + O.azz == _1
0.a12 + 1.a22 = 1

{ 1.a13 + O.a23 = 1
0.a13 + 1.a23 = —2.

Resolvendo os sistemas, temos as seguintes soluges:

a11:2
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a,; =3
a;; =—1
a, =1
a3 =1
Ay = —2

Logo:

QAzz 33

rlg =[5 7 L)
P 2 -1 1
Tlg=15 1 —2]'

3.5 Autovalores e Autovetores

Os autovalores e autovetores séo definicdes de extrema importancia, sendo bastante
estudados por possuirem inimeras aplicacBes em diversos campos de conhecimento como a
mecanica quantica, processamento de imagens, mecanica dos solidos, estatisticas, entre
outros. A seguir iniciaremos com 0s conceitos de operador linear, autovalores e autovetores e
outras defini¢cGes importantes.

Definicdo 1. Uma transformacdo linear T: V — Vé denominada operador linear. Um vetor v €
V7, com v # 0, é chamado de autovetor do operador T, se existir um A € R, tal que:
T(v) = A.v.

O escalar 1 € R tal que T(v) = A.v é chamado de autovalor do operador T associado ao vetor
velvl.
Exemplo 1. Sejam o operador linear T:V -V, T(x,y) = (—x + 2.y,6.x — 2.y) € 0 vetor
veV,comv = (2,3).

T(23)=(-2+23,62—-23)=(-2+46,12-6) = (4,6) = 1.(2,3).

Logo:
A=2.
O vetor v = (2,3) é um autovetor de T associado ao autovalor A = 2, pois
T(w) = A (v)

T(v) = (4,6) = 2.(2,3) = 2.v.
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Definicdo 2. Seja o operador linear T:R3® - R3, cuja a matriz canbnica é M =
A1 A1z Ag3

az1 Az Apz|,ouseja, [T(v)]y = M.v.

azy azz d4szs

Se 1 € Re v € R3 sdo autovalor e correspondente autovetor do operador T, temos
que:
M.v=Av.

Como v € R3, entdo v é uma matriz-coluna de ordem 3x1.
Reescrevendo a equagao, temos:

M.v—Av=0.
Como v = I.v, I é amatriz identidade, temos:

Mv—-—AlLv=0

(M —-A1.v=0.

Se escrevermos explicitamente essa equacao teremos:

[A11 Q12 dg3 1 0 O X
Qz1 Qzp Ax3|—A |0 1 O .[y =0
[d31 A3z 0433 0 0 1 z
a1 A12 dp3 A 0 0 rX
Q1 Az Ax3|—|0 A O ) yl =
a3z; dszz dszs 0 0 A LZ
a;; — A aq» ag3 X7
az1 Az — A azz |- I)’ =0.
asq asz; as; — Al 'z

Resolvendo essa multiplicagdo matricial chegaremos a um sistema de trés equacdes
com trés incognitas. Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero entdo a
solucdo do sistema é trivial, x =y =z =0, ou seja v € o vetor nulo. Mas, o objetivo é
encontramos 0s autovetores associados ao autovalor A, ou seja, v # 0, entdo o determinante

da matriz dos coeficientes tem que ser igual a zero.

a;; — A ai» a3
det ayq Ayy — A ass3 = 0.
as; as; azz — A

dettM —2.1)=0
Denominamos det(M — A.1) = 0, equacdo caracteristica do operador T ou da matriz
M, e suas raizes sdo os valores proprios do operador T ou da matriz M. O det(M — A.1) =0

é um polinémio em 4, denominado polinémio caracteristico. A substituicdo de A pelos seus
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a;; — 4 iz a3 X
valores na equacdo | a,; Ay, — A ays [yl = 0 permite determinar o0s vetores
azy as; ass —Al 'z

préprios associados.

Definicdo 3. Seja um operador linear T: V — V. Denominamos autoespacgo associado a 4, ao
conjunto de autovetores associados a A.

Exemplo 2. SejaT:R3 - R3, T(x,y,z) = (3.x —y+2z,—x+5.y —z,x —y + 3.z), temos
que a matriz canénica do operador T é:

Logo:

I Bl
[_31 B _11H§ ; 3).[920

1 -1 3 0 0 4
3—-1
ERE Hl—o
1
3—-1 -
det[ -1 5—/1 —1
1 -1 3-1
B=-D.(5-D.-V+(D.(-D.1+1.(-D.(-D +
—1GEG-D1+-D.(-D.B-H+B-1.(-D.(-D]=0
9—-6.1+29).(5-D)+1+1+
-[6-HD+B-1H+B-A]=0
(45-30.1+522-9.1+6.2-213)+2-(11-3.1)=0
(45-39.214+11.22-23)+2-114+3.1=0
45-39.1+11.2%2-23-94+3.1=0
-3 +11.12 —36.1+ 36 = 0.
Multiplicando ambos os lados por (—1), temos:
22 —11.2+36.1—36 = 0.

Caso existam solugdes inteiras serdo divisores do termo independente (—36). O

ntmero 2 é divisor de (—36). Ao dividirmos o polindmio A*> — 11.2% 4+ 36.1 — 36 por (1 —
2) obtemos A2 — 9.1 + 18, logo:
(A2—-9.1-18).(A—2) = 0.
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Portanto, A =2 é uma das raizes da equacdo. Resolvendo 12 —9.1—18 =0,

obtemos A = 3 e 1 = 6. Logo os valores prdprios do operador T sao:

/11:2
12:3
/13:6.

A substituicdo de A pelos seus valores na equacdo (M — A.I).v = 0 nos permite a

X
determinacdo dos vetores proprios associados. Como v = [yl 0 sistema toma a seguinte
Z

forma:
3—14 -1 1 1 x
1 -1 3-Allz
Para A = 2, temos:
3—2 -1 1 X
-1 5-2 -—-11.1y|=0
1 -1 3-211z
1 -1 1 ve
-1 3 -1 .ly =0
1 -1 1 z

—-1.x+3.y—-1z=0

{Lx—Ly+LZ=O
l.x—1.y+1.z=0.

Resolvendo o sistema, temosque y =0 e z = —x.
Entdo os autovetores associados ao autovalor A = 2 sdo todos os vetores da forma

(x,0—x) ou x.(1,0—1), com x # 0. O autoespaco associado ao autovalor A =2 &

representado por S, = {(x,0,—x) € R3;x € R} ou por [(1,0,—1)].
Para A = 3, temos:
-1 5-3 -1

X
.Iylzo
1 -1 3-311z

T

-1 2 -1
{Qx—Ly+Lz=O

[3—3 -1 1

1 -1 0
-1.x+2.y—-1.z=0
x—y+0.z=0.

Resolvendo o sistema, temos z =y e x =y, logo o0s autovetores associados ao

autovalor A = 3 sdo todos os vetores da forma (x,x,x) ou x.(1,1,1), com x#0. O
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autoespaco associado ao autovalor 2 = 3 é representado por S; = {(x,x,x) € R3;x € R} ou

por [(1,1,1)].
Para A = 6, temos:

-1 5-6 -1

[3—6 -1 1
1 -1 3-6

-

-3 -1 1 ve
-1 -1 -1 [yl =0
1 -1 -311Lz

-1l.x—-1y—-1z=0
x—y—3.z=0.

{—B.x -1ly+1.z=0
Resolvendo o sistema, temos y = —2.z e z = x, logo 0s autovetores associados ao
autovalor 4 = 6 séo todos os vetores da forma (x, —2.x,x) ou x.(1,—2,1), comx # 0. O
autoespaco associado ao autovalor 2 = 6 é representado por S = {(x,—2.x,x) € R3;x €
R} ou por [(1,—2,1)].
Observacdo 1. Os vetores proprios associados a valores préprios distintos de um operador
linear T — T, sdo vetores LI.
A demonstracdo a seguir seré feita para o caso A, e 4, distintos. A prova é analoga no
caso de n valores préprios distintos.
SejaT(vy) = A1.v; e T(v,) = A,.v,, COM A # As.
Vamos levar em consideragdo a igualdade a;.v, + a,.v, = 0, pela linearidade de T
temos:
a,.T(vy) +a,.T(vy,) =0
a,. A1+ az. Ay, = 0.
Multiplicamos a igualdade considerada a,.v; + a,.v, = 0 por A, e subtraimos a
igualdade obtida a.44.v; + a,.1,.v, = 0.
Obtemos:
a,.(A, — 1,).v, = 0.
Como A; # A,, entdo (4, — 1,) # 0 e v, # 0, temos a, = 0, fazendo a substituicdo
na igualdade a;.v; + a,.v, = 0, temos a,.v; = 0, mas como v; # 0, entdo a; = 0.
Logo o conjunto {v;, v,} € LI
Observacéo 2. No caso particular acima, se o operador linear T: R? — R? tiver {v,, v,} como
conjunto formado pelos autovetores associados aos autovalores distintos A; e 4,, este

conjunto serd uma base para R?. De forma analoga acontece no caso de T:V — V, linear com
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dimV = n, tiver n autovalores distintos, o conjunto de {v;, v,, ... v, } autovetores associados,
serdo uma base para V.

Exemplo 3. Seja um operador linear T: R? - R?, T(x,y) = (—=3.x — 5.y, 2.y), cuja a matriz

candnicaé M = [_03 _25]
M-AD.v=0

dettM —A1.1)=0

da(ﬁf ;ﬂ—AB 2):0

dee([274 S ])=0

2-1
(=3-1.2-)+{-[0.(-5)]}=0
A2+21-6=0.
Resolvendo a equacdo acima, temos que
M=2
A, = -3

Para A = 2, temos:
[_30_ ’ 2__52] : [;] =0
o olhl=0
{—S.x —-5y=0
0.x+0.y=0

X =-y.
Logo os autovetores associado ao autovalor A = 2, sdo os vetores da forma (x, —x) ou
x.(1,—1). O autoespago associado ao autovalor A = 2 é representado por S, = {(x, —x) €
R?; x € R} ou por [(1,—1)].
Para A = —3, temos:
-3 —-(-3) -5 X
[ 0 2—(—3J'b4“0
0 —=5] ¥ _
[0 5 ][y] =0
{O.x —-5y=0
0.x+5y=0

0.x=0
y=0.
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Logo os autovetores associado ao autovalor A = —3, séo os vetores (x, 0) ou x. (1,0).
O autoespaco associado ao autovalor A = —3 é representado por S_; = {(x,0) € R?;x €
R} ou por [(1,0)].

Portanto, o conjunto {(1,—1), (1,0)} é uma base de R?.

Podemos encontrar o operador linear T, dados a base formada pelos autovetores e seus
respectivos autovalores.
Exemplo 4. Seja linear 1, = 2 e 1, = —3 os autovalores de um operador linear T: R? - R2,
e seus respectivos autovetores v; = (1,—1) e v, = (1,0). Para determinarmos o operador
linear T(x, y) tomemos um vetor u = (x,y) escrito como combinagéo linear da base formada
pelos autovetores de T.

u=avy+b.v,

(x,y) =a.(1,—-1) + b.(1,0)

{La+Lb=x
—a+0.b=y.
Logo;
a=-y
b=x+y
u=(0y)=—-y.v+x+y).v,.
Como

T(vy) =217, =2.(1,-1) = (2,-2)
T(v,) = A,.v, = (—=3).(1,0) = (-3,0).
Pela linearidade, temos
Tw =—-y.T(w) + x+y).T(v)
T(w) =-y.2,-2)+ (x +y).(-=3,0)
T(w) =(-2.y,2.y)+(=3.x—3.y,0)
T(w)=T(x,y)=(—3.x—5.y,2.y).

Observacdo 3. Podemos reescrever T (v,) e T(v,) do Exemplo 4 da se¢do 3.5 da seguinte
forma:
T(vy) =2.(1,-1) +0.(1,0) = (2,-2)

T(vy) =0.(1,-1) + (=3).(1,0) = (=3,0).

0
-3

matriz diagonal cujo os elementos da diagonal principal séo 1, e 1,.

Onde a matriz D = [3 ] representa o operador T na base dos autovetores e € uma
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3.6 Diagonalizacao de Matrizes

A diagonalizagdo de matrizes € muito utilizada em Economia, na Engenharia Elétrica,
na Engenharia Civil, dentre outras areas. Tem significativa relevancia em situacdes problemas
que envolvem autovalores e autovetores. Serdo apresentadas algumas defini¢es para melhor

compreenséo das aplicacGes propostas.

Definicdo 1. Sejam a matriz diagonal D e a matriz can6nica do operador linear M. D e M sé&o
chamadas de matrizes semelhantes, pois representam o mesmo operador linear em bases
diferentes.

De fato:
SejaT:V — V, um operador linear. Se a e f sdo basesde Ve [T]s =M e [T]g =D as

matrizes que representam a transformacédo linear nas bases a e 8, respectivamente, entdo,

pelo conceito de matriz de uma transformacédo linear, temos que:
[T(W)]e = [Tla-[V]a
[T(W)]g = [T15. W]
Sendo [1]5, a matriz de mudanca de base de 8 para a, entdo escrevemos:
e = 112 V]
[T = [115.T[v]p.
Substituindo [v], € [T(V)], em [T(V)], = [T]%. [v],, temos:
115 [T()]p = [TIE 115 V]
Pela Definicdo 6 da secdo 3.4 a matriz de mudanca de base [1]§ é invertivel, segue

que:

Tl = 118 [T1% 115 [v],.

Substituindo [T'(v)]s = [T]g. [v]g, temos:

5. [wlp = [1E . [T18 [115. [v].

Dessa igualdade, tiramos que:

s = [ r1e. (1.

Substituindo [I]g =P, [T]g = D e [T]¢ = M, chegamos a concluséo:

D=PLM.P.
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Definicdo 2. Seja uma matriz canénica M de um operador linear T. A matriz M é dita
diagonalizavel se existir uma matriz invertivel P, tal que P~1. M. P resulte em uma matriz
diagonal D.
D =P 1M.P.

Dizemos que P diagonaliza M.

A definicdo pode ser descrita de uma outra forma equivalente: um operador linear
T:V — V é diagonalizével se existe um conjunto autovetores de T que formam uma base para
0 espaco vetorial V.
Observacéo 1. As colunas de uma matriz P sdo formadas pelos autovetores de T.
Exemplo 1. Seja um operador linear T:R* - R?, T(x,y) = (4.x + 5.y,2.x + y), a matriz

4 5
2 1

(M=2A.D.v=0
det(M —A.1) =0

det([‘zL i]—z.[é (l))zo

(57,5, )=0

4-2).A-1)+[-(2)]=0
A2 —521-6=0.
Resolvendo a equacdo, temos:

candnica do operador linear é M = [ ] Determinaremos os autovalores de M.

Al=6
12:_1.

pPara A = 6, temos:

[4;6 156].17:0

[_22 —55]'[;]=0
—2.x+5y=0
{2.x—5.y=0.

Logo os autovetores associado ao autovalor A = 6, sdo os vetores da forma (x, é .Xx) ou
X. (1,%). Cujo autoespaco associado ao autovalor A = 6 é representado por S¢ = {(x,%.x) €
R?; x € R} ou por [(1,%)].

Para A = —1, temos:

V=

4—(=1) 5
[ 2 1-(=DF
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X
5 olb]=0
{S.x +5.y=0
2.x+2.y=0.

Logo os autovetores associado ao autovalor A = —1, sdo os vetores da forma (x, —x)
ou x.(1,—1). Cujo autoespaco associado ao autovalor A = —1 € representado por S_; =
{(x,—x) € R% x € R} ou por [(1,—1)].

Pela Definicdo 2 da secdo 3.6 e pela Observacdo 1 da se¢do 3.6 temos uma base

formada por autovetores de T, onde as colunas da matriz P é formada pelos autovetores.

% 1
P = .
[g —1]
Onde P é a matriz que diagonaliza M, isto é:
5 5
iy po|?7 7 [4 5 % 1]=[6 0]=D
o E_§'2 1'5—1 0 -1 '
7

Alguns problemas matematicos necessitam que calculemos poténcias elevadas de
matrizes, finalizaremos este capitulo mostrando que estes calculos podem ser facilitados em
matrizes diagonalizaveis.

Seja uma matriz A, diagonalizavel e P uma matriz invertivel, temos que:

(P LA.P).(PLAP)=P LAPPLAP=PLAIAP=P1A%P=D2

Podemos generalizar, para qualquer inteiro positivo n,

p~l.A™P = D"
p.p~tAnp.p~l=ppnp?
1.A*] =pP.D™ P71
A" =p.D" Pt

Esta equagdo representa a n-ésima poténcia de A em fungdo da n-ésima poténcia da
matriz diagonal D.

O calculo de D™ é simples, por ser uma matriz diagonal temos que:

d, 0 - 0 L | Y 0
p=|9 d= v O Q|0 dn o0
0 0 - dpynm 0 0o - di,

Exemplo 2. Utilizaremos o Exemplo 1 da se¢do 3.6, com M = [LZL i] para calcular

M3,
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Temos que:
1 1 5 5
= 2 .p-1 — 7 7 = 6 0
P < —1]’P 2 5 ;D 0 —1]
7 7
Logo:
M P.D3.p71
1 1 >
M3 =2 [63 7 [154 155
— _13 2
5 Z
7

3.7 Nocéo de Limites

Definicdo 1. Seja X < R. Um numero a € R é chamado ponto de acumulacdo do conjunto X,
quando todo o intervalo aberto (a —&,a + €), de centro a, contém algum ponto x € X tal
que x # a. O conjunto dos pontos de acumulacdo sera representado por X'. Expressamos
simbolicamente a definicao da seguinte forma:

Ve>0,Ix eR;0< |x —a| < e
Definicdo 2. Seja f: X - R uma funcdo de valores reais definida num subconjunto X c R.
Seja a € R um ponto de acumulacdo de X, portanto, a € X'. Chama-se o nimero L de limite

de f(x), quando x tende para a, e escrevemos lim f(x) = L, quando, para todo € > 0 dado
xX—a

arbitrariamente, obtemos § > 0 tal que |f(x) — L| < esemprequex e X e 0 < [x —a| < 6.
Expressamos simbolicamente da seguinte forma:
limf(x) =L.=Ve>03§>0;x€X,0< |x—al|<d=|f(x)-L| <e.
xX—a
Podemos compreender, de maneira informal, do seguinte modo: lim f(x) =L
X—a
significa dizer que podemos ter f(x) arbitrariamente préoximo de L quanto se queira, desde
gue se tome x € X suficientemente préximo, mas ndo igual, a a. Portanto, ndo nos interessa o
comportamento de f(x) quando x = a, mas sim quando x assume valores proximos a a. Esse
é o significado da restricdo 0 < |x — a.

Observacao 1. Sejam f,g: X » R, a € X' com lim f(x) = L e lim g(x) = M, entdo:
xX—a xX—a
lim[f(x) £ g(x)] =lim f(x) x limg(x) =L+ M
X—a xX—>a xX—>a
lim[f(x).g(x)] = lim f(x).limg(x) = L. M
xX—a xX—a xX—a

Cfe) lmfe) L
xl—{%g(x) - glci_r)rtllg(x) - M'M 0.
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Se limf(x)=0 e g é limitada numa vizinhanca de a , temos que
xX—a
lim f(x).lim g(x) = 0.
x—-a xX—a
Observacdo 2. Seja f: X - R, a € X}, onde X} é o conjunto dos pontos de acumulacéo
maiores e proximos de a, denominamos limite lateral a direita o valor L quando lim+f(x).
x—-a

Observagdo 3. Seja f: X - R, a € X_, onde X_ & o conjunto dos pontos de acumulacdo

menores e proximos de a, denominamos limite lateral a esquerda o valor L quando xlll(ll”l_ f ().
Observacgéo 4. Dado a € X\ N X, existe ,IE,’; f(x) se, somente, se xlir£1+ f(x) = xl_i)rg_f(x) =
L.
Exemplo 1. O }ciig 2.x + 3 = 7. Neste exemplo basta substituirmos diretamente x = 2

Para encontrarmos certos limites precisamos utilizar alguns artificios algébricos.

5 3 1 3 1
2x%-3x+1 . X2z . 2= 2
TR N =
x4=1 xX—00 xz.(l—x—z) X—00 (l—x—z) 1

Exemplo 2. O lim
X—00

= 0. Pela Observacdo 1 de 3.6, —1 <|;C—|< 1 é limitada e o

|x|.sen x

Exemplo 3. O lim
x—0

|x|.sen x

lim sen x = 0, logo 11 =0.

x-0

Exemplo 4. O lim 22 =1.
X—00

Exemplo 5. O lim X220%%28 _ jj &=9G79) _ iy 529
x-5 x—5 x—5 x-5 x—5

)

g( > com hrn f(x)=0¢e 11m g(x) = 0 ou entdo

Observacéo 5. Alguns limites do tipo hm

lim f(x) = toe hm g(x) = too, resultam em indeterminagdes do tlpo ou =— Para estes

xX—-a

casos podemos determinar o limite utilizando a Regra de L’Hospital, que consiste em
determinar, caso existam, as derivadas de f(x) e g(x) no ponto x = a e utiliza-las para
calcular o limite.

LG f[) _ '@

x-a g(x)  x-a g'(x)  g'(a)

Exemplo 6. O lim =1, pois lim f,(x) = lim == = lim cosx = 1.
x-0 X x»09'(x) x-0 1 x>0

sen x

Exemplo 7. O lim —— X = 2, pois lim L) i 22952% _ Jim 2. cos 2.x = 2.
x-0 X x—09'(x) X—>0 1 x>0
Exemplo 8. 0 hm X =0, pois lim 22 = im = = 0.
x—o00 g x) x—00 €%

Esses sdo alguns exemplos praticos para se ter uma nogdo de limites dentro do

contexto que sera utilizado nas aplicacdes da algebra linear.
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CAPITULO 4 - APLICACOES DA ALGEBRA LINEAR NA GENETICA

Neste capitulo veremos algumas aplicacfes para verificarmos a hereditariedade de
caracteristicas de animais ou plantas. Segundo Anton e Rorres (2001) a algebra linear
desempenha uma funcdo importante para a genética, pois podemos investigar a propagacao de

uma caracteristica herdada em sucessivas geragdes calculando poténcias de matrizes.
4.1 Caracteristicas Hereditarias Autossdmicas

Consideremos por suposicdo que a caracteristica hereditaria € comandada por um
conjunto de dois genes A e a. Cada individuo de cada sexo carregam estes dois genes por
hereditariedade autossémica, 0s provaveis pares sdo AA, Aa, aa, e denominamos gendtipo do
individuo a cada um destes pares. Estes genes sdo responsaveis por certas caracteristicas, por
exemplo, nos seres humanos com o genétipo AA e Aa possuem olhos castanhos e os que
possuem o0 aa, possuem olhos azuis, dizemos entdo que o gene A é dominante e 0 a €
recessivo, pois externamente 0s que possuem o genétipo Aa possuem olhos castanhos.

Na hereditariedade autossémica um individuo recebe um gene de cada par de genes de
seus pais para formar seu par Unico e préprio. Até 0 momento, é conhecido que essa heranca
genética é uma questdo de sorte qual dos dois genes o pais passardo a seus filhos. Na tabela
abaixo listamos todas as probabilidades dos possiveis gendtipos dos descendentes para todas
as combinacdes de genotipos dos pais.

Tabela 1. Probabilidades dos Possiveis Gendtipos dos Descendentes

Genotipo do Genotipo dos Pais

Descendente | AA x AA AA x Aa AA x aa Aa x Aa Aa x aa aax aa
(AA) 1 Yo 0 Ya 0 0
(Aa) 0 Y 1 Y Y 0
(aa) 0 0 0 Ya Yo 1

4.2 Aplicacédo 1. Distribuicdo de Gendtipos numa populagao

Suponha que um agricultor tenha uma grande populagdo de plantas em que esta
consiste de alguma distribuicdo de todos os trés possiveis gendtipos AA, Aa e aa. O agricultor
deseja implementar um programa de criacdo no qual cada planta da populacdo é fertilizada
por uma planta do genotipo AA. Queremos encontrar aqui uma expressdo para a distribuicéo
para os trés genotipos na populacdo depois de um namero qualquer de geragdes, ou seja, para
n=0,1,2, .., temos que:

a, — representa a fracdo das plantas de gendtipo AA na n-ésima geracao.
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b,, — representa a fracdo das plantas de genotipo Aa na n-ésima geracao.

c, — representa a fracdo das plantas de gendtipo aa na n-ésima geracéao.

Assim temos ay, b, e c, as fragdes que representam a distribuicdo inicial e sabemos
que a, + b, + ¢, = 1, paratodon = 0,1,2, ..., pois a soma de todas as probabilidades é igual
al.

Pela Tabela 1 da se¢édo 4.1 podemos obter a distribuicdo de genotipos em cada geragédo
em funcéo das geragOes precedentes.

Ao analisarmos o cruzamento AA — AA temos que a probabilidade € 100% dos
descendentes serem do genotipo AA.

No cruzamento AA — Aa, temos que a probabilidade 50% dos descendentes serem do
gendtipo AA e 50% do gendtipo Aa.

E, finalmente, no cruzamento AA — aa, a probabilidade é 100% dos descendentes
serem do tipo Aa.

Logo, a fracdo a,, que representa a populacdo do gen6tipo AA na n-ésima geragdo sera
a probabilidade dos descendentes do cruzamento AA — AA serem de gendtipo AA multiplicado
pela fracdo da populacdo que representa os descendentes de gendtipo AA da geracao anterior,
somado, com a probabilidade dos descendentes do cruzamento AA — Aa serem de genotipo AA
multiplicado pela fracdo da populacdo que representa os descendentes de gendtipo Aa da
geracdo anterior.

A fracdo b, que representa a populacdo do gendtipo Aa na n-ésima geracdo sera a
probabilidade dos descendentes do cruzamento AA — Aa serem de gendtipo Aa multiplicado
pela fracdo da populacdo que representa os descendentes de genotipo Aa da geracdo anterior,
somado, a probabilidade dos descendentes do cruzamento AA — aa serem Aa multiplicado
pela fracdo da populacdo que representa os descendentes de gendtipo aa da geracao anterior.

Ja a fracdo c,, que representa a populacdo de genotipo aa n-ésima geracao sera igual a
zero, pois nao héa probabilidade de surgirem descendentes do tipo aa.

Assim, expressamos as afirmacdes acima pelas equacdes abaixo:

a, = 1. an-1 + E bn_1

1 Eg. (1
bn:E-bn—l-l'l-Cn—l q()

c, =0

paratodon = 1,2, ...
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A primeira equacdo nos da a seguinte informagdo, que todos os descendentes de
genotipo AA serdo do tipo AA neste programa de criacdo e que metade dos descendentes de
gendtipo Aa sera do tipo AA.

Na segunda equacéo, que a metade dos descendentes de genotipo Aa sera do tipo Aa e
que todos os descendentes de gendtipo aa seré do tipo Aa.

E na terceira equacgdo, que ndo existem descendentes de genotipo aa.

As equac0es (1) podem ser escritas na forma matricial.

an
Cn

1 —_
|[1 7 0
1\/1=I0 1 . Eq. (2)
ll 2
0 0 o
Apn—17
x(1) = [bn—l
Cn—1

Observemos que a matriz M tem as mesmas colunas da Tabela 1 da secdo 4.1.
Encontramos entéo a equacgéo:
x™ =M. x™D  Eq. (3)
paratodon = 0,1,2, ...
Como x™ D = M. x®™2) temos:
x™ = M. M. x""D = y2 x-2 Eq. (4)
Fazendo sucessivamente esse procedimento chegamos na seguinte equagéo:
x™ = M. x© Eq.(5)
Onde x© ¢ a distribuicao inicial.
Se encontrarmos uma expressao explicita para M™, poderemos usar a equagio x™ =
M™. x©_ Para encontramos uma expressao explicita diagonalizamos M, ou seja, procuramos
uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel P tais que:
M=P.D.P71,
Entdo temos que:
M™ =P.D™. P! Eq.(6)
paratodon = 0,1,2, ...
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A0 - 0
n cee
Onde D™ = 0 )EZ . 0
0 0 - A
Determinaremos os autovalores e autovetores da matriz M.
15 0
2
M=l Ly
2|
0O 0 O
(M—-A.1.v=0.
Logo:
[ 1 4] \
/Il 2 OI 1 0 01| x
1 —A10 1 0]]. =0
k|0—1| 001)[321]
2
l0 0 OJ
[ 1 4] \
/Il 2 OI 20 01)
1 —10 4 0] ]. =0
klo 5 1| 0 0 /'1} }le
2
lO 0 0J

—_
|
N
|
o

Portanto, o det(M — A.1) = 0,

-2 Lo
det ) 1 11 =
ISR
0 0 —A
1 1
(1-2). (E _ ,1) (D) +5.104000 +

—[o.(%—z).o+%.o.(—z)+(1—/1).1.0] —0

(1—1).(%—/1).(—/1) — 0

(%—;MAZ).(—A):o

3 1
—13 +§.12 —E./l= 0.
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Multiplicando ambos os lados por (—1), temos:

3 1
/13 _5./12 +§/1 == 0

Portanto, as raizes do polinémio caracteristico sdo os valores proprios do operador T

Sao:
A =0
A, =1
As =
2

A substituicdo de A pelos seus valores na equacdo (M — A.I).v = 0 nos permite a

determinacdo dos vetores prdprios associados.

X
Comov = lyl 0 sistema toma a seguinte forma:
VA

[{_ 1 1
I1 A > Olr
1 .|yl =0.
| 0 E_/l 1| z
Lo "0 -l
pPara A = 0, temos:
1
|[1—0 > 0]| X
1 yl=0
[ 0 E_O 1J -
0 0 -0
1
1 .yl=0
b2
0 0 O

1
{Lx+?y+02=0

LO.x +%.y+ 1.z=0
0.x+0.y+0.z=0.

Resolvendo o sistema, temosque y = —2.x e z = x.

Entdo os autovetores associados ao autovalor A = 0 sdo todos os vetores da forma
(x,—2.x,x) ou x.(1,—2,1), com x = 0. O autoespaco associado ao autovalor A =0 ¢

representado por S, = {(x, —2.x,x) € R3;x € R} ou por [(1,—2,1)].
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pPara A = 1, temos:

1
F—1 = oix
lo %—1 1Jiﬂ_0
0 0o -1
o 3 o
2 X
o -1 1 'B_O
lo o -1l
( 1
!Qx+iy+02=0
|

Qx—%y+LZ=0
k&x+0y—LZ=0
Resolvendo o sistema, temos z =0 e y =0, logo os autovetores associados ao
autovalor A =1 sdo todos os vetores da forma (x,0,0) ou x.(1,0,0), com x 0. O
autoespaco associado ao autovalor A = 1 é representado por S; = {(x,0,0) € R3;x € R} ou
por [(1,0,0)].

1
Para A = p temos:

1 1 0
2 X
0 1 1 1 ]|yl =
2 2 1
0 0 1
2
11 0
2 2 ] X
0 0 1 .lyl:
0 0 —1|"
i 2

E +1 +0.z=0
S X+t5.y+0.2=

{0.x+0.y+1.2z=0

1
LQx+Qy—iz=0
Resolvendo o sistema, temos y = —x € z =0, logo 0s autovetores associados ao

autovalor A = % sdo todos os vetores da forma (x,—x,0) ou x.(1,—1,0), com x #0. O

autoespaco associado ao autovalor A = %é representado por S1 = {(x, —x,0) € R3;x € R} ou
2

por [(1,—1,0)].
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Logo, pela Definicdo 2 da secdo 3.6, M é diagonalizavel. Encontramos, entdo, os

1

seguintes autovalores 4, = 0,4, =1e 3 = 5 € seus respectivos autovetores v; = (1,—2,1),

0 0 O
v, = (1,0,0), v3 =(1,-1,0). Logo temos D=0 1 O ] a matriz formada pelos
0 0 1/2
1 1 1
autovalorese P = [—2 0 —1|, a matriz formada pelos autovetores. Utilizando a Defini¢édo
1 0 O
0 0 1
17 da secdo 3.2, determinamos P™1 =1 1 1
0 -1 -2

Usando a equacéo (6), temos que:
x™ =M. x© = p.pr.p~1.x©

n

0 0
1 1 1 0 1" 0 0 0 17 [%
x™W=(=2 0 -1]. el fr 1 1 1.]bo
10000(5)0—1—260

0

11 17|
xM=[-2 0 -1].

1 0 olfo

-G 16

) e
e |

2
0 0 0
Lembrando que a, + b, + ¢, = 1, temos que:
1 n 1 n-1
an:ao‘l‘bo_(E) .b0+CO_(§) 'CO
1 n 1 n—-1
b, = (§> b + (E) ¢ Eq. (7)
=0

paratodon = 1,2, ...
Estas sdo as formulas explicitas para a fragdo dos trés gendtipos na n-ésima geracao de

plantas em funcdo das fragdes dos genotipos iniciais.

) L. - 1 n 1 n-1
Quando n tende ao infinito as fracdes (5) e (5) tendem a zero, portanto as
equac0es (7) ficam da seguinte forma:
a, > ag+by+cy=1

b, -0
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¢, — 0

1
x™ - [0]
0

Isso significa que no limite todas as plantas da populacdo serdo de gendtipo AA.
4.3 Aplicagéo 2. Modificando a Aplicagdo 1

Vamos supor que cada planta dessa populacdo é fertilizada por uma de mesmo
gendtipo. Temos que:

a, — representa a fracdo das plantas de gendtipo AA na n-ésima geracao.

b,, — representa a fracdo das plantas de gen6tipo Aa na n-ésima geracéo.

c, — representa a fracdo das plantas de gen6tipo aa na n-ésima geracao.

Pela Tabela 1 da se¢do 4.1 podemos obter a distribuicdo de genotipos em cada geracédo

em funcéo das geragOes precedentes, expressas pelas equacdes abaixo:

n = ap-_1 + 1 bp-1

=7 bp1+cn1

paratodon = 1,2, ...

A primeira equagdo nos d& a seguinte informacdo, que todos os descendentes de
genotipo AA serdo do tipo AA neste programa de criagao e que um quarto dos descendentes de
gendtipo Aa sera do tipo AA.

Na segunda equacdo, que a metade dos descendentes de gendtipo Aa sera do tipo Aa.

E na terceira equacdo, que um quarto dos descendentes do genétipo Aa serdo do tipo
aa e que todos os descendentes de gen6tipo aa serdo do tipo aa.

Usando a mesma notacao da aplicacdo anterior, temos que as equagdes acima podem

ser escritas na forma matricial.

<
Il
o
B RN RS-
o
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an-1
x(1) = [bn—1]
Cn-1
Observemos que a matriz M tem as mesmas colunas da Tabela 1 da secdo 4.1.
Encontramos entdo a equacéo:
x™ = M. x"-D
paratodon = 0,1,2, ...
Como x™ D = M. x™=2) temos:
xMW =M. M. x""2 = M2 x"-2)
Fazendo sucessivamente esse procedimento chegamos na seguinte equacéo:
x™ = mn, x©
Onde x© ¢ a distribuicao inicial.
Diagonalizando M encontramos 0s seguintes autovalores 1;, =1, 1, =1 e A3 = %
Como A4, = A, =1, entdo dizemos que A; possui multiplicidade dois, os vetores sé&o do
formato (x,0,z), notamos que o autoespaco associado € bidimensional, para A3 =%, 0S
vetores sdo da forma (x, —2x, x) ou x. (1,—2,1). Para formarmos uma base de autovetores
escolheremos dois autovetores LI, v; e v,, do autoespaco associado ao autovalor A; e um

Unico autovetor v associado ao autovalor 1;. Temos:

1 0 17
vy =|0[, vz = [0f,v3 =[-2
0 1 1
_1 1 O_
10 0 2
101 01 0 1
P=]0 0 -2[,D= 1|.P =0 5 1}
01 1 00 - 21
0 —= 0
2
Logo:
x™W = M. x© = p pn p1 x©
_1 1 O_
m™ 0 0 2
1o 119 1» o : %o
x™=1[0 0 -2|. nel-1o = 1f|bo
01 1 0 0 (—) 2 Co
2 0 —= 0
2
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_ 1 —
1 = 0
10 0
L0 1119 1 o % %o
) — - 1 b
x [00 2] nnl-fo 1[0]
01100(—) 2 co
L P
2
n+1

n Qo
2 o

Portanto:

paratodon = 1,2, ...

Estas sdo as formulas explicitas para a fracdo dos trés genotipos na n-ésima geracgéo de
plantas em funcéo das fracdes dos gendtipos iniciais.

A L. . 1 n 1 n+1
Quando n tende ao infinito as fracoes (E) e (E) tendem a zero, portanto as

equac0es ficam da seguinte forma:

Isso significa que no limite todas as plantas da populacéo serdo de genotipo AA e aa.
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4.4 Doengas Recessivas Autossomicas

H& muitas doencas genéticas que sdo controladas por hereditariedade autossdmica, no
qual um gene normal A domina o gene anormal a. Um individuo que possui o0s pares de genes
AA é normal, ja o que possui 0 gendtipo Aa € normal, mas é portador do gene que carrega a
doenca, entretanto o individuo que carrega o genoétipo aa é afetado pela doenca. Nos seres
humanos existem varios tipos de doencas recessivas autossémicas, onde algumas delas estdo
associadas a um determinado grupo racial. A fibrose cistica, por exemplo, é uma doenca onde
um determinado gene intervém na producdo de suor, dos sucos digestivos e dos mucos. 1sso
compromete o funcionamento das glandulas exdcrinas que produzem substancias (muco, suor
Ou enzimas pancredticas) mais espessas e de dificil eliminacdo, é predominante entre brancos.
A anemia falciforme é uma doenca que afeta as hemacias e causa uma deficiéncia no
transporte de oxigénio e gas carbdnico, € predominante entre negros. A beta-talassemia,
doenca genética predominante entre pessoas de origem da regido do Mar Mediterraneo, afeta

a hemoglobina causando anemia. Entre outras doengas recessivas autossomicas.
4.5 Aplicacdo 3. Controle de Doenca Recessiva Autossdomica

Suponhamos que um criador de animais possua uma populacdo de animais portadora
de uma doenca autossémica recessiva. Suponhamos também que esses animais afetados pela
doenca ndo sobrevivem até a maturidade. Uma possivel maneira de controlar a doenca € o
criador cruzar um macho normal com uma fémea de qualquer genétipo, pois os descendentes
terdo um pai e uma mae normais ou um pai normal e uma méae portadora do gene recessivo.
N&o podendo haver cruzamento de um pai normal e uma mae afetada pela doenca visto que
individuos do genotipo aa ndo sobrevive até a maturidade. Assim ndo havera descendentes
afligidos pela doenca, neste programa de criacdo, embora ainda haja portadores do gene
recessivo. Determinaremos a fracdo de portadores da doenca em gerac@es futuras.

a, — representa a fracdo de descendentes normais, do gendtipo AA, na n-ésima
geracao.

b,, — representa a fracdo de descendentes portadores da doenca, do genotipo Aa, na n-
ésima geracao.

Pela Tabela 1 da se¢éo 4.1 podemos obter a distribuicdo de genotipos em cada geragédo

em funcéo das geragOes precedentes, expressas pelas equacdes abaixo:

1
n = ap_q1 + 2" bn-1
1
bp =5.bp1

2
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paratodon = 1,2, ...

A primeira equacdo nos da a seguinte informagdo, que todos os descendentes de

genotipo AA serdo do tipo AA neste programa de criacdo e que metade dos descendentes de
gendtipo Aa sera do tipo AA.

Na segunda equacdo, que a metade dos descendentes de gendtipo Aa sera do tipo Aa.

Temos que as equagdes acima podem ser escritas na forma matricial.

=[]

Encontramos ent&o a equagao:

xM™ = M. x=1
paratodon = 0,1,2, ...
Como x™ D = M. x®™=2) temos:

xM™W = M. M. x""2 = p2 x1-2),

Fazendo sucessivamente esse procedimento chegamos na seguinte equacéo:

xM™ = pmn. 50
Diagonalizando M encontramos 0s seguintes autovalores 4, =1 e 1, = 2. Os

autovetores associados sao respectivamente v; = (1,0) e v, = (1, —1). Temos:

n=[g v =[]

1 0
=l A=l - 2

Temos que:

xM = M" x© = p pn p-1 x©
) 1 1 1 On 1 1 Qo
= [0 —1]' 0 (%) '[0 —1]'[bo]
1o [P % 1
x™ = [0 —1]'[0 (%) ]'[0 —1]'[b0]
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[1 l_ (1)n+1—| )
]
LINC)
Logo:
1 n
an=a0+b0—<§> b,
1 n
n=(3) 0o
paratodon = 1,2, ...
Comoay+by=1
1 n
a, =1- (E) .b,
1 n
= (2) bo

Estas sdo as formulas explicitas para a fracdo dos dois gendtipos na n-ésima geracao

de plantas em funcéo das fragdes dos genotipos iniciais.

n
Quando n tende ao infinito as fragdes G) tende a zero, portanto as equagOes ficam da

seguinte forma:
a, > 1
b, -0
Ou seja, no limite, a populacdo de animais serd do tipo AA, ndo sendo portadores da
doenca. E importante observar que a fragdo que representa os portadores da doenca cai pela

metade a cada geracdo de descendentes.
4.6 Hereditariedade Ligada ao Sexo

Além da hereditariedade autossémica temos também a hereditariedade ligada ao sexo,
neste tipo de hereditariedade 0 macho possui um gene, A ou a, e a fémea possui dois genes,
AA, Aa ou aa. Nos seres humanos o daltonismo, que é uma perturbacdo na percepcao visual
na qual o individuo ndo consegue discernir as cores verde e vermelho, a hemofilia, que é um
disturbio que afeta a coagulacdo sanguinea e a distrofia muscular, doenca que enfraquece
progressivamente os musculos, sdo algumas das caracteristicas comandadas pela
hereditariedade ligada ao sexo.

A oracdo “ligada ao sexo” significa dizer que essas caracteristicas sao controladas
pelos genes encontrados no cromossomo X, em que 0 macho possui um e a fémea dois. A

hereditariedade destes genes se comporta da seguinte maneira: um descendente macho recebe
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um dos dois genes de sua mae com igual probabilidade, j& a descendente fémea recebe o
unico gene de seu pai e um dos dois genes de sua mde com igual probabilidade. A tabela
abaixo nos mostra a probabilidade dos descendentes neste tipo de hereditariedade.

Tabela 2. Probabilidades dos Possiveis Genotipos Descendentes

Gendtipos dos Pais (Pai, Mae)

(A AA) | (A Aa) | (A aa) | (a,AA) | (a,Ad) | (a aa)
2 (A) 1 Vs 0 1 Y 0
8 S (@) 0 1 1 0 7 1
c
(B}
2 (AA) 1 Y 0 0 0 0
2 | g
g E (Aa) 0 Vs 1 1 Vs 0
LL
(aa) 0 0 0 0 Yo 1

4.7 Aplicacéo 4. Programa de Procriacdo Consanguinea entre Irmaos

Vamos construir um programa de procriacdo consanguinea relacionada com a
hereditariedade ligada ao sexo. Vamos iniciar com um macho e uma fémea, selecionamos
dois descendentes, um de cada sexo, e 0S cruzamos e assim sucessivamente. Essa procriacdo
consanguinea é muito utilizada em animais. Entre seres humanos, esse tipo de cruzamento era
utilizado no antigo Egito para assegurar a pureza da linhagem da familia real.

O casal macho-fémea pode ser qualquer um dos seis tipos que correspondem as seis
colunas da Tabela 2 da se¢éo 4.6.

(A, AA) (A, Aa) (A, aa) (a, AA) (a, Aa) (a, aa)

Os pares de irm&os cruzados em sucessivas geragcdes possuem certas probabilidades de
serem destes seis tipos. Escreveremos as fracdes que representam a probabilidade de cada par
de irmédos cruzados na n-ésima geracao.

a, — representa a probabilidade dos irmdos serem de gendtipo (A, AA) na n-ésima
geracao.

b, — representa a probabilidade dos irmdos serem de genotipo (A, Aa) na n-ésima
geracao.

c, — representa a probabilidade dos irmédos serem de gendtipo (A, aa) na n-ésima
geracao.

d,, — representa a probabilidade dos irmdos serem de genétipo (a, AA) na n-ésima

geracao.
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e, — representa a probabilidade dos irmaos serem de gendtipo (a, Aa) na n-ésima
geracao.
fn — representa a probabilidade dos irmdos serem de genotipo (a, aa) na n-ésima

geracao.

Estas fracdes representam o vetor coluna x™ = d. | para todon =1,2, ...
n

Suponhamos que o par de irmdos escolhidos na (n — 1) geracdo seja (A, AA), a
probabilidade do par de irm&os escolhidos na n-ésima geracdo sera de 100% para (A, AA).
Pois a probabilidade é de 100% dos descendentes machos na n-ésima serem do genotipo A e
de 100% das fémeas na n-ésima geracédo serem do genotipo AA.

Se 0 par de irmdos escolhidos na (n— 1) geragdo for (A, Aa), temos que a
probabilidade dos descendentes machos na n-ésima geracao é de 50% do gendtipo A e 50% do
genotipo a e a probabilidade das descendentes fémeas na n-ésima geracdo é de 50% do
genotipo AA e 50% do geno6tipo Aa, logo a probabilidade do par de irméos escolhidos sdo de
25% para (A, AA), 25% para (A, Aa), 25% para (a, AA) e 25% para (a, Aa).

Fazendo o mesmo procedimento para 0s outros pares de irméos escolhidos na (n — 1)
geracdo, temos a seguinte tabela de probabilidade para escolha dos pares de irméaos.

Tabela 3. Probabilidades de pares de irmaos na n-ésima Geragao

Pares de Irmaos Escolhidos da (n — 1)-ésima Geragao

(A, AA) (A, Aa) (A, aa) (a, AA) (a, Aa) (a, aa)
< (A, AA) 1 Yy 0 0 0 0
g (A, Aa) 0 i 0 1 i 0
= g (A aa) 0 0 0 0 Y, 0
é § (a, AA) 0 Y 0 0 0 0
% (a, Aa) 0 Ya 1 0 Ya 0
% (a, aa) 0 0 0 0 Ya 1

Pela Tabela 3 da secdo 4.7 temos que:

xM = M, x0"-1

Paratodon = 0,1,2, ...



1 1 0
4
0 1 0
_an Z
by,
c, 0 0 0
d,|~ 1
en| [0 70
L f, 1
0o - 1
4
0 0 O

Com o auxilio do computador, obtemos os autovalores e autovetores de M, que sao:

0

0

0

Bl BR O BlRrA= O
o

-1

1

NN

B =

1 ]
4.(—3+\/§)

1
.(-1-+5)

.(—1—\/5)'

1

(=3 +5)]

1 1 1 1
M=12=1Lk=51="51 =Z.(1+\/§),,16=Z.(1—\/§)
_1 -
Z.(—3—\/§)
17 07 —17 1 1
0 0 2 —6 1
oy = 8;172: 8,v3= —11 vy = —33 e = ?(—1+\/§) b
—.(-1++5)
0 0 —2 6 4
i 1 1 L1 1
1
_Z.(—3—x/§)_
Temos que:
— 1 1 —
1 0 -1 1 Z.(—3—\/3) Z.(—3+\/§)
00 2 —6 1 1
1 1
0 0 -1 3 Z.(—1+\/§) Z.(—1—x/§)
P =
1 1
00 1 3 Z.(—1+\/§) Z.(—1—x/§)
00 -2 6 1 1
1 1
01 1 -1 Z.(—3—\/3) Z.(—3+x/§)
100 0 0 0
010 0 0 0
1
005 0 0 0
p=lo 0 o -1 0 0
B 2
1
000 O Z.(1+x/§) 0
1
000 O 0 Z.(1—\/3)_

65
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‘1 2 1 2 1 0‘
3 3 3 3
0 1 2 1 2 i
3 3 3 3
0 1 1 1 1 0
p-1— 8 4 4 8
0 1 1 1 1 0'
24 12 12 24
0 = (5+VE) = 1AE =545 o0
20'( ) 5 5 20'( )
1 1 1 1
0 %.(5—\/3) —E«/E —g.\/ﬁ ﬁ.(5—«/3) 0

Como x™ D = M. x®"=2) temos:
xMW =M. M.x"=2 = M2, x"-2),
Fazendo sucessivamente esse procedimento chegamos na seguinte equacéo:
xM™ = pmn. 50
x™ = M x© = p.pn. p~1.x©),
Dado as fracdes da distribuicdo inicial para formarmos o vetor x(®), os calculos ndo
séo tdo trabalhosos. A matriz D™ possui quatro entradas com valores absolutos menores que 1,

e quando n tende ao infinito, D™ tende a matriz abaixo:

D™ -

Entao:

x™ > p,

SCoococ o R

cCoococoR

\]
[N ool o)

3

0

SO OO

(=2 e R e R e e B @)

0

S O O OO

P coocococo

3

0

(el e e R e M)

SO OO OO

SO OO OO

- 1 -
ag+=.bg+=.co+=dy+=.¢

3

N oooooo

o O OO0 oo

P71x©

3

0

0
(m)
xt" - 0
0
1

2 2
§.C0 +§.d0 +§.eo_

Portanto, x™, quando tende ao infinito, nos mostra que na n-ésima gerac&o os pares

1
_fo +§b0 +

de irmé&os serdo de gendtipo (A, AA) ou do genotipo (a, aa).
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Um exemplo pratico seria, se os pais iniciais forem do tipo (a, Aa), ou seja, a
distribuicdo inicial seria eg =1, ag = by =cy =dy, = fo = 0. Entdo quando n tende ao

infinito:

Xx™

C:MINoooowu—:\

Assim, no limite ha probabilidade de % dos pares de irméos serem do gendtipo (A, AA)

e % de serem do gen6tipo (a, aa).
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CAPITULO 5 - CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como foco o estudo da diagonalizacdo de matrizes e da poténcia de
matrizes, e demonstrar a resolucdo das aplicacbes em que se utiliza este estudo. Nesse
contexto hé diversas aplicaces onde se pode utilizar os estudos da Algebra Linear. Aqui nos
limitamos a utilizacdo da diagonalizacdo e poténcia de matrizes e a resolugéo de sistemas
equacoes lineares.

Nota-se que no decorrer deste trabalho foram estudadas varias defini¢des e conceito
necessarios para compreender o tema em analise, por exemplo, definicbes de matrizes e suas
propriedades, conceito preliminar de determinantes, espacos e subespagos vetoriais,
combinages lineares, dependéncia e independéncia linear, base e dimensdo, transformacoes
lineares, ndcleo e imagem, autovalores e autovetores entre outras. A Algebra Linear é
desenvolvida pelo estudo dos espacos vetoriais e este estudo estd presente em toda estrutura
da disciplina.

A apresentacdo deste estudo nos fornece a importancia de sua utilidade e nos leva ao
entendimento de que a Algebra Linear ndo deve ser estudada como uma disciplina isolada e
sem nexo com outros campos de estudos. Devemos valorizar esta relacdo com outras areas de
conhecimento e aproveitar este enorme campo de aplicacdes para um melhor entendimento da

disciplina.
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