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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares e
limitados, a teoria de operadores setoriais no sentido do Daniel Henry, Geometric
Theory of Semilinear Parabolic FEquations, Lecture Notes in Mathematics,
Springer-Verlag, New York Heidelberg Berlin, 1981, a teoria de poténcia fracionaria de
operadores lineares, fechados e densamente definidos, e por fim, calculamos o dominio

das poténcias fracionarias do operador de ondas.

Palavras-chave: semigrupos de operadores lineares e limitados, operadores setoriais,

poténcia fracionaria de operadores lineares, operador de ondas.



Abstract

In this work we study the theory of semigroups of bounded linear operators, the
theory of sectorial operators in the sense of Daniel Henry Geometric Theory of
Semilinear Parabolic Equations, Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, New
York Heidelberg Berlin, 1981, the theory fractional power of linear, closed,
densely-defined operators, and finally, we calculate the domain of the fractional powers

of the wave operator.

Keywords: semigroups of bounded linear operators, sectorial operators, fractional

power of linear, wave operator.



Sumario

2
TR ltados Preliog l

(1.1 ~Operadores resolventes| . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ..

(1.2 Integral de Riemann-Stieltjes| . . . . . ... ... ... ... ... ... 22
2 Semigrupo de operadores lineares e limitado| 33
[3 Operadores setoriais e analiticos| 53
TP 5 Tracionarias e

[4.1  Operadores de tipo positivo| . . . . . . . . . . ... ... 84

[4.2  Potencia fracionaria do operador de ondas| . . . . . . . ... ... ... 92
[Reterencias Bibliograficas| 99

X



Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e Seja X um espago de Banach, denotaremos por X* seu dual topolégico;
e Denotaremos por Ix a aplicacao identidade definida em X.

e Dados X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear, cujo

dominio D(A) é um subespaco vetorial de X, denotamos:

* O grafico do operador A por G(A);

* A imagem do operador A por R(A);

* O nucleo do operador A por ker(A);

* O conjunto resolvente de A por p(A);

* O espectro do operador de A por o(A).

e Sejam X e Y espagos de Banach, denotaremos por L(X,Y) o espago dos

operadores lineares e limitados de X em Y, munido da norma

Tx Y
ITlecer) = sup ALzly.
SR Tl

x#0

Em particular, quando Y = X utilizaremos £(X) ao invés de L(X, X);

e Para )\ € p(A) denotamos por (A — A)~! o operador

(Mx — A R x —A) C X — X.
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Introducao

O objetivo deste trabalho ¢é exibir as poténcias fracionarias do operador de ondas,
bem como estudar a teoria de poténcias fracionarias de operadores lineares fechados
e densamente definidos em espago de Banach, e a teoria de semigrupos de operadores
lineares e limitados em espacos de Banach, tendo como base o artigo de Bezerra et al.
[2].

Considere o problema de valor inicial e de fronteira associado a equagao de ondas

com amortecimento

O*u — Au+ Ou = 0, reQ t>0,
U([E, 0) - UO(x)v atu(xa()) - ul(x)v YIS Qv (1)
u(z, t) =0, r€ed, t>0,

onde 2 C R™ é um aberto conexo, limitado com fronteira suficientemente suave com

n > 1. Notemos que o problema pode ser reescrito da seguinte forma

d
" _ Aw, t>0,
i )

w(0) = wy,

onde X = H}(Q) x L*(Q) e A: D(A) C X — X é um operador linear definido da

seguinte forma: Considerando a aplicacao desconhecida w dada por

we H ,
i-

onde A = —(=A), —A : D(=A) C L*Q) — L*()) denota o operador negativo

Laplaciano com condi¢ao homogénea na fronteira de €2; a saber

com v = Oyu, definimos

0 Ix
A —Ix

v

Au—wv v

v H e D(A),



D(—A) = H*(Q) N Hy(Q),

—Au = —zn: @ Yu € D(—A)
L= o
j=1 7
Portanto, o dominio do operado A é dado por
D(A) == (H*() N Hy(Q)) x Hy(Q).

Motivado por consideramos o problema abstrato

d_u = Au, t>0
dt (3)
u(0) = uyp,

onde A : D(A) € X — X ¢é um operador linear (nao necessariamente limitado),
fechado, densamente definido e seu dominio é um subespago vetorial de um espago de
Banach X sobre o corpo K (K sendo um corpo igual a R ou C) e uy € Y com Y sendo
um subespago denso de X.

Na busca de uma funcgao vetorial de uma variavel real u que seja solugao, em algum
sentido, de (3)) estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares e limitados em
espacos de Banach. Verificamos que se o operador A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico, entao o problema tem tunica solucao para qualquer uy € X e
quando A for o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo devemos
exigir que ug € D(A) para o ter, Unica, solugao.

Em particular, as observacoes sobre o operador A, feitas anteriormente, nem sempre
se verificam, sendo assim necessitamos estudar aproximacoes para o problema , isto

é, consideramos o problema

d_u =A%, t>0
dt (4)
u(0) = wy,

onde 0 < v < 1 e procuramos solucao, em algum sentido, deste novo problema, para
isto necessitamos inicialmente estudar a teoria de poténcia fracionaria de operadores
fechados e densamente definidos.

Em geral, quando calculamos as poténcias fracionaria do operador A verificamos
que A% é um operador setorial e consequentemente é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico, ou seja, o problema tem 1nica solucao para qualquer uy € X.

A estrutura fisica deste trabalho ¢é a seguinte:

No Capitulo 1, afim de tornarmos a leitura auto suficiente, estudamos resultados



preliminares necessarios para a introducao da teoria de semigrupos de operadores line-
ares e limitados em espacos de Banach, mais precisamente, apresentaremos resultados
relacionados a teoria de operadores resolventes em espacos de Banch X sobre o corpo
C e a integral de Riemann-Stieltjes em espagos de Banch X sobre o corpo K (K = R
ou K = C);

No Capitulo 2 apresentamos resultados relacionados a teoria de semigrupo de ope-
radores lineares e limitado em espagos de Banach X sobre o corpo C que nos dara
estrutura para analisarmos o problema , bem como exibimos uma funcao vetorial
de uma variavel real que é candidata a solugao forte do problema , caso A seja o
gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados em espacos
de Banach e ug € D(A), e uma versao da transformada de Laplace para semigrupo de
operadores lineares e limitados em X.

No Capitulo 3, a fim de melhorarmos a versao da transformada de Laplace (Teorema
estudamos a teoria de operadores setoriais em espacos de Banach X, em seguida
definimos os semigrupos analiticos e uma analise sobre o problema .

No Capitulo 4 apresentamos resultados relacionados a teoria de poténcias
fraciondarias de operadore lineares fechados e densamente definidos em espacos de
Banach X sobre o corpo C e finalmente, exibimos o dominio das poténcias fracionarias
do operador de ondas A : D(A)) C Y? — Y definido por
0 —Iy| |u I
A 0 ] v] a

Au

)

onde H' = H*(Q) N H} () e A denota o operador negativo Laplaciano com condigao

homogénea de Dirichlet em H.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo iremos abordar os resultados preliminares que serao de grande utili-
dade no desenvolver da teoria de semigrupos de operadores lineares e
limitados em espacos de Banach, antes daremos uma motivacao para o estudo de tal
teoria.  Alguns problemas de valor inicial e de fronteira, associados a equagoes
diferenciais parciais autonomas de evolugao lineares, podem ser escritos da

seguinte forma:

@ = Au, t>0
dt (1.1)
u(0) = uyp,

onde A : D(A) C X — X é um operador linear (ndo necessariamente limitado)
fechado, densamente definido e seu dominio é um subespaco vetorial de um espaco de
Banach X sobre o corpo K (K sendo um corpo igual a R ou C) e ug € Y com Y sendo
um subespaco denso de X..

Por exemplo, dado o problema de valor inicial e de fronteira associado a equagao

de ondas amortecidas linear abaixo

O*u — Au+ Ou = 0, reQ, t>0,
u(z, 0) = uo(z), dwu(z,0)=u(z), x €Q, (1.2)
u(z, t) =0, red, t>0,

onde 2 C R™ é um aberto conexo com fronteira suficientemente suave e n > 1. A
versao abstrata (1.1)) do problema (1.2)) ¢ dada por

dw

—=A t>0
It w, >
w(0) = wy,
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onde X = HJ(Q) x L*(), a aplicagao desconhecida w é dada por

u
w = )
v
com v = Qyu e o operador linear e ilimitado A : D(A) C X — X é dado por
0 Ix U v U
A _[X (% (%
onde A = —(—=A), —A : D(—=A) C L*(Q) — L*()) denota o operador Laplaciano

com condi¢ao homogénea na fronteira de {2; a saber

v

Au—wv

A € D(A),

()

D(—A) = H*(Q) N Hy(Q),

—Au = —zn: @ Yu € D(—A)
L= 9
j=1 7
Portanto, o dominio do operado A é dado por
D(A) == (H*() N Hy(Q)) x Hy(Q).

Para resolver em algum sentido o problema (1.1]), iremos tratd-lo como uma
generalizacao dos problemas de valores iniciais associados a equacoes diferenciais
ordindrias (EDO’s) de primeira ordem e lineares em K, deste modo, baseando-se no
método do fator integrante, iremos caracterizar o objeto e~ de tal forma que, este
seja o fator integrante do problema (|1.1)).

Esperamos que para cada t > 0 o objeto e™4 : D(e™) € X — X seja um

operador linear que satisfaca as seguentes propriedades:

e Para todo t > 0, existe um tinico operador linear em X, denotado por e, tal

que

e Parat =0, temos e 4 = Iy;
e Dados t,s > 0, vale e AfeAs = ¢=4(=9);

e Qualquer que sejat > 0 e x € D(A), vale ez € D(A) e Ae= Az = e A Ax;
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e Para cada r € X, a fungao vetorial de uma variavel real

F:[0,4+00) — X

t—s F(t) = e Y

é continua. Em particular, quando z € D(A) F é derivével a direita em t = 0

com

dr
dt lt=o+

e derivavel para todo ¢t > 0, com

(t) = —Ax

F(t) = —Ae My = —e M Az

Neste contexto, uma candidata a solu¢ao do problema (1.1]) serd a fungao vetorial

de uma variavel real

u:[0,4+00) — X
t— ul(t) = e g
com a seguinte regularidade u € C([0, +00); D(A)) NC*((0, +00); X).
Nas secoes seguintes daremos um tratamento rigoroso a teoria de operadores do

¢ sobre espacos de Banach; a saber, estudaremos a teoria dos semigrupos de

tipo e™4
operadores lineares e limitados. Para isto, estudaremos a teoria espectral de operadores

lineares e fechados e a teoria de integrais de Riemann-Stieltes.

1.1 Operadores resolventes

Nesta secao estudaremos a teoria espectral de operadores lineares e fechados em
espagos de Banach X sobre C. As nossas referéncias bibliograficas para esta se¢ao sao

o livro de Halm Brézis [3] e as notas de aula de Alexandre Carvalho [4].
Definigao 1.1. Seja A: D(A) C X — X um operador linear em X . Diremos que:

(i) O operador A é fechado quando G(A) € fechado em X x X;

(i7) O operador A € fechdvel caso G(A) seja o grdfico de um operador linear.

Em particular, quando A : D(A) C X — X é um operador fechdvel, notamos que

o operador A definido por G(A) é a extensao fechada de A. De fato, considere

D(A) = {z € X; existe (,)neny C D(A) com x,, — e (Ax,)nen é convergente}
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e definamos o operador linear

A:DACX —X

x— Az) =y,

onde y = lim,,_, o Az,. O operador linear A é chamado fecho de A.
Percebemos que D(A) # 0, pois D(A) C D(A) e mais o operador linear A estd bem

definido, porque dadas as sequéncias (z,)nen, (2}, )nen C D(A) com as propriedades:

n—-+4oo / n—-+oo

Ty —— T T, ——x
e
—+ —+ ’
Az, 5, Azl T g

; n—-+oo

obtemos (2, — 2, )nen C D(A), x, — 2, —— 0 e
Az, — ) = Az, — Ax), oo, Y1 — Ya.
Como A é um operador fechavel, segue que y; — yo = 0. Assim
A% = =Y2 = AZE2-

Fica claro da definicao do operador A que Ax = Az para cada z € D(A). Portanto

A é uma extensao fechada de A.

Lema 1.1. Um operador linear A : D(A) C X — X € fechdvel (respectivamente
fechado) se, e somente se, toda sequéncia (Tn)neny C D(A) tal que z, Uimana )
(respectivamente x, ——% z) e Az, == y, obtemos y = 0 (respectivamente

r € D(A) e Az =1y).

Demonstracao. Sejam A : D(A) € X — X um operador linear fechavel e
A D(A) ¢ X — X seu fecho. Seja (zn)nen C D(A) tal que z, 225 0 e
Az, 2212 y. Queremos mostrar que y = 0. Como Az, = Az, para cadan € Ne A
é um operador fechado, entdao y = A0 = 0.

Reciprocamente, queremos mostrar que G(A) define um operador linear, para isto

considere

D(A) = {x € X; existe (2n)neny C D(A) com z, — x e (Ax,)nen é convergente}.

Percebamos que D(A) # (), pois a sequéncia constante de vetores nulos em X estd
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contida em D(A), sendo assim definamos o operador linear

A:DA)CX —X
r— Ar =y,

onde y = lirf Axy,.
n—-+0oo

Em particular, o operador A estd bem definido. De fato, sejam (,)nen € (27)nen

sequéncias em D(A) tais que

n—-+40o / n—-4o0o
Ty, — X .flfn — X
€
n—-+0oo n——+oo
Ar, —— 1 Az, —— y»
; n——+oo

Como (x,, — &), )neny C D(A), z, — 2}, —— 0 ¢

A(zy — 1) = Az, — Az, 2252 40—y

segue que y; — yo = 0, isto é, y; = yo. Dai
Az = Y1 = Y2 = At

Notemos que

n—-+o0o

(x,y) € G(f_l) < Existe(x,)neny C D(A) tal que x, DTE e Az, 5y = Ax

n—-+o00

< Existe ((xn, Azy))neny C D(A) tal que (z,, Ax,) —— (z,)

<~ (z,y) € G(A).

Portanto A é fechével.

Tratemos o caso em que A : D(A) C X — X é um operador fechado em X,

isto é, G(A) = X. Em particular, para cada sequéncia ((z,,y,))nen C G(A) tal que
(Tns Yn) UmanaN (x,y), obtemos (z,y) € G(A), em outras palavras, para cada sequéncia
(Zp)nen C D(A) com 2, =22 ey, = Az, 225y, temos z € D(A) e y = Ax.

Reciprocamente, seja ((Zn, Yn))nen C G(A) com (2, yn) —— (2, y), percebemos

n—-+o0o

que (Tn)neny € D(A), z, o v e Yn = Az, —— y. Assim x € D(A) e y = Az,
ou seja, (z,y) € G(A). ]

Lema 1.2. Se A: D(A) C X — X ¢é um operador linear injetor, entdo A € fechado

em X se, e somente se, A~ € fechado.

Demonstragao. Notemos que A™1 : R(A) € X — X estd bem definido porque A ¢é

injetor. Suponhamos A um o operador fechado e seja (yn)neny € R(A) uma sequéncia
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tal que
n—-+0o
Y — Y

_ —+
Ay, 25 g

Como y,, = Az, para algum x,, € D(A), segue que

_ n—-400
T, = Ay, 5 1

Sendo A um operador fechado, obtemos que x € D(A) e y = Az, ou seja, y € R(A)
com x = A~'y, mostrando que A~! é um operador fechado.
Reciprocamente, consideremos a sequéncia (x,)n,en C D(A) tal que x, IO v e

Az, 2= 4. Denotemos y, = Az, € R(A) para cada n € N obtendo

n—-+0o n—-+o0o

Yy — e Ay, =2, 5 0
Assim y € R(A) e z = A™Yy, ou seja, y = Az para algum z € D(A). Dai
r=A"ly=A"42 =z,

ou seja, x € D(A) e y = Az mostrando que o operador A é fechado. H

Lema 1.3. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear injetor tal que
A7l R(A) € X — X € fechdvel e seu fecho € injetor, entio A é fechdvel.

Demonstragao. Consideremos a sequéncia (z,),eny C D(A) tal que z, 7T 0 e

Az, 22 y. Denotando y,, = Ax, para cada n € N, obtemos

n—-+00
0,

A_lyn = A_lyn = Tn

Como A-1 é um operador fechado, segue que y € D(A=1) e A~ly = 0, ou seja, y =
0. O

Lema 1.4. Sejam A: D(A) C X — X um operador linear, fechado e injetor tal que
A7 R(A) C X — X € limitado, entdo R(A) € fechado.

Demonstragao. Consideremos a sequéncia (y,)neny C R(A) tal que y, LmanaN Y, mas

y & R(A). Vejamos que para todo n € N
Yn = Axna

onde (x,)neny C D(A) e sendo A um operador fechado, obtemos (x,,),en divergente, ou

10
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seja, para cada x € X e ¢ > 0, existe (2, )ren C (Tn)neny com a propriedade
| Zn), — 2 ||x>¢, VK €N,

Em particular, para z =0 e e =[| A~} | 2ex) Sug | Yn ||x, existe (25, )ken C (Zn)nen
ne
tal que

| Zn, — O ||x=|| zn, ||x>¢, Yk € N. (1.3)
Por outro lado,

Il =l Ay lx <IAT el yn Nl

<A™ lleex) sup || ya [Ix, Vn €N,
neN
isto é,
|| Tn ”XSH A_l ||£(X) Sug ” Yn ||X: g, Vn € N, (14)
ne

contrariando (|1.3)), sendo assim y € R(A) e R(A) é fechado em X. O

Definicao 1.2. Sejam X wum espaco de Banach sobre C, Ix : X — X o
operador identidade de X e A : D(A) C X — X wum operador linear. Definimos o
conjunto resolvente de A, denotado por p(A), como sendo o conjunto de todos os

numeros complexos X\, tais que:

(1) O operador linear Ix\ — A : D(A) C X — X € injetor;

(1) A imagem do operador Ix\ — A é densa em X, isto é, R(Ix\ — A) = X;
(i17) O operador linear (Ix\ — A)™1: R(Ix\ — A) C X — X € limitado.
O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado espectro do operador A.

O operador (IxA — A)~! é chamado operador resolvente de A. No que segue,
denotaremos os operadores (IxA — A)™' e IxA — A por (A — A1 e A — A,

respectivamente.

Lema 1.5. Sejam A : D(A) C X — X wum operador linear fechdvel e
A:D(A) C X — X o seu fecho, entio p(A) = p(A).

Demonstra¢ao. Suponha A € p(A), por defini¢ao
(1) O operador linear A — A : D(A) C X — X ¢ injetor;

11
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(i3) A imagem do operador A — A é densa em X, ou seja, R(A — A) = X;
(ii7) O operador linear (A — A)™' : R(A — A) C X — X ¢ limitado.
Queremos mostrar que A € p(A), isto é,
(1) O operador A — A : D(A) C X — X ¢é injetor;
(2) R(A—4) = X;
(3) O operador linear (A — A)™': R(A — A) C X — X ¢ limitado.

Prova de (1): Considere x € ker(\ — A), isto é, z € D(A) e (A — A)x = 0, por

definigao existe uma sequéncia (z,)neny C D(A) tal que z, L NN

Az, = Az, oo, Y

Como A fechado, obtemos x € D(A) e y = Ax e consequentemente
A=Az, ZE% \e— Az =(A— Az =0¢e R\ — A).
J& que (A — A)~! é um operador limitado, temos

T 2% (A= A)M0 = 0.

Assim, pela unicidade do limite, x = 0, implicando ker(A — A) = {0}, ou seja, o
operador A — A é injetor.

Prova de (3): Para algum x € D(A), considere y = (A — A)z. Note que existe

n—oo

(Tp)nen C D(A) tal que z, 2% e Az, = Az, =2 ¢/. Sendo A um
operador fechado, obtemos 3’ = Ax e denotando y, = (A — A)r, para cada n € N,

obtemos

Yo —2 (A= Az =1y. (1.5)
Em particular, a convergéncia em , implica que
A=A =12, =z = (A= A"y,
isto significa que para provar (3) devemos mostrar que

A=Ay x<Clylx

12
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para cada y € R(\A — A), onde C é uma constante. Sendo (A — A)~! um operador

limitado, temos

TA=A Ty lIx<Cllylx

para cada y € R(A — A) e algum C > 0.
Fixado y € R(\ — A), existe z € D(A) C D(A) com

y=A-Az=N-Az= N-A)ly=0-A) y=n.
Assim
Cllylx =l A =4) "y lIx
= A=A = Az x
=l [lx

= A=Ay lIx

para cada y € R(A — A) o que conclui a prova de (3).
A prova de (2): O Lema (|1.4) garante que R(A\ — A) é fechado uma vez que o
operador A — A ¢ injetor e o operador (A — A)~! é limitado. Assim

X=R(A—A)c RA—A)C X.

Portanto p(A) C p(A).

Agora, seja A € p(A), isto é,

(i) O operador A — A : D(A) C X — X é injetor;

(i) RO\ — A) = X;
(iit) O operador linear (A — A)™1: R(A — A) C X — X ¢ limitado.
Queremos mostrar que A € p(A), ou seja,

(a) O operador A — A : D(A) C X — X é injetor;

(b) RN —A) = X;

(¢) O operador linear (A — A)™': R(A — A) C X — X ¢ limitado.

Primeiramente, note que pelo Lema R(A — A) é fechado em X, assim
RA—A)=R\N—-A) =X.
Prova de (a): Consideremos = € ker(A — A), como 0 = (A — A)z = (A — A)x e

(A — A) é bijetor, temos x = 0, implicando ker(\ — A) = {0} e consequentemente o

13
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operador A — A é injetor.

Prova de (b): Seja y = (A — A)z para algum = € D(A), temos que existe

(Zn)nen C D(A) com z, === z e

A=Az, =(\— Az, MmNy

j4 que A — A é fechado, devemos ter 4/ = (A — A) € R(A — A) e sendo (A — A)~!

limitado, temos

T =2 (N — A) 7Yy

Assim

r=A-A) Y =y =0A-Az=y,
portanto R(A — A) = X.

Prova de (c): Existe C' > 0 tal que

TA=A) Ty lIx<Cllylx

para todo y € R(A— A). Sey € R(A— A), entdo y = (A — A)z = (A — A)z para algum
x € D(A). Dal, z=(\—A)"'ye

Cllyllx =l (A=A "y [Ix
= A=A A=Az |x
=[x
= A=Ay x
Com isto A € p(A), concluindo a prova do lema. O

Lema 1.6. Seja A : D(A) C X — X um o operador linear tal que p(A) # 0. Suponha

que:

(i) Para algum Ao € p(A) o operador linear (\g — A)~': D((Ag — A)~!) C X — X

¢ ingetor, entao A — A € fechdvel;

(i) O operador A € fechdvel, entio para cada X € p(A) o operador
A=A)1:D(A=A)1) CX — X € injetor.

Demonstracao. Primeiramente note que y € D((/\O—A)—l) se, e somente se,

existe (Yn)neny C R(Ng — A) tal que y, i NV (()\0 — A)_lyn) converge se,

neN

14
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e somente se, existe (x,)neny C D(A) tal que

(/\0 - A)xn = Yn n_>+oo> Yy

(Ao = A) " (X0 = A)zn)nery = (2n)new C D(A)

converge se, e somente se, y € R(A—A) e consequentemente D((A\g — A)~1) = R(A—A).
Prova de (i): Seja (,)nen C D(A) uma sequéncia tal que z, —= 0 e y, =
(Ao — A)z, =25 9. Note que y € D((Ag — A)1) e

(/\0 - A)_lyn - ()\0 - A>_1yn = Tn H—Oo> 0

e sendo (\g — A)~1 fechado, obtemos y = (Ao — A)~10, ja que (Ao — A)~1 & injetor,
obtemos y = 0. Portanto \y — A é fechével.

Prova de (i7): Basta mostrarmos que (A — A)~ly = (A\— A) "'y para cada \ € p(A),
pois pelo Lema (A) = p(A). Seja

y€D((A—A)) =R(A—A)=D((A-A4)),

temos que existe (2,)ny C D(A) com z, 5 z e

yn:(A—A)a:nn_}—o%()\—A):c:y,

ou equivalentemente,

A=Ay, =z, T2 2=\ -A)"y.

J& que o operador (A — A)~! é fechado e (A — A)~ly, = (A — A)~ly, para cada
n € N, obtemos
A=A y=a=0N-A)"y

para todo y € D((A — A)~1) = D((A — A)™!). Completando a prova do lema. O

Agora, nos deteremos ao estudo de operadores fechados, porque os geradores
infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados fortemente continuos
sao fechado. Mas a titulo de curiosidade, o item (i7) do Lema 1.6 tem sentido na classe

dos operadores densamente definidos e dissipativos, para mais detalhes veja [4].

Teorema 1.7. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado, entao

p(A) = {\ € C; 0 operador linear N — A : D(A) C X — X € bijetor}.
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Demonstragao. Seja A € p(A), temos A — A : D(A) ¢ X — X é injetor,

RA—-A)=Xe
A=A RA-A)cCcX —X

é limitado. Pelo Lema 1.4 segue que R(A— A) é fechado e consequentemente o operador
A — A é bijetor.
Reciprocamente, seja A € {\— A: D(A) C X — X é bijetor}. J& que o operador

A—A:DA)CX—X

¢ sobrejetor, segue que R(A — A) = R(A — A) = X e pelo teorema do gréafico fechado
(A —A)"! € L(X). Portanto A € p(A). O

O Teorema 1.7 garante que o espectro de um operador fechado A é formado por

vetores complexos A tais que o operador
A—A: DA CX —X

nao ¢é bijetor, isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.3. Seja A : D(A) C X — X wum operador fechado. O espectro o(A)

pode ser decomposto nas sequintes partes disjuntas:

(1) O espectro pontual

op(A) = {\ € 0(A); o0 operador A — A nao é injetor};

(i) O espectro residual

o.-(A) = {X € C; o operador A — A ¢ injetor e R(A — A) C X};

(i13) O espectro continuo

o.(A) :={X € C; o operador A\ — A € injetor, RIA—A) C X e RA—A) =X},

Lema 1.8. Sejam A: D(A) C X — X um operador linear, fechado e limitado com

| Allzcxy< 1, entao 1 € p(A) e o operador Ix — A tem inversa continua com

(Ix — A = fA" € L(X).
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Demonstracao. Notemos que, para todo n € N

A" e <IFA [l exy -

Dai
—+00 ‘ +00 '
D A e D0 1A Nz < +oe,
i=0 i=0
400 4
pois || A |[zx)< 1. Assim a série ZA’E( x) ¢ convergente. Em particular, para cada
i=0

m,n € N com m > n, obtemos

Hzm;Az’_iAi

oo = 2 A

1= 1= 1=n-+ £(X)
< AZ m,n—-+00 O
- i:zn;rl H £(X) ’

ou seja, a sequencia (ZAZ) é de Cauchy e sendo £(X) um espago de Banach,
neN
i=0
concluimos que a sequéncia (Z | A" ||z ) converge para S € L(X).
eN

i=0 "
Notemos que

<Ix—A>(IX+A—|—...+A”):[X_A_i_A_i_,,,_An_i_An_AnH

— [y — A™H! mb{ <|| Al < 1)7

isto é, (IX — A)S = Ix. De forma andloga mostramos S(IX — A) = Ix, implicando

que S é a inversa de A — A mostrando que
+o0o
(Ix — A=) A"
n=0

]

Teorema 1.9. Seja A : D(A) C X — X um operador linear e fechado. O conjunto
resolvente de A, p(A), é um subconjunto aberto de C e para cada N € C tal que
A=l | (= A) " e < 1, obtemos A € p(A) e
+00
A=A =D (= N"(n— A,
n=0

sempre que jt € p(A).
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Demonstragao. Seja p € p(A), mostraremos que existe £ > 0, tal que a bola aberta
B(p;e) C p(A), como X é um espago de Banach nao trivial e p— A é bijetor, considere
1

€= > 0.
| (= A lex)

Dado A € B(u;¢), temos
A—A=A+p—pn—A
= (u=A)x = (=N (p—A)7".

Dai
Iy = [Ix —(u =N (u— A)‘l] T A= A — (5= A\ — A)7Y
= (1= A~ (=N = A7) = AT~ (= N~ A7)
= (= Ay — (=N — A7) (A A)
ou seja, A — A é injetor, porque tem inversa a direita e R(A — A) = R(u — A) = X,
pois (u— A)~!': X — X. Portanto A € p(A) e consequentemente p(A) é aberto.

Agora, se A € C tal que 1 > | — Al || (# — A)™" ||£(x), temos pelo Lema 0
operador linear Ix — (u— \)(u — A)™t = (u — A)~} (A — A) tem inversa continua com

A=) (= 4) = [ - )]

ou equivalentemente,
“+o0o

A=A =D (= N"(u— A"

n=0
]

Teorema 1.10. Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador linear. Se A\, € p(A), entao

(= A)" = (A=A = A=) — A A= A (1.6)
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(L=A) A=A =A=A) (p-A)" (1.7)

Demonstracao. Vejamos que

(b=A)" == A=A A=A+ A= AN = A7
(= AU = A = A) A = A) T — A — A)]
=(p—=A)p—-AA =+ A=A - A)7
=A-A7+ A== A=A

A equagao (|1.6)) é conhecida como identidade do resolvente.

Definicao 1.4. Sejam 2 C C um conjunto aberto e f : Q) — X uma func¢ao vetorial.

Diremos que f € analitica em ), quando para cada \g € 2 existir o limite

L) = F(Xo)].

A=do A — Ag
Em caso afirmativo, este limite serd denotado por f'(Xg).
Corolario 1.11. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado. A aplicagdo
G:p(A) cC— L(X)
A— G\ =AN—-A)""
¢ analitica.
Demonstragao. Vejamos que G é continua em \g € p(A). De fato, dado € > 0 considere

0 = min{ 1 '6}
| o= A) ey S

Se A € C tal que |A — A\g| < 4, entdo pelo Teorema[l.9 A € p(A) e

A=A =D o= A)"(u—A)"

n=0

Note que a série do lado direito da igualdade acima converge para
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1/(2 ] (Ao — A) leix) ). Assim

1GA) = G(No) ey =l A= A) 7 = (ho = A) 7 o)
= o = N0 = AT A=A e
<Po= A Qo= leeoll =7 e

Ao — Al
2

< <e€

mostrando que G é continua para todo A\g € p(A).

Note que
[ A) = (o= A) 1 = 5 (o~ A0 — A) A - 4)!
A — o ’ A= Do Y ’
= —()\0 - A)71(>\ - A)il.
Assim
—(N—A)F=— AlinAl (Ao —A) A=A

- >\11—>H>\10 A — )\0 [g(/\) B g(/\)}
= G'(Mo)

Portanto G é analitica para qualquer Ay € p(A). ]

Teorema 1.12. Seja A : D(A) C X — X um operador linear e limitado em X. Se
Al >l A llex), entdo A € p(A) e

+o00o
A=A =) A, (1.8)
n=0
Consequentemente, o(A) é compacto e a série em (L.8) converge uniformemente para
cada A € C tal que [\ > R >|| A zx)-

Demonstragao. Basta ver que (A — A) = M[Ix — A1 A] e aplicar o Lema . ]

Antes de estudarmos a integral de Remann-Stieltjes damos a defini¢ao de operadores

auto-adjuntos, dissipativos e compactos.

Definicao 1.5. Sejam H um espaco de Hilbert sobre o corpo K com produto interno
(-, Ym, H* seu dual topoldgico e A: D(A) C H — H um operador linear densamente
definido. Considere

D(A*) :=={z" € H*; Existe y* € H* com (z*, Ax)y = (y*,x)u }. (1.9)
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Definimos o adjunto de A pelo operador
A*:D(A*)C H* — H”
onde y* € o elemento que satisfaz (1.9). Em particular, quando A C A*, isto é,

(v, Auy g = (Av,u)y

Para todo u,v € D(A), diremos que A é simétrico e se D(A) = D(A*) diremos que A
¢ auto-adjunto. Finalmente, Caso K = C e para cada x € D(A), ezistir x* € D(A*)

tal que Re((z*, Az)y) < 0, diremos que A é um operador dissipativo.

Proposicao 1.13. Sejam H wum espaco de Banach, H* seu dual topologico e
A : DA < H — H um operador linear. O operado adjunto
A*: D(A*) C H* — H* € fechado.

Demonstragao. Considere a sequéncia ((mfl, A*xZ)) C G(A*) tal que
neN

(af, A*ah) 2255 (%, y).

, n—+o0o n—-+o00
Ja que x;, —— ¥ e A*x}, ——— y*, segue que

(A% = { i A7) = T (s A% b = i (A0 = ()
Assim z* € D(A*) e y* = A*x*. O

Proposicao 1.14. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador
linear auto-adjunto. Se
(Az,2)y 2 C || = |[n,

para todo x € D(A) e alguma constante C' > 0, entdo o(A) C [C, +00).

Demonstracao. Sejam

C= inf (Az,2)p e M= sup (Az,z)py.
L x e H
]l =1 ]|z = 1

Como o(A) C [0,+00), basta provarmos que o(A) C [C, M], para isto, dado € > 0 e
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x € D(A) nao nulo, consideremos v = ||z|| ;' e obtemos

(Az,2)p = ||zl (Av, o)y < |zl sup (A, 2)g = (x,2)5 M,
ve H
vz =1

ou seja, —(Ax,z)y > —(x,x)y M. Dai
(M +e) = Alzllz = {[(M +¢) = Alz, 2} | = (M + ) |2} — (Az, 2) > ez
e pelo Teorema de Lax-Milgram, segue que
(M +e) = Alz,v)n = (h,v)u
tem tnica solugao xj para todo h € H, isto é,
(M +¢)—Alzp=h

com isto segue que o operador (M + ¢) — A é bijetor para todo € > 0 mostrando
que (M,+o0) C p(A). Analogamente, mostramos que (—oo,C) C p(A) completando

a prova da proposicao. ]

Definicao 1.6. Sejam Y um espaco de Banach sobre um corpo K e D C Y. Diremos

que D € relativamente compacto quando D é um compacto em Y .

Sabemos que a bola unitaria de centro na origem nem sempre é compacta, pensando

nisto damos a seguinte definicao.

Definicao 1.7. Sejam Y, Z espacos de Banach sobre um corpo K e K :' Y — Z
um operador linear, se B(0,1) é um conjunto relativamente compacto em Z, entdo
K ¢é dito um operador linear compacto. Denotamos IC(Y, Z) o espago dos operadores

lineares compactos.

1.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Nesta segao trataremos das integrais de operadores lineares em espacos de Banach X
sobre um corpo K. Veremos que a integral é um vetor em X. As principais referéncias
para a segao sao as notas de aulas de Alexandre Carvalho [4] e o livro de Jonh Conway
[6].

Para simplificarmos a notagao iremos denotar uma particao do intervalo [a, b] por

P:a=1 <t < --- < t, = b, mais precisamente, o conjunto de pontos
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P = {a = ty,ty,...,t, = b} tal que t; > t;_; para todo i € {1,2,...,n} serd
denotado por P:a =1ty <t; <---<t, =0 ousimplesmente P.

Defini¢ao 1.8. Uma funcao 7 : [a,b] — K € dita uma curva quando for continua.
Defini¢ao 1.9. Seja v : [a,b] — K uma curva.

(1) Quando v for diferencidvel e ' : [a,b] — K continua diremos que y € uma curva

suave;

(73) Caso para toda particio P : a =ty < t; < --- < t, = b do intervalo [a,b],

tivermos
n

v P) = 3 [alts) = (ty)| < M,

Jj=1
onde M € uma constante positiva, diremos que v € uma curva retificivel. Neste

caso definimos a variacao de vy por

V(y) := sup{v(y, P); P é uma parti¢ao de [a,b]};

(17i) No caso que y(a) = v(b) diremos que curva 7y é fechada;
(iv) A curva vy € dita simples quando v : [a,b) — K € injetiva.

Defini¢ao 1.10. Sejam v : [a,b] — K uma curva retificavel, f : [a,b] — X uma
fungao vetorial e P : a =ty < t; < -+ < t, = b uma particao do intervalo [a,b].

Definimos a soma de Riemann-Stieltjes associada a particio P pelo vetor

onde 7; € [ti—1,t;] para cada i € {1,...,n}.

Proposicao 1.15. Sejam v : [a,b] — K uma curva retificivel e f : [a,b] — X

uma fungao vetorial de uma varidvel real. Se

P:ia=sy<s1<--<8,=>b

Q:a:t0<t1<---<tn:b
sao parti¢oes do intervalo [a,b] tais que Q refina P, entdo
| S(P) = 5(Q) [[x< MV (v),
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onde M € uma constante positiva.

Demonstracao. Primeiramente considere o caso em que a parti¢ao () é obtida por meio
da adigdo de um unico ponto na partigdo P mais precisamente ) = P U {t*}, onde

t* € (tj_1,t;). Note que

onde S [ti—17ti]7 o; € [ti—lati] para cada 1 € {1,...,n}, 1 7& j, % S [tj_l,t*] (S
o € [t*,t;]. Daf

I S(P) = S(Q) llx = || S0t = vt F ) = 32 byt = vt (o)

Z ()| || () = Flaw) |Ix

29
+ () =) f(7) = fley) llx
+ (&) = @) f(75) — flaf) 1x
< MV (y)

para algum M > 0.
Para o caso mais geral em que () refina P adicionado k elementos distintos, ()1 =
P U {s1,$2,...,5s}, iremos usar inducdo sobre k. Suponha que o resultado seja valido

para k = r — 1, ou seja, se p; denota os elementos da particao ¢, temos

1S(P) = 5(Q1) [[x< MV (7, Qn).

Mostremos que o resultado é valido para @Q = P U {s1, S, ..., sx}. Para facilitar a
notacao considere ) : @ = p; < pa < -+ < ppgr = b, em que p; representa t; ou s;.

Como @ = @1 U {sy}, temos

S(Q) = 5(Q1) + [v(s) = v(pr—1)]f(aw) + [v(pr) — v(s1)]f (%),
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onde oy, € [pi_l, Sk] e 0423 € [5k7pk]-

Assim

| S(P) = S(Q) llx =l S(P) = S(Q1) — [v(sk) — v(Pe—1)]f (k)
+ [v(py) — v(sk)]f(%)HX

<[ S(P) = S(Qu) llx + [ [v(sk) = (pr-2)[f () llx

+ (i) = ()l | fag) llx
< MV(7y)

Portanto pelo principio de indugao finita o resultado é valido para qualquer particao

() do intervalo [a, b] que refina a partigao P. ]

A proposi¢ao acima motiva-nos a tomarmos partigbes “finas”, isto é, considerar
partigdes cujos comprimentos dos intervalo [t;_1,t;] sejam menores que § > 0, isto é
possivel, porque [a,b] é um compacto da reta. Pensando nisto, definimos a malha da

particao P :a =1ty <t; <--- <t,, isto é,
| P |l:= max{t; —t;-1;0 <7 < n}.

Teorema 1.16. Sejam X um espag¢o de Banach sobre K, v : [a,b] — K uma curva
retificavel e f : [a,b] — X wuma fun¢ao continua. FEziste I € X tal que Para todo

e >0, existe 6 > 0 com a propriedade:

HI _ S(P)HX <e

sempre que || P ||< .

Demonstragao. Considere a sequéncia (6, )nen C (0, +00) estritamente decrescente com

a propriedade: se t,s € [a,b] com |t — s| < J,, e n ndo nulo, entao
1
£ = F(s) llx<

Definamos

P, := {Partig¢oes do intervalo [a,b] com malha || P ||< d,}

F.={S(P);P € P,}.
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Notemos que,

POPD---DF, D

FidDFaDd - DF, D

Com isso existe um unico vetor I € Ny>1F,.

Pela demostragao da Proposicao [1.15, vemos que

diam(F,,) = sup{[| S(P) — 5(Q) ||lx; S(P), 5(Q) € F} < %V(v)-

1
Assim, dado € > 0 tomemos n > =V (y) e § = J,, obtendo que, se P é uma parti¢ao
€

do intervalo [a, b] com || P ||< 6, entao

1

H[ — S(P)H < diam(F,) < EV(’y) <e.

X

]

Definigao 1.11. Sejam X um espago de Banach sobre K, v : [a,b] — K uma
curva retificdvel e f : [a,b] — X wma fungdo continua. Definimos a integral de

Riemann-Stieltjes pelo vetor I tal que, para todo € > 0, existe § > 0 com a propriedade
I I—=5S(P)|x<e
sempre que || P ||< . Denotamos o vetor I por

/ 'y

Proposicao 1.17. Sejam f,g : [a,b] — X fungées continuas, v,0 : [a,b] — K

curvas retificaveis e o e B constantes, temos:

(4) /ab (af+5g>d'yZa/abfd'wrﬁ/abgd%'

(17) /abfd(a’y+ﬁa> :a/abfd7+ﬂ/abfda;

(1ii) sea=cy<c; <---<cp,=>b, entao

/abfdvzgfci fav

1
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1. Resultados Preliminares

/ab fdfny = /ab I f llx dlv|.

Demonstracao. Dado € > 0, pelo Teorema |[1.16| existem vetores I,ls, J, K e L € X

(i) |

tal que para cada . > 0 e qualquer particao P :a =ty < t; < --- < t,, = b do intervalo
[a,b] com malha || P ||< 6., vale:

n

|- ) = ]| <
=Yl — ot ()| <
|7 =Xkt —2tolem)|, <,

i=1

n

| K = Xl + 80)(t) = (e + Bo) (k) ()| <.
|£= k) = Ateles + 8@ <
para qualquer 7; € [t;_1,t;],7 € {0,--- ,n}.

Prova de (i): Notemos que

HL ~ (an +87) HX - HL —a iwti) =t 0)lf () = B _1(t) = v(ti-)lg(7)

— HL = [(t:) =yt (ef + Bg)()

=1

<e€
X

para todo € > 0, ou seja, L = al; + fJ e quando d, — 0, obtemos

/ab (af+6g>d7=a/abfdv+ﬁ/abgdv.

Prova de (i7): Temos

n

|&—an—pJ| =K - o S (k) — 2t A ) — B3t =1t ) ()

i=1 i=1

= HK — i [(ow + Bo)(ti) — (ay + 50)(752‘—1)] f(m)

X

<,
X
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1. Resultados Preliminares

ou seja, K = al; + fJ. Dai, fazendo 6. — 0, obtemos

/abfd(m+ﬁa> :a/abfdw@/:fda.

Prova de (i7i): Em primeiro lugar a restri¢do da curva v a cada intervalos [¢;_1, ¢;]
é retificavel. Assim, assumiremos sem perda de generalidade que d tem a propriedade

para qualquer partigao P, : ¢;_y =t;, < t;; < --- <t; = ¢; do intervalo [¢;_1,¢;], vale
H P; H: maX{|ti1 - tio‘a T ’tik - tik71|} < 0.

Pelo Teorema existem vetores J;; € X (0 <i<mne0<j<k) tais que

k
‘ ‘]Z}j - Z f(Tij> [’7 [Ci—laci](tij> — Vllei—1,¢:) (tij—l)i| HX < 5(”)7
=0
k
para todo i € {0,1,--- ,n} e j € {0,1,--- ,k}. Claramente P = UH ¢ uma particao
i=0

do intervalo [a, b] com || P ||< d.. Dai

k
lei—1,¢4] (tij ) -7

D WO

=0 j=

RO
1=0

oseats ]| <

n
para todo € > 0. Assim [; = Z J; j, isto é,
i=0

b n ci
/ deIZ/ fdvy, 6. —0.
a i=0 v Ci-1

Prova de (iv): Como || f ||x ¢ uma fungao continua e |y| é uma curva retificavel,

pelo Teorema [1.16} existe V € X tal que

HV - 2’"‘: £ 1l (73) [W(tz‘) - |7|(t¢—1)} HX <e.

Note que

I 2 llx= | iﬂm () =), < | 2 I Ilx () [l = i) || =1V Il
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1. Resultados Preliminares

isto é,

b b
| [ ] < [ 17l 50

Completando assim a prova da proposicao. O

Defini¢ao 1.12. Sejam X um espago de Banach sobre C, 7 : [a,b] — C uma curva
retificavel, {~v} = {y(t);t € [a,b]} o traco de vy e f : {v} — X wma func¢do continua.

Definimos a integral de linha de f sobre a curva v por
b
|t

que, por simplicidade, serd denotada por /f(z)dz
ol

U
|

Figura 1.1: Integral de linha de f sobre a curva .

Teorema 1.18. Sejam XY espacos de Banach sobre C, T € L(X,Y), v : [a,b] — C

uma curva retificdvel e f : {v} — X uma fung¢do continua ({7} denota o traco de ),

T(/Wf(z)dz) :/T(f(z)>dz.

v

temos

Demonstracao. Basta perceber que as integrais sao limites de soma de Remann-stieltis

e T é um operador linear continuo. O

Teorema 1.19. Sejam X um espaco de Banach sobre C, v : [a,b] — C uma curva

suave por parte e f: {v} — X uma funcao continua, entao

/7 J()dz = / o) e
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1. Resultados Preliminares

Demonstracao. Dado qualquer z* € X*, pelo Teorema [1.18] temos

x*(/yf(z)dz) :/;ﬁ <f(z))dz

= [ (retv®)d

= ([ 0wy o)

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach,

b
/}wmszwmwww

[]

Lema 1.20. Sejam X um espaco de Banach sobre C, Q C C um conjunto aberto e
f:Q — X uma funcao vetorial de uma varidvel complexa. Se para cada x* € X*
a funcao de uma varidvel complexa z*f : 2 — C for analitica, entdo f € analitica e
neste caso, denotando h(\) := z*(f(\)), temos h'(Xo) = z*(f'(No))-

Demonstracao. Basta mostrarmos que para Ay € €2 fixo a seguinte norma

1
t—= Ao

5=

o ) = FOw)] -

()~ 1)

X

tende a zero, quando A — A\g e u —> Ao.

Considere r > 0 tal que B(Ag;7) C 2 e definamos a curva v como sendo a fronteira
de B(\g;r) orientada no sentido anti-hordrio. Como, para cada z* € X*, a funcéo de
uma variavel complexa z*f : B(Ag; ) — C é continua, consequentemente limitada e

pelo principio da limitagao uniforme, existe M > 0 tal que

| f(E) [[x< M, V&€ B(Aosr). (1.10)

Escolhamos ¢ > 0 de forma que A\, u ¢ B()\o; g) Pela formula da integral de

Cauchy, temos

x*(f(”)):%lx*g(i<§))d£

para n € B()\O; g) Vejamos que a férmula de Cauchy vale para qualquer ponto de

B(Xo;r), pois x* f é analitica. Assim
e () = o [ e (L1
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o (1.12)
Xo)) = 2%2./7:62(‘_7‘_(2)% (1.13)
Em particular
v (5 PO = 700)] =~ [7 () — (%)) (1.14)
A—Xo = Ao
pode ser rescrita da seguinte forma
(5=l ) =2 ()] = =5 [0 () = " ()
Com isto, usando as igualdades ((1.11f), (1.12]) e ((1.13]), obtemos
. 1 x*
v (FO) - - [FUE) s—;;/‘g 9, .
1 x” f(f))(/\ Ao) df '
T 2mi 4 (E=X)(E— o)
: * _ L r©)
# (1) = (O] = gz [ 62 /5 Dy .
:jﬂ/ﬂU@»w % '
2mi Sy (&= m)(§ = Xo)
Substituindo as expressoes (|1.15)) e (1.16) em ((1.14f), vemos
1 / | (f©) 2 (f©) Ja - 1 (A = mz*(f(9))
2mi )y L€ = A)(E = 2o) (€= )€ = Ao) 2mi J, (€= A€ = ) (€ — Xo)

Como |A —¢| > Te lp— & > i, segue que
5 £

1

v (52 ) — 70)] -

e [F() = F00)]) =

IM—)\O 2_71'2
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1. Resultados Preliminares

Dai
|2 700 = s et (e () — £00)
A—Xo b'e e X* A= Xo
| 2" flx-=1
1

— T =700

< SM X" x- A=l
ou seja, ) .

[ = rO = 00 = o= 7 = ] |

tende a zero quando A, i tende a Ag. O

Definicao 1.13. Um subconjunto aberto, 2 C C, é chamado dominio de Cauchy
quando possuir um numero finito de componentes conezras e sua fronteira é composta
por um numero finito de curvas fechadas, retificiveis e simples. A fronteira de €)

orientada positivamente € denotada por +0S.

Teorema 1.21 (Teorema de Cauchy). Sejam X um espago de Banach sobre C, Q um

dominio de Cauchy limitado e f : Q — X wma funcio continua no Q0 e analitica em

Q. Entao
/f(z)dz =0,
v

onde v € a fronteira de ) orientada no sentido anti-hordrio.

Demonstracao. Para cada x* € X* a funcao de uma variavel complexa

ff:Q—C
z— f*(2) = 2" (f(2)).

x*(/ﬁf(z)dz) :/Vx*(f(z))dz:()

e pelo teorema de Hahn-Banach concluimos que

A F(2)dz = 0.

é analitica. Dai
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Capitulo 2

Semigrupo de operadores lineares e

limitado

Neste capitulo abordaremos a teoria de semigrupos de operadores lineares e
limitados em espacos de Banach que servird para caracterizar os objetos “e™". As
nossas referéncias bibliogréficas para este capitulo sao o livro de Robert Bartle [I], as
notas de aulas de Alexandre Carvalho [4] e [5] e os livros de Valéria Iério [8] e Amann
Pazy [10].

Sejam X e Y espacos de Banach sobre o corpo K, com K = R ou K = C. Considere
L(X,Y) o espagos dos operadores lineares e limitados de X em Y, munido da norma

usual, isto é, se T' € L(X,Y), entdo

Tx Y
ITllogeyy = sup Izlle
S Tl

x #0

No que segue, denotaremos por £(X) o espagos £(X, X) munido da norma definida

acima.

Definicao 2.1. Uma familia de operadores lineares e limitados em X, {T(t);t > 0},

€ dita um semigrupo de operadores lineares e limitados em X quando:
(i) T(0) = Ix, (no qual Ix denota o operador identidade em X );

(i) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definicao 2.2. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de operadores lineares e

limitados em X. Diremos que o semigrupo de operadores lineares e limitados em X é
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

uniformemente continuo quando

t—0t

1T(t) = Ix [leoo——0.

Caso

I T -z |[x 25 0

para cada v € X, diremos que o semigrupo de operadores lineares e limitados é

fortemente continuo ou, simplesmente, um Cy-semigrupo.

Observagao 2.1. Se U denota a classe de todos os semigrupos de operadores lineares
e limitados em X uniformemente continuos e F denota a classe de todos os semigrupos
de operadores lineares e limitados em X fortemente continuos, entao U C F. De fato,

considere {T'(t);t > 0} € U, por defini¢do
| 7 = Ix lle = 0.
Como
[Ttz -z |x < TE) = Ix lleeoll = lx,
para cada x € X et >0, obtemos

lim | T(t)e =z x < | @llx i [ () = Ix [le00=0.

Assim, por maior razio, || T(t)r — x Hxi 0, para cada v € X, isto ¢,

(T(t);t >0} € F.

Figura 2.1: Inclusao entre os conjuntos U e F.

Definicao 2.3. Seja {T(t);t > 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados em
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

X. Definimos o gerador infinitesimal como o operador

A:DACX —X

1
x— Az = t1_1>r51+ ;(T(t)x —x),

1
onde D(A) = {x € X; existe o limite lim ;(T(t)x - I)} :

t—0t
Vejamos que, D(A) é subespagos vetorial de X. De fato, D(A) é nao vazio porque

o vetor nulo de X é um vetor em D(A) e por

% [T(t) (@ + ky) — (x + ky)] = % [T(t)e — 2] + & E (T(t)y —v)]
para cada z,y € D(A), k € K et > 0, obtemos

lim 1[T(t)(:zc +ky) — (z + ky)] = lim l[T(t)x —z] + k lim %[T(t)y —y]

t—0t ¢ t—0+ ¢ t—0t

= Ax + kAy,

ou seja, r + ky € D(A) e A(x + ky) = Ax + kAy.
Teorema 2.1. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados em

X, entao existem M > 1 e B € R tais que

| T@) ||l ecx)< MeP, vt > 0.

Demonstragcao. Vejamos que

sup || () [|£(x)< oo,
te[0,]]

para qualquer [ > 0. De fato, Suponha por contradicao que exista uma sequéncia de

’ . oy n—-+00
nimeros reais positivos t, ——— 07 tal que

| T'(tn) ||L(X)m> 0. (2.1)

PorA©@m, para cada © € X a sequéncia (T(t,)z)nen ¢ limitada, consequentemente
pelo Principio da Limitacao Uniforme a sequéncia (|| T'(t,) ||£(x))nen € limitada o que
contraria (2.1]), mostrando que

sup || T(t) [|zcx)< oo,
t€[0,n]
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

para algum 7 > 0.
Agora, se | > 0, entao | = nn + J para algum n € Z* com 0 < § < 7 e por

| T'(nn +6) o=l T(nn)T0) lleco=Il T(m)"T(6) [l(x),
obtemos

1 T() ey =1l T(nn +6) [loex)
= T'(n)"T(9) ||£(X)
<[ T() 1200l T(6) llox)< 4o

1
Assim, podemos escolher 3 > 7 log || T(1) || 2 isto &, || T(1) ||zx)< € tal que

| 70+ 8) lego< 1| TO" lecoll TE) llogo < Me,
onde M" = sup{|| T(t) ||z(x); 0 <t <1}. Como fSnl < fnl + |B|l + Bt, temos

” T(nl + t) ||£(X) S M’eﬁnl
< M/eﬁnl+|5\l+ﬁt

— Meﬁ(nlﬂ)’

no qual M = M’elPl concluindo a prova do teorema. O

Este teorema nos mostra que os semigrupos de operadores lineares e limitados em

X possui uma limitagao exponencial.

Teorema 2.2. Sejam {T'(t);t > 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados

em X fortemente continuos e A o seu gerador infinitesimal, entdo:

(1) Para cada x € D(A) a fungdo vetorial de uma varidvel real

T :[0,400) — X
t s T(t) = T(t)z

¢ continua. Em particular, quando x € D(A) C X e para todo t > 0, obtemos

que T € diferencidvel e

T'(t)=AT(t)xr = T(t)Az, V x € D(A);
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(13) O operador A é densamente definido. Para cada x € D(A) e todo t > 0, temos

T(t)x € D(A);

(1ii) Se B e M sdao constantes, como no Teorema entao o setor complexo

{\ € C; ReX > B} estd contido no conjunto resolvente de A e

A=A = /0 h e MT(t)dt. (2.2)

Consequentemente, o operador A € fechado.

Demonstrag¢ao. Prova de (i): Para cada € X e todos t,h > 0, temos

T(t+h)x—T@t)x=Tt)T(h)x —T(t)z
= (T(h) — Ix)T(t)z.

Assim

1Tt +h)e =Ttz |x <[ (T(h) = Ix) lleeoll Tt |Ix

(2.3)
<|| (T(h) — Ix) |l Me™, vt >0,

onde f € Re M > 1 sao como no Teorema [2.1} Dai, passando ao limite quando h
tende a zero em ([2.3)), obtemos

| T(t+h)z — T()z || x2S 0,

ou seja,
lim (T(t+ h)z — T(t)z) = 0.

h—0t

De forma analoga mostramos que

lim (T(¢t+ h)z — T(t)z) =0,

h—0—

consequentemente 7 é continua.

Agora, para cada x € D(A), temos

h—0t

T(h) — Ix]T(t)z = %T(t) [T(h) — Ix]x "% T(t) Ax.

==
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Assim T'(t)x € D(A) e AT(t)x = T(t) Az para cada x € D(A). Em particular,

%[T(t 4 ) —T(t)a] = % [T()T(h)e — T(t)a]
= 7 (4 (T — 2)),
consequentemente
D¥T(1) = T(t) lim, (T(h)}f —1) = (1) e

De forma analoga provamos que

completando a prova do item (7).

Prova de (i7): Para cada z € X e ¢ > 0 definamos

1 €
Te = —/ T(t)xdt.
€Jo

Percebamos que x. converge para xr € X quando e — 0T e considerando h > 0, temos

%(T(h)xs 2= %(T(h)é /0 T()wdt — é /O 6T(t)xdt>,

ou ainda,

(T'(h)z. —

S

Tomando s = h + ¢, temos

t— 0= s — h;
t—e=s— h+¢;

ds = dt.

Assim

/O T+ t)adt — /h (s, (2.5)
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Suponhamos 0 < h < ¢ e substituamos (2.5) em (2.4]), obtemos

( /h - T(t)wdt — /0 E T(t)xdt)
(/hET(t)xdt+/€h+ET(t)xdt—/OhT(t)xdt—/haT(t)de

(/ﬁthE T(t)xdt — /Oh T(t)xdt) hott, 1 (T(e)x — ).,
(2.6)

(T(h)ac6

|
&
o
~—
|

1
h

SR et e

ou seja, x. € D(A) para cada x € X e € > 0, consequentemente D(A) é denso em X,
isto é, A é densamente definido.

Prova de (7i7) Queremos mostrar que o operador A—A : D(A) C X — X é bijetor,
para cada A € {\ € C;Re\ > 3}, para isso definamos o operador

RN : X — X

+oo
r+— R(\)z = / e MT(t)xdt,
0

onde A € {\ € C;Re)X > 3}. Observe que

e O operador R(\) estd bem definida. De fato, sejam 21 = x5 € X, temos
e MT )z = e MT(t) s,
ou seja,

+oo +00
RNz, = / e MT(t)z,dt = / e MT () zodt = R(N\)xy;
0 0
e O operador R(A) é linear. Com efeito, dados z,y € X e k € K, vale

R(\)(z + ky) = /0+oo e MT(t)(z + ky)dt

+oo +oo
= / e MT(t)zdt + k:/ e MT(t)ydt
0 0

= R(\)(z) + kR(A)(y);

e O operador R(\) é limitado. De fato, para cada x € X e todo ¢ > 0, obtemos

“+oo
/ e MT(t)zdt
0

+oo +oo R
< [l il i< [ e R T e,
X 0

0
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

ou seja,
R(A T(t too
p Ly oy IOl 1 oy
reX |z |[x reX |z llx Jo
x#0 x#0
“+o0o
=[| T(t) [lccx) / e Rext gy
0
< M _“roo M <+
— ¢ _ 50
“Red—p o Rex — ’
ou seja,
RNl
RO oy = sup oMl o
re X |z |lx

x#0

Mostrando que R(A) ¢é limitado.
Feitas estas consideragoes sobre o operador R(\), retornemos ao problema, isto é,
provar que {\ € C;Re\ > 8} C p(A). Notemos que se z € X e h > 0, entdo

(T(h) ~ Tx) R(\)x = ROV (T(h) — Ix)

S

ou ainda,

%(T(h) — Ix)R(Nz = %(/om e MT ()T (h)wdt — /0 - e*”T(t)xdt)

Em particular, quando [ =t + h, temos

t—0=1—h;
t — +o00 =1 — +o0;

dt = dl.

Dai

+o0 +o0 +00
/ eNT(t 4 h)zdt = / AN Tl ] = / AEDT(Pgdr. (28)
0 h h
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Substituindo (2.8]) em ({2.7]), obtemos

1

(T(h) = Ix) Rz = 3 ( / N+ Byt — / -~ e‘”T(t)xdt)

1 too A(h—t) e —At
= —< e T(t)xdt — e T(t)xdt)
h\Ju 0

= %( — /h AT () adt + /+OO (e)‘h — 1) e_)‘tT(t)mdt>.
(2.9)

1
h

Ja que as integrais em ([2.9)) convergem para —x + AR(\)x quando h — 0%, segue
que R\)z € D(A) e (A — A)R(N)z = =z, isto é, provamos que dado x € X existe
RNz € X tal que (A — A)R(A\)x = z e consequentemente A — A é sobrejetor. Em

particular, quando = € D(A), temos
+oo
ROV Az — / e NT(t) Awdt
0
Integrando por partes, isto é, tomando

—u=e¢ M= —du= -\ Mdt

v="T({t)r = dv="T(t)Axdt,
obtemos
+00 +oo
ROAz = —eT(t)a] ~ + 2 / e NT(t)edt = \R(\)z — .
0 0
Assim (A — A) é injetiva, porque tem inversa a direita, ou seja,
{A € C;ReX > B} C p(A).

Finalmente A é um operador fechado, porque se (z,), C D(A) com

—+ + ~
Ty % e X e Az, — 25 y, entdo

(A= Az, =52 \g — g,
e sendo R(\) limitado, vale que

Tn = RO\ — Az, =225 RO Az — y),
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

ou seja, r = R(\)(Az —y) € D(A) e
A=Az=AN-ARN A\t —y) =z —y= Az =y.

]

Teorema 2.3. Sejam {T(t);t > 0} e {S(t);t > 0} semigrupos de operadores lineares e
limitados em X fortemente continuos e A e B seus respectivos geradores infinitesimais.
Se A = B, entdo T(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao. Para © € D(A) = D(B), considere a fungao auxiliar
f:[0,400) — X

s f(s) = T(t—s)S(s)x, se t>s;

T(t)S(s—t), se s>t

Pelo Teorema [2.2] temos que [ é diferencidvel e para todos t > s > 0,

f(s)= (Tt - S)S(S).’B)/ =—AT(t — s)S(s)x + T(t — s)BS(s)x
= —BT(t—s)S(s)x+T(t —s)BS(s)x = 0.

De forma andloga mostramos, para todo s > t, f'(s) = 0, sendo assim f é constante.
Em particular, f(0) = T(t)z e f(t) = S(t)x, para cada x € D(A) e sendo D(A) é
denso em X e T'(t) e S(t) sdo operadores limitados para cada t > 0, concluimos que
T(t) = S(t) para todo t > 0. O

De posse dos resultados anteriores podemos, agora retornar ao problema (1.1}, isto

d
—u—i-Au:O, set > 0;
dt (2.10)

u(0) = wo.

Notemos que ha dois casos a considerarmos ug € D(A) ou uy ¢ D(A), neste sentido

damos duas defini¢oes de solucoes forte e fraca para o problema [2.10f

Definicao 2.4. Seja u uma funcgao vetorial de uma varidvel real que toma valores em

X, um espaco de Banach sobre o corpo K:

(1) Diremos que wu € wuma solugio forte do problema (2.10) quando
u € C([0,400); X) N C(0,+00); X), u(0) = ug, u(t) € D(A) para todot >0 e
u satisfaz (2.10));
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(i1) Diremos que u € uma solugdo fraca de (2.10) quando u € C(]0,+00); X), u(0) =

ug e para cada x* € D(A*) a fungdo de uma varidvel real

fr:[0,400) — K

t— f7(t) = (2%, x(t))

¢ diferencidvel a direita em t = 0 e diferencidavel para todo t > 0 com

dt li=0 N E(T ,l’(t)) =0 - <A x 7u0>
i d

= g\ et) = (A% 2(t)), V>0

Suponhamos que A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal do semigrupo de
operadores lineares e limitados {7'(¢);¢ > 0} fortemente continuo e uy € D(A), Pelo

Teorema 2.2 temos que a fungao vetorial de uma varidvel real

u:[0,4+00) — X

t— u(t) = T(t)uo = e My

¢ uma solucao forte do problema eo Teorema garante a unicidade da solucao.
Mas se ug € X\ D(A) entao o item (ii) do Teorema 2.2 ndo se aplica, neste caso iremos
estudar os semigrupos de operadores lineares analiticos.

O Teorema nos diz, de certo modo, que os operadores resolventes de um Cp-
semigupos “sao dados” pela transformada de Laplace do semigrupo de operadores
lineares e limitados em X, isto sugere, de certa maneira, que poderemos recupera o
semigrupo através da transformada inversa de Laplace dos operadores resolventes do

operador A. Prosseguiremos com este intuito.

Lema 2.4 (Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C uma funcao continua por partes,

entao .
Jim / F(#) sen(Nt) = 0.
Demonstragao. Ver [8, Corolario 3.7, p. 112]. ]

Lema 2.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam (E,%, u) um
espacos de medida, A um conjunto > mensurdvel e f, : A — R uma sequéncia
de fung¢oes mensurdveis que converge, almost always (quase sempre), para a fungdo

f:A— R. Além disso, suponha que:

(i) Para todon € N, |f,| € integrdvel;
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(19) Existe uma fung¢ao g : A — R integravel, tal que |f.(x)| < g(z) para todos
reAeneNlN.

Entao [ € integravel e

| tu@in 2= [ piajdn

Demonstragao. Ver [Il, Teorema 5.6, p. 44]. ]
t
Lema 2.6. Seja f: R — C tal que 1f_£ |>t| € integrdavel em R e
1
t)— f(0
[ 40550 <,
-1

entao

/+O° f(t)M — f(0) quando N — +o0

oo 7t

Demonstra¢ao. Primeiramente iremos mostra que

N
lim sen(t)
N—o0 _N t

dt =, (2.11)
para isto, consideremos a func¢ao

g:C\{0} — C

1 iz

z — g(z)=2z2""€

caregiao R ={z € C:Imz > 0,|z| >r e |z| < R}. Integraremos ¢g ao longo do

fronteira de R que se divide nas seguintes curvas:

(1) Na curva

v :[0,7] — C
0 — v(0) = Re".

orientada no sentido anti-horario;

(2) Na curva

Y i [-R,—r] — C

2z — 79(z) = Rez,
orientada da esquerda para a direita;
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(3) Na curva

v3:[0,7] — C

0 — v3(0) = re®,

orientada no sentido horario;

(4) Na curva

V4t [T7R] — C

z — Y4(z) = Rez,

orientada da esquerda para a direita. Veja Figura

Figura 2.2: Fronteira da regiao R

Como ¢ é analitica em todo seu dominio e 0 ¢ R, entao pelo Teorema de Cauchy,
temos / g(z)dz = 0, ou seja,
R

/mg(z)dz = /71 g(z)dz + /72 g(z)dz + /73 g(z)dz + /74 g(z)dz, (2.12)

onde

] OeiReie ] 0 i
/g(z)dz—/ zle”dz—/ - iReledG—i/ e dp,
71 7 TI' Re ™
0

/ g(Z)dZ = / Z_leizdz = / € — iTGiedQ _ Z/ eirewd@,
73 V3 o Te 0
/ g(Z)dZ - / Z_leizdz = / t—leitdt

72 2 _R
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

/g(z)dz:/ z_le”dz:/ ttetdt.
4 V4 R

Dai

-r r 0 ) T ;
/g(z)dz = / ttetdt +/ ttetdt 4 (/ 'R 49 +/ e"eed9> =0. (2.13)
R -R R ™ 0

Agora, passaremos ao limite quando r — 0 e R — oo.

. . . ; 0
Primeiro trataremos da integral / e dh, como
™

0 i ™ . . ™ ™
/ eiRede‘ < / ‘ezR(cos(9)+z sen(@))’ do < / efR seane < / 672R9d9 R—+o00 O,
s 0 0 0

obtemos que
o
lim [ efd) = 0. (2.14)

Vejamos que

Com efeito,

/ (eireie _ 1) d@’ < /
0 0
= / ’cos (reie) + 7sen (Tew) — 1’
0

S/WZ}rew}dHﬂﬂ).
0

o 1|

Sendo assim

lim/ <e"ei9 - 1) df =0,
r—0 0

ou seja,

lim/ e’ df = . (2.15)
r=0 Jo
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Agora, percebamos que

—r R o]

. —1 it 1 it o sen(t)

11_)1 (/_Rt edt+/r t edt)-Qz/O — dt (2.16)
%

T 0
R— o

De fato, fazendo a mudanca de variavel s = —t em / t~te'dt, obtemos
-R

- . r . R . R .
/ ttetdt = —/ (—s)teds = —/ sle ds = —/ t~te dt.
-R R T r

Dai
-7 ) R ) R ' r '
/ tredt + / tteltdt = — / tre"dt + / tleidt
R r - R
I—/Rwdt—i/R Sen(_t)dt+/RCOS(t)dt—|—i/R sen(t)dt
r t r t r t , t
R R R R
:_/ COS()dt—l—z’/ Sen()dt—i—/ COS()dH—i/ Sen()dt
r ¢ T t r t r t
py /R sen(t)dt
r i ’
isto é,

—r R R
. 4 ¢
lim / #1eitg 4 / tleftdt = Lm % / sen(t) 4,

r—=0 R r—=0 t
R — 4+ R — 4+
“+oo
:2@/ &(t)dt‘
0 t

Agora, passando ao limite quando 7 — 0 e R — oo em ([2.13)) e usando (2.14)),
(2.15) e (2.16), obtemos

N
lim / ser;(t) dt = m,

N—oo _N

ou seja,

1 N
i [ 5D / sen(t) o, _ 1.

N—=0 | 4 7t N=0 J_n i
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Finalmente
Foo sen L sen ! sen
022 - g0y [ 220~ [ (110 - 0) 2
Y
[t]<0 i

O Lema de Riemann-Lebesgue garante que as integrais do lado direito tendem a zero

quando N — oo, completando a prova do lema. O

Teorema 2.7. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores e lineares
e limitados em X fortemente continuo com || T(t) ||zox)< MeP'. Se v > max{0, 5}
entao, para cada v € D(A?) et > 0 temos

Y+iN

lim L M\ — A wd\ = T(t)x. (2.17)

N—oo 2um [ _in

1
Em particula, para 0 < e < 1 a convergéncia € uniformemente para qualquert [5, —] )
€

Demonstracao. Seja A € C tal que Re\ =~ > 3, segue do Teorema que X € p(A).

Assim

(A= A)t = (1 CATMA R ATIA S A2AZ A‘2A2> (A — A)!
- <)\‘1(>\ CA) EATZAN - A) £ A‘2A2> (A — A) (2.18)
= AR ATZA AN - A)TH A2

e consequentemente

1 y+iN 1 y+iN 6)\t
— M — A ad\ = — —xd\+
20T y—iN A% y—iN )\
1 THIN At
—[Azx + (A — A)"TA%z]d).

~ 2
2T Join A

(2.19)

Queremos mostra que podemos passar ao limite quando N — +oo em ([2.19) e
obtermos que este limite é finito, para isto trataremos de cada integral do lado direito

separadamente, isto é,
e Dado ¢ € (0, +00), temos

1 YHIN At
lim — —xd\ < +00.
Netoo 20 [ iy A
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

De fato, considere a curva suave

§&:[-N,N]—C (2.20)
s+ &(s) ==y — is.

Como
A — v +in = &(s) — —N;
A— vy —in=¢(s) — N;
§'(s) = —i,
segue que

1 y+ilN 6)\t " 1 —N et(’yfis)
R —2x e
2m Jooin A 2im Jn oy — s

(—i)ds

efyt N e—ist

= — —ds,
2r J_ Ny — 18

onde

N st N ds
‘ , d5’ < .
N TS _~ |y —is|

/N ds
N AR = 82
7>’N N——+oco

= arcsen(— +C —— K < +o0.
s/l-n

Assim VN
1 e
— —axd\
227’( y—iN )\

é uniformemente limitada para ¢t € (0, 4+00) e N suficientemente grande;

e Quanto a segunda integral, vejamos que pela demostragdo do Teorema [2.2] obte-

mos que (A — A)~! ¢ limitado e como

1 1
N e

At =
(A ) AN A2

resulta que para cada x € X

|

1
A2

[+ 0= o] = o2 - o]

<|o-a

o lx + [l 2|
o —_— X
L(X) X [\l X
1
<(C+ )|l
B
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

e sendo Re\ = «y com ImA € [— N, NJ, temos para cada x € X e N suficientemente

grande que

1
=) 2 lx< K < oo, (2.21)

H [A +(A— A)—lAQ}xHX €+

ou seja,

Y+iN )\t Lo y+iN Lo
Az + () — A) A% dAH <) )/ ‘ Azt (A—A)A Hd)\
oz [, SelAe+-ar <zl ), el e+ -y aza]dn
y+iN eRe)\t
Kd|)|

- 271— y—iN )\
Ket 1 v+iN Ny Me

o A ~y—iN o

Assim a integral

1 [N A
—[Az + (A — A) "1 A%x])d\

2w yoin A2
PR o 1 _
¢ uniformemente limitada para t € [8, —] tal que 0 < e < 1 e N suficientemente
€
grande.

Estas observagbes, implicam que o limite em (2.17)) existe e é finito. Restando

mostrar que o limite é T'(t)z. Desde que Re\ = 7y temos,

1 [N 1 [N o
— M\ — A) T wd\ = —— e ( / e“T(s)wdS> TdA
0

27 Jo_in 27T Jy_in

oo 1 Y+iN
= / {— / BA(t_S)d)\} T(S)ds
0 2 Jy N

00 iN(t—s) __ ,—iN(t—s)
— / c : ¢ =)L T(s)ds,
0 2im(t — s)

ou ainda,
1 [rHN 0o ( LiN(t—s) _ ,—iN(t—s)
o [ - a- [ { e ews)} T(s)ds
2im [, _in 0 2im(t — s)
_ / sen(N(t —s)) =97 (5)ds
0 7(t —s)
o N
— / Me’WT(t +7)dr.
—t T
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Dado x* € X* e t > 0. Considere a funcao auxiliar

f:R — C

o -

(", T(t+7)e "x), se T>—t;
0, se 7<—t.

Observe que:

(i) Se 7 € R, entao

O _ Wt Ty _ e
1+ 7| 1+ 7| - 1+ ’
onde C' é uma constante, consequentemente J:_LR’ é integravel.
T
(17) Por T'(t 4+ 7)e™ 7 ser analitica em 7 =0 e
LN P4 ) = AT+ 1) AT+ e
dt |r=0 7=0 7=0

= AT(t) = T(t)y = T(t)(A —),

temos
df f(r) = £(0)
/ = — =
F1(0)= dr l7=0 4 lli% T
* —~T - *
 lim (x5, T(t+71)e 7xy — (2", T(t)x)
7—0 T
T T T
 lim <x*7 (t+71)e (t)x>
7—0 T
T T =T
= <x*,lim (t+7)e (t)m>,
7—0 T
isto é,
. T(t+71)e ™ =1T(t)
/ o *
£ = o iy =——=——"a)
d
— * —T
<J; T TZOT(t—i-T)e ac>

= (@ T(t)(A = 7)),
ou seja, f é analitica em 7 =0 com f/'(0) = («*, T(t)(A — v)x).

Dos itens (i) e (it) segue que f satisfaz o Lema assim para cada z* € X*,
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

obtemos
(o, [ 72D et pyary = (o, [ sy sen (B ar)
= <m*, :O f(7) sen<%>d7>
S S(0) = (T T(t)a),
ou seja,

<a:* ! l WN M — A)’lxd)\> Noteo, £(0) = (2, T(t)2),

"2 i
para cada x* € X*. Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach

1 Y+iN
lim — M\ — A)rxd\ = T(t)x.

N—oo 2im [N
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Capitulo 3
Operadores setoriais e analiticos

Nesta capitulo abordaremos a teoria de operadores setoriais e analiticos em espacos
de Banach X sobre o corpo C, as nossas referéncias bibliograficas deste capitulo sao
as notas de aula de Alexandre Carvalho [4] e [5], o livro do Daniel Henry [7] e a
dissertagao de Fernanda Silva [11]. Por simplicidade, consideraremos X um espago de
Banach sobre C.

: T
Sejam a € R, ¢ € (5, 77) e o setor complexo

Yoo ={A€Cilarg(A —a)| < pe X #a},

vejamos a Figura [3.1]

/ F(] A " Re

Figura 3.1: Setor complexo X, ,.

Definicao 3.1. Seja A: D(A) C X — X um operador linear, densamente definido e
fechado. Diremos que o operador —A : D(A) C X — X € setorial quando para algum
a€eR, pe <g,7r) e M > 1, obtemos ¥,, C p(A) e

M

A—A)! < —
= A7 e =g
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3. Operadores setoriais e analiticos

para qualquer X € X, ,.

Para uma melhor interpretacao da definicao acima vejamos a Figura (3.2}

Figura 3.2: Resolvente do operador A em que — A setorial.

Observacao 3.1. O livro do Daniel Henry [7, p. 18] trds a sequinte defini¢do para
operadores setoriais “Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X
um operador linear, fechado e densamente definido. O operador A € dito setorial

quando para algum a € R, M > 1, ¢ € <O, g), o setor complexo
Sao ={A€C; ¢ <|arg\| <7, A #a}

estd contido no resolvente do operador A e além disso, para cada \ € S, 4,

M
A=At <
| ( )7 e < A —d

As duas maneiras de definir operadores setoriais sao idénticas, apesar de parecerem
diferentes, elas surgem de acordo com o modo que escrevemos a equagao (1.1), por

exemplo se considerarmos a equagao

du
— + Au=0.
o + Au

Desejaremos que A seja um operador setorial e que —A seja o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo. Assim, a definicdo apresentada no livro do Daniel Henry € mais
oportuna.

Agora, considerando a equacao

du_

—=A
dt b

desejaremos que —A seja um operador setorial e que A seja o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo e neste caso € mais oportuno definirmos operadores setoriais de
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3. Operadores setoriais e analiticos

acordo com a Definicao |3.1. Em particular, quando desejarmos provar que A € um

operador setorial iremos usar a defini¢cao tal como no livro do Daniel Henry.

Exemplo 3.1. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X wum operador

linear. Se A € um operador limitado, entao A € um operador setorial. De fato, pelo

Teorema [1.13, temos
P eC AN > Allzx)} Cp(A)

+oo
()\ _ A)_l _ Z)\—(n—i—l)An

n=0
para todo A € {A € C;|A >| A |zx)}. Em particular, para X € C tal que
Red < =2 || A llz(x), temos

Al > —ReA > 2 || A x> A llzx),

ou seja, o conjunto
{AECiReA < —2 || A o)} C p(A).

Considerando a = =2 || A ||x e ¢ > %, obtemos que o setor complexo
Sus = A€ Ci6 < |argA| <7 e A £ a)

estd contido no conjunto resolvente de A, como para qualquer A\ € S, 4, temos

< ;
Al
seque que
+oo +o0
_ L[ Allxy\n
A (nJrl)An < _( )
’; 2 AN A
Bl (ﬁ)"
Al 2
n=0
M
S IEVYE
Al
ou seja,

400
M
. -1 . —(n+1) gn
[ (A=A [leeo= ’%/\ AT <

Mostrando que A € um operador setorial.

95



3. Operadores setoriais e analiticos

Exemplo 3.2. Seja H um espago de Hilbert com produto interno
(g : Hx H — R enorma || - ||gm H— R. Se A: D(A) C H — H ¢

um operador linear auto-adjunto tal que para todo x € D(A)
(Az,2) 2 C ||z ||u

onde C > 0 € uma constante, entao A € um operador setorial. De fato, temos que A é

fechado, pois A € auto-adjunto e 0(A) C [C,4+00) e consequentemente o setor complezo
0
Sz m = {)\GC;Z <largA—m)| < e)\#m}

estd contido no conjunto resolvente de A.

Em particular, para cada x,y € H, temos

<(A - m)x, y>H = <AZL‘, y>H - <m:13, y>H
= <$7 (A - m)y>H7

(A=m)z, ) = (Az,2) 5 — m{z, x)n (3.2)
>m | @ | —m |z |F=0.

e fizando A € Sz, considere \' = A\ —m. Temos dois casos a tratar:

e O primeiro caso ReX < 0, seque de (3.1)) e (3.2]) que

FO = Az 5 =] [N = (A=m)]z |4
= [N | 2 15 —2ReXN (A — m)a, z)+ || (A —m)z ||

> NP I [l
para todo x € D(A).

e O sequndo caso 0 < ReX < |ImN|. Como

0 =diIm\N Re\ || x |3 —iImN ReN || x ||3;
+ i ImN (A —m)x, x), — iImN (A —m)z, )
= (AmXN'z, [ReN — (A —m)]|z) + (\[ReX — (A — m)]x, Im\'z),
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3. Operadores setoriais e analiticos

obtemos

IO = A [ =l [V = (A= m)]a I,
= X | I+ I [ReX — (A= m)] |
> [\ | 2 |
LY
S ELE

Assim, para cada A € Sx ,, e v € D(A)

ou seja, para cada \ € Xz, ey € H, temos v = (A — A)lye D(A) e

V2
A= A) "y [[a< Py |HyHH

Dai

V2
A —ml|

A=A lean<

para todo A\ € Sz ,,. Portanto A é um operador setorial.

No que segue, iremos explorar a definicao de operadores setoriais dada na Defini¢ao
B Seja A: D(A) C X — X um operador linear e gerador infinitesimal de um
semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente continuo {7'(t);t > 0}
com || T(t) ||l cor)< MeP* para algum M > 0. Pelo Teorema temos que para todo
t>0exe D(A?)

1 Y+i00

Tt)r=— M\ — A) L ad),

21 Yoo
onde vy > max{0, a, 5}.

Isto significa que, pelo menos, ao longo de retas verticais que passam depois do
ponto M = max{0,a, S}, podemos “recuperar” o semigrupo. Em particular, quando
— A for um operador setorial, podemos melhorar este resultado.

Considere I', a fronteira da regido X,4 \ {A € C;|A — a] < r}, onde
g < ¢ < ¢, r suficientemente pequeno e orientada no sentido crescente do eixo
imagindrio, vejamos a Figura Em particular, I', é uma curva porque é a uniao das

curvas

={AeCiarg(A—a)=¢ e |X—a| >r},
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3. Operadores setoriais e analiticos

[o={A€C;|A—a|=relarg(A—a)| < ¢}

I3 ={AeCarg(A—a)=—¢e|X—a|l <1}

Nosso objetivo é deformar o contorno de integragao no Teorema [2.7, no caso em
que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados
em X fortemente continuo tal que —A é um operador setorial, para a curva 'y, ou
seja, obteremos mais informagoes do semigrupo de operadores lineares e limitados em

X gerado pelo operador A.

Re

Figura 3.3: Curva I',.

Lema 3.1. Seja A : D(A) Cc X — X wum operador linear tal que
—A: D(A) C X — X € um operador setorial com a = 0, isto €, ¥,9 C p(A) e

_ M
(A= A)" 0 < o Ve,

para algum M > 1. Se A € o gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados

em X fortemente continuo, entdo para todo x € D(A?) et >0
Tty =— [ M\ —A) " zd), (3.3)

onde
Lo ={X € Ciarg A = £¢, [A| > r} U{X € C;[A| =1, [arg A| < ¢},

¢ € (5,9), r > 0 suficientemente pequeno e I'y orientada no sentido crescente do eiro

1Magindrio.
Demonstracao. Primeiramente investigaremos a convergéncia da integral.  Pelo
Teorema [2.7] temos
1 Y+1i00
T{t)r=— M\ — A ad),
20 i
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3. Operadores setoriais e analiticos

para cada x € D(A?), ¢t > 0 e algum v > 0. J4 que o integrando é analitico para todo
A € Xy por causa do Coroldrio m Basta provarmos que o contorno de integracao

pode ser deformado para a curva I'y, vejamos a Figura

Figura 3.4: Curva I'y.

Suponha A € I'y com [ImA| = N. Vejamos que valem as seguintes estimativas:
e Quando A € I'; ou A € I'3, temos —kN < ReX <y com k = |cotgo| > 0;
e Se )\ € I'y, entdo ReX = rcos(f), onde 6 representa o angulo do vetor .

Veja Figura (3.5

Figura 3.5: Analise da parte real dos pontos na curva I'y.
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3. Operadores setoriais e analiticos

Estas estimativas mostram que ReA < 7, onde 7 = max{rcos(f),~}, para todo
A € Iy. Assim, fixado A € Ty e 2 € D(A?), obtemos

e = A7 x <X A=A el 2 N

etReA‘ eitImA’ M H T HX
<

B A
C’e”
(ReX)? + N2

tT

Q
S

onde C'=2M || z ||x, ou seja, para cada z € D(A?),

1 1
H—/ M- A e <o [ M- A
27t Jr, X 7 2w Jp,
1 tT
<L 8 <
27 Jp, T

Isto mostra que a funcao vetorial de uma variavel complexa

fipld) — X
Ai— f(A) =eMA—A) o

é integravel sobre a curva I'y, consequentemente, a integral definida em (3.3|) converge.

Agora, mostraremos que

T(t)r = = M\ — A) L ad). (3.4)

-~ 2mi Jr,
Para isto considere a regiao R delimitada por:

(a) A curva

m:[—kN,y] — C

s —> m(s) =s —iN;
(b) A curva

N2 [=kN,7] — C
s — mo(s) := —s + iN;
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(¢) A curva

ns : [=kN,7] — C
s — n3(s) ==y +iN.
3

(d) O caminho ny = U I'; orientada no sentido decrescente do eixo imaginario.
i=1

Notemos que
Ce tRex

N%+°0 ./ (ReA)? +N2

De fato, dado € > 0 escolhamos M > 0 tal que —M € [—-kN,~] e

A=0, i=12

€
otRex < =

Q

para todo ReA € [—kN, —M], com isto obtemos

tRe/\ M 1
< ellx ——d\
H/W JRAZ L NZ H | ”X/_kN (Re))?

1 1
= elellx (57 + 7%)

para todo € > 0. Assim

-M Ce tRex
lim = 0. (3.5)
N=too J_gn +/(Re))? +N2
Agora
gl CetRex CetRex
H lim H < llollx Jim
N—otoo J a1 4/ (Re)? +N2 m / (ReA)? +N2
< HQCHXC’et7 hm / —d)\ (3.6)

1
= t’y 1 e -
|z||xCe Nl—1>r-li,-lOON2 (y+m) =0.

Utilizando as igualdades (3.5)) e (3.6)), obtemos

tRex 5 tRex
Ce lim S W (3.7)

L v/ (Re)? +N2 :N—>+°O N A
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De forma analoga, provamos que

tRex v tRex
Ce d\ = — lim / Ce "~ (3.8)
2 \/(Re/\)Z—FNZ N—+oo [ 1N |)\’

Feitas estas observagoes, retornemos a prova de (3.4). Pelo Teorema de Cauchy, a
integral sobre a fronteira da regiao R orientada no sentido anti-horario ¢é identicamente

nula, isto é,

/ M — A)tdx = 0.
R
J& que OR é a uniao das curvas 7y, 19, 73 € 14, segue que

/ eMA—A) L zd\+ / M(A—A) T zd )+ / eM(A—A) T zd A+ / eMA—A) " ad) =0,

m n2 3 M4
onde
/ M\ — A)rrd) + / M\ — A)tzd) =0,
m 72
1 y+1i00
/ M — A) AN = — M — A ad\ = T(t)z
s 270 )y —ino
‘ 1
/ M= A wd\ = —— [ M\ — A)tad),
N4 e To
ou seja,
1 ’Y+’iN 1
T(t)r = lim — M — A wd\ = — | M\ — A)lad), (3.9)
N—0 27TZ y—iN T T

para todos z € D(A?) et > 0.
Em particular, esta iltima igualdade converge na norma do £(X) para todo t > 0,

pois vale a seguinte estimativa

Mt -1 tRex
— X
e (A — A) "1z < 2Me

sup < |z |lx
reX ]l x Al [ x
x #0
e—tIAll cos(¢)]

<o
A
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para todo t > 0 e A € C tal que | arg(\)| = ¢, ou equivalentemente,

B He)\t()\_A)—leX 6—t|>\Hcos(¢)|
| M —=A) " ey = sup <o2M-—n—.
BT ex E A (3.10)
r#0

para todo t > 0 A € C com |arg(\)| = ¢.

Com esta estimativa e uma argumentacao similar a feita em (3.9)), obtemos

1

T(t) = %/F M\ — A)~ta (3.11)

O

A demostragao do Lema |3.1] sugere que a integral independe do angulo ¢ e do raio

r e isto é o que assegura o préximo resultado.

Lema 3.2. A integral definida em (3.3)) independe de ¢ e do r, isto é,

1 1
— [ MA-A)adh= — [ M- A)ledh = T(h),

27TZ 1"6 T To
onde
Lo={NeC:larg| =¢,|A| >r"}U{NeC: |\ =1 |arg )| < ¢},

¢ > ¢ € (5,¢), r<r' >0 suficientemente pequeno e I'y orientada no sentido crescente

do eixo tmagindrio.

Demonstragao. Notemos que I'f; é unido das curvas
I ={reCiarg(A —a) = ¢'},

Iy ={NeC;|]\—a| =1 |Jarg(A —a)| < ¢'}

e
Iy ={\ e Csarg(\—a) = —¢'}.
Simplificando a notagdo considere ¢ = arg(A\ — a) e as curvas
m={A€C;\=ke" com ¢ < a < ¢}
e

M ={N€C; A =ke" com — ¢ <a< —¢}.
Seja R a regido delimitada pelas curvas I'g, ', mx e 7, cuja fronteira esté orientada no
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3. Operadores setoriais e analiticos

sentido anti-hordrio, ver a Figura [3.6]

Figura 3.6: Regidao R delimitada pelas curvas Iy, ', nx € 1.

Como o integrando (e*(\ — A)~!z) é analitico em R para todo ¢t > 0, temos pelo

teorema de Cauchy que

1
— M\ — A)lazd) =0,
211 J yom

onde +0R denota a fronteira da regiao R orientada no sentido anti-horario. Em

particular,
1 At -1 1 At -1 1 At -1
— e AN—A)xd=— | e A=A xd\+— [ e (A—A) zdA
211 J L on Sy 21 Ty
1 1
+ o M\ — A)Lad) + 5 M\ — A)tazd)

Mk T Jrg

(3.12)

Queremos mostrar que

1 1
— [ MA—A)Tlzd) e — / M\ — A) L xd)
271 7, 27 Jy,

tendem a zero quando k — +o0o. Para isto consideremos f(\) = eM(A — A)"! e a

mudanca de variavel

x = kcos(f) = &(k) = &' (k) = cos(0);
y = ksen() = (k) = ¢'(k) = sen(h).
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Dai

1 1 ¢ w0 :
H—/ M\ — A)_lxd)\H < )— | e " (ke — A)_lelea:”dH
21 J 2l )y

S L /(z) |etkei9
27T &
M /¢ etkcosede.
2“{3|7T ’

Perceba que cos(0) < —C, porque ¢ < 0 < ¢’ e consequentemente

M )
W’610|H$Hd9

<

1 M ¢
H— / e”(/\—A)_lxd/\Hg / e~t*C p
2me , /

2|k|m
M(¢ — ¢/)€—tkc k—+o0 0.
2|k|m

De forma analoga, mostramos que

1 ~
H—/ M= A)ad)|| 50
27 S,

Assim
1 1
— [ MAN=A)Tzd = —— [ M= A) 7 zd)
27t Jr, T Jry,
e o resultado segue revertendo a orientacao da curva I7. O

O exemplo a seguir sera de utilidade para nossos estudos. Em particular, calculamos

a integral de linha sobre a curva I'y de uma fungao complexa.

Exemplo 3.3. Considere a fun¢ao de uma varidvel complezxa

f:C\{0} —C
A— f(A) = A7t

temos

1 A leMd\ = 1.

211 To

De fato, considere o circulo fechado C,. de raio v’ com 0 < r' < r e a curva fechada
simples T = As UTy, onde Ay = {6 € C;¢é =7e? ¢ — ¢ < arg € < ¢}, veja a Figura
[3.7. Como o vetor identicamente nulo ndao pertence ao circulo fechado e nem a curva

T, entao a funcao f € integravel sobre C,, e Y.
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Figura 3.7: Curvas T = A; UT,.

O Teorema de Cauchy garante que

At A
Cdx = / T
CT

A A—0""

e utilizando a formula da integral de Cauchy, obtemos

A
¢
/ T AN = 2mie® = 2m.
C’f‘

A—0
Assim
oM
—d)\ = 2mi,
r A
Notemos que
At ¢ tie®
e e 4
/ —d\|| = / —ire’df
Ay A X —p T€
¢ 510
S / etre do
-

]
< / etf cos Hde
-

= 2¢pe " 2%,

ou seja,

Y
lim / —dA = 0.
M
/ )\ =2mi,
r, A
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1sto €,
1
— [ AleMdr=1.
27t Jr,

Teorema 3.3. Suponha que —A : D(A) C X — X seja um operador setorial, isto €,
o operador A € fechado densamente definido e existem a € R, M e ¢ € (g,w) tal que
o setor complezo X, , C p(A) e

M
A— A)! <
=47 e =g

para todo A € X, ,. Entio A € o gerador de um semigrupo de operadores lineares e

limitados fortemente continuo em X. Além disso:

(i)

() = - /F (A — A)ld), (3.13)

- 2mi

onde I', € a fronteira da regiqgo X, \ {\ € C: |\ —a|] <r}, com % <p<gper

suficientemente pequeno, orientada no sentido crescente do eixo imagindrio, ver
Figura|[3.8;
(ii) A func¢do de uma varidvel real

f1(0,400) — L(X)
t— f(t) =T()

” T
tem um prolongamento analitico no setor complexo {t € C;|argt| < ¢ — 5} ou a

complexificacao correspondente de X, caso seja um espaco de Banach sobre R;
(111) Eziste K > 0 tal que:

e K
t )

IT@) o< Ke™, | AT () [leoo<

para todo t > 0;

(iv) Para cada t > 0 o operador linear

d
() = AT()

€ limitado.
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Re

Figura 3.8: Curva [',.

Demonstracao. Definamos

1
—/ M\ — A) A\ t > 0;
T(t) = 2T Jp

Ix,t=0.

Considere ¢ > 0 e a mudanca de variavel p = X —a, isto é, d\ =dp e I'y =I'y. Dai

1
T(t) = — ta)t(, — (A —a))"'d
(=507 | = (A= a)
ou seja,
1
g = L [ e a ey
() = g [ (A=)
Como o operador pu — (A — a) é setorial porque o setor complexo

Y0 C p(A —a), ver Figura , e para todo p € X, temos

M M M
—(A—a))! = (A= A)"! < = = —.
” (N ( )) HL(X) ” ( ) ||£(X)— |)\—a| |(M+a) _ a| |M|

Zga=0 C p(A — a)

2\
L/

i g

n=A—a

Figura 3.9: Mudanca de varidvel p =\ —a

68



3. Operadores setoriais e analiticos

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, a = 0, isto €,

1
—/ MO\ — A) NN, > 0
1)

T(t) = { 2m (3.14)

Ix,t=0.

Por conveniéncia mostraremos, primeiramente, os itens (iii) e (iv).

Prova (7i): Considere as funges de uma variavel real

g:(0,400) — R h:(0,400) — R
e
to—= [T lleex) to— | AT() |lox) -

Em particular, fazendo = At e t > 0 em [3.14} obtemos

1 wy [ b “Ldu
T(t) = — H(E-a)
() 27m'/pwe =) 5

I ¢ )1 dp
271 To t

onde a mudanca do contorno de integracao para I'y é justificada pelo fato do integrando

ser analitico.

Notemos que

-1
L/ eu(ﬁ_A> dps
27 Jr, t t

3
< —
L(X) 2 To

L(X)

ou seja,

1 1 —ldu
o0 T e | o [ (5= )"

Estimaremos esta ultima integral, para isto dividiremos o contorno de integracao
nas curvas I'y = {A € C;arg(A —a) = ¢}, o ={A € C; |\ —a| =1, |arg(A —a)| < ¢} e
I3 ={\ € C;arg(\A — a) = —¢} conforme a Figura

Assim

< % eReuM.
L(X) 27 To |N|

M eReuM_ M GRGMM % BRGNM % 6R8u|d_'u|

27T Ty |/"L| _27T I |H’| 27T I's |ILL| 27T I's |HJ| '
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K
¥

Figura 3.10: Curvas I'1, I'y e I'g

Note que cada integral do lado direito da igualdade acima é finita. De fato, definamos

e trataremos de cada integral separadamente:

eReu M

‘ | Para isto consideremos
1

M
e Primeiro veremos a lntegral —
2 r

pw=x+y €'y comargu = ¢ e

x = pcos(d) = ¢(p) = ¢'(p) = cos(¢);
y = psen(¢) = ¥(p) = 1'(p) = sen(¢),
ou seja,

M [ Reyldul _ M [T flo(p) + ()&’ (p) + i)' (p)]dp

o Jo, O Wl 2w ),
+o0
o % eﬂcos(n)@ < OO,
2m J, p

De modo andlogo mostramos que

M d
21 Jr, |1l

d
e Para a integral %/ eRe“%. Consideremos p=x+1y €'y e
T» H

r =rcos(d) = p(d) = ¢'(§) = —rsen(d);
y=rsen(d) = (d) = ¢'(§) = rcos(9).
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Assim .
M [ Reuldul _ M " o), 40 _

-— = .
o o, © Wl " 2r ) r

Portanto g é uniformemente limitada para qualquer t € (0, 400).

Como
AN = A = (A= Ix A+ Ix N\ — A7
=(-A=A)+NAN-A)"!
= —Ix+AXA—A)1,
A é um operador fechado e T'(t) é definido como o limite de soma de Riemann, para

todo t > 0, entao
AT (t)x =T (t)Az, ¥ x € D(A),

ou seja,

AT (t) = Ai M — A)ldx
27t Jr,

1
= — [ MAN—A)"tdA
27 Jr,
1 At -1
= _— —T+ A\ —A)7dA
omi o € [—I+A(A—4)7]

1 1
= ——,/ eMdX + —/ eMAN — A)7laN.
27t Jr, 27t Jr,

Vejamos que o primeiro termo, do lado direito, da ultima igualdade é zero e o

segundo termo ¢ limitado, porque considerando tu = A e trocando o contorno de

<[
L(X) 21 Jr, L(X)
t -1
<o o et (5 - 4)
27T To t t

t w M

< o [t 2
2mt Jr, t |ul/t
M

eRe“\dM = Ke™ < o0,

integragao por FOD encontramos

1 —1
t__/euﬁ<ﬂ_A> dp ldul
omi Jr, t\t t

euﬁ(ﬁ _ A>_1
t\t

|yl

L(X)

S_
27 Jr,

e consequentemente

< 00

h(t) = t ’
L(X)

1
—/ eMAN — A)7tdA
T'o

211

:t‘

-1
;/ euH(H_A> ap
2mi Jr,  t\t t

L(X)

1Usamos o fato de que o integrando é analitico
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completando a prova de (7i1).
prova (iv): Como integral em ({3.13) converge uniformemente e o integrando é

analitico, temos

21 21

%T(t) = % (i /F (A — A)‘ld)\> _ L /F AN — A)THdA = AT(t).

Agora, mostraremos que a familia de operadores T'(t) definidas em (3.14) é um
semigrupo de operadores lineares e limitados em espacos de Banach fortimente continuo

e que A é o seu gerador infinitesimal, para isto consideremos a funcao auxiliar

h:[0,+00) — X
s+ h(s) =Tt — s)T(s)x,

onde x € X. Notemos que

dh d
il d—T(t —s)T(s)x = —AT(t — s)T(s)x + T(t — s)AT(s)x = 0,
s s
ou seja, h é constante, consequentemente 7'(t — s)T'(s)x = T'(t)z, pois h(0) = T'(t)x.
Sendo assim, a familia {7'(¢);¢ > 0} é um semigrupo de operadores lineares e

limitados em X. Em particular, dado x € X e t > 0, temos

T(#)e (2% /F - A)‘ldA) .

1
=— [ AT+ ATAN - A) adA
211 To
1 1
— (_ / )\le”d/\) v+ — [ MATTAN = A)THdA.
27 Jr, 7 Jr,

Dal, pelo Exemplo [3.3], obtemos

1
T(t)z =+ 5 eMATTAN — A)rdA

i Jr,
€ como
1 My —1 -1 1 Ay —1 -1

— [ eAn - At <o A A A A dx
Hzm-/rf < g [N AT el 0= A e dA

1 M

< o [ 10 ek Sodn
27 Jr, B

< M| Ax HX/ ‘eReM|d|/\|7
- 27T To
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encontramos
1
T(t)r — :H—/ *txlAA—A*dAH
I T~ llx = |57 | 340 - A7

M| A
< || x”X/ ‘eRe’\t‘d]M
To

2m
:M/ |€M‘d|u|ﬂ>0
27 Ty ’

ou seja, T(t) é um semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente
continuo.
Sendo

d
%T(t)x = AT (t)x,

para cada x € X, segue pelo Teorema Fundamental do Calculo que

t
/ AT (s)ds = T(t)x — x.
0
Assim

T _
= lim —(t)x *

Ar = lim ,
t—0+ t

t
/ AT (s)ds
0
t—0t t
para cada x € X, implicando que A é o gerador infinitesimal do semigrupo de
operadores lineares e limitados em X, {T'(¢);t > 0}. o Lema completa a prova
do item (7).

Prova de (i7): Notemos que

1w = a7(3) = [ar )] = [ ()"
Com isto, pelos itens (7i7), (iv) e a desigualdade Tln < ", obtemos

Lo 1 .
T O 2y = IATON
< l<eatK>” (3.15)
n\

Kn enat en+nat

=~ = - ect_n7
nl " i

para todon € Net > 0.

Agora, usando a formula de Taylor com resto integréavel, obtemos

n

T(t+h)z = Z(j!)‘lT@)(t)x + [/01 (1%)%”1@ + sh)ads | W*, (3.16)

73



3. Operadores setoriais e analiticos

para 0 < h < t. Iremos estimar a integral do lado direito da igualdade acima, para

simplificar a notagao, considere
i+1 P8y 1
Ri(t+h) = 1" / +|TJ+ (t + sh)xds.
0 J:
Notemos que

i+1 1(1_3)j i+1 bt ' T Es!
ot [ | < [ s s s
0 : L(X) - Jo
L L
<l [ =PI e+ sh) e ds
: 0

Suponhamos que

|h|j+1 - (kt)j+1
JU = e

para algum k € (0,1). Dai

R+l 1 o L)+l [l L(G+1)e
L [ = st sleoods < IEO [ - sp g s
T, ; £+ sh

[E41PY ; jlecG+D) P

ou seja,

||| x (Kt + 1) [ SeltDe
”Rj(t—i- h)”X < j!@c(j+1) O (1 _ s) t+shd3

= flellx k(i + 1) / 1 ((11;3)3'(1;@)655.

t

Em particular

h h k
’1+S—’21—3u>1—s—>1—8,
t t ec
com isto
)(1_5)‘<1 e ‘ ! <l,
1+ |~ 1+ =D

e consequentemente

1
o 1 L 1
IRyt + W)l < b2+ 1) [ fds = fallh 1+ 1) 5.
0
Passando ao limite quando j tende a +oo, obtemos

J—+00o

1B, (t + h)llx ——0.
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Agora, vejamos que para todo z € C

T(n) t ne
H ()H|z—t|"§€—|z—t|”.
n! tr

Sendo assim, a série

+0 () §
T(2) = T(t) + Y e — 1
n=1
¢ uniformemente limitada para z € C tal que
kt
|z —t| < —,
6()

com algum k € (0, 1), ou seja, a familia T;(z) est4 bem definida no setor complexo
kt
T:= {z € C; ||z — t| £ — para algum k € (0, 1)}
eC

Como o setor complexo complexo {z € C;|arg(z)| < ¢ — 5} estd contido em T e para

z =1, temos
T®)
n! |

t—t|" =T(t),

T =T+

concluimos a prova do item (7). O

Definicao 3.2. Um semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente
continuo que satisfaz os item (ii), (iii) e (iv) do Teorema[3.5 é chamado de semigrupo

analitico.

Assim, fica claro que quando A é um operador linear densamente definido e —A é

setorial, obtemos que —A gera um semigrupo analitico.

Retornando, novamente, ao problema (|1.1)) com ug € X\ D(A), temos que, quando
A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico ({e=4¢;¢ > 0}), entdo a fungao

vetorial de uma varidvel real

u:[0,4+00) — X
t— ul(t) = e Mg
é uma solugao para o problema ((1.1]).
Conclusao, quando nos deparamos com problemas de valor inicial e de fronteira
associados a equagoes diferenciais parciais autonomas de evolugao lineares que podem,

eventualmente, serem “traduzidos” em problemas de valor inicial associados a EDO’s
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do tipo
d
o Au, set > 0;
dt (3.17)
u(0) = g

nos quais A : D(A) € X — X é um operador linear cujo dominio é um
subespago vetorial de um espago de Banach X, sobre o corpo K (K sendo um corpo
igual a R ou C) e uy € X, devemos inicialmente verificar que A é um operador linear,
fechado e densamente definido, caso contrario o Teorema2.2] e o Teorema [3.3] vistos
anteriormente, nao se aplicam. Agora, caso A seja um operador linear, fechado e
densamente definido o problema tem solucao quando A for o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico e ug € X, ou quando A for o gerador

infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo com uy € D(A).
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Capitulo 4
Poténcias fracionarias

Neste capitulo iremos abordar a teria de poténcias fracionarias para operadores
lineares fechados em espacos de Banach, em particular nos dedicaremos a poténcia
fracionéaria de operadores lineares A tais que —A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico. As nossas referéncias bibliograficas para este capitulo sao o artigo
de Bezerra e et al. [2], as notas de aula de Alexandre Carvalho [4], o livro de Jonh
Conway [0] e a dissertagdo de Marcelo Nascimento [9].

Antes de prosseguirmos com o estudo da teoria de poténcias fraciondrias
apresentaremos o teorema de desenvolvimento em série de Laurent e o teorema dos
residuos. Denotaremos por n(y,a) o indice da curva fechada v em a, isto é, n(vy,a)
representa o total de voltas que a curva descreve em torno do ponto a que nao esta na

curva fechada ~.

Teorema 4.1 (Desenvolvimento em Série de Laurent). Seja f : G € C — C uma
fungao analitica no anel G == {z € C;r < |z — 2| < R com R > r > 0}, onde z, € C.

Para cada z € G, temos
+oo

J) =3 anz— 20

n=—00
onde a convergéncia € uniforme e absoluta no interior do  anel
ann(zo,m1,m2) = {z € C;ry < |z — 20| < ro com R > 11 > 1y > r} e também os

coeficientes a,, sao dados pela formula

_ 1 f(z)
an_%/y(z—zo)"“dz’

com 7y sendo o circulo {z € C; |z — zp| =T comr <7 < R}.

Demonstragao. Ver [0l Teorema 1.11, p. 103]. ]
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Definigao 4.1. Sejam f uma fung¢ao com singularidade isolada no ponto z = a e

f2)= Y az—a)r

a série de Laurent de f no ponto a. Definimos o residuo de f no ponto a como sendo

o coeficiente a_1 que serd denotado por Res(f; a) = a_;.

Teorema 4.2 (Teorema dos Residuos). Sejam G C C um conjunto aberto conezo,
f G — C uma funcdao analitica em G, exceto nos pontos isolados ay, ..., a,. Sey é
uma curva fechada homotdpica a 0 (y ~ 0) com {v} C G, {a1,...,a,} ¢ {7} e para
todo z € C\ G n(v,z) =0, entdo

n

L / F2)dz = 3 (. a) Res 1)

21
=1

Demonstracao. Ver [0, Teorema 2.2, p. 108]. ]

Consideremos v uma curva fechada simples e retificdvel em C\ (—o0, 0], suponhamos
que o indice de v no ponto a € C\{~} seja 1, pelo Teorema dos Residuos
1 A
a® = — d\, Vae C, (4.1)

27 7)\—a

em que \* = ",

Sejam X um espaco de Banach sobre o corpo Ce A : D(A) C X — X um operador
linear e limitado. A definicao de poténcia fracionaria do operador A é construida em

analogia a expressao (4.1)).

Definicao 4.2. Sejam A : D(A) C X — X wum operador linear e limitado tal que
o0(A) C C\(—00,0] ey uma curva fechada, retificdvel e simples em C\(—o0,0] tal que
n(y,a) = 1 para qualquer a € o(A). Definimos as poténcias fraciondrias do operador

A por

1
A= — [ X*(A=A)7'd\,  VYae C (4.2)

27 .
Proposicao 4.3. Para cada o € C, temos I§ = Ix.

Demonstragao. Como {1} C o(Ix), considere v a fronteira da bola fechada B[1,1],

orientada no sentido anti-horério, por [4.2] temos

1
19 = — [ X\ — Ix)tdA

21 ~
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4. Poténcias fraciondrias

e pelo Teorema dos Residuos

1
2m

)\a()\ Ix)~'dA\ = Res(\*(\ — Ix) 5 1).

Se |A| > 1, entao pelo Teorema temos

(A —Ix)~ Z)\ (n+)

ou equivalentemente

A\ = Iy)~ Z)\ (ntL)+apn (4.3)

Notemos que a série em (4.3]) é a série de Desenvolvimento de Laurent da fungao
A\ —Ix)™ 1. Assim
R68<)\a<>\ — [X)_l; 1) = [;( = [X

Y

ou seja,

I$ =Ix
para todo a € C. O
Proposigao 4.4. O operador A ¢é limitado para todo o € C.

Demonstracao. Notemos que A\ € p(A) para todo A € {v} e consequentemente
(A—A)! e L(X). Assim

1 - ]l x _
AT(A—A 1dAH <—/)\°‘ A— A7 xd|A
Hmﬂ (= ATedA [ < T LI = A7 i)

< ||x||X /|)\‘&Md’)\|
2/,

Como /\)\]ad|)\| < +o0 para cada a € C e A € {7}, segue que
Y

S A (A — A) diH

27rz

[A%|lzx)y = sup
re X ]| x
x #0

1
< —/|/\|aMd|)\| < foo,
2 -

ou seja, A é limitado para todo a € C. n

Proposicao 4.5. Para quaisquer «, 3 € C vale que A*TP = A*AP.
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Demonstragao. Consideremos 7y, ' curvas fechadas, retificdveis e simples em C\ (—o0, 0]

tal que ' é externa a . Como
a AB 1 « 1 1 -1
AA—Q— )\()\ A)” d)\ 1P — A)"du
//)\0‘ AN = A) 1( — A ddp
27rz
A-A) T —(p-A)"
= a ﬁ

//)\“A A)” —dAd,tH—
2772

e pelo Teorema dos Residuos

Blu— A)” 1d)\du)

Assim

A% AP = (2712,)2(/7//A (A — A) —d)\d,qu/ //\)\_aﬂuﬁ(u—A)_ld/\du)

271m ()\/3 / AT\ — A) LA+ / / XJ dAdu)

(/)\““3()\ A) 1d>\+ Bu— A) 1d>\du>

27?2 )\ —

J& que p é um ponto da curva v que é externa a curva -, segue que a funcgao de

uma variavel complexa

fi{v}—C

A FO) =

A—p

estd bem definida e é analitica para todo A € {v}. Dai, pelo Teorema de Cauchy

/f )\ =

=0,

ou seja,

1 A
woar = L (Lo apane [ [w- a0
2m’</)\ (A ) dA + ’ 7,u (u ) )\_ud/\du>

1

a+p8 A 1d
=5 )\ (A—A)""dA

- A‘”*B.
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]

Proposicao 4.6. Se a € Z, entao poténcia A® definida como em (4.2)) coincide com

a n-ésima iterada de A.

Demonstracao. Pelo Teorema dos Residuos, temos

1
A* = — [ X*(A = A)"'dA = Res(A\*(A — 4)7; 0).

271 .

Suponhamos A € C tal que |A| >|| A ||z(x), neste caso o Teorema, m, garante que
+oo
()\ o A)fl _ Z)\f(nJrl)An.
n=0
Assim

+oo
AN = AT =) AT A S| A gx - (4.4)

n=0

Notemos que a série em (4.4]) é a série de Desenvolvimento de Laurent da fungao
A\ — A)7L Assim
Res(A*(\ — A)71;0) = A",

Sendo assim
A% = Res(\*(\A — A)710) = A",

ou seja, A% coincide com a n-ésima iterada de A quando a € Z. n

Agora, desejamos estender a Definicao [4.2| para uma classe de operadores linear
maior que a classe dos operadores lineares e limitados, para isto investigaremos a

convergéncia da integral em (|4.2)). Considere o angulo 0 < ¢ < 7 e o setor complexo
Y :=A{X € G larg(A)| < ¢} \ B(0,r),

onde r > 0, veja Figura [4.1]

81



4. Poténcias fraciondrias

Figura 4.1: Setor complexo Y.

Como o(A) C C\ (—o00,0], escolhamos 0 < ¢ < me R > r > 0 tais que
o(A) C (C\E¢> N B(0, R), para simplificar a notagdo denotaremos 3, N B(0, R) por

YR Em particular, a fronteira de Xy 4 pode ser decomposta nas curvas
a =€ CiA = Re |arg(V)] < 6},
orientada no sentido anti-horario, e
Ir={XeC;largN)|=¢e |\ >r}U{NeC;|A| =re|arg())| < ¢},

orientada no sentido decrescente do eixo imaginario, ver Figura Basta
investigarmos a convergencia da integral sobre a fronteira de X g 4, orientada no sentido
anti-horario, pois pelo Teorema de Cauchy o contorno de integragao em pode ser
“deformado” para 0Xg 4.

Figura 4.2: Setor complexo Xp 4.
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4. Poténcias fraciondrias

Escolhamos R > 2 || A [|z(x) e vejamos que para todo A € C tal que [A| = R, vale
A=A e =l (x = A7 A leex)
+oo
S
n=0

+oo
<D A e
n=0

1
L= A e

L(X)
(4.5)

< 2.

Em particular, quando Rea < 0, temos

¢
AM—A*ldAH :H/ Re™®)*(Re®® — A)"ViRe? deH
|| xvo-aa, =] [ 1) e inetas]
¢ . , .
< [ IR 1 Re R~ A7 ety i

J4 que Rea < 0, segue que |R*| < RrRea ¢ ’ewRea’ < 1. Dai, usando a estimativa
espectral (4.5)), obtemos

¢
o -1 o 00 10 10 -1
H/W,f (A—A) dA)]L(X)s/¢|R €] || Re®(Re® — A)™" [|ecx) dlf)

¢ A , ,
< /d)RR,ea‘ezBR,eaue—HIma’ || R€z9(RezG _A)—l ||£(X) d|9|

¢
< / RReae—GIma2d|9|‘

—¢
Sendo
o R I R, 6—9:[1'1104 &
/ R0 )| = —2 RMO ———
—¢ Ima |-¢
R e—¢IH1a - e¢Ima
= — 2R
Ima
Assim

e—¢Ima . €¢Ima

(4.6)

Ima ’

H/ AY(\ — A)‘ld)\H < —9RRea
YR L(X)
e passando ao limite quando R tende a infinito, concluimos

/ A%\ — A)~HdA — 0,

TR
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para cada o € C com Rea < 0 e Ima # 0.
Notemos que a estimativa espectral em (4.5)) e a desigualdade em (4.6)), implicam na
convergéncia da integral em (4.7)), quando Rear < 0, e mais a convergéncia é uniforme

para a em compactos. Com isto

1

A% = — A\ — A)~tdA
21 Josy,
1 1
= — AN — A)7HdN + — A\ — A) "t .
i o A=A a5 - a) (4.7)
1
== AN — A) A,
2w Jp

quando Rea < 0 e R tende ao infinito. Em particular I', := I' é a uniao das curvas
= (A € Carg(\) = de A >} T = {A € G\ = 7 e |arg(V)| < 6} o
Iy = A € Crarg(\) = —d e A = 7.

Estas observagoes mostram como definir a poténcia fracionaria A% para o caso em

que A: D(A) C X — X é um operador linear ndo necessariamente.

4.1 Operadores de tipo positivo

Nesta secao trataremos dos operadores lineares de tipo positivo em espagos de
Banach X sobre um corpo C. A principal referéncia desta secao é as notas de aulas de
Alexandre Carvalho [4].

Notemos que o operador linear A(A — A)~!

¢ limitado no setor C\X, se, e so-
mente se, o operador linear A(A + A)~! é limitado no setor —C\X, se, e somente se,
(L4 M) I A4+ A)~ [lzx) € limitado no setor —C\Xy.

Definicao 4.3. Seja X um espaco de Banach sobre C. Diremos que o operador linear
A D(A) € X — X densamente definido, fechado com [0,400) C p(—A) € dito de

tipo positivo com constante M quando existir uma constante M > 1 tal que
(IT+5) | (s+A) 7 lex)< M,

para todo s > 0. Denotaremos esta classe de operadores por P := P(X).

Teorema 4.7. Sejam A : D(A) C X — X wum operador de tipo positivo com

constante M e o setor complexo

1
Yo =4z € C;|arg(z)| < Ou} + {z eClz| < m}
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4. Poténcias fraciondrias

Se 0y = arcsen( entio Xy C p(—A) e

o)
L+AD A+ AT o< 2M +1

para cada \ € Xyy.

Demonstragao. Sejam s € [0,+00) C p(—A) e A € C tal que

1+s
A —s| <
Al <5t
sendo
L+s) | (s+ A o< M <2M,
obtemos
1+s 1+s
2M ~ (1 +s) | (s+A) " e
ou seja,
A —s| < — .
| (s+A)~ [l
Assim, pelo Teorema[L.9) A € p(—A).
Ja que
A A=(s+A)[Ix +(\—s5)(s+A)71,
segue que

T +A) " e =1 (s + A7 leeoll Ex + (A= 8)(s + A7 e

_M -1

< [ Ex e +1A = 81 s+ A7 e
M (1 1+s M)

145 2M 1+ s
2M

“1+s

Como

oM 2M 1+ s—s+ )
IL+s 1+4s 14|
2M 14 s+ |\ —s]
T 14 1+s

< 2M <1+ 1>
T 14+ 2M

_2M +1
TR
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para cada A\ € C satisfazendo (4.8)) e consequentemente
(T+A) A+ A) " [lgn< 2M + 1.

Assim provamos que

1
Sur = (s € Cilarg(2)] <) + {2 € Cilel < g | € (-

(L) A+ A | gx0< 2M +1,

para cada A € Xy, ver a Figura 4.3 O

Figura 4.3: Setor complexo ¥,;.

Em particular, provamos no Teorema que se o operador linear A é o gerador
infinitesimal de semigrupo de operadores lineares e limitado em X, {T'(¢);t > 0},
fortemente continuos tal que ||T'(t)||zx) < M, entao [0,400) C p(A) e o operador A é
fechado e densamente definido. Ja no Teorema [4.7] mostramos que quando o operador
(1+A)(A+A)~! é limitado para todo s > 0, obtemos que o operador (14 |A|)(A+ A)~!
¢ limitado no setor 3;,. Com estas duas informagoes deduzimos que A € P(A) se —A
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados em X,
{T(t);t > 0}, fortemente continuos tal que ||T'(¢)||zx) < M.

Assim, o problema abstrato

d

o A%u, t>0

dt (4.9)
u(0) = wy,

onde « € C, A: D(A) C X — X é um operador de tipo positivo e uy € Y com
Y sendo um subespaco denso de X, tem solucao forte, visto que A% é um operador

setorial e consequentemente o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.
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Definicao 4.4. Para todo A € P(X) e o € C com Rea < 0, definiremos

Ao L (=N)*(A+ A) 7, (4.10)

2mi Jp

onde T € qualquer curva suave por partes indo de ooe ™ para oce® com

1
0 € <0, arcsen(m)> e evitando-se [0, +00). Em  particular, denotando
—I'={A e C; -\ e}, temos

1
A= — [ A+ A)"ldA.

21 J_p

A definicdo acima estd bem posta, isto é, a integral em (4.10|) converge e independe

da curva I'. De fato, consideremos r < oYi el e (O, arcsen(ﬁ)), temos
= (= N)*N+A)tdA = = ( /+OO (—se)"(se” + A)_lewds
2w Jr 2mi\ |,

+ / ( — se_w)a(se_w + A)fle_wds>
0
+ / (Teiﬁ) “ (reiﬁ + A) _1iT6inﬂ.
2r—0

Iremos estimar a norma de cada integral do lado direito da igualdade acima separada-

mente, para isto percebamos que |A\|¢ < c|/\|Rea para todo a € C.
e A primeira integral é finita, isto é,
+oo N . —1 .
H / (—se)"(se” + A) e’edsH < +o0. (4.11)
r L(X)
Com efeito, como
+oo N . 1 .
H / ( — sew) (56’9 + A) e’edsH
r L(X)
+0o0
§/ c| - sei9|Rea | e (se” + A)_1 lzex) d|s]

™ Reat 0 ( o0 -1
Sc/ s se (se + A) T || gx) ds|

r
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e || se?(se” + A) " [le) < (2M +1)(1+ )7, segue que

—+00
i if -1 g
H/r ( se ) (se +A) e dSHc(X)
1

+oo R
<c(2M + 1)/ s eO‘_IFdL@]
. s

+oo R
<c(2M + 1)/ s 25| < 4o0.

T

e De modo analogo mostramos que a segunda integral é finita, ou seja,
H / (- se’w)a(se*w + A)_le’iedsH < +00. (4.12)
5o L(X)
e A terceira integral é finita, isto é,

H /;9 (Teiﬁ)a(reiﬂ + A)_lireiﬁdﬁHE(X) < 400. (4.13)

De fato, temos

H /269 (re’®)* (re” + A)lire’ﬂdﬁuﬁ(x)

w0 sRea il i -1
< clre® | | re (re + A) T | 2y dIB)
0

27 —0
Rea—-1 1
< 2M+1/ —d

<2¢(2M + 1)(r — )51 < 400,

Assim a poténcia A% estd bem definida em £(X) e a independéncia da curva I’

segue de forma semelhante ao Lema (3.2

Lema 4.8. Sejam A € P(A) e a, B € C com parte real estritamente negativa, temos
A*AP = Ac+B,

0

# para coe’ com

Demonstragcao. Sejam ['; e I's curvas suave por partes indo de oce™

1
0 € (O, arcsen(m» e evitando-se [0, +00), escolhidas de forma que I'y esteja a
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esquerda de I'y. Por definicao,

At — 2 [t At an— [ (—p)P(u+ A)

271 Ty 271 Ty

/F(—A)“(—M)B(A+A)—1(M+A)—1dAdu
e R A s s

(271)? A— U
_ 1 a -1 (_:U’)B
= e (), J, A0 7 S L
(

e pelo Teorema dos Residuos
1 [ (=)’
N\ = — ———du.
(=" =55 /F D

Notemos que para cada p € I's a fungao de uma variavel complexa

f : {Fl} — C
(=)

A f) =5

estd bem definida e é analitica. Como I'; é uma curva fechada, segue pelo Teorema de

Cauchy que
FNdN = / =N 2o
Iy r, A=W

Assim
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Teorema 4.9. Se A € P(X) entio
+oo
A~ = M/ s (s + A)"lds, (4.14)
0

onde 0 < Rez < 1.

1
i ), r > 0 e I' uma curva suave por partes
indo de coe™® para coe evitando-se [0, +0c). Por definicio,

Demonstragao. Sejam 6 € <0, arcsen(

1

-z _ = —z o -1
AT =g [ AT AT
L[ (im0~ (itn=0) _ 4} i(a—0)

:_%</ (se“T ) (se”r —A) e ds

+ / (se’i(g’“))_z (se’i(e’”) — A)_le’i((””)ds>
T—0

+/ (reiﬁ)_z (Tei’B - A)_lireiﬁdﬁ,
O0—m

ou seja,
e~ FInlsl=ilm=0) (gim=0) A)flei(”_e) 920, s77eim (s — A)L
Como

)

: : 1 2M +1
—zIn |s|—i(7—0) i(m—0) A 1 i(r—0) < —zIn(s)
|| e (se ) e loexy <e Tis

obtemos pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que
+oo . . —1 0—0 too .
/ e—z(ln |s|—i(m—0)) (Sez(W—G) . A) ez(7r—9) ds - S—ZeZTl'Z(S . A)_ldS.

T

De forma analoga mostramos que
/ (Se—i(e—w))—z (Se—i(e—ﬂ') o A)—le—i(ﬁ—ﬂ-)d8> 6—>_0> / S—ze—iwz(s . A)_lds.

Agora, como

T—0 T
lim (reiﬁ) - (rew — A) _lireiﬁdﬁ = / (re’ﬂ) - (reiﬁ — A) _lirewdﬂ

6—0 O—m

P o M +1,
I (re™) " (re’” — A) lirel? e < TRe(_Z)GBIm(_Z)% =50
,

Y
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encontramos e
/9 () e - A) e S
Logo
At =gt ([ () et ) e
omi\ ),
+ / (56107~ (gm0 A) e 0 gs)

T—0
+ / (rew) - (re’ﬂ — A) 71i7“ewd6
0

r—0 ! ( I —Zz inZ -1 —z —imz -1
—_— s ‘e (S—A) ds + S “e (S—A) ds ,

2mi .
ou seja,

+oo
A% = M/ s (s + A)"lds.
0

™

O
Teorema 4.10. Se A € P(X) e z € C com Rez <0, entdo o operador A* € injetor.

Demonstracao. Considere x € ker (AZ)7 isto é, A*x = 0, perceba que existe n € N tal

que n < —Rez < n + 1 e consequentemente
A—z—(n—l—l—z)x _ A—n—lx — 07
pois
A—z—(n-i—l—z)l, — A—(n—i—l—z)—zx — A_(n+1_Z)A_ZI _ A—(n-l—l—z)o =0.

Pelo Teorema , temos 0 € p(A). Daf o operador A™"! ¢ injetor, implicando que
z =0 e ker (A7) = {0}, isto ¢, A% ¢ injetor. O

Em virtude do teorema anterior podemos definir as poténcias fracionarias do
operador A por
A= (A7) R(A) C X — X

Defini¢ao 4.5. Sejam A € P(X) e z € C com Rez > 0. O espago de Banach X* =

(D(A?), ||A%,-||) € chamado espago de poténcia fraciondria associado ao operador A.
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4.2 Poténcia fracionaria do operador de ondas

Nesta secao, iremos exibir o dominio das poténcias fracionarias do operador de
ondas. As principais referéncias bibliograficas para a secao sao as notas de aula de
Alexandre Carvalho [4] e o artigo de Bezerra e et al. [2].

Seja © C RY um dominio suficientemente limitado e N > 3. Consideremos
H = L[*Q), D(A) = H*(Q)N H}(Q) e A = —A é o operador negativo Laplaciano com
condicao homogénea de Dirichlet na fronteira.
Denotando H® por D(A%*) com a norma | A%() |lg, para a > 0, temos
H° = H = L*(Q),

H'=D(A) = H*(Q) N H}(Q)

e H: = H}Q). Considere Y = H2 x H e o operador de ondas amortecidas
A : D(A,a)) CY? — Y definido por

0 —IH u -
A alg| |v -

H € D(Awg) = D(A) x H? e a>0.

v

—v

Au + av

onde

Lema 4.11. O operador linear A, € fechado para todo a > 0.

([z:])neN C D(Aw)
[(bn] n—-+00 [¢]
/=
Vn G

Demonstracao. Seja

tal que

A(O’a) ¢n _ _wn n—-+oo [U] .
¢n A¢n + ad)n v
Queremos mostra que [¢] € D(Aw)) e Aw) (b] = [u] )
(& (0 v

Em particular
IRIE: [Nl 22

UV — Y e — 1, — u,
implicando ¢ = —u. Ainda

n—-4o00 n—-4o00

A, + arh, —— v = Ap, —— v — a1},
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e sendo A um operador fechado, obtemos ¢ € D(A) e Ap = v—aq), isto é, v = Ap+ar)
—¢
Ap + ap

e consequentemente [Z] € D(Aq) e A

0] u
= . Mostrando que
P v
o operador linear A ¢é fechado para todo a > 0.
Lema 4.12. Temos que 0 € p(A()) e o operador Ay : D(A()) C Y? — Y definido

por

U 0 —Igl| |u —v
v A 0 v Au
tem tnversa dada por
Al 0 Al
R
Demonstracao. Notemos que
v —v 0
€ ker(Aw)) <= =
U Au + av 0
— —wv=0eAu+av=0
<~ v=0eAu=0.

Ja que 0 € p(A), segue que u = 0.

ker(A(O)) = { [8] } s

ou seja, o operador A, € injetor e consequentemente bijetor.

Assim

Agora, como

0 —Iy [ 0 Al |u B 0 —Iy| A C|u

A 0 _—[H 0 v A 0 —u v
e

0 A'Y |0 —Iy| |u 10 Al vl |u

—Iy 0 ]]4A 0 v —Ig 0 Au v’
obtemos
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Lema 4.13. O operador adjunto de A €

Demonstragao. Ja que a “matriz dos cofatores” é

0 —-A
Iy 0
segue que a “matriz transposta” é
0 Iy
= —A),
—-A 0
ou seja,
Ay = =4

]

Notemos que o Lema garante, ainda, que o operador ¢4 ¢ auto-adjunto e
consequentemente o operador Ay é fechado densamente definido e Ay = —Az‘o), ou

seja, para todo x € D(A())
<A(0)$, x>y0 = <ZL', A?O):E>yo = —<A(0)J},x>yo

e Re({(A@yx, z) i) = 0, implicando que A e Afly) = —A(o) sao dissipativos. Assim pelo

Teorema de Lumer-Philips (Veja [4, p. 126]), obtemos que A e AE‘O) sao geradores

infinitesimais de semigrupos de operadores lineares e limitados fortemente continuos.
Nosso principal objetivo é calcular o dominio das poténcias fracionérias do operador

—A(p). Para isto, iremos primeiro calcular o operador resolvente associado a A gy, isto

I}

i
Como det ( [A )\H] ) = A2+ A # 0, obtemos

é, se A € p(—A,)), temos

A0
A+ Ao) ™ = <[0 \
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4. Poténcias fraciondrias

(

A Iy
—-A A
AN+ A7 (N2 A
—AN+ A A2+ AT

A =y 71_ 2 -1
A )\D =N+ A)

Y

isto é,
AAZ+ A7 (N4 A
—AMT+ AT AN+ AT

A+ Aw) ™ =

Agora, pelo Teorema [4.9] temos

sen(ma)

+o0
Ay =— /0 AT\ 4 Ao)) " tdA

para 0 < a < 1. Assim

4o sen(ma) /+°° o
0

(X0 R

AN+ A7 (N4
—AN+ A A2+ AT

d\

+00 +oo
sen(ra) / AOANE 4 A) Ty Sen(Te) / AN 4+ A)~tdA
n e
== +o0 +o0o
_ sen(ra) / ACAQE 4 A) gy ST / A2 + A) 1A
m 0 m 0

(4.15)

Tratando de cada elemento da matriz acima separadamente, temos trés casos a se

analisar:
e O primeiro caso: A integral

sen(ma)

7

+oo
/ ATOANNE+ A) .
0
Consideremos a seguinte mudanca de variavel

( s =\°
ds =2)\d);

A—=0= s —0;

A — 4+ 00 =5 — +00,
\
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4. Poténcias fraciondrias

obtemos
sen 7ra+7ra
sen(ra) [T 2 -1 (7 7) /+OO -2 1 ds
AT A7 dN = A AT —
W/O (X + A) . g
T T
2 cos (—) sen<—> +oo
— 2 o 2 /0 s 2(s+ A)_lds
= cos <E>A_%;
2
(4.16)

e O segundo caso: A integral

+o00 +oo
sen(ra) / A (A2 1 A4) = SlT) / AN + A) NN,
T 0 @ 0

Faremos de forma similar a (4.16), isto ¢, consideramos s = A? para obtermos

+o0 oo
sen(woz)/ AN 1 A) ) = sen(ﬂoz)/ sfazfl(stA)*ldS
; 0

T 27

Ja que
1) () on[x(%5)]
segue que
son(72) 475 — sen(72) Se“[”(:glﬂ [ e
= /om ST (s + A)\ds (4.17)
_ Se“frm) /0 e - Ay an

e Terceiro caso: A integral

+oo
_ sen{ra) / ATTAN? 4+ A) A,
0

™

Notemos que

+oo oo
sen(wa) / )\,QA<)\2 + A)fld)\ — _AM/ )\704()\2 + A)*1d>\
0 0

™ ™

T —l—«
sen 5 2
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isto é,

+oo
_ sen(ma) / ATOANE — A)ldA = — SGH(E)A“T&, (4.18)
™ 0 2

Tendo analisado os trés casos, basta substituirmos as igualdades (4.16]), (4.17) e
(4.18]) em (4.14) e encontrarmos a seguinte férmula

oS <M>A’% sen(%)Ail{a
ALY = (4.19)
— sen(%)AkTa Ccos (%)A_

[N]1)

para 0 < a < 1, isto prova o seguinte lema.

Lema 4.14. Se 0 < a < 1, entdo

—1l—a

R

coS (%)A‘ sen(%)A
A= : (4.20)
— sen(ﬂ)Al_Ta cos <%)A_%

Visto que o operador A(o? ¢ injetor. Enunciaremos o seguinte resultado que motiva

este trabalho.

Teorema 4.15. Para 0 < a < 1, temos

T 2 T —lta
COS <7>A2 —sen<7>A 2
A?O) = ) (4.21)
sen(%)AHTa COoS (m>A

2

[N]])

Demonstragao. Pelo Lema temos

Ccos <M>A_% sen(%)Ail{Q

2

A0 = ’
1—a _a
—sen(%)A 2 cos (%)A 2
e consequentemente
cos (?)A% — sen(%)A_lzm
a
Al =

w|R

2

sen () A5 cos (T2 ) A
() (%)
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4. Poténcias fraciondrias

Com isto, o dominio das potencias fracionarias do operador A é

1+a 4o

D(A%)) =H =" x H2 = D(A™2") x D(A?).
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