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Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós–Graduação em Matemática
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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares e

limitados, a teoria de operadores setoriais no sentido do Daniel Henry, Geometric

Theory of Semilinear Parabolic Equations, Lecture Notes in Mathematics,

Springer-Verlag, New York Heidelberg Berlin, 1981, a teoria de potência fracionária de

operadores lineares, fechados e densamente definidos, e por fim, calculamos o domı́nio

das potências fracionárias do operador de ondas.

Palavras-chave: semigrupos de operadores lineares e limitados, operadores setoriais,

potência fracionária de operadores lineares, operador de ondas.



Abstract

In this work we study the theory of semigroups of bounded linear operators, the

theory of sectorial operators in the sense of Daniel Henry Geometric Theory of

Semilinear Parabolic Equations, Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, New

York Heidelberg Berlin, 1981, the theory fractional power of linear, closed,

densely-defined operators, and finally, we calculate the domain of the fractional powers

of the wave operator.

Keywords: semigroups of bounded linear operators, sectorial operators, fractional

power of linear, wave operator.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• Seja X um espaço de Banach, denotaremos por X∗ seu dual topológico;

• Denotaremos por IX a aplicação identidade definida em X.

• Dados X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, cujo

domı́nio D(A) é um subespaço vetorial de X, denotamos:

* O gráfico do operador A por G(A);

* A imagem do operador A por R(A);

* O núcleo do operador A por ker(A);

* O conjunto resolvente de A por ρ(A);

* O espectro do operador de A por σ(A).

• Sejam X e Y espaços de Banach, denotaremos por L(X, Y ) o espaço dos

operadores lineares e limitados de X em Y , munido da norma

‖T‖L(X,Y ) = sup
x ∈ X
x 6= 0

‖Tx‖Y
‖x‖X

.

Em particular, quando Y = X utilizaremos L(X) ao invés de L(X,X);

• Para λ ∈ ρ(A) denotamos por (λ− A)−1 o operador

(λIX − A)−1 : R(λIX − A) ⊂ X −→ X.

x
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Introdução

O objetivo deste trabalho é exibir as potências fracionárias do operador de ondas,

bem como estudar a teoria de potências fracionarias de operadores lineares fechados

e densamente definidos em espaço de Banach, e a teoria de semigrupos de operadores

lineares e limitados em espaços de Banach, tendo como base o artigo de Bezerra et al.

[2].

Considere o problema de valor inicial e de fronteira associado a equação de ondas

com amortecimento















∂2t u−∆u+ ∂tu = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

(1)

onde Ω ⊂ Rn é um aberto conexo, limitado com fronteira suficientemente suave com

n ≥ 1. Notemos que o problema (1) pode ser reescrito da seguinte forma







dw

dt
= Aw, t > 0,

w(0) = w0,

(2)

onde X = H1
0 (Ω) × L2(Ω) e A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear definido da

seguinte forma: Considerando a aplicação desconhecida w dada por

w =

[

u

v

]

,

com v = ∂tu, definimos

A

[

u

v

]

=

[

0 IX

∆ −IX

][

u

v

]

..=

[

v

∆u− v

]

, ∀
[

u

v

]

∈ D(A),

onde ∆ = −(−∆), −∆ : D(−∆) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω) denota o operador negativo

Laplaciano com condição homogênea na fronteira de Ω; a saber
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D(−∆) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

e

−∆u = −
n
∑

j=1

∂2u

∂x2j
, ∀u ∈ D(−∆)

Portanto, o domı́nio do operado A é dado por

D(A) ..=
(

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

)

×H1
0 (Ω).

Motivado por (2) consideramos o problema abstrato







du

dt
= Au, t > 0

u(0) = u0,

(3)

onde A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear (não necessariamente limitado),

fechado, densamente definido e seu domı́nio é um subespaço vetorial de um espaço de

Banach X sobre o corpo K (K sendo um corpo igual a R ou C) e u0 ∈ Y com Y sendo

um subespaço denso de X.

Na busca de uma função vetorial de uma variável real u que seja solução, em algum

sentido, de (3) estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares e limitados em

espaços de Banach. Verificamos que se o operador A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo anaĺıtico, então o problema (3) tem única solução para qualquer u0 ∈ X e

quando A for o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo devemos

exigir que u0 ∈ D(A) para o (3) ter, única, solução.

Em particular, as observações sobre o operador A, feitas anteriormente, nem sempre

se verificam, sendo assim necessitamos estudar aproximações para o problema (3), isto

é, consideramos o problema






du

dt
= Aαu, t > 0

u(0) = u0,

(4)

onde 0 < α < 1 e procuramos solução, em algum sentido, deste novo problema, para

isto necessitamos inicialmente estudar a teoria de potência fracionária de operadores

fechados e densamente definidos.

Em geral, quando calculamos as potências fracionária do operador A verificamos

que Aα é um operador setorial e consequentemente é o gerador infinitesimal de um

semigrupo anaĺıtico, ou seja, o problema (4) tem única solução para qualquer u0 ∈ X.

A estrutura f́ısica deste trabalho é a seguinte:

No Caṕıtulo 1, afim de tornarmos a leitura auto suficiente, estudamos resultados

3



preliminares necessários para a introdução da teoria de semigrupos de operadores line-

ares e limitados em espaços de Banach, mais precisamente, apresentaremos resultados

relacionados a teoria de operadores resolventes em espaços de Banch X sobre o corpo

C e a integral de Riemann-Stieltjes em espaços de Banch X sobre o corpo K (K = R

ou K = C);

No Caṕıtulo 2 apresentamos resultados relacionados a teoria de semigrupo de ope-

radores lineares e limitado em espaços de Banach X sobre o corpo C que nos dará

estrutura para analisarmos o problema (3), bem como exibimos uma função vetorial

de uma variável real que é candidata a solução forte do problema (3), caso A seja o

gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados em espaços

de Banach e u0 ∈ D(A), e uma versão da transformada de Laplace para semigrupo de

operadores lineares e limitados em X.

No Caṕıtulo 3, a fim de melhorarmos a versão da transformada de Laplace (Teorema

2.7) estudamos a teoria de operadores setoriais em espaços de Banach X, em seguida

definimos os semigrupos anaĺıticos e uma analise sobre o problema (3).

No Caṕıtulo 4 apresentamos resultados relacionados a teoria de potências

fracionárias de operadore lineares fechados e densamente definidos em espaços de

Banach X sobre o corpo C e finalmente, exibimos o domı́nio das potências fracionárias

do operador de ondas A(0) : D(A(0)) ⊂ Y 0 −→ Y 0 definido por

A(0)

[

u

v

]

..=

[

0 −IH
A 0

][

u

v

]

..=

[

−v
Au

]

,

onde Y 0 = H
1

2 ×H, H = L2(Ω), H
1

2 = H1
0 (Ω), e

D(A(0))
..= H1 ×H

1

2 ,

onde H1 = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e A denota o operador negativo Laplaciano com condição

homogênea de Dirichlet em H.
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Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo iremos abordar os resultados preliminares que serão de grande utili-

dade no desenvolver da teoria de semigrupos de operadores lineares e

limitados em espaços de Banach, antes daremos uma motivação para o estudo de tal

teoria. Alguns problemas de valor inicial e de fronteira, associados à equações

diferenciais parciais autônomas de evolução lineares, podem ser escritos da

seguinte forma:






du

dt
= Au, t > 0

u(0) = u0,

(1.1)

onde A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear (não necessariamente limitado)

fechado, densamente definido e seu domı́nio é um subespaço vetorial de um espaço de

Banach X sobre o corpo K (K sendo um corpo igual a R ou C) e u0 ∈ Y com Y sendo

um subespaço denso de X..

Por exemplo, dado o problema de valor inicial e de fronteira associado a equação

de ondas amortecidas linear abaixo















∂2t u−∆u+ ∂tu = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

(1.2)

onde Ω ⊂ Rn é um aberto conexo com fronteira suficientemente suave e n ≥ 1. A

versão abstrata (1.1) do problema (1.2) é dada por







dw

dt
= Aw, t > 0

w(0) = w0,

5



1. Resultados Preliminares

onde X = H1
0 (Ω)× L2(Ω), a aplicação desconhecida w é dada por

w =

[

u

v

]

,

com v = ∂tu e o operador linear e ilimitado A : D(A) ⊂ X −→ X é dado por

A

[

u

v

]

=

[

0 IX

∆ −IX

][

u

v

]

..=

[

v

∆u− v

]

, ∀
[

u

v

]

∈ D(A),

onde ∆ = −(−∆), −∆ : D(−∆) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω) denota o operador Laplaciano

com condição homogênea na fronteira de Ω; a saber

D(−∆) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

e

−∆u = −
n
∑

j=1

∂2u

∂x2j
, ∀u ∈ D(−∆)

Portanto, o domı́nio do operado A é dado por

D(A) ..=
(

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

)

×H1
0 (Ω).

Para resolver em algum sentido o problema (1.1), iremos tratá-lo como uma

generalização dos problemas de valores iniciais associados à equações diferenciais

ordinárias (EDO’s) de primeira ordem e lineares em K, deste modo, baseando-se no

método do fator integrante, iremos caracterizar o objeto e−At, de tal forma que, este

seja o fator integrante do problema (1.1).

Esperamos que para cada t ≥ 0 o objeto e−At : D(e−At) ⊂ X −→ X seja um

operador linear que satisfaça as seguentes propriedades:

• Para todo t ≥ 0, existe um único operador linear em X, denotado por eAt, tal

que

e−AteAt = eAte−At = IX ;

• Para t = 0, temos e−A0 = IX ;

• Dados t, s > 0, vale e−AteAs = e−A(t−s);

• Qualquer que seja t > 0 e x ∈ D(A), vale e−Atx ∈ D(A) e Ae−Atx = e−AtAx;

6



1. Resultados Preliminares

• Para cada x ∈ X, a função vetorial de uma variável real

F : [0,+∞) −→ X

t 7−→ F(t) ..= e−Atx

é cont́ınua. Em particular, quando x ∈ D(A) F é derivável à direita em t = 0

com
dF
dt

∣

∣

∣

t=0+
(t) = −Ax

e derivável para todo t > 0, com

F ′(t) = −Ae−Atx = −e−AtAx.

Neste contexto, uma candidata à solução do problema (1.1) será a função vetorial

de uma variável real

u : [0,+∞) −→ X

t 7−→ u(t) ..= e−Atu0

com a seguinte regularidade u ∈ C
(

[0,+∞);D(A)
)

∩ C1
(

(0,+∞);X
)

.

Nas seções seguintes daremos um tratamento rigoroso à teoria de operadores do

tipo e−At sobre espaços de Banach; a saber, estudaremos a teoria dos semigrupos de

operadores lineares e limitados. Para isto, estudaremos a teoria espectral de operadores

lineares e fechados e a teoria de integrais de Riemann-Stieltes.

1.1 Operadores resolventes

Nesta seção estudaremos a teoria espectral de operadores lineares e fechados em

espaços de Banach X sobre C. As nossas referências bibliográficas para esta seção são

o livro de Häım Brézis [3] e as notas de aula de Alexandre Carvalho [4].

Definição 1.1. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear em X. Diremos que:

(i) O operador A é fechado quando G(A) é fechado em X ×X;

(ii) O operador A é fechável caso G(A) seja o gráfico de um operador linear.

Em particular, quando A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador fechável, notamos que

o operador Ā definido por G(A) é a extensão fechada de A. De fato, considere

D(Ā) = {x ∈ X; existe (xn)n∈N ⊂ D(A) com xn −→ x e (Axn)n∈N é convergente}

7



1. Resultados Preliminares

e definamos o operador linear

Ā : D(A) ⊂ X −→ X

x 7−→ Ā(x) ..= y,

onde y = limn→+∞Axn. O operador linear Ā é chamado fecho de A.

Percebemos que D(A) 6= ∅, pois D(A) ⊂ D(A) e mais o operador linear Ā está bem

definido, porque dadas as sequências (xn)n∈N, (x
′
n)n∈N ⊂ D(A) com as propriedades:







xn
n→+∞−−−−→ x

Axn
n→+∞−−−−→ y1

e







x′n
n→+∞−−−−→ x

Ax′n
n→+∞−−−−→ y2

,

obtemos (xn − x′n)n∈N ⊂ D(A), xn − x′n
n→+∞−−−−→ 0 e

A(xn − x′n) = Axn − Ax′n
n→+∞−−−−→ y1 − y2.

Como A é um operador fechável, segue que y1 − y2 = 0. Assim

Āx1 = y1 = y2 = Āx2.

Fica claro da definição do operador Ā que Āx = Ax para cada x ∈ D(A). Portanto

Ā é uma extensão fechada de A.

Lema 1.1. Um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é fechável (respectivamente

fechado) se, e somente se, toda sequência (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ 0

(respectivamente xn
n→+∞−−−−→ x) e Axn

n→+∞−−−−→ y, obtemos y = 0 (respectivamente

x ∈ D(A) e Ax = y).

Demonstração. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechável e

Ā : D(Ā) ⊂ X −→ X seu fecho. Seja (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ 0 e

Axn
n→+∞−−−−→ y. Queremos mostrar que y = 0. Como Axn = Āxn para cada n ∈ N e Ā

é um operador fechado, então y = Ā0 = 0.

Reciprocamente, queremos mostrar que G(A) define um operador linear, para isto

considere

D(Ā) = {x ∈ X; existe (xn)n∈N ⊂ D(A) com xn −→ x e (Axn)n∈N é convergente}.

Percebamos que D(Ā) 6= ∅, pois a sequência constante de vetores nulos em X está

8



1. Resultados Preliminares

contida em D(Ā), sendo assim definamos o operador linear

Ā : D(Ā) ⊂ X −→ X

x 7−→ Āx = y,

onde y = lim
n→+∞

Axn.

Em particular, o operador Ā está bem definido. De fato, sejam (xn)n∈N e (x′n)n∈N

sequências em D(A) tais que







xn
n→+∞−−−−→ x

Axn
n→+∞−−−−→ y1

e







x′n
n→+∞−−−−→ x

Ax′n
n→+∞−−−−→ y2

.

Como (xn − x′n)n∈N ⊂ D(A), xn − x′n
n→+∞−−−−→ 0 e

A(xn − x′n) = Axn − Ax′n
n→+∞−−−−→ y1 − y2

segue que y1 − y2 = 0, isto é, y1 = y2. Dáı

Āx1 = y1 = y2 = Āx2.

Notemos que

(x, y) ∈ G(Ā) ⇐⇒ Existe(xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ x e Axn

n→+∞−−−−→ y = Āx

⇐⇒ Existe ((xn, Axn))n∈N ⊂ D(A) tal que (xn, Axn)
n→+∞−−−−→ (x, y)

⇐⇒ (x, y) ∈ G(A).

Portanto A é fechável.

Tratemos o caso em que A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador fechado em X,

isto é, G(A) = X. Em particular, para cada sequência ((xn, yn))n∈N ⊂ G(A) tal que

(xn, yn)
n→+∞−−−−→ (x, y), obtemos (x, y) ∈ G(A), em outras palavras, para cada sequência

(xn)n∈N ⊂ D(A) com xn
n→+∞−−−−→ x e yn = Axn

n→+∞−−−−→ y, temos x ∈ D(A) e y = Ax.

Reciprocamente, seja ((xn, yn))n∈N ⊂ G(A) com (xn, yn)
n→+∞−−−−→ (x, y), percebemos

que (xn)n∈N ⊂ D(A), xn
n→+∞−−−−→ x e yn = Axn

n→+∞−−−−→ y. Assim x ∈ D(A) e y = Ax,

ou seja, (x, y) ∈ G(A).

Lema 1.2. Se A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear injetor, então A é fechado

em X se, e somente se, A−1 é fechado.

Demonstração. Notemos que A−1 : R(A) ⊂ X −→ X está bem definido porque A é

injetor. Suponhamos A um o operador fechado e seja (yn)n∈N ⊂ R(A) uma sequência

9
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tal que






yn
n→+∞−−−−→ y

A−1yn
n→+∞−−−−→ x.

Como yn = Axn para algum xn ∈ D(A), segue que







Axn = yn
n→+∞−−−−→ y

xn = A−1yn
n→+∞−−−−→ x.

Sendo A um operador fechado, obtemos que x ∈ D(A) e y = Ax, ou seja, y ∈ R(A)

com x = A−1y, mostrando que A−1 é um operador fechado.

Reciprocamente, consideremos a sequência (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ x e

Axn
n→+∞−−−−→ y. Denotemos yn = Axn ∈ R(A) para cada n ∈ N obtendo

yn
n→+∞−−−−→ y e A−1yn = xn

n→+∞−−−−→ x.

Assim y ∈ R(A) e x = A−1y, ou seja, y = Az para algum z ∈ D(A). Dáı

x = A−1y = A−1Az = z,

ou seja, x ∈ D(A) e y = Ax mostrando que o operador A é fechado.

Lema 1.3. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear injetor tal que

A−1 : R(A) ⊂ X −→ X é fechável e seu fecho é injetor, então A é fechável.

Demonstração. Consideremos a sequência (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ 0 e

Axn
n→+∞−−−−→ y. Denotando yn = Axn para cada n ∈ N, obtemos

A−1yn = A−1yn = xn
n→+∞−−−−→ 0,

Como A−1 é um operador fechado, segue que y ∈ D(A−1) e A−1y = 0, ou seja, y =

0.

Lema 1.4. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, fechado e injetor tal que

A−1 : R(A) ⊂ X −→ X é limitado, então R(A) é fechado.

Demonstração. Consideremos a sequência (yn)n∈N ⊂ R(A) tal que yn
n→+∞−−−−→ y, mas

y 6∈ R(A). Vejamos que para todo n ∈ N

yn = Axn,

onde (xn)n∈N ⊂ D(A) e sendo A um operador fechado, obtemos (xn)n∈N divergente, ou

10
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seja, para cada x ∈ X e ε > 0, existe (xnk
)k∈N ⊂ (xn)n∈N com a propriedade

‖ xnk
− x ‖X> ε, ∀k ∈ N.

Em particular, para x = 0 e ε =‖ A−1 ‖L(X) sup
n∈N

‖ yn ‖X , existe (xnk
)k∈N ⊂ (xn)n∈N

tal que

‖ xnk
− 0 ‖X=‖ xnk

‖X> ε, ∀k ∈ N. (1.3)

Por outro lado,

‖ xn ‖X=‖ A−1yn ‖X ≤‖ A−1 ‖L(X)‖ yn ‖X
≤‖ A−1 ‖L(X) sup

n∈N
‖ yn ‖X , ∀n ∈ N,

isto é,

‖ xn ‖X≤‖ A−1 ‖L(X) sup
n∈N

‖ yn ‖X= ε, ∀n ∈ N, (1.4)

contrariando (1.3), sendo assim y ∈ R(A) e R(A) é fechado em X.

Definição 1.2. Sejam X um espaço de Banach sobre C, IX : X −→ X o

operador identidade de X e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Definimos o

conjunto resolvente de A, denotado por ρ(A), como sendo o conjunto de todos os

números complexos λ, tais que:

(i) O operador linear IXλ− A : D(A) ⊂ X −→ X é injetor;

(ii) A imagem do operador IXλ− A é densa em X, isto é, R(IXλ− A) = X;

(iii) O operador linear (IXλ− A)−1 : R(IXλ− A) ⊂ X −→ X é limitado.

O conjunto σ(A) = C\ρ(A) é chamado espectro do operador A.

O operador (IXλ − A)−1 é chamado operador resolvente de A. No que segue,

denotaremos os operadores (IXλ − A)−1 e IXλ − A por (λ − A)−1 e λ − A,

respectivamente.

Lema 1.5. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechável e

Ā : D(Ā) ⊂ X −→ X o seu fecho, então ρ(A) = ρ(Ā).

Demonstração. Suponha λ ∈ ρ(A), por definição

(i) O operador linear λ− A : D(A) ⊂ X −→ X é injetor;

11
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(ii) A imagem do operador λ− A é densa em X, ou seja, R(λ− A) = X;

(iii) O operador linear (λ− A)−1 : R(λ− A) ⊂ X −→ X é limitado.

Queremos mostrar que λ ∈ ρ(Ā), isto é,

(1) O operador λ− Ā : D(Ā) ⊂ X −→ X é injetor;

(2) R(λ− Ā) = X;

(3) O operador linear (λ− Ā)−1 : R(λ− Ā) ⊂ X −→ X é limitado.

Prova de (1): Considere x ∈ ker(λ − Ā), isto é, x ∈ D(Ā) e (λ − Ā)x = 0, por

definição existe uma sequência (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→+∞−−−−→ x e

Āxn = Axn
n→+∞−−−−→ y.

Como Ā fechado, obtemos x ∈ D(Ā) e y = Āx e consequentemente

(λ− A)xn
n→+∞−−−−→ λx− Āx = (λ− Ā)x = 0 ∈ R(λ− A).

Já que (λ− A)−1 é um operador limitado, temos

xn
n→+∞−−−−→ (λ− A)−10 = 0.

Assim, pela unicidade do limite, x = 0, implicando ker(λ − Ā) = {0}, ou seja, o

operador λ− Ā é injetor.

Prova de (3): Para algum x ∈ D(Ā), considere y = (λ − Ā)x. Note que existe

(xn)n∈N ⊂ D(A) tal que xn
n→∞−−−→ x e Āxn = Axn

n→∞−−−→ y′. Sendo Ā um

operador fechado, obtemos y′ = Āx e denotando yn = (λ − A)xn para cada n ∈ N,

obtemos

yn
n→∞−−−→ (λ− Ā)x = y. (1.5)

Em particular, a convergência em (1.5), implica que

(λ− A)−1yn = xn
n→∞−−−→ x = (λ− Ā)−1y,

isto significa que para provar (3) devemos mostrar que

‖ (λ− Ā)−1y ‖X≤ C ‖ y ‖X

12
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para cada y ∈ R(λ − A), onde C é uma constante. Sendo (λ − A)−1 um operador

limitado, temos

‖ (λ− A)−1y ‖X≤ C ‖ y ‖X

para cada y ∈ R(λ− A) e algum C > 0.

Fixado y ∈ R(λ− A), existe x ∈ D(A) ⊂ D(Ā) com

y = (λ− A)x = (λ− Ā)x =⇒ (λ− Ā)−1y = (λ− A)−1y = x.

Assim

C ‖ y ‖X ≥‖ (λ− A)−1y ‖X
=‖ (λ− A)−1(λ− A)x ‖X
=‖ x ‖X
=‖ (λ− Ā)−1y ‖X

para cada y ∈ R(λ− A) o que conclui a prova de (3).

A prova de (2): O Lema (1.4) garante que R(λ − A) é fechado uma vez que o

operador λ− A é injetor e o operador (λ− A)−1 é limitado. Assim

X = R(λ− A) ⊂ R(λ− Ā) ⊂ X.

Portanto ρ(A) ⊂ ρ(Ā).

Agora, seja λ ∈ ρ(Ā), isto é,

(i) O operador λ− Ā : D(Ā) ⊂ X −→ X é injetor;

(ii) R(λ− Ā) = X;

(iii) O operador linear (λ− Ā)−1 : R(λ− Ā) ⊂ X −→ X é limitado.

Queremos mostrar que λ ∈ ρ(A), ou seja,

(a) O operador λ− A : D(A) ⊂ X −→ X é injetor;

(b) R(λ− A) = X;

(c) O operador linear (λ− A)−1 : R(λ− A) ⊂ X −→ X é limitado.

Primeiramente, note que pelo Lema 1.4 R(λ − Ā) é fechado em X, assim

R(λ− Ā) = R(λ− A) = X.

Prova de (a): Consideremos x ∈ ker(λ − A), como 0 = (λ − A)x = (λ − Ā)x e

(λ − Ā) é bijetor, temos x = 0, implicando ker(λ − A) = {0} e consequentemente o

13
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operador λ− A é injetor.

Prova de (b): Seja y = (λ − Ā)x para algum x ∈ D(Ā), temos que existe

(xn)n∈N ⊂ D(A) com xn
n→∞−−−→ x e

(λ− Ā)xn = (λ− A)xn
n→∞−−−→ y′,

já que λ − Ā é fechado, devemos ter y′ = (λ − Ā) ∈ R(λ − Ā) e sendo (λ − Ā)−1

limitado, temos

xn
n→∞−−−→ (λ− Ā)−1y′.

Assim

x = (λ− Ā)−1y′ =⇒ y′ = (λ− Ā)x = y,

portanto R(λ− A) = X.

Prova de (c): Existe C > 0 tal que

‖ (λ− Ā)−1y ‖X≤ C ‖ y ‖X

para todo y ∈ R(λ− Ā). Se y ∈ R(λ−A), então y = (λ−A)x = (λ− Ā)x para algum

x ∈ D(A). Dáı, x = (λ− A)−1y e

C ‖ y ‖X ≥‖ (λ− Ā)−1y ‖X
=‖ (λ− Ā)−1(λ− Ā)x ‖X
=‖ x ‖X
=‖ (λ− A)−1y ‖X .

Com isto λ ∈ ρ(A), concluindo a prova do lema.

Lema 1.6. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um o operador linear tal que ρ(A) 6= ∅. Suponha
que:

(i) Para algum λ0 ∈ ρ(A) o operador linear (λ0 − A)−1 : D
(

(λ0 − A)−1
)

⊂ X −→ X

é injetor, então λ− A é fechável;

(ii) O operador A é fechável, então para cada λ ∈ ρ(A) o operador

(λ− A)−1 : D((λ− A)−1) ⊂ X −→ X é injetor.

Demonstração. Primeiramente note que y ∈ D
(

(λ0 − A)−1
)

se, e somente se,

existe (yn)n∈N ⊂ R(λ0 − A) tal que yn
n→+∞−−−−→ y e

(

(λ0 − A)−1yn
)

n∈N
converge se,
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e somente se, existe (xn)n∈N ⊂ D(A) tal que

(λ0 − A)xn = yn
n→+∞−−−−→ y

e

((λ0 − A)−1(λ0 − A)xn)n∈N = (xn)n∈N ⊂ D(A)

converge se, e somente se, y ∈ R(λ−Ā) e consequentementeD((λ0 − A)−1) = R(λ−Ā).
Prova de (i): Seja (xn)n∈N ⊂ D(A) uma sequência tal que xn

n→∞−−−→ 0 e yn =

(λ0 − A)xn
n→∞−−−→ y. Note que y ∈ D((λ0 − A)−1) e

(λ0 − A)−1yn = (λ0 − A)−1yn = xn
n→∞−−−→ 0

e sendo (λ0 − A)−1 fechado, obtemos y = (λ0 − A)−10, já que (λ0 − A)−1 é injetor,

obtemos y = 0. Portanto λ0 − A é fechável.

Prova de (ii): Basta mostrarmos que (λ− A)−1y = (λ− Ā)−1y para cada λ ∈ ρ(A),

pois pelo Lema 1.5 ρ(A) = ρ(Ā). Seja

y ∈ D((λ− A)−1) = R(λ− Ā) = D((λ− A)−1),

temos que existe (xn)nN ⊂ D(A) com xn
n→∞−−−→ x e

yn = (λ− A)xn
n→∞−−−→ (λ− Ā)x = y,

ou equivalentemente,

(λ− A)−1yn = xn
n→∞−−−→ x = (λ− Ā)−1y.

Já que o operador (λ− A)−1 é fechado e (λ− A)−1yn = (λ − A)−1yn para cada

n ∈ N, obtemos

(λ− A)−1y = x = (λ− Ā)−1y

para todo y ∈ D((λ− A)−1) = D((λ− A)−1). Completando a prova do lema.

Agora, nos deteremos ao estudo de operadores fechados, porque os geradores

infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados fortemente cont́ınuos

são fechado. Mas a t́ıtulo de curiosidade, o item (ii) do Lema 1.6 tem sentido na classe

dos operadores densamente definidos e dissipativos, para mais detalhes veja [4].

Teorema 1.7. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado, então

ρ(A) = {λ ∈ C; o operador linear λ− A : D(A) ⊂ X −→ X é bijetor}.
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Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A), temos λ − A : D(A) ⊂ X −→ X é injetor,

R(λ− A) = X e

(λ− A)−1 : R(λ− A) ⊂ X −→ X

é limitado. Pelo Lema 1.4 segue que R(λ−A) é fechado e consequentemente o operador

λ− A é bijetor.

Reciprocamente, seja λ ∈ {λ−A : D(A) ⊂ X −→ X é bijetor}. Já que o operador

λ− A : D(A) ⊂ X −→ X

é sobrejetor, segue que R(λ − A) = R(λ− A) = X e pelo teorema do gráfico fechado

(λ− A)−1 ∈ L(X). Portanto λ ∈ ρ(A).

O Teorema 1.7 garante que o espectro de um operador fechado A é formado por

vetores complexos λ tais que o operador

λ− A : D(A) ⊂ X −→ X

não é bijetor, isto motiva a seguinte definição.

Definição 1.3. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador fechado. O espectro σ(A)

pode ser decomposto nas seguintes partes disjuntas:

(i) O espectro pontual

σp(A) .

.= {λ ∈ σ(A); o operador λ− A não é injetor};

(ii) O espectro residual

σr(A) .

.= {λ ∈ C; o operador λ− A é injetor e R(λ− A) ( X};

(iii) O espectro cont́ınuo

σc(A) .

.= {λ ∈ C; o operador λ−A é injetor, R(λ−A) ( X e R(λ− A) = X}.

Lema 1.8. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, fechado e limitado com

‖ A ‖L(X)< 1, então 1 ∈ ρ(A) e o operador IX − A tem inversa cont́ınua com

(IX − A)−1 =

+∞
∑

n=0

An ∈ L(X).
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Demonstração. Notemos que, para todo n ∈ N

‖ Ai ‖L(X)≤‖ A ‖iL(X) .

Dáı
+∞
∑

i=0

‖ Ai ‖L(X)≤
+∞
∑

i=0

‖ A ‖iL(X)< +∞,

pois ‖ A ‖L(X)< 1. Assim a série

+∞
∑

i=0

Ai
L(X) é convergente. Em particular, para cada

m,n ∈ N com m > n, obtemos

∥

∥

∥

m
∑

i=0

Ai −
n
∑

i=0

Ai
∥

∥

∥

L(X)
=

∥

∥

∥

m
∑

i=n+1

Ai
∥

∥

∥

L(X)

≤
m
∑

i=n+1

∥

∥

∥
Ai
∥

∥

∥

L(X)

m,n→+∞−−−−−→ 0,

ou seja, a sequência
(

n
∑

i=0

Ai
)

n∈N
é de Cauchy e sendo L(X) um espaço de Banach,

conclúımos que a sequência
(

n
∑

i=0

‖ Ai ‖L(X)

)

n∈N
converge para S ∈ L(X).

Notemos que

(

IX − A
)(

IX + A+ · · ·+ An
)

= IX − A+ A+ · · · − An + An − An+1

= IX − An+1 n→+∞−−−−→ IX

(

‖ A ‖L(X)< 1
)

,

isto é,
(

IX − A
)

S = IX . De forma análoga mostramos S
(

IX − A
)

= IX , implicando

que S é a inversa de λ− A mostrando que

(IX − A)−1 =

+∞
∑

n=0

An.

Teorema 1.9. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear e fechado. O conjunto

resolvente de A, ρ(A), é um subconjunto aberto de C e para cada λ ∈ C tal que

|λ− µ| ‖ (µ− A)−1 ‖L(X)< 1, obtemos λ ∈ ρ(A) e

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

(µ− λ)n(µ− A)−n−1,

sempre que µ ∈ ρ(A).
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Demonstração. Seja µ ∈ ρ(A), mostraremos que existe ε > 0, tal que a bola aberta

B(µ; ε) ⊂ ρ(A), como X é um espaço de Banach não trivial e µ−A é bijetor, considere

ε =
1

‖ (µ− A)−1 ‖L(X)

> 0.

Dado λ ∈ B(µ; ε), temos

λ− A = λ+ µ− µ− A

= (µ− A)[IX − (µ− λ)(µ− A)−1].

Dáı

IX =
[

IX − (µ− λ)(µ− A)−1
]−1

(µ− A)−1(µ− A)[IX − (µ− λ)(µ− A)−1]

=
(

(µ− A)[IX − (µ− λ)(µ− A)−1]
)−1

(µ− A)[IX − (µ− λ)(µ− A)−1]

=
(

(µ− A)[IX − (µ− λ)(µ− A)−1]
)−1

(λ− A),

ou seja, λ − A é injetor, porque tem inversa a direita e R(λ − A) = R(µ − A) = X,

pois (µ− A)−1 : X −→ X. Portanto λ ∈ ρ(A) e consequentemente ρ(A) é aberto.

Agora, se λ ∈ C tal que 1 ≥ |µ − λ| ‖ (µ − A)−1 ‖L(X), temos pelo Lema 1.8 o

operador linear IX − (µ− λ)(µ− A)−1 = (µ− A)−1(λ− A) tem inversa cont́ınua com

(λ− A)−1(µ− A) =
[

(µ− A)−1(λ− A)
]−1

=

+∞
∑

n=0

[

(µ− λ)(µ− A)−1
]n

=

+∞
∑

n=0

(µ− λ)n(µ− A)−n,

ou equivalentemente,

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

(µ− λ)n(µ− A)−n−1.

Teorema 1.10. Sejam X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador linear. Se λ, µ ∈ ρ(A), então

(µ− A)−1 − (λ− A)−1 = (λ− µ)(µ− A)−1(λ− A)−1. (1.6)
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e

(µ− A)−1(λ− A)−1 = (λ− A)−1(µ− A)−1 (1.7)

Demonstração. Vejamos que

(µ− A)−1 = (µ− A)−1[µ(λ− A)−1 − µ(λ− A)−1 + (λ− A)(λ− A)−1]

= (µ− A)−1[µ(λ− A)−1 − µ(λ− A)−1 + λ(λ− A)−1 − A(λ− A)−1]

= (µ− A)−1[(µ− A)(λ− A)−1 + (λ− µ)(λ− A)−1]

= (λ− A)−1 + (λ− µ)(µ− A)−1(λ− A)−1.

A equação (1.6) é conhecida como identidade do resolvente.

Definição 1.4. Sejam Ω ⊂ C um conjunto aberto e f : Ω −→ X uma função vetorial.

Diremos que f é anaĺıtica em Ω, quando para cada λ0 ∈ Ω existir o limite

lim
λ→λ0

1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

.

Em caso afirmativo, este limite será denotado por f ′(λ0).

Corolário 1.11. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado. A aplicação

G : ρ(A) ⊂ C −→ L(X)

λ −→ G(λ) = (λ− A)−1

é anaĺıtica.

Demonstração. Vejamos que G é cont́ınua em λ0 ∈ ρ(A). De fato, dado ε > 0 considere

δ = min

{

1

‖ (λ0 − A)−1 ‖L(X)

; ε

}

.

Se λ ∈ C tal que |λ− λ0| < δ, então pelo Teorema 1.9, λ ∈ ρ(A) e

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

(λ0 − λ)n(µ− A)−n−1

Note que a série do lado direito da igualdade acima converge para
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1/
(

2 ‖ (λ0 − A)−1 ‖L(X)

)

. Assim

‖ G(λ)− G(λ0) ‖L(X) =‖ (λ− A)−1 − (λ0 − A)−1 ‖L(X)

=‖ (λ0 − λ)(λ0 − A)−1(λ− A)−1 ‖L(X)

< |λ0 − λ| ‖ (λ0 − A)−1 ‖L(X)‖ (λ− A)−1 ‖L(X)

<
|λ0 − λ|

2
< ε

mostrando que G é cont́ınua para todo λ0 ∈ ρ(A).

Note que

1

λ− λ0

[

(λ− A)−1 − (λ0 − A)−1
]

=
1

λ− λ0
(λ0 − λ)(λ0 − A)−1(λ− A)−1

= −(λ0 − A)−1(λ− A)−1.

Assim

−(λ0 − A)−2 = − lim
λ→λ0

(λ0 − A)−1(λ− A)−1

= lim
λ→λ0

1

λ− λ0

[

G(λ)− G(λ)
]

= G ′(λ0)

Portanto G é anaĺıtica para qualquer λ0 ∈ ρ(A).

Teorema 1.12. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear e limitado em X. Se

|λ| >‖ A ‖L(X), então λ ∈ ρ(A) e

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)An. (1.8)

Consequentemente, σ(A) é compacto e a série em (1.8) converge uniformemente para

cada λ ∈ C tal que |λ| ≥ R >‖ A ‖L(X).

Demonstração. Basta ver que (λ− A) = λ[IX − λ−1A] e aplicar o Lema 1.8.

Antes de estudarmos a integral de Remann-Stieltjes damos a definição de operadores

auto-adjuntos, dissipativos e compactos.

Definição 1.5. Sejam H um espaço de Hilbert sobre o corpo K com produto interno

〈·, ·〉H , H∗ seu dual topológico e A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear densamente

definido. Considere

D(A∗) .

.= {x∗ ∈ H∗; Existe y∗ ∈ H∗ com 〈x∗, Ax〉H = 〈y∗, x〉H}. (1.9)
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Definimos o adjunto de A pelo operador

A∗ : D(A∗) ⊂ H∗ −→ H∗

x∗ 7−→ A∗x∗ = y∗,

onde y∗ é o elemento que satisfaz (1.9). Em particular, quando A ⊂ A∗, isto é,

〈v, Au〉H = 〈Av, u〉H

Para todo u, v ∈ D(A), diremos que A é simétrico e se D(A) = D(A∗) diremos que A

é auto-adjunto. Finalmente, Caso K = C e para cada x ∈ D(A), existir x∗ ∈ D(A∗)

tal que Re(〈x∗, Ax〉H) ≤ 0, diremos que A é um operador dissipativo.

Proposição 1.13. Sejam H um espaço de Banach, H∗ seu dual topológico e

A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear. O operado adjunto

A∗ : D(A∗) ⊂ H∗ −→ H∗ é fechado.

Demonstração. Considere a sequência
(

(x∗n, A
∗x∗n)

)

n∈N
⊂ G(A∗) tal que

(x∗n, A
∗x∗n)

n→+∞−−−−→ (x∗, y∗).

Já que x∗n
n→+∞−−−−→ x∗ e A∗x∗n

n→+∞−−−−→ y∗, segue que

〈x∗, A∗x∗〉H = 〈 lim
n→+∞

x∗n, A
∗x∗〉H = lim

n→+∞
〈x∗n, A∗x∗〉H = lim

n→+∞
〈A∗x∗n, x

∗〉H = 〈y∗, x∗〉H .

Assim x∗ ∈ D(A∗) e y∗ = A∗x∗.

Proposição 1.14. Sejam H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ H −→ H um operador

linear auto-adjunto. Se

〈Ax, x〉H ≥ C ‖ x ‖H ,

para todo x ∈ D(A) e alguma constante C > 0, então σ(A) ⊂ [C,+∞).

Demonstração. Sejam

C = inf
x ∈ H

‖x‖H = 1

〈Ax, x〉H e M = sup
x ∈ H

‖x‖H = 1

〈Ax, x〉H .

Como σ(A) ⊂ [0,+∞), basta provarmos que σ(A) ⊂ [C,M ], para isto, dado ε > 0 e
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x ∈ D(A) não nulo, consideremos v = ‖x‖−1
H x e obtemos

〈Ax, x〉H = ‖x‖2H〈Av, v〉H ≤ ‖x‖2H sup
v ∈ H

‖v‖H = 1

〈Ax, x〉H = 〈x, x〉HM,

ou seja, −〈Ax, x〉H ≥ −〈x, x〉HM . Dáı

‖[(M + ε)− A]x‖H ≥ |〈[(M + ε)− A]x, x〉H | = (M + ε)‖x‖2H − 〈Ax, x〉H ≥ ε‖x‖2

e pelo Teorema de Lax-Milgram, segue que

〈[(M + ε)− A]x, v〉H = 〈h, v〉H

tem única solução xh para todo h ∈ H, isto é,

[(M + ε)− A]xh = h

com isto segue que o operador (M + ε) − A é bijetor para todo ε > 0 mostrando

que (M,+∞) ⊂ ρ(A). Analogamente, mostramos que (−∞, C) ⊂ ρ(A) completando

a prova da proposição.

Definição 1.6. Sejam Y um espaço de Banach sobre um corpo K e D ⊂ Y . Diremos

que D é relativamente compacto quando D é um compacto em Y .

Sabemos que a bola unitária de centro na origem nem sempre é compacta, pensando

nisto damos a seguinte definição.

Definição 1.7. Sejam Y, Z espaços de Banach sobre um corpo K e K : Y −→ Z

um operador linear, se B(0, 1) é um conjunto relativamente compacto em Z, então

K é dito um operador linear compacto. Denotamos K(Y, Z) o espaço dos operadores

lineares compactos.

1.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Nesta seção trataremos das integrais de operadores lineares em espaços de BanachX

sobre um corpo K. Veremos que a integral é um vetor em X. As principais referências

para a seção são as notas de aulas de Alexandre Carvalho [4] e o livro de Jonh Conway

[6].

Para simplificarmos a notação iremos denotar uma partição do intervalo [a, b] por

P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, mais precisamente, o conjunto de pontos
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P = {a = t0, t1, . . . , tn = b} tal que ti > ti−1 para todo i ∈ {1, 2, . . . , n} será

denotado por P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b ou simplesmente P .

Definição 1.8. Uma função γ : [a, b] −→ K é dita uma curva quando for cont́ınua.

Definição 1.9. Seja γ : [a, b] −→ K uma curva.

(i) Quando γ for diferenciável e γ′ : [a, b] −→ K cont́ınua diremos que γ é uma curva

suave;

(ii) Caso para toda partição P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b do intervalo [a, b],

tivermos

v(γ;P ) .

.=

n
∑

j=1

∣

∣

∣
γ(tj)− γ(tj−1)

∣

∣

∣
≤M,

onde M é uma constante positiva, diremos que γ é uma curva retificável. Neste

caso definimos a variação de γ por

V (γ) .

.= sup{v(γ, P );P é uma partição de [a, b]};

(iii) No caso que γ(a) = γ(b) diremos que curva γ é fechada;

(iv) A curva γ é dita simples quando γ : [a, b) −→ K é injetiva.

Definição 1.10. Sejam γ : [a, b] −→ K uma curva retificável, f : [a, b] −→ X uma

função vetorial e P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b uma partição do intervalo [a, b].

Definimos a soma de Riemann-Stieltjes associada à partição P pelo vetor

S(P ) .

.=

n
∑

i=0

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi),

onde τi ∈ [ti−1, ti] para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Proposição 1.15. Sejam γ : [a, b] −→ K uma curva retificável e f : [a, b] −→ X

uma função vetorial de uma variável real. Se

P : a = s0 < s1 < · · · < sm = b

e

Q : a = t0 < t1 < · · · < tn = b

são partições do intervalo [a, b] tais que Q refina P , então

‖ S(P )− S(Q) ‖X≤MV (γ),
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onde M é uma constante positiva.

Demonstração. Primeiramente considere o caso em que a partição Q é obtida por meio

da adição de um único ponto na partição P mais precisamente Q = P ∪ {t∗}, onde
t∗ ∈ (tj−1, tj). Note que

S(P ) =

n
∑

i=0

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi)

e

S(Q) =
n
∑

i = 0
i 6= j

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(αi) + [γ(t∗)− γ(tj−1)]f(αj) + [γ(tj)− γ(t∗)]f(α′
j),

onde τi ∈ [ti−1, ti], αi ∈ [ti−1, ti] para cada i ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, αj ∈ [tj−1, t
∗] e

α′
j ∈ [t∗, tj]. Dáı

‖ S(P )− S(Q) ‖X =

∥

∥

∥

n
∑

i=0

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi)−
n
∑

i = 0
i 6= j

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(αi)

− [γ(t∗)− γ(tj−1)]f(αj)− [γ(tj)− γ(t∗)]f(α′
j)

∥

∥

∥

X

≤
n
∑

i = 0
i 6= j

|γ(ti)− γ(ti−1)| ‖ f(τi)− f(αi) ‖X

+ |γ(t∗)− γ(tj−1)| ‖ f(τj)− f(αj) ‖X
+ |γ(ti)− γ(t∗)| ‖ f(τj)− f(α′

j) ‖X
≤MV (γ),

para algum M > 0.

Para o caso mais geral em que Q refina P adicionado k elementos distintos, Q1 =

P ∪ {s1, s2, . . . , sk}, iremos usar indução sobre k. Suponha que o resultado seja valido

para k = r − 1, ou seja, se pj denota os elementos da partição Q1 temos

‖ S(P )− S(Q1) ‖X≤MV (γ,Q1).

Mostremos que o resultado é valido para Q = P ∪ {s1, s2, . . . , sk}. Para facilitar a

notação considere Q : a = p1 < p2 < · · · < pn+r = b, em que pi representa ti ou sj.

Como Q = Q1 ∪ {sk}, temos

S(Q) = S(Q1) + [γ(sk)− γ(pk−1)]f(αk) + [γ(pk)− γ(sk)]f(α
′
k),
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onde αk ∈ [pi−1, sk] e α
′
k ∈ [sk, pk].

Assim

‖ S(P )− S(Q) ‖X =‖ S(P )− S(Q1)− [γ(sk)− γ(pk−1)]f(αk)

+ [γ(pj)− γ(sk)]f(α
′
k)

∥

∥

∥

X

≤‖ S(P )− S(Q1) ‖X + ‖ |γ(sk)− γ(pk−1)|f(αk) ‖X
+ |γ(pj)− γ(sk)| ‖ f(α′

k) ‖X
≤MV (γ)

Portanto pelo principio de indução finita o resultado é valido para qualquer partição

Q do intervalo [a, b] que refina a partição P .

A proposição acima motiva-nos a tomarmos partições “finas”, isto é, considerar

partições cujos comprimentos dos intervalo [ti−1, ti] sejam menores que δ > 0, isto é

posśıvel, porque [a, b] é um compacto da reta. Pensando nisto, definimos a malha da

partição P : a = t0 < t1 < · · · < tn, isto é,

‖ P ‖..= max{ti − ti−1; 0 ≤ i ≤ n}.

Teorema 1.16. Sejam X um espaço de Banach sobre K, γ : [a, b] −→ K uma curva

retificável e f : [a, b] −→ X uma função cont́ınua. Existe I ∈ X tal que Para todo

ε > 0, existe δ > 0 com a propriedade:

∥

∥

∥
I − S(P )

∥

∥

∥

X
< ε,

sempre que ‖ P ‖< δ.

Demonstração. Considere a sequência (δn)n∈N ⊂ (0,+∞) estritamente decrescente com

a propriedade: se t, s ∈ [a, b] com |t− s| < δn e n não nulo, então

‖ f(t)− f(s) ‖X<
1

n
.

Definamos

Pn
..= {Partições do intervalo [a, b] com malha ‖ P ‖< δn}

e

Fn
..= {S(P );P ∈ Pn}.
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Notemos que,

P1 ⊃ P2 ⊃ · · · ⊃ Pn ⊃ · · ·

e

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ · · · .

Com isso existe um único vetor I ∈ ∩n≥1Fn.

Pela demostração da Proposição 1.15, vemos que

diam(Fn) = sup{‖ S(P )− S(Q) ‖X ;S(P ), S(Q) ∈ F} < 1

n
V (γ).

Assim, dado ε > 0 tomemos n >
1

ε
V (γ) e δ = δn, obtendo que, se P é uma partição

do intervalo [a, b] com ‖ P ‖< δ, então

∥

∥

∥
I − S(P )

∥

∥

∥

X
≤ diam(Fn) <

1

n
V (γ) < ε.

Definição 1.11. Sejam X um espaço de Banach sobre K, γ : [a, b] −→ K uma

curva retificável e f : [a, b] −→ X uma função cont́ınua. Definimos a integral de

Riemann-Stieltjes pelo vetor I tal que, para todo ε > 0, existe δ > 0 com a propriedade

‖ I − S(P ) ‖X< ε

sempre que ‖ P ‖< δ. Denotamos o vetor I por

∫ b

a

fdγ.

Proposição 1.17. Sejam f, g : [a, b] −→ X funções cont́ınuas, γ, σ : [a, b] −→ K

curvas retificáveis e α e β constantes, temos:

(i)

∫ b

a

(

αf + βg
)

dγ = α

∫ b

a

fdγ + β

∫ b

a

gdγ;

(ii)

∫ b

a

fd
(

αγ + βσ
)

= α

∫ b

a

fdγ + β

∫ b

a

fdσ;

(iii) se a = c0 < c1 < · · · < cn = b, então

∫ b

a

fdγ =

n
∑

i=0

∫ ci

ci−1

fdγ;
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(iv)
∥

∥

∥

∫ b

a

fdγ
∥

∥

∥

X
≤
∫ b

a

‖ f ‖X d|γ|.

Demonstração. Dado ε > 0, pelo Teorema 1.16, existem vetores I1, I2, J,K e L ∈ X

tal que para cada δε > 0 e qualquer partição P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b do intervalo

[a, b] com malha ‖ P ‖< δε, vale:

∥

∥

∥
I1 −

n
∑

i=1

[

γ(ti)− γ(ti−1)
]

f(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,

∥

∥

∥
I2 −

n
∑

i=1

[σ(ti)− σ(ti−1)]f(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,

∥

∥

∥
J −

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)]g(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,

∥

∥

∥
K −

n
∑

i=1

[(αγ + βσ)(ti)− (αγ + βσ)(ti−1)]f(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,

e
∥

∥

∥
L−

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)](αf + βg)(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,

para qualquer τi ∈ [ti−1, ti], i ∈ {0, · · · , n}.
Prova de (i): Notemos que

∥

∥

∥
L−

(

αI1 + βJ
)
∥

∥

∥

X
=

∥

∥

∥
L− α

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi)− β
n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)]g(τi)
∥

∥

∥

X

=

∥

∥

∥
L−

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)](αf + βg)(τi)
∥

∥

∥

X
< ε

para todo ε > 0, ou seja, L = αI1 + βJ e quando δε → 0, obtemos

∫ b

a

(

αf + βg
)

dγ = α

∫ b

a

fdγ + β

∫ b

a

gdγ.

Prova de (ii): Temos

∥

∥

∥
K − αI1 − βJ

∥

∥

∥

X
=

∥

∥

∥
K − α

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi)− β

n
∑

i=1

[γ(ti)− γ(ti−1)]f(τi)
∥

∥

∥

X

=

∥

∥

∥
K −

n
∑

i=1

[

(αγ + βσ)(ti)− (αγ + βσ)(ti−1)
]

f(τi)
∥

∥

∥

X
< ε,
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ou seja, K = αI1 + βJ . Dáı, fazendo δε → 0, obtemos

∫ b

a

fd
(

αγ + βσ
)

= α

∫ b

a

fdγ + β

∫ b

a

fdσ.

Prova de (iii): Em primeiro lugar a restrição da curva γ a cada intervalos [ci−1, ci]

é retificável. Assim, assumiremos sem perda de generalidade que δ tem a propriedade

para qualquer partição Pi : ci−1 = ti0 < ti1 < · · · < tik = ci do intervalo [ci−1, ci], vale

‖ Pi ‖= max{|ti1 − ti0 |, · · · , |tik − tik−1
|} < δε.

Pelo Teorema 1.16 existem vetores Ji,j ∈ X (0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ j ≤ k) tais que

∥

∥

∥
Ji,j −

k
∑

j=0

f(τij)
[

γ|[ci−1,ci](tij)− γ|[ci−1,ci](tij−1
)
]∥

∥

∥

X
< ε(n),

para todo i ∈ {0, 1, · · · , n} e j ∈ {0, 1, · · · , k}. Claramente P =

k
⋃

i=0

Pi é uma partição

do intervalo [a, b] com ‖ P ‖< δε. Dáı

∥

∥

∥
I1 −

n
∑

i=0

Ji,j

∥

∥

∥

X
=

∥

∥

∥
I1 −

n
∑

i=0

k
∑

j=0

f(τij)
[

γ|[ci−1,ci](tij)− γ|[ci−1,ci](tij−1
)
]
∥

∥

∥

X
< ε,

para todo ε > 0. Assim I1 =

n
∑

i=0

Ji,j, isto é,

∫ b

a

fdγ =

n
∑

i=0

∫ ci

ci−1

fdγ, δε → 0.

Prova de (iv): Como ‖ f ‖X é uma função cont́ınua e |γ| é uma curva retificável,

pelo Teorema 1.16, existe V ∈ X tal que

∥

∥

∥
V −

n
∑

i=0

‖ f ‖X (τi)
[

|γ|(ti)− |γ|(ti−1)
]
∥

∥

∥

X
< ε.

Note que

‖ I2 ‖X=
∥

∥

∥

n
∑

i=0

f(τi)
[

γ(ti)− γ(ti−1)
]∥

∥

∥

X
≤
∥

∥

∥

n
∑

i=0

‖ f ‖X (τi)
[

|γ|(ti)− |γ|(ti−1)
]∥

∥

∥

X
=‖ V ‖X
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isto é,
∥

∥

∥

∫ b

a

fdγ
∥

∥

∥

X
≤
∫ b

a

‖ f ‖X d|γ|, δε → 0

Completando assim a prova da proposição.

Definição 1.12. Sejam X um espaço de Banach sobre C, γ : [a, b] −→ C uma curva

retificável, {γ} .

.= {γ(t); t ∈ [a, b]} o traço de γ e f : {γ} −→ X uma função cont́ınua.

Definimos a integral de linha de f sobre a curva γ por

∫ b

a

f(γ)dγ,

que, por simplicidade, será denotada por

∫

γ

f(z)dz.

Figura 1.1: Integral de linha de f sobre a curva γ.

Teorema 1.18. Sejam X, Y espaços de Banach sobre C, T ∈ L(X, Y ), γ : [a, b] −→ C

uma curva retificável e f : {γ} −→ X uma função cont́ınua ({γ} denota o traço de γ),

temos

T
(

∫

γ

f(z)dz
)

=

∫

γ

T
(

f(z)
)

dz.

Demonstração. Basta perceber que as integrais são limites de soma de Remann-stieltis

e T é um operador linear cont́ınuo.

Teorema 1.19. Sejam X um espaço de Banach sobre C, γ : [a, b] −→ C uma curva

suave por parte e f : {γ} −→ X uma função cont́ınua, então

∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.
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Demonstração. Dado qualquer x∗ ∈ X∗, pelo Teorema 1.18, temos

x∗
(

∫

γ

f(z)dz
)

=

∫

γ

x∗
(

f(z)
)

dz

=

∫

γ

x∗
(

f(γ(t))γ′(t)
)

dt

= x∗
(

∫

γ

f(γ(t))γ′(t)dt
)

.

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach,

∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.

Lema 1.20. Sejam X um espaço de Banach sobre C, Ω ⊂ C um conjunto aberto e

f : Ω −→ X uma função vetorial de uma variável complexa. Se para cada x∗ ∈ X∗

a função de uma variável complexa x∗f : Ω −→ C for anaĺıtica, então f é anaĺıtica e

neste caso, denotando h(λ) .

.= x∗(f(λ)), temos h′(λ0) = x∗(f ′(λ0)).

Demonstração. Basta mostrarmos que para λ0 ∈ Ω fixo a seguinte norma

∥

∥

∥

1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

− 1

µ− λ0

[

f(µ)− f(λ0)
]

∥

∥

∥

X

tende a zero, quando λ −→ λ0 e µ −→ λ0.

Considere r > 0 tal que B(λ0; r) ⊂ Ω e definamos a curva γ como sendo a fronteira

de B(λ0; r) orientada no sentido anti-horário. Como, para cada x∗ ∈ X∗, a função de

uma variável complexa x∗f : B(λ0; r) −→ C é cont́ınua, consequentemente limitada e

pelo prinćıpio da limitação uniforme, existe M > 0 tal que

‖ f(ξ) ‖X≤M, ∀ ξ ∈ B(λ0; r). (1.10)

Escolhamos ε > 0 de forma que λ, µ /∈ B
(

λ0;
r
ε

)

. Pela fórmula da integral de

Cauchy, temos

x∗
(

f(η)
)

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − η
dξ

para η ∈ B
(

λ0;
r
ε

)

. Vejamos que a fórmula de Cauchy vale para qualquer ponto de

B(λ0; r), pois x
∗f é anaĺıtica. Assim

x∗
(

f(λ)
)

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − λ
dξ, (1.11)
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x∗
(

f(µ)
)

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − µ
dξ, (1.12)

e

x∗
(

f(λ0)
)

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − λ0
dξ. (1.13)

Em particular

x∗
( 1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

− 1

µ− λ0

[

f(µ)− f(λ0)
]

)

(1.14)

pode ser rescrita da seguinte forma

( 1

λ− λ0

[

x∗
(

f(λ)
)

− x∗
(

f(λ0)
)]

− 1

µ− λ0

[

x∗
(

f(µ)
)

− x∗
(

f(λ0)
)]

)

.

Com isto, usando as igualdades (1.11), (1.12) e (1.13), obtemos

x∗
(

f(λ)
)

− x∗
(

f(λ0)
)

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − λ
dξ − 1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − λ0
dξ

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

(λ− λ0)

(ξ − λ)(ξ − λ0)
dξ

(1.15)

e

x∗
(

f(µ)
)

− x∗
(

f(λ0)
)]

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − µ
dξ − 1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

ξ − λ0
dξ

=
1

2πi

∫

γ

x∗
(

f(ξ)
)

(µ− λ0)

(ξ − µ)(ξ − λ0)
.

(1.16)

Substituindo as expressões (1.15) e (1.16) em (1.14), vemos

1

2πi

∫

γ

[ x∗
(

f(ξ)
)

(ξ − λ)(ξ − λ0)
− x∗

(

f(ξ)
)

(ξ − µ)(ξ − λ0)

]

dξ =
1

2πi

∫

γ

(λ− µ)x∗
(

f(ξ)
)

(ξ − λ)(ξ − µ)(ξ − λ0)
.

Como |λ− ξ| ≥ r

ε
e |µ− ξ| ≥ r

ε
, segue que

x∗
( 1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

− 1

µ− λ0

[

f(µ)− f(λ0)
]

)

=
1

2πi

∫

γ

(λ− µ)x∗
(

f(ξ)
)

(ξ − λ)(ξ − µ)(ξ − λ0)

≤ ε2

r2
M ‖ X∗ ‖X∗ |λ− µ|.
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Dáı

∥

∥

∥

1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

∥

∥

∥

X
= sup

x∗ ∈ X∗

‖ x∗ ‖X∗= 1

∣

∣

∣
x∗
( 1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

− 1

µ− λ0

[

f(µ)− f(λ0)
]

)∣

∣

∣

≤ ε2

r2
M ‖ X∗ ‖X∗ |λ− µ|,

ou seja,
∥

∥

∥

1

λ− λ0

[

f(λ)− f(λ0)
]

− 1

µ− λ0

[

f(µ)− f(λ0)
]

∥

∥

∥

X

tende a zero quando λ, µ tende a λ0.

Definição 1.13. Um subconjunto aberto, Ω ⊂ C, é chamado domı́nio de Cauchy

quando possuir um número finito de componentes conexas e sua fronteira é composta

por um número finito de curvas fechadas, retificáveis e simples. A fronteira de Ω

orientada positivamente é denotada por +∂Ω.

Teorema 1.21 (Teorema de Cauchy). Sejam X um espaço de Banach sobre C, Ω um

domı́nio de Cauchy limitado e f : Ω −→ X uma função cont́ınua no Ω e anaĺıtica em

Ω. Então
∫

γ

f(z)dz = 0,

onde γ é a fronteira de Ω orientada no sentido anti-horário.

Demonstração. Para cada x∗ ∈ X∗ a função de uma variável complexa

f ∗ : Ω −→ C

z 7−→ f ∗(z) ..= x∗
(

f(z)
)

.

é anaĺıtica. Dáı

x∗
(

∫

γ

f(z)dz
)

=

∫

γ

x∗
(

f(z)
)

dz = 0

e pelo teorema de Hahn-Banach conclúımos que

∫

γ

f(z)dz = 0.
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Caṕıtulo 2

Semigrupo de operadores lineares e

limitado

Neste caṕıtulo abordaremos a teoria de semigrupos de operadores lineares e

limitados em espaços de Banach que servirá para caracterizar os objetos “e−At”. As

nossas referências bibliográficas para este caṕıtulo são o livro de Robert Bartle [1], as

notas de aulas de Alexandre Carvalho [4] e [5] e os livros de Valéria Iório [8] e Amann

Pazy [10].

Sejam X e Y espaços de Banach sobre o corpo K, com K = R ou K = C. Considere

L(X, Y ) o espaços dos operadores lineares e limitados de X em Y , munido da norma

usual, isto é, se T ∈ L(X, Y ), então

‖T‖L(X,Y ) = sup
x ∈ X
x 6= 0

‖Tx‖Y
‖x‖X

.

No que segue, denotaremos por L(X) o espaços L(X,X) munido da norma definida

acima.

Definição 2.1. Uma famı́lia de operadores lineares e limitados em X, {T (t); t ≥ 0},
é dita um semigrupo de operadores lineares e limitados em X quando:

(i) T (0) = IX , (no qual IX denota o operador identidade em X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Definição 2.2. Seja {T (t); t ≥ 0} um semigrupo de operadores lineares e

limitados em X. Diremos que o semigrupo de operadores lineares e limitados em X é
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

uniformemente cont́ınuo quando

‖ T (t)− IX ‖L(X)
t→0+−−−→ 0.

Caso

‖ T (t)x− x ‖X t→0+−−−→ 0

para cada x ∈ X, diremos que o semigrupo de operadores lineares e limitados é

fortemente cont́ınuo ou, simplesmente, um C0-semigrupo.

Observação 2.1. Se U denota a classe de todos os semigrupos de operadores lineares

e limitados em X uniformemente cont́ınuos e F denota a classe de todos os semigrupos

de operadores lineares e limitados em X fortemente cont́ınuos, então U ⊂ F . De fato,

considere {T (t); t ≥ 0} ∈ U , por definição

‖ T (t)− IX ‖L(X)
t→0+−−−→ 0.

Como

‖ T (t)x− x ‖X ≤ ‖ T (t)− IX ‖L(X)‖ x ‖X ,

para cada x ∈ X e t > 0, obtemos

lim
t→0+

‖ T (t)x− x ‖X ≤ ‖ x ‖X lim
t→0+

‖ T (t)− IX ‖L(X)= 0.

Assim, por maior razão, ‖ T (t)x − x ‖X t→0+−−−→ 0, para cada x ∈ X, isto é,

{T (t); t ≥ 0} ∈ F .

Figura 2.1: Inclusão entre os conjuntos U e F .

Definição 2.3. Seja {T (t); t ≥ 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados em
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

X. Definimos o gerador infinitesimal como o operador

A : D(A) ⊂ X −→ X

x 7−→ Ax .

.= lim
t→0+

1

t

(

T (t)x− x
)

,

onde D(A) .

.=

{

x ∈ X; existe o limite lim
t→0+

1

t

(

T (t)x− x
)

}

.

Vejamos que, D(A) é subespaços vetorial de X. De fato, D(A) é não vazio porque

o vetor nulo de X é um vetor em D(A) e por

1

t

[

T (t)(x+ ky)− (x+ ky)
]

=
1

t

[

T (t)x− x
]

+ k
[1

t

(

T (t)y − y
)

]

para cada x, y ∈ D(A), k ∈ K e t > 0, obtemos

lim
t→0+

1

t

[

T (t)(x+ ky)− (x+ ky)
]

= lim
t→0+

1

t

[

T (t)x− x
]

+ k lim
t→0+

1

t

[

T (t)y − y
]

= Ax+ kAy,

ou seja, x+ ky ∈ D(A) e A(x+ ky) = Ax+ kAy.

Teorema 2.1. Seja {T (t); t ≥ 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados em

X, então existem M ≥ 1 e β ∈ R tais que

‖ T (t) ‖L(X)≤Meβt, ∀ t ≥ 0.

Demonstração. Vejamos que

sup
t∈[0,l]

‖ T (t) ‖L(X)<∞,

para qualquer l > 0. De fato, Suponha por contradição que exista uma sequência de

números reais positivos tn
n→+∞−−−−→ 0+ tal que

‖ T (tn) ‖L(X)
n→+∞−−−−→ ∞. (2.1)

PorÃ c©m, para cada x ∈ X a sequência (T (tn)x)n∈N é limitada, consequentemente

pelo Prinćıpio da Limitação Uniforme a sequência (‖ T (tn) ‖L(X))n∈N é limitada o que

contraria (2.1), mostrando que

sup
t∈[0,η]

‖ T (t) ‖L(X)<∞,
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

para algum η > 0.

Agora, se l > 0, então l = nη + δ para algum n ∈ Z+ com 0 ≤ δ < η e por

‖ T (nη + δ) ‖L(X)=‖ T (nη)T (δ) ‖L(X)=‖ T (η)nT (δ) ‖L(X),

obtemos

‖ T (l) ‖L(X) =‖ T (nη + δ) ‖L(X)

=‖ T (η)nT (δ) ‖L(X)

≤‖ T (η) ‖nL(X)‖ T (δ) ‖L(X)< +∞.

Assim, podemos escolher β ≥ 1

l
log ‖ T (l) ‖L(X), isto é, ‖ T (l) ‖L(X)< eβl tal que

‖ T (nl + t) ‖L(X)≤ ‖ T (l)n ‖L(X)‖ T (t) ‖L(X)≤M ′eβnl,

onde M ′ = sup{‖ T (t) ‖L(X); 0 ≤ t ≤ l}. Como βnl ≤ βnl + |β|l + βt, temos

‖ T (nl + t) ‖L(X) ≤M ′eβnl

≤M ′eβnl+|β|l+βt

=Meβ(nl+t),

no qual M =M ′e|β|l concluindo a prova do teorema.

Este teorema nos mostra que os semigrupos de operadores lineares e limitados em

X possui uma limitação exponencial.

Teorema 2.2. Sejam {T (t); t ≥ 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados

em X fortemente cont́ınuos e A o seu gerador infinitesimal, então:

(i) Para cada x ∈ D(A) a função vetorial de uma variável real

T : [0,+∞) −→ X

t 7−→ T (t) = T (t)x

é cont́ınua. Em particular, quando x ∈ D(A) ⊂ X e para todo t > 0, obtemos

que T é diferenciável e

T ′(t) = AT (t)x = T (t)Ax, ∀ x ∈ D(A);
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(ii) O operador A é densamente definido. Para cada x ∈ D(A) e todo t ≥ 0, temos

T (t)x ∈ D(A);

(iii) Se β e M são constantes, como no Teorema 2.1, então o setor complexo

{λ ∈ C;Reλ > β} está contido no conjunto resolvente de A e

(λ− A)−1 =

∫ ∞

0

e−λtT (t)dt. (2.2)

Consequentemente, o operador A é fechado.

Demonstração. Prova de (i): Para cada x ∈ X e todos t, h > 0, temos

T (t+ h)x− T (t)x = T (t)T (h)x− T (t)x

=
(

T (h)− IX
)

T (t)x.

Assim

‖ T (t+ h)x− T (t)x ‖X ≤‖
(

T (h)− IX
)

‖L(X)‖ T (t)x ‖X
≤‖
(

T (h)− IX
)

‖L(X) Meβt, ∀t ≥ 0,
(2.3)

onde β ∈ R e M ≥ 1 são como no Teorema 2.1. Dáı, passando ao limite quando h

tende a zero em (2.3), obtemos

‖ T (t+ h)x− T (t)x ‖X h→0−−→ 0,

ou seja,

lim
h→0+

(

T (t+ h)x− T (t)x
)

= 0.

De forma análoga mostramos que

lim
h→0−

(

T (t+ h)x− T (t)x
)

= 0,

consequentemente T é continua.

Agora, para cada x ∈ D(A), temos

1

h

[

T (h)− IX
]

T (t)x =
1

h
T (t)

[

T (h)− IX
]

x
h→0+−−−→ T (t)Ax.
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Assim T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax para cada x ∈ D(A). Em particular,

1

h

[

T (t+ h)x− T (t)x
]

=
1

h

[

T (t)T (h)x− T (t)x
]

= T (t)
(1

h

(

T (h)x− x
)

)

,

consequentemente

D+T (t) = T (t) lim
h→0+

(T (h)x− x

h

)

= T (t)Ax.

De forma análoga provamos que

D−T (t) = T (t)Ax

completando a prova do item (i).

Prova de (ii): Para cada x ∈ X e ε > 0 definamos

xε =
1

ε

∫ ε

0

T (t)xdt.

Percebamos que xε converge para x ∈ X quando ε −→ 0+ e considerando h > 0, temos

1

h

(

T (h)xε − xε
)

=
1

h

(

T (h)
1

ε

∫ ε

0

T (t)xdt− 1

ε

∫ ε

0

T (t)xdt
)

,

ou ainda,

1

h

(

T (h)xε − xε
)

=
1

hε

(

∫ ε

0

T (h)T (t)xdt−
∫ ε

0

T (t)xdt
)

=
1

hε

(

∫ ε

0

T (h+ t)xdt−
∫ ε

0

T (t)xdt
)

.

(2.4)

Tomando s = h+ t, temos















t −→ 0 =⇒ s −→ h;

t −→ ε =⇒ s −→ h+ ε;

ds = dt.

Assim

∫ ε

0

T (h+ t)xdt =

∫ ε+h

h

T (s)xds. (2.5)
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Suponhamos 0 < h < ε e substituamos (2.5) em (2.4), obtemos

1

h

(

T (h)xε − xε
)

=
1

hε

(

∫ ε+h

h

T (t)xdt−
∫ ε

0

T (t)xdt
)

=
1

hε

(

∫ ε

h

T (t)xdt+

∫ h+ε

ε

T (t)xdt−
∫ h

0

T (t)xdt−
∫ ε

h

T (t)xdt
)

=
1

hε

(

∫ h+ε

ε

T (t)xdt−
∫ h

0

T (t)xdt
)

h→0+−−−→ ε−1
(

T (ε)x− x
)

.,

(2.6)

ou seja, xε ∈ D(A) para cada x ∈ X e ε > 0, consequentemente D(A) é denso em X,

isto é, A é densamente definido.

Prova de (iii) Queremos mostrar que o operador λ−A : D(A) ⊂ X −→ X é bijetor,

para cada λ ∈ {λ ∈ C; Reλ > β}, para isso definamos o operador

R(λ) : X −→ X

x 7−→ R(λ)x ..=

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt,

onde λ ∈ {λ ∈ C; Reλ > β}. Observe que

• O operador R(λ) está bem definida. De fato, sejam x1 = x2 ∈ X, temos

e−λtT (t)x1 = e−λtT (t)x2,

ou seja,

R(λ)x1 =

∫ +∞

0

e−λtT (t)x1dt =

∫ +∞

0

e−λtT (t)x2dt = R(λ)x2;

• O operador R(λ) é linear. Com efeito, dados x, y ∈ X e k ∈ K, vale

R(λ)(x+ ky) =

∫ +∞

0

e−λtT (t)(x+ ky)dt

=

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt+ k

∫ +∞

0

e−λtT (t)ydt

= R(λ)(x) + kR(λ)(y);

• O operador R(λ) é limitado. De fato, para cada x ∈ X e todo t ≥ 0, obtemos

∥

∥

∥

∥

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

∥

∥

∥

∥

X

≤
∫ +∞

0

∣

∣e−λt
∣

∣ ‖T (t)x‖X dt ≤
∫ +∞

0

e−Reλt ‖T (t)x‖X dt,
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ou seja,

sup
x ∈ X
x 6= 0

‖R(λ)x‖X
‖ x ‖X

≤ sup
x ∈ X
x 6= 0

‖T (t)x‖X
‖ x ‖X

∫ +∞

0

e−Reλtdt

=‖ T (t) ‖L(X)

∫ +∞

0

e−Reλtdt

≤ M

Reλ− β
e−u
∣

∣

∣

+∞

0
=

M

Reλ− β
< +∞,

ou seja,

‖R(λ)‖L(X) = sup
x ∈ X
x 6= 0

‖R(λ)x‖X
‖ x ‖X

< +∞.

Mostrando que R(λ) é limitado.

Feitas estas considerações sobre o operador R(λ), retornemos ao problema, isto é,

provar que {λ ∈ C; Reλ > β} ⊂ ρ(A). Notemos que se x ∈ X e h > 0, então

1

h

(

T (h)− IX
)

R(λ)x = R(λ)x
1

h

(

T (h)− IX
)

=
(

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt
)1

h

(

T (h)− IX
)

,

ou ainda,

1

h

(

T (h)− IX
)

R(λ)x =
1

h

(

∫ +∞

0

e−λtT (t)T (h)xdt−
∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt
)

=
1

h

(

∫ +∞

0

e−λtT (t+ h)xdt−
∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt
)

.

(2.7)

Em particular, quando l = t+ h, temos















t −→ 0 =⇒ l −→ h;

t −→ +∞ =⇒ l −→ +∞;

dt = dl.

Dáı

∫ +∞

0

e−λtT (t+ h)xdt =

∫ +∞

h

e−λ(h−l)T (l)xdl =

∫ +∞

h

e−λ(h−t)T (t)xdt. (2.8)
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Substituindo (2.8) em (2.7), obtemos

1

h

(

T (h)− IX
)

R(λ)x =
1

h

(

∫ +∞

0

e−λtT (t+ h)xdt−
∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt
)

=
1

h

(

∫ +∞

h

eλ(h−t)T (t)xdt−
∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt
)

=
1

h

(

−
∫ h

0

eλ(h−t)T (t)xdt+

∫ +∞

0

(

eλh − 1
)

e−λtT (t)xdt
)

.

(2.9)

Já que as integrais em (2.9) convergem para −x+ λR(λ)x quando h −→ 0+, segue

que R(λ)x ∈ D(A) e (λ − A)R(λ)x = x, isto é, provamos que dado x ∈ X existe

R(λ)x ∈ X tal que (λ − A)R(λ)x = x e consequentemente λ − A é sobrejetor. Em

particular, quando x ∈ D(A), temos

R(λ)Ax =

∫ +∞

0

e−λtT (t)Axdt

Integrando por partes, isto é, tomando







−u = e−λt ⇒ −du = −λe−λtdt

v = T (t)x⇒ dv = T (t)Axdt,

obtemos

R(λ)Ax = −e−λtT (t)x
∣

∣

∣

+∞

0
+ λ

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt = λR(λ)x− x.

Assim (λ− A) é injetiva, porque tem inversa a direita, ou seja,

{λ ∈ C; Reλ > β} ⊂ ρ(A).

Finalmente A é um operador fechado, porque se (xn)n ⊂ D(A) com

xn
n→+∞−−−−→ x ∈ X e Axn

n→+∞−−−−→ y, então

(λ− A)xn
n→+∞−−−−→ λx− y,

e sendo R(λ) limitado, vale que

xn = R(λ)(λ− A)xn
n→+∞−−−−→ R(λ)(λx− y),
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

ou seja, x = R(λ)(λx− y) ∈ D(A) e

(λ− A)x = (λ− A)R(λ)(λx− y) = λx− y =⇒ Ax = y.

Teorema 2.3. Sejam {T (t); t ≥ 0} e {S(t); t ≥ 0} semigrupos de operadores lineares e

limitados em X fortemente cont́ınuos e A e B seus respectivos geradores infinitesimais.

Se A = B, então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Demonstração. Para x ∈ D(A) = D(B), considere a função auxiliar

f : [0,+∞) −→ X

s 7−→ f(s) =

{

T (t− s)S(s)x, se t ≥ s;

T (t)S(s− t), se s > t.

Pelo Teorema 2.2 temos que f é diferenciável e para todos t ≥ s ≥ 0,

f ′(s) =
(

T (t− s)S(s)x
)′
= −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= −BT (t− s)S(s)x+ T (t− s)BS(s)x = 0.

De forma análoga mostramos, para todo s > t, f ′(s) = 0, sendo assim f é constante.

Em particular, f(0) = T (t)x e f(t) = S(t)x, para cada x ∈ D(A) e sendo D(A) é

denso em X e T (t) e S(t) são operadores limitados para cada t ≥ 0, conclúımos que

T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

De posse dos resultados anteriores podemos, agora retornar ao problema (1.1), isto

é,






du

dt
+ Au = 0, se t > 0;

u(0) = u0.

(2.10)

Notemos que há dois casos a considerarmos u0 ∈ D(A) ou u0 6∈ D(A), neste sentido

damos duas definições de soluções forte e fraca para o problema 2.10.

Definição 2.4. Seja u uma função vetorial de uma variável real que toma valores em

X, um espaço de Banach sobre o corpo K:

(i) Diremos que u é uma solução forte do problema (2.10) quando

u ∈ C([0,+∞);X)
⋂ C1((0,+∞);X), u(0) = u0, u(t) ∈ D(A) para todo t > 0 e

u satisfaz (2.10);
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(ii) Diremos que u é uma solução fraca de (2.10) quando u ∈ C([0,+∞);X), u(0) =

u0 e para cada x∗ ∈ D(A∗) a função de uma variável real

f ∗ : [0,+∞) −→ K

t 7−→ f ∗(t) = 〈x∗, x(t)〉

é diferenciável a direita em t = 0 e diferenciável para todo t > 0 com

df ∗

dt

∣

∣

∣

t=0
=

d

dt
〈x∗, x(t)〉

∣

∣

∣

t=0
= 〈A∗x∗, u0〉

df ∗

dt
=

d

dt
〈x∗, x(t)〉 = 〈A∗x∗, x(t)〉, ∀ t > 0.

Suponhamos que A : D(A) ⊂ X −→ X é o gerador infinitesimal do semigrupo de

operadores lineares e limitados {T (t); t ≥ 0} fortemente cont́ınuo e u0 ∈ D(A), Pelo

Teorema 2.2, temos que a função vetorial de uma variável real

u : [0,+∞) −→ X

t 7−→ u(t) ..= T (t)u0 = e−Atu0

é uma solução forte do problema (2.10) e o Teorema 2.3 garante a unicidade da solução.

Mas se u0 ∈ X\D(A) então o item (ii) do Teorema 2.2 não se aplica, neste caso iremos

estudar os semigrupos de operadores lineares anaĺıticos.

O Teorema 2.2 nos diz, de certo modo, que os operadores resolventes de um C0-

semigupos “são dados” pela transformada de Laplace do semigrupo de operadores

lineares e limitados em X, isto sugere, de certa maneira, que poderemos recupera o

semigrupo através da transformada inversa de Laplace dos operadores resolventes do

operador A. Prosseguiremos com este intuito.

Lema 2.4 (Riemann-Lebesgue). Seja f : R −→ C uma função cont́ınua por partes,

então

lim
N→+∞

∫ b

a

f(t) sen(Nt) = 0.

Demonstração. Ver [8, Corolário 3.7, p. 112].

Lema 2.5 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Sejam (E,Σ, µ) um

espaços de medida, A um conjunto Σ mensurável e fn : A −→ R uma sequência

de funções mensuráveis que converge, almost always (quase sempre), para a função

f : A −→ R. Além disso, suponha que:

(i) Para todo n ∈ N, |fn| é integrável;
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(ii) Existe uma função g : A −→ R integrável, tal que |fn(x)| ≤ g(x) para todos

x ∈ A e n ∈ N.

Então f é integrável e
∫

A

fn(x)dµ
n→+∞−−−−→

∫

A

f(x)dµ.

Demonstração. Ver [1, Teorema 5.6, p. 44].

Lema 2.6. Seja f : R −→ C tal que
f(t)

1 + |t| é integrável em R e

∫ 1

−1

∣

∣

∣

∣

f(t)− f(0)

t

∣

∣

∣

∣

dt <∞,

então
∫ +∞

−∞

f(t)
sen(Nt)

πt
→ f(0) quando N → +∞

Demonstração. Primeiramente iremos mostra que

lim
N→∞

∫ N

−N

sen(t)

t
dt = π, (2.11)

para isto, consideremos a função

g : C\{0} −→ C

z 7−→ g(z) = z−1eiz

e a região ℜ = {z ∈ C : Imz ≥ 0, |z| ≥ r e |z| ≤ R}. Integraremos g ao longo do

fronteira de ℜ que se divide nas seguintes curvas:

(1) Na curva

γ1 : [0, π] −→ C

θ 7−→ γ1(θ) ..= Reiθ,

orientada no sentido anti-horário;

(2) Na curva

γ2 : [−R,−r] −→ C

z 7−→ γ2(z) ..= Rez,

orientada da esquerda para a direita;
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

(3) Na curva

γ3 : [0, π] −→ C

θ 7−→ γ3(θ) ..= reiθ,

orientada no sentido horário;

(4) Na curva

γ4 : [r, R] −→ C

z −→ γ4(z) ..= Rez,

orientada da esquerda para a direita. Veja Figura 2.2

Figura 2.2: Fronteira da região ℜ

Como g é anaĺıtica em todo seu domı́nio e 0 /∈ ℜ, então pelo Teorema de Cauchy,

temos

∫

ℜ

g(z)dz = 0, ou seja,

∫

ℜ

g(z)dz =

∫

γ1

g(z)dz +

∫

γ2

g(z)dz +

∫

γ3

g(z)dz +

∫

γ4

g(z)dz, (2.12)

onde

∫

γ1

g(z)dz =

∫

γ1

z−1eizdz =

∫ 0

π

eiReiθ

Reiθ
iReiθdθ = i

∫ 0

π

eiReiθdθ,

∫

γ3

g(z)dz =

∫

γ3

z−1eizdz =

∫ π

0

eire
iθ

reiθ
ireiθdθ = i

∫ π

0

eire
iθ

dθ,

∫

γ2

g(z)dz =

∫

γ2

z−1eizdz =

∫ −r

−R

t−1eitdt
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

e

∫

γ4

g(z)dz =

∫

γ4

z−1eizdz =

∫ r

R

t−1eitdt.

Dáı

∫

ℜ

g(z)dz =

∫ −r

−R

t−1eitdt+

∫ r

R

t−1eitdt+ i

(
∫ 0

π

eiReiθdθ +

∫ π

0

eire
iθ

dθ

)

= 0. (2.13)

Agora, passaremos ao limite quando r → 0 e R → ∞.

Primeiro trataremos da integral

∫ 0

π

eiReiθdθ, como

∣

∣

∣

∣

∫ 0

π

eiReiθdθ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

∣

∣eiR(cos(θ)+i sen(θ))
∣

∣ dθ ≤
∫ π

0

e−R senθdθ ≤
∫ π

0

e−2Rθdθ
R→+∞−−−−→ 0,

obtemos que

lim
R→∞

∫ 0

π

eiReiθdθ = 0. (2.14)

Vejamos que

lim
r→0

∫ π

0

(

eire
iθ − 1

)

dθ = 0.

Com efeito,

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

(

eire
iθ − 1

)

dθ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

∣

∣

∣
eire

iθ − 1

∣

∣

∣
dθ

=

∫ π

0

∣

∣cos
(

reiθ
)

+ i sen
(

reiθ
)

− 1
∣

∣

≤
∫ π

0

2
∣

∣reiθ
∣

∣ dθ
r→0−−→ 0.

Sendo assim

lim
r→0

∫ π

0

(

eire
iθ − 1

)

dθ = 0,

ou seja,

lim
r→0

∫ π

0

eire
iθ

dθ = π. (2.15)
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Agora, percebamos que

lim
r → 0
R → ∞

(

∫ −r

−R

t−1eitdt+

∫ R

r

t−1eitdt
)

= 2i

∫ ∞

0

sen(t)

t
dt (2.16)

De fato, fazendo a mudança de variável s = −t em
∫ −r

−R

t−1eitdt, obtemos

∫ −r

−R

t−1eitdt = −
∫ r

R

(−s)−1e−isds = −
∫ R

r

s−1e−isds = −
∫ R

r

t−1e−itdt.

Dáı

∫ −r

−R

t−1eitdt+

∫ R

r

t−1eitdt = −
∫ R

r

t−1e−itdt+

∫ r

R

t−1eitdt

= −
∫ R

r

cos(−t)
t

dt− i

∫ R

r

sen(−t)
t

dt+

∫ R

r

cos(t)

t
dt+ i

∫ R

r

sen(t)

t
dt

= −
∫ R

r

cos(t)

t
dt+ i

∫ R

r

sen(t)

t
dt+

∫ R

r

cos(t)

t
dt+ i

∫ R

r

sen(t)

t
dt

= 2i

∫ R

r

sen(t)

t
dt,

isto é,

lim
r → 0

R → +∞

∫ −r

−R

t−1eitdt+

∫ R

r

t−1eitdt = lim
r → 0

R → +∞
2i

∫ R

r

sen(t)

t
dt

= 2i

∫ +∞

0

sen(t)

t
dt.

Agora, passando ao limite quando r → 0 e R → ∞ em (2.13) e usando (2.14),

(2.15) e (2.16), obtemos

lim
N→∞

∫ N

−N

sen(t)

t
dt = π,

ou seja,

lim
N→0

∫ 1

−1

sen(Nt)

πt
dt = lim

N→0

∫ N

−N

sen(t)

πt
dt = 1.
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2. Semigrupo de operadores lineares e limitado

Finalmente

∫ +∞

−∞

f(t)
sen(Nt)

πt
dt− f(0)

∫ 1

−1

sen(Nt)

πt
dt =

∫ 1

−1

(f(t)− f(0))
sen(Nt)

πt
dt

+

∫

|t|≤0

f(t)
sen(Nt)

πt
dt.

O Lema de Riemann-Lebesgue garante que as integrais do lado direito tendem a zero

quando N → ∞, completando a prova do lema.

Teorema 2.7. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores e lineares

e limitados em X fortemente cont́ınuo com ‖ T (t) ‖L(X)≤ Meβt. Se γ > max{0, β}
então, para cada x ∈ D(A2) e t > 0 temos

lim
N→∞

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ = T (t)x. (2.17)

Em particula, para 0 < ε < 1 a convergência é uniformemente para qualquer t ∈
[

ε,
1

ε

]

.

Demonstração. Seja λ ∈ C tal que Reλ = γ > β, segue do Teorema 2.2 que λ ∈ ρ(A).

Assim

(λ− A)−1 =
(

1− λ−1A+ λ−1A− λ−2A2 + λ−2A2
)

(λ− A)−1

=
(

λ−1(λ− A) + λ−2A(λ− A) + λ−2A2
)

(λ− A)−1

= λ−1 + λ−2A+ λ−2(λ− A)−1A2,

(2.18)

e consequentemente

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ =
1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ
xdλ+

+
1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ2
[Ax+ (λ− A)−1A2x]dλ.

(2.19)

Queremos mostra que podemos passar ao limite quando N → +∞ em (2.19) e

obtermos que este limite é finito, para isto trataremos de cada integral do lado direito

separadamente, isto é,

• Dado t ∈ (0,+∞), temos

lim
N→+∞

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ
xdλ < +∞.
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De fato, considere a curva suave

ξ : [−N,N ] −→ C

s 7−→ ξ(s) ..= γ − is.
(2.20)

Como














λ −→ γ + in =⇒ ξ(s) −→ −N ;

λ −→ γ − in =⇒ ξ(s) −→ N ;

ξ′(s) = −i,
segue que

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ
xdλ =

1

2iπ

∫ −N

N

et(γ−is)

γ − is
(−i)ds

=
eγt

2π

∫ N

−N

e−ist

γ − is
ds,

onde

∣

∣

∣

∫ N

−N

e−ist

γ − is
ds
∣

∣

∣
≤
∫ N

−N

ds

|γ − is|

=

∫ N

−N

ds
√

γ2 − s2

= arcsen
(γ

s

)∣

∣

∣

N

−N
+ C

N→+∞−−−−→ K < +∞.

Assim
1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ
xdλ

é uniformemente limitada para t ∈ (0,+∞) e N suficientemente grande;

• Quanto a segunda integral, vejamos que pela demostração do Teorema 2.2, obte-

mos que (λ− A)−1 é limitado e como

(λ− A)−1 − 1

λ
=

1

λ2
A+

1

λ2
(λ− A)−1A2,

resulta que para cada x ∈ X

∥

∥

∥

1

λ2

[

A+ (λ− A)−1A2
]

x
∥

∥

∥

X
=

∥

∥

∥

[

(λ− A)−1 − 1

λ

]

x
∥

∥

∥

X

≤
∥

∥

∥
(λ− A)−1

∥

∥

∥

L(X)
‖ x ‖X +

1

|λ| ‖ x ‖X

≤ (C +
1

|λ|) ‖ x ‖X ,
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e sendo Reλ = γ com Imλ ∈ [−N,N ], temos para cada x ∈ X eN suficientemente

grande que

∥

∥

∥

[

A+ (λ− A)−1A2
]

x
∥

∥

∥

X
≤ (C +

1

|λ|) ‖ x ‖X< K < +∞, (2.21)

ou seja,

∥

∥

∥

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ2
[Ax+ (λ− A)−1A2x]dλ

∥

∥

∥

X
≤
∣

∣

∣

1

2iπ

∣

∣

∣

∫ γ+iN

γ−iN

∣

∣

∣

eλt

λ2

∣

∣

∣

∥

∥

∥

X
Ax+ (λ− A)−1A2x

∥

∥

∥
d|λ|

≤ 1

2π

∫ γ+iN

γ−iN

eReλt

λ2
Kd|λ|

=
Keγt

2π

1

λ

∣

∣

∣

γ+iN

γ−iN

N→+∞−−−−→ Meγt

2π
.

Assim a integral

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt

λ2
[Ax+ (λ− A)−1A2x]dλ

é uniformemente limitada para t ∈
[

ε,
1

ε

]

tal que 0 < ε < 1 e N suficientemente

grande.

Estas observações, implicam que o limite em (2.17) existe e é finito. Restando

mostrar que o limite é T (t)x. Desde que Reλ = γ temos,

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ =
1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt
(
∫ ∞

0

e−λsT (s)xds

)

xdλ

=

∫ ∞

0

{

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλ(t−s)dλ

}

T (s)ds

=

∫ ∞

0

{

eiN(t−s) − e−iN(t−s)

2iπ(t− s)
eγ(t−s)

}

T (s)ds,

ou ainda,

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ =

∫ ∞

0

{

eiN(t−s) − e−iN(t−s)

2iπ(t− s)
eγ(t−s)

}

T (s)ds

=

∫ ∞

0

sen(N(t− s))

π(t− s)
eγ(t−s)T (s)ds

=

∫ ∞

−t

sen(Nτ)

πτ
eγτT (t+ τ)dτ.
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Dado x∗ ∈ X∗ e t > 0. Considere a função auxiliar

f : R −→ C

τ 7−→ f(τ) =

{

〈x∗, T (t+ τ)e−γτx〉, se τ ≥ −t;
0, se τ < −t.

Observe que:

(i) Se τ ∈ R, então

|f(τ)|
1 + |τ | =

|〈x∗, T (t+ τ)x〉e−γτ |
1 + |τ | ≤ C

e−γ|τ |eβ|τ |

1 + |τ | = Ce(β−γ)|τ |,

onde C é uma constante, consequentemente
f(τ)

1 + |τ | é integrável.

(ii) Por T (t+ τ)e−γτ ser anaĺıtica em τ = 0 e

d

dt

∣

∣

∣

τ=0
T (t+ τ)e−γτ = AT (t+ τ)e−γτ

∣

∣

∣

τ=0
− γT (t+ τ)e−γτ

∣

∣

∣

τ=0

= AT (t)− T (t)γ = T (t)(A− γ),

temos

f ′(0) =
df

dτ

∣

∣

∣

τ=0
(τ) = lim

τ→0

f(τ)− f(0)

τ

= lim
τ→0

〈x∗, T (t+ τ)e−γτx〉 − 〈x∗, T (t)x〉
τ

= lim
τ→0

〈

x∗,
T (t+ τ)e−γτ − T (t)

τ
x
〉

=
〈

x∗, lim
τ→0

T (t+ τ)e−γτ − T (t)

τ
x
〉

,

isto é,

f ′(0) =
〈

x∗, lim
τ→0

T (t+ τ)e−γτ − T (t)

τ
x
〉

=
〈

x∗,
d

dt

∣

∣

∣

τ=0
T (t+ τ)e−γτx

〉

= 〈x∗, T (t)(A− γ)x〉,

ou seja, f é anaĺıtica em τ = 0 com f ′(0) = 〈x∗, T (t)(A− γ)x〉.

Dos itens (i) e (ii) segue que f satisfaz o Lema 2.6, assim para cada x∗ ∈ X∗,
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obtemos

〈

x∗,

∫ +∞

−t

sen(Nτ)

πτ
eγτT (t+ τ)dτ

〉

=
〈

x∗,

∫ +∞

−t

f(τ) sen
(Nτ

πτ

)

dτ
〉

=
〈

x∗,

∫ +∞

−∞

f(τ) sen
(Nτ

πτ

)

dτ
〉

N→+∞−−−−→ f(0) = 〈x∗, T (t)x〉,

ou seja,
〈

x∗,
1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ
〉

N→+∞−−−−→ f(0) = 〈x∗, T (t)x〉,

para cada x∗ ∈ X∗. Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach

lim
N→∞

1

2iπ

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ = T (t)x.
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Caṕıtulo 3

Operadores setoriais e anaĺıticos

Nesta capitulo abordaremos a teoria de operadores setoriais e anaĺıticos em espaços

de Banach X sobre o corpo C, as nossas referências bibliográficas deste caṕıtulo são

as notas de aula de Alexandre Carvalho [4] e [5], o livro do Daniel Henry [7] e a

dissertação de Fernanda Silva [11]. Por simplicidade, consideraremos X um espaço de

Banach sobre C.

Sejam a ∈ R, ϕ ∈
(π

2
, π
)

e o setor complexo

Σϕ,a
..= {λ ∈ C; | arg(λ− a)| < ϕ e λ 6= a},

vejamos a Figura 3.1.

Figura 3.1: Setor complexo Σϕ,a.

Definição 3.1. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, densamente definido e

fechado. Diremos que o operador −A : D(A) ⊂ X −→ X é setorial quando para algum

a ∈ R, ϕ ∈
(π

2
, π
)

e M ≥ 1, obtemos Σϕ,a ⊂ ρ(A) e

‖ (λ− A)−1 ‖L(X)≤
M

|λ− a| ,
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3. Operadores setoriais e anaĺıticos

para qualquer λ ∈ Σϕ,a.

Para uma melhor interpretação da definição acima vejamos a Figura 3.2.

Figura 3.2: Resolvente do operador A em que −A setorial.

Observação 3.1. O livro do Daniel Henry [7, p. 18] trás a seguinte definição para

operadores setoriais “Sejam X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X −→ X

um operador linear, fechado e densamente definido. O operador A é dito setorial

quando para algum a ∈ R, M ≥ 1, φ ∈
(

0,
π

2

)

, o setor complexo

Sa,φ
.

.= {λ ∈ C; φ ≤ |argλ| ≤ π, λ 6= a}

está contido no resolvente do operador A e além disso, para cada λ ∈ Sa,φ,

‖ (λ− A)−1 ‖L(X)≤
M

|λ− a|”.

As duas maneiras de definir operadores setoriais são idênticas, apesar de parecerem

diferentes, elas surgem de acordo com o modo que escrevemos a equação (1.1), por

exemplo se considerarmos a equação

du

dt
+ Au = 0.

Desejaremos que A seja um operador setorial e que −A seja o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo. Assim, a definição apresentada no livro do Daniel Henry é mais

oportuna.

Agora, considerando a equação

du

dt
= Au,

desejaremos que −A seja um operador setorial e que A seja o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo e neste caso é mais oportuno definirmos operadores setoriais de
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acordo com a Definição 3.1. Em particular, quando desejarmos provar que A é um

operador setorial iremos usar a definição tal como no livro do Daniel Henry.

Exemplo 3.1. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear. Se A é um operador limitado, então A é um operador setorial. De fato, pelo

Teorema 1.12, temos

{λ ∈ C; |λ| >‖ A ‖L(X)} ⊂ ρ(A)

e

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)An

para todo λ ∈ {λ ∈ C; |λ| >‖ A ‖L(X)}. Em particular, para λ ∈ C tal que

Reλ < −2 ‖ A ‖L(X), temos

|λ| ≥ −Reλ ≥ 2 ‖ A ‖L(X)>‖ A ‖L(X),

ou seja, o conjunto

{λ ∈ C;Reλ < −2 ‖ A ‖L(X)} ⊂ ρ(A).

Considerando a = −2 ‖ A ‖X e φ >
π

6
, obtemos que o setor complexo

Sa,φ = {λ ∈ C;φ ≤ |argλ| ≤ π e λ 6= a}

está contido no conjunto resolvente de A, como para qualquer λ ∈ Sa,φ, temos

‖ A ‖X
|λ| <

√
3

2
,

segue que

∣

∣

∣

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)An
∣

∣

∣
≤

+∞
∑

n=0

1

|λ|
(‖ A ‖X

|λ|
)n

≤ 1

|λ|

+∞
∑

n=0

(

√
3

2

)n

≤ M

|λ| ,

ou seja,

‖ (λ− A)−1 ‖L(X)=

∣

∣

∣

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)An
∣

∣

∣
≤ M

|λ| .

Mostrando que A é um operador setorial.
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Exemplo 3.2. Seja H um espaço de Hilbert com produto interno

〈·, ·〉H : H × H −→ R e norma ‖ · ‖H : H −→ R. Se A : D(A) ⊂ H −→ H é

um operador linear auto-adjunto tal que para todo x ∈ D(A)

〈Ax, x〉 ≥ C ‖ x ‖H

onde C > 0 é uma constante, então A é um operador setorial. De fato, temos que A é

fechado, pois A é auto-adjunto e σ(A) ⊂ [C,+∞) e consequentemente o setor complexo

Sπ
4
,m =

{

λ ∈ C;
π

4
≤ |arg(λ−m)| ≤ π e λ 6= m

}

está contido no conjunto resolvente de A.

Em particular, para cada x, y ∈ H, temos

〈(A−m)x, y〉H = 〈Ax, y〉H − 〈mx, y〉H
= 〈x,Ay〉H − 〈x,my〉H
= 〈x, (A−m)y〉H ,

(3.1)

〈(A−m)x, x〉H = 〈Ax, x〉H −m〈x, x〉H
≥ m ‖ x ‖2H −m ‖ x ‖2H= 0.

(3.2)

e fixando λ ∈ Sπ
4
,m, considere λ

′ = λ−m. Temos dois casos a tratar:

• O primeiro caso Reλ′ < 0, segue de (3.1) e (3.2) que

‖ (λ− A)x ‖2H =‖
[

λ′ − (A−m)
]

x ‖2H
= |λ′|2 ‖ x ‖2H −2Reλ′〈(A−m)x, x〉+ ‖ (A−m)x ‖2H
≥ |λ′|2 ‖ x ‖2H ,

para todo x ∈ D(A).

• O segundo caso 0 ≤ Reλ′ ≤ |Imλ′|. Como

0 = iImλ′Reλ′ ‖ x ‖2H −iImλ′Reλ′ ‖ x ‖2H
+ iImλ′〈(A−m)x, x〉h − iImλ′〈(A−m)x, x〉
= 〈λImλ′x,

[

Reλ′ − (A−m)
]

x〉+ 〈λ
[

Reλ′ − (A−m)
]

x, Imλ′x〉,
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obtemos

‖ (λ− A)x ‖2H =‖
[

λ′ − (A−m)
]

x ‖2H
= |Imλ′|2 ‖ x ‖2H + ‖

[

Reλ′ − (A−m)
]

x ‖2H
≥ |Imλ′|2 ‖ x ‖2H

≥ |λ′|
2

‖ x ‖2H .

Assim, para cada λ ∈ Sπ
4
,m e x ∈ D(A)

‖ (λ− A)x ‖H≥
|λ−m|√

2
‖ x ‖H ,

ou seja, para cada λ ∈ Σπ
4
,m e y ∈ H, temos x = (λ− A)−1y ∈ D(A) e

‖ (λ− A)−1y ‖H≤
√
2

|λ−m| ‖ y ‖H .

Dáı

‖ (λ− A)−1 ‖L(H)≤
√
2

|λ−m|

para todo λ ∈ Sπ
4
,m. Portanto A é um operador setorial.

No que segue, iremos explorar a definição de operadores setoriais dada na Definição

3.1. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear e gerador infinitesimal de um

semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente cont́ınuo {T (t); t ≥ 0}
com ‖ T (t) ‖L(X)≤ Meβt para algum M > 0. Pelo Teorema 2.7, temos que para todo

t > 0 e x ∈ D(A2)

T (t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

eλt(λ− A)−1xdλ,

onde γ > max{0, a, β}.
Isto significa que, pelo menos, ao longo de retas verticais que passam depois do

ponto M = max{0, a, β}, podemos “recuperar” o semigrupo. Em particular, quando

−A for um operador setorial, podemos melhorar este resultado.

Considere Γa a fronteira da região Σa,φ \ {λ ∈ C; |λ − a| < r}, onde
π

2
< φ < ϕ, r suficientemente pequeno e orientada no sentido crescente do eixo

imaginário, vejamos a Figura 3.3. Em particular, Γa é uma curva porque é a união das

curvas

Γ1 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = φ e |λ− a| ≥ r},
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Γ2 = {λ ∈ C; |λ− a| = r e |arg(λ− a)| ≤ φ}

e

Γ3 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = −φ e |λ− a| ≤ r}.

Nosso objetivo é deformar o contorno de integração no Teorema 2.7, no caso em

que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados

em X fortemente cont́ınuo tal que −A é um operador setorial, para a curva Γ0, ou

seja, obteremos mais informações do semigrupo de operadores lineares e limitados em

X gerado pelo operador A.

Figura 3.3: Curva Γa.

Lema 3.1. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear tal que

−A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador setorial com a = 0, isto é, Σϕ,0 ⊂ ρ(A) e

‖ (λ− A)−1 ‖L(X)≤
M

|λ| , ∀ λ ∈ Σϕ,0

para algum M ≥ 1. Se A é o gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados

em X fortemente cont́ınuo, então para todo x ∈ D(A2) e t > 0

T (t)x =
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ, (3.3)

onde

Γ0 = {λ ∈ C; arg λ = ±φ, |λ| > r} ∪ {λ ∈ C; |λ| = r, | arg λ| ≤ φ},

φ ∈ (π
2
, ϕ), r > 0 suficientemente pequeno e Γ0 orientada no sentido crescente do eixo

imaginário.

Demonstração. Primeiramente investigaremos a convergência da integral. Pelo

Teorema 2.7, temos

T (t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

eλt(λ− A)−1xdλ,
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para cada x ∈ D(A2), t > 0 e algum γ > 0. Já que o integrando é anaĺıtico para todo

λ ∈ Σϕ,0 por causa do Corolário 1.11. Basta provarmos que o contorno de integração

pode ser deformado para a curva Γ0, vejamos a Figura 3.4.

Figura 3.4: Curva Γ0.

Suponha λ ∈ Γ0 com |Imλ| = N . Vejamos que valem as seguintes estimativas:

• Quando λ ∈ Γ1 ou λ ∈ Γ3, temos −kN ≤ Reλ ≤ γ com k = | cotgφ| > 0;

• Se λ ∈ Γ2, então Reλ = r cos(θ), onde θ representa o ângulo do vetor λ.

Veja Figura 3.5.

Figura 3.5: Análise da parte real dos pontos na curva Γ0.

59



3. Operadores setoriais e anaĺıticos

Estas estimativas mostram que Reλ ≤ τ , onde τ = max{rcos(θ), γ}, para todo

λ ∈ Γ0. Assim, fixado λ ∈ Γ0 e x ∈ D(A2), obtemos

‖ eλt(λ− A)−1x ‖X ≤ |eλt| ‖ (λ− A)−1 ‖L(X)‖ x ‖X

≤

∣

∣

∣
etReλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣
eitImλ

∣

∣

∣
M ‖ x ‖X

|λ|

≤ Cetτ
√

(Reλ)2 +N2

≤ Cetτ

|Reλ|

≤ Cetτ

τ

onde C = 2M ‖ x ‖X , ou seja, para cada x ∈ D(A2),

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ
∥

∥

∥

X
≤ 1

2πi

∫

Γ0

‖ eλt(λ− A)−1x ‖X d|λ|

≤ 1

2πi

∫

Γ0

Cetτ

τ
d|λ| <∞

Isto mostra que a função vetorial de uma variável complexa

f : ρ(A) −→ X

λ 7−→ f(λ) ..= eλt(λ− A)−1x

é integrável sobre a curva Γ0, consequentemente, a integral definida em (3.3) converge.

Agora, mostraremos que

T (t)x =
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ. (3.4)

Para isto considere a região ℜ delimitada por:

(a) A curva

η1 : [−kN, γ] −→ C

s 7−→ η1(s) ..= s− iN ;

(b) A curva

η2 : [−kN, γ] −→ C

s 7−→ η2(s) ..= −s+ iN ;
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(c) A curva

η3 : [−kN, γ] −→ C

s 7−→ η3(s) ..= γ + iN.

(d) O caminho η4 =

3
⋃

i=1

Γi orientada no sentido decrescente do eixo imaginário.

Notemos que

lim
N→+∞

∫

ηi

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
xdλ = 0, i = 1, 2.

De fato, dado ε > 0 escolhamos M > 0 tal que −M ∈ [−kN, γ] e

etReλ <
ε

C
,

para todo Reλ ∈ [−kN,−M ], com isto obtemos

∥

∥

∥

∫ −M

−kN

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
xdλ

∥

∥

∥

X
< ε‖x‖X

∫ −M

−kN

1

(Reλ)2
dλ

= ε‖x‖X
( 1

M
+

1

kN

)

,

para todo ε > 0. Assim

lim
N→+∞

∫ −M

−kN

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
xdλ = 0. (3.5)

Agora

∥

∥

∥
lim

N→+∞

∫ γ

−M

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
xdλ

∥

∥

∥

X
≤ ‖x‖X lim

N→+∞

∫ γ

−M

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
dλ

≤ ‖x‖XCetγ lim
N→+∞

∫ γ

−M

1

N2
dλ

= ‖x‖XCetγ lim
N→+∞

1

N2

(

γ +m
)

= 0.

(3.6)

Utilizando as igualdades (3.5) e (3.6), obtemos

∫

η1

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
xdλ = lim

N→+∞

∫ γ

−kN

CetReλ

|λ| xdλ = 0. (3.7)
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De forma análoga, provamos que

∫

η2

CetReλ
√

(Reλ)2 +N2
dλ = − lim

N→+∞

∫ γ

−kN

CetReλ

|λ| dλ = 0. (3.8)

Feitas estas observações, retornemos a prova de (3.4). Pelo Teorema de Cauchy, a

integral sobre a fronteira da região ℜ orientada no sentido anti-horário é identicamente

nula, isto é,

∫

∂ℜ

eλt(λ− A)−1dλ = 0.

Já que ∂ℜ é a união das curvas η1, η2, η3 e η4, segue que

∫

η1

eλt(λ−A)−1xdλ+

∫

η2

eλt(λ−A)−1xdλ+

∫

η3

eλt(λ−A)−1xdλ+

∫

η4

eλt(λ−A)−1xdλ = 0,

onde
∫

η1

eλt(λ− A)−1xdλ+

∫

η2

eλt(λ− A)−1xdλ = 0,

∫

η3

eλt(λ− A)−1dλ =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

eλt(λ− A)−1xdλ = T (t)x

e
∫

η4

eλt(λ− A)−1xdλ = − 1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ,

ou seja,

T (t)x = lim
N→0

1

2πi

∫ γ+iN

γ−iN

eλt(λ− A)−1xdλ =
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ, (3.9)

para todos x ∈ D(A2) e t > 0.

Em particular, esta última igualdade converge na norma do L(X) para todo t > 0,

pois vale a seguinte estimativa

sup
x ∈ X
x 6= 0

‖eλt(λ− A)−1x‖X
‖x‖X

≤ 2MetReλ

|λ| ‖ x ‖X
‖ x ‖X

≤ 2M
e−t|λ|| cos(φ)|

|λ| ,
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para todo t > 0 e λ ∈ C tal que | arg(λ)| = φ, ou equivalentemente,

‖ eλt(λ− A)−1 ‖L(X) = sup
x ∈ X
x 6= 0

‖eλt(λ− A)−1x‖X
‖x‖X

≤ 2M
e−t|λ|| cos(φ)|

|λ| .
(3.10)

para todo t > 0 λ ∈ C com | arg(λ)| = φ.

Com esta estimativa e uma argumentação similar a feita em (3.9), obtemos

T (t) =
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1dλ. (3.11)

A demostração do Lema 3.1 sugere que a integral independe do ângulo φ e do raio

r e isto é o que assegura o próximo resultado.

Lema 3.2. A integral definida em (3.3) independe de φ e do r, isto é,

1

2πi

∫

Γ′

0

eλt(λ− A)−1xdλ =
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ = T (t)x,

onde

Γ′
0 = {λ ∈ C : | arg λ| = φ′, |λ| > r′} ∪ {λ ∈ C : |λ| = r′, | arg λ| ≤ φ′},

φ > φ′ ∈ (π
2
, ϕ), r < r′ > 0 suficientemente pequeno e Γ′

0 orientada no sentido crescente

do eixo imaginário.

Demonstração. Notemos que Γ′
0 é união das curvas

Γ′
1 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = φ′},

Γ′
2 = {λ ∈ C; |λ− a| = r′, |arg(λ− a)| ≤ φ′}

e

Γ′
3 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = −φ′}.

Simplificando a notação considere θ = arg(λ − a) e as curvas

ηk = {λ ∈ C;λ = keiα com φ ≤ α ≤ φ′}

e

η′k = {λ ∈ C;λ = keiα com − φ′ ≤ α ≤ −φ}.

Seja ℜ a região delimitada pelas curvas Γ0, Γ
′
0, ηk e η′k cuja fronteira está orientada no
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sentido anti-horário, ver a Figura 3.6.

Figura 3.6: Região ℜ delimitada pelas curvas Γ0, Γ
′
0, ηk e η′k.

Como o integrando (eλt(λ − A)−1x) é anaĺıtico em ℜ para todo t > 0, temos pelo

teorema de Cauchy que

1

2πi

∫

+∂ℜ

eλt(λ− A)−1xdλ = 0,

onde +∂ℜ denota a fronteira da região ℜ orientada no sentido anti-horário. Em

particular,

1

2πi

∫

+∂ℜ

eλt(λ− A)−1xdλ =
1

2πi

∫

η′
k

eλt(λ− A)−1xdλ+
1

2πi

∫

Γ′

0

eλt(λ− A)−1xdλ

+
1

2πi

∫

ηk

eλt(λ− A)−1xdλ+
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ

(3.12)

Queremos mostrar que

1

2πi

∫

η′
k

eλt(λ− A)−1xdλ e
1

2πi

∫

ηk

eλt(λ− A)−1xdλ

tendem a zero quando k −→ +∞. Para isto consideremos f(λ) = eλt(λ − A)−1 e a

mudança de variável







x = k cos(θ) = ξ(k) ⇒ ξ′(k) = cos(θ);

y = k sen(θ) = ψ(k) ⇒ ψ′(k) = sen(θ).
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Dáı

∥

∥

∥

1

2πi

∫

η′
k

eλt(λ− A)−1xdλ
∥

∥

∥
≤
∣

∣

∣

1

2πi

∣

∣

∣

∫ φ

φ′

∥

∥etke
iθ

(keiθ − A)−1eiθx
∥

∥dθ

≤ 1

2π

∫ φ

φ′

∣

∣etke
iθ∣

∣

M
∣

∣keiθ
∣

∣

∣

∣eiθ
∣

∣‖x‖dθ

≤ M

2|k|π

∫ φ

φ′

etkcosθdθ.

Perceba que cos(θ) < −C, porque φ ≤ θ ≤ φ′ e consequentemente

∥

∥

∥

1

2πi

∫

η′
k

eλt(λ− A)−1xdλ
∥

∥

∥
≤ M

2|k|π

∫ φ

φ′

e−tkCdθ

M(φ− φ′)

2|k|π e−tkC k→+∞−−−−→ 0.

De forma análoga, mostramos que

∥

∥

∥

1

2πi

∫

ηk

eλt(λ− A)−1xdλ
∥

∥

∥

k→+∞−−−−→ 0.

Assim
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1xdλ = − 1

2πi

∫

Γ′

0

eλt(λ− A)−1xdλ

e o resultado segue revertendo a orientação da curva Γ′
0.

O exemplo a seguir será de utilidade para nossos estudos. Em particular, calculamos

a integral de linha sobre a curva Γ0 de uma função complexa.

Exemplo 3.3. Considere a função de uma variável complexa

f : C\{0} −→ C

λ 7−→ f(λ) .

.= λ−1eλt,

temos
1

2πi

∫

Γ0

λ−1eλtdλ = 1.

De fato, considere o ćırculo fechado Cr′ de raio r′ com 0 < r′ < r e a curva fechada

simples Υ = Λr̂ ∪ Γ0, onde Λr̂
.

.= {ξ ∈ C; ξ = r̂eiθ e − φ ≤ arg ξ ≤ φ}, veja a Figura

3.7. Como o vetor identicamente nulo não pertence ao ćırculo fechado e nem a curva

Υ, então a função f é integravel sobre Cr′ e Υ.
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Figura 3.7: Curvas Υ = Λr̂ ∪ Γ0.

O Teorema de Cauchy garante que

∫

Υ

eλt

λ
dλ =

∫

Cr′

eλt

λ− 0
dλ,

e utilizando a fórmula da integral de Cauchy, obtemos

∫

Cr′

eλt

λ− 0
dλ = 2πie0t = 2πi.

Assim
∫

Υ

eλt

λ
dλ = 2πi,

Notemos que

∥

∥

∥

∥

∫

Λr̂

eλt

λ
dλ

∥

∥

∥

∥

X

=

∥

∥

∥

∥

∥

∫ φ

−φ

etr̂e
iθ

r̂eiθ
ir̂eiθdθ

∥

∥

∥

∥

∥

X

≤
∫ φ

−φ

∣

∣

∣
etr̂e

iθ
∣

∣

∣
dθ

≤
∫ φ

−φ

etr̂ cos θdθ

= 2φe−r̂tk r̂→∞−−−→ 0,

ou seja,

lim
r̂→∞

∫

Λr̂

eλt

λ
dλ = 0.

Dáı
∫

Γ0

eλt

λ
dλ = 2πi,
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isto é,
1

2πi

∫

Γ0

λ−1eλtdλ = 1.

Teorema 3.3. Suponha que −A : D(A) ⊂ X −→ X seja um operador setorial, isto é,

o operador A é fechado densamente definido e existem a ∈ R, M e ϕ ∈ (
π

2
, π) tal que

o setor complexo Σϕ,a ⊂ ρ(A) e

‖ (λ− A)−1 ‖L(X)≤
M

|λ− a| ,

para todo λ ∈ Σϕ,a. Então A é o gerador de um semigrupo de operadores lineares e

limitados fortemente cont́ınuo em X. Além disso:

(i)

T (t) =
1

2πi

∫

Γa

eλt(λ− A)−1dλ, (3.13)

onde Γa é a fronteira da região Σa,φ \ {λ ∈ C : |λ− a| < r}, com π

2
< φ < ϕ e r

suficientemente pequeno, orientada no sentido crescente do eixo imaginário, ver

Figura 3.8;

(ii) A função de uma variável real

f : (0,+∞) −→ L(X)

t 7−→ f(t) .

.= T (t)

tem um prolongamento anaĺıtico no setor complexo
{

t ∈ C; |argt| < φ− π

2

}

ou a

complexificação correspondente de X, caso seja um espaço de Banach sobre R;

(iii) Existe K > 0 tal que:

‖ T (t) ‖L(X)≤ Keat, ‖ AT (t) ‖L(X)≤
eatK

t
,

para todo t > 0;

(iv) Para cada t > 0 o operador linear

d

dt
T (t) = AT (t)

é limitado.
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3. Operadores setoriais e anaĺıticos

Figura 3.8: Curva Γa.

Demonstração. Definamos

T (t) =











1

2πi

∫

Γa

eλt(λ− A)−1dλ, t > 0;

IX , t = 0.

Considere t > 0 e a mudança de variável µ = λ− a, isto é, dλ = dµ e Γa = Γ0. Dáı

T (t) =
1

2πi

∫

Γ0

e(µ+a)t(µ− (A− a))−1dµ,

ou seja,

e−atT (t) =
1

2πi

∫

Γ0

eµt(µ− (A− a))−1dµ.

Como o operador µ − (A − a) é setorial porque o setor complexo

Σϕ,0 ⊂ ρ(A− a), ver Figura 3.9, e para todo µ ∈ Σϕ,0, temos

‖ (µ− (A− a))−1 ‖L(X)=‖ (λ− A)−1 ‖L(X)≤
M

|λ− a| =
M

|(µ+ a)− a| =
M

|µ| .

Figura 3.9: Mudança de variável µ = λ− a
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Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, a = 0, isto é,

T (t) =











1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1dλ, t > 0;

IX , t = 0.

(3.14)

Por conveniência mostraremos, primeiramente, os itens (iii) e (iv).

Prova (iii): Considere as funções de uma variável real

g : (0,+∞) −→ R

t 7−→ ‖ T (t) ‖L(X)

e
h : (0,+∞) −→ R

t 7−→ t ‖ AT (t) ‖L(X) .

Em particular, fazendo µ = λt e t > 0 em 3.14, obtemos

T (t) =
1

2πi

∫

Γa,µ

e
µ
t
t
(µ

t
− A

)−1dµ

t

=
1

2πi

∫

Γ0

eµ
(µ

t
− A

)−1dµ

t
,

onde a mudança do contorno de integração para Γ0 é justificada pelo fato do integrando

ser anaĺıtico.

Notemos que

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eµ
(µ

t
− A

)−1dµ

t

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ 1

2π

∫

Γ0

∥

∥

∥

∥

eµ
(µ

t
− A

)−1dµ

t

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ 1

2π

∫

Γ0

eReµ
M
∣

∣

µ

t

∣

∣

|dµ|
t

≤ M

2π

∫

Γ0

eReµ
t

|µ|
|dµ|
t

≤ M

2π

∫

Γ0

eReµ
|dµ|
|µ| ,

ou seja,

g(t) =‖ T (t) ‖L(X)=

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eµ
(µ

t
− A

)−1dµ

t

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ M

2π

∫

Γ0

eReµ
|dµ|
|µ| .

Estimaremos esta ultima integral, para isto dividiremos o contorno de integração

nas curvas Γ1 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = φ}, Γ2 = {λ ∈ C; |λ− a| = r, |arg(λ− a)| ≤ φ} e

Γ3 = {λ ∈ C; arg(λ− a) = −φ} conforme a Figura 3.10.

Assim

M

2π

∫

Γ0

eReµ
|dµ|
|µ| =

M

2π

∫

Γ1

eReµ
|dµ|
|µ| +

M

2π

∫

Γ2

eReµ
|dµ|
|µ| +

M

2π

∫

Γ3

eReµ
|dµ|
|µ| .
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Figura 3.10: Curvas Γ1, Γ2 e Γ3

Note que cada integral do lado direito da igualdade acima é finita. De fato, definamos

f(µ) =
eReµ

|µ| ,

e trataremos de cada integral separadamente:

• Primeiro veremos a integral
M

2π

∫

Γ1

eReµ
|dµ|
|µ| . Para isto consideremos

µ = x+ yi ∈ Γ1 com argµ = φ e







x = ρ cos(φ) = ϕ(ρ) ⇒ ϕ′(ρ) = cos(φ);

y = ρ sen(φ) = ψ(ρ) ⇒ ψ′(ρ) = sen(φ),

ou seja,

M

2π

∫

Γ1

eReµ
|dµ|
|µ| =

M

2π

∫ +∞

r

f(ϕ(ρ) + iψ(ρ))[ϕ′(ρ) + iψ′(ρ)]dρ

=
M

2π

∫ +∞

r

eρ cos(η)
dρ

ρ
<∞;

De modo análogo mostramos que

M

2π

∫

Γ3

eReµ
|dµ|
|µ| <∞;

• Para a integral M
2π

∫

Γ2

eReµ
|dµ|
|µ| . Consideremos µ = x+ iy ∈ Γ2 e







x = r cos(δ) = ϕ(δ) ⇒ ϕ′(δ) = −r sen(δ);
y = r sen(δ) = ψ(δ) ⇒ ψ′(δ) = r cos(δ).

70



3. Operadores setoriais e anaĺıticos

Assim
M

2π

∫

Γ2

eReµ
|dµ|
|µ| =

M

2π

∫ r

−r

er cos(δ)r
dδ

r
<∞.

Portanto g é uniformemente limitada para qualquer t ∈ (0,+∞).

Como

A(λ− A)−1 = (A− IXλ+ IXλ)(λ− A)−1

= (−(λ− A) + λ)(λ− A)−1

= −IX + λ(λ− A)−1,

A é um operador fechado e T (t) é definido como o limite de soma de Riemann, para

todo t > 0, então

AT (t)x = T (t)Ax, ∀ x ∈ D(A),

ou seja,

AT (t) = A
1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫

Γ0

eλtA(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫

Γ0

eλt
[

−I + λ(λ− A)−1
]

dλ

= − 1

2πi

∫

Γ0

eλtdλ+
1

2πi

∫

Γ0

eλtλ(λ− A)−1dλ.

Vejamos que o primeiro termo, do lado direito, da ultima igualdade é zero e o

segundo termo é limitado, porque considerando tµ = λ e trocando o contorno de

integração por Γ0,
1 encontramos

t

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eµ
µ

t

(µ

t
− A

)−1dµ

t

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ t

2π

∫

Γ0

∥

∥

∥

∥

eµ
µ

t

(µ

t
− A

)−1
∥

∥

∥

∥

L(X)

|dµ|
t

≤ t

2π

∫

Γ0

|eµ|
∣

∣

∣

µ

t

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

(µ

t
− A

)−1
∥

∥

∥

∥

L(X)

|dµ|
t

≤ t

2πt

∫

Γ0

|eµ| |µ|
t

M

|µ|/t |dµ|

≤ M

2π

∫

Γ0

eReµ|dµ| = Keat <∞,

e consequentemente

h(t) = t

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eλtλ(λ− A)−1dλ

∥

∥

∥

∥

L(X)

= t

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eµ
µ

t

(µ

t
− A

)−1dµ

t

∥

∥

∥

∥

L(X)

<∞

1Usamos o fato de que o integrando é anaĺıtico
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completando a prova de (iii).

prova (iv): Como integral em (3.13) converge uniformemente e o integrando é

anaĺıtico, temos

d

dt
T (t) =

d

dt

(

1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1dλ

)

=
1

2πi

∫

Γ0

eλtλ(λ− A)−1dλ = AT (t).

Agora, mostraremos que a famı́lia de operadores T (t) definidas em (3.14) é um

semigrupo de operadores lineares e limitados em espaços de Banach fortimente cont́ınuo

e que A é o seu gerador infinitesimal, para isto consideremos a função auxiliar

h : [0,+∞) −→ X

s 7−→ h(s) ..= T (t− s)T (s)x,

onde x ∈ X. Notemos que

dh

ds
=

d

ds
T (t− s)T (s)x = −AT (t− s)T (s)x+ T (t− s)AT (s)x = 0,

ou seja, h é constante, consequentemente T (t− s)T (s)x = T (t)x, pois h(0) = T (t)x.

Sendo assim, a famı́lia {T (t); t ≥ 0} é um semigrupo de operadores lineares e

limitados em X. Em particular, dado x ∈ X e t > 0, temos

T (t)x =

(

1

2πi

∫

Γ0

eλt(λ− A)−1dλ

)

x

=
1

2πi

∫

Γ0

eλt
[

λ−1 + λ−1A(λ− A)−1
]

xdλ

=

(

1

2πi

∫

Γ0

λ−1eλtdλ

)

x+
1

2πi

∫

Γ0

eλtλ−1A(λ− A)−1dλ.

Dáı, pelo Exemplo 3.3, obtemos

T (t)x = x+
1

2πi

∫

Γ0

eλtλ−1A(λ− A)−1dλ

e como

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eλtλ−1A(λ− A)−1dλ
∥

∥

∥

X
≤ 1

2π

∫

Γ0

∣

∣eλtλ−1
∣

∣ ‖ Ax ‖X‖ (λ− A)−1 ‖L(X) d|λ|

≤ 1

2π

∫

Γ0

∣

∣eλtλ−1
∣

∣ ‖ Ax ‖X
M

|λ|d|λ|

≤ M ‖ Ax ‖X
2π

∫

Γ0

∣

∣eReλt
∣

∣d|λ|,
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encontramos

‖ T (t)x− x ‖X =

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ0

eλtλ−1A(λ− A)−1dλ
∥

∥

∥

X

≤ M ‖ Ax ‖X
2π

∫

Γ0

∣

∣eReλt
∣

∣d|λ|

=
Mt ‖ Ax ‖X

2π

∫

Γ0

∣

∣eµ
∣

∣d|µ| t→0+−−−→ 0,

ou seja, T (t) é um semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente

cont́ınuo.

Sendo
d

dt
T (t)x = AT (t)x,

para cada x ∈ X, segue pelo Teorema Fundamental do Cálculo que

∫ t

0

AT (s)ds = T (t)x− x.

Assim

Ax = lim
t→0+

∫ t

0

AT (s)ds

t
= lim

t→0+

T (t)x− x

t
,

para cada x ∈ X, implicando que A é o gerador infinitesimal do semigrupo de

operadores lineares e limitados em X, {T (t); t ≥ 0}. o Lema 3.1 completa a prova

do item (i).

Prova de (ii): Notemos que

T (n)(t) = AnT
(nt

n

)

=
[

AT
(1

t

)]n

=
[

T ′
(1

t

)]n

.

Com isto, pelos itens (iii), (iv) e a desigualdade
Kn

n!
≤ en, obtemos

1

n!

∥

∥T (n)(t)
∥

∥

L(X)
=

1

n!

∥

∥AT (t)
∥

∥

n

L(X)

≤ 1

n!

(eatK

t

)n

≤ Kn

n!

enat

tn
≤ en+nat

tn
= ect−n,

(3.15)

para todo n ∈ N e t > 0.

Agora, usando a fórmula de Taylor com resto integrável, obtemos

T (t+ h)x =

n
∑

j=0

(j!)−1T (j)(t)x+
[

∫ 1

0

(1− s)j

j!
T j+1(t+ sh)xds

]

hj+1, (3.16)
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para 0 < h < t. Iremos estimar a integral do lado direito da igualdade acima, para

simplificar a notação, considere

Rj(t+ h) = hj+1

∫ 1

0

(1− s)j

j!
T j+1(t+ sh)xds.

Notemos que

∥

∥

∥

∥

hj+1

∫ 1

0

(1− s)j

j!
T j+1(t+ sh)xds

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ |h|j+1

j!

∫ 1

0

|1− s|j‖T j+1(t+ sh)‖L(X)‖x‖Xds

≤ ‖x‖X
|h|j+1

j!

∫ 1

0

|1− s|j‖T j+1(t+ sh)‖L(X)ds

Suponhamos que
|h|j+1

j!
≤ (kt)j+1

j!ec(j+1)
,

para algum k ∈ (0, 1). Dáı

‖x‖X
|h|j+1

j!

∫ 1

0

|1− s|j‖T j+1(t+ sh)‖L(X)ds ≤
‖x‖X(kt)j+1

j!ec(j+1)

∫ 1

0

(1− s)j
e(j+1)c

t+ sh
(j + 1)!ds,

ou seja,

‖Rj(t+ h)‖X ≤ ‖x‖X(Kt)j+1(j + 1)!

j!ec(j+1)

∫ 1

0

(1− s)j
e(j+1)c

t+ sh
ds

= ‖x‖Xkj+1(j + 1)

∫ 1

0

((1− s)

1 + sh
t

)j( 1

1 + sh
t

)

ds.

Em particular

∣

∣

∣
1 +

sh

t

∣

∣

∣
≥ 1− s

|h|
t
> 1− s

k

ec
> 1− s,

com isto

∣

∣

∣

(1− s)

1 + sh
t

∣

∣

∣
≤ 1 e

∣

∣

∣

1

1 + sh
t

∣

∣

∣
≤ 1

D
,

e consequentemente

‖Rj(t+ h)‖X ≤ ‖x‖Xkj+1(j + 1)

∫ 1

0

1

D
ds = ‖x‖Xkj+1(j + 1)

1

D
.

Passando ao limite quando j tende à +∞, obtemos

‖Rj(t+ h)‖X j→+∞−−−−→ 0.
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Agora, vejamos que para todo z ∈ C

∥

∥

∥

T (n)(t)

n!

∥

∥

∥
|z − t|n ≤ enc

tn
|z − t|n.

Sendo assim, a série

Tt(z) = T (t) +

+∞
∑

n=1

T (n)

n!
|z − t|n

é uniformemente limitada para z ∈ C tal que

|z − t| ≤ kt

ec
,

com algum k ∈ (0, 1), ou seja, a famı́lia Tt(z) está bem definida no setor complexo

Υ ..=
{

z ∈ C; ||z − t| ≤ kt

ec
para algum k ∈ (0, 1)

}

.

Como o setor complexo complexo {z ∈ C; | arg(z)| ≤ φ− π
2
} está contido em Υ e para

z = t, temos

Tt(t) = T (t) +
+∞
∑

n=1

T (n)

n!
|t− t|n = T (t),

conclúımos a prova do item (ii).

Definição 3.2. Um semigrupo de operadores lineares e limitados em X fortemente

cont́ınuo que satisfaz os item (ii), (iii) e (iv) do Teorema 3.3 é chamado de semigrupo

anaĺıtico.

Assim, fica claro que quando A é um operador linear densamente definido e −A é

setorial, obtemos que −A gera um semigrupo anaĺıtico.

Retornando, novamente, ao problema (1.1) com u0 ∈ X\D(A), temos que, quando

A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico ({e−At; t ≥ 0}), então a função

vetorial de uma variável real

u : [0,+∞) −→ X

t 7−→ u(t) ..= e−Atu0

é uma solução para o problema (1.1).

Conclusão, quando nos deparamos com problemas de valor inicial e de fronteira

associados a equações diferenciais parciais autônomas de evolução lineares que podem,

eventualmente, serem “traduzidos” em problemas de valor inicial associados a EDO’s
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do tipo






du

dt
= Au, se t > 0;

u(0) = u0

(3.17)

nos quais A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear cujo domı́nio é um

subespaço vetorial de um espaço de Banach X, sobre o corpo K (K sendo um corpo

igual a R ou C) e u0 ∈ X, devemos inicialmente verificar que A é um operador linear,

fechado e densamente definido, caso contrário o Teorema2.2 e o Teorema 3.3, vistos

anteriormente, não se aplicam. Agora, caso A seja um operador linear, fechado e

densamente definido o problema (3.17) tem solução quando A for o gerador

infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico e u0 ∈ X, ou quando A for o gerador

infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo com u0 ∈ D(A).
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Caṕıtulo 4

Potências fracionárias

Neste caṕıtulo iremos abordar a teria de potências fracionárias para operadores

lineares fechados em espaços de Banach, em particular nos dedicaremos a potência

fracionária de operadores lineares A tais que −A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo anaĺıtico. As nossas referências bibliográficas para este caṕıtulo são o artigo

de Bezerra e et al. [2], as notas de aula de Alexandre Carvalho [4], o livro de Jonh

Conway [6] e a dissertação de Marcelo Nascimento [9].

Antes de prosseguirmos com o estudo da teoria de potências fracionárias

apresentaremos o teorema de desenvolvimento em série de Laurent e o teorema dos

reśıduos. Denotaremos por n(γ, a) o ı́ndice da curva fechada γ em a, isto é, n(γ, a)

representa o total de voltas que a curva descreve em torno do ponto a que não esta na

curva fechada γ.

Teorema 4.1 (Desenvolvimento em Série de Laurent). Seja f : G ⊂ C −→ C uma

função anaĺıtica no anel G .

.= {z ∈ C; r < |z − z0| < R com R > r > 0}, onde z0 ∈ C.

Para cada z ∈ G, temos

f(z) =

+∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n,

onde a convergência é uniforme e absoluta no interior do anel

ann(z0, r1, r2) .

.= {z ∈ C; r1 < |z − z0| < r2 com R > r1 > r2 > r} e também os

coeficientes an são dados pela fórmula

an =
1

2πi

∫

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

com γ sendo o ćırculo {z ∈ C; |z − z0| = r̃ com r < r̃ < R}.

Demonstração. Ver [6, Teorema 1.11, p. 103].
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4. Potências fracionárias

Definição 4.1. Sejam f uma função com singularidade isolada no ponto z = a e

f(z) =
+∞
∑

n=−∞

an(z − a)n

a série de Laurent de f no ponto a. Definimos o reśıduo de f no ponto a como sendo

o coeficiente a−1 que será denotado por Res(f; a) = a−1.

Teorema 4.2 (Teorema dos Reśıduos). Sejam G ⊂ C um conjunto aberto conexo,

f : G −→ C uma função anaĺıtica em G, exceto nos pontos isolados a1, . . . , an. Se γ é

uma curva fechada homotópica a 0 (γ ∼ 0) com {γ} ⊂ G, {a1, . . . , an} 6⊂ {γ} e para

todo z ∈ C \G n(γ, z) = 0, então

1

2πi

∫

γ

f(z)dz =

n
∑

i=1

n(γ, ai)Res(f ; ai)

Demonstração. Ver [6, Teorema 2.2, p. 108].

Consideremos γ uma curva fechada simples e retificável em C\(−∞, 0], suponhamos

que o ı́ndice de γ no ponto a ∈ C\{γ} seja 1, pelo Teorema dos Reśıduos

aα =
1

2πi

∫

γ

λα

λ− a
dλ, ∀α ∈ C, (4.1)

em que λα = eα lnλ.

SejamX um espaço de Banach sobre o corpo C e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear e limitado. A definição de potência fracionária do operador A é constrúıda em

analogia a expressão (4.1).

Definição 4.2. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear e limitado tal que

σ(A) ⊂ C\(−∞, 0] e γ uma curva fechada, retificável e simples em C\(−∞, 0] tal que

n(γ, a) = 1 para qualquer a ∈ σ(A). Definimos as potências fracionárias do operador

A por

Aα =
1

2πi

∫

γ

λα(λ− A)−1dλ, ∀ α ∈ C. (4.2)

Proposição 4.3. Para cada α ∈ C, temos IαX = IX .

Demonstração. Como {1} ⊂ σ(IX), considere γ a fronteira da bola fechada B[1, 1],

orientada no sentido anti-horário, por 4.2, temos

IαX =
1

2πi

∫

γ

λα(λ− IX)
−1dλ
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e pelo Teorema dos Reśıduos

1

2πi

∫

γ

λα(λ− IX)
−1dλ = Res(λα(λ− IX)

−1; 1).

Se |λ| > 1, então pelo Teorema 1.12, temos

(λ− IX)
−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)InX ,

ou equivalentemente

λα(λ− IX)
−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)+αInX . (4.3)

Notemos que a série em (4.3) é a série de Desenvolvimento de Laurent da função

λα(λ− IX)
−1. Assim

Res(λα(λ− IX)
−1; 1) = I1X = IX ,

ou seja,

IαX = IX

para todo α ∈ C.

Proposição 4.4. O operador Aα é limitado para todo α ∈ C.

Demonstração. Notemos que λ ∈ ρ(A) para todo λ ∈ {γ} e consequentemente

(λ− A)−1 ∈ L(X). Assim

∥

∥

∥

1

2πi

∫

γ

λα(λ− A)−1xdλ
∥

∥

∥

X
≤ ‖x‖X

2π

∫

γ

|λ|α‖(λ− A)−1‖Xd|λ|

≤ ‖x‖X
2π

∫

γ

|λ|αMd|λ|.

Como

∫

γ

|λ|αd|λ| < +∞ para cada α ∈ C e λ ∈ {γ}, segue que

‖Aα‖L(X) = sup
x ∈ X
x 6= 0

∥

∥

∥

1
2πi

∫

γ
λα(λ− A)−1xdλ

∥

∥

∥

X

‖x‖X

≤ 1

2π

∫

γ

|λ|αMd|λ| < +∞,

ou seja, Aα é limitado para todo α ∈ C.

Proposição 4.5. Para quaisquer α, β ∈ C vale que Aα+β = AαAβ.
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Demonstração. Consideremos γ, γ′ curvas fechadas, retificáveis e simples em C\(−∞, 0]

tal que γ′ é externa a γ. Como

AαAβ =
1

2πi

∫

γ

λα(λ− A)−1dλ
1

2πi

∫

γ′

µβ(µ− A)−1dµ

=
1

(2πi)2

∫

γ′

∫

γ

λαµβ(λ− A)−1(µ− A)−1dλdµ

=
1

(2πi)2

∫

γ′

∫

γ

λαµβ (λ− A)−1 − (µ− A)−1

λ− µ
dλdµ

=
1

(2πi)2

(

∫

γ′

∫

γ

λα(λ− A)−1 µβ

λ− µ
dλdµ+

∫

γ′

∫

γ

λα

λ− µ
µβ(µ− A)−1dλdµ

)

.

e pelo Teorema dos Reśıduos

λβ =
1

2πi

∫

γ′

µβ

µ− λ
dµ.

Assim

AαAβ =
1

(2πi)2

(

∫

γ′

∫

γ

λα(λ− A)−1 µβ

λ− µ
dλdµ+

∫

γ′

∫

γ

λα

λ− µ
µβ(µ− A)−1dλdµ

)

.

=
1

2πi

(

λβ
∫

γ

λα(λ− A)−1dλ+

∫

γ′

∫

γ

µβ(µ− A)−1 λα

λ− µ
dλdµ

)

=
1

2πi

(

∫

γ

λα+β(λ− A)−1dλ+

∫

γ′

∫

γ

λα

λ− µ
µβ(µ− A)−1dλdµ

)

.

Já que µ é um ponto da curva γ′ que é externa a curva γ, segue que a função de

uma variável complexa

f : {γ} −→ C

λ 7−→ f(λ) =
λα

λ− µ

está bem definida e é anaĺıtica para todo λ ∈ {γ}. Dáı, pelo Teorema de Cauchy

∫

γ

f(λ)dλ =

∫

γ

λα

λ− µ
dλ = 0,

ou seja,

AαAβ =
1

2πi

(

∫

γ

λα+β(λ− A)−1dλ+

∫

γ′

∫

γ

µβ(µ− A)−1 λα

λ− µ
dλdµ

)

=
1

2πi

∫

γ

λα+β(λ− A)−1dλ

= Aα+β.
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Proposição 4.6. Se α ∈ Z, então potência Aα definida como em (4.2) coincide com

a n-ésima iterada de A.

Demonstração. Pelo Teorema dos Reśıduos, temos

Aα =
1

2πi

∫

γ

λα(λ− A)−1dλ = Res(λα(λ− A)−1; 0).

Suponhamos λ ∈ C tal que |λ| >‖ A ‖L(X), neste caso o Teorema 1.12, garante que

(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)An.

Assim

λα(λ− A)−1 =

+∞
∑

n=0

λ−(n+1)+αAn, ∀|λ| >‖ A ‖L(X) . (4.4)

Notemos que a série em (4.4) é a série de Desenvolvimento de Laurent da função

λα(λ− A)−1. Assim

Res(λα(λ− A)−1; 0) = An.

Sendo assim

Aα = Res(λα(λ− A)−1; 0) = An,

ou seja, Aα coincide com a n-ésima iterada de A quando α ∈ Z.

Agora, desejamos estender a Definição 4.2 para uma classe de operadores linear

maior que a classe dos operadores lineares e limitados, para isto investigaremos a

convergência da integral em (4.2). Considere o ângulo 0 < φ < π e o setor complexo

Σφ
..= {λ ∈ C; | arg(λ)| < φ} \B(0, r),

onde r > 0, veja Figura 4.1.
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Figura 4.1: Setor complexo Σφ.

Como σ(A) ⊂ C \ (−∞, 0], escolhamos 0 < φ < π e R > r > 0 tais que

σ(A) ⊂
(

C\Σφ

)

∩ B(0, R), para simplificar a notação denotaremos Σφ ∩ B(0, R) por

ΣR,φ. Em particular, a fronteira de ΣR,φ pode ser decomposta nas curvas

γR ..= {λ ∈ C; |λ| = R e | arg(λ)| ≤ φ},

orientada no sentido anti-horário, e

ΓR
..= {λ ∈ C; | arg(λ)| = φ e |λ| ≥ r} ∪ {λ ∈ C; |λ| = r e | arg(λ)| ≤ φ},

orientada no sentido decrescente do eixo imaginário, ver Figura 4.2. Basta

investigarmos a convergencia da integral sobre a fronteira de ΣR,φ, orientada no sentido

anti-horário, pois pelo Teorema de Cauchy o contorno de integração em (4.2) pode ser

“deformado” para ∂ΣR,φ.

Figura 4.2: Setor complexo ΣR,φ.
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Escolhamos R > 2 ‖ A ‖L(X) e vejamos que para todo λ ∈ C tal que |λ| = R, vale

‖ λ(λ− A)−1 ‖L(X) =‖ (IX − λ−1A)−1 ‖L(X)

=

∥

∥

∥

+∞
∑

n=0

λ−nAn
∥

∥

∥

L(X)

≤
+∞
∑

n=0

|λ−n| ‖ An ‖L(X)

=
1

1− |λ|−1 ‖ A ‖L(X)

< 2.

(4.5)

Em particular, quando Reα < 0, temos

∥

∥

∥

∫

γR

λα(λ− A)−1dλ
∥

∥

∥

L(X)
=

∥

∥

∥

∫ φ

−φ

[(

Reiθ
)α
(Reiθ − A)−1iReiθ

]

dθ
∥

∥

∥

L(X)

≤
∫ φ

−φ

|Rα|
∣

∣eiαθ
∣

∣ ‖ Reiθ(Reiθ − A)−1 ‖L(X) d|θ|.

Já que Reα < 0, segue que |Rα| ≤ RReα e
∣

∣eiθReα
∣

∣ ≤ 1. Dáı, usando a estimativa

espectral (4.5), obtemos

∥

∥

∥

∫

γR

λα(λ− A)−1dλ
∥

∥

∥

L(X)
≤
∫ φ

−φ

|Rα|
∣

∣eiαθ
∣

∣ ‖ Reiθ(Reiθ − A)−1 ‖L(X) d|θ|

≤
∫ φ

−φ

RReα
∣

∣eiθReα
∣

∣

∣

∣e−θImα
∣

∣ ‖ Reiθ(Reiθ − A)−1 ‖L(X) d|θ|

<

∫ φ

−φ

RReαe−θImα2d|θ|.

Sendo

∫ φ

−φ

RReαe−θImα2d|θ| = −2RReα
e−θImα

Imα

∣

∣

∣

φ

−φ

= −2RReα
e−φImα − eφImα

Imα
.

Assim

∥

∥

∥

∫

γR

λα(λ− A)−1dλ
∥

∥

∥

L(X)
< −2RReα

e−φImα − eφImα

Imα
, (4.6)

e passando ao limite quando R tende a infinito, conclúımos

∫

γR

λα(λ− A)−1dλ −→ 0,
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para cada α ∈ C com Reα < 0 e Imα 6= 0.

Notemos que a estimativa espectral em (4.5) e a desigualdade em (4.6), implicam na

convergência da integral em (4.7), quando Reα < 0, e mais a convergência é uniforme

para α em compactos. Com isto

Aα =
1

2πi

∫

∂ΣR,φ

λα(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫

ΓR

λα(λ− A)−1dλ+
1

2πi

∫

γR

λα(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫

Γ∞

λα(λ− A)−1dλ,

(4.7)

quando Reα < 0 e R tende ao infinito. Em particular Γ∞
..= Γ é a união das curvas

Γ1
..= {λ ∈ C; arg(λ) = φ e |λ| ≥ r}, Γ2

..= {λ ∈ C; |λ| = r e | arg(λ)| ≤ φ} e

Γ3
..= {λ ∈ C; arg(λ) = −φ e |λ| ≥ r}.
Estas observações mostram como definir a potência fracionária Aα para o caso em

que A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador linear não necessariamente.

4.1 Operadores de tipo positivo

Nesta seção trataremos dos operadores lineares de tipo positivo em espaços de

Banach X sobre um corpo C. A principal referência desta seção é as notas de aulas de

Alexandre Carvalho [4].

Notemos que o operador linear λ(λ − A)−1 é limitado no setor C\Σφ se, e so-

mente se, o operador linear λ(λ + A)−1 é limitado no setor −C\Σφ se, e somente se,

(1 + |λ|) ‖ (λ+ A)−1 ‖L(X) é limitado no setor −C\Σφ.

Definição 4.3. Seja X um espaço de Banach sobre C. Diremos que o operador linear

A : D(A) ⊂ X −→ X densamente definido, fechado com [0,+∞) ⊂ ρ(−A) é dito de

tipo positivo com constante M quando existir uma constante M ≥ 1 tal que

(1 + s) ‖ (s+ A)−1 ‖L(X)≤M,

para todo s ≥ 0. Denotaremos esta classe de operadores por P .

.= P(X).

Teorema 4.7. Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X um operador de tipo positivo com

constante M e o setor complexo

ΣM
.

.= {z ∈ C; | arg(z)| ≤ θM}+
{

z ∈ C; |z| ≤ 1

2M

}

.
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Se θM = arcsen( 1
2M

), então ΣM ⊂ ρ(−A) e

(1 + |λ|) ‖ (λ+ A)−1 ‖L(X)≤ 2M + 1

para cada λ ∈ ΣM .

Demonstração. Sejam s ∈ [0,+∞) ⊂ ρ(−A) e λ ∈ C tal que

|λ− s| ≤ 1 + s

2M
, (4.8)

sendo

(1 + s) ‖ (s+ A)−1 ‖L(X)≤M ≤ 2M,

obtemos
1 + s

2M
≤ 1 + s

(1 + s) ‖ (s+ A)−1 ‖L(X)

,

ou seja,

|λ− s| ≤ 1

‖ (s+ A)−1 ‖L(X)

.

Assim, pelo Teorema 1.9, λ ∈ ρ(−A).
Já que

λ+ A = (s+ A)[IX + (λ− s)(s+ A)−1],

segue que

‖ (λ+ A)−1 ‖L(X) =‖ (s+ A)−1 ‖L(X)‖ [IX + (λ− s)(s+ A)−1]−1 ‖L(X)

≤ M

1 + s

[

‖ IX ‖L(H) +|λ− s| ‖ (s+ A)−1 ‖L(X)

]

≤ M

1 + s

(

1 +
1 + s

2M

M

1 + s

)

≤ 2M

1 + s
.

Como

2M

1 + s
=

2M

1 + s

1 + s− s+ |λ|
1 + |λ|

≤ 2M

1 + |λ|
1 + s+ |λ− s|

1 + s

≤ 2M

1 + |λ|
(

1 +
1

2M

)

=
2M + 1

1 + |λ| ,
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para cada λ ∈ C satisfazendo (4.8) e consequentemente

(

1 + |λ|
)

‖ (λ+ A)−1 ‖L(X)≤ 2M + 1.

Assim provamos que

ΣM
..= {z ∈ C; | arg(z)| ≤ θM}+

{

z ∈ C; |z| ≤ 1

2M

}

⊂ ρ(−A)

e
(

1 + |λ|
)

‖ (λ+ A)−1 ‖L(X)≤ 2M + 1,

para cada λ ∈ ΣM , ver a Figura 4.3.

Figura 4.3: Setor complexo ΣM .

Em particular, provamos no Teorema 2.2 que se o operador linear A é o gerador

infinitesimal de semigrupo de operadores lineares e limitado em X, {T (t); t ≥ 0},
fortemente cont́ınuos tal que ‖T (t)‖L(X) ≤M , então [0,+∞) ⊂ ρ(A) e o operador A é

fechado e densamente definido. Já no Teorema 4.7 mostramos que quando o operador

(1+λ)(λ+A)−1 é limitado para todo s ≥ 0, obtemos que o operador (1+ |λ|)(λ+A)−1

é limitado no setor ΣM . Com estas duas informações deduzimos que A ∈ P(A) se −A
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares e limitados em X,

{T (t); t ≥ 0}, fortemente cont́ınuos tal que ‖T (t)‖L(X) ≤M .

Assim, o problema abstrato







du

dt
= Aαu, t > 0

u(0) = u0,

(4.9)

onde α ∈ C, A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador de tipo positivo e u0 ∈ Y com

Y sendo um subespaço denso de X, tem solução forte, visto que Aα é um operador

setorial e consequentemente o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico.
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Definição 4.4. Para todo A ∈ P(X) e α ∈ C com Reα < 0, definiremos

Aα
.

.=
1

2πi

∫

Γ

(−λ)α(λ+ A)−1dλ, (4.10)

onde Γ é qualquer curva suave por partes indo de ∞e−iθ para ∞eiθ com

θ ∈
(

0, arcsen
( 1

2M

))

e evitando-se [0,+∞). Em particular, denotando

−Γ .

.= {λ ∈ C;−λ ∈ Γ}, temos

Aα
.

.=
1

2πi

∫

−Γ

λα(λ+ A)−1dλ.

A definição acima está bem posta, isto é, a integral em (4.10) converge e independe

da curva Γ. De fato, consideremos r <
1

2M
e θ ∈

(

0, arcsen
(

1
2M

))

, temos

1

2πi

∫

Γ

(−λ)α(λ+ A)−1dλ =
1

2πi

(

∫ +∞

r

(

− seiθ
)α(

seiθ + A
)−1

eiθds

+

∫ r

−∞

(

− se−iθ
)α(

se−iθ + A
)−1

e−iθds
)

+

∫ θ

2π−θ

(

reiβ
)α(

reiβ + A
)−1

ireiβdβ.

Iremos estimar a norma de cada integral do lado direito da igualdade acima separada-

mente, para isto percebamos que |λ|α ≤ c|λ|Reα para todo α ∈ C.

• A primeira integral é finita, isto é,

∥

∥

∥

∫ +∞

r

(

− seiθ
)α(

seiθ + A
)−1

eiθds
∥

∥

∥

L(X)
< +∞. (4.11)

Com efeito, como

∥

∥

∥

∫ +∞

r

(

− seiθ
)α(

seiθ + A
)−1

eiθds
∥

∥

∥

L(X)

≤
∫ +∞

r

c
∣

∣− seiθ
∣

∣

Reα ‖ eiθ
(

seiθ + A
)−1 ‖L(X) d|s|

≤c
∫ +∞

r

sReα−1 ‖ seiθ
(

seiθ + A
)−1 ‖L(X) d|s|
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e ‖ seiθ
(

seiθ + A
)−1 ‖L(X)≤ (2M + 1)(1 + s)−1, segue que

∥

∥

∥

∫ +∞

r

(

− seiθ
)α(

seiθ + A
)−1

eiθds
∥

∥

∥

L(X)

≤c(2M + 1)

∫ +∞

r

sReα−1 1

1 + s
d|s|

≤c(2M + 1)

∫ +∞

r

sReα−2d|s| < +∞.

• De modo análogo mostramos que a segunda integral é finita, ou seja,

∥

∥

∥

∫ r

−∞

(

− se−iθ
)α(

se−iθ + A
)−1

e−iθds
∥

∥

∥

L(X)
< +∞. (4.12)

• A terceira integral é finita, isto é,

∥

∥

∥

∫ θ

2π−θ

(

reiβ
)α(

reiβ + A
)−1

ireiβdβ
∥

∥

∥

L(X)
< +∞. (4.13)

De fato, temos

∥

∥

∥

∫ θ

2π−θ

(

reiβ
)α(

reiβ + A
)−1

ireiβdβ
∥

∥

∥

L(X)

≤
∫ 2π−θ

θ

c
∣

∣reiβ
∣

∣

Reα ‖ reiβ
(

reiβ + A
)−1 ‖L(H) d|β|

≤c(2M + 1)

∫ 2π−θ

θ

sReα−1 1

1 + s
d|β|

≤2c(2M + 1)(π − θ)sReα−1 < +∞.

Assim a potência Aα está bem definida em L(X) e a independência da curva Γ

segue de forma semelhante ao Lema 3.2.

Lema 4.8. Sejam A ∈ P(A) e α, β ∈ C com parte real estritamente negativa, temos

AαAβ = Aα+β.

Demonstração. Sejam Γ1 e Γ2 curvas suave por partes indo de ∞e−iθ para ∞eiθ com

θ ∈
(

0, arcsen
( 1

2M

))

e evitando-se [0,+∞), escolhidas de forma que Γ1 esteja a
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esquerda de Γ2. Por definição,

AαAβ =
1

2πi

∫

Γ1

(−λ)α(λ+ A)−1dλ
1

2πi

∫

Γ2

(−µ)β(µ+ A)−1dµ

=
1

(2πi)2

∫

Γ2

∫

Γ1

(−λ)α(−µ)β(λ+ A)−1(µ+ A)−1dλdµ

=
1

(2πi)2

∫

Γ2

∫

Γ1

(−λ)α(−µ)β (λ+ A)−1 − (µ+ A)−1

λ− µ
dλdµ

=
1

(2πi)2

(

∫

Γ2

∫

Γ1

(−λ)α(λ+ A)−1 (−µ)β
λ− µ

dλdµ

+

∫

Γ2

∫

Γ1

(−λ)α
λ− µ

(−µ)β(µ+ A)−1dλdµ
)

,

e pelo Teorema dos Reśıduos

(−λ)β =
1

2πi

∫

Γ2

(−µ)β
µ− λ

dµ.

Notemos que para cada µ ∈ Γ2 a função de uma variável complexa

f : {Γ1} −→ C

λ 7−→ f(λ) =
(−λ)α
λ− µ

está bem definida e é anaĺıtica. Como Γ1 é uma curva fechada, segue pelo Teorema de

Cauchy que
∫

Γ1

f(λ)dλ =

∫

Γ1

(−λ)α
λ− µ

dλ = 0.

Assim

AαAβ =
1

(2πi)2

(

∫

Γ2

∫

Γ1

(−λ)α(λ+ A)−1 (−µ)β
λ− µ

dλdµ

+

∫

Γ1

∫

Γ1

(−λ)α
µ+ λ

(−µ)β(µ+ A)−1dλdµ
)

.

=
1

2πi

∫

Γ1

(−λ)β(−λ)α(λ+ A)−1dλ

=
1

2πi

∫

Γ1

(−λ)α+β(λ+ A)−1dλ

= Aα+β.
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Teorema 4.9. Se A ∈ P(X) então

A−z =
sen(πz)

π

∫ +∞

0

s−z(s+ A)−1ds, (4.14)

onde 0 < Rez < 1.

Demonstração. Sejam θ ∈
(

0, arcsen
( 1

2M

))

, r > 0 e Γ uma curva suave por partes

indo de ∞e−iθ para ∞eiθ evitando-se [0,+∞). Por definição,

A−z =
1

2πi

∫

−Γ

λ−z(λ− A)−1dλ

= − 1

2πi

(

∫ +∞

r

(

sei(π−θ)
)−z(

sei(π−θ) − A
)−1

ei(π−θ)ds

+

∫ −r

−∞

(

se−i(θ−π)
)−z(

se−i(θ−π) − A
)−1

e−i(θ−π)ds
)

+

∫ π−θ

θ−π

(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβdβ,

ou seja,

e−z ln |s|−i(π−θ)
(

sei(π−θ) − A
)−1

ei(π−θ
) θ→0−−→ s−zeiπz(s− A)−1.

Como

‖ e−z ln |s|−i(π−θ)
(

sei(π−θ) − A
)−1

ei(π−θ) ‖L(X) ≤ e−z ln(s)2M + 1

1 + s
,

obtemos pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue que

∫ +∞

r

e−z(ln |s|−i(π−θ))
(

sei(π−θ) − A
)−1

ei(π−θ)ds
θ→0−−→

∫ +∞

r

s−zeiπz(s− A)−1ds.

De forma análoga mostramos que

∫ −r

−∞

(

se−i(θ−π)
)−z(

se−i(θ−π) − A
)−1

e−i(θ−π)ds
)

θ→0−−→
∫ −r

−∞

s−ze−iπz(s− A)−1ds.

Agora, como

lim
θ→0

∫ π−θ

θ−π

(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβdβ =

∫ π

−π

(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβdβ

e

‖
(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβ ‖L(X)≤ rRe(−z)eβIm(−z)2M + 1

1 + r

r→0−−→ 0,
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encontramos
∫ π−θ

θ−π

(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβdβ
r→0−−→ 0.

Logo

A−z = − 1

2πi

(

∫ +∞

r

(

sei(π−θ)
)−z(

sei(π−θ) − A
)−1

ei(π−θ)ds

+

∫ −r

−∞

(

se−i(θ−π)
)−z(

se−i(θ−π) − A
)−1

e−i(θ−π)ds
)

+

∫ π−θ

θ−π

(

reiβ
)−z(

reiβ − A
)−1

ireiβdβ

r→0−−→ − 1

2πi

(

∫ +∞

r

s−zeiπz(s− A)−1ds+

∫ −r

−∞

s−ze−iπz(s− A)−1ds
)

,

ou seja,

A−z =
sen(πz)

π

∫ +∞

0

s−z(s+ A)−1ds.

Teorema 4.10. Se A ∈ P(X) e z ∈ C com Rez < 0, então o operador Az é injetor.

Demonstração. Considere x ∈ ker
(

Az
)

, isto é, Azx = 0, perceba que existe n ∈ N tal

que n ≤ −Rez < n+ 1 e consequentemente

A−z−(n+1−z)x = A−n−1x = 0,

pois

A−z−(n+1−z)x = A−(n+1−z)−zx = A−(n+1−z)A−zx = A−(n+1−z)0 = 0.

Pelo Teorema 4.7, temos 0 ∈ ρ(A). Dáı o operador A−n−1 é injetor, implicando que

x = 0 e ker
(

Az
)

= {0}, isto é, Az é injetor.

Em virtude do teorema anterior podemos definir as potências fracionárias do

operador A por

Az ..=
(

A−z
)−1

: R
(

Az
)

⊂ X −→ X

.

Definição 4.5. Sejam A ∈ P(X) e z ∈ C com Rez ≥ 0. O espaço de Banach Xz
.

.=
(

D(Az), ‖Az, ·‖
)

é chamado espaço de potência fracionária associado ao operador A.
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4.2 Potência fracionária do operador de ondas

Nesta seção, iremos exibir o domı́nio das potências fracionárias do operador de

ondas. As principais referências bibliográficas para a seção são as notas de aula de

Alexandre Carvalho [4] e o artigo de Bezerra e et al. [2].

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio suficientemente limitado e N ≥ 3. Consideremos

H = L2(Ω), D(A) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω) e A = −∆ é o operador negativo Laplaciano com

condição homogênea de Dirichlet na fronteira.

Denotando Hα por D(Aα) com a norma ‖ Aα(·) ‖H , para α ≥ 0, temos

H0 = H = L2(Ω),

H1 = D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

e H
1

2 = H1
0 (Ω). Considere Y 0 = H

1

2 × H e o operador de ondas amortecidas

A(a) : D(A(0,a)) ⊂ Y 0 −→ Y 0 definido por

A(a)

[

u

v

]

..=

[

0 −IH
A aIH

][

u

v

]

..=

[

−v
Au+ av

]

,

onde
[

u

v

]

∈ D(A(a))
..= D(A)×H

1

2 e a > 0.

Lema 4.11. O operador linear A(a) é fechado para todo a > 0.

Demonstração. Seja
([

φn

ψn

])

n∈N

⊂ D(A(a))

tal que
[

φn

ψn

]

n→+∞−−−−→
[

φ

ψ

]

e

A(0,a)

[

φn

ψn

]

=

[

−ψn

Aφn + aψn

]

n→+∞−−−−→
[

u

v

]

.

Queremos mostra que

[

φ

ψ

]

∈ D(A(a)) e A(a)

[

φ

ψ

]

=

[

u

v

]

.

Em particular

ψn

‖·‖H−−→ ψ e− ψn

‖·‖H−−→ u,

implicando ψ = −u. Ainda

Aφn + aψn
n→+∞−−−−→ v =⇒ Aφn

n→+∞−−−−→ v − aψ,

92



4. Potências fracionárias

e sendo A um operador fechado, obtemos φ ∈ D(A) e Aφ = v−aψ, isto é, v = Aφ+aψ

e consequentemente

[

φ

ψ

]

∈ D(A(0)) e A(0)

[

φ

ψ

]

=

[

−φ
Aφ+ aψ

]

=

[

u

v

]

. Mostrando que

o operador linear A(0) é fechado para todo a > 0.

Lema 4.12. Temos que 0 ∈ ρ(A(0)) e o operador A(0) : D(A(0)) ⊂ Y 0 −→ Y 0 definido

por

A(0)

[

u

v

]

.

.=

[

0 −IH
A 0

][

u

v

]

.

.=

[

−v
Au

]

,

tem inversa dada por

A−1
(0)

.

.=

[

0 A−1

−IH 0

]

.

Demonstração. Notemos que

[

v

u

]

∈ ker(A(0)) ⇐⇒
[

−v
Au+ av

]

=

[

0

0

]

⇐⇒ −v = 0 e Au+ av = 0

⇐⇒ v = 0 e Au = 0.

Já que 0 ∈ ρ(A), segue que u = 0.

Assim

ker(A(0)) =

{[

0

0

]}

,

ou seja, o operador A(0,a) é injetor e consequentemente bijetor.

Agora, como

[

0 −IH
A 0

][

0 A−1

−IH 0

][

u

v

]

=

[

0 −IH
A 0

][

A−1v

−u

]

=

[

u

v

]

e
[

0 A−1

−IH 0

][

0 −IH
A 0

][

u

v

]

=

[

0 A−1

−IH 0

][

−v
Au

]

=

[

u

v

]

,

obtemos

A−1
(0)

..=

[

0 A−1

−IH 0

]

.
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Lema 4.13. O operador adjunto de A(0) é

A∗
(0)

.

.=

[

0 IH

−A 0

]

= −A(0)

Demonstração. Já que a “matriz dos cofatores” é

[

0 −A
IH 0

]

segue que a “matriz transposta” é

[

0 IH

−A 0

]

= −A(0),

ou seja,

A∗
(0) = −A(0)

Notemos que o Lema 4.13 garante, ainda, que o operador iA(0) é auto-adjunto e

consequentemente o operador A(0) é fechado densamente definido e A(0) = −A∗
(0), ou

seja, para todo x ∈ D(A(0))

〈A(0)x, x〉Y 0 = 〈x,A∗
(0)x〉Y 0 = −〈A(0)x, x〉Y 0

e Re(〈A(0)x, x〉H) = 0, implicando que A(0) e A
∗
(0) = −A(0) são dissipativos. Assim pelo

Teorema de Lumer-Philips (Veja [4, p. 126]), obtemos que A(0) e A
∗
(0) são geradores

infinitesimais de semigrupos de operadores lineares e limitados fortemente cont́ınuos.

Nosso principal objetivo é calcular o domı́nio das potências fracionárias do operador

−A(0). Para isto, iremos primeiro calcular o operador resolvente associado a A(0,0), isto

é, se λ ∈ ρ(−A(0,0)), temos

(λ+ A(0,0))
−1 =

([

λ 0

0 λ

]

+

[

0 −IH
A 0

])−1

=

([

λ −IH
A λ

])−1

.

Como det

([

λ −IH
A λ

])

= λ2 + A 6= 0, obtemos
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([

λ −IH
A λ

])−1

= (λ2 + A)−1

[

λ IH

−A λ

]

=

[

λ(λ2 + A)−1 (λ2 + A)−1

−A(λ2 + A)−1 λ(λ2 + A)−1

]

,

isto é,

(λ+ A(0))
−1 =

[

λ(λ2 + A)−1 (λ2 + A)−1

−A(λ2 + A)−1 λ(λ2 + A)−1

]

.

Agora, pelo Teorema 4.9, temos

A−α
(0) =

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ+ A(0,0))
−1dλ

para 0 < α < 1. Assim

A−α
(0,0) =

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α

[

λ(λ2 + A)−1 (λ2 + A)−1

−A(λ2 + A)−1 λ(λ2 + A)−1

]

dλ

=









sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αλ(λ2 + A)−1dλ
sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ2 + A)−1dλ

− sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αA(λ2 + A)−1dλ
sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αλ(λ2 + A)−1dλ









.

(4.15)

Tratando de cada elemento da matriz acima separadamente, temos três casos a se

analisar:

• O primeiro caso: A integral

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αλ(λ2 + A)−1dλ.

Consideremos a seguinte mudança de variável































s =λ2

ds =2λdλ;

λ→0 =⇒ s→ 0;

λ→+∞ =⇒ s→ +∞,
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obtemos

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αλ(λ2 + A)−1dλ =
sen
(πα

2
+
πα

2

)

π

∫ +∞

0

s−
α
2 λ(s+ A)−1 ds

2λ

=
2 cos

(πα

2

)

sen
(πα

2

)

2π

∫ +∞

0

s−
α
2 (s+ A)−1ds

= cos
(πα

2

)

A−α
2 ;

(4.16)

• O segundo caso: A integral

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ2 + A)−1dλ =
sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α−1λ(λ2 + A)−1dλ,

Faremos de forma similar a (4.16), isto é, consideramos s = λ2 para obtermos

sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ2 + A)−1dλ =
sen(πα)

2π

∫ +∞

0

s
−α−1

2 (s+ A)−1ds

Já que
sen(πα)

2
= sen

(πα

2

)

sen
[

π
(α + 1

2

)]

,

segue que

sen
(πα

2

)

A
−1−α

2 = sen
(πα

2

) sen
[

π
(α + 1

2

)]

π

∫ +∞

0

s
−α−1

2 (s+ A)−1ds

=
sen(πα)

2π

∫ +∞

0

s
α−1

2 (s+ A)−1ds

=
sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ2 − A)−1dλ;

(4.17)

• Terceiro caso: A integral

− sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αA(λ2 + A)−1dλ.

Notemos que

− sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αA(λ2 + A)−1dλ = −A sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−α(λ2 + A)−1dλ

= −A sen
(πα

2

)

A
−1−α

2 ,
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isto é,

− sen(πα)

π

∫ +∞

0

λ−αA(λ2 − A)−1dλ = − sen
(πα

2

)

A
1−α
2 . (4.18)

Tendo analisado os três casos, basta substituirmos as igualdades (4.16), (4.17) e

(4.18) em (4.14) e encontrarmos a seguinte fórmula

A−α
(0) =









cos
(

πα
2

)

A−α
2 sen

(

πα
2

)

A
−1−α

2

− sen
(

πα
2

)

A
1−α
2 cos

(

πα
2

)

A−α
2









(4.19)

para 0 < α < 1, isto prova o seguinte lema.

Lema 4.14. Se 0 < α < 1, então

A−α
(0) =









cos
(

πα
2

)

A−α
2 sen

(

πα
2

)

A
−1−α

2

− sen
(

πα
2

)

A
1−α
2 cos

(

πα
2

)

A−α
2









. (4.20)

Visto que o operador A−α
(0) é injetor. Enunciaremos o seguinte resultado que motiva

este trabalho.

Teorema 4.15. Para 0 < α < 1, temos

Aα
(0) =









cos
(

πα
2

)

A
α
2 − sen

(

πα
2

)

A
−1+α

2

sen
(

πα
2

)

A
1+α
2 cos

(

πα
2

)

A
α
2









. (4.21)

Demonstração. Pelo Lema 4.20, temos

A−α
(0,0) =









cos
(

πα
2

)

A−α
2 sen

(

πα
2

)

A
−1−α

2

− sen
(

πα
2

)

A
1−α
2 cos

(

πα
2

)

A−α
2









,

e consequentemente

Aα
(0) =









cos
(

πα
2

)

A
α
2 − sen

(

πα
2

)

A
−1+α

2

sen
(

πα
2

)

A
1+α
2 cos

(

πα
2

)

A
α
2









.
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Com isto, o domı́nio das potencias fracionarias do operador A(0) é

D
(

Aα
(0)

)

= H
1+α
2 ×H

α
2 = D

(

A
1+α
2

)

×D
(

A
α
2

)

.
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