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Resumo

Uma das ferramentas clássicas para o estudo local da topologia de singularidades

analíticas reais e complexas é o Teorema de Fibração de Milnor. Neste trabalho, usamos

alguns conceitos fundamentais em Teoria de Singularidades, apresentamos uma prova

obtida por Lê D�ung Tráng de um resultado que estabelece condições para que um

germe de uma aplicação de�nida em um subconjunto analítico complexo em Cn seja a

projeção de um �brado topológico localmente trivial.

Palavras-chave: Fibração de Milnor; Estrati�cação de Whitney; Estrutura Cônica;

Lemas de Isotopia.



Abstract

One of the classic tools for the local study of the topology of real and complex

analytic singularities is the Milnor Fibration Theorem. In this work, using some fun-

damental concepts in Singularity Theory, we present a proof obtained by Lê D�ung

Tráng of a result that establishes conditions for the germ of a map de�ned in a com-

plex analytic subset in Cn to be the projection map of a (locally topologic trivial) �bre

bundle.

Keywords: Milnor Fibration; Whitney Strati�cation; Conical Structure; Isotopy Lem-

mas.
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Introdução

A Teoria de Singularidades é uma área que trata da topologia e da geometria de

aplicações analíticas que não são regulares.

A�m de estudar a topologia de aplicações diferenciáveis, podemos analisar a topolo-

gia da imagem ou das �bras desta aplicação. De maneira geral, na literatura, o estudo

topológico da pré-imagem é mais avançado que o de imagens, uma vez que sabemos que

a imagem inversa de um valor regular por uma aplicação diferenciável é uma variedade

diferenciável.

Um dos problemas principais em Teoria de Singularidades é estudar localmente o

comportamento topológico de variedades (reais ou complexas). O Teorema de Fibração

de Milnor, desenvolvido por J. Milnor em [27], é uma das principais ferramentas usadas

para entender o comportamento de hipersuperfícies com singularidades.

Este resultado a�rma que se 0 é um ponto crítico isolado de uma função analítica

complexa f : Cn −→ C, com f(0) = 0, então para ε > 0 su�cientemente pequeno,

a função φ : S2n−1
ε \ Kε −→ S1 dada por φ = f/|f | é a projeção de um �brado

diferenciável localmente trivial, onde S2n−1
ε é a esfera de centro 0 e raio ε e o conjunto

Kε := f−1(0) ∩ S2n−1
ε é chamado de link da singularidade na origem.

Usando este resultado, é possível descrever localmente a topologia da �bra singular,

analisando a topologia das �bras não singulares que estão su�cientemente próximas.

Se V = f−1(0) é um espaço analítico (real ou complexo) e tem singularidade isolada

na origem, J. Milnor provou que o link Kε é uma variedade real, suave de dimensão

m− 1, onde m é a dimensão real de V e a topologia de V e seu mergulho em Cn (ou

Rn) são completamente determinadas pelo mergulho de Kε em Sε.
Usando o Teorema de Fibração de Ehresmann, J. Milnor obteve uma versão do seu

Teorema de Fibração para o caso de uma função analítica real f : Rm −→ Rk. Este

resultado a�rma que se f é uma submersão em cada ponto de uma vizinhança furada

da origem, ou seja, para toda esfera su�cientemente pequena Sε em Rm centrada em

zero, e para todo η > 0 su�cientemente menor com respeito ao ε, a restrição de f ao

complemento de uma vizinhança tubular de f−1(0) ∩ Bε em Bε é a projeção de um

�brado localmente trivial sobre a esfera Sη em Rk.
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Posteriormente, H. Hamm generalizou o Teorema de Fibração de Milnor no tubo

para interseções completas com singularidades isoladas em [12].

O objetivo principal desta dissertação é estudar uma generalização do Teorema de

Fibração de Milnor obtida por D. T. Lê em [19] para o caso de um germe de uma função

analítica. Sejam X um subconjunto analítico de um aberto U de Cn e f : X −→ C uma

função analítica complexa tal que f(x) = 0, para um dado x em X. Nestas condições

temos que a aplicação Ψε,η : f−1(Dη−{0})∩X ∩Bε −→ Dη−{0}, que é a restrição da
f ao conjunto f−1(Dη−{0})∩X∩Bε, é a projeção de um �brado topológico localmente

trivial, se Bε é a bola de centro x e raio ε > 0 e η > 0 é su�cientemente menor que ε.

Nosso trabalho está estruturado da seguinte forma:

No Capítulo 1, apresentamos algumas de�nições fundamentais que são usadas no

decorrer do texto. Um dos principais conceitos apresentados é o de estrati�cação de

Whitney que é fundamental em geometria algébrica e em teoria de singularidades. Este

conceito foi introduzido por H. Whitney e R. Thom ([38],[41]) para estudar singularida-

des de variedades analíticas. Apresentamos as condições de regularidades de Whitney

e um resultado que estabelece quando é possível encontrar uma estrati�cação que é

Whitney regular.

Nos Capítulos 2 e 3, desenvolvemos ferramentas necessárias para a prova do Teo-

rema de Fibração de Milnor-Lê: o Capítulo 2 é dedicado aos Teoremas de Fibração de

Ehresmann e o Primeiro Lema de Isotopia de Thom. Estes resultados nos dizem sob

quais condições uma aplicação diferenciável entre variedades diferenciáveis é a projeção

de um �brado localmente trivial. O segundo resultado é usado como ferramenta para

a prova do Teorema principal desta dissertação. No Capítulo 3, estudamos alguns re-

sultados sobre a topologia do link de uma variedade analítica complexa em um ponto

singular isolado ou não isolado. Apresentamos o Teorema da Estrutura Cônica Local

que a�rma que uma vizinhança su�cientemente pequena de um ponto x0 em um con-

junto analítico tem a mesma topologia do Cone(Kε), onde o Cone(Kε) é o conjunto

formado por todos os pontos que ligam x0 ao conjunto Kε.

No Capítulo 4, apresentamos o resultado provado por Lê D�ung Tráng em [19], como

citamos anteriormente, que generaliza a existência de �bração de Milnor para subcon-

juntos analíticos complexos. Finalizamos nosso trabalho apresentando um Teorema de

Fibração para o caso real.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos básicos de topologia e teoria de singu-

laridades tais como Variedades Diferenciáveis, Variedades Algébricas, Conjuntos Analí-

ticos Complexos, Homotopia, CW Complexos, Grupos de Homotopia, Fibrados Vetori-

ais e Estrati�cação de Whitney, que são necessários no decorrer do texto. As principais

referências para este capítulo são [3], [11], [20], [21] e [27].

1.1 Variedades Diferenciáveis

O objetivo desta seção é introduzir o conceito de variedades diferenciáveis e apre-

sentar alguns exemplos e resultados essenciais sobre estes espaços.

De maneira geral, podemos considerar uma variedade diferenciável um objeto se-

melhante à uma superfície mas que não precisa necessariamente estar contido em um

espaço euclidiano. Na verdade, esses objetos geométricos são subespaços de um espaço

topológico qualquer.

De�nição 1.1. Uma variedade topológicaM de dimensão n é um espaço topológico de

Hausdor� com base enumerável tal que para cada ponto p emM existe uma vizinhança

aberta U do ponto p em M homeomorfa a um subconjunto aberto U ′ do Rn.

Figura 1.1: Variedade Topológica
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1. Preliminares

De�nição 1.2. Seja M uma variedade topológica. Um sistema de coordenadas locais

ou carta local de M é um homeomor�smo h : U −→ U ′ de um aberto de M em um

aberto U ′ de Rn. Um atlas de M é um conjunto U = {hα | α ∈ A} tal que a união dos

domínios das cartas hα é todo espaço M . Além disso, dizemos que um atlas de uma

variedade é diferenciável se todas as suas cartas são diferenciáveis 1.

Se hα e hβ são cartas, podemos de�nir o homeomor�smo hαβ = hβ ◦h−1α no conjunto

hα(Uαβ), onde Uαβ é o conjunto formado pela interseção dos domínios Uα, Uβ de hα
e hβ, respectivamente. A aplicação hαβ pode ser vista como um homeomor�smo estre

os abertos hα(Uαβ) e hβ(Uαβ) em Rn. Chamamos este homeomor�smo de mudança de

coordenadas.

Figura 1.2: Mudança de Coordenadas

Sejam M um espaço topológico e U um atlas de dimensão m e classe Ck neste

espaço topológico. Dizemos que um sistema de coordenadas hβ : Uβ −→ Rn em M é

admissível em relação ao atlas U se U ∪ {hβ} ainda é um atlas de classe Ck em M . Se

todos os sistemas de coordenadas emM são admissíveis em relação ao atlas U, dizemos

que este atlas é máximo de classe Ck.

De�nição 1.3. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um par (M,U), tal que

M é um espaço topológico Hausdor� com base enumerável e U é um atlas máximo de

dimensão n.

Exemplo 1.1. Se M e N são variedades diferenciáveis de dimensão n, m, munidas

com os atlas diferenciáveis U , B, respectivamente. Então o espaço topológico M × N
1de classe C∞.
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1. Preliminares

também é uma variedade diferenciável. Podemos considerar em M ×N o atlas U × B
de classe Ck constituído pelos sistemas de coordenadas

h1 × h2 : U × V −→ Rm+n

(p, q) 7−→ (h1(p), h2(q))

com h1 ∈ U e h2 ∈ B. Logo, U ×B é um atlas de classe Ck contido em um único atlas

maximal de classe Ck, e, portanto, M ×N é uma variedade diferenciável chamada de

variedade produto.

Exemplo 1.2. Todo subconjunto aberto U de Rn é uma variedade diferenciável. Cla-

ramente, o atlas formado pela aplicação identidade i : U −→ U de�ne em U uma

estrutura diferenciável.

Exemplo 1.3. O conjunto de todos os subespaços vetoriais de dimensão r do espaço

euclidiano Rn+r forma uma variedade diferenciável chamada de variedade Grasmanni-

ana, a qual denotamos por Gr(Rn+r). De fato, consideramos α = (E,F ) o par formado

por subespaços de Rn+r tais que E ⊕ F = Rm+n e dim E = r; associado a este par,

seja Uα o conjunto dos subespaços vetoriais H em Gr(Rn+r) tais que H ∩ F = {0}.
Note que a projeção πE : E ⊕ F −→ E leva H isomor�camente sobre E.

Assim, a aplicação

hα : Uα −→ L(E,F )

H 7−→ πF ◦ (πE|H) : E −→ F

de�ne um sistema de coordenadas locais em Gr(Rn+r).

Além disso, sejam T = hα(H) e T ′ = hβ(H), onde α(E,F ) e β(E ′, F ′) A mu-

dança de coordenadas hβ ◦ h−1α : L(E,F ) −→ L(E ′, F ′) é dada da seguinte forma:

Consideramos a aplicação

T̂ : E −→ E ⊕ F

x 7−→ x+ T (x).

Então, como T̂ (E) = H, a composição πE′ ◦ T̂ nos dá um isomor�smo entre E e E ′.

Portanto,

(hβ ◦ h−1α )(T ) = πF ′ ◦ T̂ ◦ (πE′ ◦ T̂ )−1 = T ′

mostra que a composição (hβ ◦ h−1α ) é de classe C∞.

Com a noção de variedade diferenciável, podemos de�nir um conjunto importante
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1. Preliminares

que está associado a cada ponto de uma variedade diferenciável que possui estrutura

de espaço vetorial normado.

De�nição 1.4. Sejam M uma variedade diferenciável e p um ponto em M . De�nimos

o espaço tangente àM em p como o conjunto formado pelos vetores w tais que γ(0) = p

e γ′(0) = w onde γ : (−ε, ε) −→M é uma caminho diferenciável em M , isto é,

TpM := {w | γ : (−ε, ε) −→M tal que γ(0) = p e γ′(0) = w}.

Figura 1.3: Plano Tangente

Sejam M , N variedades diferenciáveis e f : M −→ N uma aplicação entre estas

variedades.

De�nição 1.5. Dizemos que a aplicação f é diferenciável no ponto p de M se para

um par de cartas hα : U −→ U ′, hβ : V −→ V ′ de M e N respectivamente, com U

vizinhança aberta de p e V vizinhança aberta de f(p), temos hβ ◦f ◦h−1α diferenciável

no ponto hα(p) de U ′. Se a aplicação f : M −→ N é diferenciável para todo ponto de

M , dizemos que f é uma aplicação diferenciável entre variedades.

Munidos destas de�nições podemos entender o que é a derivada de uma aplicação

entre variedades diferenciáveis.

De�nição 1.6. Seja f : M −→ N uma aplicação diferenciável entre variedades dife-

renciáveis. A derivada de f no ponto p é a transformação linear Dfp : TpM −→ Tf(p)N

que leva cada elemento w = γ′(0) de TpM no vetor (Dfp)(w) = (f ◦ γ)′(0) em Tf(p)N .

Podemos observar que a aplicação Dfp está bem de�nida, isto é, independe do

caminho γ escolhido.

Proposição 1.1. Seja f : M −→ C uma aplicação analítica entre variedades diferen-

ciáveis e N uma subvariedade de M . Então x ∈ N é ponto crítico da restrição f |N se,

e somente se

7



1. Preliminares

i) x é ponto crítico de f ;

ii) x é ponto regular de f tal que TxN ⊂ Ker(Dfx).

Demonstração. De fato, observamos que se ι : N −→M é a inclusão, então f |N = f ◦i.
Logo, para x ∈ N , temos D(f |N)x = Dfx ◦Dιx, onde Dιx : TxN −→ TxM .

Observação 1.1. Notamos que os pontos regulares da restrição de f à N são aqueles

tais que Ker(Dfx) é transversal à TxN .

Consideramos o conjunto I = [0, 1] em R. Claramente I não é uma variedade

diferenciável, pois nenhuma vizinhança do 0 é homeomorfa a um aberto de um espaço

euclidiano. Entretanto, podemos ampliar a de�nição de variedade diferenciável de

forma que podemos incluir além de I alguns outros conjuntos importantes.

Seja Hk o semi-espaço superior de Rk, isto é, o conjunto de todos os pontos em

Rk que possuem a ultima coordenada não negativa e seja ∂Hk sua fronteira, isto é, o

conjunto formado pelos pontos que possuem a ultima coordenada nula.

De�nição 1.7. Dizemos que M é uma variedade topológica com bordo de dimensão

k se é um espaço de Hausdor� com base enumerável tal que para cada ponto p em M

existe uma vizinhança aberta homeomorfa a um subconjunto aberto do espaço Hk.

De�nição 1.8. Uma variedade diferenciável com bordo de dimensão n é o par (M,D)

tal que M é uma variedade topológica de dimensão n e D é um atlas maximal para M .

O bordo (ou fronteira) deM , denotado por ∂M , é o conjunto formado pelos pontos

que pertencem à imagem de ∂Hk. Denominamos o complemento da fronteira,M\∂M =

Int(M), por interior de M . Assim, uma variedade diferenciável sem bordo M é tal

que sua fronteira é vazia. Observamos que as noções de fronteira e interior de uma

variedade diferenciável são diferentes das noções de fronteira e interior topológicos. De

fato, consideramos I mergulhado em R2 e podemos notar que ∂I = {0, 1} enquanto
que fronteira topológica de I é todo I.

Exemplo 1.4. A bola unitária fechada B em Rn é uma variedade diferenciável com

bordo. De fato, como a bola aberta é uma variedade diferenciável, temos que analisar

os pontos que estão na fronteira de B, isto é, os pontos em Sn−1. Porém, dado um

ponto p ∈ Sn−1 qualquer vizinhança aberta deste ponto é homeomorfa a um aberto de

Hn. Portanto, B é uma variedade topológica com bordo.

Proposição 1.2. SejaM uma variedade diferenciável de dimensão n com bordo. Então

∂M é uma variedade diferenciável sem bordo de dimensão n− 1.

8



1. Preliminares

Demonstração. Ver [11], Proposição p. 59.

Observamos que se p é um ponto do interior ou fronteira da variedade M o plano

tangente TpM é de�nido de maneira análoga à De�nição 1.4.

Sej f : M −→ N uma aplicação diferenciável entre variedades diferenciáveis. Um

ponto y em N é uma valor regular de f se a aplicação diferencial Dfp é sobrejetiva

para todo ponto p na imagem inversa f−1(y).

Teorema 1.3. Seja y um valor regular da aplicação diferenciável f : M −→ N . Então

f−1(y) é uma subvariedade de M e

dimf
−1(y) = dimM − dimN.

Demonstração. Ver [11], p. 21.

Dada uma aplicação diferenciável f : M −→ N entre variedades e y um valor

regular de f , segue do Teorema 1.3 que a imagem inversa de y via f , isto é, f−1(y) é

uma subvariedade de M . Entretanto, existem condições que generalizam a noção de

regularidade, de forma que dada uma subvariedade Y de N , temos que f−1(Y ) é uma

subvariedade deM . Estas condições estão relacionadas ao conceito de transversalidade.

De�nição 1.9. Dizemos que uma aplicação f : M −→ N de classe Ck é transversal à

subvariedade Z de N se para cada elemento p em f−1(Z) temos

Im(Dfp) + TpZ = Tf(p)N .

No caso especial em que f é a aplicação inclusão entre duas subvariedades W e Z de

M , temos que f é transversal à subvariedade Z se, e somente se para todo ponto p em

W ∩ Z,

TpW + TpZ = TpM

Neste caso, dizemos que W e Z são transversais.

Exemplo 1.5. Sejam α uma curva e S uma superfície em R3 e seja ı a aplicação

inclusão. Note que α ∩ S = {p}. Além disso, como a reta Tpα é ortogonal ao plano

TpS, temos que Tpα + TpS = TpR3 = R3. Portanto, α e S são transversais.

9



1. Preliminares

Figura 1.4: Transversalidade

Consideramos agora as curvas β e γ em R2 de forma que β ∩ γ = {p} e Tpβ = Tpγ.

Assim, Tpβ + Tpγ 6= TpR2. Portanto, as curvas β e γ não são transversais.

Figura 1.5: Curvas não Transversais

Teorema 1.4. Seja f : X −→ Y uma aplicação diferenciável transversal à subvarie-

dade Z ⊂ Y . Então f−1(Z) ⊂ X é uma subvariedade. Além disso,

codimf
−1(Z) = codimZ .

Demonstração. Ver [11], p. 28.

Este resultado pode ser generalizado para o caso em que X é uma variedade dife-

renciável com bordo:

Teorema 1.5. Seja f uma aplicação diferenciável de uma variedade com fronteira

M em uma variedade sem bordo N . Suponha que as aplicações f : M −→ N e

∂f : ∂M −→ N são transversais com respeito à subvariedade sem bordo Z de N .

Então f−1(Z) é uma subvariedade com bordo ∂(f−1(Z)) = f−1(Z) ∩ ∂M . Além disso,

codim f
−1(Z) = codim Z.

Demonstração. Ver [11], p. 60.

A partir do Teorema 1.4 obtemos o seguinte resultado, que é utilizado diversas vezes

no decorrer do texto.

Teorema 1.6. Sejam Y uma variedade diferenciável e Z, W subvariedades diferen-

ciáveis de Y de dimensão n, m e k, respectivamente. Se Z e W se intersectam trans-

versalmente, então:

10
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i) A interseção W ∩ Z é uma variedade diferenciável;

ii) codim (W ∩ Z) = codim W + codim Z

Demonstração. Ver [11], p. 30.

1.2 Conjuntos Algébricos

Dada uma família de funções polinomiais em um anel de polinômios K[x1, · · · , xn],

podemos estudar o conjunto de zeros desta família de funções, que é chamado de

conjunto algébrico. Neta seção temos como objetivo estudar alguns resultados sobre o

conjunto dos pontos singulares e dos pontos não singulares de um conjunto algébrico

dado. Para uma referência, ver [27].

De�nição 1.10. Seja K um corpo in�nito (em nosso contexto consideramos C ou R) e
Kn o espaço coordenado consistindo de todas as n−uplas x = (x1, · · · , xn) de elementos

de K. Um subconjunto V de Kn é chamado de conjunto algébrico se V é o conjunto

solução de uma família de equações polinomiais em K[x1, · · · , xn].

Entretanto, como K[x1, · · · , xn] é um anel Noetheriano o conjunto algébrico V pode

ser de�nido por um número �nito de equações polinomiais

fj(x1, · · · , xn) = 0, j = 1, · · · ,m

com f1, · · · , fm ∈ K[x1, · · · , xn].

Exemplo 1.6. V = {(x, y) ∈ R2 | xy − 1 = 0} é um conjunto algébrico.

Figura 1.6: Hipérbole

Em outras palavras, um conjunto algébrico V pode ser visto como o conjunto

V(I) = {x ∈ Kn | f(x) = 0 ∀ f ∈ I}

11
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onde I é o ideal gerado pelos polinômios f1, ..., fm.

No caso em que o ideal I é primo, temos uma importante família de conjuntos

algébricos denominados variedades, ou seja,

De�nição 1.11. Dizemos que um conjunto algébrico V é uma variedade algébrica

quando não pode ser escrito como a união de dois subconjuntos algébricos próprios, ou

seja, quando V é irredutível.

Exemplo 1.7. Os conjuntos ∅ e Kn são conjuntos algébricos. De fato, o ∅ é o conjunto
solução do sistema formado por todos os polinômios em K[x1, · · · , xn] e Kn é o conjunto

solução do polinômio nulo. Além disso, todo ponto a em Kn é tal que {a} é conjunto
algébrico porque é o conjunto formado pela solução da função polinomial f(x) = x−a.

Exemplo 1.8. Se {Vγ}γ∈Γ é uma família de conjuntos algébricos com Vγ ⊂ Kn então⋂
γ∈Γ

Vγ é conjunto algébrico.

De fato, para cada conjunto algébrico Vγ, seja Iγ = 〈fγ1 , ..., f
γ
k 〉 tal que V(Iγ) = Vγ.

Então, ⋂
γ∈Γ

Vγ =
⋂
γ∈Γ

V(Iγ) = V(
∑

(Iγ)).

Como
∑

(Iγ) é um ideal formado por todas as funções que geram cada Vγ, segue que

V(
∑

(Iγ)) é o conjunto de zeros de todas estas funções. Logo,
⋂
γ∈Γ

Vγ é um conjunto

algébrico.

Exemplo 1.9. Se V1, · · · , Vr ⊂ Kn são conjuntos algébricos então
r⋃
i=1

Vi é conjunto

algébrico.

Como temos uma quantidade �nita de conjuntos algébricos, é su�ciente mostrar

que dados dois conjuntos algébricos V1 = V(I) e V2 = V(J), com I = 〈f I1 , ..., f Im〉
J = 〈fJ1 , ..., fJk 〉〉 e cada f Ii , f

J
j funções polinomiais em K[x1, ..., xn], a união V1 ∪ V2é

um conjunto algébrico. Assim, vamos mostrar que V(I) ∪ V(J) = V(IJ).

De fato, pelas propriedades de ideal é fácil ver que IJ ⊂ I e IJ ⊂ J , e então,

IJ ⊂ I ∩ J . Assim, I ∪ J ⊂ V(IJ). Por outro lado, vamos supor que existe um

elemento x ∈ V(IJ) tal que x 6= I, então existe uma função polinomial f ∈ I tal

que f(x) 6= 0. Além disso, para todo g ∈ J temos que fg ∈ IJ , e então fg(x) = 0,

implicando que g(x) = 0, isto é, x ∈ V(J).

Portanto, V(I) ∪ V(J) é um conjunto algébrico.

A partir dos conjuntos algébricos, podemos de�nir uma importante topologia no

espaço coordenado Kn, chamada de topologia de Zariski.

12
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De�nição 1.12. De�nimos a topologia de Zariski em Kn como a topologia cujo os

fechados são os conjuntos algébricos.

Exemplo 1.10. A maneira mais natural de de�nir o espaço projetivo Pn é dizer que

ele consiste de todas as retas l que passam pela origem em Cn+1. Cada reta é deter-

minada pela multiplicação de um vetor não nulo (x0, · · · , xn) ∈ Cn+1 por um número

complexo λ ∈ C−{0}. Consideramos x0, · · · , xn as coordenadas em Cn+1 e x′0, · · · , x′n
as coordenadas homogêneas em Pn.

Vamos construir o espaço projetivo da seguinte forma:

Observamos que tanto os xi's quanto os polinômios não constantes na variável xi não

são funções em Pn. Entretanto, expressões dadas por
xj
xi

podem ser vistas localmente

como funções em Pn, basta olhar para estas expressões nos subconjuntos Ui = Pn \Hi,

onde Hi = {(x0, · · · , xn) ∈ Cn+1 | xi = 0}. Em outras palavras, Ui consiste das linhas

l ⊂ Cn+1 que se projetam isomor�camente no i−ésimo eixo coordenado.

Agora, para i �xo, consideramos a função

ξ(i) : Ui −→ Cn+1

(x0, · · · , xn) 7−→
(
x0
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi
xi
,
xi+1

xi
, · · · , xn

xi

)
.

Notamos que ξ(i) é uma bijeção entre Ui e o subespaço a�m xi = 1 em Cn+1. Usando

esta correspondência, o subespaço Hi corresponde às linhas que estão no hiperplano

xi = 0 e também pode ser identi�cado como o espaço projetivo Pn−1 pela aplicação

ϕ : Hi −→ Pn−1

(x0, · · · , xi−1, 0, xi+1, · · · , xn) 7−→ (x0, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn)

Os conjuntos U ′is formam uma cobertura para Pn e podemos considerar cada um deles

uma carta a�m em Pn.

De modo geral, podemos de�nir um ponto singular da seguinte forma:

De�nição 1.13. Seja V uma variedade algébrica complexa. Dizemos que x ∈ V é um

ponto singular de V se não existe vizinhança aberta U de x em V tal que U é uma

variedade diferenciável.

Denotamos por Σ(V ) o conjunto de todos os pontos singulares da variedade algé-

brica V .

De�nição 1.14. Sejam K[x1, · · · , xn] anel de polinômios e V um conjunto algébrico.

De�nimos I(V ) como o ideal consistindo de todos os polinômios que se anulam em V .
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Como K[x1, · · · , xn] é um anel Noetheriano, segue que I(V ) é �nitamente gerado, isto

é, I(V ) = 〈f1, ..., fk〉.

É importante observar que esta de�nição não depende da escolha dos f ′is, uma

vez que se acrescentarmos um polinômio fk+1 ao conjunto {f1, · · · , fk} temos que ele

será a combinação linear de f1, · · · , fk. Seja V um conjunto algébrico. Consideramos

polinômios f1, · · · fk que geram I(V ). Para cada ponto x em V seja
(
∂fi
∂xj

)
k×n

a matriz

formada pela diferencial das f ′is aplicada no ponto x. Vamos considerar p o maior posto

que a matriz
(
∂fi
∂xj

)
k×n

atinge para qualquer ponto de V com p ≤ min{k, n}.

Como consequência da de�nição 1.13 temos o seguinte resultado:

Proposição 1.7. Seja V uma variedade algébrica. Então um ponto x de V é singular

se a matriz
(
∂fi
∂xj

)
k×n

tem posto < p em x.

Note que um ponto x pertence à Σ(V ) se, e somente se, o determinante de todas

as matrizes
(
∂fi
∂xj

)
p×p

aplicada em x é nulo. Além disso, Σ(V ) forma um subconjunto

algébrico próprio de V .

Consideramos V ⊂ Kn uma conjunto algébrica e p como de�nido anteriormente.

Vamos apresentar alguns resultados sobre o conjunto M1 = V \ Σ(V ) dos pontos não

singulares de V , que são utilizados no decorrer do texto.

Teorema 1.8 (Whitney). Se K é o corpo dos reais ou complexos, então o conjunto

V \ Σ(V ) é uma variedade diferenciável não vazia. Mai ainda, V é uma variedade

diferenciável analítica real ou complexa e tem dimensão n− p sobre K.

Whitney também mostra em [41] que se V é irredutível, isto é, V é uma variedade

algébrica, então a dimensão da variedade diferenciável M1 sobre K é igual a dimensão

algébrica de V sobre K.

Teorema 1.9 (Whitney). Para arbitrários V,W variedades algébricas reais ou comple-

xas em um espaço coordenado Kn tais que V ⊃ W , o conjunto V \W tem no máximo

um número �nto de componentes topológicas.

Os Teoremas 1.8 e 1.9 são resultados básicos sobre variedades algébricas que foram

provados por H. Whitney em [41], entretanto J. Milnor prova o Teorema 1.9 de forma

diferente no Apêndice A de [27].

Proposição 1.10. Seja V uma variedade algébrica real ou complexa de�nida por

um polinômio f(x) = 0, com f irredutível(caso V seja uma vaidade algébrica real

adicionamos a hipótese que V contém um ponto regular de f). Então todo polinômio

em I(V ) é um múltiplo de f . Além disso, V é irredutível e o conjunto Σ(V ) = V ∩C,
onde C é o conjunto dos pontos críticos de f .
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Demonstração. Ver [27], Lema 2.5, p. 14.

Corolário 1.11. Toda variedade algébrica pode ser escrita como uma união �nita

disjunta

V = M1 ∪ · · · ∪Mp

onde cada Mj é uma variedade diferenciável com apenas uma quantidade �nita de

componentes conexas. Analogamente, o conjunto V \W também pode ser expresso

como uma união �nita de variedades diferenciáveis.

Demonstração. Ver [27], Corolário 2.6, p. 15.

Seja M1 = V \Σ(V ) a variedade diferenciável formada pelos pontos não singulares

de V ⊂ Kn e consideramos g uma função polinomial em Kn.

Seja W o conjunto de todos os pontos x em V tais que a matriz

∂g

∂x1
· · · ∂g

∂xn
∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
...

∂fk
∂x1

· · · ∂fk
∂xn


tem posto menor ou igual à p; onde f1, · · · , fk são polinômios que geram I(V ).

Os próximo resultado é usado como ferramenta para a prova do Teorema 3.3 no

Capítulo 3.

Teorema 1.12. O conjunto dos pontos críticos da função g|M1 : M1 −→ K é igual à

interseção M1 ∩W .

Demonstração. Como M1 = V \ Σ(V ) temos que para cada a ∈M1, a matriz
∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

...
...

∂fk
∂x1

(a) · · · ∂fk
∂xn

(a)


tem posto máximo p, onde f1, · · · , fk ∈ K[x1, · · · , xn] são polinômios que geram I(V ).

Consideramos F : Kn → Kk a aplicação dada por

F (x1, · · · , xn) = (f1(x1, · · · , xn), · · · , fk(x1, · · · , xn)).

Pela Forma Local das Submersões, existe um sistema de coordenadas h : Z → W

com h(a) = 0, onde Z é vizinhanças de a emKn tal que localmente (F◦h−1) se comporta
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como projeção nas p primeiras coordenadas, isto é, (F ◦h−1)(x1, · · · , xp, xp+1, · · · , xn) =

(u1, · · · , up).
Como os f ′is se anulam em V , observamos que para todo ponto x em M1 ⊂ V

temos que F (x) = (f1(x), · · · , fm(x)) = (0, · · · , 0). Por outro lado, localmente temos

F (x) = (u1, · · · , up). E, assim,

(u1, · · · , up) = (0, · · · , 0).

Logo, M1 é o conjunto dos pontos {(u1, · · · , un) ∈ V |u1 = · · · = up = 0} e então

podemos tomar up+1, · · · , un como coordenadas locais em M1. Ainda, como os f ′is se

anulam em M1, note também que
(
∂fi
∂uj

)
(x) = 0 para todo x em M1 e j ≥ p + 1.

Além disso, a matriz
(
∂fi
∂uj

)
tem posto p por ser coluna equivalente à matriz

(
∂fi
∂xl

)
.

Deste modo, as p primeiras colunas de
(
∂fi
∂uj

)
são linearmente independentes.

Assim, a matriz 

∂g

∂u1
· · · ∂g

∂un
∂f1
∂u1

· · · ∂f1
∂un

...
...

∂fk
∂u1

· · · ∂fk
∂un


tem posto p se, e somente se,

∂g

∂up+1

(x) = · · · = ∂g

∂un
(x) = 0. Mas isto acontece somente

se o ponto x for um ponto crítico de g|M1 .

Portanto, como a matriz acima é coluna equivalente à matriz dada no enunciado

do lema, o teorema está provado.

De�nição 1.15. Seja g : M1 −→ K uma função polinomial. Dizemos que x é um valor

crítico de g se é a imagem por g de um ponto crítico.

Corolário 1.13. A função polinomial g em M1 tem no máximo um número �nito de

valores críticos.

Demonstração. Vimos no Teorema 1.12 que o conjunto dos pontos críticos de g|M1 é

exatamente dado por (V \Σ(V ))∩W , onde W é uma vizinhança de um ponto a ∈M1;

além disso temos também queW é um subconjunto de V . Assim o conjunto dos pontos

críticos de g|M1 pode ser expresso como diferença das variedades algébricas W e Σ(V ).

Pelo Corolário 1.11, esta diferença pode ser escrita como uma união �nita de variedades

diferenciáveis, isto é,
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W \ Σ(V ) = M ′
1 ∪ · · · ∪M ′

p.

onde cada M ′
i tem um número �nito de componentes conexas.

Cada ponto x de M ′
i é um ponto crítico de g|M1 , em particular, cada ponto x

também é um ponto crítico de g|M ′i . Como todos os pontos de M ′
i são pontos críticos,

signi�ca que a derivada da função g se anula em todos eles, ou seja, g é constante

em cada componente conexa de M ′
i . Além disso, como a quantidade de componentes

conexas é �nita, temos que a imagem g(M ′
i) é um conjunto �nito.

Portanto, o conjunto dos valores críticos de g|M1 dado por

g(W \ Σ(V )) = g(M ′
1) ∪ · · · ∪ g(M ′

p)

é �nito.

1.3 Conjuntos Analíticos Complexos

De forma geral, conjuntos analíticos complexos são conjuntos de�nidos de forma

semelhante à conjuntos algébricos, sendo o conjunto de zeros de uma quantidade �nita

de funções holomorfas.

A principal referência desta seção é [6].

De�nição 1.16. Sejam U um subconjunto aberto de C e f : U → C uma função.

Dizemos que f é diferenciável no ponto z0 de U se o limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existir. Neste caso, denotamos este limite por f ′(z0). Quando a aplicação f é diferen-

ciável em cada ponto z de U dizemos que f é uma função holomorfa ou uma função

analítica complexa.

Em [22], é possível ver que uma aplicação analítica complexa é in�nitamente dife-

renciável e pode ser descrita por meio de sua série de Taylor (ver [22] p. 5).

Observação 1.2. Na De�nição 1.1, poderíamos tomar homeomor�smos com imagem

em Cn e, assim, poderíamos falar de atlas homeomorfo, ou seja, considerar que as

mudanças de coordenadas são funções holomorfas. Seja ϕ : Cn −→ R2n a aplicação

dada por

ϕ(a1 + ib1, · · · , an + ibn) = (a1, · · · , an, b1, · · · , bn).

Note que esta aplicação é um isomor�smo, e por isso, as variedades holomorfas em Cn

podem ser vistas como variedades diferenciáveis em R2n.
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De�nição 1.17. Seja M uma variedade diferenciável complexa em Cn. Dizemos que

um conjunto A ⊂ M é um subconjunto analítico complexo de M se para cada ponto

a ∈M existem uma vizinhança U de a e funções analíticas complexas f1, · · · , fm nesta

vizinhança tais que

A ∩ U = {z ∈ U | f1(z) = · · · = fm(z) = 0},

isto é, localmente A é o conjunto comum de zeros das funções analíticas f1, · · · , fm.

De�nição 1.18. Dizemos que um conjunto A em uma variedade diferenciável M é

um conjunto analítico complexo (local) se ele é em uma vizinhança de cada um de

seus pontos um conjunto comum de zeros de uma família �nita de funções analíticas

complexas.

Observamos que todo conjunto analítico complexo é um subconjunto analítico com-

plexo.

Além disso, como feito nos exemplos1.8 e 1.9, é possível mostrar que a interseção de

um número �nito de conjuntos analíticos complexos é um conjunto analítico complexo

e que a união �nita de conjuntos analíticos complexos também é um conjunto analítico

complexo.

Estas propriedades mostram que conjuntos analíticos complexos são fechados para

interseção e união �nita. Em [6], E. M. Chirka enfatiza a importância destas propri-

edades uma vez que se considerarmos variedades diferenciávels a intersecção ou união

�nita podem gerar conjuntos que não são necessariamente subvariedades diferenciávels.

Proposição 1.14. Se φ : M −→ N é uma aplicação holomorfa entre variedades dife-

renciávels complexas, então a imagem inversa de qualquer conjunto analítico complexo

A ⊂ N é um conjunto analítico complexo em M .

Demonstração. De fato, seja φ(b) = a ∈ A e sejam f1, · · · , fm funções analíticas em

uma vizinhança U de a que de�ne U ∩ A. Assim, V = φ−1(U) é uma vizinhança de b

e o conjunto φ−1(A) coincide com o conjunto de zeros comuns das funções holomorfas

f1 ◦ φ, · · · , fm ◦ φ.

Observação 1.3. É importante destacar que nem sempre a imagem de um conjunto

analítico complexo por uma aplicação holomorfa é um conjunto analítico complexo.

De fato, considere a aplicação φ : D1 ⊂ C −→ C2, onde D1 é o disco aberto de

centro 0 e raio 1 tal que φ(z) = (z2 − z, z3 − z). Qualquer vizinhança U de 0 é um

conjunto analítico entretanto φ(U) não é um conjunto analítico em nenhuma vizinhança

do ponto (0, 0), pois se (z2 − z, z3 − z) = (0, 0) então z = 0.
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Proposição 1.15. O produto direto A1 × A2 de subconjuntos analíticos A1 ⊂ M1,

A2 ⊂M2 é um subconjunto analítico em M1 ×M2.

Demonstração. Com efeito, se πj é a projeção de M1 ×M2 em Mj, j = 1, 2, então

A1 × M2 = π−1(A1) e M1 × A2 = π−1(A2) são subconjuntos analíticos complexos.

Além disso, a interseção (A1×M2)∩ (M1×A2) = A1×A2 é um subconjunto analítico

complexo.

A seguir, vemos um resultado que nos dá informações sobre a topologia do conjunto

dos pontos singulares de quaisquer conjuntos analíticos complexos.

De�nição 1.19. Dizemos que um ponto a de um conjunto analítico complexo A em

uma variedade diferenciável complexa M é um ponto regular se existe uma vizinhança

U de a em M tal que A ∩ U é uma subvariedade diferenciável complexa de M . Caso

contrário, dizemos que o ponto a é um ponto singular de A.

Quando A É um conjunto algébrico, temos que esta de�nição equivale à De�nição

1.7. Isto se veri�ca na Proposição 1.13.

Teorema 1.16. Se A é um conjunto analítico complexo de uma variedade M então o

conjunto dos pontos singulares é fechado e não denso em A.

Demonstração. Ver [6], Teorema, p. 18.

1.4 Noções básicas de Topologia Algébrica

Nesta seção apresentamos algumas de�nições básicas sobre Topologia Algébrica, re-

lacionados a teoria de homotopia que usamos no decorrer do texto. Para uma referência

mais completa sobre este assunto, ver [14] e [20].

Consideramos I o intervalo fechado da reta [0, 1].

De�nição 1.20. Sejam X e Y espaços topológicos. Dizemos que duas aplicações

contínuas f, g : X −→ Y são homotópicas, e denotamos por f ' g, se existe uma

aplicação contínua

H : X × I −→ Y

tal que, para todo x ∈ X, temos H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) .

Para cada t ∈ I, a homotopia f ' g de�ne a aplicação contínua Ht : X −→ Y , com

Ht(x) = H(x, t).

De modo geral, temos uma família {Ht} de aplicações contínuas que leva a aplicação
f na aplicação g continuamente ao longo do parâmetro t. Observamos também que

H0 = f e H1 = g.
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Em [20], E. L. Lima mostra que homotopia é uma relação de equivalência entre

aplicações contínuas de f : X −→ Y . As classes de equivalência são denominadas

classes de homotopia e denotadas por [f ]. Além disso, é possível provar que composição

de aplicações também preserva homotopia, e daí, podemos de�nir a composição entre

classes de homotopia.

De�nição 1.21. Uma isotopia é uma homotopia na qual cada aplicação contínua Ht é

um difeomor�smo. Além disso, dizemos que dois difeomor�smos são isotópicos se eles

podem ser ligados por uma isotopia.

A próxima de�nição se refere a noção de igualdade no contexto de homotopia.

De�nição 1.22. Chamamos uma aplicação contínua f : X −→ Y de equivalência

homotópica quando existe uma aplicação contínua g : Y −→ X tal que g ◦ f ' idX e

f ◦ g ' idY .

Quando estamos nestas condições, dizemos que os espaços topológicos X e Y pos-

suem o mesmo tipo de homotopia e g é o inverso homotópico de f . De modo geral, se

f : X −→ Y é uma equivalência homotópica então o espaço X pode ser deformado con-

tinuamente no espaço Y e vice versa. Claramente, um homeomor�smo é um exemplo

trivial de equivalência homotópica.

De�nição 1.23. Um espaço topológico X é chamado de contrátil quando possui a

mesma homotopia de um ponto.

Em outras palavras, o espaço topológico X é contrátil se, e somente se, existe uma

equivalência homotópica f : X −→ {x0}, para algum ponto {x0}.

Proposição 1.17. Todo espaço contrátil é conexo por caminhos.

Demonstração. Ver [20], Corolário 1.1, p. 11.

Considerando as classes de homotopia de um tipo especial de aplicações, podemos

construir um importante invariante topológico usado para o estudo de problemas de

homeomor�smos, chamado de grupo de homotopia.

Sejam f, g : I −→ X caminhos no espaço topológico X com f(1) = g(0). Podemos

de�nir uma operação produto f · g entre estes caminhos da seguinte forma:

(f · g)(s) =

{
f(2s), se s ∈ [0, 1/2]

g(2s− 1), se s ∈ [1/2, 1]

A�rmamos que esta operação está bem de�nida, isto é, respeita as classes de homotopia.

De fato, sejam ft e gt homotopias tais que f0 ' f1, g0 ' g1. Se f0(1) = g0(0) podemos

garantir a boa de�nição da operação f0 · g0, além disso, f0 · g0 = f1 · g1.
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De�nição 1.24. Seja π1(X, x0) o conjunto de todas as classes de homotopia [f ] de

caminhos f : I −→ X tais que f(0) = f(1) = x0 ∈ X. O conjunto π1(X, x0) munido

com produto [f ][g] = [f ·g] tem estrutura de grupo e é denominado grupo fundamental

de X de ponto base x0.

A �m de de�nir o espaço πn(X, x0), chamado de grupo de homotopia do espaço X

com ponto base x0, consideramos In o produto de n cópias do intervalo I = [0, 1], isto

é, In = I × · · · × I, n vezes, tal que a fronteira ∂In de In é o subespaço consistindo dos

pontos com pelo menos uma coordenada igual a 0 ou 1.

De�nição 1.25. Para um espaço X com ponto base x0 ∈ X, de�nimos πn(X, x0) o

conjunto das classes de homotopia de aplicações f : (In, ∂In) −→ (X, x0), onde cada

homotopia ft satisfaz ft(∂In) = x0 para todo t.

Observamos que a de�nição inclui o caso n = 0, onde o conjunto I0 é um ponto

e ∂I0 é o conjunto vazio. Logo, π0(X, x0) é o conjunto de componentes conexas por

caminhos de X. Quando n ≥ 2, podemos de�nir uma operação de soma em πn(X, x0),

generalizando a operação de composição em π1, da seguinte forma

(f + g)(s1, s2, · · · , sn) =

{
f(2s1, s2, · · · , sn), se s1 ∈ [0, 1/2]

g(2s1 − 1, s2 · · · , sn), se s1 ∈ [1/2, 1]

Esta operação está bem de�nida nas classes de homotopia. Além disso, é possível

mostrar que πn(X, x0) é um grupo abeliano quando n ≥ 2, com elemento identidade a

aplicação constante que leva In para x0 e com inversa dada por −f(s1, s2, · · · , sn) =

f(1− s1, s2, · · · , sn).

De�nição 1.26. Um espaço X com ponto base x0 é chamado de n−conexo se

πi(X, x0) = 0 para i ≤ n.

Então, 0−conexo signi�ca conexo por caminhos e 1−conexo signi�ca simplesmente

conexo.

Uma aplicação Φ: (X, x0) −→ (Y, y0) induz uma aplicação Φ∗ : πn(X, x0) −→
πn(Y, y0) de�nida por Φ∗([f ]) = [Φf ] (ver [14], p. 340,). É imediato das de�nições que

Φ∗ está bem de�nida e é um homomor�smo se n ≥ 1. Além disso, (Φ ◦Ψ)∗ = Φ∗ ◦Ψ∗,

(Id)∗ = Id e se Φt : (X, x0) −→ (Y, y0) é uma homotopia, então (Φ0)∗ = (Φ1)∗.

Proposição 1.18. Se Sk é a esfera unitária, então a seguinte igualdade é válida:

πn(Sk) = 0 para n < k.
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Demonstração. Ver [14] , p. 349.

De�niremos um tipo especial de espaço topológico, o complexo CW , formado pela

"colagem"de estruturas chamadas de n−células. Um dos principais interesses no estudo

de CW-Complexos é encontrar equivalências homotópicas entre espaços topológicos

desse tipo, ou seja, dado dois espaços CW -complexos, é interessante saber quando

são deformáveis entre si. Para compreender este espaço topológico, vamos a seguinte

de�nição.

De�nição 1.27. Uma n−célula é um espaço homeomorfo ao n−disco abertoDn−Sn−1.
Uma n−célula fechada é uma cópia homeomorfa ao n−disco fechado Dn.

De�nição 1.28. Sejam X um espaço topológico e E uma família de n−células {e(n)},
com n podendo variar. Se X =

⋃
e∈E

{e}, então, para cada k ≥ 0, o k−esqueleto X(k) de

X é de�nido como

X(k) = {e(n) ∈ E | n ≤ k}.

Observamos que X(0) ⊂ X(1) ⊂ X(2) ⊂ · · · ⊂ X(n) ⊂ · · · =
⋃
k≥0

X(k).

Munidos com as ideias acima, podemos de�nir formalmente um complexo CW .

De�nição 1.29. Um complexo CW é uma terna (X,E,Φ), onde X é um espaço de

Hausdor�, E é uma família de n−células em X e Φ = {Φe | e ∈ E} é uma família de

aplicações tais que:

(i) X = ∪{e | e ∈ E} (união disjunta);

(ii) Para cada n−célula e ∈ E, a aplicação Φe : (Dn;Sn−1) −→ (e∪X(n−1);X(n−1)) é

um homeomor�smo relativo;

(iii) Se e é uma n−célula em E, então seu fecho está contido em uma união �nita de

células em E;

(iv) X tem a topologia determinada por {e | e ∈ E}.

De modo geral, um CW complexo é uma união �nita de células abertas. Esta união

é chamada de decomposição celular de X.

Teorema 1.19. Toda variedade compacta de dimensão n tem o tipo de homotopia de

um CW complexo �nito de dimensão n.

Demonstração. Ver [14], Corolário A.12, p. 529.
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1.5 Fibrados Vetoriais

Nesta seção, apresentamos conceitos iniciais sobre a teoria de �brados.

Dada uma variedade diferenciável M , a cada ponto p de M é possível associar

um espaço vetorial, o espaço tangente TpM . Porém, para �ns do nosso estudo, é

interessante saber quando podemos associar um espaço vetorial a cada ponto de um

espaço topológico de modo que o conjunto de todos estes espaços estejam conectados

de forma diferenciável.

Figura 1.7: Fibras em um Espaço Topológico

De maneira geral um �brado vetorial é uma família de espaços vetoriais que es-

tão conectados à uma variedade de uma forma diferenciável. Formalmente, temos a

seguinte de�nição:

De�nição 1.30. Sejam E e B espaços topológicos. Dizemos que a terna (E, π,B) é

um �brado vetorial localmente trivial de dimensão n sobre B se satisfaz as seguintes

propriedades:

i) A aplicação π : E −→ B é contínua, sobrejetiva e Eb := π−1(b) tem estrutura de

espaço vetorial n-dimensional sobre R.

ii) O Axioma da Trivialidade Local é satisfeito, isto é, para cada elemento em B

existe uma vizinhança U e um homeomor�smo

f : π−1(U) −→ U × Rn

tal que para cada b em U

fb = f |Eb : Eb −→ {b} × Rn

é um isomor�smo entre espaços vetoriais.
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Denominamos o par (f, U) de carta vetorial, E o espaço total, Eb a �bra, B a base

e π a projeção do �brado.

Figura 1.8: Trivialidade Local

Além disso, dizemos que o �brado vetorial (E, π,B) é diferenciável se os espaços E

e B são diferenciávels, a aplicação π é diferenciável e f é um difeomor�smo.

Observação 1.4. Seja (E, π,B) um �brado vetorial n-dimensional. Então as �bras Eb
e E ′b são isomorfas para todo b, b′ em B. De fato, pelo Axioma de Trivialidade Local,

temos que fb = f |Eb : Eb −→ {b} ×R é isomor�smo para todo elemento em B. Porém,

os conjunto {b} × Rn e {b′} × Rn são isomorfos para qualquer b, b′ em B. Portanto,

f−1b′ ◦ fb : Eb −→ Eb′ de�ne um isomor�smo entre as �bras Eb e Eb′ .

Exemplo 1.11. Sejam E o cilindro em R3 e π : E −→ S1. Então (E, π, S1) é um

�brado vetorial sobre S1. De fato, como E é homeomorfo ao conjunto S1 × R, a
aplicação

π : E −→ S1

é a projeção canônica, que é contínua e sobrejetiva. Basta mostrar que π cumpre o

Axioma de Trivialidade Local.

Note que, para cada x ∈ S1 qualquer vizinhança U de x é tal que π−1(U) = U × S1.

Assim,

f : π−1(U) −→ U × S1

x 7−→ x

é um homeomor�smo, a saber aplicação identidade. Além disso, para cada x ∈ U , a
�bra π−1(x) = {x} × S1. Daí,
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fx : π−1(x) −→ {x} × S1

é um isomor�smo entre espaços vetoriais.

Figura 1.9: Pojeção do cilindro em S1

Logo, a aplicação π é a projeção de um �brado localmente trivial.

Se um �brado vetorial localmente trivial sobre B tem uma carta vetorial, o deno-

minamos de �brado trivial.

Um exemplo simples de um �brado trivial é dado da seguinte forma:

Exemplo 1.12. Seja M uma variedade diferenciável. O �brado (M ×Rn, π,Rn), onde

π é a projeção na segunda coordenada, é um �brado trivial.

É importante ressaltar que um �brado vetorial localmente trivial não é necessaria-

mente um �brado trivial como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 1.13. Seja E ⊂ R3 a faixa de Möbius. A terna (E, π′, S1) é um �brado

vetorial localmente trivial que não é trivial.

De fato, dado um ponto x em S1 e uma vizinhança U deste ponto, que é um arco de

S1, temos na �gura 1.10 que o π′−1(U) é uma fatia de quatro quadrados de comprimento

e um quadrado de largura. Note também que existe um homeomor�smo φ entre uma

fatia de E e uma fatia do cilindro C (exemplo 1.11). Portanto, (E, π′,S1) é um �brado

localmente trivial. Entretanto, a faixa de Möbius não é o espaço total de um �brado

trivial, pois não podemos escrever E como o produto cartesiano de S1 com um intervalo

J , caso contrário, a Faixa de Möbius seria homeomorfa ao cilindro, o que é absurdo.
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Figura 1.10: Projeção da faixa de Möbius em S1

Proposição 1.20. Se (E, π,B) é um �brado vetorial tal que o espaço base B é con-

trátil, então a trivialização é global.

Este fato segue diretamente das de�nições. De fato, como o espaço base tem a

homotopia de um ponto, então só existirá uma carta vetorial.

De�nição 1.31. Sejam (E, π,B) um �brado vetorial e E ′ um subconjunto de E. Se

em torno de cada b ∈ B existir uma carta (f, U) com

f(π−1(U) ∩ E ′) = U × Rk ⊂ U × Rn

então (E ′, π|E, B) é um �brado vetorial sobre B denominado sub�brado de E de di-

mensão k.

De�nição 1.32. Sejam (E, π,B) e (E ′, π′, B) �brados vetoriais sobre B. Um homo-

mor�smo de �brados é uma aplicação contínua f : E −→ E ′ tal que cada aplicação

fb : Eb −→ E ′b é linear e o diagrama

E
f //

π
��

E ′

π′~~
B

comuta.

De�nição 1.33. Uma seção de um �brado vetorial (E, π,B) é uma aplicação contínua

σ : B −→ E, tal que σ(b) está em Eb para todo elemento b de B.

Exemplo 1.14. A aplicação de�nida por

ζ : B −→ E

x 7−→ 0x
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onde 0x ∈ Ex, é um exemplo trivial de uma seção de um �brado vetorial, chamado de

seção nula e denotamos por ζ.

Observação 1.5. Se σ : B −→ E é uma seção, então σ : B −→ σ(B) é um homeomor-

�smo. Assim, como a base do �brado é homeomorfo a imagem de qualquer seção de

um �brado, podemos sempre tomar a imagem de qualquer seção como base.

Exemplo 1.15. SejaM uma variedade diferenciável. De�nimos �brado tangente como

o terna (TM, π,M) tal que

i) TM :=
⋃
x∈M

TxM

ii) A projeção canônica π é dada por

π : TM −→M

TxM 7−→ x

Se (f, U) é uma carta em M , então a aplicação

π−1(U)
f // U × Rn f×Id// f(U)× Rn

é um homeomor�smo, onde f leva um carva γ ∈ TxM no par (γ(0), (fγ)′(0)). Além

disso, a aplicação que leva TxM 7−→ {b} × Rn é um isomor�smo. Portanto, π é a

projeção de um �brado localmente trivial.

Em outras palavras, o �brado tangente TM é a união dos planos tangentes à uma

variedade dispostos de uma forma diferenciável.

Exemplo 1.16. Consideramos a variedade S1. O �brado tangente TS1 sobre o círculo

S1 é formado pela união disjunta de todas as retas tangentes à S1 dispostas de forma

diferenciável (�gura 1.11).

Figura 1.11: Fibrado Tangente TS1
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De�nição 1.34. SejaM uma variedade diferenciável. Um campo vetorial é uma seção

diferenciável do �brado tangente, isto é, uma aplicação σ : M −→ TM .

De�nição 1.35. Se f : M −→ N é uma aplicação diferenciável entre variedades com

diferencial Dfp : TpM −→ Tf(p)N , podemos de�nir a aplicação diferenciável entre

�brados tangentes Tf : TM −→ TN como Tf (p, v) = (f(p), Dfp(v)), onde v é um

vetor de TpM .

1.6 Estrati�cação de Whitney

Seja V = f−1(0) uma variedade algébrica onde f : Rn −→ Rp é uma aplicação com

coordenadas polinomiais. Em [41] Whitney mostrou que V pode ser particionada em

�nitas subvariedades diferenciávels e conexas em Rn. Posteriormente, em [42] Whitney

re�nou sua de�nição estabelecendo o conceito de estrati�cação de variedades analíticas

reais e complexas.

De modo geral, o objetivo de uma estrati�cação é dividir uma variedade analítica em

subvariedades disjuntas, diferenciáveis tais que estas subvariedades satisfazem certas

propriedades chamadas de condições de Whitney.

De�nição 1.36. Sejam M uma variedade diferenciável e S ⊂ M um subconjunto

qualquer deM . Uma uma estrati�cação localmente �nita de S é uma partição {Sα}α∈J
de S em subvariedades de M , tais que para todo p ∈ S existe uma vizinhança aberta

U de p em M que intersecta apenas uma quantidade �nita de elementos de {Sα}α∈J .
Cada componente Sα é chamada de estrato.

Exemplo 1.17. Sejam M = R3 e C o cone dado por x2 + y2 = z2 e z ≥ 0. Então

{S1, S2} é uma estrati�cação localmente �nita de C, onde S1 = {0} e S2 = C \ S1.

De�nição 1.37. Seja {Sα}α∈J uma estrati�cação de S. Dizemos que {Sα}α∈J satisfaz

a condição de fronteira se para quaisquer dois estratos Sα, Sβ de uma estrati�cação

{Sα} com Sα ∩ Sβ 6= ∅ temos Sα ⊂ Sβ, onde Sβ é o fecho topológico de Sβ. Note que

como os estratos são disjuntos, então se {Sα}α∈J satisfaz a condição de fronteira temos

que Sα = Sβ ou Sα ⊂ Sβ \ Sβ.

Exemplo 1.18. Considere a estrati�cação do cone dada no exemplo 1.17. Então a

condição de fronteira é satisfeita. De fato, como S2 = C temos:

S1 ∩ S2 = {0} e {0} = S1 ⊂ S2 = C.

De�nição 1.38. Seja {Sα}α∈J uma estrati�cação de um conjunto S. Dizemos que

{Sα}α∈J satisfaz as condições de Whitney se para todo par (Sα, Sβ) tal que Sβ ⊂ Sα e

todo ponto y ∈ Sβ, temos:
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a) Dada qualquer sequência de pontos {xn} em Sα que converge para y tal que o

lim
n−→∞

TxnSα = T existe na Grassmanniana correspondente, então TySβ ⊂ T .

b) Dada qualquer sequência de pontos {yn} em Sβ que converge para y tal que o

lim
i−→∞

xnyn = λ existe no espaço projetivo, então λ ⊂ T .

Se uma estrati�cação localmente �nita {Sα} satisfaz a condição de fronteira e as con-

dições de Whitney, dizemos que {Sα} é uma estrati�cação de Whitney.

Apresentamos agora um resultado importante sobre as condições de Whitney.

Proposição 1.21. Sejam Sα e Sβ estratos de uma estrati�cação um subconjunto S

de uma variedade diferenciável M . Se o par (Sα, Sβ) satisfaz a condição b em y então

também satisfaz a condição a em y.

Demonstração. Como as condições a e b são locais, podemos supor que Sα e Sβ são

subvariedades do Rn. Consideramos {xn} uma sequência de pontos em Sα que converge

para y e os planos tangentes TxnSα convergem para algum T ⊂ TyRn = Rn. Devemos

mostrar que TySβ ⊂ T . Suponhamos, por absurdo, que TySβ * T . Então existe uma

linha l ⊂ Rn passando pela origem tal que l ⊂ TySβ mas l * T . Como l ⊂ TySβ,

podemos escolher uma sequência de pontos {yn} em Sβ que converge para y tal que

yi 6= xn e xnyn −→ l. Entretanto, como l * T segue que a condição b não vale,

chegando a uma contradição.

Exemplo 1.19. Seja C o cone com vértice na origem. Consideramos a estrati�cação

{S1, S2} com S1 uma geratriz do cone e S2 = C \ {S1}. Então, esta estrati�cação não

satisfaz as condições de Whitney.

De fato, se considerarmos uma sequência {xn} ⊂ C sobre uma geratriz do cone

diferente de S1 e outra sequência {yn} na geratriz S1, ambas convergindo para a origem

tal que o seguimento xnyn tenha sempre a mesma direção λ. A condição a não é

satisfeita pois limT0S1 * limTxiS2. Além disso, pela Proposição 1.21, seque que a

condição b de Whitney também não é satisfeita. Geometricamente, é fácil observar que

a condição b não é satisfeita porque λ * limTxiS2.

Entretanto, se consideramos a estrati�cação formada por {S1, S2, S3} tal que S1 é

a origem, S2 é uma geratriz menos a origem e S3 = C \ (S1 ∪ S2), temos que esta

estrati�cação satisfaz as condições de Whitney.
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Figura 1.12: Estrati�cação do cone C

Exemplo 1.20. Seja S = f−1(0) o conjunto de zeros da função polinomial f : Rn −→ R
dada por y3 + x3 − z2x2.

Seja S = {S1, S2} uma estrati�cação de S, onde S1 é a parte regular de S e S2 o

eixo da coordenada z. Se tomarmos uma sequência {xn} em S1 que converge para a

origem, temos que lim
n−→∞

TxnS1 = P , onde P é o plano zy. Além disso, T0S2 = S2.

Logo, T0S2 ⊂ P . Note que a condição b de Whitney não vale, pois se tomarmos uma

sequência {yn} em S2 convergindo para a origem tal que lim
n−→∞

xnyn = λ, temos que

λ * P .

Proposição 1.22. Seja Z um subespaço analítico não singular, X, Y subespaços de

Z com estrati�cações de Whitney {Xi} e {Yi}. Suponha que para todo i, j, os estratos
Xi, Xj são transversais. Então, {Xi ∩ Yi} é uma estrati�cação de Whitney de X ∩ Y .

Demonstração. Ver [37], Lema 4.2.2, p. 404.
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O próximo teorema ilustra porque estrati�cações de Whitney constituem uma boa

ferramenta para o estudo de variedades analíticas.

Dada uma variedade analítica V , uma questionamento natural é sob quais condi-

ções V admite uma estrati�cação de Whitney. Em [40], Whitney mostrou o seguinte

resultado:

Teorema 1.23. Toda variedade analítica complexa X admite uma estrati�cação de

Whitney.

Demonstração. Ver [40], Teorema 19.2, p. 540.
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Capítulo 2

Teoremas de Fibração de Ehresmann e

Lemas de Isotopia de Thom

Provaremos neste capítulo os Teoremas de Fibração de Ehresmann, o Primeiro

Lema de Isotopia de Thom e enunciaremos o segundo Lema de Isotopia de Thom. Estes

resultados nos dizem sob quais condições uma aplicação diferenciável entre variedades

diferenciáveis é a projeção de um �brado localmente trivial. As principais referências

são [10], [25] e [35].

2.1 Teoremas de Fibração de Ehresmann

Nesta seção, vamos tratar de aplicações diferenciáveis entre variedades diferenciá-

veis.

Da De�nição 1.30, sabemos que uma projeção de um �brado localmente trivial é

sempre sobrejetora. Uma pergunta natural é sob que condições uma aplicação sobreje-

tora entre variedades diferenciáveis é a projeção de um �brado localmente trivial. Uma

condição é dada pelo Teorema de Fibração de Ehresmann que estudamos a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema de Fibração de Ehresmann para variedades sem bordo). Sejam

M,N variedades diferenciáveis sem bordo de dimensões n + k e n, respectivamente e

f : M −→ N uma submersão própria. Então, f é a projeção de um �brado localmente

trivial.

A ideia da demonstração será a seguinte: Pelo Teorema do Posto, uma submersão

é localmente uma projeção Rn+k −→ Rn. Assim, localmente, toda submersão é uma

projeção de um �brado localmente trivial. Então, usando que a aplicação f é própria,

construímos um campo vetorial em cada vizinhança de cada ponto, e usamos partição

da unidade para construir um campo vetorial em todo espaço.
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Demonstração. A prova a seguir é dada por B. I. Dundas em [10].

ComoN é uma variedade diferenciável, para cada ponto deN existe uma vizinhança

aberta desse ponto difeomorfa a um aberto do espaço euclidiano Rn. Assim, como no

Teorema de Fibração de Ehresmann a questão é local, podemos assumir que N = Rn,

e então, demonstrar o Teorema 2.1 é equivalente à provar que existe um difeomor�smo

h : M −→ Rn × f−1(0) tal que o diagrama

M

f
��

h // Rn × f−1(0)

π
xx

Rn

(2.1)

comuta.

Se M = ∅, então, como f−1(0) = ∅ e ∅ = Rn × ∅, o diagrama 2.1 comuta por

vacuidade. Suponhamos que M 6= ∅. Seja p0 ∈M e r = f(p0) ∈ Rn. Pelo Teorema do

Posto (ver [10] p. 78), temos que para todo p ∈ f−1(r) existem vizinhanças coordenadas

xp : Up −→ U ′p tais que o seguinte diagrama comuta:

Up

xp
��

f |Up // Rn

idRn

��
U ′p ⊂ Rn+k

π
// Rn

Escolhemos uma partição da unidade {λj}, formada por aplicações contínuas λj :

M −→ [0, 1], subordinada à cobertura {Up} (ver [10], Teorema 9.2.2, p. 156). Para

cada j, escolhemos p tal que o suporte supp(λj) ⊂ Up e seja xj = xp de modo que se

tenha uma quantidade enumerável de vizinhanças coordenadas. De�nimos o campo de

vetores Xij : Uj −→ TUj como a aplicação que associa cada q ∈ Uj à transformação

linear wij(q)(t) = x−1j (xj(q)+eit), onde ei ∈ Rn é o i-ésimo vetor unitário e i = 1, · · · , n.
Sejam Xi : M −→ TM dada por Xi =

∑
j

λiXij e π : Rn × Rk −→ Rn a projeção

nas n primeiras coordenadas. Temos que f(u) = π(xj(u)) para todo u ∈ Uj. Assim,

(f ◦ wij(q))(t) = f ◦ x−1j (xj(q) + ejt)

= π ◦ xj ◦ x−1j (xj(q) + eit)

= π(xj(q) + eit)

= f(q) + ei, pois i ≤ n.

Além disso, como
∑
j

λj(q) = 1 para todo q ∈M , temos que
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(Tf ◦Xi)(q) =
∑
j

λj(q)[f ◦ wij(q)]

=
∑
j

λj(q)[t 7−→ f(q) + eit]

= 1[t 7−→ f(q) + eit]

= [f(q) + eit].

Assim,pela de�nição da aplicação Tf , temos que o diagrama

TM
Tf // TRn

M

Xi

OO

f
// Rn

Di

OO

comuta para todo i = 1, · · · , n.
Observamos que para cada i �xado, a curva α : R −→ Rn dada por α(t) = u + tei

é a única solução para o problema de valor inicial α′(t) = ei e α(0) = u. Assim, seja

Φi : Ai −→M o �uxo local correspondente à Xi e consideramos Jp uma seção de Ai no

ponto q em M , isto é, Ai ∩ (R× {p}) = Jp × {p}. Para cada p �xado consideramos a

linha de �uxo α(t) = Φ(t, q). Como as linhas de �uxo são as curvas solução, o triângulo

no diagrama abaixo comuta:

TM
Tf // TRn

Jq

α̇

==

α
//M

xi

OO

f
// Rn

Di

OO

onde Tf está de�nida em 1.35 Além disso, notamos que:

• Tf ◦Dα = Di ◦ f ◦ α = (Di ◦ f) ◦ α = Df ◦ α

• (f ◦ α) = f(α(0)) = f(q)

e, por unicidade:

(f ◦ Φ)(t, q) = f(Φ(t, q)) = (f ◦ α)(t) = f(q) + tei. (2.2)

Vamos mostrar que Ai = R×M. Pela equação 2.2, temos que a imagem de um intervalo

aberto �nito por Φi(−, q) está contido em um compacto K. Logo, a imagem de um

intervalo aberto �nito sob f ◦Φi(−, q) está contido em f−1(K), que é compacto pois f

34



2. Teoremas de Fibração de Ehresmann e Lemas de Isotopia de Thom

é própria. Mas se Jq 6= R a aplicação Φi(−, q) leva qualquer compacto em um tempo

�nito (ver Corolário 8.8.3 em [10]), o que é absurdo, donde, Jq = R e Ai = R ×M.

Portanto, todos os �uxos Φi são globais e podemos de�nir o difeomor�smo

φ : Rn × f−1(r0) −→M

(t, q) 7−→ Φ1(t1,Φ2(t2, · · · ,Φn(tn, q) · · · ))

com inversa

φ−1 : M −→ Rn × f−1(r0)

q 7−→ (f(q)− r0,Φn((r0)n − fn(q), · · · ,Φ1((r0)1 − f1(q), q) · · · ))

Por �m, observamos que φ ser sobrejetiva implica que f é sobrejetiva, e então, podemos

escolher qualquer ponto r0 de Rn. Em particular, podemos escolher r0 = 0. Então,

h : M −→ Rn × f−1(0) é o difeomor�smo tal que o diagrama 2.1 comuta.

Observação 2.1. É possível obter uma versão do teorema anterior substituindo a hi-

pótese de f ser própria pela condição que para cada y ∈ N as �bras f−1(y) sejam

compactas. De fato, basta observar que no início da demonstração tomamos um ele-

mento p na �bra f−1(r0). Assim, podemos diminuir a vizinhança Up de p de forma que

Up ⊂ f−1(r0).

Teorema 2.2 (Teorema de Fibração de Ehresmann para variedades com bordo). Sejam

M,N variedades diferenciáveis com bordo de dimensão n + k e n, respectivamente.

Consideramos f : M −→ N uma submersão própria. Então, f é a projeção de um

�brado localmente trivial.

Demonstração. Pela Proposição 1.2 temos que ∂X é uma variedade diferenciável sem

bordo. Como X = IntX ∪ ∂X, basta repetir a demonstração do Teorema 2.1 para o

interior e fronteira de X.

Se temos agora S uma estrati�cação de Whitney de uma variedade diferenciável M

e f : M −→ N uma aplicação própria que é uma submersão em cada estrato, o Primeiro

Lema de Isotopia de Thom nos garante f é a projeção de um �brado localmente trivial.

Para provar este Teorema, precisamos de algumas de�nições e resultados que são dados

nas seguintes seções.

35



2. Teoremas de Fibração de Ehresmann e Lemas de Isotopia de Thom

2.2 Vizinhanças Tubulares

Nesta seção, cujas principais referências são [25], [30] e [4], de�nimos o conceito de

vizinhança tubular e enunciamos um resultado que estabelece a existência e unicidades

de tais vizinhanças.

Geometricamente, podemos exempli�car a construção da vizinhança tubular da se-

guinte forma: no plano, consideramos uma curva diferenciávelM sem auto-interseções.

Em cada ponto p da curva, trace uma linha lp perpendicular à curva. A menos que esta

curva seja uma reta, estas linhas podem se cruzar de forma complicada. No entanto, se

olhamos uma vizinhança pequena U em torno da curva, as linhas lp e lq não se cruzam,

se p 6= q (ver Figura 2.1). Podemos então de�nir uma vizinhança aberta U =
⋃
p∈M

l′p de

M , onde l′p é uma vizinhança su�cientemente pequena da linha lp.

A variedade U munida com a projeção π : U −→ M que envia cada ponto p ∈ U
para o único ponto x ∈M com x ∈ lp de�ne um �brado vetorial em M .

Figura 2.1: Vizinhança Tubular

Para estender esta construção para uma variedade suave M precisamos introduzir

algumas de�nições.

De�nição 2.1. Um produto interno em um �brado vetorial (E, π,M) é uma aplicação

que associa a cada �bra Eb = π−1(b), um produto interno 〈.〉 com a seguinte propri-

edade: se U é um aberto M e σ1 e σ2 são duas seções diferenciáveis de E sob U , e

u ∈ U , temos que a aplicação

u 7−→ 〈σ1(u), σ2(u)〉,

é diferenciável. Em outras palavras, um produto interno em um �brado vetorial é uma

família de produtos que variam suavemente em cada �bra de E.
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Seja (E, π,M) um �brado munido com um produto interno 〈.〉. Se π : E −→ M é

a projeção do �brado sobre a variedade M e ε é uma função positiva em M , de�nimos

a ε−bola aberta como o conjunto

Bε = { e ∈ E | ‖e‖ < ε(π(e))}

onde, ‖e‖ =
√
〈e, e〉.

Agora, consideramos M uma variedade diferenciável e X uma subvariedade de M .

De�nição 2.2. De�nimos uma vizinhança tubular T de X como a tripla (E, ε, ϕ),

onde E = (E, π,X) é um �brado munido com um produto interno, ε é uma função

diferenciável positiva em X e ϕ é um difeomor�smo de Bε ⊂ E em um subconjunto

aberto de M que comuta com a seção nula ζ de E, isto é, o diagrama

Bε

ϕ

  
X

ζ

OO

� � //M

é comutativo.

Note que X pode ser visto canonicamente mergulhado em E como imagem da seção

ζ. Em outras palavras, uma vizinhança tubular de X em M é uma vizinhança aberta

de X em M difeomorfo a uma vizinhança da seção nula ζ no �brado (E, π,X) (ver [4]

p. 231). Chamamos o conjunto |T | = ϕ(Bε) de tubo.

De�nimos a projeção associada a T como a aplicação

πT := π ◦ ϕ−1 : |T | −→ X.

Também podemos de�nir a função tubular associada a T como a aplicação

ρT := ρ ◦ ϕ−1 : |T | −→ R

tal que para todo ponto e de |T |, ρ(e) = ‖e‖2.
Dado U subconjunto de X, de�nimos a restrição de T para U como a tripla

(E|U, ε|U,ϕ|U).

De�nição 2.3. Consideramos as vizinhanças tubulares T = (E, ε, ϕ) e T ′ = (E ′, ε′, ϕ′)

de X em M . Dizemos que φ : E −→ E ′ é um isomor�smo entre T e T ′ se existe uma

função positiva ε′′ em X tal que ε′′ ≤ min{ε′, ε} e ϕ′ = φ|Bε′′ = ϕ|Bε′′ .

Exemplo 2.1. Consideramos o mergulho natural de Rn em Rm, m = n + k, e seja

(Rm, π,Rn) o �brado vetorial trivial com a �bra típica Rk. Sejam ε a função constante

igual a 1 e ϕ : TRn −→ Rm a restrição da função identidade em Rn, com

TRn = {x = (y, v) ∈ Rn × Rk | ‖v‖ < 1}.
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Assim, a tripla (Rm, ε, ϕ) constitui uma vizinhança tubular de Rn em Rm, chamada

de vizinhança tubular padrão.

Neste caso, a projeção πRn : |TRn| −→ Rm associada à vizinhança tubular TRn é a

própria projeção ortogonal (x1, · · · , xm) 7−→ (x1, · · · , xn, 0, · · · , 0) de Rm em Rn. Já a

função tubular ρRn : |TRm| −→ R, dada por

(x1, · · · , xm) 7−→ x2n+1 + · · ·+ x2m,

calcula o quadrado da distância de um ponto x ∈ Rm ao espaço Rn.

Observação 2.2. Se T e T ' são vizinhanças tubulares isomorfas então temos as se-

guintes igualdades:

πT |ϕ(Bε′′ ) = πT ′ |ϕ(Bε′′ )
ρT |ϕ(Bε′′ ) = ρT ′|ϕ(Bε′′ )

Proposição 2.3. [Unicidade da Vizinhança Tubular] Sejam M uma subvariedade fe-

chada da variedade N e T , T ′ vizinhanças tubulares fechadas deM em N . Então existe

uma isotopia Ht de uma aplicação identidade de ı : N −→ N tal que ı(M) ⊂ M e tal

que H1 |T é uma isometria T −→ T ′.

Demonstração. Ver [16], Teorema 3.5, p. 51.

Consideramos M uma variedade diferenciável e S uma estrati�cação de Whitney

de um subconjunto S de M . Para cada estrato X de S, consideramos TX a vizinhança

tubular de X em M , então πX é a projeção associada a TX e ρX a função tubular

associada a TX .

De�nição 2.4. De�nimos dados de controle para S como uma família {TX} de vizi-
nhanças tubulares tais que se X e Y são estratos e X ∩ Y 6= ∅, então

πX ◦ πY (m) = πX(m) (2.3)

ρX ◦ πY (m) = ρX(m) (2.4)

para todo m ∈ |TX | ∩ |TY | com πY (m) ∈ |TX |.

De�nição 2.5. Consideramos uma aplicação f : M −→ P entre variedades diferenciá-

veis. Se para todo estrato X de S e todo m ∈ |TX | temos f ◦ πX(m) = f(m), dizemos

que a família {TX} é compatível com f .
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Nosso próximo objetivo é mostrar que se restrição de f a cada estrato de S é uma

submersão, então é sempre possível encontrar uma família de dados de controle compa-

tível com ela. Para provar este resultado, precisamos dos seguintes lemas preliminares:

Lema 2.4. Sejam X uma subvariedade de M tal que codim X = k, TX vizinhança

tubular deX emM e x um ponto emX. Então, existe uma carta coordenada ϕ : U −→
Rm tal que U é um aberto deM e x está em U de forma que ϕ(X ∩U) = ϕ(U)∩Rm−k,

e existe um isomor�smo que leva ϕ∗(TX |X∩U) em TRm |ϕ(X∩U).

Demonstração. De fato, comoM é uma variedade diferenciável eX é uma subvariedade

de M , dado um ponto x em X existe uma vizinhança aberta U de x em M que é

difeomorfa a um aberto do Rm. Assim, podemos considerar a carta

ϕ : U −→ Rm.

Como ϕ é um difeomor�smo sobre a imagem e dim X = m− k, temos que

ϕ(U ∩X) = ϕ(U) ∩ Rm−k

como queríamos.

Consideramos T = (E, ε, ϕ) uma vizinhança tubular de X em M e ε′ uma função

diferenciável positiva de�nida em X, com ε′ < ε. Assim, temos:

|T |ε′ = ϕ(Bε ∩Bε′)

|T |0ε′ = ϕ(Bε ∩Bε′)

∂|T |ε′ = ϕ(Bε ∩ Sε′),

onde Sε é a esfera no �brado (E, π,M) de�nida pelo conjunto {v ∈ E | ‖v‖ = ε′(π(v))}
e π é a projeção de E em X.

Lema 2.5. Sejam X e Y subvariedades de M disjuntas tais que o par (X, Y ), com

Y ⊂ X satisfaz a condição b de Whitney. Seja T a vizinhança tubular de X em M .

Então existe uma função positiva ε′ em X tal que a aplicação

(ρT , πT ) : Y ∩ |T |0ε′ −→ R×X (2.5)

é uma submersão.

Demonstração. Consideramos o conjunto
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Σ = {y ∈ |T | | py < dim(R×X)}

onde py é o posto da aplicação (ρT , πT ) em y.

Queremos mostrar que para qualquer x ∈ X existe uma vizinhança U de x tal que

para qualquer y ∈ U temos que y /∈ Σ, ou seja, py = dim (R × X) e assim, (ρT , πT )

será uma submersão para todo y ∈ U .
Como esta a�rmação é local, temos pelo Lema anterior que existe um isomor�smo

entre

ϕ∗(TX |X∩U) e TRm|ϕ(X∩U).

Assim, se m = dim M e k = codim X, é su�ciente provar este resultado quando

M = Rm, X = Rm−k × {0}k, com {0}k = (0, · · · , 0) ∈ Rk, e T é a vizinhança tubular

padrão TRm−k .

Nestas condições, πRm−k é a projeção ortogonal de Rm em Rm−k e a função ρRm−k

determina o quadrado da distância de cada ponto de |TRm−k | à Rm−k.

Seja y um ponto em |TRm−k | que não pertence à Rm−k. O núcleo da diferencial

D(ρRm−k , πRm−k)y é o complemento ortogonal da imagem

yπT (y)⊕ (Rm−k × 0k)

em Rm, onde yπT (y) denota o seguimento de reta que passa por y e πT (y).

Como as subvariedades X e Y satisfazem a condição b de Whitney, temos que dadas

as sequências de pontos {xn) emX convergindo para y e {yn} em Y convergindo para y,

tal que lim
n−→∞

xnπRm−k(xn) = yπRm−k(y) existe no espaço projetivo, então yπRm−k(y) está

contido em lim
n−→∞

TxnX ⊂ TyY . De fato, o par (TxnX, xnπRm−k(xn)) gera um hiperplano

de dimensão (m−k)+1, porque TxnX tem dimensãom−k e limxnπRm−k(xn) é uma reta.

Assim, TyY contém uma direção que corta transversalmente o núcleo da diferencial da

aplicação (ρRm−k , πTRm−k) no ponto y. Portanto, y /∈ Σ e, então, (ρRm−k , πTRm−k) é

uma submersão.

Agora, munidos dos Lemas podemos provar o seguinte resultado:

Proposição 2.6. Sejam S uma estrati�cação de Whitney de um subconjunto S de M

e f : M −→ P uma submersão em cada estrato de S. Então existe uma família {TX}
de dados de controle para S que é compatível com f .

Demonstração. Consideramos a família Sk de estratos de S de dimensão menor ou

igual a k. Seja Sk a união de todos os estratos de Sk. Usamos indução sobre k para

mostrar que a proposição é válida para Sk e Sk.
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Suponhamos que para cada estrato X de dimensão menor que k existe uma vizi-

nhança tubular TX de X tal que a família formada pelas vizinhanças tubulares satisfaz

as condições de dados de controle, isto é, se X e Y são estratos tais que X ⊂ Y , então

πX ◦ πY (m) = πX(m) (2.6)

ρX ◦ πY (m) = ρX(m) (2.7)

para todo m ∈ |TX | ∩ |TY | com πY (m) ∈ |TX |.
Diminuindo a vizinhança tubular TX , se necessário, podemos supor que X e Y são

estratos de dimensão menor que k de forma que a interseção de |TX | e |TY | é vazia. Para
podermos construir as vizinhanças tubulares sobre os estratos de dimensão k, podemos

fazer um estrato de cada vez, já que estratos de mesma dimensão não satisfazem as

condições de dados de controle.

Seja X um estrato de dimensão k. Vamos construir a vizinhança tubular TX em

dois passos. Para esta construção, consideramos Ul a união de todos |TY | com Y ⊂ X

tal que dimY é maior ou igual a l, com l ≤ k. Seja Xl = Ul ∩X. No primeiro passo,

construímos uma vizinhança tubular Tl de Xl usando indução decrescente em l. No

passo indutivo, vamos diminuir vizinhanças tubulares |TY | uma quantidade �nita de

vezes. Por �m, no segundo passo, estendemos T0 a uma vizinhança tubular TX de X .

Primeiro passo:

Se l = k, temos que o conjunto Xl é vazio. Logo, não existe nada a ser construído.

Agora, vamos usar indução decrescente sobre l. Suponhamos que Tl+1 foi construída

e que as seguintes relações de comutatividade são satisfeitas: se Y ⊂ X, dimY ≥
l + 1,m ∈ |Tl+1| ∩ |TY | e πl+1(m) ∈ |TY | com πl+1 = πTl+1

, então

ρY ◦ πl+1(m) = ρY (m)

πY ◦ πl+1(m) = πY (m)

Se necessário, substituindo Tl+1 por uma vizinhança menor, podemos supor que para

um ponto m em |Tl+1| existe um estrato Z ⊂ X com dimensão maior ou igual a l tal

que m ∈ |TZ | e πl+1(m) ∈ |TZ |.
Basta construir Tl em |TY | ∩X para cada estrato Y ⊂ X de dimensão l separada-

mente, pois dado dois estratos de dimensão l, temos que estes não são comparáveis,

logo suas vizinhanças tubulares não se intersectam.

Agora, construímos uma vizinhança tubular TX,Y de |TY | ∩ X de forma que a

seguinte relação de comutatividade é satisfeita: se m é um ponto de |TX,Y | ∩ |TY | e
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πX,Y (m) é um ponto de |TY |, onde πX,Y = πTX,Y , temos que

ρY ◦ πX,Y (m) = ρY (m)

πY ◦ πX,Y (m) = πY (m)

Note que, como m ∈ |Tl+1|, existe um subconjunto Z de X com dimZ > l, m ∈ |TZ |
e πl+1(m) ∈ |TZ |. Por esse fato, diminuindo |TY | se necessário, podemos supor que se

m ∈ |Tl+1| ∩ |TY | e πl+1(m) ∈ |TY |, então a relação de comutatividade é satisfeita.

Além disso, m pertence à |TY | e |TZ |, logo Y e Z são comparáveis e como dimZ > l e

dimY = l, temos que Y ⊂ Z. Logo,

ρY ◦ πl+1(m) = ρY ◦ πZ ◦ πl+1(m) = ρ ◦ πZ(m) = ρY (m)

πY ◦ πl+1(m) = πY ◦ πZ ◦ πl+1(m) = πY ◦ πZ(m) = πY (m)

Mais uma vez, se necessário, podemos diminuir |TY | para garantir que as relações

acima estejam de�nidas para todo m em |TY | ∩ |Tl+1|. Assim, pelo Lema 2.5 podemos

supor que a aplicação (ρY , πU) : X ∩ |TY | −→ R× Y é uma submersão. Agora, temos

que veri�car que TX,Y é compatível com a aplicação (ρY , πU) : Xl+1 ∩ |TY | −→ R× Y .
Pelo Lema 2.4 temos que se X0

l+1 é um subconjunto aberto de X, de modo que

X0
l+1 ⊂ Xl+1 temos que existe uma vizinhança tubular TX,Y satisfazendo a relação de

comutatividade cuja restrição a |TY | ∩ X0
l+1 é isomorfo à restrição de Tl+1. Vamos

de�nir o estrato X ′l+1 analogamente à Xl+1 mas com uma vizinhança tubular T ′Z no

lugar de TZ . Substituindo a vizinhança tubular TZ , com Z ⊂ Y , por uma vizinhança

tubular menor TZ de modo que X ′l+1 ⊂ X0
l+1, conseguimos construir a vizinhança TX,Y

como as propriedades que queríamos.

Portanto, existe uma vizinhança tubular T0 de X0 satisfazendo as seguintes relações

de comutatividade para quaisquer X ⊂ Y :

ρY ◦ π0(m) = ρY (m)

πY ◦ π0(m) = πY (m)

Segundo Passo:

Das equações anteriores, podemos assumir que T0 é compatível com f . De fato,

substituindo T0 por uma vizinhança menor se necessários, podemos assumir que se

m ∈ |T0|, então para algum Y ⊂ X temos m ∈ |TY | e π0(m) ∈ |TY |. Então:

f ◦ π0(m) = f ◦ πY ◦ π0(m) = f ◦ πY (m) = f(m)

Como assumimos que T0 é compatível com f , pelo Teorema 2.3 podemos estender
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uma restrição adequada de T0 à uma vizinhança T de X que ainda é compatível com f .

Logo, pelo passo 1, substituindo TY por uma vizinhança menor temos que as condições

de compatibilidade são satisfeitas. Portanto, construímos TX como queríamos.

2.3 Grupos a um Parâmetro

Nesta seção, consideramos V um espaço topológico, que admite uma estrati�cação

de Whitney S formada por subconjuntos fechados de V . Além disso, seja J a tripla

{TX , πX , ρX}, tal que o estrato X é o conjunto {v ∈ |TX | | ρX(v) = 0}, para quaisquer

dois estratos X, Y de V temos que a aplicação (πX,Y , ρX,Y ) : TX,Y −→ X × (0,∞) é

uma submersão diferenciável, com TX,Y vizinhança tubular de |TY | ∩X dada na prova

de 2.6, e dados quaisquer estratos X, Y , Z de V , temos:

πX,Y ◦ πY,Z(v) = πX,Z(v)

ρX,Y ◦ πY,Z(v) = ρX,Z(v)

para todo v ∈ |TY,Z | e πY,Z ∈ |TX,Y |.

De�nição 2.6. Um campo vetorial estrati�cado η em V é uma seção contínua e dife-

renciável do �brado tangente TM |V tal que para cada v ∈ V o vetor η(v) está contido

no espaço tangente do estrato Vα que contém v.

De�nição 2.7. Um grupo a um parâmetro de homeomor�smos de V é uma aplicação

contínua α : R×V −→ V tal que αt é um homeomor�smo para todo t ∈ R e αt+s(v) =

(αs ◦ αt)(v) para todo t, s ∈ R e v ∈ V .

Suponhamos que V seja um conjunto estrati�cado, α preserva cada estrato de S
e seja η um campo vetorial estrati�cado em V . Dizemos que η gera α se a seguinte

condição é satisfeita: para qualquer v em V , a aplicação que associa a cada t o vetor

αt(v) é de classe C1 e

d(αt(v))

dt
|t=0 =η(v), isto é,

d(αt(v))

dt
|t=0 =η(αt(v)),

t ∈ R.
Como podemos ver em [17], o Teorema de Existência e Unicidade das Equações

Diferenciáveis Ordinárias garante que qualquer campo vetorial de classe C1 em uma

variedade compacta sem fronteira gera um único grupo a um parâmetro. Entretanto,
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para estender esse resultado para variedades não compactas, devemos generalizar a

noção de grupos a um parâmetro.

De�nição 2.8. Sejam V um espaço localmente compacto, J um aberto de R × V e

α : J −→ V uma aplicação contínua. Dizemos que o par (J, α) é um grupo local a um

parâmetro em V se

(1) 0× V ⊆ J ;

(2) Se v ∈ V , então o conjunto Jv = J ∩(R×{v}) ⊆ R é um intervalo aberto (av, bv);

(3) Se v ∈ V e t, s, t+ s ∈ (av, bv), então α(t+ s, v) = α(t, α(s, v));

(4) Dado v ∈ V e qualquer subconjunto compacto K ⊂ V , existe ε > 0 tal que

α(t, v) /∈ K para todo t ∈ (av, av + ε) ∪ (bv − ε, bv).

A partir de agora, consideramos η um campo vetorial estrati�cado em V .

De�nição 2.9. Seja (J, α) um grupo local a um parâmetro em V . Dizemos que η gera

α se as seguintes condições são satisfeitas:

(1) Cada estrato X de V é invariante por α, ou seja, α(J ∩ (R×X)) ⊆ X;

(2) Para cada v em V a aplicação α : (av, bv) −→ Y que leva t em α(t, v), com Y um

estrato que contém v é de classe C1;

(3) Para todo ponto v em V , temos

d(α(t, v))

dt
|t=0 = η(v)

Mas como α é um grupo a um parâmetro, para qualquer (t, v) ∈ J temos que:

d(α(t, v))

dt
|t=0 = η(α(t, v))

De�nição 2.10. Dizemos que um campo vetorial estrati�cado η em V é controlado

(por J ) se as seguintes condições de controle são satisfeitas: dado qualquer estrato Y

existe uma vizinhança T ′Y de Y em TY tal que para qualquer outro estrato X ⊇ Y e

qualquer ponto v em T ′Y ∩X, temos:

ηX ◦ ρY,X = 0

(πY,X)∗ηX(v) = ηY (πY,X)(v)
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Proposição 2.7. Seja η um campo vetorial controlado em V . Então, η gera um único

grupo local a um parâmetro (J, α).

Demonstração. Ver [25], Proposição 10.1, p. 53.

De�nição 2.11. Seja P uma variedade diferenciável e f : V −→ P uma aplicação

contínua. Dizemos que f é uma submersão controlada se satisfaz as seguintes condições:

(1) para cada estrato X de V , f |X : X −→ P é uma submersão diferenciável;

(2) para qualquer estrato X de V , existe uma vizinhança T ′X de X em TX tal que

para todo ponto v em T ′X temos f(v) = f ◦ πX(v).

Proposição 2.8. Se f : V −→ P é uma submersão controlada, então para qualquer

campo de vetor diferenciável ς em P , existe um campo de vetor controlado η em V tal

que f∗η(v) = ς(f(v)) para todo v em V .

Demonstração. Ver [25], Proposição 9.1, p. 47.

A prova do próximo resultado é semelhante à prova do Teorema 2.1. O seguinte

resultado é usado como ferramente na prova do Lema de Isotopia de Thom:

Corolário 2.9. Seja P uma variedade diferenciável e f : V −→ P uma submersão

controlada própria. Então f é a projeção de um �brado localmente trivial.

Demonstração. Ver [25], Corolário 10.2, p. 56.

Corolário 2.10. SejaM uma variedade diferenciável e S uma estrati�cação localmente

�nita de um conjunto fechado V de M tal que qualquer par de estratos satisfaz a

condição b de Whitney e os estratos são conexos. Então, S é uma estrati�cação de

Whitney de V , isto é, satisfaz a condição de fronteira.

Demonstração. Ver [25], Corolário 10.5, p. 60.

2.4 Os Lemas de Isotopia de Thom

Nesta seção, consideramos M , M ′, P variedades diferenciáveis, S ′ um subconjunto

fechado de M ′ e S um subconjunto fechado de M que admite uma estrati�cação de

Whitney.

No Teorema 2.1, se f : M −→ P é uma aplicação diferenciável sobrejetiva entre

variedades diferenciáveis que é uma submersão própria, temos que f é a projeção de um

�brado localmente trivial sobre sua imagem. Entretanto, se f não é uma submersão,

temos o seguinte resultado:
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Proposição 2.11. [Primeiro Lema de Isotopia de Thom] Seja f : M −→ P uma

aplicação diferenciável. Suponhamos que a aplicação f |S : S −→ P seja própria,

sobrejetiva e que f |X : X −→ P seja uma submersão para cada estrato X de S. Então,

f é a projeção de um �brado localmente trivial.

Demonstração. Pela Proposição 2.6, existe um sistema de dados de controle {TX} de
S que é compatível com f . Assim, S tem estrutura de um conjunto estrati�cado de

modo que f é uma submersão controlada. Logo, pelo Corolário 2.9, f é a projeção de

um �brado localmente trivial.

Quando P = R, o Primeiro Lema de Isotopia de Thom implica que se I = (a, b) ⊂ R
e f |S : S −→ I está nas condições do teorema, então f−1(u) e f−1(v) são homeomorfos

para todo u, v ∈ I.

Exemplo 2.2. Seja E uma variedade algébrica real de R3 dada pelo conjunto solução

da função polinomial

f(x, y, t) = xy(x− y)(x− ty).

Consideramos π : R3 −→ R a projeção no eixo t e o tubo T dado por conjunto

T = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 6 1}. O conjunto

V = E ∩ T ∩ {t ∈ R | 0 < t < 1}

é semi algébrico.

Note que a aplicação π de V em um intervalo aberto (0, 1) da reta é própria. De

fato, dado um subconjunto compacto K no eixo t, temos que K é fechado e limitado,

pois K é um subconjunto do espaço euclidiano R3. Assim, π−1(K) é limitado por estar

contido no tubo |T | e é fechado pelo fato de π ser uma aplicação contínua.

Vamos estrati�car o conjunto V da seguinte forma: S1 = {(0, 0)}×{t ∈ R | 0 < t <

1}, S2 = V ∩ ∂T e S3 = V \ (S1 ∪ S2). Assim, restringindo π às componentes conexas

Si de cada estrato Si, para i = 1, ..., 3, temos que esta restrição é uma submersão. De

fato, pela Proposição 1.1, os pontos críticos da restrição da aplicação π a cada estrato

são:

i) Os pontos críticos da Dπx, isto é, são os pontos (x, y, z) ∈ R3, tais que z = 0;

ii) Os pontos x tais que TxSi ⊂ Ker(Dπx) .

Porém, i) não acontece, pois V = E ∩ T ∩ {t ∈ R | 0 < t < 1}. E para cada ponto

x ∈ Si, a aplicação

D(π|Si)x = π : TxSi −→ R
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não é a aplicação nula.

Além disso, π|Si é sobrejetiva no intervalo aberto (0, 1) por ser a restrição da pro-

jeção.

Portanto, pelo primeiro Lema de Isotopia de Thom, temos que π é a projeção de

um �brado localmente trivial.

A partir de agora, suponhamos que M ′ seja uma variedade diferenciável e que S ′ é

um subconjunto fechado de M ′ que admite uma estrati�cação de Whitney. Considera-

mos uma aplicação diferenciável g : M ′ −→M tal que g(S ′) está inteiramente contido

em S. O Segundo Lema de Isotopia de Thom é um resultado análogo ao primeiro Lema

considerando aplicações no lugar de espaços. Buscamos saber sob quais condições o

diagrama

S ′
g //

f◦g
��

S

f��
P

(2.8)

é localmente trivial, isto é, dado p ∈ P , existe uma vizinhança U de p, espaços U0

e U ′0, uma aplicação ϕ : U0 −→ U ′0, homeomor�smos ϕ e ψ tais que (f ◦ g)−1(U) é

homeomorfo à U0 × U pela ϕ e f−1(U) á homeomorfo à U ′0 × U pela ψ, e que deixam

o seguinte diagrama comutativo:

(f ◦ g)−1(U)
f◦g

&&

g // f−1(U)
f

yy
ϕ

��

U ψ

��
U0 × U

π2

77

ϕ× Id // U ′0 × U

π2

ee

Assim, temos que localmente, f é a projeção na segunda coordenada, isto é, f é a

projeção de um �brado localmente trivial.

Para enunciá-lo, precisamos da condição ag de Thom, que de modo geral, equivale

à condição a de Whitney só que considerando aplicações em vez de olhar os espaços.

Consideramos S ′α e S ′β subvariedades de M ′ tais que S ′β ⊂ S ′α e as restrições g|S′α e

g|S′β são submersões.

De�nição 2.12. Dizemos que as subvariedades S ′α e S ′β satisfazem a condição ag de

Thom se dado p em S ′β e qualquer sequencia de pontos {qn} em S ′α que converge para

p de modo que a sequência de planos Ker(D(g|S′α)qn) existe no �brado Grassmanniano

adequado, isto é,

lim
n−→∞

Ker(D(g|S′α)qn) = τ
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temos que Ker(D(g|S′β)p) ⊂ τ .

Dizemos que uma estrati�cação S de uma variedade M satisfaz a condição ag de

Thom se para qualquer par de estratos S ′α e S ′β em S, com S ′β ⊂ S ′α, a condição ag de

Thom é satisfeita.

Observamos que esta de�nição pode ser feita tomando a sequência de planos tan-

gentes à �bra, pois Ker(D(g|S′α)qn) = Tqn(g−1(qn)) ∩ S ′α).

A condição ag de Thom é importante por diversas razões. Por exemplo, ela é um

hipótese essencial do segundo Lema de Isotopia de Thom que permite concluir quando

uma aplicação pode ser trivializada. Além disso, a condição ag de Thom e a existência

de �bração tais que todos os pares de estratos satisfazem a condição ag de Thom é um

argumento essencial usado na prova da existência de �bração de Milnor mesmo no caso

em que o domínio é um espaço singular arbitrário.

Exemplo 2.3. Seja g : M ′ −→ M uma aplicação entre o cilindro M ′ e o cone M .

Consideramos uma estrati�cação S deM ′ tal que Y é um círculo emM ′ e X = M ′ \Y .
Mostramos que nestas condições a condição ag de Thom não é satisfeita.

Figura 2.2:

De fato, seja {mj}j∈N uma sequência de pontos em X que converge para um ponto

p em Y . Assim, a aplicação

D(g|X)mj : TmjX −→ Tg(mj)g(X)

é um isomor�smo, donde, Ker(D(g|X)mj) = 0. Além disso, a diferencial D(g|Y )p

leva todos os vetores de TpY no plano tangente T00, isto é, a aplicação D(g|Y )p é

identicamente nula. Logo, Ker(D(g|Y )p) = TpY , que tem dimensão 1.

Portanto,

Ker(D(g|Y )p) * limKer(D(g|X)mj),

ou seja, a condição ag de Thom não é satisfeita.
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Exemplo 2.4. Vamos de�nir inicialmente o blowing up do ponto 0 em Cn+1 e, em

seguida, mostramos que para uma determinada estrati�cação de Cn+1 esta aplicação

não satisfaz a condição ag de Thom.

Sejam Pn ⊂ Cn+1 o espaço projetivo e λ ∈ C não nulo. Consideramos o grá�co da

aplicação projeção

π : Cn+1 − {0} −→ Pn

(x0, · · · , xn) 7−→ λ(x′0, · · · , x′n),

isto é, o grá�co da aplicação que leva um ponto não nulo de Cn+1 em uma linha l em

Cn+1. O grá�co de π consiste dos pares (p, l) onde p é um ponto não nulo de Cn+1 e l

é uma linha em Cn+1 que passa por p. Seu fecho em Cn+1 × Pn é formado pelos pares

(p, l) com o diferencial que agora p pode ser o 0.

Assim, se xi são as coordenadas em Cn+1 e x′i são as coordenadas homogêneas

correspondentes em Pn, o fecho do grá�co de π é dado pelas equações

xix
′
j = x′ixj, i, j = 1, · · ·n. (2.9)

Denotamos este conjunto por C̃n+1 = graf(π).

Seja g : C̃n+1 −→ Cn+1 a aplicação projeção. Vamos analisar esta aplicação co-

brindo Cn+1 por meio de cartas Ũi = π−1(Ui), onde Ui = {(x1, · · · , xn) ∈ Cn+1 | xi 6= 0}
com i = 0, · · · , n. Pela equação 2.9, podemos escrever

xj = xiξ
(i)
j , com ξ

(i)
j =

x′j
x′i
.

Como coordenadas para Ũi podemos escolher xi e ξ
(i)
j , i 6= j e notamos que exibem um

isomor�smo entre Ũi e Cn+1. Nestas coordenadas, a aplicação g tem a seguinte forma:

g∗(xi) = xi

g∗(xi) = xjξ
(i)
j

Logo, g induz um isomor�smo entre C̃n+1 \ g−1(0) e Cn+1 \ {0} e g−1(−) é dada na

carta Ũi pela equação xi = 0. Além disso, a �bra g−1(0) é formado pelos pares (0, l),

onde l é qualquer linha em Cn+1. Consequentemente, g−1(0) é isomorfo a Pn e, este

conjunto é chamado de subvariedade excepcional de Cn+1. E a aplicação π é o blowing

up de Cn+1 no ponto 0.

Seja g : C̃n+1 −→ C o blowing up do ponto 0 em Cn+1. Vamos estrati�car o domínio

da aplicação g por C̃n+1\g−1(0) e g−1(0). Vamos mostrar que a aplicação g não satisfaz

a condição ag de Thom.
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De fato, seja {mi} uma sequência de pontos em C̃n+1 \ g−1(0) que converge para

um ponto p em g−1(0). Como os conjuntos C̃n+1 \ g−1(0) e Cn+1 \ {0} são isomorfos,

temos que a aplicação

D(g|C̃n+1\g−1(0))mi : Tmi(C̃n+1 \ g−1(0)) −→ Tg(mi)(C
n+1 \ {0})

é um isomor�smo, logo, Ker(D(g|C̃n+1\g−1(0))mi) = 0. Além disso,

d(g|g−1(0))p : Tpg
−1(0) −→ Tg(p)g(g−1(0))

é a aplicação identicamente nula, então Ker(D(g|g−1(0))p) = Tpg
−1(0), que por sua vez

tem dimensão não nula. Assim, Ker(D(g|g−1(0))p) * limKer(D(g|C̃n+1\g−1(0))mi) = 0.

Portanto, a condição ag de Thom não é satisfeita.

Dada uma aplicação f : M −→ P , uma pegunta natural é sob quais condições

M admite uma estrati�cação que satisfaz a condição de Thom para f . H. Hironaka

mostrou em [15] mais do que questionamos, ele mostrou sob quais condições uma estra-

ti�cação satisfaz as condições de Whitney e a condição de Thom para uma aplicação

f .

Teorema 2.12 (Teorema de Hironaka). Seja f : X −→ C uma aplicação analítica de

uma variedade analítica complexa em C. Então a aplicação f admite uma estrati�cação

de Whitney tal que a estrati�cação de E satisfaz a condição de Thom para f .

Usamos fortemente o Teorema 2.12 para provar o Teorema de Fibração de Milnor-Lê

4.3.

Finalizamos esta seção apresentando o Segundo Lema de Isotopia de Thom que

apesar de não ser diretamente usado neste trabalho, é uma ferramenta importante

para o estudo da trivialidade topológica de famílias de aplicações (ver [2], por exemplo).

Antes de enunciá-lo, considere a seguinte de�nição:

De�nição 2.13. Consideramos P , S, S ′, f e g assim como no diagrama 2.8. Dizemos

que g é uma aplicação de Thom sobre P se as seguintes condições são satisfeitas:

(1) g|S′ e f |S são aplicações próprias;

(2) para cada estrato Si de S a restrição f |Si é uma submersão;

(3) Para cada estrato S ′i de S ′, g(S ′i) está em um estrato Sj de S e g : S ′i −→ Sj é

uma submersão;

(4) A estrati�cação S ′ satisfaz a condição ag de Thom.
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Proposição 2.13 (Segundo Lema de Isotopia de Thom). Seja g uma aplicação de

Thom sobre P . Então, g é a projeção de um �brado localmente trivial sobre P .

Demonstração. Ver [25], Proposição 11.2, p. 29.
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Capítulo 3

Estrutura Cônica Local

Nesta capítulo, apresentamos resultados fundamentais para a prova do Teorema de

Fibração de Milnor-Lê, que é o Teoremas de Estrutura Cônica Local para conjuntos

analíticos complexos. Este resultado descrevem o tipo topológico de uma vizinhança

de um ponto singular. É importante destacar que estamos considerando o caso de um

espaço analítico complexo, mas os resultados ainda são verdadeiros para o caso real.

Usamos [8] e [27] como principais referências deste capítulo.

3.1 O Link de uma Singularidade

Vamos começar considerando os polinômios de Pham-Brieskorn

f(z) = za00 + ...+ zann

com ai > 1 para todo i = 0, · · · , n e z = (z0, · · · , zn) ∈ Cn+1.

Calculando o vetor gradiente do polinômio f , obtemos que a origem é o único ponto

crítico de f . Assim, as �bras Vt = f−1(t) são todas variedades diferenciáveis complexas

se t 6= 0 e V = f−1(0) é uma hipersuperfície complexa com singularidade isolada na

origem.

Nosso objetivo é estudar o tipo topológico de V e das variedades Vt's.

Consideramos d o mínimo múltiplo comum dos ai, i = 0, · · · , n, e a ação de C∗ =

C− {0} em Cn+1 dada por

t.(z0, · · · , zn) = (tq0z0, · · · , tqnzn),

onde qi =
d

ai
, com i = 0, · · ·n.

Observamos que se restringimos esta ação ao conjunto dos números reais positivos

obtemos um �uxo local analítico que satisfaz as seguintes condições:
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(1) Quando t se aproxima de zero, t · z aproximam da origem.

(2) V é a união de todas as órbitas porque V é invariante por esta ação. De fato,

f(t · (z0, · · · , zn)) = f(tq0z0, · · · , tqnzn)

= (tq0z0)
a0 + · · ·+ (tqnzn)an

= tdza00 + · · ·+ tdzann

= tdf(z0, · · · , zn),

isto é,

f(t · (z0, · · · , zn)) = tdf(z0, · · · , zn) (3.1)

Dai, dado z ∈ V , temos que f(t · z) = tf(z) = t0 = 0.

(3) As órbitas t · z são transversais a todas as esferas centradas na origem em Cn+1

(Ver [36] p. 50).

Assim, o �uxo de�ne um grupo {Φt} de difeomor�smos a um parâmetro de Cn+1

que tem 0 como um ponto �xo e tem V como conjunto invariante pela igualdade 3.1.

Sejam S2n+1
1 a esfera unitária e S2n+1

r outra esfera centrada na origem de raio r,

com 0 < r < 1, de�nimos a aplicação

φr : S2n+1
1 −→ S2n+1

r

tal que para cada x ∈ S2n+1 o ponto φr(x) é de�nido pela órbita dada por Φt no ponto

onde esta órbita corta a esfera Sr transversalmente.

Observamos que isto de�ne um difeomor�smo e a interseção K1 = V ∩ S2n+1 é

enviada difeomor�camente em Kr = V ∩ Sr.
Portanto, obtemos um difeomor�smo dos pares (S2n+1, K1) ∼= (Sr, Kr). Fazendo

este processo para cada r ∈ (0, 1), obtemos uma família de difeomor�smo a 1−parâmetro

que "encolhem"a esfera mais e mais, convergindo para a origem e estes difeomor�smos

preservam a interseção de V com as várias esferas.

Estas variedades são conhecidas como variedades de Brieskorn, pois para n > 3

E. Brieskorn obteve resultados importantes sobre a topologia de Kr. Assim, temos o

seguinte teorema:

Teorema 3.1. A variedade V intersecta toda esfera S2n+1
r centrada na origem; con-

sequentemente a interseção Kr = V ∩ S2n+1
r é uma variedade suave real de dimensão

2n − 1 mergulhada como uma subvariedade de Sr de codimensão 2. Além disso, para

cada r ∈ (0, 1) temos um difeomor�smo dos pares (S2n+1
1 , K1) ∼= (Sr, Kr). Isso implica
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que se B1 é a bola unitária em Cn+1, então o par (B1−{0}, V −0∩B1) é difeomorfo ao

cilindro sobre (S2n+1
1 , K1) e o par (B1, V ∩B1) é homeomorfo ao cone sobre (S2n+1, K1)

com vértice em 0.

Em particular, o tipo de difeomor�smo da variedade Kr não depende da escolha da

esfera. Esta variedade é chamado de link da singularidade V e determina a topologia

de V . Além disso, a forma que Kr está mergulhada na esfera Sr determina o mergulho

de V em Cn+1.

Agora, nosso objetivo é mostrar que se estamos su�cientemente próximos da origem,

muito dos resultados que valem para os polinômios de Pham-Brieskorn ainda continuam

válidas em um contexto mais geral.

De�nição 3.1. Sejam x0 um ponto de Cn e A um subconjunto de Cn. De�nimos o

cone sobre A com base em x0, como a união de todos segmentos de reta

ta+ (1− t)x0, 0 ≤ t ≤ 1

ligando os pontos a em A ao ponto base x0. Denotamos o cone sobre A com base x0

por Cone(A).

Seja V um conjunto analítico complexo e x0 um ponto singular isolado de V . Sejam

também Σ(V ) o conjunto dos pontos singulares de V e Dε o disco fechado centrado em

x0 com raio ε e Sε sua fronteira.

Na proposição abaixo mostramos que a variedade V intersecta transversalmente

toda esfera su�cientemente pequena centrada em x0.

Proposição 3.2. Dado ε > 0 su�cientemente pequeno, toda esfera Sε centrada em x0

intersecta V em uma variedade diferenciável (possivelmente vazia).

Demonstração. Pela observação 1.2 para provar este resultado, podemos considerar

apenas o caso real.

Sejam r : Rn → R a aplicação dada por r(x) = ||x − x0||2 e M1 = V \ Σ(V ),

onde Σ(V ) denota o conjunto dos pontos singulares de V . Pelo Corolário 1.13, como

o conjunto dos valores críticos de r|M1 é �nito, podemos considerar que existe ε2 > 0

menor que qualquer valor crítico de r|M1 , isto é, ε2 é um valor regular de r|M1 . Assim,

sua imagem inversa

r−1(ε2) ∩M1 = Sε ∩M1

é uma variedade diferenciável.

Por outro lado, como x0 é um ponto singular isolado, se ε é su�cientemente pequeno

então Sε não intersecta o conjunto Σ(V ).
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Portanto,

Sε ∩M1 = Sε ∩ (V \ Σ(V )) = Sε ∩ V.

De�nição 3.2. Seja V um conjunto analítico complexo e x0 um ponto singular isolado

de V . A variedade K := Sε ∩ V é chamada o link de x0 em V .

O próximo resultado nos diz que dado uma vizinhança su�cientemente pequena de

x0 em V , podemos determinar completamente a topologia de V a partir do link da

singularidade K. Formalmente, vamos mostrar que existe um homeomor�smo entre o

par (Dε, V ∩Dε) e o par (Cone(Sε), Cone(K)).

Teorema 3.3. Seja K o link de x0 em V . Para ε su�cientemente pequeno a interseção

V ∩Dε é homeomorfa ao Cone(K). Além disso, o par (Dε, V ∩Dε) é homeomorfo ao

par (Cone(Sε), Cone(K)).

Figura 3.1: Estrutura cônica

A ideia é construir um campo de vetores v(x) em uma vizinhança Dε, su�ciente-

mente pequena, de {x0} de forma que a integral deste campo nos dê o homeomor�smo

que queremos. Neste caso, para cada ponto em Dε \V , o campo de vetores é dado pelo

gradiente da função r, onde r é a função distância ao quadrado.

Inicialmente, construímos o campos de vetores vα(x) em vizinhanças su�ciente-

mente pequenas Uα de cada ponto de Dε−{x0}, e assim, usando partição da unidade,

construímos o campo v(x) de modo que seja transversal à Dε.

Demonstração. Novamente, pela observação 1.2, basta considerar o caso real.

Como x0 é um ponto singular isolado de V e a função r|M1 tem uma quantidade

�nita de valores críticos, existe ε > 0 su�cientemente pequeno tal que x0 é o único
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ponto singular de V que pertence à vizinhança Dε e a interseção V ∩ Dε não contém

nenhum ponto crítico de r|M1 .

Para provar este resultado, devemos construir um campo de vetores diferenciável

v(x) no disco furado Dε \ {x0} de modo que as seguintes condições são satisfeitas:

i) Para todo x ∈ Dε \ {x0}, o vetor v(x) apontará para fora de x0 para todo x,

ou seja, o produto interno euclidiano 〈v(x), x− x0〉 será estritamente positivo.

Assim nosso campo será transversal à todas as esferas Sη centradas em x0 com

0 < η ≤ ε.

ii) O vetor v(x) será tangente à variedade M1 = V \ Σ(V ) para todo x ∈M1.

Construímos o campo de vetores em vizinhanças su�cientemente pequenas de cada

ponto de Dε \ {x0} satisfazendo as condições (i), (ii) dadas acima.

De fato, seja xα um ponto de Dε \ {x0} e Uα uma vizinhança de xα em Dε \ {x0}.
Assim, temos os seguintes casos: xα /∈ V ou xα ∈ V . Se xα /∈ V então o campo vα
dado por

vα(x) = x− x0, ∀ x ∈ Uα ⊂ Rm \ V

só precisa satisfazer a condição i), pois M1 ⊂ V . De fato, a condição i) é satisfeita:

〈vα(x), x− x0〉 = 〈x− x0, x− x0〉 = ||x− x0||2 > 0,

pois x 6= x0. Se xα ∈ V , como xα ∈ Dε \ {x0}, temos então que xα ∈M1. Assim, como

�zemos na demonstração do teorema 1.12, escolhemos um sistema de coordenadas locais

u1, · · · , um numa vizinhança de xα de forma que M1 corresponde ao lugar geométrico

u1 = · · · = up = 0. Como xα não é um ponto crítico da função r|M1 temos que pelo

menos uma das derivadas
∂r

∂up+1

, · · · , ∂r
∂um

não se anula em xα. Suponhamos que
∂r

uh
não se anula em xα e sejam Uα a me-

nor vizinhança conexa de xα tal que
∂r

uh
6= 0 e vα(x) é o vetor ±

(
∂x1
∂uh

, · · · , ∂xm
uh

)
(determinamos o sinal conforme o sinal de

∂r

uh
6= 0).

A�rmamos que a condição (i) é satisfeita. De fato, para todo x ∈ Uα, temos:

2〈vα(x), x− x0〉 =
∑

2(xi − x0i )vαi (x)

=
∑(

∂r

∂xi

)(
± ∂xi
∂uh

)
= ± ∂r

∂uh
(x) > 0
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Além disso, como x ∈ M1, observamos que o vetor vα(x) é tangente ao conjunto

M1 porque vα(x) é tangente à uh−ésima curva coordenada em x, que está inteiramente

contida em M1. Logo, a condição (ii) é satisfeita.

A �m de construir o campo de vetores globalmente, consideramos {λα} uma partição

da unidade diferenciável em Dε \ {x0} com supp(λα) ⊂ Uα. A�rmamos que o campo

vetorial

v(x) =
∑

λα(x)vα(x)

em Dε \ {x0} satisfaz (i) e (ii). De fato,

〈v(x), x− x0〉 =
〈∑

λα(x)vα(x), x− x0
〉

=
∑

λα(x)〈vα(x), x− x0〉 > 0

pois λα(x) ≥ 0, 〈vα(x), x−x0〉 > 0 e esta soma é �nita já que uma quantidade �nita de

λα é não nula. Além disso, como cada vα(x) é tangente àM1 segue que v(x) é tangente

àM1. Portanto, as condições (i) e (ii) são satisfeitas. De�nimos o campo vetorial w(x)

como

w(x) =
v(x)

‖v(x)‖
=

v(x)

〈2(x− x0), v(x)〉
Agora que encontramos um campo vetorial w(x) em Dε \ x0, usamos as curvas

soluções para conseguir o homeomor�smo entre o Cone(Sε) e o disco Dε. Consideramos

a equação diferencial
dx

dt
= w(x)

e sejam p(t) = x as curvas soluções de�nidas para todo t no intervalo (α, β). Lembrando

que r é a função que calcula o quadrado da distância de um ponto x ∈ V ao ponto

x0, para qualquer solução x = p(t) temos que a derivada da composição r(p(t)) é dada

por:

(r(p(t)))′ = r′(p(t))p′(t)

= r′(x)w(x), pois p(t) é solução de w(x)

=

(
∂r

∂x1
· · · ∂r

∂xm

) 
w1(x)

...

wm(x)


=

∂r

∂x1
w1(x) + · · ·+ ∂r

∂xm
wm(x)
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= 2(x1 − x01)w1(x) + · · ·+ 2(xm − x0m)wm(x)

=
〈
2(x− x0), w(x)

〉
=

〈
2(x− x0), v(x)

〈2(x− x0), v(x)〉

〉
=

1

〈2(x− x0), v(x)〉
〈
2(x− x0), v(x)

〉
= 1

Assim, r(p(t)) = t + c, para algum c constante. Subtraindo esta constante do

parâmetro t se necessário, temos a seguinte igualdade:

r(p(t)) = ||p(t)− x0||2 = t.

No Lema 3.4 abaixo, mostramos que a solução p(t) pode ser estendida ao intervalo

0 < t ≤ ε2.

Agora, notamos também que a solução p(t), com 0 < t ≤ ε2 está unicamente

determinada pelo valor inicial p(ε2) ∈ Sε.
Para cada a ∈ Sε seja

p(t) = P (a, t), 0 < t ≤ ε2

a única solução que satisfaz a condição inicial p(ε2) = P (a, ε2) = a. A�rmamos que P

leva K × (0, ε2] difeomor�camente em V ∩ (Dε \ {x0}). Consideramos a aplicação

P : Sε × (0, ε2] −→ Dε \ {x0}

(a, t) 7−→ p(t).

Como p é uma aplicação diferenciável, temos que P também é diferenciável. Note que

P é bijetora.

De fato, dado x ∈ Dε \ {x0}, existe w(x) tal que p′(t) = w(x). Além disso, p tem

inversa à esquerda pois r(p(t)) = t e portanto, p é sobrejetora. Assim, existe t0 ∈ (0, ε2]

de forma que x = p(t0) = P (a, t0). Logo, a aplicação P é sobrejetora.

Para concluir que P é bijeção, vamos mostrar a injetividade. Considere P (a, t1) =

p(t1) =: pa(t1) e P (b, t2) = p(t2) =: pb(t2). Se P (a, t1) = P (b, t2), então, pa(t1) = pb(t2).

Assim, ||pa(t1) − x0||2 = ||pb(t2) − x0||2, implicando que r(pa(t1)) = r(pb(t2)), ou seja,

t1 = t2. Além disso, se t1 = t2 = ε2, então pa(ε2) = pb(ε
2) implicando que a = b.

Então P é injetora. Como P é uma bijeção diferenciável não nula, temos que P é um

difeomor�smo local pelo Teorema da Função Inversa.

Além disso, para todo x ∈M1 o campo vetorial w(x) é tangente à M1, pois satisfaz
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(ii), então toda curva solução p(t) que tem um ponto em M1 está contida em M1.

Portanto P leva (V ∩Sε)× (0, ε2] difeomor�camente em V ∩ (Dε \{x0}), isto é, P é um

difeomor�smo de K× (0, ε2] em V ∩ (Dε \{x0}). Por �m, para mostrar o difeomor�smo

entre Cone(K) e V ∩Dε, observamos que P (a, t) converge para x0 quando t se aproxima

de 0. Assim, a correspondência

ta+ (1− t)x0 7−→ (a, t) 7−→ P (a, tε2)

de�nida para todo t ∈ (0, 1], é um homeomor�smo do Cone(Sε) em Dε. Se res-

tringirmos o domínio dessa aplicação ao Cone(K), temos ainda um homeomor�smo do

Cone(K) em V ∩Dε.

Lema 3.4. A solução p(t) pode ser estendida ao intervalo 0 < t ≤ ε2.

Demonstração. De fato, consideramos que o campo vetorial w(x) foi construído sobre

um conjunto aberto um pouco maior que Dε\{x0}, de forma que os pontos da fronteira

de Dε não inter�ram na nossa prova. Pelo Lema de Zorn, a solução p(t) pode ser

estendida sobre algum intervalo maximal α′ < t < β′. Para chegar em uma contradição,

vamos supor que β′ ≤ ε2 e então estenderemos a solução sobre um intervalo um pouco

maior contradizendo a maximalidade de β′.

Observamos que como os pontos p(t) com α′ < t < β′ pertencem ao conjunto

compacto Dε, quando t → β′ os pontos {p(t)} convergem para um x′ em Dε \ {x0}
de forma que r(x′) = β′ 6= 0. Pelo Teorema de Existência e Unicidade das Equações

Diferenciáveis Ordinárias, ver [17], aplicado à equação a equação diferencial

dx

dt
= w(x)

temos que para cada x′′ em uma vizinhança U de x′ e cada t′′ em algum intervalo aberto

I contendo β′ existe uma única solução x = q(t) com t ∈ I satisfazendo a condição

inicial q(t′′) = x′′, além disso, q(t) é uma função diferenciável de x′′, t′′ e t.

Para aplicar este Teorema, escolhemos t′′ na interseção (α′, β′)∩ I e seja x′′ = p(t′′).

Pelo Teorema da Existência e Unicidade Local, para todo t ∈ (α′, β′) ∩ I no domínio

comum de p(t) e q(t) temos a igualdade destas funções. Logo, as soluções p(t) e q(t)

podem ser unidas para formar uma nova solução que está de�nida em todo intervalo

(α′, β′) ∪ I, contradizendo a unicidade da solução. Logo, ε2 < β′. Analogamente,

mostramos que a = 0. Portanto a solução p(t) pode ser estendida no intervalo 0 < t ≤
ε2.
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3.2 Teorema da Estrutura Cônica Local

Seja V um conjunto analítico complexo com singularidade não isoladas. Neste caso,

o Teorema 3.3 não pode ser aplicado porque o link da singularidade pode não ser uma

variedade diferenciável, isto é, pode ser um conjunto com singularidades. Entretanto,

usando a estrati�cação de Whitney, podemos obter uma versão do Teorema 3.3 para

singularidades possivelmente não isoladas.

Teorema 3.5. Sejam M uma variedade analítica em Cn, A um subconjunto fechado

de M e S uma estrati�cação de Whitney de A. Assumimos que os estratos de S são

conexos. Então, para qualquer ponto x0 em A existe ε0(x0) > 0 su�cientemente pequeno

tal que para qualquer 0 < ε ≤ ε0(x0) temos que: se Dε denota a bola fechada centrada

em x0 de raio ε e Sε é sua fronteira, então o par (Dε, A ∩ Dε) é homeomorfo ao par

Cone((Sε), A ∩ (Sε)).

Como no Teorema 3.3 vamos construir um campo de vetor em uma vizinhança

furada de x0. Porém, como nosso conjunto contém possíveis singularidades, dada uma

estrati�cação de Whitney desta vizinhança, construímos campo de vetor controlado

que por sua vez gera um único grupo local a um parâmetro de homeomor�smos, e

assim, provamos este resultado.

Seja V 0 ∈ S o estrato que contém x0 e consideramos a cobertura S0 de M que

consiste das seguintes subvariedades diferenciáveis: M \A, {x0}, {V }V ∈S com V 6= V 0,

e as componentes conexas de V 0 − {x0}.

Lema 3.6. O cobertura S0 é uma estrati�cação de Whitney de M .

Demonstração. Note que S0 é localmente �nita e além disso, S0 satisfaz a condição b de

Whitney. Com efeito, como A é fechado, devemos veri�car que as condições de Whitney

são válidas para os estratos {x0}, {V }V ∈S com V 6= V 0, e as componentes conexas de

V 0 \ {x0}. Por outro lado, a estrati�cação S satisfaz as condições de Whitney então

basta veri�car que as estas condições são satisfeitas considerando os estratos {x0} e as
componentes conexas de V 0 − {x0}. Assim, tomando uma sequência de pontos {xn}
em uma componente conexa de V 0 \ {x0}, digamos Ṽ 0 convergindo para o ponto x0

temos que limTxnṼ
0 ⊇ Tx0x

0 = x0; além disso limxnx0 ⊆ limTnv Ṽ
0 = x0. Portanto,

as condições a e b de Whitney sãos satisfeitas. Logo, pelo Corolário 2.10 nós temos

que S0 é uma estrati�cação de Whitney de M como queríamos.

Demonstração do Teorema 3.2. Seja ε′0 > 0 su�cientemente pequeno tal que para qual-
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quer 0 < ε ≤ ε′0, Dε seja uma vizinhança de x0 em M . Então, a função

f : Dε \ {x0} −→ (0, ε)

x 7−→ d(x, x0)

é de classe C1 e quando x 6= x0 temos que Ker(Dfx) = Tx(Sd(x,x0)).
Observamos que como S0 é localmente �nita, existe ε′′0 > 0 tal que para todo estrato

V ∈ S, V ∩ Dε′′0
6= ∅ se e somente se x0 ∈ V . De fato, se x0 ∈ V , pela de�nição de

fecho de um conjunto é fácil ver que existe ε′′0 > 0 tal que V ∩Dε′′0
6= ∅. Reciprocamente

se existe ε′′0 > 0 tal que V ∩ Dε′′0
6= ∅ para todo estrato V de S então V ∩ Dε′′0

6= ∅,
implicando que Dε′′0

⊂ V , ou seja, x0 ∈ V .
Além disso, pelo Lema 3.6, como S0 é uma estrati�cação deWhitney deM , qualquer

par de estratos em S0 satisfaz a condição b de Whitney; em particular, qualquer par de

estratos da forma (V, {x0}) também satisfaz esta condição. Então, podemos encontrar

um ε0 < min(ε′0, ε
′′
0) tal que para qualquer x ∈ V ∩Dε, TxV * TxSd(x,x0). Isto acontece

porque TxV contém uma direção que corta transversalmente a esfera Sd(x,x0).
Sejam ε0(x

0) = ε0 e 0 < ε ≤ ε0. Em Dε \{x0} considere a estrati�cação de Whitney

Sε induzida por S0, ou seja,

Sε = {V ∩ (Dε \ {x0}) | V ∈ S0}.

As observações feitas acima implicam que f |V ′ é uma submersão para qualquer estrato

V ′ ∈ Sε. Portanto, pela Proposição 2.6 temos que f é uma submersão controlada, e

então, pela Proposição 2.8 existe um campo de vetores controlado η em Dε \ {x0} tal
que f∗ηx =

d

dt
f(x), com x ∈ Dε \ {x0}, isto é, η(f) = 1.

Pela Proposição 2.7 o campo de vetores η pode ser integrado, pois gera um único

grupo local a um parâmetro de homeomor�smo.

Logo, considerando um valor inicial adequado, a aplicação

ϕ : Sε × (0, ε] −→ Dε \ {x0}

nos dá o homeomor�smo entre (Dε, Dε ∩ A) e Cone(Sε,Sε ∩ A).

Observação 3.1. Pelo Teorema 1.23, se considerarmos queM é um conjunto analítico,

o Teorema 3.2 continua válido. De fato, nestas condições,M admite uma estrati�cação

de Whitney. Assim, para qualquer ponto singular x0 em um subconjunto fechado deM

existe um homeomor�smo entre o par (Dε, A ∩Dε) e o par (Cone(Sε), A ∩ Cone(Sε)).
Portanto, a topologia em uma vizinhança su�cientemente pequena de x0 pode ser

completamente determinada.
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O Teorema 3.5 é fundamental para encontrarmos uma �bração quando temos V

um conjunto analítico complexo em um aberto U de Cn com singularidade isolada.
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Capítulo 4

Fibração de Milnor

O objetivo deste capítulo é estudar o Teorema de Fibração de Milnor apresentando

um aprova obtida por Lê em [19]. Este teorema é um resultado sobre a geometria e

topologia das �bras de uma função holomorfa na vizinhança de um ponto crítico. As

principais referências deste capítulo são [18] e [27].

4.1 O Teorema de Fibração de Milnor-Lê

Como na seção 3.1, começamos com o exemplo das singularidades de Pham-Brieskorn

f(z) = za00 + ...+ zann

com ai > 1 para todo i = 0, · · · , n e z = (z0, · · · , zn) ∈ Cn+1. As �bras Vt = f−1(t)

são todas variedades complexas suaves de dimensão n, se t 6= 0 e V = f−1(0) é uma

hipersuperfície complexa com singularidade isolada na origem.

A ação de C∗ = C− {0} em Cn+1 dada por

λ · (z0, . . . , zn) 7−→ (λq0z0, · · · , λqnzn)

onde d é o mínimo múltiplo comum dos a′i, e qi =
d

ai
para todo i = 0, · · ·n, satisfaz:

f(λ(z0, · · · , zn)) = λdf(z0, · · · , zn).

Consequentemente, V é invariante sob esta aplicação. Além disso, se restringirmos esta

ação ao conjunto dos números reais positivos, podemos usar o �uxo correspondente em

V para deduzir que V tem estrutura cônica.

Ainda considerando o �uxo real analítico de�nido restringindo a ação de C∗ para o
conjunto dos números reais positivos, obtemos as seguintes propriedades:
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i) Para pontos z em Cn+1 \ V , o argumento do número complexo f(z) é constante

em cada órbita. De fato, como

‖f(t · z)‖ = ‖tdf(z)‖ = td‖f(z)‖,

temos
f(t · z)

‖f(t · z)‖
=

tdf(z)

td‖f(z)‖
=

f(z)

‖f(z)‖

para todo t ∈ R.

ii) A norma de f(z) é uma função estritamente crescente de t (ver [39], Lema 2.2,

p.30).

Para cada ponto x ∈ N(ε, δ) = Bε ∩ f−1(∂Dδ), consideramos sua órbita sob o �uxo

de�nido pela restrição da ação de C∗ à R+.

Este ponto se move de modo que sua órbita é transversal à todas as esferas em

Bε centradas em 0 e é também transversal a todos os tubos f−1(∂Dδ). Além disso,

em cada ponto desta trajetória, o argumento de f(z) é constante. Agora, deixando o

ponto x percorrer esta trajetória até encontrar a esfera Sε, obtemos um difeomor�smo

Ψ entre N(ε, δ) e a esfera Sε menos uma vizinhança tubular N(K) do link K.

Assim, temos um �brado

ξ : Sε \N(K) −→ S1

dado por Ψ−1 seguido de f . Normalizando, obtemos um �brado

φ =
f

|f |
: Sε \N(K) −→ S1 (4.1)

é possível mostrar que esta �bração se estende para Sε \K.

Agora, restringimos a ação ao conjunto dos números complexos unitários, mais

precisamente, vamos restringir a ação ao conjunto dos números complexos da forma

eiθ ∈ S1. Notemos que sob esta ação cada esfera centrada na origem é invariante pois

f(eiθ(z0, · · · , zn)) = eiθdf(z0, · · · , zn).

Desta forma, se ζ = f(z0, · · · , zn), a multiplicação por eiθ envia a �bra f−1(ζ) na �bra

eiθdζ.

Assim, esta ação é dada por isometrias de Cn+1, suas órbitas são transversais as

�bras f−1(t) para t 6= 0 e para pontos de Cn+1 \V envia �bras difeomor�camente para

as �bras.
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Portanto, todo disco Dδ em C∗ centrado na origem, temos

f |f−1(Dδ) : f−1(Dδ − {0}) −→ Dδ − {0}

é um �brado localmente trivial. Observamos que se considerarmos a fronteira do disco,

esta a�rmação continua verdadeira. Mais precisamente, se considerarmos ε > 0 su�ci-

entemente pequeno, Bε a bola de centro 0 e raio ε, δ > 0 com ε � δ tal que as �bras

f−1(t) com δ ≥ |t| > 0 encontram a esfera Sε = ∂Bε transversalmente, de�nimos

N(ε, δ) = Bε ∩ f−1(∂Dδ).

Então,

f : N(ε, δ) −→ ∂Dδ (4.2)

é a projeção de um �brado localmente trivial. A variedade N(ε, δ) consiste da parte

das �bras que estão contidas dentro da bola Bε.

As �brações 4.2 e 4.1 são duas versões diferentes do conhecido Teorema de Fibração

de Milnor associado à função f .

Teorema 4.1. Sejam f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) um germe de aplicação holomorfa, ε > 0

su�cientemente pequeno e K = Sε ∩ V . Então, a aplicação

φ =
f

|f |
: Sε \K −→ S1

é a projeção de um �brado localmente trivial.

Demonstração. Ver [27], p. 43.

O Teorema 4.1 além de ser a formulação original dada por Milnor em [27], fornece

várias ideias geométricas da topologia de singularidades (ver [27] p. 45). Porém, existe

uma outra formulação do Teorema de Fibração de Milnor que possibilita generalizações

e pode ser mais apropriado do ponto de vista da Geometria Algébrica. Esta formulação

é conhecida como Teorema de Fibração de Milnor-Lê.

Teorema 4.2. Existem Sε uma esfera su�cientemente pequena centrada em 0 em Cn+1

e δ su�cientemente pequeno com relação à ε tal que as �bras f−1(t) com |t| ≤ δ encon-

trem Sε transversalmente. Além disso, N(ε, δ) = f−1(∂Dδ) ∩Bε, então

f |N(ε,δ) : N(ε, δ) −→ ∂Dδ (4.3)

é um �brado diferenciável localmente trivial.
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Este resultado foi obtido por Milnor em [26] e [27] quando 0 ∈ Cn+1 é um ponto

crítico isolado de f . Milnor também mostrou em [27] que para f qualquer a �bra

f−1(t) ∩Bε no Teorema 4.2 é difeomorfa à �bra no Teorema 4.1.

Contudo, se X é um conjunto analítico complexo e f é uma função holomorfa

de X em C, usando o Teorema de Hironaka 2.12, D. T. Lê [18] mostrou que em

uma vizinhança su�cientemente pequena de um ponto crítico, a restrição da f a esta

vinhança é a projeção de um �brado localmente trivial, como vemos a seguir:

Teorema 4.3 (Teorema de Fibração de Milnor-Lê). Sejam X ⊂ U ⊂ Cn um subcon-

junto analítico de um aberto U de Cn, seja f : X −→ C uma função analítica e x um

ponto em X tal que f(x) = 0. Então, se ε > 0 é su�cientemente pequeno e η > 0 com

ε� η, a aplicação induzida por f :

Ψε,η : f−1(D̊η − {0}) ∩X ∩Bε −→ D̊η − {0}

onde Bε é a bola real fechada em Cn de centro x e raio ε > 0, D̊η é o disco aberto de C
centrado em 0 e de raio η > 0, é a projeção de um �brado topológico localmente trivial.

Demonstração. Seja X um conjunto analítico complexo. Pelos Teoremas 1.23 e 2.12,

existe uma estrati�cação de Whitney S de X que satisfaz a condição de Thom para f .

Como S é uma estrati�cação de Whitney, em particular, S é localmente �nita.

Assim, qualquer vizinhança su�cientemente pequena de x interseta apenas uma quan-

tidade �nita de estratos. Sejam Bε a bola fechada real em Cn de raio ε > 0 e centro x

e Sε seu bordo. Como os estratos de X são variedades diferenciáveis, pela Proposição

3.5 a esfera Sε corta transversalmente os estratos de S.
Sejam S1, ..., Sk os estratos de X tais que x ∈ S1 e Si ∩ X ∩ Bε 6= ∅. Como para

cada ε su�cientemente pequeno a Sε corta transversalmente os estratos de X, segue

da Proposição 3.6 que se S = {Si}i∈Λ é uma estrati�cação de Whitney para X então

{Si∩Bε}i∈Λ é uma estrati�cação de Whitney paraX∩Bε. Assim, os estratos S1∩X∩B̊ε

e Si ∩X ∩ Sε satisfazem as condições de Whitney.

Agora, seja D̊η o disco aberto de centro 0 e raio η > 0. Se ε� η > 0 então restrição

de f ao conjunto f−1(D̊η − {0}) ∩X ∩ B̊ε induz uma aplicação

ϕ : f−1(D̊η − {0}) ∩X ∩ B̊ε −→ D̊η − {0}

que é uma submersão em cada estrato.

De fato, como f é uma função analítica complexa, os seus valores críticos são

isolados. Por isso, podemos supor que para ε su�cientemente pequeno os pontos críticos

da f estão contidos em f−1(0). Logo, ϕ é uma submersão em cada estrato.
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Entretanto, a aplicação ϕ não é própria. De fato, dado {t} ⊂ D̊η − {0} temos que

ϕ−1(t) é uma �bra em f−1(D̊η−{0})∩X ∩ B̊ε que não contém o fecho, logo ϕ−1(t) não

é um conjunto compacto. Assim, o Primeiro Lema de Isotopia de Thom (Proposição

2.11) não pode ser aplicado.

Agora, mostramos que a aplicação

ϕ : f−1(D̊η − {0}) ∩X ∩ Sε −→ D̊η − {0}

é uma submersão em cada estrato. Para isso, precisamos que as �bras da aplicação

f : f−1(D̊η − {0}) ∩X −→ D̊η − {0}

em t cortem transversalmente os estratos de X ∩ Sε.
De fato, seja Si um estrato de S e ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε ≤ ε0, a esfera

Sε intersepta transversalmente os estratos de S. Note que Si e Sε são transversais em

a ∈ Si ∩ Sε se, e somente se, TaSi e TaSε se interceptam transversalmente. Isto é,

TaSi * TaSε.
Tomamos uma sequência de pontos {zn} convergindo para a em Si, com a 6= 0.

De�nimos tn = f(zn), εn = ‖zn‖, ε′ = ‖a‖, com 0 < ε′ ≤ ε0.

Vamos supor para chegar em uma contradição que f−1(tn) não intersepta transver-

salmente Sεn em zn. Então, isto implica que

Tznf
−1(tn) ⊂ TznSεn .

Seja τ o limite da sequência dos planos Tznf
−1(tn), então τ ⊂ TaSε′ .

Por outro lado, a condição af de Thom implica que TaSi ⊂ τ. Porém TaSi * TaSε′ .,
e isto é uma contradição. Portanto, a aplicação ϕ é uma submersão em cada estrato.

Além disso, a aplicação

Ψε,η : f−1(D̊η − {0}) ∩X ∩Bε −→ D̊η − {0}

é própria, pois se tomarmos um conjunto compacto K em D̊η−{0} o conjunto fechado
Ψ−1ε,η(K) está contido na bola fechada Bε, que é compacta, implicando que Ψ−1ε,η(K) é

compacto.

Portanto, pelo Primeiro Lema de Isotopia de Thom (Proposição 2.11) temos que a

aplicação Ψε,η é a projeção de um �brado topológico localmente trivial.

Observação 4.1. Se f tem ponto crítico isolado, usando que as �bras cortam trans-
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versalmente toda esfera su�cientemente pequena e o Teorema de Ehresmann, podemos

mostrar que 4.3 é a projeção de um �brado localmente trivial.

Observação 4.2. Se X \ f−1(0) é um conjunto analítico e não singular em Cn, H.

Hamm mostrou que esta �bração topológica é diferenciável (Ver [19] p.1).

4.2 Um Teorema de Fibração para Singularidades Re-

ais

Como podemos ver em [27], uma questão natural é se é possível obter um teorema

de �bração análogo ao caso complexo quando consideramos o germe de uma aplicação

analítica real f : Rm −→ Rk. Nesta seção apresentamos um teorema obtido por J.

Milnor em [27], que é o primeiro passo no sentido de responder esta questão.

Seja f : Rm −→ Rk uma aplicação polinomial tal que f(0) = 0.

Teorema 4.4. Sejam U uma vizinhança de 0 em Rm tal que a aplicação f é uma

submersão em cada ponto diferente do zero e f−1(0) = V um conjunto algébrico com

singularidade isolada na origem ao longo do conjunto U ∩ V . Então o complemento

de uma vizinhança tubular aberta de K = V ∩ Sε em Sε é o espaço total de um �brado

localmente trivial sobre a esfera Sη, com 0 < η � ε. Além disso, cada �bra F é uma

variedade diferenciável compacta de dimensão m − k tal que o bordo é uma cópia do

link K.

A prova do Teorema 4.4 foi dada por J. Milnor em [27], Teorema 11.2, p. 97.

Ideia da demonstração. Pela Proposição 3.5, sabemos que o link K = V ∩ Sε é uma

variedade diferenciável, donde 0 é um valor regular da restrição f |Sε . Assim, existe uma

vizinhança Bη su�cientemente pequena de 0 em Rk formadas por valores regulares de

f |Sε .
Seja T a vizinhança tubular de K em Sε, isto é,

T = {x ∈ Sε |‖ f(x) ‖≤ η}.

Então, pelo Teorema de Fibração de Ehresmann 2.1, a aplicação T −→ Bη é a projeção

de um �brado localmente trivial, pois é uma submersão própria e as variedade T e Bη

são diferenciáveis.

Porém, como o espaço base Bη é convexo, temos que Bηé contrátil. Assim, pela

Proposição 1.20 temos que a �bração é apenas trivial, implicando que a vizinhança
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tubular T é homeomorfa a (f−1(x) ∩ Sη)×Bη, isto é,

T ∼= K ×Bη. (4.4)

Seja E a interseção Bε ∩ f−1(Sη). Notamos que E é uma variedade diferenciável

tal que seu bordo coincide com o bordo da vizinhança tubular T , isto é, Sε ∩ f−1(Sη) .
Seja f |E : E −→ Sη a restrição da aplicação f à variedade diferenciável E. Pelo mesmo

argumento usado na prova do Teorema 2.1, f |E é a projeção de um �brado localmente

trivial.

Para completar a prova da existência da �bração, temos que mostrar que existe

um difeomor�smo entre os espaços E e o complemento da vizinhança tubular aberta

T̊ . Para construir este difeomor�smo, J. Milnor usou o �uxo de um campo de vetores

apropriado em Bε \ V . Além disso, é possível mostrar que podemos estender esta

�bração para a vizinhança tubular aberta T̊ para obter a �bração desejada (ver Lema

11.3 [27]).

Observação 4.3. Podemos ver também que a �bra Fy = Bε∩ f−1(y) é uma variedade

compacta tal que o bordo é o conjunto ∂Fy = f−1(y)∩ Sε, que é uma cópia do link K.

Observação 4.4. Dada uma aplicação satisfazendo as condições do teorema, quando

m é par e k = 2, temos a garantia da existência de �bração pelo Teorema 4.3.

Observação 4.5. Notamos que o Teorema 4.3 apenas garante a existência de um �-

brado localmente trivial para alguma aplicação de projeção desconhecida. Ao contrário

do Teorema 4.1, nenhuma referência é feita à aplicação da projeção.

Em particular, se f : Cn −→ C é uma aplicação polinomial com singularidade

isolada na origem, então f1 : R2n −→ R2 dada por f1(Re(f), Im(f)) é uma aplicação

real analítica tal que
f1
| f1 |

é a projeção de um �brado localmente trivial.

De maneira geral, a aplicação
f

| f |
não é a projeção de um �brado localmente trivial

(ver [27] p. 99, para exemplos). Uma questão natural então é: "sob quais aspectos a

aplicação real analítica f = (f1, f2) : (Rn, 0) −→ (R2, 0), n ≥ 2 é tal que para ε > 0

su�cientemente pequeno a aplicação
f1
| f1 |

: Sn−1ε \Kε −→ S1 é a projeção de um �brado

localmente trivial?". Este é um tema atual de pesquisa que é abordado de diferentes

formas, por diversos autores (ver por exemplo [32] e [35]).

Vamos mostrar alguns resultados sobre a topologia da �bra F .
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Corolário 4.5. Se m < 2(k − 1), então a �bra F é necessariamente (k − 2)−conexa.

Demonstração. Como o link K é uma variedade compacta, pelo Teorema 1.19, te-

mos que K tem o mesmo tipo de homotopia de um CW complexo. Assim, podemos

considerar uma decomposição celular do link K.

Além disso, Sε ∩ f−1(Bη) é difeomorfo ao produto K ×Bη, podemos obter a esfera

Sε adicionando ao subespaço E ′ = Sε \ T̊ uma quantidade de células de dimensão maior

ou igual a k, uma (k − i)−célula para cada i−célula de K.

Pela Proposição 1.18, temos

πi(E
′) ∼= πi(Sε) = 0,

e então, o espaço E ′ é (k − 2)−conexo.
Como o espaço T é homeomorfo ao conjunto K×Bη, então ∂(T ) ∼= K×Sη. Assim,

podemos considerar os mergulhos Sη ↪→ ∂(T ) ↪→ E ′; e estes mergulhos nos dão a

exatidão da sequência

0 −→ πi(F ) −→ πi(E
′) −→ πi(Sη) −→ 0,

implicando que

πi(E
′) = πi(F )⊕ πi(Sη).

Mas sabemos que πi(Sη) = 0 e provamos inicialmente que πi(E ′) = 0 para i ≤ k−2,

então πi(F ) = 0, e isto prova que a �bra F é (k − 2)−conexa.

Podemos ainda provar que a �bra F é contrátil usando a dualidade de Alexander

e os grupos de homologia e co-homologia. Ainda usando estas ferramentas, é possível

provar que se a codimensão k é ≥ 3, e se K tem a homologia de uma esfera, então a

�bra F deve ser (k − 2)−conexa (ver [27], Lema 11.5, p. 101).

Observação 4.6. A hipótese do Teorema ?? pede que localmente a aplicação f tenha

singularidade isolada na origem. Porém, segundo Milnor em [27], o fato desta hipótese

ser forte, implica na di�culdade de encontrar exemplos não triviais que mostram a

aplicabilidade do resultado.

Em [7], os autores comentam alguns casos em que é possível encontrar exemplos

não triviais. Segundo J. L. Cisneros-Molina e R. N. Araújo Dos Santos, Looijenga

mostrou em [24] que para k = 2 e m par é possível encontrar exemplos não triviais; o

caso em que k = 2 e m ímpar foi mostrado em [5]. Além disso, os autores a�rmam que

P. T. Church e K. Lamotke também determinaram em [5] os pares (m, k) que possuem
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germes de aplicações reais que satisfazem as condições de Milnor. Porém o primeiro

exemplo não trivial para o caso k = 2 foi exposto em [1].

Observação 4.7. Em [31], os autores obtiveram um Teorema de Fibração para o caso

onde f : X −→ Rn é uma aplicação real analítica com valor crítico isolado em 0 e que

satisfaz a condição af de Thom de�nida em uma variedade X de dimensão n > 0.
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