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Resumo

Uma das ferramentas classicas para o estudo local da topologia de singularidades
analiticas reais e complexas é o Teorema de Fibragao de Milnor. Neste trabalho, usamos
alguns conceitos fundamentais em Teoria de Singularidades, apresentamos uma prova
obtida por Lé Diung Trang de um resultado que estabelece condi¢oes para que um
germe de uma aplicacao definida em um subconjunto analitico complexo em C" seja a

projecao de um fibrado topolégico localmente trivial.

Palavras-chave: Fibracao de Milnor; Estratificacao de Whitney; Estrutura Conica;

Lemas de Isotopia.



Abstract

One of the classic tools for the local study of the topology of real and complex
analytic singularities is the Milnor Fibration Theorem. In this work, using some fun-
damental concepts in Singularity Theory, we present a proof obtained by Lé Ding
Trang of a result that establishes conditions for the germ of a map defined in a com-
plex analytic subset in C™ to be the projection map of a (locally topologic trivial) fibre
bundle.

Keywords: Milnor Fibration; Whitney Stratification; Conical Structure; Isotopy Lem-

mas.
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Introducao

A Teoria de Singularidades é uma area que trata da topologia e da geometria de
aplicagoes analiticas que nao sao regulares.

Afim de estudar a topologia de aplicacoes diferencidveis, podemos analisar a topolo-
gia da imagem ou das fibras desta aplicacao. De maneira geral, na literatura, o estudo
topologico da pré-imagem é mais avancado que o de imagens, uma vez que sabemos que
a imagem inversa de um valor regular por uma aplicacao diferenciavel é uma variedade
diferenciavel.

Um dos problemas principais em Teoria de Singularidades é estudar localmente o
comportamento topologico de variedades (reais ou complexas). O Teorema de Fibragao
de Milnor, desenvolvido por J. Milnor em [27], ¢ uma das principais ferramentas usadas
para entender o comportamento de hipersuperficies com singularidades.

Este resultado afirma que se 0 ¢ um ponto critico isolado de uma func¢ao analitica
complexa f : C" — C, com f(0) = 0, entdo para € > 0 suficientemente pequeno,
a fungao ¢ : S '\ K. — S!' dada por ¢ = f/|f| é a projecio de um fibrado
diferenciavel localmente trivial, onde S?*"~! ¢ a esfera de centro 0 e raio € e o conjunto
K. := f71(0) nS?! & chamado de link da singularidade na origem.

Usando este resultado, é possivel descrever localmente a topologia da fibra singular,
analisando a topologia das fibras nao singulares que estao suficientemente proximas.
Se V = f~1(0) é um espago analitico (real ou complexo) e tem singularidade isolada
na origem, J. Milnor provou que o link K. é uma variedade real, suave de dimensao
m — 1, onde m é a dimensao real de V' e a topologia de V' e seu mergulho em C™ (ou
R™) sdo completamente determinadas pelo mergulho de K, em S..

Usando o Teorema de Fibragao de Ehresmann, J. Milnor obteve uma versao do seu
Teorema de Fibracdao para o caso de uma funcao analitica real f : R™ — RF. Este
resultado afirma que se f é uma submersao em cada ponto de uma vizinhanca furada
da origem, ou seja, para toda esfera suficientemente pequena S, em R™ centrada em
zero, e para todo n > 0 suficientemente menor com respeito ao €, a restricao de f ao
complemento de uma vizinhanga tubular de f~'(0) N B, em B, é a proje¢ao de um

fibrado localmente trivial sobre a esfera S, em RE.



Posteriormente, H. Hamm generalizou o Teorema de Fibragao de Milnor no tubo
para interse¢oes completas com singularidades isoladas em [12].

O objetivo principal desta dissertacao é estudar uma generalizacao do Teorema de
Fibracao de Milnor obtida por D. T. Lé em [19] para o caso de um germe de uma fungao
analitica. Sejam X um subconjunto analitico de um aberto U de C" e f : X — C uma
fungao analitica complexa tal que f(x) = 0, para um dado z em X. Nestas condi¢oes
temos que a aplicagdo ¥, : f~1(D,—{0})NXNB. — D, — {0}, que ¢é a restri¢ao da
f ao conjunto f~1(D,—{0})NXNB,, é a proje¢ao de um fibrado topologico localmente
trivial, se B, é a bola de centro x e raio € > 0 e n > 0 é suficientemente menor que e.

Nosso trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicoes fundamentais que sao usadas no
decorrer do texto. Um dos principais conceitos apresentados ¢ o de estratificacao de
Whitney que é fundamental em geometria algébrica e em teoria de singularidades. Este
conceito foi introduzido por H. Whitney e R. Thom (|38|,[41]) para estudar singularida-
des de variedades analiticas. Apresentamos as condicoes de regularidades de Whitney
e um resultado que estabelece quando é possivel encontrar uma estratificacao que é
Whitney regular.

Nos Capitulos 2 e 3, desenvolvemos ferramentas necesséarias para a prova do Teo-
rema de Fibracao de Milnor-Lé: o Capitulo 2 é dedicado aos Teoremas de Fibracao de
Ehresmann e o Primeiro Lema de Isotopia de Thom. Estes resultados nos dizem sob
quais condicoes uma aplicacao diferenciavel entre variedades diferenciaveis é a projecao
de um fibrado localmente trivial. O segundo resultado é usado como ferramenta para
a prova do Teorema principal desta dissertacao. No Capitulo 3, estudamos alguns re-
sultados sobre a topologia do link de uma variedade analitica complexa em um ponto
singular isolado ou nao isolado. Apresentamos o Teorema da Estrutura Conica Local
que afirma que uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto z° em um con-
junto analitico tem a mesma topologia do Cone(K,), onde o Cone(K,) é o conjunto
formado por todos os pontos que ligam 2° ao conjunto K..

No Capitulo 4, apresentamos o resultado provado por Lé Ding Trang em [19], como
citamos anteriormente, que generaliza a existéncia de fibragdo de Milnor para subcon-
juntos analiticos complexos. Finalizamos nosso trabalho apresentando um Teorema de

Fibracao para o caso real.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de topologia e teoria de singu-
laridades tais como Variedades Diferenciaveis, Variedades Algébricas, Conjuntos Anali-
ticos Complexos, Homotopia, CW Complexos, Grupos de Homotopia, Fibrados Vetori-
ais e Estratificacao de Whitney, que sao necessarios no decorrer do texto. As principais

referéncias para este capitulo sao 3], [11], [20], [21] e [27].

1.1 Variedades Diferenciaveis

O objetivo desta secao ¢ introduzir o conceito de variedades diferenciaveis e apre-
sentar alguns exemplos e resultados essenciais sobre estes espagos.

De maneira geral, podemos considerar uma variedade diferenciavel um objeto se-
melhante & uma superficie mas que nao precisa necessariamente estar contido em um
espaco euclidiano. Na verdade, esses objetos geométricos sao subespacos de um espaco

topologico qualquer.

Definicao 1.1. Uma variedade topologica M de dimensao n é um espago topologico de
Hausdorff com base enumerével tal que para cada ponto p em M existe uma vizinhanca

aberta U do ponto p em M homeomorfa a um subconjunto aberto U’ do R".

Figura 1.1: Variedade Topologica
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Definicao 1.2. Seja M uma variedade topologica. Um sistema de coordenadas locais
ou carta local de M é um homeomorfismo h : U — U’ de um aberto de M em um
aberto U’ de R™. Um atlas de M é um conjunto & = {h, | @ € A} tal que a unido dos
dominios das cartas h, é todo espaco M. Além disso, dizemos que um atlas de uma

variedade é diferenciavel se todas as suas cartas sio diferenciaveis [1

Se h,, e hg sao cartas, podemos definir o homeomorfismo h,s = hgoh, ' no conjunto
ha(Uag), onde U,p € o conjunto formado pela intersecao dos dominios U,, Us de h,
e hg, respectivamente. A aplicacdo h,s pode ser vista como um homeomorfismo estre
os abertos ho(Usg) € hg(Uys) em R™. Chamamos este homeomorfismo de mudanca de

coordenadas.

Rn

Figura 1.2: Mudanca de Coordenadas

Sejam M um espaco topoldgico e il um atlas de dimensdo m e classe C* neste
espaco topologico. Dizemos que um sistema de coordenadas hg : Ug — R" em M &
admissivel em relagao ao atlas U se U {hs} ainda é um atlas de classe C* em M. Se
todos os sistemas de coordenadas em M sao admissiveis em relagao ao atlas 4, dizemos

que este atlas é maximo de classe C*.

Definicao 1.3. Uma variedade diferenciavel de dimensdo n é um par (M, ), tal que
M é um espaco topologico Hausdorff com base enumeravel e i é um atlas maximo de

dimensao n.

Exemplo 1.1. Se M e N sao variedades diferenciaveis de dimensao n, m, munidas

com os atlas diferenciaveis U, B, respectivamente. Entao o espaco topologico M x N

lde classe C*°.
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também é uma variedade diferenciavel. Podemos considerar em M X N o atlas U x B

de classe C* constituido pelos sistemas de coordenadas

h1XhQZUXV—>Rm+n
(p,q) — (h1(p), ha(q))

com hy €U e hy € B. Logo, U x B é um atlas de classe C* contido em um tinico atlas
maximal de classe C*, e, portanto, M x N é uma variedade diferenciavel chamada de

variedade produto.

Exemplo 1.2. Todo subconjunto aberto U de R™ é uma variedade diferenciavel. Cla-
ramente, o atlas formado pela aplicacao identidade ¢ : U — U define em U uma

estrutura diferencidvel.

Exemplo 1.3. O conjunto de todos os subespacgos vetoriais de dimensao r do espaco
euclidiano R™"" forma uma variedade diferenciavel chamada de variedade Grasmanni-
ana, a qual denotamos por G,.(R""). De fato, consideramos oo = (E, F') o par formado
por subespacos de R"*" tais que £ ® F = R™" e dim E = r; associado a este par,
seja U, o conjunto dos subespagcos vetoriais H em G,(R""") tais que H N F = {0}.
Note que a projecao 7g : £ ® F — E leva H isomorficamente sobre E.

Assim, a aplicacao

he : Uy — L(E,F)

Hv—7mpo(ngly): E— F

define um sistema de coordenadas locais em G, (R"").
Além disso, sejam T = ho(H) e T" = hg(H), onde a(E,F) e S(E',F') A mu-
danga de coordenadas hg o h ' : L(E,F) — L(E',F’) é dada da seguinte forma:

Consideramos a aplicacao

~

T:-E—E®F
r— x+T(x).

Entao, como T(E) — H, a composicao 7 o T nos da um isomorfismo entre E e E.
Portanto,
(hgohy')(T) =mpoTo(npol) ' =T

mostra que a composi¢ao (hg o h') é de classe C*°.

Com a nocao de variedade diferenciavel, podemos definir um conjunto importante
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que esti associado a cada ponto de uma variedade diferenciavel que possui estrutura

de espaco vetorial normado.

Definicao 1.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e p um ponto em M. Definimos
0 espaco tangente & M em p como o conjunto formado pelos vetores w tais que y(0) = p

e 7 (0) = w onde v : (—¢,€) —> M & uma caminho diferenciavel em M, isto é,

TyM = {w | v:(—€,€) — M tal que v(0) =p e 7/(0) = w}.

T,M

Figura 1.3: Plano Tangente

Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacao entre estas

variedades.

Definicao 1.5. Dizemos que a aplicacao f é diferenciavel no ponto p de M se para
um par de cartas h, : U — U’, hg : V — V' de M e N respectivamente, com U
vizinhanga aberta de p e V vizinhanga aberta de f(p), temos hgo foh™!, diferenciavel
no ponto h,(p) de U'. Se a aplicagao f : M — N é diferenciavel para todo ponto de

M, dizemos que f é uma aplicacao diferenciavel entre variedades.

Munidos destas definicoes podemos entender o que é a derivada de uma aplicacao

entre variedades diferencidveis.

Definicao 1.6. Seja f: M — N uma aplicagao diferenciavel entre variedades dife-
rencidveis. A derivada de f no ponto p ¢é a transformagao linear Df,: T,M — Ty, N
que leva cada elemento w = 7/(0) de T,,M no vetor (Df,)(w) = (f o~)'(0) em Ty, N.

Podemos observar que a aplicacao Df, estd bem definida, isto é, independe do

caminho v escolhido.

Proposigao 1.1. Seja f : M — C uma aplicagao analitica entre variedades diferen-
cidveis e N uma subvariedade de M. Entdo x € N é ponto critico da restricdo f|y se,

e somente se
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i) = é ponto critico de f;
ii) = é ponto regular de f tal que T,N C Ker(Df,).

Demonstragao. De fato, observamos que se ¢ : N — M é a inclusdo, entao f|y = foi.
Logo, para € N, temos D(f|n). = Dfs o Dty, onde Di, : T,N — T, M.
O

Observacao 1.1. Notamos que os pontos regulares da restricao de f a N sao aqueles

tais que Ker(Df,) é transversal a T, N.

Consideramos o conjunto I = [0,1] em R. Claramente / ndo é uma variedade
diferenciavel, pois nenhuma vizinhanca do 0 é homeomorfa a um aberto de um espaco
euclidiano. Entretanto, podemos ampliar a definicao de variedade diferencidvel de
forma que podemos incluir além de I alguns outros conjuntos importantes.

Seja H* o semi-espaco superior de R¥, isto é, o conjunto de todos os pontos em
R¥ que possuem a ultima coordenada nao negativa e seja OH” sua fronteira, isto é, o

conjunto formado pelos pontos que possuem a ultima coordenada nula.

Definicao 1.7. Dizemos que M é uma variedade topologica com bordo de dimensao
k se é um espaco de Hausdorff com base enumeravel tal que para cada ponto p em M

existe uma vizinhanca aberta homeomorfa a um subconjunto aberto do espaco HF.

Defini¢ao 1.8. Uma variedade diferenciével com bordo de dimensao n é o par (M, D)

tal que M é uma variedade topologica de dimensao n e ® é um atlas maximal para M.

O bordo (ou fronteira) de M, denotado por OM, é o conjunto formado pelos pontos
que pertencem & imagem de OH*. Denominamos o complemento da fronteira, M\OM =
Int(M), por interior de M. Assim, uma variedade diferenciavel sem bordo M ¢ tal
que sua fronteira é vazia. Observamos que as nocoes de fronteira e interior de uma
variedade diferenciavel sao diferentes das nogoes de fronteira e interior topologicos. De
fato, consideramos I mergulhado em R? e podemos notar que dI = {0,1} enquanto

que fronteira topologica de I é todo I.

Exemplo 1.4. A bola unitaria fechada B em R™ é uma variedade diferenciavel com
bordo. De fato, como a bola aberta é uma variedade diferenciavel, temos que analisar
os pontos que estdo na fronteira de B, isto é, os pontos em S"!. Porém, dado um
ponto p € S* ! qualquer vizinhanca aberta deste ponto ¢ homeomorfa a um aberto de

H". Portanto, B ¢ uma variedade topolbgica com bordo.

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n com bordo. Entao

OM é uma variedade diferenciavel sem bordo de dimensao n — 1.
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Demonstragao. Ver [I1], Proposi¢ao p. 59. ]

Observamos que se p é um ponto do interior ou fronteira da variedade M o plano
tangente 7,/ é definido de maneira anéloga & Definicao [I.4]

Sej f: M — N uma aplicagao diferenciavel entre variedades diferencidveis. Um
ponto y em N é uma valor regular de f se a aplicacao diferencial Df, é sobrejetiva

para todo ponto p na imagem inversa f~'(y).

Teorema 1.3. Seja y um valor regular da aplica¢ao diferencidvel f : M — N. Entao

f~Yy) € uma subvariedade de M e
dimf '(y) = dimM — dimN.

Demonstracao. Ver [11], p. 21. ]

Dada uma aplicacao diferenciavel f : M — N entre variedades e y um valor
regular de f, segue do Teorema que a imagem inversa de y via f, isto é, f~(y) é
uma subvariedade de M. Entretanto, existem condi¢oes que generalizam a nogao de
regularidade, de forma que dada uma subvariedade Y de N, temos que f~1(Y) é uma

subvariedade de M. Estas condi¢oes estao relacionadas ao conceito de transversalidade.

Definicao 1.9. Dizemos que uma aplicacio f: M — N de classe C* ¢ transversal a

subvariedade Z de N se para cada elemento p em f~1(Z) temos
Im(Dfp) + TpZ = Tf(p)N .

No caso especial em que f é a aplicagao inclusao entre duas subvariedades W e Z de

M, temos que f é transversal a subvariedade Z se, e somente se para todo ponto p em
wnz,

TW+1T,Z =T,M
Neste caso, dizemos que W e Z sao transversais.

Exemplo 1.5. Sejam o uma curva e S uma superficie em R3 e seja ¢ a aplicacao
inclusdo. Note que a NS = {p}. Além disso, como a reta T,a ¢ ortogonal ao plano

7,5, temos que Tya + 1,5 = T,R* = R3. Portanto, a e S sdo transversais.
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Figura 1.4: Transversalidade

Consideramos agora as curvas 8 e v em R? de forma que SN~y = {p} e T, = T)/y.

Assim, T, + T,y # T,R?. Portanto, as curvas 8 e v ndo sao transversais.

v

>.

B

Figura 1.5: Curvas nao Transversais
Teorema 1.4. Seja f: X — Y uma aplicacao diferencidvel transversal a subvarie-
dade Z CY. Entao f~(Z) C X ¢ uma subvariedade. Além disso,
codimf (Z) = codimZ .
Demonstragao. Ver [11], p. 28. ]

Este resultado pode ser generalizado para o caso em que X é uma variedade dife-

renciivel com bordo:

Teorema 1.5. Seja f uma aplicacao diferencidvel de uma variedade com fronteira
M em uma variedade sem bordo N. Suponha que as aplicacoes f : M — N e

of : OM — N sao transversais com respeito & subvariedade sem bordo Z de N.

Entao f~Y(Z) é uma subvariedade com bordo O(f~1(Z)) = f~YZ)NIM. Além disso,
codim f Y(Z) = codim Z.
Demonstracao. Ver [11], p. 60. ]

A partir do Teorema [T.4 obtemos o seguinte resultado, que é utilizado diversas vezes

no decorrer do texto.

Teorema 1.6. Sejam Y wuma variedade diferencidvel e Z, W subvariedades diferen-
cidvers de 'Y de dimensao n, m e k, respectivamente. Se Z e W se intersectam trans-

versalmente, entao:

10
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i) A intersecao W N Z é uma variedade diferencidvel;
ii) codim (W N Z) = codim W + codim Z

Demonstracao. Ver [11], p. 30. O]

1.2 Conjuntos Algébricos

Dada uma familia de fungbes polinomiais em um anel de polinomios K[zq, -, x,],
podemos estudar o conjunto de zeros desta familia de funcoes, que é chamado de
conjunto algébrico. Neta secao temos como objetivo estudar alguns resultados sobre o
conjunto dos pontos singulares e dos pontos nao singulares de um conjunto algébrico

dado. Para uma referéncia, ver [27].

Definigao 1.10. Seja K um corpo infinito (em nosso contexto consideramos C ou R) e
K™ o espago coordenado consistindo de todas as n—uplas z = (21, -+ , x,) de elementos
de K. Um subconjunto V' de K" é chamado de conjunto algébrico se V' é o conjunto

solugdo de uma familia de equagoes polinomiais em K[y, - - -, x,].

Entretanto, como K[z, -+ , x,] é um anel Noetheriano o conjunto algébrico V' pode

ser definido por um ntmero finito de equacgoes polinomiais
filwy, - x,)=0,5=1,---,m
com fi, -, fm € K[z, -+, 2]
Exemplo 1.6. V = {(z,y) € R? | zy — 1 = 0} é um conjunto algébrico.

Y

'\

Figura 1.6: Hipérbole

Em outras palavras, um conjunto algébrico V' pode ser visto como o conjunto
VI)={zeK"| f(x)=0V fel}

11
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onde [ é o ideal gerado pelos polinémios fi, ..., fin-
No caso em que o ideal I é primo, temos uma importante familia de conjuntos

algébricos denominados variedades, ou seja,

Definicao 1.11. Dizemos que um conjunto algébrico V' é uma variedade algébrica
quando nao pode ser escrito como a uniao de dois subconjuntos algébricos proprios, ou

seja, quando V é irredutivel.

Exemplo 1.7. Os conjuntos () e K™ sdo conjuntos algébricos. De fato, o () é o conjunto
solugdo do sistema formado por todos os polinémios em K|z, - - -, z,,] e K™ é o conjunto
solugdo do polinémio nulo. Além disso, todo ponto a em K" é tal que {a} é conjunto

algébrico porque ¢é o conjunto formado pela solu¢ao da func¢ao polinomial f(z) = = —a.

Exemplo 1.8. Se {V,},cr é uma familia de conjuntos algébricos com V, C K" entao

ﬂ V., & conjunto algébrico.
yel’
De fato, para cada conjunto algébrico V., seja I, = (f{, ..., f;/) tal que V(I,) = V,.

ﬂ Vy = ﬂ V(Iv) = V(Z([v))-

yel’ vyel

Entao,

Como > (I,) é um ideal formado por todas as funcoes que geram cada V,, segue que

V(>.(I,)) é o conjunto de zeros de todas estas func¢oes. Logo, ﬂ V, é um conjunto

yel
algébrico.
Exemplo 1.9. Se Vi, --- |V, C K" sao conjuntos algébricos entao UV; é conjunto
i=1
algébrico.

Como temos uma quantidade finita de conjuntos algébricos, é suficiente mostrar
que dados dois conjuntos algébricos Vi = V(I) e Vo = V(J), com I = (f],..., f)
J={f{,.... fil)) e cada f], f/ fun¢bes polinomiais em K[z1,..., z,], a unido V4 U V5é
um conjunto algébrico. Assim, vamos mostrar que V(1)U V(J) = V(1J).

De fato, pelas propriedades de ideal é facil ver que IJ C [ e IJ C J, e entao,
IJ Cc INndJ. Assim, ZUJ C V(IJ). Por outro lado, vamos supor que existe um
elemento x € V(IJ) tal que x # Z, entdo existe uma func¢ao polinomial f € I tal
que f(x) # 0. Além disso, para todo g € J temos que fg € I.J, e entdo fg(z) = 0,
implicando que g(z) = 0, isto é, z € V(J).

Portanto, V(I) U V(J) é um conjunto algébrico.

A partir dos conjuntos algébricos, podemos definir uma importante topologia no

espaco coordenado K", chamada de topologia de Zariski.

12
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Definigcao 1.12. Definimos a topologia de Zariski em K" como a topologia cujo os

fechados sao os conjuntos algébricos.

Exemplo 1.10. A maneira mais natural de definir o espago projetivo P" é dizer que
ele consiste de todas as retas [ que passam pela origem em C"*1. Cada reta ¢ deter-
minada pela multiplicagdo de um vetor nao nulo (xg,- - ,z,) € C* por um namero
complexo A € C — {0}. Consideramos g, - - - , z,, as coordenadas em C"* e x, - , 2/,
as coordenadas homogéneas em P,

Vamos construir o espaco projetivo da seguinte forma:

Observamos que tanto os z;’s quanto os polindomios nao constantes na variavel z; nao
sao funcoes em P". Entretanto, expressoes dadas por % podem ser vistas localmente
como func¢oes em P", basta olhar para estas expressoes nzos subconjuntos U; = P™\ H;,
onde H; = {(zg, -+ ,x,) € C"*!' | z; = 0}. Em outras palavras, U; consiste das linhas
[ € C"! que se projetam isomorficamente no i—ésimo eixo coordenado.

Agora, para ¢ fixo, consideramos a funcao

5(2) : Ul — (Cn+1

o Ti—1 Ti Tiyl In
(x(]u"'7xn)'—> ) y T T Ty T

Notamos que £€® ¢ uma bijecdo entre U; e o subespaco afim x; = 1 em C*'. Usando
esta correspondéncia, o subespaco H; corresponde as linhas que estao no hiperplano

x; = 0 e também pode ser identificado como o espaco projetivo P! pela aplicacio
@ . Hz — Pnil
('-TU) e, T, 07 Tig1," 7‘7;71) — ('I()y L1, T, 7‘7;71)

Os conjuntos U]s formam uma cobertura para P" e podemos considerar cada um deles

uma carta afim em P".
De modo geral, podemos definir um ponto singular da seguinte forma:

Definicao 1.13. Seja V uma variedade algébrica complexa. Dizemos que z € V' é um
ponto singular de V' se nao existe vizinhanca aberta U de x em V tal que U é uma
variedade diferenciavel.

Denotamos por (V') o conjunto de todos os pontos singulares da variedade algé-
brica V.

Defini¢ao 1.14. Sejam K|zy,--- , z,] anel de polinémios e V' um conjunto algébrico.

Definimos Z(V') como o ideal consistindo de todos os polinémios que se anulam em V.

13
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Como Klzy,- -+ ,z,] ¢ um anel Noetheriano, segue que Z(V) é finitamente gerado, isto
& Z(V) = (fr, - o)

E importante observar que esta definicio ndo depende da escolha dos fls, uma
vez que se acrescentarmos um polinémio fryq1 ao conjunto {fi, -, fx} temos que ele
serd a combinagao linear de fi,---, fx. Seja V um conjunto algébrico. Consideramos

Ofi .
polinémios f1, - - - fx que geram Z(V'). Para cada ponto z em V seja (8f ) a matriz
Lj kxn

formada pela diferencial das f]s aplicada no ponto x. Vamos considerar p o maior posto
ofi
6l'j

Como consequéncia da definicao temos o seguinte resultado:

que a matriz( ) atinge para qualquer ponto de V' com p < min{k,n}.
kxn

Proposicao 1.7. Seja V uma variedade algébrica. Entao um ponto x de V é singular

. (9fi
se a matriz | — tem posto < p em z.
a‘xj kxn

Note que um ponto z pertence a 3(V') se, e somente se, o determinante de todas
ok
8xj

algébrico proprio de V.

as matrizes ( ) aplicada em x é nulo. Além disso, (V') forma um subconjunto
pXp

Consideramos V' C K" uma conjunto algébrica e p como definido anteriormente.
Vamos apresentar alguns resultados sobre o conjunto M; = V' \ X(V') dos pontos nao

singulares de V', que sao utilizados no decorrer do texto.

Teorema 1.8 (Whitney). Se K é o corpo dos reais ou complexos, entio o conjunto
V\ 2(V) € uma variedade diferencidvel nao vazia. Mai ainda, V € uma variedade

diferencidvel analitica real ou complexa e tem dimensao n — p sobre K.

Whitney também mostra em [4I] que se V' é irredutivel, isto é, V' é uma variedade
algébrica, entao a dimensao da variedade diferencidvel M; sobre K é igual a dimensao
algébrica de V' sobre K.

Teorema 1.9 (Whitney). Para arbitrdarios V, W variedades algébricas reais ou comple-
zas em um espago coordenado K" tais que VO W, o conjunto V\ W tem no mdzimo

um numero finto de componentes topologicas.

Os Teoremas [I.8| e [1.9] sdo resultados basicos sobre variedades algébricas que foram
provados por H. Whitney em [41], entretanto J. Milnor prova o Teorema de forma
diferente no Apéndice A de [27].

Proposicao 1.10. Seja V uma variedade algébrica real ou complexa definida por
um polinémio f(z) = 0, com f irredutivel(caso V seja uma vaidade algébrica real
adicionamos a hipotese que V' contém um ponto regular de f). Entao todo polinémio
em Z(V') é um multiplo de f. Além disso, V' é irredutivel e o conjunto X(V) =V NC,

onde C' é o conjunto dos pontos criticos de f.

14
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Demonstragao. Ver [27], Lema 2.5, p. 14. ]

Corolario 1.11. Toda variedade algébrica pode ser escrita como uma uniao finita

disjunta
V=MU---UM,

onde cada M; ¢ uma variedade diferencidvel com apenas uma quantidade finita de
componentes conexas. Analogamente, o conjunto V' \ W também pode ser expresso

como uma uniao finita de variedades diferenciaveis.
Demonstracao. Ver [27], Corolario 2.6, p. 15. O

Seja M, = V' \ ¥(V) a variedade diferenciavel formada pelos pontos nao singulares
de V C K" e consideramos g uma funcao polinomial em K".

Seja W o conjunto de todos os pontos x em V tais que a matriz

99 .. 99
0xy ox,,
on o
0xy ox,,
on o
81'1 axn
tem posto menor ou igual & p; onde fi,--- , fx sdo polindmios que geram Z(V).

Os proximo resultado é usado como ferramenta para a prova do Teorema no

Capitulo 3.

Teorema 1.12. O conjunto dos pontos criticos da fungao g|y, @ M1 — K € igual a
intersecao My NW.

Demonstra¢ao. Como M; =V \ ¥(V) temos que para cada a € M, a matriz

ofi df1
o1, (a) B (a)
o1 o
8_x1<a> T oz (a)
tem posto méaximo p, onde fi, -+, fr € K[z, -+ ,x,] sdo polindémios que geram Z(V).

Consideramos F' : K" — K* a aplicacao dada por

F(xh... an) = (fl(l’l,"' 71;71)7... ’fk<aj1’... 7xn))

Pela Forma Local das Submersoes, existe um sistema de coordenadas h : Z — W

com h(a) = 0, onde Z ¢ vizinhangas de a em K" tal que localmente (Foh™!) se comporta
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como proje¢ao nas p primeiras coordenadas, isto &, (Foh™) (@, , Ty, Tpr1, +* ,Tn) =
(g, -+ up).

Como os f/s se anulam em V, observamos que para todo ponto x em M; C V
temos que F(z) = (fi(x), -, fm(z)) = (0,---,0). Por outro lado, localmente temos

F(x) = (uy,- -+ ,up,). E, assim,
(Uly"' ,Up) = (07 70)

Logo, M; é o conjunto dos pontos {(u1,---,u,) € Vlugy = -+ = u, = 0} e entdo

podemos tomar w1, - ,u, como coordenadas locais em M;. Ainda, como os f/s se

dfi .
anulam em M, note também que (8_f) () = 0 para todo x em M; e j > p+ 1.
Uj

. . ([ Of; . /Of
Além disso, a matriz (a—l) tem posto p por ser coluna equivalente a matriz (afl>.
U Z]

Of:
Deste modo, as p primeiras colunas de (a—ﬁ> sao linearmente independentes.
Uj

Assim, a matriz

] ]
8u1 (‘?un
of  of
8u1 8un
O .. Ok
ouy ou,,
dg .
tem posto p se, e somente se, (x) =--- = ——(z) = 0. Mas isto acontece somente
Oupiq ou,,

se o ponto z for um ponto critico de gl -
Portanto, como a matriz acima é coluna equivalente a matriz dada no enunciado

do lema, o teorema esta provado. O

Definicao 1.15. Seja g : M; — K uma fung¢ao polinomial. Dizemos que = é um valor

critico de g se é a imagem por g de um ponto critico.

Corolario 1.13. A fung¢ao polinomial g em M; tem no maximo um namero finito de

valores criticos.

Demonstra¢cao. Vimos no Teorema que o conjunto dos pontos criticos de g|y, é
exatamente dado por (V' \ X(V))NW, onde W é uma vizinhan¢a de um ponto a € Mj;
além disso temos também que W é um subconjunto de V. Assim o conjunto dos pontos
criticos de g|as, pode ser expresso como diferenca das variedades algébricas W e X (V).
Pelo Corolario esta diferenca pode ser escrita como uma uniao finita de variedades

diferenciaveis, isto é,
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WAX(V)=MU---UM,.

onde cada M/ tem um numero finito de componentes conexas.

Cada ponto = de M é um ponto critico de g|y,, em particular, cada ponto z
também é um ponto critico de 9|M£' Como todos os pontos de M/ sao pontos criticos,
significa que a derivada da funcao ¢ se anula em todos eles, ou seja, g é constante
em cada componente conexa de M/. Além disso, como a quantidade de componentes
conexas ¢ finita, temos que a imagem g¢(M/) é um conjunto finito.

Portanto, o conjunto dos valores criticos de g|y;, dado por
gWAE(V)) =g(M{)U---Ug(M)

é finito. ]

1.3 Conjuntos Analiticos Complexos

De forma geral, conjuntos analiticos complexos sao conjuntos definidos de forma
semelhante a conjuntos algébricos, sendo o conjunto de zeros de uma quantidade finita
de fungoes holomorfas.

A principal referéncia desta secao é [6].

Definicao 1.16. Sejam U um subconjunto aberto de C e f : U — C uma funcao.

Dizemos que f é diferencidvel no ponto zy de U se o limite

lim f(z) = f(z0)

Z—r20 Z — ZO

existir. Neste caso, denotamos este limite por f'(zp). Quando a aplicagao f é diferen-
ciavel em cada ponto z de U dizemos que f é uma fungao holomorfa ou uma funcao

analitica complexa.

Em [22], é possivel ver que uma aplica¢ao analitica complexa é infinitamente dife-

renciavel e pode ser descrita por meio de sua série de Taylor (ver [22] p. 5).

Observacao 1.2. Na Definicao poderiamos tomar homeomorfismos com imagem
em C" e, assim, poderiamos falar de atlas homeomorfo, ou seja, considerar que as
mudancas de coordenadas sdo funcoes holomorfas. Seja ¢ : C* — R?" a aplicacao
dada por

olay +iby, -+ an +1ib,) = (ag, -+ ,an, b1, ,by).

Note que esta aplicacao ¢ um isomorfismo, e por isso, as variedades holomorfas em C"

podem ser vistas como variedades diferenciaveis em R?".
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Definigao 1.17. Seja M uma variedade diferenciavel complexa em C". Dizemos que
um conjunto A C M é um subconjunto analitico complexo de M se para cada ponto
a € M existem uma vizinhanca U de a e funcoes analiticas complexas fi, -, f,, nesta

vizinhanca tais que
ANU ={z€U| fi(z) =+ = fu(z) =0},

isto é, localmente A é o conjunto comum de zeros das funcoes analiticas fi1,--- , fi.

Definicao 1.18. Dizemos que um conjunto A em uma variedade diferenciavel M é
um conjunto analitico complexo (local) se ele é em uma vizinhanga de cada um de
seus pontos um conjunto comum de zeros de uma familia finita de funcoes analiticas

complexas.

Observamos que todo conjunto analitico complexo é um subconjunto analitico com-
plexo.

Além disso, como feito nos exemplodI.§e é possivel mostrar que a intersecao de
um nuamero finito de conjuntos analiticos complexos ¢ um conjunto analitico complexo
e que a uniao finita de conjuntos analiticos complexos também é um conjunto analitico
complexo.

Estas propriedades mostram que conjuntos analiticos complexos sao fechados para
intersecao e uniao finita. Em [6], E. M. Chirka enfatiza a importancia destas propri-
edades uma vez que se considerarmos variedades diferencidvels a interseccao ou uniao

finita podem gerar conjuntos que nao sao necessariamente subvariedades diferenciavels.

Proposicao 1.14. Se ¢ : M — N é uma aplicacao holomorfa entre variedades dife-
rencidvels complexas, entao a imagem inversa de qualquer conjunto analitico complexo

A C N é um conjunto analitico complexo em M.

Demonstracao. De fato, seja ¢(b) = a € A e sejam fi,--- | f,, funcdes analiticas em
uma vizinhanca U de a que define U N A. Assim, V = ¢~ }(U) ¢ uma vizinhanca de b
e o conjunto ¢~ '(A) coincide com o conjunto de zeros comuns das fun¢oes holomorfas
frog, - fmod.

O

Observacio 1.3. E importante destacar que nem sempre a imagem de um conjunto
analitico complexo por uma aplicagao holomorfa é um conjunto analitico complexo.
De fato, considere a aplicacdo ¢ : D; C C — C?, onde D; é o disco aberto de
centro 0 e raio 1 tal que ¢(z) = (2% — z,2% — 2). Qualquer vizinhanga U de 0 é um
conjunto analitico entretanto ¢(U) ndo ¢ um conjunto analitico em nenhuma vizinhanca

do ponto (0,0), pois se (22 — z,2% — 2) = (0,0) entao z = 0.
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Proposicao 1.15. O produto direto A; x A, de subconjuntos analiticos Ay C M;,

Ay C M5 & um subconjunto analitico em M; x Ms.

Demonstragao. Com efeito, se 7; é a projecao de M; x My em M;, j = 1,2, entao
Ap X My = 7 1(A)) e My x Ay = 7 !(A,) sao subconjuntos analiticos complexos.
Além disso, a intersecao (A; x My) N (M x Ay) = Ay x Ay & um subconjunto analitico

complexo. O

A seguir, vemos um resultado que nos dé informacoes sobre a topologia do conjunto

dos pontos singulares de quaisquer conjuntos analiticos complexos.

Definicao 1.19. Dizemos que um ponto a de um conjunto analitico complexo A em
uma variedade diferenciavel complexa M é um ponto regular se existe uma vizinhancga
U de a em M tal que AN U é uma subvariedade diferenciavel complexa de M. Caso

contrério, dizemos que o ponto a é um ponto singular de A.

Quando A E um conjunto algébrico, temos que esta definicio equivale & Definicao
[[.7 Isto se verifica na Proposicao [I.13

Teorema 1.16. Se A ¢ um conjunto analitico complexo de uma variedade M entao o

conjunto dos pontos singulares € fechado e nao denso em A.

Demonstracao. Ver [6], Teorema, p. 18. ]

1.4 Nocoes basicas de Topologia Algébrica

Nesta secao apresentamos algumas definicoes basicas sobre Topologia Algébrica, re-
lacionados a teoria de homotopia que usamos no decorrer do texto. Para uma referéncia
mais completa sobre este assunto, ver [14] e [20].

Consideramos [ o intervalo fechado da reta [0, 1].

Definicao 1.20. Sejam X e Y espacos topolégicos. Dizemos que duas aplicacoes
continuas f,g: X — Y sao homotopicas, e denotamos por f =~ g, se existe uma
aplicagao continua

H: XxI—Y

tal que, para todo x € X, temos H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) .
Para cada t € I, a homotopia f ~ g define a aplicacao continua H;: X — Y, com

De modo geral, temos uma familia { H,} de aplicagbes continuas que leva a aplicagao
f na aplicagdo g continuamente ao longo do parametro t. Observamos também que
Hy=feH =y
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Em [20], E. L. Lima mostra que homotopia é uma relacdo de equivaléncia entre
aplicacoes continuas de f : X — Y. As classes de equivaléncia sao denominadas
classes de homotopia e denotadas por [f]. Além disso, é possivel provar que composi¢ao
de aplicagoes também preserva homotopia, e dai, podemos definir a composicao entre

classes de homotopia.

Definicao 1.21. Uma isotopia é uma homotopia na qual cada aplicacao continua H; é
um difeomorfismo. Além disso, dizemos que dois difeomorfismos sao isotdpicos se eles

podem ser ligados por uma isotopia.
A préxima definicao se refere a nogao de igualdade no contexto de homotopia.

Definicao 1.22. Chamamos uma aplicacao continua f : X — Y de equivaléncia
homotopica quando existe uma aplicacao continua g : Y — X tal que go f ~ idx e

fog~idy.

Quando estamos nestas condic¢oes, dizemos que os espacos topologicos X e Y pos-
suem o mesmo tipo de homotopia e g é o inverso homotépico de f. De modo geral, se
f: X — Y éuma equivaléncia homotopica entao o espaco X pode ser deformado con-
tinuamente no espaco Y e vice versa. Claramente, um homeomorfismo é um exemplo

trivial de equivaléncia homotopica.

Definicao 1.23. Um espaco topologico X é chamado de contratil quando possui a

mesma homotopia de um ponto.

Em outras palavras, o espaco topologico X é contratil se, e somente se, existe uma

equivaléncia homotopica f : X — {x}, para algum ponto {x}.
Proposicao 1.17. Todo espaco contratil é conexo por caminhos.
Demonstragao. Ver [20], Corolario 1.1, p. 11. O

Considerando as classes de homotopia de um tipo especial de aplicacoes, podemos
construir um importante invariante topolégico usado para o estudo de problemas de
homeomorfismos, chamado de grupo de homotopia.

Sejam f,g: I — X caminhos no espaco topologico X com f(1) = g(0). Podemos

definir uma operacao produto f - g entre estes caminhos da seguinte forma:

f(2s), se s €]0,1/2]

(f-9)(s) = { g(2s — 1), se s € [1/2,1]

Afirmamos que esta operacao esta bem definida, isto é, respeita as classes de homotopia.
De fato, sejam f; e g, homotopias tais que fo =~ fi1, go ~ g1. Se fo(1) = go(0) podemos

garantir a boa definicao da operacao fy - go, além disso, fo- g0 = f1 - 91
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Definicao 1.24. Seja m (X, xo) o conjunto de todas as classes de homotopia [f] de
caminhos f : I — X tais que f(0) = f(1) = zp € X. O conjunto m (X, zy) munido
com produto [f][g] = [f - ¢g] tem estrutura de grupo e é denominado grupo fundamental

de X de ponto base x.

A fim de definir o espago 7, (X, z¢), chamado de grupo de homotopia do espago X
com ponto base xg, consideramos I,, o produto de n copias do intervalo I = [0, 1], isto
é, I, =1x---x1I, nvezes, tal que a fronteira 0I,, de I,, & o subespaco consistindo dos

pontos com pelo menos uma coordenada igual a 0 ou 1.

Definigao 1.25. Para um espago X com ponto base xy € X, definimos m, (X, z9) o
conjunto das classes de homotopia de aplicacoes f: (I,,0I,) — (X, zg), onde cada

homotopia f; satisfaz f,(0I,) = xo para todo t.

Observamos que a defini¢ao inclui o caso n = 0, onde o conjunto Iy é um ponto
e 0ly é o conjunto vazio. Logo, mo(X, o) é o conjunto de componentes conexas por
caminhos de X. Quando n > 2, podemos definir uma operagdo de soma em m,(X, 7o),

generalizando a operagao de composi¢ao em 7, da seguinte forma

f(2s1, 89, ,8,), se sy €[0,1/2]
g(2s1 — 1,89+ ,8,), se sy € [1/2,1]

(f+g)(817527"' 7Sn) = {

Esta operacao estd bem definida nas classes de homotopia. Além disso, é possivel
mostrar que 7, (X, zg) é um grupo abeliano quando n > 2, com elemento identidade a

aplicacao constante que leva [, para zy e com inversa dada por —f(s1, 89, - ,8,) =
f(l — 81,82, ¢ 7Sn)-

Definicao 1.26. Um espaco X com ponto base xg é chamado de n—conexo se
mi(X,x0) = 0 para i <n.

Entao, 0—conexo significa conexo por caminhos e 1—conexo significa simplesmente

conexo.

Uma aplicagdo ®: (X,z9) — (Y,yo) induz uma aplicacdo P.: m,(X,z9) —
T (Y, o) definida por @, ([f]) = [®f] (ver [T4], p. 340,). E imediato das defini¢des que
®, esta bem definida e € um homomorfismo se n > 1. Além disso, (Po ¥), = &, 0V,

(Ig)s = Ig e se ®;: (X, z9) — (Y, 90) € uma homotopia, entao (Pg). = (Pq)..
Proposicio 1.18. Se S* ¢ a esfera unitaria, entdo a seguinte igualdade é valida:
T (SF) = 0 para n < k.
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Demonstragao. Ver [14] , p. 349. ]

Definiremos um tipo especial de espaco topologico, o complexo C'W, formado pela
"colagem"de estruturas chamadas de n—células. Um dos principais interesses no estudo
de CW-Complexos é encontrar equivaléncias homotopicas entre espacos topologicos
desse tipo, ou seja, dado dois espacos C'W-complexos, é interessante saber quando
sao deformaveis entre si. Para compreender este espaco topologico, vamos a seguinte

definicao.

Definicao 1.27. Uma n—célula é um espaco homeomorfo ao n—disco aberto D" —S"~1,

Uma n—célula fechada é uma co6pia homeomorfa ao n—disco fechado D™.

Definigdo 1.28. Sejam X um espaco topologico e E uma familia de n—células {e(™},

com n podendo variar. Se X = U{e}, entdo, para cada k > 0, o k—esqueleto X* de

ecE
X é definido como

X® =M e F|n<k}

Observamos que X c XM c X®@ c...c X ... = UX(k).

k>0

Munidos com as ideias acima, podemos definir formalmente um complexo C'W.

Definigao 1.29. Um complexo CW ¢é uma terna (X, E, ®), onde X é um espacgo de
Hausdorff, £ ¢ uma familia de n—células em X e & = {®, | e € E} é uma familia de

aplicacoes tais que:
(i) X =U{e| e € E} (unido disjunta);

(ii) Para cada n—célula e € E, a aplicacio @, : (D™;S" ) — (eu X 1: X(n=1) ¢

um homeomorfismo relativo;

(iii) Se e ¢ uma n—célula em E, entdo seu fecho esta contido em uma unido finita de

células em E;
(iv) X tem a topologia determinada por {€ | e € E}.

De modo geral, um C'W complexo é uma uniao finita de células abertas. Esta uniao

¢ chamada de decomposicao celular de X.

Teorema 1.19. Toda variedade compacta de dimensao n tem o tipo de homotopia de

um CW complexo finito de dimensao n.

Demonstragao. Ver [14], Corolario A.12, p. 529. ]
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1.5 Fibrados Vetoriais

Nesta secao, apresentamos conceitos iniciais sobre a teoria de fibrados.

Dada uma variedade diferencidavel M, a cada ponto p de M é possivel associar
um espago vetorial, o espaco tangente T,M. Porém, para fins do nosso estudo, é
interessante saber quando podemos associar um espaco vetorial a cada ponto de um
espaco topologico de modo que o conjunto de todos estes espacos estejam conectados

de forma diferenciavel.

r Espaco Topoldgico

)
\. Fibras

Figura 1.7: Fibras em um Espaco Topologico

De maneira geral um fibrado vetorial é uma familia de espacos vetoriais que es-
tao conectados & uma variedade de uma forma diferenciavel. Formalmente, temos a

seguinte definicao:

Defini¢ao 1.30. Sejam E e B espagcos topologicos. Dizemos que a terna (E, 7, B) é
um fibrado vetorial localmente trivial de dimensao n sobre B se satisfaz as seguintes

propriedades:

i) A aplicagdo 7 : E — B é continua, sobrejetiva e Ej, := 7~ 1(b) tem estrutura de

espaco vetorial n-dimensional sobre R.

ii) O Axioma da Trivialidade Local é satisfeito, isto é, para cada elemento em B

existe uma vizinhanca U e um homeomorfismo
f:n(U)—UxR"
tal que para cada b em U
fo=flg, : B — {b} x R"

¢ um isomorfismo entre espacgos vetoriais.
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Denominamos o par (f,U) de carta vetorial, E' o espaco total, Ej, a fibra, B a base

e ™ a projecao do fibrado.

U x Rn
7 () P
/_4\._..1
\ ‘/
"0

Figura 1.8: Trivialidade Local

Além disso, dizemos que o fibrado vetorial (E, 7, B) é diferenciavel se os espacos F

e B sao diferenciavels, a aplicacao 7 é diferenciavel e f é um difeomorfismo.

Observagao 1.4. Seja (E, m, B) um fibrado vetorial n-dimensional. Entao as fibras Ej,
e E; sao isomorfas para todo b, b’ em B. De fato, pelo Axioma de Trivialidade Local,
temos que f, = f|g, : By — {b} x R é isomorfismo para todo elemento em B. Porém,
os conjunto {b} x R™ e {0’} x R™ sao isomorfos para qualquer b, ¥ em B. Portanto,

f,;l o fp: By — By define um isomorfismo entre as fibras Ej e Ey.

Exemplo 1.11. Sejam E o cilindro em R® e 7 : E — S'. Entdo (E,n,S!) ¢ um
fibrado vetorial sobre S!. De fato, como E é homeomorfo ao conjunto S' x R, a

aplicacao
7 E— St

é a projecao canodnica, que é continua e sobrejetiva. Basta mostrar que m cumpre o
Axioma de Trivialidade Local.
Note que, para cada x € S! qualquer vizinhanca U de z ¢ tal que 7~ 1(U) = U x S'.

Assim,

f:m ' (U) — U xS

T

¢ um homeomorfismo, a saber aplicacao identidade. Além disso, para cada =z € U, a
fibra 771 (z) = {a} x S'. Dai,
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fo: m N 2) — {2} x S*
é um isomorfismo entre espacos vetoriais.

o
N

Figura 1.9: Pojecao do cilindro em S!

Logo, a aplicacao m é a projecao de um fibrado localmente trivial.

Se um fibrado vetorial localmente trivial sobre B tem uma carta vetorial, o deno-
minamos de fibrado trivial.

Um exemplo simples de um fibrado trivial ¢ dado da seguinte forma:

Exemplo 1.12. Seja M uma variedade diferenciavel. O fibrado (M x R"™, 7, R™), onde

m € a projecao na segunda coordenada, ¢ um fibrado trivial.

E importante ressaltar que um fibrado vetorial localmente trivial nao é necessaria-

mente um fibrado trivial como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 1.13. Seja E C R? a faixa de Mobius. A terna (F,7’,S') é um fibrado
vetorial localmente trivial que nao é trivial.

De fato, dado um ponto z em S' e uma vizinhanca U deste ponto, que é um arco de
S!, temos na figura que o 7'~ 1(U) é uma fatia de quatro quadrados de comprimento
e um quadrado de largura. Note também que existe um homeomorfismo ¢ entre uma
fatia de £ e uma fatia do cilindro C' (exemplo [L.11]). Portanto, (E, 7, S') ¢ um fibrado
localmente trivial. Entretanto, a faixa de Mobius nao é o espaco total de um fibrado
trivial, pois ndo podemos escrever E como o produto cartesiano de S' com um intervalo

J, caso contrério, a Faixa de Mobius seria homeomorfa ao cilindro, o que é absurdo.
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Figura 1.10: Projecao da faixa de Mdbius em S!

Proposicao 1.20. Se (F,w, B) é um fibrado vetorial tal que o espaco base B é con-

tratil, entao a trivializagao é global.

Este fato segue diretamente das definicoes. De fato, como o espaco base tem a

homotopia de um ponto, entao s6 existird uma carta vetorial.

Defini¢ao 1.31. Sejam (E,w, B) um fibrado vetorial e £’ um subconjunto de E. Se

em torno de cada b € B existir uma carta (f,U) com
f(r Y (U)NE)=UxRECU xR"

entdo (E',7|g, B) é um fibrado vetorial sobre B denominado subfibrado de E de di-

mensao k.

Definigao 1.32. Sejam (F, 7, B) e (E', 7', B) fibrados vetoriais sobre B. Um homo-
morfismo de fibrados é uma aplicacdo continua f: E — E’ tal que cada aplicacao

fo: By — Ej é linear e o diagrama

comuta.

Defini¢ao 1.33. Uma se¢do de um fibrado vetorial (F,m, B) é uma aplica¢do continua

o: B — E, tal que o(b) esta em FEj, para todo elemento b de B.

Exemplo 1.14. A aplicacao definida por

(:B—F

z+—> 0,
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onde 0, € E,, ¢ um exemplo trivial de uma se¢ao de um fibrado vetorial, chamado de

secao nula e denotamos por (.

Observagao 1.5. Se 0: B — E ¢ uma secao, entao o: B — ¢(B) ¢ um homeomor-
fismo. Assim, como a base do fibrado é homeomorfo a imagem de qualquer secao de

um fibrado, podemos sempre tomar a imagem de qualquer secao como base.

Exemplo 1.15. Seja M uma variedade diferencidvel. Definimos fibrado tangente como
o terna (T'M, 7, M) tal que
) T™ = ] T.M
zeM

ii) A projecao canonica 7 é dada por

m: TM — M
T.Mv+— x

Se (f,U) é uma carta em M, entdo a aplicagao

() LU x R L

f(U) x R"
¢ um homeomorfismo, onde f leva um carva v € T, M no par (v(0), (f7)'(0)). Além
disso, a aplicagao que leva T, M +—— {b} x R™ é um isomorfismo. Portanto, 7 é a

projecao de um fibrado localmente trivial.

Em outras palavras, o fibrado tangente T'M é a unido dos planos tangentes & uma

variedade dispostos de uma forma diferenciavel.

Exemplo 1.16. Consideramos a variedade S'. O fibrado tangente T'S' sobre o circulo
St é formado pela unido disjunta de todas as retas tangentes a S dispostas de forma
diferenciavel (figura [1.11)).

Figura 1.11: Fibrado Tangente T'S*
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Definicao 1.34. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo vetorial é uma secao

diferenciavel do fibrado tangente, isto é, uma aplicacao o : M — T M.

Definicao 1.35. Se f: M — N é uma aplicacao diferenciavel entre variedades com
diferencial Df, : T,M — Ty, N, podemos definir a aplicagao diferenciavel entre
fibrados tangentes Ty : TM — TN como T(p,v) = (f(p), Dfy(v)), onde v & um
vetor de T, M.

1.6 Estratificacao de Whitney

Seja V = f71(0) uma variedade algébrica onde f: R" — RP é uma aplica¢ao com
coordenadas polinomiais. Em [41] Whitney mostrou que V' pode ser particionada em
finitas subvariedades diferenciavels e conexas em R". Posteriormente, em [42] Whitney
refinou sua definicao estabelecendo o conceito de estratificacao de variedades analiticas
reais e complexas.

De modo geral, o objetivo de uma estratificacao é dividir uma variedade analitica em
subvariedades disjuntas, diferenciaveis tais que estas subvariedades satisfazem certas

propriedades chamadas de condigoes de Whitney.

Definicao 1.36. Sejam M uma variedade diferenciavel e S C M um subconjunto
qualquer de M. Uma uma estratificagao localmente finita de S é uma particao {Sy }aecs
de S em subvariedades de M, tais que para todo p € S existe uma vizinhanca aberta
U de p em M que intersecta apenas uma quantidade finita de elementos de {S, }ae..

Cada componente S, é chamada de estrato.

Exemplo 1.17. Sejam M = R3 e C o cone dado por 22 + 4% = 2% e 2 > 0. Entdo
{S1, S2} € uma estratificacao localmente finita de C', onde S; = {0} e So = C'\ 5.

Defini¢ao 1.37. Seja {S, }acs uma estratificacio de S. Dizemos que {S, }aecs satisfaz
a condicao de fronteira se para quaisquer dois estratos S,, Ss de uma estratificagao
{S,} com S, NSz # () temos S, C Sg, onde Sz é o fecho topologico de Sz. Note que
como os estratos sdo disjuntos, entdo se {S, }ocs satisfaz a condic¢do de fronteira temos
que S, = Sz ou S, C Sp \ S

Exemplo 1.18. Considere a estratificagao do cone dada no exemplo [1.17, Entao a

condicdo de fronteira ¢ satisfeita. De fato, como Sy = C temos:
Slﬂ§2:{0}6{0}251 CEQZC.

Definigao 1.38. Seja {S,}acs uma estratificagdo de um conjunto S. Dizemos que
{Sa}acs satisfaz as condigdes de Whitney se para todo par (S,, Sg) tal que Sz C S, e
todo ponto y € S, temos:
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a) Dada qualquer sequéncia de pontos {z,} em S, que converge para y tal que o

lim T, S, =T existe na Grassmanniana correspondente, entao 7,55 C T'.
n—m—oo

b) Dada qualquer sequéncia de pontos {y,} em Sz que converge para y tal que o

lim 7,7y, = A existe no espago projetivo, entao A C 7.
11— 00

Se uma estratificacdo localmente finita {S,} satisfaz a condigao de fronteira e as con-

di¢oes de Whitney, dizemos que {S,} é uma estratificacao de Whitney.
Apresentamos agora um resultado importante sobre as condi¢coes de Whitney.

Proposicao 1.21. Sejam S, e Ss estratos de uma estratificagdo um subconjunto S
de uma variedade diferenciavel M. Se o par (S,,Ss) satisfaz a condi¢do b em y entdo

também satisfaz a condicao a em y.

Demonstragao. Como as condigoes a e b sao locais, podemos supor que S, e Sz sao
subvariedades do R™. Consideramos {z,,} uma sequéncia de pontos em S, que converge
para y e os planos tangentes T, S, convergem para algum 7' C T, R" = R". Devemos
mostrar que T,Sg C T. Suponhamos, por absurdo, que 7,55 € T. Entdo existe uma
linha I C R" passando pela origem tal que I C T,Ss mas | ¢ T. Como | C T,S5,
podemos escolher uma sequéncia de pontos {y,} em Sz que converge para y tal que
Yi # Tn € Ty, — . Entretanto, como | ¢ T segue que a condigdo b ndo vale,

chegando a uma contradicao. O]

Exemplo 1.19. Seja C' o cone com vértice na origem. Consideramos a estratificacao
{51, S2} com Sy uma geratriz do cone e Sy = C'\ {S1}. Entdo, esta estratificacao ndo
satisfaz as condicoes de Whitney.

De fato, se considerarmos uma sequéncia {z,} C C sobre uma geratriz do cone
diferente de S; e outra sequéncia {y, } na geratriz S;, ambas convergindo para a origem
tal que o seguimento ¥,y, tenha sempre a mesma direcio A. A condicdo a nao é
satisfeita pois im 705, ¢ lm7,,S,. Além disso, pela Proposigao seque que a
condi¢ao b de Whitney também nao é satisfeita. Geometricamente, é facil observar que
a condi¢@o b ndo é satisfeita porque A € lim T}, Ss.

Entretanto, se consideramos a estratificagdo formada por {57, 52, S3} tal que S é
a origem, Sy é uma geratriz menos a origem e S3 = C \ (S} U Sy), temos que esta

estratificacao satisfaz as condi¢oes de Whitney.
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Y1

UG

i 1

T

Figura 1.12: Estratificacao do cone C'

Exemplo 1.20. Seja S = f~1(0) o conjunto de zeros da fung¢ao polinomial f: R® — R

dada por y? + 23 — 222

Seja § = {51, 52} uma estratificacdo de S, onde S; é a parte regular de S e S5 o
eixo da coordenada z. Se tomarmos uma sequéncia {x,} em S; que converge para a
origem, temos que lim 7, S; = P, onde P é o plano zy. Além disso, TpS2 = Ss.
Logo, TyS; C P. Ng;aoue a condicao b de Whitney nao vale, pois se tomarmos uma
sequéncia {y,} em S convergindo para a origem tal que nhinmm = )\, temos que

A P.

Proposicao 1.22. Seja Z um subespago analitico nao singular, X, Y subespagos de
Z com estratificagoes de Whitney {X;} e {Y;}. Suponha que para todo i, j, os estratos
X, X; sao transversais. Entdo, {X; NY;} é uma estratificacio de Whitney de X NY'.

Demonstracao. Ver [37], Lema 4.2.2, p. 404. O
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O proximo teorema ilustra porque estratificacoes de Whitney constituem uma boa
ferramenta para o estudo de variedades analiticas.

Dada uma variedade analitica V', uma questionamento natural é sob quais condi-
¢oes V admite uma estratificacio de Whitney. Em [40], Whitney mostrou o seguinte

resultado:

Teorema 1.23. Toda variedade analitica complexa X admite uma estratificacdao de
Whitney.

Demonstracao. Ver [40], Teorema 19.2, p. 540. ]
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Capitulo 2

Teoremas de Fibracao de Ehresmann e

Lemas de Isotopia de Thom

Provaremos neste capitulo os Teoremas de Fibracao de Ehresmann, o Primeiro
Lema de Isotopia de Thom e enunciaremos o segundo Lema de Isotopia de Thom. Estes
resultados nos dizem sob quais condi¢oes uma aplicacao diferenciavel entre variedades
diferenciaveis é a projecao de um fibrado localmente trivial. As principais referéncias
sao [10], [25] e [35].

2.1 Teoremas de Fibracao de Ehresmann

Nesta secao, vamos tratar de aplicagoes diferenciaveis entre variedades diferencia-
veis.

Da Definigao [I.30} sabemos que uma proje¢io de um fibrado localmente trivial é
sempre sobrejetora. Uma pergunta natural é sob que condi¢oes uma aplicagao sobreje-
tora entre variedades diferencidveis é a projecao de um fibrado localmente trivial. Uma

condicao ¢ dada pelo Teorema de Fibracao de Ehresmann que estudamos a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema de Fibragdo de Ehresmann para variedades sem bordo). Sejam
M, N wvariedades diferencidveis sem bordo de dimensoes n + k e n, respectivamente e
f: M — N uma submersao propria. Entao, f € a projecao de um fibrado localmente

trivial.

A ideia da demonstracao serd a seguinte: Pelo Teorema do Posto, uma submersao
¢ localmente uma projecao R"** — R™. Assim, localmente, toda submersio é uma
projecao de um fibrado localmente trivial. Entdo, usando que a aplicacao f é propria,
construimos um campo vetorial em cada vizinhanca de cada ponto, e usamos particao

da unidade para construir um campo vetorial em todo espaco.
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Demonstragao. A prova a seguir é dada por B. I. Dundas em [10].

Como N é uma variedade diferenciével, para cada ponto de N existe uma vizinhanca
aberta desse ponto difeomorfa a um aberto do espaco euclidiano R™. Assim, como no
Teorema de Fibracao de Ehresmann a questao ¢ local, podemos assumir que N = R",
e entao, demonstrar o Teorema [2.1]é equivalente a provar que existe um difeomorfismo

h: M — R™ x f~1(0) tal que o diagrama

ML~ R" x f71(0) (2.1)
|
R™

comuta.

Se M = (), entdao, como f~1(0) =0 e ® = R" x ), o diagrama comuta por
vacuidade. Suponhamos que M # (). Seja pg € M e r = f(py) € R™. Pelo Teorema do
Posto (ver [10] p. 78), temos que para todo p € f~!(r) existem vizinhangas coordenadas
z, : U, — U}, tais que o seguinte diagrama comuta:

Il
u,— 1 g

xpl lian

Escolhemos uma particio da unidade {);}, formada por aplica¢des continuas A; :
M — [0, 1], subordinada a cobertura {U,} (ver [10], Teorema 9.2.2, p. 156). Para
cada j, escolhemos p tal que o suporte supp(\;) C U, e seja z; = x, de modo que se
tenha uma quantidade enumeravel de vizinhancas coordenadas. Definimos o campo de
vetores X;; : U; — TU; como a aplicacao que associa cada ¢ € U; a transformacao
linear w;;(q)(t) = asj_l(asj (q)+eit), onde e; € R™ é 0 i-ésimo vetor unitarioei = 1,--- | n.

Sejam X; : M — T'M dada por X; = Z)\iXij e :R" x R¥ — R" a projecao

j
nas n primeiras coordenadas. Temos que f(u) = 7(z;(u)) para todo u € U;. Assim,

(f owij(@))(t) = f oy (x;(q) + ejt)
=moxjoua; (z;(q) + eit)

m(x;(q) + eit)

f(g) +ei, poisi <n.

Além disso, como Z Aj(q) =1 para todo ¢ € M, temos que
J
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(Ty o Xi)(g Z)\ )[f 0 wii(q)]
_ZA )t — flq) + eit]

= 1[75 — f(q) + eit]
= [f(q) + eit].

Assim,pela defini¢ao da aplicagao T, temos que o diagrama

Ty
TM —TR"

J

M——R

comuta para todoi=1,--- ,n.

Observamos que para cada i fixado, a curva a : R — R” dada por «(t) = u + te;
é a tnica solugdo para o problema de valor inicial o/(t) = e; e a(0) = u. Assim, seja
®, : A; — M o fluxo local correspondente & X; e consideramos J, uma secao de A; no
ponto q em M, isto é, A; N (R x {p}) = J, x {p}. Para cada p fixado consideramos a
linha de fluxo a(t) = ®(t, ¢). Como as linhas de fluxo sao as curvas solucao, o tridngulo

no diagrama abaixo comuta:

Ty
TM —~TR"
A
Jg—5>M ——R"

onde T} esté definida em [T.35 Além disso, notamos que:
e TyoDy=D;ofoa=(Diof)oa=Dsoa
o (foa)=f(a(0)) = f(a)
e, por unicidade:
(f 0 @)(t,q) = f(2(t,q)) = (f e a)(t) = f(q) + tes. (2:2)

Vamos mostrar que A; = Rx M. Pela equacao[2.2] temos que a imagem de um intervalo
aberto finito por ®;(—,q) esta contido em um compacto K. Logo, a imagem de um

intervalo aberto finito sob f o ®;(—, q) esta contido em f~!(K), que é compacto pois f
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¢ propria. Mas se J, # R a aplicacao ®;(—, q) leva qualquer compacto em um tempo
finito (ver Corolario 8.8.3 em [10]), o que é absurdo, donde, J, = Re A, = R x M.

Portanto, todos os fluxos ®; sao globais e podemos definir o difeomorfismo

¢:R" x f_l(T’Q) — M
(t,q) — q)l(tl,q)Q(tQ, ce ;q)n<tn7Q) o ))

com inversa

¢t M — R™ x f(ro)
q— (f(@) =10, ®ul(ro)n — ful@), -, 1((ro)1 — fi(q),q) -~ -))

Por fim, observamos que ¢ ser sobrejetiva implica que f é sobrejetiva, e entao, podemos
escolher qualquer ponto ry de R™. Em particular, podemos escolher o = 0. Entao,
h: M — R™ x f71(0) ¢ o difeomorfismo tal que o diagrama [2.1] comuta. O

Observacio 2.1. E possivel obter uma versio do teorema anterior substituindo a hi-
potese de f ser propria pela condi¢gao que para cada y € N as fibras f~!(y) sejam
compactas. De fato, basta observar que no inicio da demonstracao tomamos um ele-

mento p na fibra f~!(rg). Assim, podemos diminuir a vizinhanga U, de p de forma que
Up C f_1<7“0>.

Teorema 2.2 (Teorema de Fibragao de Ehresmann para variedades com bordo). Sejam
M, N wvariedades diferencidveis com bordo de dimensao n + k e n, respectivamente.
Consideramos f: M — N uma submersao propria. Entao, f € a projecao de um

fibrado localmente trivial.

Demonstracao. Pela Proposicao [1.2] temos que 0X é uma variedade diferenciavel sem
bordo. Como X = IntX U 0X, basta repetir a demonstragao do Teorema para o

interior e fronteira de X. O

Se temos agora S uma estratificacao de Whitney de uma variedade diferenciavel M
e f: M — N uma aplicagao propria que é uma submersao em cada estrato, o Primeiro
Lema de Isotopia de Thom nos garante f ¢ a projecao de um fibrado localmente trivial.
Para provar este Teorema, precisamos de algumas definicoes e resultados que sao dados

nas seguintes secoes.
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2.2 Vizinhancas Tubulares

Nesta secao, cujas principais referéncias sao [25], [30] e [4], definimos o conceito de
vizinhanca tubular e enunciamos um resultado que estabelece a existéncia e unicidades
de tais vizinhancas.

Geometricamente, podemos exemplificar a construcao da vizinhanca tubular da se-
guinte forma: no plano, consideramos uma curva diferencidvel M sem auto-intersegoes.
Em cada ponto p da curva, trace uma linha [, perpendicular a curva. A menos que esta
curva seja uma reta, estas linhas podem se cruzar de forma complicada. No entanto, se
olhamos uma vizinhanca pequena U em torno da curva, as linhas [, e [, nao se cruzam,

se p # q (ver Figura[2.1). Podemos entao definir uma vizinhanca aberta U = U l; de
peEM
M, onde [}, ¢ uma vizinhanga suficientemente pequena da linha [,,.

A variedade U munida com a projecao m : U — M que envia cada ponto p € U

para o Unico ponto z € M com x € [, define um fibrado vetorial em M.

\\\\//

PR
RN

4,
4,
1

Figura 2.1: Vizinhanca Tubular

Para estender esta construcao para uma variedade suave M precisamos introduzir

algumas definigoes.

Definigao 2.1. Um produto interno em um fibrado vetorial (£, 7, M) é uma aplicacdo
que associa a cada fibra E, = 7~1(b), um produto interno {.) com a seguinte propri-
edade: se U é um aberto M e oy e 09 sao duas secoes diferenciaveis de F sob U, e

u € U, temos que a aplicacao
ur— (o1(u), o2(u)),

é diferenciavel. Em outras palavras, um produto interno em um fibrado vetorial é uma

familia de produtos que variam suavemente em cada fibra de F.
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Seja (E, 7, M) um fibrado munido com um produto interno (.). Se 7 : E — M é
a projecao do fibrado sobre a variedade M e € é uma funcao positiva em M, definimos

a e—bola aberta como o conjunto
Be={eecE|le] <e(n(e))}

onde, [le]| = \/(e, ).

Agora, consideramos M uma variedade diferenciavel e X uma subvariedade de M.

Definigao 2.2. Definimos uma vizinhanga tubular 7" de X como a tripla (E, €, ¢),
onde £ = (E,7,X) é um fibrado munido com um produto interno, ¢ é uma fungao
diferenciavel positiva em X e ¢ é um difeomorfismo de B, C E em um subconjunto

aberto de M que comuta com a secao nula ( de F, isto é, o diagrama

I\
X——M
é comutativo.
Note que X pode ser visto canonicamente mergulhado em £ como imagem da se¢ao
(. Em outras palavras, uma vizinhanca tubular de X em M é uma vizinhanca aberta
de X em M difeomorfo a uma vizinhanga da se¢ao nula ¢ no fibrado (E, 7, X) (ver [4]
p. 231). Chamamos o conjunto |T'| = ¢(B,) de tubo.

Definimos a projecao associada a T como a aplicacao
ari=mog t:|T| — X.

Também podemos definir a funcao tubular associada a T como a aplicacao
pr=pop 1 |T| — R

tal que para todo ponto e de |T|, p(e) = |le||*.
Dado U subconjunto de X, definimos a restricao de T para U como a tripla
(E|U, €e|U, o|U).

Definig¢ao 2.3. Consideramos as vizinhangas tubulares T = (E,¢,¢) e T = (E', €, ¢')

de X em M . Dizemos que ¢ : E — E’ é um isomorfismo entre T e T" se existe uma

funcdo positiva €’ em X tal que ¢’ < min{e e} e ¢’ = ¢|p,, = ¢|Ber.

Exemplo 2.1. Consideramos o mergulho natural de R™ em R™, m = n + k, e seja
(R™, 7r,R") o fibrado vetorial trivial com a fibra tipica R*. Sejam ¢ a funcdo constante

igual a 1 e ¢ : Tgn —> R™ a restricao da funcao identidade em R", com

Ton = {2 = (y,0) € R* x R¥| [lu]| < 1}.
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Assim, a tripla (R™, €, ¢) constitui uma vizinhanga tubular de R” em R™, chamada
de vizinhanca tubular padrao.
Neste caso, a proje¢ao mgn : |Trn| — R™ associada a vizinhanga tubular Tk~ é a

propria projecdo ortogonal (z1,--+ ,xpy) —> (21, ,2,,0,---,0) de R™ em R". Ja a

fungao tubular pgn : |Tgm| — R, dada por

2 2
(@1, Tm) —r Th g+ T,

calcula o quadrado da distancia de um ponto x € R™ ao espaco R".

Observacao 2.2. Se T e T’ sao vizinhancas tubulares isomorfas entao temos as se-

guintes igualdades:

TrloB) = Tl p(Bo)

pT’go(BE//) = pT”gD(Be//)

Proposi¢ao 2.3. |Unicidade da Vizinhanca Tubular| Sejam M uma subvariedade fe-
chada da variedade N e T', T" vizinhancas tubulares fechadas de M em N. Entao existe
uma isotopia H; de uma aplicagao identidade de + : N — N tal que «(M) C M e tal

que H; |7 ¢ uma isometria T — T".
Demonstragao. Ver [16], Teorema 3.5, p. 51. ]

Consideramos M uma variedade diferenciavel e & uma estratificacao de Whitney
de um subconjunto S de M. Para cada estrato X de S, consideramos T’y a vizinhanga
tubular de X em M, entao mx é a projecao associada a T'x e px a funcao tubular

associada a T.

Definicao 2.4. Definimos dados de controle para S como uma familia {Tx} de vizi-

nhancas tubulares tais que se X e Y sdo estratos e X NY # (), entdo

mx omy(m) = mx(m) (2.3)
px oy (m) = px(m) (2.4)
para todo m € |Tx| N |Ty| com 7wy (m) € |Tx|.

Definicao 2.5. Consideramos uma aplicagao f : M — P entre variedades diferencia-
veis. Se para todo estrato X de S e todo m € |Tx| temos f o wx(m) = f(m), dizemos

que a familia {Tx} é compativel com f.
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Nosso proximo objetivo é mostrar que se restricao de f a cada estrato de S é uma
submersao, entao é sempre possivel encontrar uma familia de dados de controle compa-

tivel com ela. Para provar este resultado, precisamos dos seguintes lemas preliminares:

Lema 2.4. Sejam X uma subvariedade de M tal que codim X = k, T'x vizinhanca
tubular de X em M e x um ponto em X. Entao, existe uma carta coordenada ¢ : U —
R™ tal que U é um aberto de M e z esta em U de forma que (X NU) = o(U)NR™*,

e existe um isomorfismo que leva . (Tx|xnv) em Trm|uxnu)-

Demonstracao. De fato, como M é uma variedade diferenciavel e X é uma subvariedade
de M, dado um ponto x em X existe uma vizinhanca aberta U de x em M que é
difeomorfa a um aberto do R™. Assim, podemos considerar a carta

p:U— R™.

Como ¢ é um difeomorfismo sobre a imagem e dim X = m — k, temos que
p(UNX)=pU)nR"*

como queriamos.

O

Consideramos T = (F, €, ) uma vizinhanga tubular de X em M e ¢ uma funcio

diferenciavel positiva definida em X, com € < e. Assim, temos:

|T|5/ = @(Be mB—e’)
T|e = ¢(B:N Bo)
8|T‘6/ = gO(Be N Se/),

onde S, é a esfera no fibrado (E, 7, M) definida pelo conjunto {v € E | ||v]| = €'(7(v))}

e m € a projecao de F em X.

Lema 2.5. Sejam X e Y subvariedades de M disjuntas tais que o par (X,Y), com
Y C X satisfaz a condicdo b de Whitney. Seja T a vizinhanca tubular de X em M .

Entao existe uma funcao positiva ¢ em X tal que a aplicacao

(prsmr) Y N|T|S — R x X (2.5)
é uma submersao.

Demonstracao. Consideramos o conjunto
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¥ ={ye[T]|p, < dim(® x X))

onde p, é o posto da aplicacao (pr,7r) em y.

Queremos mostrar que para qualquer z € X existe uma vizinhanca U de z tal que
para qualquer y € U temos que y ¢ X, ou seja, p, = dim (R x X) e assim, (pr, m7)
serd uma submersao para todo y € U.

Como esta afirmacao é local, temos pelo Lema anterior que existe um isomorfismo

entre

o«(Tx|xnv) € TRmLp(XmU)-

Assim, se m = dim M e k = codim X, é suficiente provar este resultado quando
M =TRm X =R™* x {0}, com {0} = (0,---,0) € RF, e T & a vizinhanga tubular
padrao Trm-«.

Nestas condicoes, mgm—r € a projecio ortogonal de R™ em R™ % e a funcio pgm—«
determina o quadrado da distancia de cada ponto de |Tgm-x| & R™*.

Seja y um ponto em |Trm-&| que nio pertence & R™* O nicleo da diferencial

D(pgm-—k, Tgm-+ ), € 0 complemento ortogonal da imagem

yrr(y) & (R™™ x 0p)

em R™ onde ymr(y) denota o seguimento de reta que passa por y e wr(y).
Como as subvariedades X e Y satisfazem a condicao b de Whitney, temos que dadas

as sequéncias de pontos {z,,) em X convergindo para y e {y,} em Y convergindo para v,

tal que lim x,7pm—x(2,) = ymrm-+(y) existe no espaco projetivo, entao ymrm—x (y) esta
n—m:o0

contido em nliﬂmoo T,,X C T,Y. De fato, o par (T}, X, TpTgm—i () gera um hiperplano
de dimensao (m—k)+1, porque T,,, X tem dimensao m—k e limm é uma reta.
Assim, T,Y contém uma direcao que corta transversalmente o nicleo da diferencial da
aplicagdo (pgm-r, 77R™ %) no ponto y. Portanto, y ¢ X e, entdo, (pgm—r, mrR™F) &

uma submersao. ]
Agora, munidos dos Lemas podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 2.6. Sejam S uma estratificagdo de Whitney de um subconjunto S de M
e f: M — P uma submersio em cada estrato de S. Entao existe uma familia {7y}

de dados de controle para S que é compativel com f.

Demonstracao. Consideramos a familia S, de estratos de § de dimensao menor ou
igual a k. Seja S a uniao de todos os estratos de Si. Usamos inducgao sobre k para

mostrar que a proposicao é valida para Sy e Sy.
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Suponhamos que para cada estrato X de dimensao menor que k existe uma vizi-
nhanca tubular Ty de X tal que a familia formada pelas vizinhancas tubulares satisfaz

as condicdes de dados de controle, isto é, se X e Y sdo estratos tais que X C Y, entdo

Tx oy (m) = wx(m) (2.6)

px o my(m) = px(m) (2.7)

para todo m € |Tx| N |Ty| com 7y (m) € |Tx|.

Diminuindo a vizinhanca tubular T'x, se necesséario, podemos supor que X e Y sao
estratos de dimensdao menor que k de forma que a intersegio de |T'x| e [Ty | ¢ vazia. Para
podermos construir as vizinhancas tubulares sobre os estratos de dimensao k, podemos
fazer um estrato de cada vez, ji que estratos de mesma dimensao nao satisfazem as
condicoes de dados de controle.

Seja X um estrato de dimensao k. Vamos construir a vizinhanca tubular Tx em
dois passos. Para esta construcdo, consideramos U; a unido de todos |Ty| com Y C X
tal que dimY ¢é maior ou igual a [, com [ < k. Seja X; = U; N X. No primeiro passo,
construimos uma vizinhanca tubular 7; de X; usando inducao decrescente em [. No
passo indutivo, vamos diminuir vizinhangas tubulares |Ty| uma quantidade finita de
vezes. Por fim, no segundo passo, estendemos Ty a uma vizinhanca tubular Tx de X .

Primeiro passo:

Se | = k, temos que o conjunto X; é vazio. Logo, nao existe nada a ser construido.
Agora, vamos usar indugao decrescente sobre [. Suponhamos que 7, foi construida
e que as seguintes relacdes de comutatividade sdo satisfeitas: se Y C X, dimY >

[+ 1,m € |Ti1| N|Ty| e mya(m) € |Ty| com 744 = 7y, entao

py © m1(m) = py(m)
T

Ty o7rl+1(m) =

Se necessario, substituindo 7;,; por uma vizinhanca menor, podemos supor que para
um ponto m em |7}, ;| existe um estrato Z C X com dimensdo maior ou igual a [ tal
que m € |Ty| e m1(m) € |Ty|.

Basta construir 7} em |Ty| N X para cada estrato Y C X de dimensdo [ separada-
mente, pois dado dois estratos de dimensao [, temos que estes nao sao comparaveis,
logo suas vizinhancas tubulares nao se intersectam.

Agora, construimos uma vizinhanga tubular Ty de |Ty| N X de forma que a

seguinte relagdo de comutatividade é satisfeita: se m ¢ um ponto de [Txy|N |Ty| e
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mx,y(m) & um ponto de |Ty|, onde mxy = 71, ,, temos que

py © Tx,y(m) = py(m)

Ty O WX,y(m) = Fy(m)

Note que, como m € |T}44], existe um subconjunto Z de X com dimZ > I, m € |T]|
e my1(m) € |Tz|. Por esse fato, diminuindo [Ty | se necessario, podemos supor que se
m € |Ti11] N |Ty| e my1(m) € |Ty|, entdo a relagdo de comutatividade é satisfeita.
Além disso, m pertence a |Ty| e |T|, logo Y e Z sdo comparaveis e como dimZ >l e

dimY =1, temos que Y C Z. Logo,

py © T1(m) = py omg omyi(m) = pomz(m) = py(m)

Ty o mi1(m) =y oz omy(m) = my o mz(m) = wy (m)

Mais uma vez, se necessario, podemos diminuir |7y | para garantir que as relagoes
acima estejam definidas para todo m em |Ty| N [Tj41|. Assim, pelo Lema 2.5 podemos
supor que a aplicacdo (py,ny) : X N|Ty| — R x Y é uma submersdo. Agora, temos
que verificar que Txy ¢ compativel com a aplicacao (py,ny) : Xip1 N |Ty| — R x Y.

Pelo Lema temos que se XIOJrl ¢ um subconjunto aberto de X, de modo que
Xl
comutatividade cuja restricio a |Ty| N X7, é isomorfo & restri¢dgo de Tj41. Vamos

C X4 temos que existe uma vizinhanga tubular Tx y satisfazendo a relacao de

definir o estrato Xj,, analogamente & X;;; mas com uma vizinhanca tubular 77 no
lugar de T. Substituindo a vizinhanca tubular T, com Z C Y, por uma vizinhanca
tubular menor T de modo que X/ ; C X}, conseguimos construir a vizinhanga T y
como as propriedades que querfamos.

Portanto, existe uma vizinhanca tubular Ty de X satisfazendo as seguintes relacoes

de comutatividade para quaisquer X C Y:

py © mo(m) = py(m)

Ty o mo(m) = my (m)

Segundo Passo:

Das equacgoes anteriores, podemos assumir que Ty é compativel com f. De fato,
substituindo 7T por uma vizinhanca menor se necessarios, podemos assumir que se
m € |Ty|, entdo para algum Y C X temos m € |Ty| e mo(m) € |Ty|. Entdo:

fom(m) = fomy omg(m) = fomy(m)= f(m)

Como assumimos que T é compativel com f, pelo Teorema podemos estender
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uma restricao adequada de T & uma vizinhanca 7" de X que ainda é compativel com f.
Logo, pelo passo 1, substituindo 7y por uma vizinhanca menor temos que as condigoes

de compatibilidade sao satisfeitas. Portanto, construimos Tx como querfamos. O]

2.3 Grupos a um Parametro

Nesta secao, consideramos V' um espaco topolégico, que admite uma estratificacao
de Whitney S formada por subconjuntos fechados de V. Além disso, seja J a tripla
{Tx,7x,px}, tal que o estrato X é o conjunto {v € |Tx| | px(v) = 0}, para quaisquer
dois estratos X,Y de V temos que a aplicagdo (mxy,pxy) : Ixy — X x (0,00) ¢é
uma submersao diferenciavel, com T’x y vizinhanca tubular de |Ty| N X dada na prova
de e dados quaisquer estratos X, Y, Z de V, temos:

7TX,Y (@) 7Ty7z<U) = WX’Z(U>

PXy © 7TY,Z(U) = PX,Z('U)

para todo v € [Ty z| e myz € |Tx.y|-

Definicao 2.6. Um campo vetorial estratificado n em V' é uma secao continua e dife-
rencidvel do fibrado tangente T M|y tal que para cada v € V o vetor n(v) esta contido

no espago tangente do estrato V,, que contém wv.

Definicao 2.7. Um grupo a um parametro de homeomorfismos de V' é uma aplicagao
continua o : R x V' — V tal que oy é um homeomorfismo para todo t € R e ay,4(v) =

(s o ay)(v) paratodo t,s c Rev e V.

Suponhamos que V seja um conjunto estratificado, o preserva cada estrato de S
e seja n um campo vetorial estratificado em V. Dizemos que 1 gera « se a seguinte
condicao é satisfeita: para qualquer v em V', a aplicacao que associa a cada t o vetor

a(v) é de classe C' e

d(0u(v))
dt

d(a(v))
dt

’tZO :77(“)7 isto éa
=0 =n(au(v)),

teR.
Como podemos ver em [I7], o Teorema de Existéncia e Unicidade das Equagoes
Diferenciaveis Ordinarias garante que qualquer campo vetorial de classe C! em uma

variedade compacta sem fronteira gera um tnico grupo a um parametro. Entretanto,
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para estender esse resultado para variedades nao compactas, devemos generalizar a

nocao de grupos a um parametro.

Definicao 2.8. Sejam V um espaco localmente compacto, J um aberto de R x V' e
a:J — V uma aplicacdo continua. Dizemos que o par (J, ) é um grupo local a um

parametro em V se
(1) 0xV C J;
(2) Sewv €V, entdo o conjunto J, = JN(R x{v}) C R é um intervalo aberto (a., b,);
(3) Seve Vet s,t+s € (ay,b,), entdo a(t + s,v) = at, a(s,v));

(4) Dado v € V e qualquer subconjunto compacto K C V, existe ¢ > 0 tal que
a(t,v) ¢ K para todo t € (ay,a, +€) U (b, — €, by).

A partir de agora, consideramos 7 um campo vetorial estratificado em V.

Definigao 2.9. Seja (J, &) um grupo local a um parametro em V. Dizemos que 7 gera

a se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
(1) Cada estrato X de V' é invariante por «, ou seja, a(J N (R x X)) C X;

(2) Para cada v em V a aplicacao « : (a,,b,) — Y que leva t em «(t,v), com Y um

estrato que contém v é de classe C';

(3) Para todo ponto v em V', temos

d(a(t, v))

dt li=o = n(v)

Mas como « é um grupo a um parametro, para qualquer (f,v) € J temos que:

d(a(t, v))

dt ’t:O = 77(04(7577)))

Definicao 2.10. Dizemos que um campo vetorial estratificado n em V' é controlado
(por J) se as seguintes condigbes de controle sdo satisfeitas: dado qualquer estrato Y
existe uma vizinhanca T% de Y em Ty tal que para qualquer outro estrato X D Y e

qualquer ponto v em 7§, N X, temos:

Nx © Py,x = 0

(Ty.x)«nx (v) = ny(7y,x)(v)
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Proposicao 2.7. Seja n um campo vetorial controlado em V. Entao, n gera um tdnico

grupo local a um parametro (J, ).
Demonstragao. Ver [25], Proposi¢ao 10.1, p. 53. ]

Definicao 2.11. Seja P uma variedade diferenciavel e f : V — P uma aplicacao

continua. Dizemos que f ¢ uma submersao controlada se satisfaz as seguintes condicoes:
(1) para cada estrato X de V, f|x : X — P é uma submersao diferenciavel;

(2) para qualquer estrato X de V, existe uma vizinhanga T% de X em Tx tal que

para todo ponto v em T% temos f(v) = fomwx(v).

Proposicao 2.8. Se f : V — P ¢é uma submersao controlada, entao para qualquer
campo de vetor diferenciavel ¢ em P, existe um campo de vetor controlado n em V' tal

que f.n(v) =¢(f(v)) para todo v em V.
Demonstragao. Ver |25], Proposigao 9.1, p. 47. O

A prova do proximo resultado é semelhante & prova do Teorema O seguinte

resultado é usado como ferramente na prova do Lema de Isotopia de Thom:

Corolario 2.9. Seja P uma variedade diferenciavel e f : V — P uma submersao

controlada propria. Entao f é a projecao de um fibrado localmente trivial.
Demonstracao. Ver |25], Corolario 10.2, p. 56. ]

Corolario 2.10. Seja M uma variedade diferenciavel e § uma estratificacao localmente
finita de um conjunto fechado V de M tal que qualquer par de estratos satisfaz a
condicao b de Whitney e os estratos sao conexos. Entao, S é uma estratificacao de

Whitney de V), isto é, satisfaz a condicao de fronteira.

Demonstragao. Ver [25], Corolario 10.5, p. 60. O

2.4 Os Lemas de Isotopia de Thom

Nesta secao, consideramos M, M’, P variedades diferenciaveis, S’ um subconjunto
fechado de M’ e S um subconjunto fechado de M que admite uma estratificacao de
Whitney.

No Teorema 2.1, se f : M — P é uma aplicagio diferencidvel sobrejetiva entre
variedades diferenciaveis que é uma submersao propria, temos que f é a projecao de um
fibrado localmente trivial sobre sua imagem. Entretanto, se f nao ¢ uma submersao,

temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.11. |Primeiro Lema de Isotopia de Thom]| Seja f : M — P uma
aplicacao diferenciavel. Suponhamos que a aplicagao f|s : S — P seja propria,
sobrejetiva e que f|x : X — P seja uma submersao para cada estrato X de S. Entao,

f é a projecao de um fibrado localmente trivial.

Demonstracao. Pela Proposicao , existe um sistema de dados de controle {Tx} de
S que é compativel com f. Assim, S tem estrutura de um conjunto estratificado de
modo que f é uma submersao controlada. Logo, pelo Corolério f € a projecao de

um fibrado localmente trivial. O

Quando P = R, o Primeiro Lema de Isotopia de Thom implica que se I = (a,b) C R
e fls : S — I esté nas condigoes do teorema, entao f~!(u) e f~!(v) sao homeomorfos

para todo u,v € I.

Exemplo 2.2. Seja E uma variedade algébrica real de R® dada pelo conjunto solucao
da funcao polinomial

flz,y,t) = 2y(z —y)(z — ty).

Consideramos 7 : R*> — R a projecdo no eixo t e o tubo T dado por conjunto
T ={(z,y) € R? | 2* + y* < 1}. O conjunto

V=ENnTn{teR|0<t<1}

é semi algébrico.

Note que a aplicagdo m de V' em um intervalo aberto (0,1) da reta é propria. De
fato, dado um subconjunto compacto K no eixo t, temos que K é fechado e limitado,
pois K & um subconjunto do espaco euclidiano R3. Assim, 7—!(K) é limitado por estar
contido no tubo |T'| e é fechado pelo fato de m ser uma aplica¢do continua.

Vamos estratificar o conjunto V' da seguinte forma: S; = {(0,0)} x{t e R |0 < t <
1}, S =V NoT e S3=V\ (S USs). Assim, restringindo 7 as componentes conexas
S, de cada estrato S;, para i = 1, ..., 3, temos que esta restricio ¢ uma submersido. De
fato, pela Proposicao [1.1] os pontos criticos da restricao da aplicacdo 7 a cada estrato

sa0:
i) Os pontos criticos da D, isto &, sdo os pontos (x,v,2) € R?, tais que z = 0;
ii) Os pontos x tais que 1,S; C Ker(Dn,) .

Porém, ¢) nao acontece, pois V= ENTN{t € R| 0 <t < 1}. E para cada ponto
z € S;, a aplicacdo
D(m

Sfi)x:W:TxE—>R
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2. Teoremas de Fibracao de Ehresmann e Lemas de Isotopia de Thom

nao é a aplicacao nula.

Além disso, 7|s, é sobrejetiva no intervalo aberto (0, 1) por ser a restricdo da pro-
jecao.

Portanto, pelo primeiro Lema de Isotopia de Thom, temos que 7 é a projecao de

um fibrado localmente trivial.

A partir de agora, suponhamos que M’ seja uma variedade diferenciavel e que S’ é
um subconjunto fechado de M’ que admite uma estratificacdo de Whitney. Considera-
mos uma aplicacao diferenciavel g : M’ — M tal que g(5’) esta inteiramente contido
em S. O Segundo Lema de Isotopia de Thom é um resultado analogo ao primeiro Lema
considerando aplicagoes no lugar de espagos. Buscamos saber sob quais condigoes o

diagrama

2.9 (2.8)

e /

P

¢ localmente trivial, isto ¢, dado p € P, existe uma vizinhanca U de p, espagos U
e U}, uma aplicacao ¢ : Uy — U], homeomorfismos ¢ e 9 tais que (f o g)~}(U) &
homeomorfo & Uy x U pela ¢ e f~1(U) 4 homeomorfo a U} x U pela v, e que deixam

o seguinte diagrama comutativo:

(fog)™

e
lx/yl

U gOX]d—>U6XU

~~

U) fHu
/

Uo

Assim, temos que localmente, f é a projecao na segunda coordenada, isto é, f é a
projecao de um fibrado localmente trivial.

Para enuncié-lo, precisamos da condi¢ao a, de Thom, que de modo geral, equivale
a condicao a de Whitney s6 que considerando aplicacoes em vez de olhar os espagos.

Consideramos Sj, e Sj subvariedades de M’ tais que S C S! e as restrigoes glg, e

9ls; sdo submersoes.

Definigao 2.12. Dizemos que as subvariedades S}, e Sj satisfazem a condi¢ao a, de
Thom se dado p em Sé e qualquer sequencia de pontos {g,} em S/ que converge para
p de modo que a sequéncia de planos Ker(D(g|s, )q,) existe no fibrado Grassmanniano
adequado, isto é,

lim Ker(D(gls,)q,) =T

n—-=o0
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2. Teoremas de Fibracao de Ehresmann e Lemas de Isotopia de Thom

temos que Ker(D(g|s,)p) C 7.
Dizemos que uma estratificacao S de uma variedade M satisfaz a condicao a, de
Thom se para qualquer par de estratos S, e S em S, com Sj C S7,, a condigdo a, de

Thom é satisfeita.

Observamos que esta definicao pode ser feita tomando a sequéncia de planos tan-
gentes & fibra, pois Ker(D(gls:)q,) = Ty, (97 (qn)) N Sh).

A condicao ay de Thom ¢é importante por diversas razoes. Por exemplo, ela ¢ um
hipotese essencial do segundo Lema de Isotopia de Thom que permite concluir quando
uma aplicac¢ao pode ser trivializada. Além disso, a condicao a, de Thom e a existéncia
de fibragao tais que todos os pares de estratos satisfazem a condigao ay de Thom é um
argumento essencial usado na prova da existéncia de fibracao de Milnor mesmo no caso

em que o dominio é um espaco singular arbitrario.

Exemplo 2.3. Seja g : M’ — M uma aplicacao entre o cilindro M’ e o cone M.
Consideramos uma estratificacdo S de M’ tal que Y é um circulo em M’ e X = M"\Y.

Mostramos que nestas condi¢oes a condi¢ao a, de Thom nao é satisfeita.
M M

O

N

X

Figura 2.2:

De fato, seja {m;};eny uma sequéncia de pontos em X que converge para um ponto

pem Y. Assim, a aplicacao
D(9|X)mj : ijX — Tg(mj)g(X)

¢ um isomorfismo, donde, Ker(D(g|x) = 0. Além disso, a diferencial D(g]Y"),

leva todos os vetores de 7,Y no plano tangente Tg0, isto €, a aplicagao D(g|Y), &

)

identicamente nula. Logo, Ker(D(g|Y'),) = T,Y, que tem dimensao 1.
Portanto,
Ker(D(g|Y),) € lim Ker(D(g|x),,,),

ou seja, a condi¢ao a, de Thom nao é satisfeita.
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Exemplo 2.4. Vamos definir inicialmente o blowing up do ponto 0 em C"*! e, em
seguida, mostramos que para uma determinada estratificacao de C"*! esta aplicacdo
nao satisfaz a condicao a, de Thom.

Sejam P" C C"*! o espaco projetivo e A € C nao nulo. Consideramos o grafico da

aplicagao projecao

. C"" - {0} — P

(1’0,"‘ 7xn) '_)A(*/EEM ,l'/),

n

isto &, o grafico da aplicacao que leva um ponto ndo nulo de C**! em uma linha [ em
Cm*L. O grafico de 7 consiste dos pares (p,1) onde p é um ponto nio nulo de C"*! e |
é uma linha em C"*! que passa por p. Seu fecho em C"*! x P" é formado pelos pares
(p,1) com o diferencial que agora p pode ser o 0.

Assim, se z; sdo as coordenadas em C"™! e 2! sao as coordenadas homogéneas

correspondentes em P", o fecho do gréafico de 7 é dado pelas equacoes
Ty = g, 4,5 =1,---n. (2.9)

Denotamos este conjunto por C**' = graf(m).
Seja g : C"t! — C"*! a aplicacdo projecdo. Vamos analisar esta aplicacio co-
brindo C"*! por meio de cartas U; = 7~ '(U;), onde U; = {(x1,--- ,z,) € C**' | z; # 0}

com ¢ =0,---,n. Pela equacgao podemos escrever

S

Ty = xlfj(-i), com 53@ =

HIE

Como coordenadas para U; podemos escolher x; e J(-l), i # j e notamos que exibem um

isomorfismo entre U; e C"™!. Nestas coordenadas, a aplicacdo g tem a seguinte forma:

9" (zi) =
g (7)) = wjfj(-i)

Logo, g induz um isomorfismo entre C*\ g=1(0) e C"*\ {0} e ¢~'(—) é dada na
carta U; pela equacdo z; = 0. Além disso, a fibra ¢~1(0) é formado pelos pares (0,1),
onde [ ¢ qualquer linha em C"™'. Consequentemente, g~(0) ¢ isomorfo a P" e, este
conjunto é chamado de subvariedade excepcional de C**1. E a aplicagdao 7 ¢ o blowing
up de C"*! no ponto 0.

Seja ¢ : C"*! — C o blowing up do ponto 0 em C"*!. Vamos estratificar o dominio
da aplicacio g por C"*1\ g7(0) e g~*(0). Vamos mostrar que a aplicacio g nio satisfaz

a condig¢ao ay de Thom.
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De fato, seja {m;} uma sequéncia de pontos em C"*'\ g='(0) que converge para
um ponto p em g~ (0). Como os conjuntos C"+1\ g=1(0) e C**' \ {0} sdo isomorfos,

temos que a aplicacao
D(gleniyg-10)m: : T (CF N g7 (0)) — Ty (C*\ {0})

¢ um isomorfismo, logo, Ker(D(g|gn+1\4-1(0))m;) = 0. Além disso,

d(glg—10)p : Tpg~(0) — Tymg9(g~'(0))

¢ a aplicacdo identicamente nula, entdao Ker(D(gly-1(0))p) = Tpg *(0), que por sua vez
tem dimensdo nao nula. Assim, Ker(D(g|y-1(0))p) € lim Ker(D(glgnt1\g-1(0))m:) = 0.

Portanto, a condigao a, de Thom nao é satisfeita.

Dada uma aplicacao f : M — P, uma pegunta natural é sob quais condicoes
M admite uma estratificacdo que satisfaz a condicao de Thom para f. H. Hironaka
mostrou em [I5] mais do que questionamos, ele mostrou sob quais condigdes uma estra-

tificacao satisfaz as condicoes de Whitney e a condicao de Thom para uma aplicagao

f.

Teorema 2.12 (Teorema de Hironaka). Seja f: X — C uma aplica¢do analitica de
uma variedade analitica complexa em C. Entao a aplicacao f admite uma estratifica¢ao

de Whitney tal que a estratificacao de E satisfaz a condicao de Thom para f.

Usamos fortemente o Teorema [2.12| para provar o Teorema de Fibracao de Milnor-Lé
4, 5!

Finalizamos esta secao apresentando o Segundo Lema de Isotopia de Thom que
apesar de nao ser diretamente usado neste trabalho, é uma ferramenta importante
para o estudo da trivialidade topologica de familias de aplicagoes (ver [2], por exemplo).

Antes de enuncié-lo, considere a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.13. Consideramos P, S, S, f e g assim como no diagrama [2.8] Dizemos

que g ¢ uma aplicacao de Thom sobre P se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:
(1) gls' e f|s sao aplicacoes proprias;
(2) para cada estrato S; de S a restricdo f|s, é uma submersao;

(3) Para cada estrato S; de &', g(S]) estad em um estrato S; de Seg: S — S; é

uma submersao;

(4) A estratificacao S’ satisfaz a condicao a, de Thom.
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2. Teoremas de Fibracao de Ehresmann e Lemas de Isotopia de Thom

Proposicao 2.13 (Segundo Lema de Isotopia de Thom). Seja g uma aplicagao de

Thom sobre P. Entao, g é a projecao de um fibrado localmente trivial sobre P.

Demonstragao. Ver [25], Proposigao 11.2, p. 29. ]
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Capitulo 3
Estrutura Coénica Local

Nesta capitulo, apresentamos resultados fundamentais para a prova do Teorema de
Fibracao de Milnor-Lé, que é o Teoremas de Estrutura Conica Local para conjuntos
analiticos complexos. Este resultado descrevem o tipo topologico de uma vizinhanca
de um ponto singular. E importante destacar que estamos considerando o caso de um
espaco analitico complexo, mas os resultados ainda sao verdadeiros para o caso real.

Usamos [8] e [27] como principais referéncias deste capitulo.

3.1 O Link de uma Singularidade

Vamos comecar considerando os polindémios de Pham-Brieskorn
f(z2)=2"+ ...+ 2z

com a; > 1 paratodoi=0,--- ,nez= (2, - ,2, € C"

Calculando o vetor gradiente do polindmio f, obtemos que a origem ¢ o Ginico ponto
critico de f. Assim, as fibras V; = f~!(t) sao todas variedades diferenciaveis complexas
set#0eV = f1(0) ¢ uma hipersuperficie complexa com singularidade isolada na
origem.

Nosso objetivo é estudar o tipo topologico de V' e das variedades V;’s.

Consideramos d o minimo miltiplo comum dos a;, t = 0,--- ,n, e a acao de C* =
C — {0} em C""! dada por

t-<207 e 7ZTL) = (tiIOZO’ e 7tqnzn>7

onde ¢; = —,com i =0,---n.
Q;
Observamos que se restringimos esta acao ao conjunto dos niimeros reais positivos

obtemos um fluxo local analitico que satisfaz as seguintes condicoes:
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(1) Quando ¢ se aproxima de zero, ¢ - z aproximam da origem.

(2) V é a unido de todas as orbitas porque V' é invariante por esta acdo. De fato,

f(t ’ (207 e 7Zﬂ)) = f(tqoz(]? U 7tqnzn>
= (thZO)aO 4+ 4 (tq"zn)a"
=200 4 i

= tdf<207 e 7Zn)7

isto é,
f(t' (207"' 72%)) :tdf(z()?"' 7Zn) (31)

Dai, dado z € V, temos que f(t-z) =tf(z) =t0=0.

(3) As orbitas t - z sao transversais a todas as esferas centradas na origem em C"*!
(Ver [36] p. 50).

Assim, o fluxo define um grupo {®;} de difeomorfismos a um parametro de C"!
que tem 0 como um ponto fixo e tem V' como conjunto invariante pela igualdade [3.1]
g2n+1

1

Sejam a esfera unitaria e S?"*! outra esfera centrada na origem de raio r,

com 0 < r < 1, definimos a aplicacao
Cbr . S%’H—l Szn+1

tal que para cada x € S**! o ponto ¢,(x) ¢ definido pela 6rbita dada por ®; no ponto
onde esta Orbita corta a esfera S, transversalmente.

Observamos que isto define um difeomorfismo e a intersecao K; = V N S+ &
enviada difeomorficamente em K, =V NS,.

Portanto, obtemos um difeomorfismo dos pares (S*"*! K;) = (S,, K,). Fazendo
este processo para cada r € (0, 1), obtemos uma familia de difeomorfismo a 1—parametro
que "encolhem"a esfera mais e mais, convergindo para a origem e estes difeomorfismos
preservam a intersecao de V' com as varias esferas.

Estas variedades sao conhecidas como variedades de Brieskorn, pois para n > 3
E. Brieskorn obteve resultados importantes sobre a topologia de K,. Assim, temos o

seguinte teorema:

Teorema 3.1. A variedade V intersecta toda esfera S*"' centrada na origem; con-
sequentemente a intersecio K, = V NS ¢ uma variedade suave real de dimensao
2n — 1 merqgulhada como uma subvariedade de S, de codimensao 2. Além disso, para

cada r € (0,1) temos um difeomorfismo dos pares (S7"™, K1) = (S,, K,.). Isso implica
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3. Estrutura Coénica Local

que se By € a bola unitdria em C™™, entdo o par (By—{0},V —0NBy) € difeomorfo ao
cilindro sobre (S7"*, K1) e o par (By, VN By) é homeomorfo ao cone sobre (S* 1 K))

com veértice em 0.

Em particular, o tipo de difeomorfismo da variedade K, nao depende da escolha da
esfera. Esta variedade é chamado de link da singularidade V' e determina a topologia
de V. Além disso, a forma que K, estd mergulhada na esfera S, determina o mergulho
de V em C"*!.

Agora, nosso objetivo é mostrar que se estamos suficientemente proximos da origem,
muito dos resultados que valem para os polinémios de Pham-Brieskorn ainda continuam

validas em um contexto mais geral.

0

Definicao 3.1. Sejam z’ um ponto de C" e A um subconjunto de C". Definimos o

0

cone sobre A com base em z”, como a uniao de todos segmentos de reta

ta+(1—-t)2°, 0<t<1

ligando os pontos a em A ao ponto base z'. Denotamos o cone sobre A com base z°
por Cone(A).

Seja V um conjunto analitico complexo e 2° um ponto singular isolado de V. Sejam
também (V') o conjunto dos pontos singulares de V' e D, o disco fechado centrado em
2% com raio € e S, sua fronteira.

Na proposicao abaixo mostramos que a variedade V' intersecta transversalmente

toda esfera suficientemente pequena centrada em 2°.

Proposicao 3.2. Dado € > 0 suficientemente pequeno, toda esfera S, centrada em z°

intersecta V' em uma variedade diferencidvel (possivelmente vazia).

Demonstracao. Pela observacao para provar este resultado, podemos considerar
apenas o caso real.

Sejam 7 : R — R a aplicagao dada por r(z) = ||z — 2°|?> e M} = V \ Z(V),
onde (V') denota o conjunto dos pontos singulares de V. Pelo Corolario como
o conjunto dos valores criticos de 7|y, ¢ finito, podemos considerar que existe €2 > 0
menor que qualquer valor critico de 7|y, isto é, €2 ¢ um valor regular de 7|y, . Assim,

sua imagem inversa
r~He?) N M, =S.N M,

é uma variedade diferenciavel.

0

Por outro lado, como 2" é¢ um ponto singular isolado, se € é suficientemente pequeno

entao S, ndo intersecta o conjunto (V).
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Portanto,
SenM; =S.N(V\2(V))=S.NnV.

]

Definigao 3.2. Seja V um conjunto analitico complexo e 2°

de V. A variedade K :=S. NV é chamada o link de 2° em V.

um ponto singular isolado

O proximo resultado nos diz que dado uma vizinhanca suficientemente pequena de
2% em V, podemos determinar completamente a topologia de V a partir do link da
singularidade K. Formalmente, vamos mostrar que existe um homeomorfismo entre o

par (D.,V N D,) e o par (Cone(S,), Cone(K)).

Teorema 3.3. Seja K o link de 2° em V. Para € suficientemente pequeno a intersecdo
V' N D, é homeomorfa ao Cone(K). Além disso, o par (D.,V N D.) é homeomorfo ao
par (Cone(S,), Cone(K)).

Link K

Figura 3.1: Estrutura conica

A ideia é construir um campo de vetores v(z) em uma vizinhanga D, suficiente-
mente pequena, de {z°} de forma que a integral deste campo nos dé o homeomorfismo
que queremos. Neste caso, para cada ponto em D, \ V', o campo de vetores ¢ dado pelo
gradiente da funcao r, onde r ¢ a fun¢ao distancia ao quadrado.

Inicialmente, construimos o campos de vetores v,(z) em vizinhangas suficiente-
mente pequenas U, de cada ponto de D, — {2}, e assim, usando partigao da unidade,

construimos o campo v(x) de modo que seja transversal a D..

Demonstragao. Novamente, pela observacao [I.2] basta considerar o caso real.

0 ¢ um ponto singular isolado de V e a funcdo r|y, tem uma quantidade

0

Como z

finita de valores criticos, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que z” é o tnico
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ponto singular de V' que pertence a vizinhanca D, e a intersecao V N D, nao contém
nenhum ponto critico de r|yy,.
Para provar este resultado, devemos construir um campo de vetores diferenciavel

v(z) no disco furado D, \ {z"} de modo que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

i) Para todo z € D, \ {2°}, o vetor v(z) apontara para fora de z° para todo =,
ou seja, o produto interno euclidiano (v(z),r — x°) serd estritamente positivo.

0

Assim nosso campo serd transversal & todas as esferas S, centradas em z” com

0<n<e

ii) O vetor v(z) serd tangente a variedade M; = V' \ X(V) para todo x € M;.

Construimos o campo de vetores em vizinhancas suficientemente pequenas de cada
ponto de D, \ {z°} satisfazendo as condic¢oes (i), (i) dadas acima.

De fato, seja ® um ponto de D, \ {2°} e U® uma vizinhanga de * em D, \ {z"}.
Assim, temos os seguintes casos: z® ¢ V ou 2% € V. Se z* ¢ V entdo o campo v,
dado por

v¥(z)=x—2°, Ve e U* CR™\V

sO precisa satisfazer a condigdo i), pois M; C V. De fato, a condigao i) é satisfeita:
(v*(2), 2 —2°%) = (z — 2%z — %) = ||z — 2°|]* > 0,

pois z # x°. Se z* € V, como z* € D, \ {2°}, temos entao que z* € M;. Assim, como

fizemos na demonstragao do teoremal[l.12] escolhemos um sistema de coordenadas locais

Uy, - -+ , Uy, NUumMa vizinhanca de x® de forma que M; corresponde ao lugar geométrico
u = --- =u, = 0. Como z* ndo é um ponto critico da funcao r|y; temos que pelo
menos uma das derivadas
or or
3up+1 ’ ’ aum
a 0% 8/r e (67 3 «
nao se anula em z Suponhamos que — nao se anula em x® e sejam U® a me-
Up
or o0x, 0%,
nor vizinhanga conexa de z% tal que — # 0 e v*(z) é o vetor + | —,--- |, ——
Up 8uh Up,

, . , r
(determinamos o sinal conforme o sinal de — # 0).
up,

Afirmamos que a condicao (i) é satisfeita. De fato, para todo = € U?®, temos:

2(0%(x), 2 — 2°%) =) 2(z; — a))vf ()
-3 () (+5:)
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Além disso, como z € M, observamos que o vetor v*(z) é tangente ao conjunto
M; porque v*(x) é tangente & u,—ésima curva coordenada em x, que esta inteiramente
contida em M;. Logo, a condigao (i7) é satisfeita.

A fim de construir o campo de vetores globalmente, consideramos {A\*} uma partigao
da unidade diferenciavel em D, \ {z°} com supp(A\*) C U®. Afirmamos que o campo

vetorial

() =Y A (x)v*(x)
em D, \ {2} satisfaz (i) e (i7). De fato,

(v(x),z — 2°) = <Z A (x)v*(x), x — x0>
= Z A (z)(v*(z), 2 — 2°) > 0

pois A\*(z) > 0, (v*(z),x —12°) > 0 e esta soma ¢é finita j4 que uma quantidade finita de
A% é nao nula. Além disso, como cada v®(x) é tangente a M; segue que v(x) é tangente
a M;. Portanto, as condicoes (i) e (i) sao satisfeitas. Definimos o campo vetorial w(x)

como

@) o)
) = @l ~ @ =)o)

Agora que encontramos um campo vetorial w(z) em D, \ 2°, usamos as curvas

solugbes para conseguir o homeomorfismo entre o Cone(S,) e o disco D.. Consideramos

a equacao diferencial
dx

E:

e sejam p(t) = z as curvas solugoes definidas para todo t no intervalo («, ). Lembrando

w(x)

que r é a funcao que calcula o quadrado da distancia de um ponto z € V ao ponto
2%, para qualquer solugdo = = p(t) temos que a derivada da composi¢ao 7(p(t)) é dada

por:

r'(z)w(x), pois p(t) é solugao de w(x)

wil\xT
[ Or or 1.( )
n 81’1 8xm

Wi ()
or or
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Assim, r(p(t)) = t + ¢, para algum c constante. Subtraindo esta constante do

parametro t se necessario, temos a seguinte igualdade:

r(p(t)) = lIp(t) — 2" =t.

No Lema abaixo, mostramos que a solu¢ao p(t) pode ser estendida ao intervalo
0<t<é

Agora, notamos também que a solugao p(t), com 0 < t < €2

estd unicamente
determinada pelo valor inicial p(€*) € S..
Para cada a € S, seja
p(t) = P(a,t), 0 <t < ¢

a tinica solugao que satisfaz a condigao inicial p(¢?) = P(a, €?) = a. Afirmamos que P

leva K x (0, €%] difeomorficamente em V N (D, \ {°}). Consideramos a aplicagao

P:S. x (0,é*] — D\ {z°}

(a,t) — p(1).

Como p é uma aplicacao diferenciavel, temos que P também é diferencidvel. Note que
P ¢é bijetora.

De fato, dado x € D, \ {z°}, existe w(z) tal que p/'(t) = w(x). Além disso, p tem
inversa a esquerda pois r(p(t)) = ¢ e portanto, p é sobrejetora. Assim, existe ¢y € (0, €]
de forma que x = p(ty) = P(a,ty). Logo, a aplicacao P é sobrejetora.

Para concluir que P é bije¢ao, vamos mostrar a injetividade. Considere P(a,t;) =

p(t1) =: pa(t1) e P(b,ts) = p(ta) =: pp(ta). Se P(a,ty) = P(b,ts), entdo, p,(t1) = pu(ta).

Assim, ||pa(ts) — 20| = |Ipy(t2) — 2|, implicando que r(pa(t1)) = r(ps(ts)). ou seja,

2 entao py(€?) = py(e?) implicando que a = b.

t1 = to. Além disso, se t; = t9 = ¢
Entao P é injetora. Como P é uma bijecao diferenciavel nao nula, temos que P é um
difeomorfismo local pelo Teorema da Funcao Inversa.

Além disso, para todo x € M; o campo vetorial w(z) é tangente & My, pois satisfaz
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3. Estrutura Coénica Local

(11), entao toda curva solugao p(t) que tem um ponto em M; esta contida em M;.
Portanto P leva (V NS,) x (0, €?] difeomorficamente em V N (D, \ {z"}), isto &, P é um
difeomorfismo de K x (0, €*] em VN (D, \{z°}). Por fim, para mostrar o difeomorfismo
entre Cone(K) e VN D,, observamos que P(a,t) converge para x° quando ¢ se aproxima

de 0. Assim, a correspondéncia
ta+ (1 —1)z° — (a,t) — P(a,te?)

definida para todo t € (0,1], ¢ um homeomorfismo do Cone(S.) em D.. Se res-

tringirmos o dominio dessa aplicacao ao Cone(K), temos ainda um homeomorfismo do
Cone(K) em VN D.. O

Lema 3.4. A solucao p(t) pode ser estendida ao intervalo 0 < ¢ < €2.

Demonstragao. De fato, consideramos que o campo vetorial w(z) foi construido sobre
um conjunto aberto um pouco maior que D, \{z°}, de forma que os pontos da fronteira
de D, ndo interfiram na nossa prova. Pelo Lema de Zorn, a solu¢do p(t) pode ser
estendida sobre algum intervalo maximal o/ < ¢t < §’. Para chegar em uma contradigao,
vamos supor que 3 < €2 e entdo estenderemos a solucdo sobre um intervalo um pouco
maior contradizendo a maximalidade de 3.

Observamos que como os pontos p(t) com o < t < (' pertencem ao conjunto
compacto D, quando ¢t — (3’ os pontos {p(t)} convergem para um z’ em D, \ {2°}
de forma que r(2’) = ' # 0. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade das Equagoes

Diferenciaveis Ordinarias, ver [I7], aplicado a equacao a equagao diferencial

dx

temos que para cada z” em uma vizinhanca U de 2’ e cada t” em algum intervalo aberto
I contendo /' existe uma tnica solu¢do = = ¢(t) com t € [ satisfazendo a condicdo
inicial ¢(¢") = x”, além disso, ¢(t) é uma funcao diferenciavel de z”,t" e t.

Para aplicar este Teorema, escolhemos t” na interse¢ao (o, f') N1 e seja 2" = p(t").
Pelo Teorema da Existéncia e Unicidade Local, para todo t € (¢/, 5') N I no dominio
comum de p(t) e ¢(t) temos a igualdade destas funcoes. Logo, as solucoes p(t) e ¢(t)
podem ser unidas para formar uma nova solucao que esta definida em todo intervalo
(o/,8") U I, contradizendo a unicidade da solugao. Logo, €2 < (. Analogamente,
mostramos que a = 0. Portanto a solugao p(t) pode ser estendida no intervalo 0 < ¢ <

€2,

O
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3.2 Teorema da Estrutura Conica Local

Seja V um conjunto analitico complexo com singularidade nao isoladas. Neste caso,
o Teorema [3.3] ndo pode ser aplicado porque o link da singularidade pode ndo ser uma
variedade diferenciavel, isto é, pode ser um conjunto com singularidades. Entretanto,
usando a estratificacao de Whitney, podemos obter uma versao do Teorema para

singularidades possivelmente nao isoladas.

Teorema 3.5. Sejam M uma variedade analitica em C", A um subconjunto fechado
de M e S uma estratificacao de Whitney de A. Assumimos que os estratos de S sao
conezos. Entao, para qualquer ponto x° em A existe ®(2°) > 0 suficientemente pequeno
tal que para qualquer 0 < e < €%(2°) temos que: se D, denota a bola fechada centrada

em 2% de raio € e S, € sua fronteira, entio o par (D, AN D.) é homeomorfo ao par

Cone((Se), AN (S,)).

Como no Teorema [3.3] vamos construir um campo de vetor em uma vizinhanga
furada de 2°. Porém, como nosso conjunto contém possiveis singularidades, dada uma
estratificacao de Whitney desta vizinhanga, construimos campo de vetor controlado
que por sua vez gera um unico grupo local a um parametro de homeomorfismos, e
assim, provamos este resultado.

0 ¢ consideramos a cobertura S® de M que

Seja V? € S o estrato que contém
consiste das seguintes subvariedades diferenciaveis: M\ A, {z°}, {V}ycs com V # VO,

e as componentes conexas de V0 — {z°}.
Lema 3.6. O cobertura S° é uma estratificacdo de Whitney de M.

Demonstracao. Note que S° é localmente finita e além disso, S satisfaz a condicao b de
Whitney. Com efeito, como A é fechado, devemos verificar que as condicoes de Whitney
sao validas para os estratos {2°}, {V}yes com V # VO e as componentes conexas de
VO {z°}. Por outro lado, a estratificacdo S satisfaz as condi¢oes de Whitney entao
basta verificar que as estas condigoes sao satisfeitas considerando os estratos {z°} e as
componentes conexas de V° — {z%}. Assim, tomando uma sequéncia de pontos {x,}
em uma componente conexa de VO \ {z°}, digamos VO convergindo para o ponto z°
temos que lim 7}, VO D Tyhoz® = 29; além disso lim z,2° C lim 7T, VO = z°. Portanto,
as condigoes a e b de Whitney saos satisfeitas. Logo, pelo Corolario [2.10f nés temos
que S° é uma estratificacio de Whitney de M como queriamos.

]

Demonstragao do Teorema[3.3. Seja e, > 0 suficientemente pequeno tal que para qual-

60
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quer 0 < € < €}, D, seja uma vizinhanga de 2 em M. Entao, a fungio

f:DN\ {2 — (0,¢)

x +— d(x,2°)

¢ de classe C' e quando x # 2° temos que Ker(Df,) = To(Saq0))-

Observamos que como S° ¢ localmente finita, existe € > 0 tal que para todo estrato
V €S, VNDy #0 se e somente se 2° € V. De fato, se 2° € V, pela defini¢do de
fecho de um conjunto é facil ver que existe ¢ > 0 tal que VN D # (). Reciprocamente
se existe ¢ > 0 tal que V' N Do # ) para todo estrato V' de S entao Vn Der # 0,
implicando que Dy C V, ou seja, 2° € V.

Além disso, pelo Lema , como SY é uma estratificacao de Whitney de M, qualquer
par de estratos em S satisfaz a condicao b de Whitney; em particular, qualquer par de
estratos da forma (V, {2°}) também satisfaz esta condigao. Entao, podemos encontrar
um ey < min(eg, €f) tal que para qualquer z € VN D,, T,V ¢ T,Sg(z,20)- Isto acontece
porque T,V contém uma diregao que corta transversalmente a esfera Sy, 0).

Sejam €y(z°) = €g e 0 < € < ¢g. Em D, \ {x(} considere a estratificagio de Whitney

S. induzida por S8, ou seja,
Sc={Vn(DN\{z"}) |V € 8.

As observagoes feitas acima implicam que f|y+ é uma submersao para qualquer estrato
V' e S.. Portanto, pela Proposicao [2.6] temos que f é uma submersao controlada, e
entao, pela Proposicao existe um campo de vetores controlado n em D, \ {2°} tal
que fin, = %f(x), com z € D\ {2}, isto &, n(f) = 1.

Pela Proposicao o campo de vetores 1 pode ser integrado, pois gera um tnico
grupo local a um parametro de homeomorfismo.

Logo, considerando um valor inicial adequado, a aplicagao
¢ :Sc x (0,¢] — D\ {z°}

nos d4 o homeomorfismo entre (D, D, N A) e Cone(Se, S, N A). O

Observacao 3.1. Pelo Teorema |l.23] se considerarmos que M é um conjunto analitico,
o Teorema [3.2) continua valido. De fato, nestas condigoes, M admite uma estratificagao
de Whitney. Assim, para qualquer ponto singular 2° em um subconjunto fechado de M
existe um homeomorfismo entre o par (D, AN D,) e o par (Cone(S,), AN Cone(S,)).
Portanto, a topologia em uma vizinhanca suficientemente pequena de z° pode ser

completamente determinada.
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3. Estrutura Coénica Local

O Teorema [3.5] ¢ fundamental para encontrarmos uma fibragao quando temos V'

um conjunto analitico complexo em um aberto U de C" com singularidade isolada.
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Capitulo 4
Fibracao de Milnor

O objetivo deste capitulo é estudar o Teorema de Fibracao de Milnor apresentando
um aprova obtida por Lé em [19]. Este teorema é um resultado sobre a geometria e
topologia das fibras de uma funcao holomorfa na vizinhanca de um ponto critico. As

principais referéncias deste capitulo sao [18] e [27].

4.1 O Teorema de Fibracao de Milnor-Lé

Como na secao 3.1, comecamos com o exemplo das singularidades de Pham-Brieskorn
f(z2) =2+ ...+ 2z

com a; > 1 para todo i = 0,--- ,;nez= (20, ,2,) € C"". As fibras V; = f~1(¢)
sdo todas variedades complexas suaves de dimensdo n, se t # 0 e V = f71(0) é uma

hipersuperficie complexa com singularidade isolada na origem.
A agao de C* = C — {0} em C""! dada por

A (205 ey 2n) — (A2, -+, AT 2y)

d
onde d é o minimo miltiplo comum dos a}, e ¢; = — para todo i = 0, - - - n, satisfaz:
i

f(/\(z()v T 7271)) = )‘df('z[)v T ’zn)'

Consequentemente, V' é invariante sob esta aplicacao. Além disso, se restringirmos esta
acao ao conjunto dos nimeros reais positivos, podemos usar o fluxo correspondente em
V para deduzir que V tem estrutura conica.

Ainda considerando o fluxo real analitico definido restringindo a agao de C* para o

conjunto dos nimeros reais positivos, obtemos as seguintes propriedades:

63



4. Fibracao de Milnor

i) Para pontos z em C"™ \ V| o argumento do niimero complexo f(z) é constante

em cada orbita. De fato, como

1F (- )l =1t f )N = 1 (I,

temos

f(t-z) t'f(2) f(z)

1721~ @if&H1 - 1@

para todo t € R.

ii) A norma de f(z) é uma funcao estritamente crescente de ¢ (ver [39], Lema 2.2,
p.30).

Para cada ponto x € N(e,0) = B. N f~1(0D;), consideramos sua orbita sob o fluxo
definido pela restricao da acao de C* a R,..

Este ponto se move de modo que sua Orbita é transversal a todas as esferas em
B, centradas em 0 e é também transversal a todos os tubos f~'(0Ds). Além disso,
em cada ponto desta trajetoria, o argumento de f(z) é constante. Agora, deixando o
ponto x percorrer esta trajetoria até encontrar a esfera S., obtemos um difeomorfismo
U entre N(e,0) e a esfera S, menos uma vizinhanga tubular N(K) do link K.

Assim, temos um fibrado
£:S\N(K) — S

dado por U1 seguido de f. Normalizando, obtemos um fibrado

f

=7 S\ N(K) — S* (4.1)

é possivel mostrar que esta fibracao se estende para S, \ K.
Agora, restringimos a acao ao conjunto dos numeros complexos unitarios, mais
precisamente, vamos restringir a acao ao conjunto dos nimeros complexos da forma

e € S'. Notemos que sob esta acdo cada esfera centrada na origem é invariante pois

f(eia(zo, cee L zZy)) = ewdf(zo, Cee L Zn).

Desta forma, se ¢ = f(zo, - , zn), a multiplicacdo por € envia a fibra f~1(¢) na fibra
eiGdC'

Assim, esta acdo é dada por isometrias de C"*!, suas 6rbitas sdo transversais as
fibras f~1(t) para t # 0 e para pontos de C"*1\ V envia fibras difeomorficamente para

as fibras.
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4. Fibracao de Milnor

Portanto, todo disco Ds em C* centrado na origem, temos

fli=1py + 71 (Ds = {0}) — D5 — {0}

¢ um fibrado localmente trivial. Observamos que se considerarmos a fronteira do disco,
esta afirmacao continua verdadeira. Mais precisamente, se considerarmos € > 0 sufici-
entemente pequeno, B, a bola de centro 0 e raio €, 6 > 0 com € > ¢ tal que as fibras

f7Yt) com § > |t| > 0 encontram a esfera S, = OB, transversalmente, definimos
N(e,8) = B. N f~1(9Dy).

Entao,
f:N(e,0) — ODs (4.2)

¢ a projecao de um fibrado localmente trivial. A variedade N(e,d) consiste da parte
das fibras que estao contidas dentro da bola B,.
As fibragoes [4.2] e [d.1] sdo duas versoes diferentes do conhecido Teorema de Fibragao

de Milnor associado a funcao f.

Teorema 4.1. Sejam f : (C"*1 0) — (C,0) um germe de aplicag¢io holomorfa, ¢ > 0

sufictentemente pequeno e K =S, NV. Entao, a aplicagao

f

=S\ K —S§!
|/

¢

€ a projecao de um fibrado localmente trivial.
Demonstracao. Ver |27], p. 43. ]

O Teorema [4.1) além de ser a formulagao original dada por Milnor em [27], fornece
varias ideias geométricas da topologia de singularidades (ver [27] p. 45). Porém, existe
uma outra formulacao do Teorema de Fibragao de Milnor que possibilita generalizagoes
e pode ser mais apropriado do ponto de vista da Geometria Algébrica. Esta formulacao

é conhecida como Teorema de Fibracao de Milnor-Lé.

Teorema 4.2. Existem S, uma esfera suficientemente pequena centrada em 0 em C+1
e § suficientemente pequeno com relacdo a € tal que as fibras f~1(t) com |t| < & encon-

trem S, transversalmente. Além disso, N(¢,0) = f~1(0D;) N B, entdo
fIN(es) s N(€,6) — 0Ds (4.3)

¢ um fibrado diferencidvel localmente trivial.
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4. Fibracao de Milnor

Este resultado foi obtido por Milnor em [26] e [27] quando 0 € C*™! ¢ um ponto
critico isolado de f. Milnor também mostrou em [27] que para f qualquer a fibra
f71(t) N B no Teorema |.2| ¢ difeomorfa a fibra no Teorema

Contudo, se X é um conjunto analitico complexo e f é uma funcao holomorfa
de X em C, usando o Teorema de Hironaka D. T. Lé [18] mostrou que em
uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto critico, a restricao da f a esta

vinhanca ¢ a projecao de um fibrado localmente trivial, como vemos a seguir:

Teorema 4.3 (Teorema de Fibragao de Milnor-Lé). Sejam X C U C C" um subcon-
gunto analitico de um aberto U de C", seja f : X —> C uma funcao analitica e x um
ponto em X tal que f(x) = 0. Enldo, se € > 0 € suficientemente pequeno e n >0 com

€ >, a aplicagao induzida por f :
v, YD, - {0})nXNB. — D, — {0}

onde B¢ € a bola real fechada em C" de centro x e raio € > 0, lc)n ¢ o disco aberto de C

centrado em 0 e de raton > 0, € a projecao de um fibrado topoldgico localmente trivial.

Demonstragdo. Seja X um conjunto analitico complexo. Pelos Teoremas e
existe uma estratificacao de Whitney & de X que satisfaz a condicao de Thom para f.

Como S é uma estratificacao de Whitney, em particular, S é localmente finita.
Assim, qualquer vizinhanca suficientemente pequena de z interseta apenas uma quan-
tidade finita de estratos. Sejam B, a bola fechada real em C" de raio ¢ > 0 e centro x
e S. seu bordo. Como os estratos de X sao variedades diferenciaveis, pela Proposicao
B.5] a esfera S, corta transversalmente os estratos de S.

Sejam Sy, ..., S; os estratos de X tais que z € S; e S;N X N B, # (. Como para
cada e suficientemente pequeno a S, corta transversalmente os estratos de X, segue
da Proposicao que se S = {S;}ica é uma estratificacdo de Whitney para X entao
{SiNB.}ica ¢ uma estratificacao de Whitney para XN B,. Assim, os estratos S ﬁXﬂée
e S; N X NS, satisfazem as condicoes de Whitney.

Agora, seja 10777 o disco aberto de centro 0 e raio n > 0. Se € > 1 > 0 entao restricao

de f ao conjunto f~(D, — {0}) N X N B, induz uma aplicacio
¢ f7H Dy = {0) N X N B — D, — {0}

que é uma submersao em cada estrato.
De fato, como f ¢ uma funcao analitica complexa, os seus valores criticos sao
isolados. Por isso, podemos supor que para e suficientemente pequeno os pontos criticos

da f estao contidos em f~'(0). Logo, ¢ ¢ uma submersio em cada estrato.
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Entretanto, a aplicagdo ¢ nao é propria. De fato, dado {t} C 107,7 — {0} temos que
@ '(t) é uma fibra em f~'(D, —{0})N X N B, que nio contém o fecho, logo ¢~ '(t) ndo
¢ um conjunto compacto. Assim, o Primeiro Lema de Isotopia de Thom (Proposi¢ao
2.11)) nao pode ser aplicado.

Agora, mostramos que a aplicagao
7: (D, — {0)NX NS, — D, — {0}
¢ uma submersao em cada estrato. Para isso, precisamos que as fibras da aplicacao
F 1 (Dy—{0})n X — D, — {0}

em t cortem transversalmente os estratos de X N'S..

De fato, seja S; um estrato de S e ¢y > 0 tal que para todo 0 < € < ¢, a esfera
S, intersepta transversalmente os estratos de S. Note que S; e S, sao transversais em
a € 5; NS, se, e somente se, T,5; e T,S, se interceptam transversalmente. Isto é,
T.S; € T,S..

Tomamos uma sequéncia de pontos {z,} convergindo para a em S;, com a # 0.
Definimos t,, = f(z,), €, = ||za|], € = |la]|, com 0 < €' < €.

Vamos supor para chegar em uma contradi¢ao que f~1(#,) ndo intersepta transver-

salmente S, em z,. Entao, isto implica que
T.,f'(t,) C Tb,S., -

Seja 7 o limite da sequéncia dos planos T, f~!(t,), entdao 7 C T,S..
Por outro lado, a condicao ay de Thom implica que T5,S; C 7. Porém T,5; §Z T,Se.,
e isto é uma contradigao. Portanto, a aplicacao ¢ ¢ uma submersao em cada estrato.

Além disso, a aplicacao
U, YD, —{0})nXNB.— D, {0}

é propria, pois se tomarmos um conjunto compacto K em lo?n —{0} o conjunto fechado
W) (K) esta contido na bola fechada B, que é compacta, implicando que ¥} (K) é
compacto.

Portanto, pelo Primeiro Lema de Isotopia de Thom (Proposicao [2.11)) temos que a
aplica¢ao V¥, é a projecao de um fibrado topologico localmente trivial.

]

Observacao 4.1. Se f tem ponto critico isolado, usando que as fibras cortam trans-
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versalmente toda esfera suficientemente pequena e o Teorema de Ehresmann, podemos

mostrar que [1.3]é a proje¢do de um fibrado localmente trivial.

Observagdo 4.2. Se X \ f7!(0) ¢ um conjunto analitico e ndo singular em C", H.

Hamm mostrou que esta fibragdo topologica é diferenciavel (Ver [19] p.1).

4.2 Um Teorema de Fibracao para Singularidades Re-
ais

Como podemos ver em [27], uma questao natural é se é possivel obter um teorema
de fibracao analogo ao caso complexo quando consideramos o germe de uma aplicagao
analitica real f : R™ — R*. Nesta secdo apresentamos um teorema obtido por J.
Milnor em [27], que é o primeiro passo no sentido de responder esta questao.

Seja f : R™ — R* uma aplicagao polinomial tal que f(0) = 0.

Teorema 4.4. Sejam U uma vizinhanca de 0 em R™ tal que a aplicagao f é uma
submersao em cada ponto diferente do zero e f~1(0) =V um conjunto algébrico com
singularidade isolada na origem ao longo do conjunto U N'V. Entao o complemento
de uma vizinhanca tubular aberta de K =V NS, em S, € o espaco total de um fibrado
localmente trivial sobre a esfera S,, com 0 < n <K €. Além disso, cada fibra F' é uma
variedade diferencidvel compacta de dimensao m — k tal que o bordo é uma copia do

link K.
A prova do Teorema [4.4] foi dada por J. Milnor em [27], Teorema 11.2, p. 97.

Ideia da demonstragao. Pela Proposigao [3.5] sabemos que o link K = V' NS, é uma
variedade diferenciavel, donde 0 é um valor regular da restricao f|s.. Assim, existe uma

vizinhanga B, suficientemente pequena de 0 em R¥ formadas por valores regulares de

f

Se-
Seja T a vizinhanca tubular de K em S, isto é,

T ={x eS| fz) [[<n}

Entao, pelo Teorema de Fibragao de Ehresmann|Zf|7 a aplicacao T" — B, & a proje¢ao
de um fibrado localmente trivial, pois é uma submersao propria e as variedade 1" e B,
sao diferenciaveis.

Porém, como o espaco base B, ¢ convexo, temos que B,é contratil. Assim, pela

Proposigao [I.20] temos que a fibragdo é apenas trivial, implicando que a vizinhanga
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tubular 7" ¢ homeomorfa a (f~'(z) N'S,) x B,, isto é,
T~KxB, (4.4)

Seja E a intersecao B, N f~1(S,). Notamos que F é uma variedade diferenciével
tal que seu bordo coincide com o bordo da vizinhanca tubular T, isto é, S, N f~1(S,) .
Seja f|g : E — S, a restri¢do da aplicagao f a variedade diferenciavel E. Pelo mesmo
argumento usado na prova do Teorema f|z é a projegdo de um fibrado localmente
trivial.

Para completar a prova da existéncia da fibracao, temos que mostrar que existe
um difeomorfismo entre os espagos £ e o complemento da vizinhanca tubular aberta
T. Para construir este difeomorfismo, J. Milnor usou o fluxo de um campo de vetores
apropriado em B, \ V. Além disso, é possivel mostrar que podemos estender esta
fibracao para a vizinhanca tubular aberta T para obter a fibracao desejada (ver Lema
11.3 [27]). ]

Observagdo 4.3. Podemos ver também que a fibra F,, = B.N f~(y) é¢ uma variedade

compacta tal que o bordo é o conjunto dF, = f~!(y) NS, que ¢ uma copia do link K.

Observacao 4.4. Dada uma aplicacao satisfazendo as condig¢oes do teorema, quando

m é par e k = 2, temos a garantia da existéncia de fibracao pelo Teorema [4.3

Observacao 4.5. Notamos que o Teorema apenas garante a existéncia de um fi-
brado localmente trivial para alguma aplicacao de projecao desconhecida. Ao contrario
do Teorema [4.1] nenhuma referéncia é feita a aplicacao da projecao.

Em particular, se f : C* — C é uma aplicacao polinomial com singularidade

isolada na origem, entdo f; : R* — R? dada por fi(Re(f), Im(f)) é uma aplicagao

real analitica tal que | ? ¢ a projecao de um fibrado localmente trivial.
1
De maneira geral, a aplicacao —— nao ¢é a projecao de um fibrado localmente trivial

| /]

(ver [27] p. 99, para exemplos). Uma questao natural entdo é: "sob quais aspectos a

aplicagao real analitica f = (fi, f2) : (R",0) — (R?,0), n > 2 ¢ tal que para ¢ > 0
1

| Sl

localmente trivial?". Este é um tema atual de pesquisa que é abordado de diferentes

suficientemente pequeno a aplicacao : S\ K. — S ¢ a projegao de um fibrado

formas, por diversos autores (ver por exemplo [32] e [35]).

Vamos mostrar alguns resultados sobre a topologia da fibra F'.
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Corolario 4.5. Se m < 2(k — 1), entao a fibra F' ¢ necessariamente (k — 2)—conexa.

Demonstracao. Como o link K é uma variedade compacta, pelo Teorema te-
mos que K tem o mesmo tipo de homotopia de um C'W complexo. Assim, podemos
considerar uma decomposicao celular do link K.

Além disso, Sc N f~1(B,) é difeomorfo ao produto K x B,, podemos obter a esfera
S, adicionando ao subespago E' = Se\f uma quantidade de células de dimensao maior
ou igual a k, uma (k — ¢)—célula para cada i—célula de K.

Pela Proposicao temos

e entdo, o espaco E’ ¢ (k — 2)—conexo.
Como o espago T' é homeomorfo ao conjunto K x B, entdo 0(T) = K xS, Assim,
podemos considerar os mergulhos S, — J(T) — E'; e estes mergulhos nos dao a

exatidao da sequéncia
0— m(F) — m(E") — m(S,) — 0,

implicando que
mi(E') = mi(F) & mi(Sy).

Mas sabemos que 7;(S,)) = 0 e provamos inicialmente que m;(£’') = 0 parai < k—2,
entao m;(F) = 0, e isto prova que a fibra F' é (k — 2)—conexa.
O

Podemos ainda provar que a fibra F' é contratil usando a dualidade de Alexander
e os grupos de homologia e co-homologia. Ainda usando estas ferramentas, é possivel
provar que se a codimensao k ¢ > 3, e se K tem a homologia de uma esfera, entao a
fibra F deve ser (k — 2)—conexa (ver [27], Lema 11.5, p. 101).

Observacgao 4.6. A hipdtese do Teorema 77 pede que localmente a aplicacdo f tenha
singularidade isolada na origem. Porém, segundo Milnor em [27], o fato desta hipotese
ser forte, implica na dificuldade de encontrar exemplos nao triviais que mostram a
aplicabilidade do resultado.

Em [7], os autores comentam alguns casos em que é possivel encontrar exemplos
nao triviais. Segundo J. L. Cisneros-Molina e R. N. Araijo Dos Santos, Looijenga
mostrou em [24] que para k = 2 e m par é possivel encontrar exemplos ndo triviais; o
caso em que k = 2 e m impar foi mostrado em [5]. Além disso, os autores afirmam que

P. T. Church e K. Lamotke também determinaram em [5] os pares (m, k) que possuem
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germes de aplicacoes reais que satisfazem as condicoes de Milnor. Porém o primeiro

exemplo nao trivial para o caso k = 2 foi exposto em [I].

Observacgao 4.7. Em [31], os autores obtiveram um Teorema de Fibragao para o caso
onde f: X — R"™ é uma aplicagao real analitica com valor critico isolado em 0 e que

satisfaz a condi¢ao ay de Thom definida em uma variedade X de dimensao n > 0.
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