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Resumo

Neste trabalho introduzimos a teoria das matrizes circulantes e apresentamos 3 modelos
para o seu espaco, sendo um o de uma algebra comutiva finita. Além disso exibimos uma dia-
gonalizagao para elas e calculamos os autovalores, autovetores e outros invariantes das matrizes
circulantes. Em seguida usamos isso para calcular as raizes de equagoes polinomiais de grau <
4.

Palavra-chave: matrizes circulantes, matrizes de Fourier, raizes de polinomios, diagona-

lizagdo de matrizes.

vi



Abstract

In this work we introduce the theory of circulat matrices and present 3 models for you space,
being the one of a comutive finite algebra. Beyond this we show a diagonalization for they and
calculate the the eigenvalues, eigenvectors and other invariants of circulating matrices. And
then use it to calculate the roots of polynomial equations of degree < 4.

Keywords: circulant matrices, Fourier matrices, polynomial roots, matrix diagonalization.
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Notacoes

e C— Corpo dos niimeros complexos

e M, (C)— O conjunto das matrizes m x n cujos elementos estao em C
e M'— Transposta de M

e M*— Conjugada de M

e Se M é quadrada
det M— Determinante de M
tr (M) — Traco de M
M~!— Inversa de M

e Diag(dy,ds, ...,d,) = Diag (dy,ds, ..., d,)"

d 0 -~ 0
0 do --- 0
0 0 d,

Matrizes quadradas especiais
e 0=zero=circ(0,0,...,0)
e I =identidade = circ(1,0,...,0)
e Q= Diag (1,6, ... 1), e=en, 73, 14..
o F = Matriz de Fourier

o V = Matriz de Vandermonde

e P,_1 = Conjunto dos polinomios de grau < n — 1 com coeficientes em C

||M||» = Norma de Frobenius
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Introducao

A “Matematica”, escreveu Alfred North Whitehead, “é a técnica mais poderosa para a
compreensao do padrao e para a andlise das relagoes de padroes.” Em sua busca por padrao,
no entanto, a propria matematica exibe um padrao. A matematica muitas vezes tem um apelo
visual, arranjos espaciais incorporadas em férmulas podem ser fonte de inspiragao matematica
e prazer estético.

A teoria de matrizes é interessante. Assim, as matrizes diagonais, matrizes simétricas,
matrizes bindrias, matrizes semelhantes sao atraentes, independentemente das suas aplicagoes.
Nessa mesma categoria se inserem as circulantes. A matriz circulante é aquela em que uma
linha béasica de nimeros ¢ repetida novamente ¢ novamente, mas com uma mudanca de posicao.

Temos que teoria matricial para circulantes pode ser resolvida de forma fechada. Assim, as
circulantes constituem um conjunto nao trivial, mas simples de objetos que nos leva a um dos
moétivos as quais se justificam o estudo da teoria circulante, o de aprofundar o conhecimento
da teoria das matrizes.

Escritores sobre teoria das matrizes parecem nao dao as circulantes a devida atencao. Dessa
forma, este trabalho destina-se a servir como uma referéncia geral em portugués sobre circu-
lantes, uma vez que a bibliografia nacional nessa area é pequena.

As circulantes sao conhecidas pela humanidade desde pelo menos o inicio do século XIX,
quando elas foram reveladas em sua manifestacao original como determinantes circulantes.
Séculos mais tarde, foram inventadas as matrizes e as circulantes foram reinterpretadas como
matrizes. Muitos anos depois, as matrizes tornaram-se parte de uma nova, mais formal e
abstrata algebra, no século XX. Entao as circulantes agora poderiam ser vistas como um tipo
especial de algebra, uma subalgebra da algebra das matrizes.

Alguém pode desconhecer o nome ”circulante”, no entanto pode ser que as conhega por um
nome alternativo o de "matriz ciclica”.

As matrizes circulantes tem varias conexoes com problemas em fisica, de processamento de
imagem, de probabilidade ¢ estatistica, a analise numérica, a tcoria dos nimeros, a gcometria.
A periodicidade embutida em sua teoria significa que as circulantes combinam com andlise
Fourier e teoria de grupos.

Como as aplicagoes sao principalmente em mateméatica pura e tecnologia, isso reflete mis-
teriosamente uma dicotomia abstrata - concreta da teoria circulante. Por exemplo, as te-
lecomunicac¢oes modernas seriam impossiveis sem a analise de frequéncia. Com o advento de

computacao digital, as técnicas de andlise de frequéncia tornaram-se frequentes, principalmente



a da transformada de Fourier discreta. Esta transformacao tem uma relacao das circulantes em
circulantes, tanto assim, que grande parte da teoria da circulantes pode ser considerada como a
teoria da transformada de Fourier discreta. Circulantes sao importantes na codificagao digital;
esta é uma tecnologia maravilhosa que permite que os dispositivos que vao desde computado-
res a leitores de musica possam recuperar erros na transmissao e armazenamento de dados e
restaurar os dados originais. No entanto, o impeto inicial para o estudo da circulantes nao era
tecnoldgica, mas sim resolucao de problemas na matematica pura, particularmente a teoria dos
numeros. Varias outras aplicacoes a matematica pura ja foram descobertas. Prof. P. Davis
por exemplo explora o ponto de vista geométrico da teoria. Seu livro é a base da maioria dos
artigos que usam teoria circulante e é também a base do nosso trabalho para introduzir essa
teoria.

Dada uma colecao tao imponente de aplicagoes, é com uma agradavel surpresa que vamos
descobrir que as matrizes circulante podem ser descritas de maneira muito simples. Além disso,
Matrizes circulantes sao sempre quadradas e aqui a matriz circulante geral é de tamanho n. No
entanto vamos considerar os indice das entradas na matriz com os nimeros 0 a n — 1 ao invés

do convencional de 1 a n.

0.1 Descricao do trabalho

Esta dissertacao é constituida de trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos relativos a teoria matricial, fixando
notacao e mostrando resultados que serao usados no desenvolvimento da teoria circulante.

No Capitulo 2, temos nosso objetivo principal o de descrever as circulantes da teoria das
matrizes. Porém sem desconsiderar resultados antigos e o contexto algebrico a qual elas se
inserem. Dessa forma oscilamos entre o ponto de vista das circulantes como uma algebra
comutativa e do ponto de vista das mesmas como matrizes enfatizando seus invariantes.

Finalmente no Capitulo 3, fornecemos uma das intimeras aplicacoes da teoria circulante.
Um fato interessante sobre as matrizes circulante é a facilidade do célculo de seus autovalores e
autovetores usaremos isso para resolver equacoes polinomias de grau < 4, fazendo uma redes-
coberta da férmula de Cardano e mostrando uma forma agradavel de passar da resolugao de

cubicas para quarticas e finalizamos com exemplos de resolugao dessas equagoes polinomias.
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Capitulo 1

Propriedades Basicas

Inicialmente vamos revisar conceitos de algebra e algumas defini¢oes basicas da teoria matri-
cial, além de fixar algumas notacoes e nomenclaturas. A maioria dos resultados sao conhecidos
e por isso sao apresentados sem demonstracao. Apresentamos ainda alguns operadores espe-
ciais, defini¢coes e teoremas que serao importantes no desenvolvimento do nosso trabalho. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1] e [11].

1.1 Estruturas algébricas

Em tudo que segue K é o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos ntimeros complexos C.
Um espago vetorial E sobre um corpo K (ou um K-espago vetorial) é um conjunto cujos
elementos a qual chamaremos de vetores podem ser somados e multiplicados por escalares, isto
é, os elementos do corpo K. E satisfaz as seguintes propriedades para adi¢ao e multiplicacao

por escalar:
1. v+we Eeav € E (Fechamento)
2. v+ w =w +v. (Comutatividade)
3. wH+w)+x=v+ (w+z) e (ab)v = a(bv). (Associatividade)
4. a(v+w) =av+aw e (a+ b)v = av + bv. (Distributividade)
5. 30 € E tal que v + 0 = v (Elemento neutro)
6. 3 —v € E tal que v + (—v) = 0 (Inverso Aditivo)
7. 1v = v (Elemento neutro multiplicativo)

paratodosaecbe Kecv,wex € F.
Seja S C X um subconjunto qualquer de um espaco vetorial X. Uma combinacao linear de

elementos de S é uma soma (finita)
k
Z._l ANix; com N, € K e x; €65

1



Dizemos que S é linearmente dependente (L.D.), se 3 um nimero finito de elementos ;s em S

e A.s em K nao todos nulos, tais que

k
Zi:l Aixi = 0,
caso contrario, S é dito linearmente independente (L.1.). Diremos que S gera o espago vetorial
X se, todo x € X, é combinacao linear de elementos de S.
Denotaremos por [S] o subespago gerado pelo conjunto S. Uma base de X é um conjunto
ordenado b que é L.I. e gera X. X tém dimensdo finita, se possuir uma base com um nimero
finito n de elementos. E denotaremos por dim X a dimensao de X.

Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicacao satisfazendo

T X — Y
T(x+My) — Tzx+ Ty

para quaisquer z,y € X e A € K é chamada transformacao linear. Se X =Y, chamaremos
de operador linear. Se T for uma bijecao, dizemos que T' é um isomorfismo e que X e Y sao

isomorformos o qual denotaremos por X =Y.

Observacgao 1.1 Se quisermos enfatizar o corpo dizemos que € uma tranformacdao K-linear e

um operador K-linear.

Definiremos a imagem de T', ImT e o nicleo de T, ker T' como os conjuntos ImT = {y €
Y |y=Tx}ekerT = {x € X | Tx = 0}, respectivamente. O nticleo e a imagem de 7' sao
subespacos vetoriais de X e Y, respectivamente.

Definimos o posto e a nulidade de T respectivamente por posto(T) = dim ImT e null(T) =
dimker T'. Note que dimker T' 4 dim I'mT = dim X.

Teorema 1.2 Toda transformacao linear T : K™ — K™ € da forma y = T(z) sendo

Y = Zaijxj (].].)
7j=1

ondex € K" ,yc K" ea;; €K, paraj=1,...,nei=1,..,m.

Scja (K, +,-) um corpo. Uma K—4élgebra ¢ um conjunto A munido de trés operagoes

binarias:

+: AxA —- A *x AxA - A - KxA — A
(,8) = a+p (,8) = apB (a,8) + ap

que tém as seguintes propriedades:
1. (A, +,-) é um K-espagco vetorial.

2. (A, +,%) é um anel.



3. a(apf) = (aa) f = a(af) para quaisquer a € K, a, 3 € A.
Uma K-édlgebra é dita:

a Associativa se a operacao * for associativa.

b Comutativa se a operacao x for comutativa.

¢ Com unidade se * tem um elemento neutro.

Exemplo 1.3 O anel de polinomios K[x], munido com a adi¢do e o produto usual de polinémios
¢ uma K-dlgebra associativa, comutativa e com unidade e o anel da matrizes M, (K) € uma K-

algebra nao comutativa com unidade.

Sejam A e B duas K-algebras, um homomorfismo de K-algebras é uma funcao ¢ : A — B
tal que:

1. ¢ é um homomorfismo de anéis.
2. ¢ é um homomorfismo de K-espacos vetoriais.

Um homomorfismo ¢é dito isomorfismo, quando ¢ também for uma bijecao. Definimos
analogamente, o ntcleo e a imagem de uma K-algebra.

Seja (A, +, -, *) uma K-dlgebra. Um subconjunto B C A é uma K-subdlgebra quando B for
ao mesmo tempo um subanel de (A, +,-) e um subespaco do espago vetorial (A, +,%). E um
subconjunto I C A é um ideal de A se é ao mesmo tempo um ideal do anel (A4, +,-) e um
subespago do espago vetorial (A, +, ).

Dados uma K-algebra A e um ideal I, a algebra quociente %‘ é definida como o anel quociente

%, munido da estrutura de K-espago vetorial quociente %.

Teorema 1.4 Sejam A e B K-dlgebras e ¢ : A — B um homormorfismo de K—dlgebras.
Entao

1. ker ¢ é um ideal de A.
2. Imyp é uma subalgebra de B.

A~
3. Frp Imep.

Prova. A titulo de ilustracao provaremos 1. De fato, é um subgrupo aditivo pois
©(0) =0 e p(a+b) =p(a) + ¢(b),
se a,b € ker p. Além disso
be A a € kerp= p(ab) = p(a)p(b) = 0p(b) =0 = ab € ker ¢.
[ |

Observacao 1.5 Para uma K-dlgebra A. Definimos a base e dimensao de A como a base e a

dimensao do K-espaco vetorial.



1.2 Matrizes e transformacoes lineares

E conveniente representar os coeficientes a;; de (1.1) como um arranjo retangular

@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -  Q2n

A = ' ) ' . ou A = (a;).
Am1 Qm2 - Amn,

denominamos tal arranjo matriz m x n sobre K sendo m o ntiimero de linhas e n o nimero de
colunas com entradas em K. O elemento a;; ¢ a entrada correspondente a linha 7 e a coluna j.

Formalmente, uma matriz m x n é uma funcao
AL ... omyx{l,...,n} - K

definida como f(i,7) = @;;. A matriz A = (a;;) chama-se uma matriz de ordem m x n e lé-se
"m por n”. Em particular, se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem n. Uma
submatriz de A é uma matriz obtida de A ao se omitir algumas de suas linhas e/ou colunas.
O teorema 1.2 mostra que existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto de matrizes
man e o espago das transformacoes lineares de K" em K™. Denotaremos o elemento a;; da

matriz que representa 7'(com relagao as bases canonicas de K™ e K™) por
Tij = ai; = (T'(e;) -

A associacao acima entre matrizes e transformagcoes lineares é vélida para espagos gerais de
dimensao finita. De fato, scjam X ¢ Y espacos vetorias de dimensao n e m respectivamente e
T : X — Y uma transformagao linear. Entao escolhendo uma base arbitraria b = {z1, ..., z,}

do espaco X e escrevendo x = A\jx1 + - -+ + A\, x,, a aplicacao linear B : X — K" definida por
Br = ()\1, ceey >\n) = )\161 + e+ )\nen

¢ um isomorfismo entre X e K". Da mesma forma, ao se escolher uma base ¢ = {yi, ..., Y } 10
espaco Y, obtém-se um isomorfismo C' entre Y e K™. Temos assim o diagrama abaixo, onde

as setas verticais sempre indicam isomorfismos:

T

X — Y
B | I C
K* — K™

Tk =CoToB™!

A aplicacao linear Tk é representada por uma matriz A, chamaremos de representacao da
transformagado linear T com respeito as bases b e ¢ e denotaremos A = TP. Dessa forma temos

uma associa¢ao entre a transformacao linear T' ¢ a matriz A.

4



Denotaremos por M, (K) o conjunto das matrizes man como entradas no corpo K. Em

particular, se m = n, dentoraremos M,,,(K) simplesmente por M, (K) e sua dimensio é n>.

Note que que M, (K) munido com as operagoes de adi¢ao
A + B = ((Z,’j + sz)
e multiplicacao por escalar
cA = (ca;j), V ceK,

é um espaco vetorial sobre K. Neste caso, as matriz unidade E;; = (e,,), com

€pq = Opilqj = .
0, se (p,q) # (i,])
em que
1, sei1=y
0ij = { S,
0, sei#j
¢ o simbolo de Kronecker, isto é, E;; sao as matrizes cuja (7, j)-ésima entrada ¢é igual a 1 ¢ as

demais zeros, formam uma base canoénica para M,,x,(K),.

Observe que dado A = (a;;) € M, (K):

1.

m n
A= 30,
i=1 j=1
2. E;; = E,, se, e somente se, (p,q) = (¢,7).
3. Ez’jqu = 5jpEiq' Em particular, :EZQZ = Ezz c EZQJ =0seq 7é ]

4. 3" E; =1, com I, = (6;;) (ou simplesmente I = (8;;)) é a malriz identidade.

m . , ’ . . s . ) s .
5. AE,, = > ", a;pE;, isto é, AE,, é a matriz cuja ¢g-ésima coluna ¢ igual a p-ésima coluna

da matriz A e as demais zeros

n . , 7 . . s, . . s, . s . .
6. EpyyA =37 ayEy), isto é, E, A é a matriz cuja p-ésima linha ¢é igual a g-ésima linha

da matriz A e as demais zeros

7. E,,AE, s = a,E,, isto ¢, E, AE, ¢ a matriz cuja (p, s)-6sima entrada ¢ igual a ag, ¢ as

demalis zeros

Dado uma matriz A € M,,,,(K) denotaremos por row;(A), a i-ésima linha de M e por
col;(A) a j-ésima coluna de A. Assim podemos particionar a matriz A tanto em linhas como

em colunas e identificar A com:

(row1(A); rows(A);...;row,(A))



(coli(A)|coly(A)]...|col,,(A))

Sejam A = (a;j) € My« (K) e B = (b;;) € M,,»,(K). Relembre que o produto de A por B
¢é definido como
AB = (cij),

em que

n
Cij = E apbrj, 1=1,....me j=1,...,p.
k=1

Note que AB € M,,,(K). Para fazer essa multiplicacdo é muitas vezes conveniente tanto para
o trabalho tedrico quanto computacional particionar uma matriz em submatrizes. Isto pode

ser feito de vdrias maneiras. Um teorema cldssico da teoria das matrizes é:

Teorema 1.6 Sejam A € M,,«,(K) e, B € M,,,(K) e

An Ap - Ay B,y By -+ By
A= : T e B= : Do
Ay Ao - Ay Bii Bre -+ By

particoes de A e B em submatrizes tal que cada A;; é uma matriz m; X n; e cada Bj; € uma

matriz n; X p;. Entao my+mao+---4+m, =m, ni+ng+---+np=nep +ps+---+p =p.
k
Para cadai=1,....r e j=1,..,t, seja C;; = > A;;B,j, logo
q=1
Cu Cpp -+ Cy
AB = : ST
Crl C'rZ e C'rt
Corolério 1.7 Sejam A € Mpxn(K), B € M, »,(K), X = (21,22, ...,2,) € Myx1(K) e Y =
(Y1, Y2y s Ym) € My (K), entao
1. AXY = xyc0li(A) + x9coly(A) + - - - + 000, (A)
2. YA = yyrow (M) + yorow(M) + - -+ + yprow,, (M)
3. AB = (Acol;(B)|Acoly(B)|...|Acol,(B))

4. AB = (row;(A)B;rows(A)B;...;row,,(A)B)

Seja A € M, (K). O determinante de A é um elemento de K associado a A. Existem vérias
maneiras de definir o determinante. A mais concisa e as vezes conveniente é dada em termos de
permutacoes é. Para isto, vamos apresentar alguns conceitos e resultados sobre permutacoes.

Uma permutacdo dos inteiros 1,2,3,...,n é uma bijegdo o : S — S, onde S = {1,2,...,n}.

Vamos denotar por S, = {0 : S — S / 0 é bijetiva} o grupo de todas as permutagoes de S e é



facil verificar que S,, possui n! permutacoes distintas. Um exemplo particular de permutacao,
quando n > 1, é dado pelas transposi¢coes. Uma transposicao 7 : .S — S é definida fixando-se
dois elementos i # j em S, pondo

(i) =g4,7(j) =i e T(k) =k se k ¢ {i,j}.

Se o,7 : S — Ssao permutagoes entao a fungdo composta c o7 : § — S também é
uma permutacao, chamada o produto das permutagoes o e 7 e a indicaremos pela notagao or.
Definimos a permutagdo inversa o~ : S — S como a aplicagao o~ 1(i) = j € S tal que o(j) = 1,

1

caracterizada pelo fato de que oco~! = 0710 = id onde id é a permutacao identidade, isto é, a

permutacao tal que id(i) =i Vi=1,,,n.

Existem varias notagoes para uma permutacao o € S, as vezes ela é representada pela lista
ordenada (o(1),...,0(n)) dos valores que ela assume nos numeros 1,2, ..., n, respectivamente.
Como também pode ser escrita sob a forma

1 2 .- n
o= .
o(l) o2) -+ o(n)

Por exemplo, para n = 3, temos que os seis elementos de S3 sao:
3 1 2 3 9 12 3

, 0= , 0" =000 = ,
3 2 31 3 1 2
3 1 2 3 5 12 3

, 0OT = , 00T =
2 21 3 3 21
Ou ainda podemos representar uma permutagao por uma matriz A = (a;;), sendo

:{ L j=o(i
Tl 0, G

chamada representacao matricial da permutacao.

\]
Il
N
— =
wW N N DN

Exemplo 1.8 Considere a permutagao

1 2 3 4
g =
41 3 2

a permutacao o € representada pela matriz

S O = O
_ o O O
S = O O
S O O =



Seja o € S, uma permutacao. Dizemos que o é um k-ciclo se existirem elementos distintos
iyl €8
tais que

O-(Zl) - 7;2) 0-(7/2) — 7;3, cee O'(Zk) — il

ox)=x, VaxeS—{i,. .. i},

o qual serd denota por ¢ = (i1...4,). O ntmero k chama-se o comprimento ou a ordem do

0=<1 234 5):(123)(4)(5):(123)

ciclo. Por exemplo,

23145

é um 3-ciclo. As transposicoes sao os ciclos de comprimento dois, também chamados de in-

versoes.

Teorema 1.9 Qualquer permutagio o € S, com o # I, pode ser escrita como um produto de

transposicoes.

Prova. Vamos usar inducao sobre n. Se n = 1, nada héa para ser provado. Suponhamos que
o resultado seja valido para todo k, com 1 < k < n —1. Seja o € 5,, com ¢ # I, tal que

o(n) = k. Consideremos a transposi¢ao 7 € S, tal que 7(n) = k e 7(k) = n. Entao 7o € S, e
(to)(n) = 1(k) = n.

Assim, podemos ver 7o como um elemento de S,_;. Logo, por hipotese de inducao, existem

transposicoes 7, ....7, € S, tais que

de modo que

O'ZT_lTl"'Tm:TTl-"Tm,

que ¢é o resultado desejado. [

Para cada permutacao o € S,,, consideremos o nimero

. . n—1 n . .
1 o(i) —o(j) 11 o(i) —a(j)
L1 i— L1 L ' '
1<i<j<n i=1 j=i+1

Por exemplo, se n =3 ¢ o = (123) ¢ um 3-ciclo, entéo

o) —o(y o(l)—o(2) o(l)—0c(3) o(2)—0c(3
11 (1) —o(j) o) —a(2) o(l)—0c(3) a(2)—0a(3)

g
i— 1-2 1-3 2-3

1<i<j<3



Mais geralmente,
I1 (i) — o(j) :ﬁ -
gy ] el
1<i<j<n
De fato, como o é bijetora temos que existem tnicos k e [ tais que o(k) =i e o(l) = j. Se
k < I, entao o fator

olk)—o(l)=i—j

aparece no numerador do produto. Se k > [, entao o fator

o(l) —o(k)=j—i=—(i—Jj)
aparece no numerador do produto. Portanto,

oh) = al) _ | o) = alh)

t=1] 1=
e fatores distintos no denominador dao origem a fatores distintos no numerador, ou seja, se
olk)y=0c(l)eoc(k')=0c(l'),entao k =1le k' =1,

Seja o € 5, uma permutac¢ao. Definimos o sinal de o como

=1,

o= [ 20=00) T ] 2=t

1<i<j<n 0 J i1 j=it1 v

Assim, sgno = —1 ou sgno = 1. Dizemos que ¢ é uma permutacdo par se sgno = 1 e uma
permutacao impar se sgno = —1. Observe que transposicoes sao sempre permutacoes impares,
pois se

1 2 «++ 4 -+ j -« n—=1 n o

T= ‘ , € S,, com i< 7,

1 2 ... j PR Z DY n —_— 1 n
entdo o ndimero de inversoes (cruzamentos) é 1+ 2(j —i — 1), o qual é um ndmero impar.
Portanto, sgnt = —1. Consequentemente, pelo teorema 1.9,

sgno = (—1)",

em que NN é o nimero de transposicoes na decomposi¢ao de o. Neste caso, o é uma permutacao
par se, e somente se, N é um nimero par.
Seja A € M,,(F). O determinante de A ¢ definido como

n

det(A) = Z (sgno) Haia(i)7

oeSy, i=1

Assim, det(A) é a soma de n! termos, em que o sinal estd bem definido, e qualquer termo tem

n elementos, um e somente um, de cada linha e coluna de A. Por exemplo, se n = 3, entao

det A = (=1 ajia9ass + (—1)%a12a93a31 + (—1)*a13a21a32
+(=1)tay agzazy + (—1) aroanazs + (—1) arzas0a3
= (a11a22a33 + a12023a31 + A13021032)

—(a13a92a31 + a11a23032 + A12a21a33)
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que é exatamente a Regra de Sarrus. Observe que podemos agrupar o det A sob a forma:

+ ays det [ @21 G2 ] .

aszy  asz

a9 @ as1 @
det A = qq; det [ 22 T ] — a1p det [ 2t T
a

a3z A3z 31 (33

Mais geralmente, pode ser provado a expansdo de Laplace em relagao i-ésima linha (j-ésima
coluna) de A:

det A = Z(—l)”ja,-j det(AZ-j), 1= ].7 o, n.
j=1

com A;; a matriz obtida de A eliminando-se a i-ésima linha ¢ j-ésima coluna da matriz A. O
escalar ¢;; = (—1)"7 det(A,;;) chama-se o cofator do termo a;; no det A e a matriz C = (¢;;) €
M, (K) chama-se a matriz dos cofatores da matriz A.

Seja A = (a;j) € M,x,(K). Dizemos que A é invertivel ou ndo-singular, se existir uma
matriz B = (b;;) € M,«,(K) tal que

AB =BA =1,.

Caso contréario, A é ndao-invertivel ou singular. A matriz B é chamada de inversa de A e é
denotada por A7!. Se T : X - Y e S:Y — X forem aplicacdes lineares invertiveis entao

valem

(ST) ' =T7'5" e (87 = (571)".

O trago de uma matriz quadrada A € M, (K) é definido como a soma dos elementos da sua

tTA = zn: Cij.
j=1

As principais propriedades do traco sao:

diagonal

1. tr (aA+bB) = atr A+btrB.
2. tr (AB) =tr (BA).
3. tr (A) =tr (S7AS), com S nao-singular.

Seja A = (a;;) € Myxn(K). A matriz transposta de A ¢é a matriz obtida escrevendo-se as

linhas da matriz A como colunas, ou seja,
t . .
A'=(ay), i=1,....mej=1,...,n

A matriz conjugada de A é a matriz obtida substituindo as entradas a;; de A por @;; e serd
denotada por A. Além disso, a matriz transconjugada de A’ serd denotada por A*.
Seja A € M, (K). Dizemos que A é:

- diagonal se a;; = 0, quando i # j, e denotada por D = diag(ai1, . . ., ann).
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- triangular superior a;; = 0, quando ¢ > j.
- simétrica se A' = A.

- antissimétrica se A* = —A.

- Hermitiana se A* = A.

- anti-Hermitiana se A* = —A.

- normal se A*A = AA™.

- unitaria se A*A = AA" =1

- ortogonal se A'A = AA" =1.

Observacao 1.10 Os operadores lineares tem a mesma denominacdo que as matrizes que re-
presentam tais operadores com relacao a uma base ortogonal. E claramente operadores unitdrios

e hermitianos sao normais.

1.3 Operadores e Polinomios

Sejam A € M, (K) e A € K. A matriz
AL— A € M,(K)

chama-se matriz caracteristica de A, a qual é uma funcao do escalar \ € K.
Seja A € M, (K). Um escalar A € F é um autovalor de A se existir X em F”, com X # O,
tal que
(AI-A)X =0.
O vetor X é chamado um autovetor de A associado a A.

Seja A € M, (K). Lembremos que

n

det(A) = Z (sgno) H io(i)-

€Sy i=1

Assim,
n

det(A = AT) = [ (@i = A) + fus(V),

=1

é um polindémio de grau n em A\, em que f,, () é um polinémio de grau no maximo n — 2 em

n
+ H Qi (7)
i=1

contém no maximo n — 2 entradas da diagonal principal de A. Como

A, pois se @ # 7, entdao os termos

det(A — M) =0 < det(\NI-—A) =0

11



temos que det(A\I — A) = 0 é uma equacao polinomial de grau n em A, a saber,
N b A T N2 b, A+ b, =0,

em que

b = (=1)'tr(A)=>as,
=1
N d<[ : ])
; Aji  Qjj

Qi; A5 Qg

bg = (—1)3 Z det Qj;  Qj5  Ajk

i<j<k Qi Qkj ik

b, = (—1)"det(A).

O polinomio

pa(z) = det(zl — A)
sera chamado o polinomio caracteristico de A. A equagao polinomial
det(zI— A)=0

serd chamada a equacado caracteristica de A e as raizes dessa equacao sao os autovalores de A.
Para cada A € K, definimos o autoespaco associado a A, por

Ey\ = ker(A— \).
Teorema 1.11 Seja A € M, (K) e A € F. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. X € um autovalor de A;
2. A — X € uma malriz singular, isto €, E\ # {O};

3. det(A — \I) =0, isto é, \ € raiz caracteristica.

Note, pelo teorema 1.11, que o problema de determinar os autovalores e autovetores de uma

matriz A é equivalente a resolver o sistema homogéneo

n

Z()\CSZ] - (Zl'j)l‘j = 0, 1= 1, e N

J=1

Assim, o sistema possui uma solugdo nao nula se, e somente se, det(Al — A) = 0 se, e somente
se, a matriz caracteristica A\I — A ¢ singular ou nao invertivel.

12



Exemplo 1.12 Determine os autovalores e autovetores da matriz
([ O I
L O/

pw(z) = det(zl — A) = 2° — 1.

W —

_ O O

1
0
0

o = O

Solugao. O polinomio caracteristico de W é

Assim, os autovalores de A em C sao

1 1 1 1
1 == — - ) 2:_:———— “
, W 2-1—2\/57, e w'=w 5 2\/§z

Note que os autovalores dependem do corpo. Para obter os autovetores de W devemos encontrar
X € C3 tal que

(M- W)X =0,
isto é, resolver o sistema homogéneo
A =1 0 T 0
0 X -1 xa | =10
-1 0 A T3 0

E f4cil verificar que
x; = (1,1,1), xo=(1,w,w?) ¢ x3=(1,w? w)

sao os autovetores de W associados aos autovalores 1, w e w?, respectivamente. Note que o

conjunto
{Xl , X2, X3}

forma uma base de C? sobre C. [ |

Sejam F um espaco vetorial de dimensao finita sobre K e T': F — E um operador linear.
Os autovalores, autovetores e polindmio caracteristico de 7' sao os autovalores, autovetores e

polinomio caracteristico de qualquer representacao matricial de T" em relagao a alguma base
ordenada de E.

Teorema 1.13 Sejam T : E — E um operador linear com dimV = n, cuja representacdo

a

matricial em rela¢do a alguma base ordenada a de E é A = [T)2,

e
X; = [v]a = (215, X5, .o Tnj)* € R™*1

as coordenadas de um autovetor v de T' associado ao autovalor \j,j7 = 1,...,n. Se os vetores

X1, .y X, geram R entdo a matriz P = [z;5] € tal que
PAP~! = D =diag(\1, ..., \)
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Se T' : E — FE é um operador linear com dim £ = n. KEntao esse teorema motiva a
seguinte definigao se existir uma base b de E tal que a matriz A = [T], é uma matriz diagonal
dizemos que T é diagonalizdvel. E segue o teorema abaixo que caracteriza os operadores lineares

diagonalizaveis.

Teorema 1.14 Sejam T : E — E um operador linear com dim E = n. Um operador linear

T : E — E ¢ diagonalizavel se, e somente se, existir uma base b formada por autovetores de
T.

Seja
f=cna™ + -+ +c € Kz

um polinémio de grau m sobre K e A € M,,(K). Entao f(A) é uma matriz de ordem n sobre
K definida como
fA) =A™+ -+ 1A + oL

Note que f(A) é obtida de f substituindo-se a varidvel x pela matriz A e o escalar ¢y pela

matriz escalar cyl.
Proposicao 1.15 Seja T : E — E um operador linear tal que T'(u) = Au, com u # 0. Entdo
F(T)(u) = fFA)u, Vf € K[z].

A fungao fa : Klz] — M, (K) definida por fa(cpx™+---+c1x4co) = A"+ -+ c1A+col

é claramente uma transformacao linear.
Teorema 1.16 Sejam f,g € Klz]. Seja A € M,,(K) entdo

(f+9)(A) = J(A) +g(A),

Af(A) = f(A)A, V [ eK[z]

f(A)g(A) =g(A)f(A), V f.g€Kz]

Um polinémio minimo my € K[z] de uma tranformagao linear T': E — E é o polinémio

monico de menor grau tal que mp(1") = 0.

Observagao 1.17 Se A ¢ uma matriz sobre um corpo K. FE se I € o conjunto dos polinomios f
de K[z| tais que f(A) =0, entdo I € um ideal. O polindmio unitdrio gerador de I € o polinémio

minimo de A sobre K.

Proposicao 1.18 Todo transformacao linear T : E — E, definido em um espaco E com

dim ' = n, possui um polinomio minimo.

14



Prova. O espaco L(F, E) de todas as aplicacgoes lineares T : E — E tem dimensido n* (esse
espago € isomorfo ao espago M, (K) de todas as matrizes n x n com entradas em K. Logo,
os operadores lineares I,T,T7?, ...,T"2 sao L.D.; ou seja. existem ag, ay, ..., a,2 € K nao todos
nulos tais que

aol +arT+ -+ a, T =0,
Definindo p(z) = ag+ajz+- - 4 a22™, temos que 0 #£ p e p(T) = 0. dividindo pelo coeficiente
do termo de maior grau, temos um polinomio monico ¢. Portanto, o polinomio minimo existe,

em decorréncia da aplicacao do Principio da Boa Ordenacao ao conjunto de todos os polinomios

monicos que anulam 7.

Proposicao 1.19 Se p(T) = 0 para um polinomio p € K[x] e mp € um polinémio minimo de

T, entao p é um multiplo de my.
Em particular isso garante a unicidade do polindémio minimo de 7.

Teorema 1.20 (Cayley-Hamilton) Seja E um espaco de dimensao finita. Se pr € K[x] for

o polinomio caracteristico de T : E — E, entao pr(T) = 0.
A prova do teorema acima se encontra em [1].

Corolario 1.21 Seja T : E — E um operador do espaco complexo de dimensao finita E. O

polinomio minimo de T' € um divisor do polinomio caracteristico de T

O espago L (FE,F) é uma K—algebra. Se E for um espago de dimensao finita n, essa
K—algebra pode ser identificada com M, (K), escolhendo uma base em E.

Fixado T' € L(E, E), seja K[T] o conjunto de todas as aplicagdes lineares obtidas ao se
avaliar o polinomio p € K[z] em T, entao K[T] é uma K—subélgebra comutativa de £ (F, E).

Defina

v: Klz] — K[T]
p = pT)
temos que a ¢ é um homomorfismo de K—4dlgebras, onde o nicleo de ¢ é o conjunto dos
multiplos do polinémio minimo my de T.
Seja E' um espago vetorial sobre K. A fungao ( , ) : F x E — K é dita um produto interno

se as seguintes condigbes sao satisfeitas:

1. (ax,y) =a(r,y) V o,y € £ e a € K. (Linearidade)
2. (x+y,2) =(x,2) + (y,2) V x,y,z € E. (Distributividade)

3. (z,y) = (y,x) ¥V z,y € E. (Simetria conjugada)
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4. (x,z) >0,Vx € Fe(x,z) =0« z=0. (Positividade)

Se K = R dizemos que E é um espago euclidiano. Se K = C chamaremos o espaco F e o

produto interno de espago hermitiano e produto hermitiano.

Para E =R" e I = C" definimos produto interno canonico respectivamente por

(z,y) = Z TiY;
i=1

=1

Sejam x,y € F . Dizemos que z e y sao ortogonais se {x,y) = 0 e denotamos por x L y.
Dado um espago vetorial E sobre o corpo K. Uma norma em E ¢ uma fungao ||| : E —

[0,00) que satisfaz as seguintes propriedades:
1. |laz|| = |al||z||, V a € K e Yz € E. (homogeneidade absoluta)
2. lz+yl| < |lz|] + ||yl]- (Desigualdade de Minkowski)
3. ||z|| > 0 para x # 0, se ||z]| = 0 < x = 0. (Positividade)
Se E admite uma norma ||-||, dizemos que E é um espago normado.

Teorema 1.22 (Pitagoras) Seja E um espago com produto interno e ||z|| = /{(x,x). Entao,
sex Ly, temos
2 2 2
e+ ylI™ = {l=[ " + Iyl

Proposicao 1.23 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago com produto in-
terno. Entao, se ||z|| = \/(z,z), V x,y € E vale:

[{z, 9) | < [l 1]y]l-

Prova. Se z e y sao linearmente dependentes, entao x + ay = 0 e a igualdade ¢ facilmente
satisfeita. Considere x e y linearmente independentes, isto é, x + ay # 0 para todo a € K.
Faremos a demonstracao para o caso F = C, temos que
0 < (z+ay, v+ ay)
2
= (z,2) + (z,ay) + (ay, ) + |a]” (y,y)
_ 2
= (z,z) +alz,y) +aly,z)+al (y,y)

Note que

(x,y) = exp(if) [(x,y)| com @ € [0,27) = (z,y) = exp(—if)

Assim, temos que
(z, ) + 2Re(aexp(i0)) [z, y)| + |a|* (y,y) > 0 Va € K
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Fazendo y = aexp(if) € C = |x|* = |a|?, observe que |Re(x)| < |x| logo temos a inequacao do
segundo grau em |x| que verifica

() + 2 x| |z, )+ IxXI* (g y) > 0¥ [x] € R

portanto
4z ) =4z, 2) {y,y) < 0= [(2,9)]" < (z,2) (y,y).
Como ||z]| = y/(z, z) concluimos a demonstragao |

Proposicao 1.24 Todo espago com produto interno E tem uwma norma definida por ||z|| =

\A{x,z). Dizemos que essa norma € gerada pelo produto interno (-, -).

Prova. A homogeneidade absoluta e a positividade decorrem respectivamente da homogenei-
dade e positividade do produto interno.

Mostremos que satisfaz a Desigualdade de Minkowski. Para o caso real basta desenvolver
||z + y||* e aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Provemos para o caso complexo

|z +yl)* = )+ (2, y) + (. ) + (v, )
)+ 2Re((z, ) + (v, y)
) + 2| Re((x,9))] + (y,v)
)

z,x) + 2|,y + (. 9)

T, T

IN

T, T

(
(x,z
(
(

IN

aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

le+yll* < (z,2) + 2] [yl + (v, )
2 2
= Al=l” + 2l Hlyll + llyl]

2

= (ll=[l + Iyl

que conclui a demonstragao [ |

Seja F um espago vetorial com produto interno. Um subcojunto X C FE é ortogonal, se
x L y para quaisquer z,y € X. Se além disso, todos os seus vetores forem unitarios, entao X
é ortonormal. Dizemos que uma base b = {x1,...,x,} de E é uma base ortogonal se b é um

conjunto ortogonal, da mesma forma se b for ortonomal dizemos que é uma base ortonormal.

Teorema 1.25 (Schur) Todo operador C-linear € triangularizdvel, ou seja, para toda matriz
A € M, (C) existe uma matriz unitiria U € M, (C) e uma matriz triangular superior T €
M., (C) tais que
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U*AU =T.

Prova. Vamos demostrar por inducao sobre n. Para n = 1 é claramente é valido. Suponhamos
que vale para toda matriz de orden (n —1) X (n — 1). Seja A uma matriz de ordem n x n. Seja
A1 um autovalor de A e x; um de seus autovetores associados, isto é, Azxy = A\jx;. Assuma
x1 unitario, isto é |z1| = 1. Existem n — 1 vetores xo, ..., z,, que completam {z;} até formar
uma base ortonormal de C". A matriz V = [z1]...|z,] onde z! = col;(V) é unitdria, ou seja,
V*V = 1[. Entao

V*AVe; = VFA; = \[Vz; = Ajey,

)\1 a
0 A

onde A; é uma matriz de ordem n-1 e a* € C*!. Por hipétese de indudo existe uma matriz

a matriz U*AU tém a forma

unitaria V; de orden n — 1 tal que Vi AV, é uma matriz triangular superior. Finalmente, a

U=V Lo
0V,

¢ uma matriz unitaria de ordem n que satisfaz

matriz

U*AU = Lo V*AV[(l) O]

o
<
— %

Vi

oA a0
o villo A0 V|

Portanto
)\1 * *
0 A
U*AU = 2
*
0 0 M\
E claramente a matriz acima é triangular superior, logo o teorema esta provado. [ |

Um operador U : & — E é unitdrio quando U* = U1, ou seja,

(Uz,Uy) = (z,y)

para todo =,y € F.
Teorema 1.26 Um operador U € unitdrio se, e somente se, ||Uzx|| = ||z||, Vz € E.

Teorema 1.27 Seja U € ML, (C) uma matriz unitdria. Entao, |det U| = 1.
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Prova. Temos que U* = Ut o que implica que det U* = det Ut = detU = det U assim
det Udet U = det UU" = detI = 1, assim |det U| = 1. [

Teorema 1.28 (Espectral para operadores complexos) Seja E um espago complexo, mu-
nido de um produto interno hermitiano. Um operador C-linear N : EE — E € normal se, e

somente se, existe em E uma base ornormal formada por autovetores de N.
Equivalentemente provaremos a versao matricial desse teorema

Teorema 1.29 Seja A € M, (K). A fim de que exista uma matriz unitaria U tal que D =
U*AU ¢ diagonal € necessario e suficiente que A*A = AA™.

Prova. Seja U uma matriz unitaria tal que
T=U"AU
seja uma matriz triangular. Entao
T* = (U'AU)" = U'A*U
multiplicando as duas matrizes

TT"=U"AUU'A"U = UAA*U

T'T = U'A"UUAU = U'A"AU

como A*A = AA”*, segue que T*T = TT*. E uma vez que T é triangular e normal entao
¢ diagonal. Assim U*AU ¢ diagonal. Reciprocamente, se D = U*AU ¢ diagonal entao
DD* = D*D o que implica que

U"AA'U =U"A"AU
multiplicando a esquerda por U e a direita por U* obtemos AA* = A*A, logo é normal. B
Corolario 1.30 Se H : E — FE ¢é hermitiano, entao existe uma base ortonormal de E formada
por autovetores H. Em particular, os autovalores de H sao todos reais

Corolario 1.31 Se U : E — FE ¢ unitdrio, entdo existe uma base ortonormal de E formada

por autovetores U. Em particular, os autovalores de U sao numeros complexos de modulo 1.

Prova. Como U*U = 1, U tem inversa U* = U~!. Isso implica que U é normal, possuindo
assim uma base ortonormal formada por seus autovetores. Se A for um autovalor de U associado

ao autovetor v, entao ||Uv|| = ||A\v|| = |\|||v|| pelo teorema 1.26 |A| = 1. [
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Vamos definir no espago vetorial M,,(C) uma norma e transforma-lo em um espago normado.
A norma de Frobenius (ou do trago). Essa norma em M, (C) é definida através de um produto
interno neste espago vetorial.

A aplicagao que, a cada duas matrizes A e B em M,,(C), faz corresponder o nimero com-

plexo
(A,B) =tr(A*B),

¢ um produto interno complexo.

De fato, a homogeneidade e a distributividade valem
(A,B+aC) =tr(A*(B+aC)) =tr(A"B) + atr(A*C) = (A,B) + a (A, C)

é simetrica conjugada

(A,B) = tr(A*B) = tr (B*A)*) = tr ((B*A)t) — 17(B*A) = (B, A)

e por fim é positiva, temos que:

A*B = <Z aiksz> = (ij) =C
=1

logo,
r(A'B) =tr (C) = > Y @by (1.2)
j=1 i=1
Assim . .
(AA) =D Jag’>0e Y oy’ =0 a;=0 Vij (1.3)
©y,] 5,0

A norma de Frobenius é a norma (matricial) associada a este produto interno, ou seja, é a

aplicagao que, a cada matriz em M, (C), faz corresponder o nimero real

1Al = V(A A) = Vir(AA) =

Mostremos que ||A||, cumpre os axiomas de uma norma. A primeira e a segunda condigio
seguem das equagoes (1.2) e (1.3) respectivamente.

Provemos a desigualdade triangular:

2 2
IA+BIE = ) lai + bl
ind
n

Z(|a¢j|2 + [by|* + 2 |ag] [b5])

23V

- Z |ai_,~|2 + Z |bij|2 + ZZ |aij| i

i’?j 2‘77j iHj

IN
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aplicando duas vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz a norma |-| uma com respeito ao indices

1 e outra a j temos

n n n
2 2
> ail bl < (D a7 byl
i5,j (2]

1:7).7'
isto é,

|A + B[ < [|A[[7 + |IB[[7 +2[|All 1Bl - = |All7 + IB]7.
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Capitulo 2
Matrizes Circulantes

Neste capitulo vamos introduzir as definicoes bésicas relativas a teoria das matrizes circu-
lantes e apresentar trés modelos para o espaco dessas matrizes, incluindo o de uma algebra
comutativa finita. Além disso, vamos estudar outros tipos de matrizes como matrizes de per-
mutacao que sao um tipo especial de matrizes circulantes e a matriz diagonalizante de uma
matriz circulante que é um multiplo de uma matriz designada por matriz da transformada
discreta de Fourier. Essas matrizes como veremos mais adiante aparecem naturalmente no

desenvolvimento da teoria circulante.

2.1 Raizes da unidade

Seja z € C, uma raiz n-ésima da unidade, para n € N, é uma solucao da equacao 2" = 1.

Note que
0+ 2k 0+ 2k 2k 2k
V1= {/1(cos0 +isin0) = (L/T(cos: +isinu) = (cos—7T +isin—7r),
n n n n

para k=0,1,...,n — 1. Entao fixando n, o conjunto das raizes da n-ésimas da unidade é dado

<2km'> 2km .. 2kw
€, = exp = CoOs— +1Sln —
n

por

n n
As raizes n-ésimas da unidade desempenham um papel importante em varios ramos da

matematica e particularmente na teoria das equagoes algébricas.

Teorema 2.1 (Férmula de De Moivre) Para todo inteiro n e todo nimero complexo z =

p(cos B +isinf) # 0, temos que
2" = [p(cos @ + isinB)]" = p"(cosnh + isinnh). (2.1)
Corolario 2.2 Um numero complexo z # 0 tem m raizes distintas.

Prova. Tomando n = 1/m em (2.1), temos

0+ 2k 0+ 2k
M= x/r = \//_)(cos—+ T yisin 2t 20T W).
m
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Mostremos que k varia de 0 até m — 1. Suponha que £ > m entao existe p € N tal que
k = p+ m. Entao:

Vz= ”\Vf)(coseJrQ(ijm)ﬂ+isin6+2(p+m)ﬂ)

m
como
cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
sin(a +b) = sinacosb+sinbcosa
segue que
0+ 2 . 0+2
Nz = /p <cos pﬂ—i—zsm + p7r>
m m

se p > m ainda, reduzimos novamente fazendo p = m + p; até chegarmos a p; < m. Ou seja,

0 <k <m—1, que nos da m possibilidades para as raizes m-ésimas de z. [ |

Proposicao 2.3 Sejam € e € raizes n-ésimas da unidade em C, onde os indices sao tomados

modulo n, entao elas gozam das sequintes propriedades:

1. €€, = €14k

2. €f = e, para todo k € Z.

3. g =1
4611:7:%—1
5. 616_1—1

6. 6" =¢"=¢"

7. 1+ea+e+ ..+ ¢ ' =0 para todo € # 1.

Prova. A titulo de ilustracao provaremos o item 1. Temos que:

21 2k 21 2k 200+ k 200+ k
= COS(% + Tﬂ) +z'sim(77T + Tﬂ) = coS # -l—z'sinu

se | + k = mmodn, isso significa que m é o resto da divisao de [ 4+ k por n ou seja, existe um
inteiro p tal que [+ k=pn+mem € {0,1,2,...,n — 1}. Entao,

200+ k) +isin 200+ k)m
n n
2(pn+m)m . 2(pn+m)7m

= COS—— +18In
n

€€, = COS

2 2
= cos(2pn + ﬂ) + isin(2pn + ﬂ)
n n

2mm

+ ¢ 8in —— = €y = €luk
n n

= COS
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Algumas raizes n-ésimas da unidade tem um destaque maior sobre as outras, vejamos um
exemplo que nos serd 1til tanto para classificar essas raizes como mais adiante na resolugao de
equacoes.

Exemplo 2.4 As raizes cibicas da unidade sao

€ = cosO+isin0=1
o o 1 V3
T e Looem L
€ = COs 3 4+ 281n 3 +z—2
e = cos 47T+7Lsin Sl = L i\/g
N 3 3 2 2

note que (')’ =1, ()"t = €2, () =1 e ()2 = €.

Chamaremos raiz n-ésima primitiva da unidade aquela cujas poténcias geram todas as

raizes n-ésimas da unidade. Pela proposigao €} =€, =1 = 62, assim ezﬂ = €(n+j)k = Enktjk =

enk€jk = €5 logo, temos n poténcias a serem consideradas que variam de 0 a n — 1.

Proposicao 2.5 A raiz n-ésima da unidade

21 21
€ =Cos—7r—|—z'sin—7r (l=0,1,....,.m—1)
n n

€ primitiva se e somente se l e n sao relativamente primos.

Prova. Suponha, por absurdo, que [ ¢ n nao primos relativos, entao podemos simplificar a
fragao % ficando f, com g < n. Logo a raiz n-ésima da unidade ¢; = cos 2”7” + i sin 2"7” também
¢ uma raiz g-ésima da unidade €,. Dessa forma suas poténcias, uma vez que sao raizes g-ésimas
da unidade, podem ter no méximo ¢ valores distintos e como ¢ < n nao podem dar origem as
n raizes n-ésimas da unidade.

Reciprocamente, considere [ e n primos relativos e as m poténcias de ¢, com 0 < m <n —1

0.1 2 n—1
€1,€ 6, r €] .
Poténcias inteiras de raizes n-ésima da unidade sao raizes n-ésima da unidade. Se essas poténcias
forem todas distintas, teremos todas as raizes n-ésimas da unidade. Provemos entao que essas
poténcias sao todas distintas.
~ . p q
De fato, dados p e ¢ € Z, com p < ¢ e tome as poténcias € e €.

Suponha que €/ = €], entao

g 1 =1
( 27 . 2l7r)p_q
cos — + 1sin — =1
n n
2l(p — 2l(p —
n n
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Logo

2l(p —
Ae=am _ o rez
n
ou seja, 12 ;q) € Z. Uma vez que [ e n sdo primos relativos, p — ¢ = jn onde j € Z. Absurdo
ja que p,q € {0,1,....n— 1} e como p < q temos p —q € {1,...,n — 1}. [ |

2.2 Matriz de Permurtacao

Fixamos daqui em diante um inteiro positivo n > 2. Nossas principais estruturas sao o
espaco vetorial complexo C" com o produto hermitiano e o anel das n x n matrizes complexas
M,,. Iremos estudar a multiplicacao Mv de matrizes M € M, por vetores v € C". A este
respeito, podemos visualizar v como um vetor coluna. No entanto, por vezes, é 1til matemati-

camente e mais conveniente tipograficamente considerar
n
v = (UO7U17 "-7vn—1) eC

como um vetor linha.
Daqui em diante representaremos a base ortonomal usual de C", salvo mencao explicita em
contrario, como:
€; = (51‘70,...,517”_1),2' = 0,...,7’L— 1, (22)

onde 6; ; ¢ o simbolo de Kronecker (=1 para i = j e 0 para ¢ # j). Denotaremos essa base por
e.

Uma matriz de permutacao ¢ uma matriz binaria a qual tem exatamente um elemento 1
em cada linha e coluna e 0 em todas as outras entradas. Cada uma dessas matrizes representa
uma permutacao especifica de n elementos e, ao ser usada para multiplicar uma outra matriz,
produzira permutagoes nas linhas ou colunas da outra matriz.

Seja o uma permutagao do conjunto N = {1,2,...,n}. A matriz de permuta¢ao P de ordem
n, é da forma
Q55 = ]_, se ] = O'(Z)

PU = (az-j) onde . .
a;; =0, se j#o(i).

A matriz do Exemplo 1.8 é uma matriz de permutacao, note as linhas da matriz A sao
formadas pelos vetores e; da base canonica do C" onde a o(i)-ésima coordenada é igual a 1.
Seja E; designando o wvetor linha unidade de n componentes o qual tem 1 em sua j-ésima

posicao e zeros em todas as outras:
E; =(0,..,0,1,0,...,0).
S escrever as izes a segui
Logo, podemos escrever as matrizes de permutacao de ordem n da seguinte forma

Eoq)
P, — E‘{("?)
Eoin)
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Entre as matrizes de permutacao, a matriz W que iremos definir tem um papel fundamental
na teoria das circulantes. Ela corresponde a permutacdo deslocamento para frente o(1) = 2,
0(2) =3,..,0(n—1)=n,0(n) =1, isto é, ao ciclo ¢ = (123...n) gerando um grupo ciclico de
ordem n. Assim dado o ciclo ¢ = (12...n), vamos definir a matriz de permuta¢ao fundamental
(MPF) W.

0 0 - 0
0 --- 0

W =
1000 -0

que ¢ justamente a matriz identidade com sua linha superior movida para a parte inferior , ela
tem muitas propriedades interessantes, vamos analisar algumas delas.

O cfeito de multiplicar um vetor, a esquerda por W, consiste em deslocar, inferiormente, os
elementos do vetor, passando o ultimo a tomar a posicao do primeiro. De fato, considere X o

vetor (x1,...,x,)". Particionando W em colunas
W = (e,len].--|en-1)

e aplicando o Corolario 1.7 temos:

M) To(1)
WX = z6, + 2261 + ... + Tpep_1 = S = : . (2.3)
T Lo(n—1)
T Lo (n)
Entéo se A = (a;;) ¢ uma matriz n x r,
WA = (aU(i)v j)v (24)

isto é, WA ¢ a matriz A com as suas linhas permutadas por o.

Exemplo 2.6 Seja W a MPF do ciclo (123) e uma matriz 3 X 3 A entao

010 T Y1 2 T2 Yo 22
WA=1]0 01 Ta Yo 2| =123 ys 23
1 00 T3 Y3 Z3 1 Y1 <1

Analogamente multiplicar um vetor, a direita por W, consiste em deslocar, lateralmente,

os elementos do vetor, ou seja,
(:cl Ty - xn> W = (a:n Ty v xn_l) = (xa—l(l) To-1(2) - xa—l(n))
de modo que se A = (a;;) é uma matriz r x n,
AW = (4, 517, (25)

isto ¢, AW ¢é matriz A com as suas colunas permutadas por o~ .
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Proposicao 2.7 A composta de duas permutagoes do conjunto {1,...,n} equivale a multi-

plicacao das matrizes de suas permutagoes.

Prova. Seja o espaco C" e sua base canodnica. Podemos identificar o conjunto {1,...,n}
com {eq,...,e,}. Uma permutacdo do conjunto e = {ej,...,e,} induz uma aplicagao linear
T : C" — C™ definida por T'(ej) = e4(;). A matriz de T' na base canonica e ¢

(eonl€o()l---les(r))

o)

Essa aplicagao linear é um isomorfismo linear pois leva base em base. Note que a composi¢ao

que corresponde a matriz da permutacao o

de permutagoes equivale a composta dessas aplicagoes lineares. De fato,

Tor(€5) = €or(j) = €otr(i)) = T (€2(j)) = To 0 Tr(e;) ¥ j € {1,...,n}.

Sabemos que a composta de aplicacoes lineares equivale a multiplicacdo das matrizes que as
representam. Dali, segue o resultado. [ ]

Corolario 2.8 Dadas duas permutacoes o e T e suas matrizes de permutacao P, e P. res-
pectivamente, entdo o produto dessas matrizes de permutacao € uma matriz de permutacdao

correspondente a matriz da composta dessas permutacoes ,ou seja, Py P, = P,.
Prova. Segue da Proposicao 2.7. [

Proposicao 2.9 A transposta de uma matriz de permutacao € também uma matriz de per-

mutagao, e mais € dada pela matriz da permutacao inversa.

Prova. Como

j = o(i) segue que o '(j) = 1i.

Assim,
(PU)* = ((Iﬂ) = (a’ja—l(j)) = Pg—l.
Entao
(P,)*P, = P,-1P, = Py = I.
Portanto,
(P)* = (P,) ' =P,.
E temos o resultado. |

Observagao 2.10 De (2.5), (2.4) e da Proposicio 2.9, seque que P,A(P,)™ = P,AP,-1 =
(@0(0), o(5))-

27



Voltemos a matriz W e vejamos mais algumas de suas interessantes propriedades. Apods

calcular W2, obtemos

0010 0
we_ |00 01 0
0100 - 0

vemos que W? corresponde 4 permutacao o2 para o qual

Da mesma forma a matriz W* corresponde a permutacdo o*. Uma vez que o™ = id segue que
Wi=I=W"'!'=W"!

Observe também que, uma vez que W é uma matriz real, W* = Wt e como W é uma matriz

de permutacao W* = W1 logo
W =W =W =W

Entao da primeira igualdade temos que W é uma matriz ortogonal, da segunda igualdade

que W ¢ unitaria, e portanto W é uma matriz normal.

Teorema 2.11 O polinomio caracteristico da MPF W € M, é
p(X)=X"-1

Além disso, esse também € seu polinomio minimal.

Prova. O polinomio caracteristico de W é dado pelo det(XI — W), ou seja,

X -1 -+ 0 0

o X --- 0 0

det(XI — W) = det : : P
o o --- X -1
-1 0 -+ 0 X |

fazendo a expansao de laplace pela tultima linha

-1 0 0 0 X -1 0 0
X -1 0 0 0 X
det(XI— W) = (=1)""(=1)det | = X (=)
: e : : .o—1
o -+ X -1 o o0 --- X

note que as duas matrizes do lado direito da equagao sao triangular superior e triangular inferior

. . ~ —1 _
e seus respectivos determinantes sao (—1)"" ¢ X! logo,
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det(XI — W) = (_1)n+1(_1) (_1)"_1 + X(_l)n+an—1
= (=D"(=D(=D" + (=1)*"X"
P G I

Substituindo W em seu polinomio caracteristico e usando o fato que W = I segue o resultado.
[ ]

2.3 A matriz de Fourier

Seja Sy o conjunto das fungoes de {0, ..., N —1} em C ou sequéncias em C de comprimento
N. Seja e uma raiz N-ésima da unidade. A Transformada Discreta de Fourier (DFT) F : Sy —
Sy € definida por
N-1
F(ze)r = Z Tme ™ k=0,..,N—1ex(i) =z (2.6)
m=0
A DFT ¢é uma aproximacao da transformada continua de Fourier de uma fungao. A relacao
entre a transformada de Fourier discreta e continua é bem conhecida. Na nossa discussao da
DFT, vamos restringir a nossa atencao para algumas das propriedades que serao usadas ao
longo deste trabalho.
Uma propriedade importante da DFT ¢ a unicidade do par x ¢ F(z), usando a DFT como

um operador linear com a transformagao direta definida por (2.6) e a transformagao inversa

(IDFT) definida por y € S, definida por

N-1
1
ylzﬁz.}"(a:)kelk, 1=0,.,N—1 (2.7)
k=0

De fato, substituindo (2.6) em (2.7) temos

N—-1N-1

= % 3 e el

k=0 m=0

e pelo item 3 da Proposicao 2.3, o caso nao nulo nos da y = x.

Observagao 2.12 O fator multiplicando a DFT e o IDFT (aqui 1, % e o0s sinais dos expo-
entes sdo apenas convencgoes, e diferem em alguns tratamentos. As unicas exigéncias dessas
convencgoes sao que a DF'T e a IDF'T tenha expoentes de sinais opostos e que o produto de seus

. . ~ . 1
fatores de multiplicagao seja ;.

Observacgao 2.13 Observe que S,, € um espago vetorial sobre C tendo por base canénica {e;} Y,

sendo que e;(k) = di.
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Para o nosso estudo das matrizes circulantes iremos utilizar a transformada discreta de

fourier normalizada.

Teorema 2.14 Seja F o matriz da transformada de Fourier na base canonica e F* sua adjunta.
Entao ||F|| = v/n.

Prova. Primeiro calculemos a matriz da DFT na base canonica {e;}~,', a DFT de e; é a
sequéncia F(e;) dada por

n—1
Fleghe =) e = g;5¢
1=0
logo temos
Fleg) = (™00 e 0 =(1,1,..,1)
F(el) — (6_0X1,€_1X1, ...,E_(n_l)X1) _ (1,6_1, ‘”76_(71_1))

F(en—l) _ (E—Oxn—17€—1><(n—1) 6—(n—1)><(n—1)) _ (176—(71—1)7 ...,6_(n_1)(n_1)).

VAR

Note que F* = F entéo pela Proposicao 2.3

n—1

FF* = Ze—k(i—l)m

_ Z 6—(i—1)k€—k(j—1)
k=0
n—1

_ Z k(1) k(1)

k=0
n—1

— E k=)
k=0

Se i = j entao

n—1 n—1
e = 1=n
k=0 k=0
n—1 o
Se i # j note que > U9 é uma P.G. com n termos, cujo primeiro termo é igual a 1 e razao
k=0
€/~ logo
n—1 i i
Pt W el G
=i —1 =t —1
k=0
assim FF* = nl, e portanto ||F||, = y/tr(nl) = \/n. ]
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A transformada discreta de Fourier normalizada (NDFT) de x é o vetor X = F(z) de C"

cujas as coordenadas sao dadas por

n—1
1
Xp=—=> me ™
b=

A matriz de Fourier normalizada de ordem n, é a matriz E onde

1 1 1 1
) . 1 € €2 e ! .
B — (i DG-Dy = | 1 2 L 2 _
\/5(6 ) Vi NG
1 et 62(77,—1) L. €(n—l)(n—l)

com0<i4,5<n-—1.
A sequéncia ¥, k = 0,1, ... é periédica com periédo n, ist é, " = ¢ ¥V k € Z,; dai ha

somente n elementos distintos em E. Alem disso, elevando ¢/ an — 1 para1 < j<n— 1.

dn=1) — ni—i — nign=i — nUTD—J — —J — i

Portanto, E* pode ser escrita alternativamente como

1 1 1 ce 1
. 1 € €2 ceeenl
Er=_—_| 1 ¢& et e 2
NG
1 6n—l 6(n—?) €

Teorema 2.15 A matriz E € simétrica e unitdria.

Prova. A simetria é evidente. Escreva EE* = \/LEF\/LEF* = (aij)i<i j<n, €ntao

n—1

1 Ty A vty
aij = EE =Dk ek(3-1)

k=0

n—1
1 .
- = Z k=)
n
k=0
Entao se v =7
esel#j

Assim, EE* =1 [ |
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Corolario 2.16 Os autovalores de E sao +1, £i, com as multiplicidades apropriadas.

Prova. Isto se deduz do fato que F é uma matriz unitaria e todo autovalor A de uma matriz
unitaria satisfaz |\| = 1.

Por uma matriz de Vandermonde V' (zo, 21, ..., 2n—1) entendemos a matriz de ordem n da

forma
1 1 1
20 21 Zn—1
V= 2(2) Z% 272;—1
n—1 n—1 n—1
20 21 T Zp

Entdo V(16,2 ..., e" V) = /nF* e V(1,€,@,....e ') = /nF = /nF.

Proposicao 2.17 Seja 'V a matriz de Vandermonde. Entio detV = [[(z — z;) em que o
i>j
produtorio € tomado sobre todos os termos z; — z; com 1 > j. FEsse determinante € chamado o

determinante de Vandermonde.

Observagao 2.18 A matriz de Fourier F € a matriz de Vandermonde associada ao vetor
n—1

(1,¢,...," ). Entdo se nds associamos ao vetor v o polindmio v(x) = > vz', denotando
i=0

por ¥ a transformada discreta de Fourier de um vetor, entao U é simplesmente o vetor cujos

componentes correspondem a avalia¢do de v(x) das raizes enésima da unidade.

Agora que sabemos que a matriz E é uma matriz de Vandermonde podemos estabelecer

rapidamente seu determinante:

detE =

1 o
v II @-e)+#o0

" o<ijj<n—1
entdao E é nao singular. Logo possui inversa E' = E uma vez que E é unitéria e simétrica.

Fixaremos uma raiz n-ésima primitiva da unidade

defina para l =0,1...,n — 1,

1
1= —(1,é, e, ... Dy e Cn, (2.8)

vn

assim as colunas e linhas de E sdo dadas pelo vetor {z;}.

Olharemos para E como um operador linear de C", e temos que E(e;) = z;. Uma vez que E
¢ nao singular, segue que os vetores {x;} sdo outra base ortonormal de C", a qual denotaremos
por x. O operador linear de C" definido pela matriz E depende, é claro, das bases definidas para
o dominio e do contradominio; para mostrar essa dependéncia a aplicagao deve ser denotada
como Eg .. Note que como aplicacoes lineares, Eq ¢ = I x, onde I ¢ a matriz identidade n x n.
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2.4 Matrizes Circulantes

Vamos definir o operador deslocamento
T . C"—>C"
T(U07U1)---7vn—1) = (Un—177~}07~"7vn—2)'

Comecaremos com uma definicao basica e fundamental. Por uma matriz circulante de ordem

n, ou circulante para ser mais breve, queremos dizer uma matriz quadrada de forma

Vo U1 -+ Up—2 Up
Up—1 Vo -+ Up—3 Up—2
V =
(% vy - Vo (%1
V1 Vg - Up—1 Vo

Note que os elementos de todas as linhas de V sao idénticos aos da linha anterior diferindo
apenas por um deslocamento a direita. Dessa forma, V pode ser definida inteiramente por sua
primeira linha e o operador deslocamento 7.

Assim a matriz circulante V associada ao vetor v € C", chamado vetor circulante, é a
matriz n X n cujas linhas sao dadas por iteracoes do operador deslocamento agindo em v em
que sua k-ésima linha é dada por 7% 'v, com k& = 1,...,n e denotaremos V por circ{(v)}
ou circ(vg, vi,...,0—1). Poderemos ainda escrever uma circulante na forma C = (¢;;) =

(C(z‘—j)mod n) .

Exemplo 2.19 O primeiro exemplo de matriz circulante € qualquer matriz da forma cl onde
c € um escalar e I é a matriz identidade. Em particular, o identidade e a matriz nula sao

matrizes circulantes.

Exemplo 2.20 A matriz de permutagio W = circ(0,1,0,...,0) é uma circulante chamada de

matriz circulante bdsica.

Exemplo 2.21 Tomen =4 ev = (1,2,3,4) geramos a matriz circulante 4 X 4

1 2 3 4
4 1 2
C= X
341 2
23 41

Matrizes circulantes tem valores constantes em cada diagonal descendente, isto é, ao longo
das linhas de entrada paralelas a diagonal principal.
No exemplo abaixo, o produto de duas matrizes circulantes é, em si, uma matriz circulante.

Esta ¢ uma propriedade geral das circulantes como sera provado em breve. Desde que uma
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circulante é determinada pela sua primeira linha, uma boa parte da aritmética normalmente
usada na multiplicagao de matrizes circulantes é reduntante. Para circulantes de ordem baixa,

a multiplicacao pode ser feita com lapis e papel, usando o esquema abreviado esbocado abaixo.

Exemplo 2.22 Tome n = 3 e os vetores circulantes v = (1,2,4) e w = (4,5,6)

1 2 4
4 5 6
4 8 16
20 5 10
12 24 6
36 37 32

Acima multiplicamos cada coordenada do vetor v por w gerando 3 vetores que chamaremos
wy = (x1,y1,21), we = (T2, Y2, 22), ws = (v3,Y3,23) e distribuimos as coordenadas dos w; na

“matriz” como se seque

1 To X3
Ys Y1 Yo
22 Z3 2

Apaos, somamos o valores das colunas da "matriz”’e geramos um vetor linha que serd o vetor
circulante da matriz que é o produto das matrizes VW ,onde V e W sao as matrizes geradas

pelos vetores circulantes v e w respectivamente.

Denotaremos por Circ(n) C M, o conjunto de todas as matrizes circulantes complexas
n x n, note que circ(v)+circ(w) = circ(v+w) e acirce(v) = circ(aw), logo Cire(n) é um espago
vetorial complexo de acordo com as operacoes usuais de adicao de matrizes e multiplicagao de
matrizes por escalares, dai o nosso primeiro modelo de matrizes circulantes é fornecido pelo
isomorfismo C-linear

J : Cire(n) — C"

onde J manda a matriz em sua primeira linha. Matrizes podem, naturalmente, ser multiplica-

das ¢ para o caso das matrizes circulante temos os scguinte resultados

Teorema 2.23 Seja A uma matriz de tamanho n x n e W = cire(0,1,0,...,0). Entdo A €

circulante se, e somente se, WA = AW.

Prova. Dados A = (a;j) e 0 a permutacao do ciclo o = (1,2, ...,n), temos que P,AP -« =

(@o(i),0(j)) 1O nDOsso caso P, = W entdo
WAW* = WAW ' = (agi1)j+41))

(onde os indices sdo tomados modn) e essa matriz é igual a A = (a;;) se, e somente se, A é

circulante. Equivalentemente se, e somente se, WAW™ = A [ |
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Corolario 2.24 Sejam A e B matrizes circulantes de mesma ordem. Entao valem as sequintes
propriedades:

1- A* € circulante

2- AB € circulante

Prova. Seja A uma matriz circulante, entao pelo Teorema 2.23
A = WAW" = A" = (WAW™)" = WA"W*,

segue que A* ¢é circulante.
Se A e B sao circulantes novamente temos

A =WAW" e B = WBW*

aqui
AB = WAW*WBW* = WABW™,

uma vez que W* = W1, |

Observacgao 2.25 Pelos resultados acima temos outras caracterizacoes para as matrizes circu-
lantes como: A ¢ circulante se, e somente se, A* é circulante, e que as circulantes compreendem,

todas as matrizes (quadradas) que comutam com W.

Veremos agora uma segunda representacao para as circulantes. Tendo em vista a estrutura

das matrizes de permutacdo W¥, k =0,1,...,n — 1, temos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.26 V ¢ circulante se, e somente se, V.= p(W) para algum polinémio p(x).

Prova. Seja V uma circulante definida pelo vetor v = (vg, v1, ...,v,-1). Considere agora um
vetor e; da base canonica (como definido no capitulo 1) calcularemos a multiplicacao do vetor

e; por W a direita , entao por (2.3). Wey = ¢, Wes = ey, ..., We,, = ¢, assim:

Wei = €5-1(3)
WQBZ‘ = Wea—l(i)zeg—z(i)

Wke, = Wk_leg—l(i) = ok (i)
usando isso em
(ol + vy W + -+ + 0, W™ De; = vpe; + vie -1y + -+ + Uy_1€,-n413y = Ve
Logo V = vl + ;W + - -+ + v, {W" ! = p(W). [

Defina,
W, = circ{e;},
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onde e; é dado como em (2.2), logo pela Proposicao 2.26 temos uma representacao usual ou

forma para as matrizes circulantes:

n—1
crc(Vo, Vg, oy Up—1) = E v; W*.
i=0

Como W ¢ uma matriz de permutagao, segue que W;W,; = W, ;, onde todos os indices
sao interpretados modn. Convencionaremos que WY =T e W! = W. Note que W! = W,.

Observacgao 2.27 Com respeito a base canonica de C", o operador deslocamento € represen-
tado pela transposta da matriz W, isto €, por circ{(0,0,...,0,1)}.

O representante Py da matriz circulante V = circe{(vg, v1, ..., Vp_1)} é

n—1

Py(X)=> v X".
i=0
Entao,
V = cire(v) = Py(W).

A fungao
(0) = ¢, (0) = vo + o€ 4+ - + v, =10

também é 1til como representante.

Proposicao 2.28 Todas as matrizes circulantes sao normais, isto €, se V € circulante entao
VV* =V*V.

Prova. Uma vez que polindbmios em uma mesma matriz comutam, segue que todas as circu-

lantes de mesma ordem comutam, e se V é circulante V* também é, logo

VV* =P, (W)P,(W*) = Py, (W")P,(W) =V*V.
Entao V e V* comutam e portanto todas as circulantes sao matrizes normais. [ ]
Corolario 2.29 Se V € circulante entdo V* para k € Z, é uma matriz circulante.

Teorema 2.30 Clirc(n) é uma dlgebra comutativa com as operagdes usuais de adigdo e multi-
plicagdo de matrizes que € gerada (sobre C) pela matriz W. A aplicagdo que manda W em sua

indeterminada X estende por linearidade e multiplicatividade um a isomorfismo de C-algebras
J : Circ(n) » ——

A aplicagao que manda a matriz circulante V. em sua transposta V' é uma involugdao de Circ(n)
Clz]

gy induzido por X — Xt

e corresponde sobre J a um automorfismo de
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Prova. Inicialmente, queremos mostrar que Circ(n) é uma élgebra comutativa gerada, sobre
C, por potencias de W. Pelo primeiro modelo para as matrizes circulantes sabemos que sua
C-élgebra téem dimensao n. Assim, uma base para sua C-algebra deve conter n elementos. Pela

Proposigao 2.26 temos que se V é uma matriz circulante definida por v = (v, ..., v, 1) entao
V=0l +0,W -+ + v, ;W"!

Logo, Toda matriz circulante é uma combinagao linear dos elementos do conjunto {I, W, ..., Wn~1},
além disso esse conjunto é L.I. uma vez que a matriz nula é uma circulante e p(W) é igual
a matriz nula se, e somente se, os coeficientes do polindmio p sdo todos nulos. Portanto o
conjunto

{LW,..., W11

é uma base para a C-algebra das matrizes circulantes.

Agora, provaremos que Circ(n) = ( )(fn[f]l)

as circulantes sao uma C-dlgebra com gerador W. E sabemos que cada elemento pode ser

é um isomorfismo de C-algebras. De fato, como

expresso por um poliomio de grau < n — 1. Assim, podemos construir o seguinte anel.

Considere C[W] o anel do polinomios complexos em W de grau < n e com coeficientes
complexos, vamos manter em C[W] as regras usuais de adi¢ao e multiplica¢ao de polinomios,
mas as poténcias mais altas vao ser substituidas por poténcias mais baixas usando o fato de
que W" = 1. Note que a aplicagao

Circe(n) — C|W]|
\Y = Py(W)
¢ um isomorfismo de aneis.

Equivalentemente, esta construgao nos permite ver as matrizes circulantes como o quociente

de uma algebra polinomial quocientada pelo ideal gerado pelo polinomio minimal X" — 1do

gerador W ou seja, ( )écn[“i]l). Além disso, visto como C-espaco vetorial, claramente o espago das
matrizes circulantes é isormorfo ao espaco P,,_; dos polindomios complexos de grau < n — 1.
Que pelo Teorema do Algoritmo da divisao é isomorfo a ( )gf]l).

Temos entdao um isomorfismo de aneis e de C-espagos vetorias, logo temos um isomorfismo
de C-algebras. Entao, as matrizes circulante sobre C sao isomorfas a ( )écn[fll).

Finalmente, mostraremos a iltima afirmacao. A demontracao é exemplificada no diagrama

abaixo
z A
J Cire(n) — ()((Cn[gi]l)
\J |
J Cire(n) — ()écn[”i]l)

Seja Z a involugao de C'ir(n) que manda V em V! essa fungao é claramente um isomorfismo e

assim leva base em base. Como vimos a K-algebra Circ(n) é gerada por W. Entao Z manda
W em W, Note que (Wi)" = Wni,
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Defina J; por
Circ(n) — %
A% —  Py(WY)
temos entao que J; é um isomorfismo. E mais, J; manda W! em X" ! e uma vez que J manda

W em X, segue o resultado. [ |

Teorema 2.31 Seja v = (v, v1,, ..., Un_1) um vetor em C"* e V = circ{v}. Se € é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade, entao

n— n— n—

detV = H Z eﬂvj H PV

— j=0
Prova. Vemos que a matriz V é um operador linear V.. de C". Para cada inteiro [, 0 <[ <

n — 1, seja x; como em (2.8). Vamos calcular os autovalores de V. Assim,

Vo U1 -+ Up—2 Up—1 1 1
) l
Up—1 Vo - Up—3 Up—2 € €
: =N :
Uy V3 - Vo I e(n_Q)l E(n_z)l
L V1 () . e VUn—1 fUO 1L e(n_]-)l ] i E(n_l)l ]

a equacao acima ¢ equivalente a n equagoes

m— n—1

E Up— m+ke +E Vkem€® = \e™,

param =20,1,....,n — 1.
Trocando os indices mudo da soma temos

—1-m n—1

Z Ukel(k+m)+ Z UkEI(k n—m) __ )\lﬁlm

k=n—m

dividindo ambos os lados por €™ ficamos com:

n—1—-m n—1
E ’l}kEk + e " E vkek = )\l
k=0 k=n—m

com autovetor normalizado correspondente x;. Uma vez que {zg, z1, ..., 2,1} é um base orto-
normal de C, entao V é diagonédlizavel. Uma vez que o determinante de uma matriz diagonal

é produtorio de seus autovalores, defina

)\l =y + El'Ul + -+ E(n_l)lvn—l = PV(El)a
n—1

e concluimos que det V = ] Py (e).
=0
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Corolario 2.32 Todas as matrizes circulantes tém o mesmo conjunto ordenado de autovetores

ortonormais {x;}.

Corolario 2.33 O polinomio caracteristico py de V' é dado por

n—1 0
po(X) = det(XI-V) = [[(X = \) = X"+ > bX’
=0 i=n—1

(aqui, deizamos na ultima igualdade 0s b;’s definidos como fungoes dos \;’s. FEles sdo as fungoes

simétricas elementares dos \;’s.
Corolério 2.34 A nulidade de V € Circ(n) € o nimero de autovalores \; nulos.

Corolario 2.35 o traco da circulante V. € o somdtorio de seus autovalores, ou seja,

n—1
E A = nuyg.
1=0

Prova. Temos que

e uma vez que

e assim, segue o resultado. [ |

Se denotarmos por v(V) anulidade de V, entao para todo V € Circ(n), v(V) = deg mde(py (X),
X"™). De fato, seja k a cardinalidade do conjunto dos autovalores nulos, entdo o polinémio
caracteristico é da forma X*q(X), onde degq(z) < n, note que o mdec entre o polindmio ca-
racterfstico e X™ ¢é igual a k. Logo degmdc(py(X), X™) = degmdc(X*q(X), X") = k. Pelo
Corolario (2.34), v(V) = deg mdc(py (X), X").

Corolario 2.36 Seja V' uma matriz circulante com representante Py. FEntdo as afirmacoes

abaixo sao equivalentes:

(a) A matriz V € singular.
(b) Py (") =0 para algum | € Z.
(c) Os polinomios Py(X) e X™ — 1 ndo sao primos relativos.

Prova. (a) < (b) Se V é singular entao det V = 0, mas pelo Teorema 2.31

n—1

det V =T] Pv(c") =0,

=0
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portanto
n—1
[[A(E)=0e P(d)=0
=0

para algum [ € 7Z.

(b) = (c) Se Py(€') = 0 para algum [ € Z, entdo € é raiz de Py (X). Logo, X — ¢ divide
Py(X) e pelo Proposicao 2.3 ()" = 1, assim € também ¢ rafz de X" — 1. Portanto, P-(X) e
X" — 1 nao sao primos relativos.

(¢) = (b) Se Py(X) e X™ — 1 nao sdo primos relativos. Entao o polinomio (z — «), onde «
é raiz de X™ — 1, divide Py (X). Uma vez que as raizes de X™ — 1 sao as raizes da unidades,
entao Py (') = 0 para algum [ € Z. [

Novamente, temos uma reformulagao de parte do 1ltimo corolério como

e Para todo V € Circ(n), v(V) = degmde(Py (X), X™ — 1).

Para obter o nosso terceiro modelo para C'irc(n), vamos comegar definindo ID,, como o espago
das matrizes diagonais n X n. Este espaco é linearmente isomorfo a C".

A diagonalizagao das matrizes circulantes seguird imediatamente a partir da diagonalizacao
da circulante basica W.

Teorema 2.37 A matriz W € unitariamente diagonalizada por E. Entao,
W = EQE".
onde & =Diag (1,¢,...,e"1).

Prova. A k-ésima linha de E é

1
7)

Entao a k-ésima linha de EQ é

(- )

parar =0,1,....,.n — 1.

A j-ésima coluna de E* é

(L) (=10 (G=DL_ G=n=1y

vn

Assim, o (k, j)-ésimo elemento de EQE" é

1 n—1 1 n—1
- E :62r—kr€(J—1)r - E €T’(j—k+1)
n n

r=0 r=0

B 1, se j=k—1,
B 0, se j#k—1,
onde os indices sao tomados modn e na primeira igualdade usamos a Proposicao 2.3. Dessa

forma, temos W = EQE". [ |
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Teorema 2.38 Todos os elementos de Clirc(n) sdo simultaneamente diagonalizaveis pela ma-

triz unitdaria B, isto é, para todo V € Circ(n),
E'VE = Dy
onde Dy é a matriz Diag(Py(1), Py (€) , ..., Py (¢€"71)) e a aplicagdo resultante
D: Circ(n) — D,
€ um 1somorfismo de C-algebras.

Prova. Se V é uma matriz circulante, entao

V = crc{v} =Py (W)
= "JoW =) o, EQE*
= E (1) vQ)E*
= EDiag (Py (¢')) E*

multiplicando por E* a esquerda, e a direita por E e usando o teorema acima temos que
E~'VE = Dy. [
Corolério 2.39 A inversa de um elemento invertivel de Circ(n) também pertence a Circ(n).
Prova. Se V ¢é uma matriz circulante nao singular, entao V é invertivel. Assim

V= (E'DyE)"' = EDy'E™!
logo, D! = E-'V'E = Dy 1.
Corolario 2.40 O polinémio caracteristico de V. € Circ(n) € dado por

pv(X) = det(XI — V) = det(XI — Dy).
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Capitulo 3
Resolucao de equacoes polinomiais

Faremos agora uma pequena discursao sobre o método de Cardano para as ctibicas e uma
aplicacao da teoria circulante. Como aplicacao vamos discutir a utilizacao das matrizes circu-
lantes na resolu¢ao de equagoes polinomiais com grau n < 4. Para isso, construiremos uma
matriz circulante com polinémio caracteristico especifico e entao as raizes do polinomio serao
os autovalores da matriz circulantes. Por fim, aplicaremos o metodo circulante na resolugao de

cibicas e quarticas.

3.1 A formula de Cardano

O problema de resolver equagoes ctibicas surgiu inicialmente de um problema géometrico na
grécia antiga, o de triseccionar um angulo usando apenas régua ¢ compasso, com o desenvolvi-
mento posterior da trigonometria fica claro que esse problema se reduz a resolver uma equacao
cubica.

Para encontrar um ter¢co de um angulo 6 dado, podemos comecar pensando que 6 é tres
vezes o angulo procurado «, isto é, 3a = # e aplicando a férmula do cosseno de 3«, ficamos
com

cos3a = 4 cos® a — 3 cos (3.1)

uma vez que sabemos quem é #, consequentemente quem é cosf que chamaremos de a. Para
construir 3710, basta encontrar seu cosseno. Fazendo x = cos(37'6) (e lembrando que o = 3716)
em (3.1), obtemos

42 — 3z —a = 0.

Portanto, podemos encontrar x resolvendo a equagao.
O matematico Girolamo Cardano encontrou uma férmula para resolver uma equagao cibica
da forma
2%+ pr+q=0. (3.2)

Consideremos o binémio de Newton (u + v)?’, desenvolvendo teremos
(u+v)* = u® + 3u?v + 3uv? + 0%,
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fazendo = u + v obtemos
2% — 3uvr —u® —v® = 0. (3.3)
Igualando as equagoes (3.2) e (3.3),ficamos com o sistema
_B - = ¢

—3uv = p,

vamos resolver esse sistema em uma préxima secao e veremos que

B L
“_\/2+ 5 a7
Y L
”_\/2 5 T

Dai segue a férmula de Cardano para uma solugao da cibica (3.2),

B B SR GRS LAy B B G
‘76_\/24r 4+27+\/2 § Tar (3.4)

Isto dava uma solucao para muitas ctibicas, mas em certos casos havia uma ilégica para a época.

Suponhamos, por exemplo, que a equagao seja
22— 15 —4=0

e aplicamos a férmula para obter:

x=€/2+\/E+{’/2—m. (3.5)

Com base em nossa experiéncia com quadraticas, a conclusao correta parcceria ser que nao ha
solucdo (real). Como veremos em uma se¢ao posterior essa equagao possui uma raiz real e mais
as outras duas raizes também sao reais.

Cardano notou esse problema, mas parece nao saber o que fazer a respeito, lembrando que
naquela epéca ainda nao se trabalhava com os nimeros complexos, no entanto, mesmo hoje
com nimeros complexos nao ¢ facil sair de (3.5) para x = 4.

Ao mencionar esse problema em seu livro duas vezes, primeiro ele diz que esse caso precisa
ser resolvido usando um método diferente a ser descrito em outro livro. Na segunda vez, ele
escreveu que resolvendo

v —8y+3=0

obtem 3 como resposta, o que é intrigante pois ao aplicar (3.4) aparece

3_2+(—8)3_ [—1805
4 27V 108
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3.2 Raizes de polindmios no caso geral

Usaremos a teoria circulante para explorar conexoes entre a algebra matricial e as raizes de
polinomios. Estas conexoes vao nos guiar para a solugao de equagoes polinomiais.

O que mais nos chama atencao sobre as matrizes circulantes é o simples calculo de seus
autovalores e autovetores utilizando as raizes da unidade. Vamos agora usar alguns resultados
sobre matrizes circulantes e ver como eles nos fornecem uma forma de construir polinomios com

raizes conhecidas.

Exemplo 3.1 Calcular os autovalores, autovetores e o polinomio caracteristico da matriz

N = W =
— NN =W

1
2
1
3

W =N

Solugao. Temos que o representante de V é
Py (X)=1+2X+ X% +3X°.

Logo, seus autovalores sdo Py (1) = 7, Py (—1) = =3, Py (i) = —i e Py (—i) = i, com au-
tovetores correpondentes (1,1,1,1),(1,-1,1,—-1),(1,4,—1,—%),(1,—4,—1,7). Seu polindémio
caracteritisco é

pv (X) = X* —4X? —20X? —4X —21.

A cada matriz circulante V de ordem n x n temos dois polindmios naturalmente associados
a ela, a saber, o seu representante Py e o polindmio caracteristico py. Os quais sdo ambos
descritos explicitamente em termos dos autovalores \; de V. O polinémio caracteristico py é
o tnico polinomio monico de grau n que se anula em cada A; e o representante Py é o Unico
polinomio grau n — 1, cujo valor em € é \;.

As raizes do polinomio caracteristico de uma matriz arbitraria n x n (estes sao os autovalores
da matriz V) sdo obtidos através da resolu¢ao de uma equagao polinomial moénica de grau n.
No caso de matrizes circulantes, as raizes do py sao facilmente calculadas usando o polindomio
representante Py .

Assim, se um dado polinomio p é conhecido por ser o polinémio caracteristico de uma matriz
circulante dada V, suas raizes podem ser facilmente determinadas.

Dessa forma é muito interessante determinar quais polindmios monicos seriam polinomios
caracteristicos das matrizes circulantes e, assim, um problema muito natural aparece: se p = pv
para uma colecao de matrizes circulantes V, podemos determinar uma dessas V ou, equivalente

seu representante Py diretamente a partir de p?

Proposicao 3.2 Todo polinomio monico p é o polinomio caracteristico de alguma matriz cir-

culante V.
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Prova. Se p é um polindmio monico de grau n com raizes z1, ..., z,, a proposicao é equivalente
a encontrar o polinomio representante de V, ou seja, encontrar um polinomio ¢ de grau n — 1

tal que, para cada 1 <1 <n,
q (el) = 2.

Dessa forma, tome ¢ igual ao representante P, de V que ¢é igual a
ap+ ar X 4+ + ap X",
entao podemos definir V pelo vetor circulante

(a0, A1y ey Qp1) -
Uma vez que os autovalores de V sao ¢ (el) = z;, 0 polinomio caracteristico de V ¢ igual a p.l

Pela Proposigao 3.2 temos que as n raizes de um dado polindémio moénico p sao os valores
de Py nas n raizes n-ésimas da unidade. No entanto, o argumento nao nos da uma solucao
para o nosso problema de encontrar as raizes de um polinémio p, uma vez que para construir
V a partir de p supomos conhecidas todas as raizes de p. Dessa forma, a questao mais dificil
levantada foi a construgao de V, ou seja, de seu representante P, em funcao dos cocficientes
do polinomio p.

O espago vetorial P,_; dos polinémios de grau < n—1 é canonicamente isomorfo a Circ(n)
uma vez que ambos sao canonicamente isomorfos ao espaco vetorial C". De fato, ja vimos que
o espago Circ(n) é isomorfo a C" atraves do primeiro modelo para as matrizes circulantes.
Provaremos agora que a aplicacao linear

P Pn—l — Cn
g = (q(1),q(e),..q (D))

é um isomorfismo. Note que se ¢ (¢) = (0, ...,0), entdo q € P,_; se anula em todas as raizes da

(3.6)

unidade, portanto, ¢ é o polinomio nulo. Logo, ker ® = 0 e, portanto, ® é injetora. Uma vez
que ambos os espagos tém a mesma dimensdo, pelo teorema do ntcleo e da imagem ¢ (P,_;)
é igual a C" e, portanto, ¢ é bijetora. Além disso, a caracterizacdo acima prova a existéncia e
unicidade do polinomio represente Py de V.

Seja M o espaco dos polinomios monicos de grau n, novamente esse espago também pode
ser identificado com C™. De fato, pela Proposicao 3.2 e pela aplicac¢ao (3.6) temos o resultado.
Portanto, segue que

Pr1 = Cire(n) = M.
Vamos agora trabalhar com um desses isomorfimos. Defina

A :Pn—l — M

da seguinte forma. Para cada p € P,_1, existe uma tinica matriz V em Circ (n) tal que p = Py.
Assim sendo, enviamos p em py. Em cada um desses trés espagos vamos definir um subespaco:
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1. P constituido por aqueles {p € P,_1 com p(e") # p(e’) para todos os inteiros 0 < 1 <
j<n-—1}

2. Circ®(n) constituido por aqueles {V € Circ(n) com autovalores distintos}.
3. MO constituido por aqueles {p € M com raizes distintas}.

E restrigir a aplicacao A aos seus subespagos

AP — M.

Portanto, uma forma explicita para a inversa desta aplicacao iria fornecer um algoritmo para
resolver equacoes de todos os graus.
O problema encontrado acima é de fundamental importancia e bastante dificil em geral.

Vamos agora voltar nossa atencao apenas para os casos de grau baixo.

Observacao 3.3 Sabemos que
PV = Circ’(n) =2 M.

Cada um desles espacos é definido analiticamente. No entanto, o ultimo tem uma caracte-

rizacdo algébrica alternativa. Seja p' a derivada de p. O conjunto M° pode ser descrito como
{p € M :deg mdc(p,p’) = 0}.

Assim, a resolucdo de equacgoes gerais podem ser reduzidos através de um procedimento para
a resolugcao de equacoes algébricas com raizes distintas, o cdlculo de p' € bastante algébrico e,

assim, € o cdlculo de d = mdc (p,p’) através do algoritmo de divisdo.

3.3 Raizes de polindmios de grau < 4

Matrizes circulantes fornecem uma abordagem unificada para resolver equacoes de grau < 4.
Vamos ilustrar isso para os graus 3 e 4.

Com tudo que vimos ao longo do trabalho, vemos que a teoria circulante fornecem uma novo
método para a construacao de polinomios com raizes conhecidas. Dado um conjunto de raizes
21, ..., zn, multiplicando os fatores da forma (z — 2;) determinamos os coeficientes do polinomio
com essas raizes. Para encontrar as raizes desse polinomio aplicamos o processo inverso, temos
os coeficientes e tentamos extrair as raizes.

Com as circulantes temos uma nova perspectiva para esse problema. Comeg¢amos com uma
matriz circulante V e obtemos ao mesmo tempo os coeficientes e as raizes de um polinomio
p. Onde como ja sabemos o polindmio p é o polindomio caracteristico e suas raizes sao os
autovalores de V que sao obtidas avaliando as raizes da unidade no representante q da matriz
V. Dessa forma a abordagem circulante nos fornece nao s6 um método para resolver equagoes

polinomias como cria uma conexao ainda mais forte entre matrizes e polinémios.
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Vamos agora a algumas definigoes rapidas. Dado um polinomio monico p de grau n, uma
matriz circulante V é dita aderente a p se o polinomio caracteristico py de V é igual a p. Uma
matriz traceless é uma matriz cujo trago € zero.

Dados um polinomio geral
P(X)= X"+, 1 X" '+, o X"+t X +ap=0,

e a circulante geral n x n

Vo U1t Up—2 Up—1
Un—1 Vo Un—3 Up—2
V =
(%) vy - Vo U1
vr V2t Up-1 Wo

Vamos analisar alguns conexoes entre essa matriz e esse polinomio do ponto de vista da teoria
das circulantes.
Sabemos pelo método de newton que —a,_; é a soma das raizes de p(X). E assim, se p for

polindmio caracteristico da circulante V entao temos

n—1
E )\l = —Qp—1.
=0
E note que pelo Corolario 2.10 2.35
nvy = —0p—1,
o que nos da vy = —ay,_1/n que é um dos paramétros de uma matriz circulante que desejamos.

Calculando det V sem fazer a expansao do polinomio, aparece no resultado o seguinte termo

3 ~ . . :
(X —vp)”, note que a expansao desse determinante é uma tarefa demasiadamente trabalhosa.
Entao, para termos uma circulante com um determinante mais simples de se calcular seria

conveniente a mudanca de variavel

Y =X —wy=X+ 2L
n

Qn

—1 ~
=1 na equagao

Assim, fazendo a mudanca de variavel X =Y —
p(X)=X"+a, 1 X" P a, o X" P4+ a X +ap =0,
climina o termo de grau n — 1 do polinémio p e conduz a equagao

qY)=Y" 49, Y 2 4 X +9=0

a ser resolvida.
E a equacao resultante nao tem o termo quadratico em Y. Alem disso a teoria circulante

motiva de forma muito natural a etapa preliminar existente na solucao tradicional das ctbicas
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de fazer uma mudanga linear de varidveis afim de eliminar o termo quadratico. Daqui em diante
para resolver as equagoes vamos assumir que a mudanca de varidveis ja foi feita.

Portanto, se V = cire{(vg, v1,...,v,_1)} a circulante aderente a p, entao a matriz traceless
V — vl é aderente a g pelo Corolério 2.35.

Dessa forma um método razoavel para resolver equagoes polinomiais p de grau n pode,
portanto, consistir em uma mudanca de varidveis afim de reduzir p para uma equacao g com
coeficiente zero no mondémio de grau n — 1, e em seguida, encontrar uma matriz circulante
traceless V que é aderente a gq. Os autovalores de V sao as raizes de py = ¢ e podem ser
facilmente calculados utilizando o representante Py, de V. Neste método parece que estamos
substituindo o dificil problema de resolver uma equacgao polinomial moénica de grau n pelo
problema mais dificil de resolver n — 1 equagoes nao-lineares em n — 1 variaveis. No entanto,
por causa das simetrias presentes no ultimo conjunto de equagoes, elas podem ser mais faceis

de manusear.

3.4 Resolucao de Cibicas e Quarticas

Vamos agora resolver uma ctbica geral. Nosso objetivo é encontrar qualquer matriz circu-
lante traceless 3 x 3 'V

I
L o O
> O Q2
o @ o

que é aderente a cubica geral
qY)=Y?+aY + 3.

- 27l

e avaliando o representante Py(Y) = aY +bY2em Y = ¢/ | j =0, 1,2, vamos entao produzir
as raizes de gq.
Calculemos o polinémio caracteristico cire{(0,a,b)}, vemos que

Y —a -b
pr(Y)=det(YI-V)=det | =b Y —a | =Y>—3abY — (a®+b%),
—a —b Y
agora igualamos py a ¢ e assim
3ab = —« (3.7)
A+ = —p.

Para completar a solucao da equagao temos que encontra os valores a e b que satisfazem a
equacao acima.
Vamos resolver o sistema (3.7) definindo como incognitas b* e ¢®. Primeiro dividindo a

primeira equacgao por 3 e depois elevando a equacao resultante a cubo ficamos com o seguinte
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sistema equivalente

«
a’*h?

A+ = —p.

Note que a® e b? sdo as rafzes da equacao quadratica

3

r(X)= X2+ BX — % (3.8)

e uma vez que as raizes da equagao acima sao dadas por
1 1 /4
B4 4] s 2
7 E G\ g
1.1 [4 :
S I B By 2
¢ ( 25\ 570 +B>
%
1 1 /4
S [ B 2
b ( 50 F 51/ 57 +ﬁ> :

podemos escolher qualquer conjunto consistente de valores, uma vez que necessitamos somente

Assim,

de um representante, e as raizes de ¢ sao dadas pelos valores de Py nas trés raizes cibicas da

unidade
r = a+b,
ry = aes +be?s
ry = ae*s +bes .

Temos que a solugao acima nao ¢ exatamente uma nova formula para a solucao de uma
cubica. Existem outros métodos que fornecem sistemas de equacoes ideénticos, inclusive a
solugao dada por Cardano em 1545 que utiliza essencialmente as mesmas equagoes como ja
vimos. A vantagem da nossa abordagem consiste no fato de se extender imediatamente para o
caso das quarticas.

Vamos agora extender o resultado acima e procurar uma solugao circulante para a equacao

quartica. Considere o polinomio geral
q(Y) =YY"+ BY? +7Y +,
com 3,7 e ¢ ndo nulos. Nés procuramos por uma matriz circulante traceless V tal que
pv(Y) =det(YI—-V) =¢q(Y). (3.9)
Dessa forma temos V = circ{(0,b,¢,d)} e seu polinémio caracteristico é dado por
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pv(Y) =YY" — (4bd + 2¢*)Y? — 4e(b” + d*)Y + (¢* — b* — d* — 4bc*d + 20°d?),

e de (3.9) temos entao

4bd +2¢* = —B, (3.10)
4e(b* +d*) = —,
A — bt —dt —4bPd + 28°d? = 4,

um sistema nas incégnitas b, ¢, d.

Vamos resolver a primeira e a segunda equacao em funcgao de ¢

—B — 922
bd = %, (3.11)

i
V+dd = —
4c
E reescrevemos a terceira equacao de modo a deixar em evidéncia os termos bd e b*+d?, usando
o fato de que
— (1 + d?)* = —b* — 2% — d*
umas vez que o termo —2b?d? nao aparece na equacao 3 vamos soma-lo e subtrai-lo da equacao,

e a terceira equagao ¢ reescrita com

& — (1 + &) + 40P — 4bde? = 6. (3.12)
Agora, substituindo (3.11) em (3.12) vamos obter uma equacao s em ¢ como se segue

(428

4 2\ 2
2 =
C+1602+ 1 —I—(ﬁ+ c)c
16¢5 + % + 4c (6% + 48¢* + 4c*) +168c* + 32¢° — 16¢*6 = 0
16¢° + 42 + 45%c2 4+ 168" +16¢° + 166c* + 32¢5 — 166¢2 = 0
64c¢° + 328c* + (487 = 166) & + 7> = 0.
a qual é uma equacao cibica se fizermos ¢ = z,
1 (48? — 166) 72
3 2
5 — T = — 3.13
z° + 5 Bx* + 61 T e (3.13)
e podemos resolvé-la usando o método anterior para cubicas atraves da mudanca de variavel
— B

Encontramos o valor de ¢, em seguida, encontramos valores correspondentes para b e d

satisfazendo (3.11). Note que b? e d? sao raizes da quadrética

s(X) = X2+410X+ (_(BTJJCQ)Y

s(X) = 4cX2+'yX+c5+035+§62
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que tem como raizes,

1
— _Ar2R32 2 42 6
X = 80(7:|:\/ 4c2B2 + 42 — 1648 16c).

Logo,

1
— _ _A~2132 2 __ 42 6
b = \/ 80(7+\/ 1262 +~2 — 16¢43 16c)

1
d = \/_8_ ('y —\/—4c2B% + 42 — 1646 — 1606)
c
Finalmente construimos o representante
Py(Y)=0bY +cY? 4+ dY?

de V e o avaliamos em 1,—1,7 e —i. Assim, as raizes de ¢ sao

q(1) = b+c+d
(

qg(-1) = —b+c—d
q(i) = —c+(b—d)i
q(=1) = —c—(b—4d)i

Vimos assim que a arbodagem circulante explora as conexoes entre algebra matricial e as
raizes dos polinomios. Essas conexoes nao apenas nos guiaram para as solugoes de equacoes de
grau n < 4, elas também lancaram uma nova luz sobre outras propriedades de polinomio, como
por exemplo o resultado familiar sobre a eliminac¢ao do termo de grau n— 1 de um polinomio de
grau n. Vamos agora apresentar um outro resultado muito atraente que caracteriza polinomios

reais com todas as raizes reais.

Proposicao 3.4 O polinémio p € R[] possui todas as raizes reais se, e somente se, é associado

a alguma matriz circulante hermitiana V. = Py (W) .

Prova. Suponhamos que V ¢ uma circulante hermitiana. Entao pelo Corolario 1.64 V tem
todos os autovalores reais, logo p aderente a V tem todas as raizes reais.
Por outro lado suponah que p tem todas as raizes reais , e seja V alguma matriz circulante

aderente a p, assim V tem todas as raizes reais. E temos pelo Teorema 2.35 que
V = EDyvE*
onde aqui Dy é uma matriz real e assim Dy = Dy,. Portanto
V* = (EDvE")" = EDyE* =V.
[ |

Vamos resumir a ideia geral do método a um algoritmo para a resolucao de equagoes poli-

nomiais.
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An—1

1. Dado um polinomio p de grau n fazemos a mudanga de varidvel X =Y — === ¢ obtemos

um polinomio ¢ sem o termo de grau n — 1.
2. Escrevemos a matriz traceless V geral n x n aderente a q.

3. Calculamos o polinomio caracteristico py de V.

4. Igualamos os coeficiéntes de py aos de ¢ gerando um sistema de n — 1 equagoes.

5. Resolvemos o sistema.
6. Calculamos o representante Py de V.

7. Avalimos Py nas raizes enésimas da unidade
Exemplo 3.5 Resolver a cibica p(X) = X3 —3X? - 3X — 1.

Solugao. Fazendo a mudanca de varfavel X =Y + 1

pY+1) =Y +1)P°-3(Y+1)°=3(Y+1)—1=0

q(Y)=Y?—-6Y —6,

que ¢ aderente a matriz circulante traceless V = circe{(0,a,b)}.

Por (3.8) a® e b® sdo as raizes quadrdtica
r(Y)=Y?—-6Y +38

logoa:%eb:\%_l.

E o representante de V é
Py (Y) = V2Y + V4y?.

avaliando Py (x) nas raizes cibicas da unidade temos
PV (1) = \75 + \3/4_1 =T
1 1 , 1 1 .
PV <—§+§Z\/§> == \75(—54‘52\/3) +ﬂ(—

N~ N

1 1 1 1
Pyl—=—-2iv3) = V2(—2—Ziv3) + V4 (-
2 2 2 2
Logo as sao as raizes de psao 1 + 71,1 +1ry e 1+ r3.

Exemplo 3.6 Resolver a ciibica p(X) = X3 —15X — 4.
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Solugao. Devemos primeiro encontar uma matriz circulante V- = circe{(0, a,b)} aderente a p.
Por (3.8) a® e b® sdo as raizes quadratica

r(Y)=Y?—4Y +125

logoa=+v/2+1lieb=+/2— 11i.

Assim a matriz circulante aderente a p é

0 Y2+ 1l V2 -1l
V=|¥2_1l 0 Y2+ 11
V21l V2 -1 0

e uma vez que a hermitiana de V é

0 Y2+11) /(2 - 114)
/(2 — 114) 0 /(2 + 114) |,

Y@2+11) /(2 - 114) 0

Entao pela Proposi¢ao 3.4 p tem todas as raizes reais.

Vamos agora calcular as raizes de p, o representante de V é
Py (X) = V2 + 11iX +v/2 — 11iX?,

agora avaliando Py (X)) nas raizes cibicas da unidade temos

Py (1) = V2+1li+v2—-1li=1m
1 1. . /1 1, . (1 1. A\
Py —§+§z\/§ — V241l —§+§Z\/§ +V2 -1l —§+52\/§ =7y
1 1, \ /11, \ 11 2\
Py(=5=5iV3) = V24100 (—5 = 5iV3) + V2100 (5~ 5iv3) =rs

N4 férmula ry = v/2 + 11¢ + /2 — 114, cada radical tem 3 valores. Dessa forma parece que
obteremos mais de 3 raizes para a a ctibica p (X) = X3 —15X — 4. No entanto como r; = a+b,
com a e b satisfazendo (3.8), assim escolhendo um valor para a entre os trés valores possiveis
de /2 + 117 o valor b fica imediatamente determinado.

Note que r; = 4, uma vez que 2 &+ 115 = (2 £4)3.

Exemplo 3.7 Resolver a qudrtica p(X) = Z*—27?+87 — 3

Solucao Uma vez que esse polinomio nao tem o termo ctibico podemos aplicar diretamente
o método circulante sem a necessidade de uma mudanca de variavel. Devemos encontrar a
circulante traceless V = circ{(0,b,c,d)} que seja aderente a p, onde b, ¢ e d satisfazem (3.11)

¢ mais ¢? é rafz de (3.13).
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Assim temos que

V+d o= —

() =23 ~2*+ 7+ 1,

Fazendo a mudanca de varidvel Z =Y + %

1 1\? 1\2 1
V+-) = (v+=2) = (v+= Y+ =) +1.
o +3) (+3> (reg) +(re3) -
34

Y) = Yo+ oy 4 on

e temos que ¢ é aderente a circulante U = cire{(0,r, s)}.
Por (3.8) 1% e s® rafzes da quadratica

34 8
Tx o 2

27 729

logo r = {/3v3VIT - X e s = \/—-\/_\/_ > € segue que

) 1 17
x) = {favavii- D o Lvavin - Mk

r(X)=X*+

é o representante de U.

54



Referéncias Bibliograficas

[1] H. P. Bueno, Algebra linear. um segundo curso. cole¢ao textos universitarios, socie-

dade brasileira de matematica, Rio de Janeiro, 2006.
[2] P. J. Davis, Circulant Matrices, AMS Chelsea Publishing, 1994.

[3] D. Geller, I. Kra, S. Popescu and S. Simanca, On circulant matrices, preprint 2002.
Disponivel em < www.math.sunysb.edu/"sorin/eprints/circulant.pdf >.

[4] R. M. Gray, Toeplitz and Circulant Matrices: A review (Foundations and Trends
in Communications and Information Theory), NOW, 2005.

[5] D. Kalman and J. E. White, Polynomial equations and circulant matrices, Amer.
Math. Monthly 108 (2001), p. 821 - 840.

[6] Houssam Khalil. Matrices structurées et matrices de Toeplitz par blocs de Toe-
plitz en calcul numérique et formel. Mathematics. Université Claude Bernard - Lyon
I, 2008.

[7] I. Kra and R. Simanca, On Circulant Matrices, Notices of AMS Vol. 59 No. 3(2012),
pp. 368-377.

[8] Teodoro Lara. Matrices circulantes. Divulgaciones Matematicas Vol. 9 No. 1(2001), pp.
85-102.

[9] Lima, E. L., Meu Professor de Matematica e Outras Histérias, Editora da SBM,
Rio de Janeiro, 1991.

[10] H. J. Nussbaumer. Fast Fourier Transform and Convolution Algorithms. Springer-
Verlag, 1982.

[11] Silva, A. de A. e, Introdugao a Algebra Linear, Editora Universitéria-UFPB, 2007.

[12] A.  Wyn-Jones, Cirulants, New  York, 2013.  Disponivel em <
http://www.circulants.org/circ/circall.pdf >.

55



