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Resumo

Neste trabalho estudamos cohomologia local de médulos sobre anéis invariantes
inspirados nos resultados de Sharp, Huneke e Lyubeznik. De fato, o principal resultado
foi demonstrado por Tony J. Puthenpurakal:

Sejam K um corpo e R um dominio regular contendo K. Seja G um subgrupo
finito do grupo dos automorfismos de R. Suponhamos que |G| é inversivel em K. Seja
RE 0 anel dos invariantes de G. Seja I um ideal de R®. Fixe i > 0, se R® é Gorenstein
entao:

() injdimpe Hi(RE) < dimsupp Hi(R®);

(IT) Hi(Hi(RY)) é injetivo, onde m é um ideal maximal de R®;

(I11) p;(P, HY(RY)) = p;(P', Hiz(R)) onde P’ é qualquer ideal primo sobre P.
Também iremos demonstrar que se P é um ideal primo de R® com R$ nao Gorenstein
entdao os nimeros de Bass (P, Hi(R%)) sao zero para todo j ou existe ¢ tal que
(P, Hi(RY)) = 0 para j < c e p;(P, Hi(RY)) > 0 para todo j > c.

Palavras Chaves: Cohomologia Local, Anéis Gorenstein, Anéis Invariantes.



Abstract

In this work we study local cohomology of modules on invariant rings inspired by
the results of Sharp, Huneke and Lyubeznik. In fact the main result was demonstrated
by Tony J. Puthenpurakal:

Let K be a field and let R be a regular domain containing K. Let GG be a finite
subgroup of the group of automorphisms of R. We assume that |G| is invertible in K.
Let R® be the ring of invariants of G. Let I be an ideal in R®. Fix i > 0, if RY is
Gorenstein then:

() injdimpe Hi(RE) < dimsupp Hi(R®);

(IT) Hi(Hi(RY)) is injective, where m is any maximal ideal of R%;

(I11) p;(P, Hi(RY)) = puj(P', Hiz(R)) where P’ is any prime in R lying above.

We also prove that if P is a prime ideal in R with R% not Gorenstein then either the
Bass number y1;( P, Hi(R%))is zero for all j or there exists ¢ such that u;(P, Hi(RY)) = 0
for j < c and (P, Hi(RY)) > 0 for all j > c.

Keywords: Local Cohomology, Gorenstein Ring, Invariant Ring.



Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e m, n, denotam ideais maximais de um anel;

e p, g, denotam ideais primos de um anel;

e id denota a aplicacao identidade;

e [ 1 denota o final de uma demonstracao;

e ht(I) denota a altura de um ideal I;

e Ass(M) denota o conjunto dos primos associados do médulo M;

e dim(A) denota a dimensao (de Krull) de um anel A;

e Spec(A) denota o conjunto de todos os ideais primos de um anel A;

e Aut(A) denota o conjunto de todos os automorfismos de A;

e Supp(M) denota o suporte de um A-médulo, i.e., {P € spec(A) | Mp # 0};
e J(A) denota o radical de Jacobson de A;

e char(A) denota a caracteristica de A;

e Var(I) denota a variedade de I, isto é, o conjunto {p € Spec(A) | p D I};
e 14,15 denotam as identidades do anel A e do grupo G, respectivamente.

e M,«»(R) denota o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n e entradas

no anel R;
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Introducao

Historicamente, Hilbert, em sua célebre lista de problemas, no inicio do século
XX elaborou uma lista de 23 problemas que iriam desafiar os matematicos por um longo
periodo. O 14° problema pode ser formulado como: Sejam K um corpo e xq, ..., T,
elementos algebricamentes independentes sobre K. Seja L um subcorpo de K[y, ..., ]
contendo K. E o anel K [z1,...,x,] N L finitamente gerado sobre K7 O matemadtico
japonés Masayoshi Nagata em 1958 deu uma resposta negativa a essa afirmacao. Em
tal complicado e longo contraexemplo figura-se um polinomio de 32 variaveis!!!

Uma pergunta interessante seria em que casos menos gerais do anterior teriamos
uma resposta positiva. No seguinte caso especial do 14° problema obtemos isso: Seja
R um anel de polinomios em n variaveis sobre o corpo dos complexos C e G um grupo
finito, denotemos R“ o subanel dos polinomios G-invariantes, i.e., os polinomios f(x)
tais que f(gz) = f(x), Vg € Gex € C" Entao RY é finitamente gerada como
C-algebra.

Neste trabalho, com base no artigo de Tony J. Puthenpurakal ([20]), estudamos
questoes relacionadas a cohomologia local de mdédulos sobre anéis invariantes. Neste
texto R sera um anel comutativo Noetheriano. Se M ¢ um R-mddulo e se a ¢ um
ideal de R, denotemos por H:(M) o i-ésimo médulo de cohomologia local com respeito
a a. No artigo classico (JI0]), Sharp e Huneke provaram que se R é um anel regular
contendo um corpo de caracteristica p > 0, e se a é um ideal de R entao os mddulos
de cohomologia local de R com respeito a a tém as seguintes propriedades:

(i) H.(HI(R)) é injetivo, onde m é qualquer ideal maximal de R;

(ii) injdimgr H(R) < dim SuppH:(R);

(iii) Os ntmeros de Bass de H:(R) sao finitos;

(iv) O conjunto dos primos associados de H!(R) ¢é finito. (isso segue de (iii). Com
efeito, temos que p € AssM < p°(p, M) > 0.)

Aqui injdimpH¢ denota a dimesao injetiva de H:(R). Também SuppM = {P €
Spec(R | Mp # 0)} denota o suporte do R-médulo M. O j-ésimo numero de Bass do



R-médulo M com respeito ao ideal primo P é definido como
1 (P, M) = dimypy Extfép(k:(P), Mp) onde k(P) denota o corpo residual de Rp.

Em um outro notavel artigo, para anéis regulares de caracteristica zero, Lyubeznik foi
capaz de estabelecer as propriedades acima para uma classe consideravelmente maior
de funtores, do que apenas os médulos de cohomologia local, vide ([16]). Em particular
para os ideais a, aa, ..., 0, em Re T(R) = H (H2(--- Hi»(R) - - - )), entao T'(R) satisfaz
as seguintes propriedades:

(i) HI(T(R)) é injetivo, onde m é qualquer ideal maximal de R;

(i) injdimgT(R) < dim Supp T(R);

(iii) Para todo ideal maximal m, o nimero de primos associados de T'(R) contido em
m ¢é finito;

(iv) Os numeros de Bass de T'(R) sao finitos.

E importante salientar que para qualquer ideal maximal m de R o resultado
acima implica que H:(T(R)) é uma soma direta em um nimero finito de cdpias de
Er(R/m). Com efeito, por (i) Hi(T(R)) é injetivo, dai uma soma direta de cépias de
FEgr(R/m). Esse numero de cdpias é igual a s = pug(m, H. (T(R))) que é finito por (iv).
Em suma,

H,\(T(R)) = Er(R/m)". (1)

Isto, por sua vez, levantou a questao de se os resultados (i)—(iv) de Huneke e
Sharp (na caracteristica p > 0) poderia ser estendida a esta classe maior de funtores.
Em ([I7]), Lyubeznik prova isso. Para anéis singulares resultados andlogos como esse
em geral sao falsos. Hartshorne deu um exemplo de um anel singular R, um ideal
a e um ideal maximal m de R tal que po(m, H2(R)) ¢ infinito, vide ([I1], se¢ao 3).
Singh deu um primeiro exemplo de um anel singular R tendo um ideal a para o qual
Assp(HL(R)) é infinito, vide (J31]). Neste exemplo o anel R nao estd contido em um
corpo. Mais tarde, Katzman, vide ([I4]), deu um exemplo de uma algebra afim R sobre
um corpo (e também de um anel local contendo um corpo) possuindo um ideal a tal
que AssgpH:(R) é infinito. Depois Singh e Swanson deram exemplos parecidos de anéis
tendo somente singularidades racionais, vide ([32]).

Em um artigo interessante Nunez-Betancourt, provaram que se S — R é um
homomorfismo Noetheriano de anéis que cinde, entao para todo ideal a em S e todo
inteiro nao nagativo i, se AssgH'!s(R) é finito entao AsspH:(R) também o é. Além
do mais se, R é Cohen-Macaulay e finitamente gerado como um S-modulo e todos os
niimeros de Bass do R-médulo Hij sao finitos, entdo todos os nimeros de Bass do

S-médulo HY(S) também sao finitos.



Um caso em que o resultado acima ¢é valido é quando R é um dominio regular
contendo um corpo K e G é um grupo finito agindo em R com |G| inversivel em K e

S = RY. Nesse caso, o resultado é mais forte:

Teorema 0.1. Sejam K um corpo e R um dominio reqular contendo K. Seja G um
subgrupo finito dos grupos dos automorfismos de R. Admita que |G| € inversivel em
K. Considere R® o anel dos invariantes de G e ay, as, ..., a, ideais em RE. Chamamos
T(R) = Hi (H2(--- Hir (RE)--+) para alguns iy, ...,i, > 0.

(i) Se R é Gorenstein entdo;

(a) injdimpeT(RY) < dim Supp T'(R%);

(b) Seja P € Spec(RY). Entao p;(P,T(RY)) = p;(P',T(R)) onde

T(R) = Hi'(HZp(-- - Hy p(R) - ++) e P' um ideal primo qualquer sobre P.

(ii) Seja P € Spec(RY), com RS ndo Gorenstein. Entdo para todo j > 0 os nimeros
de Bass uj(P,T(R%)) sdo zero para todo j ou existe c tal que u;(P,T(R%)) = 0 para
j <cepi(P,T(RY) >0 para todo j > c.

O principal exemplo em que o Teorema se aplica é quando R = K|[Xy, ..., X,
ou R = K[[Xy,...,X,]] e G um subgrupo finito de GL,(K) agindo linearmente em
R, com |G| inversivel em K. Neste caso, devemos observar que, por um resultado
K. Watanabe, RY é Gorenstein se G C SL,(K); vide ([33]). Seja R = K[X1, ..., X,,]
onde K é um corpo de caracteristica zero e G é um subgrupo finito de G L, (K) agindo
linearmente sobre R. Seja D(R) o anel dos operadores K-lineares diferenciaveis em R.

E bem conhecido que D(R) é isomorfo a A, (K), a n-ésima algebra de Weyl sobre K.

Teorema 0.2. (Com as hipéteses acima). Seja a um ideal em RC. Entdo para todo

i >0, Hi(RY) possui comprimento finito como D(R%)-mddulo.

Nosso trabalho, esta dividido:

No Capitulo 1, estudamos algumas ferramentas necessarias ao desenvolvimento

do capitulo 2, tais como funtor tor¢ao, cohomologia local e dual de Matlis;

O Capitulo 2 é dedicado aos resultados de anéis invariantes;

O Capitulo 3 é dedicado aos resultados de cohomologia local relacionados aos

anéis invariantes;

No Apéndice A, falamos sucintamente de moédulos injetivos;

Finalmente, o Apéndice B discutimos brevemente sobre os anéis dos operadores

diferenciaveis, os anéis e médulos Cohen Macaulay, anéis Gorenstein.



A grande maioria dos resultados do Capitulo 1 e Apéndice B nao sao demons-
trados e tao poucos explorados em sua total generalidade, para evitar que esse texto
seja demasiadamente extenso e cansativo. Recomendamos ao leitor interessado que

busque mais sobre o assunto nas referéncias.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo inicial, apresentamos o funtor tor¢ao, que nos permite calcular
um dos objetos principais de estudo deste trabalho, o mddulo de cohomologia local. Por
fim, apresentamos algumas propriedades do funtor dual de Matlis que serao relevantes

nos proximos capitulos. Todos os anéis aqui serao comutativos e com identidade.

1.1 Funtor Torcao

Definicao 1.1. Para cada R-mdédulo M, o médulo tor¢ao de M é definido por:

Ly(M):={m e M :a"m =0 para algum n € N} = U(O v a”)

neN

Observe que I'y(M) é um submodulo de M. Além disso,
Ie(M)={me M/Var(AnnM) C Var(a)}.

De fato, se m € I'q(M), entao a™m = 0 para algum n € N, ou seja, a” C Ann(m). Dali,
Var(Ann(m)) € Var(a”) = Var(a). Reciprocamente, se Var(Ann(m)) C Var(a),
entao a C v/a C \/W(m) Como R é noetheriano , segue que a"m = 0 para algum
n € N.

Cada homomorfismo de R-médulos f : M — N induz um homomorfismo de R-

moédulos:
Co(f) : To(M) — To(N),

definido por I'4(f)(m) = f(m), ou seja I'a(f) = f |r.(am)- Notemos que I'y(f) estd bem
definida pois Annf(m) O Ann(m) = Var(Annf(m)) C Var(Ann(m)).
Isto define um funtor linear I';(—) sobre a categoria dos R-mdédulos, chamado funtor

a-tor¢ao. Agora observe que
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(001 &™) = Hom (f M) | (1)

em particular,

Hompg(R, M) = M. (1.2)
Obviamente temos as inclusoes:
(037 a™) C (0 :p a™h) C L.
Portanto, temos um sistema direto de Hom’s e consequentemente o funtor tor¢ao
pode ser escrito como limite direto: ['q(M) = @HomR(R/ a”, M). O ultimo isomor-
n
fismo é valido em virtude de ([1.1]) e também porque o seguinte diagrama comuta para

todon € N:

(0:pr a") ———— (0 a™*1)

lTn \7—714»1
R 1o R
HomR (E’M) —>HOTTLR (W’M)

Para cada R-moédulo M, seja DZg o conjunto dos divisores de zero de R em M

e seja NDZg o conjunto dos nao divisores de zero de R em M. Em outras palavras,
DZr:={x € R|3Ime M\{0}: xm = 0};

NDZp := R\DZ.
Temos o seguinte:

Lema 1.2. Seja M um R-mdédulo.

(a) Se I'y(M) # 0, entdo, a C DZr(M).

(b) Sejam R um anel noetheriano e M um R-mdédulo finitamente gerado. Se a C
DZRr(M), entao, I'y(M) # 0.

Demonstragao. (a) Trivial.
(b) Como M é noetheriano o conjunto Assr(M) é finito, assim podemos escrever

Assp(M) = {p1,...,p,}. Entretanto

DZp= |J ¥

peAssr(M)

6
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donde a C p; U--- Up,. Pelo lema da esquiva (Prime Avoidance) existe ¢ € {1,...,r}
com a C p;. Como p; € Assr(M) existe algum 0 # v € M tal que p; = (0 :g Rv).
Portanto, av C p,v = 0= v € I',(M)\{0}. ]

Observagao 1.3 (Propriedades do Funtor Tor¢ao). Sejam M um R-mddulo e a, b ideais
de R.

1) To(M) = M e Tp(M) =0

2) Se b C a, entao, I'y(M) C T'y(M)

3) Se R é noetheriano e v/a = v/b, entdo, Ty(M) = I'y(M)

4) Tapo(M) =Ta(M) NT(M) = Ta(I's(M))

5) Se M é noetheriano, entao existe n € N tal que I'y(M) = (0 :3; a™).

6) Se R é noetheriano e M é finitamente gerado, entao existe n € N tal que a"M N
[y(M) = 0.

Defini¢ao 1.4. Um R-médulo M é chamado a-tor¢ao se I'y(M) = M e é chamado
livre de a-tor¢ao se I'y(M) = 0.

Observagao 1.5. (i) Na propriedade 5, tomando a = b, temos I'y(T'y(M)) = T'y(M).
Logo, I'y(M) é a-torgao.

(ii) Se M ¢é de a-torgao e N um submédulo de M, entao N e M/N sao de a-tor¢ao.
Reciprocamente, se R é noetheriano e N é um submddulo de M tal que N e M/N sao
a-torcao, entao M é de a-torgao.

(iii) Sejam 7 € a e M um R-médulo a-torcdo, entdo M > M é injetivo < M = 0.
Proposigao 1.6. O funtor a-torgao I'y(—) é exato a esquerda.

Demonstracao. Seja 0 — L LM % N = 0 uma sequencia exata de R-modulos.

Queremos mostrar que

La(f)

0 — To(L) 22 o (M) 229 TU(N) 6 exato.

Como f é um homomorfismo injetivo, entdao, I'(f) claramente é injetivo. Por outro
lado, T'y(g) o Tu(f) = 0, pois go f = 0. Portanto im (I'y(f)) C ker(I'y(g)). Para provar
a inclusao contraria, seja m € ker(I'q(g)), isto é, g(m) = 0 e m € I'y(M), entao existe
n € N tal que a”m = 0. Como ker g = im f, entao f(l) = m para algum [ € L. Note
que | € I'y(L), de fato, para cada r € a™ temos f(rl) =rf(l) =rm = 0= rl =0 pois

f ¢ um homomorfismo injetor. Assim a™l = 0. O
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Observagao 1.7. (i) Seja N uma extensao essencial (vide apéndice) de M. Entao,
['4(N) é uma extensao essencial de I';(M). De fato, seja 0 # H < I'y(N). Em
particular, 0 # H < N, logo existe 0 # h € H N M, entao existe n € N tal que
a”h =0, portanto h € HNIT4(M)

(ii) Sejam R noetheriano, £ um R-mdédulo injetivo (vide apéndice), entdo I'y(E) é

um R-mdédulo injetivo ([4], Prop. 2.1.4).

(iii) Seja R noetheriano. Se E(M) denota a envoltéria injetiva (vide apéndice) de um

R-médulo M, entao:

De fato, por (i), I'c(E(M)) é extensao essencial de I'y(M), Além disso, por (ii),
Lo(E(M)) é injetivo. Logo, I'q(E((M)) é a envoltéria injetiva de I'q(M).

Exemplo 1.8. Sejam p, q ideais primos de R. Temos:

R/q sep2Dq

Fp(R/q):{ 0 sepPa

Solugao 1.9. Com efeito, I'yv(R/q) = {r+q | p"r C q In > 1}. Assimse p € q =
p" Z qlogor € q=r+q=0,ouseja, I[;y(R/q) =0.Se p C q=p"r C q, para todo
r, donde I'y(R/q) = R/q. A prova esta completa.

Lema 1.10. Sejam R noetheriano, M um R-médulo, o médulo M/T'y(M) ¢ livre de

a-torcao.

Demonstragao. Queremos mostrar que I'q (M/Ty(M)) = 0. Seja m € M tal que o
elemento m + I'y(M) € M/T((M) é anulado por a” para algum n € N. Queremos
mostrar que m + I'q(M) = 0, ou seja, m € I'y(M). Assim a”(m + [4(M)) = 0 =
a"m C I'y(M). Desde que a®m é um submédulo finitamente gerado de I'y(M) e cada
elemento de a™m ¢é anulado por alguma poténcia de a segue que existe t € N tal que
a‘a®m = 0. Portanto m € (0 :py a**™) C To(M). O

Lema 1.11. Sejam R um anel noetheriano e M um R-médulo a-torcao finitamente
gerado. Entao Assgp(M) = Assg(0:y a).

Demonstragdo. Por (L.3] item 5) existe m € N tal que M = [y(M) = (0 :a a™).

Portanto,

Assp(M) = Assg(0 :py a™) = Asspg (HomR (E,M)) = Supp (%) N Assp(M)

am
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= Supp <§) N Assp(M) = Assg (HomR (%, M)) = Assp(0:p a).

Proposicao 1.12. Seja M um R-médulo noetheriano. Entao:
(a) Assp(T'a(M)) = Assgr(M) N Var(a).
(b) Se R é noetheriano, entao Assr(M/T'y(M)) = Assr(M)\Var(a).

Demonstragao. (a) (C) Sejap € Assg(L'q(M)). Como I'y(M) é submédulo de M tem-
se p € Assr(M). Como M é noetheriano existe n € N tal que a"I'y(M) =0 = a" C
(0 :5 [o(M)) portantd] a™ C p = a C p, pois p é primo. Logo p € Var(a).
(D) Sejap € Assgr(M)NVar(a). Entao, existe algum v € M com (0 :g Rv) = p. Como
a C pentao av =0 dai v € ['y(M). Segue que p € Assg(T'y(M)).
(b) (2) Seja p € Assg(M). Portanto p € Assr(Ty(M)) U Assp(M/Tq(M)). Se p ¢
Var(a), entao, p ¢ Assg(Ta(M)) dai p € Assp(M/T(M)).
(C) Seja p € Assr(M/T4(M)). Por e pelo fato de M/T'q(M) ser noetheriano,
existe algum x € NDZg(M/Ty(M)) Na (1.2). Agora p C DZg(M/T4(M)) segue que
T ép.

Pela nossa escolha de p encontramos um v € M/I'y(M) com (0 :p Rv) = p. Seja
v e M tal que v = v+ ['y(M). Assim pv = 0 = pv C I',(M). Mas M é noetheriano
dneN:aT,(M)=0= p(Rz"v) = 2"pv C a"T'y(M) = 0 donde p C (0 :g Rz"v).
Seja a € (0 :g Rx") = (az")v = a(z™v) =0 € I'y(M) = az"v = 0 = az” € (0 :p
Rv) = p. Como x ¢ p = a € p dai (0 :g Rx"v) C p. Logo p = (0 :g Rx"v) = p €
Assg(M). Finalmente como p € a tem-se p € Var(a).

[

Os seguintes fatos (que podem ser encontrados em [?]), serdo uteis na demonstragao

e (T3,

Lema 1.13. Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativo. Entao o médulo M tem
uma estrutura compativel de um S~!'A-médulo se, e somente se, para todo s € S, o

mapa multiplicacao por s, us : M — M é uma bijecao.

Lema 1.14. Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativo e M um A-mdédulo.

Entao M = S™'M se, e somente se, M é um S~ A-médulo.
A ultima proposicao desta secao sera usada com frequencia no capitulo 3.

Proposigao 1.15. Sejam A um anel noetheriano e m um ideal maximal em A. Seja

M um A-médulo m-tor¢ao (M nao necessita ser finitamente gerado). Entao M = M.

L4 que Assp(Ta(M)) C Var(0 :g To(M)).
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Demonstragao. Pelos resultados anteriores é suficiente provar que para todo s € A\m
o mapa pus : M — M | pela multiplicacao por s, é um isomorfismo. Primeiramente,
provaremos que jis € sobrejetivo. Seja t € M. Como M é um moédulo m-torgao existe
n > 1 tal que m"t = 0. Observe que m C m+As C A = m+ As = A, donde m" + As =
AP|Seja 1 = €¢+asonde £ € m™ ea € A. Assim t = Et+ast = ast = pg(at) = t, donde
s é sobrejetiva. Para mostrar a injetividade de pg, digamos que ps(t) = 0 = st = 0.
Dem"t =0,el=¢+as,onde £ € m™, a € Atem-set = Et+ast = 0. Dai u, é injetiva,

e portanto M = M, como se buscava. O

1.2 Moédulo de Cohomologia Local

Definicao 1.16. Seja ¢ > 0, o i-ésimo funtor derivado a direita de I';(—) é denotado
por H!(—) e é chamado i-ésimo funtor de Cohomologia Local com respeito ao ideal a.

Isto é, para cada R-mdédulo M,
Hy(M) = H'(T'a(E®)),

onde E* é uma resolucao injetiva de M.

Para calcular H(M) procedemos da seguinte forma: Tome uma resolugao injetiva
de M:
0 m
0MSE S . g Dol

Aplique o funtor I';(—) para obter:

(d°)

0 — Dy(E%) =@ @)

o = To(E™) F°‘—>FQ(E”+1) ...

Tomando a i-ésima cohomologia deste complexo, obtemos:
Hi(M) = ker(Ty(d")) /im (To(d)).

Quando M = R, escreveremos apenas H{(R) := H.

a
Proposicao 1.17. Seja M um R-médulo e a e b ideais de R.
a) HY(M) ~Ty(M) e H.(M) é a-torgao para cada i > 0.

b) Se R é noetheriano e v/a = Vb, entdo H:(M) = Hi(M) para cada i > 0. Em
particular, H: (M) = H.~,(M) para cada i > 0.

2J4 que se I, J sao ideais de um anel A, VT ++J = A= I +.J = A, e obviamente v/m” = m.

10
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c) Seja {M,} uma familia de R-médulos. Para cada inteiro n, temos
Hy (P M) = P Hy (M)
A A

d) Uma sequéncia exata de R-médulos 0 — M’ — M — M"” — 0 induz uma

sequéncia exata em cohomologia local

c HY(M') = H}(M) = Hi(M") = HPH (M) — -

Demonstragao. Ver ([I3], Prop. 7.3). O

Lema 1.18. Sejam a um ideal e M um R-modulo.
(a) Se M ¢ a-torgao entao Hi(M) = 0 para todo i > 0.
(b) Para cada R-médulo N e cada i > 0 tem-se

Hy(Ta(N)) =0 e Hy(N) = Hy(N/To(N)).

Demonstragao. Vide ([4], Corolario 2.1.7). O

Seja M um R-mdédulo, um elemento z € R é dito regular se xm # 0 para todo
0 # m € M. Uma sequéncia xy,...,z, de elementos de R é uma M -sequéncia (de
comprimento n) se:

(1) &y é M-regular, x5 é (M /x1M)-regular, z,, é M/(x1, ..., x,_1)M-regular

(2) (M/(21,s 2) M) # 0

Dizemos que uma M-sequéncia xq,---x, € a é mdzrima (em a) se, para qualquer
Tny1 € @, & sequéncia ry, -+, 11 € @ nao é uma M-sequéncia. Dizemos que uma

M -sequéncia fraca se satisfaz apenas a condigao (1) acima.

Lema 1.19. Sejam R um anel, e M, N R-médulos. Considere a = (0: N).
(a) Se a contém um elemento M-regular, entdo, Hompg(N, M) = 0.
(b) Inversamente, se R é noetheriano e M, N sao finitamente gerados, com Homg(N, M) =

0, entao, a contém um elemento M-regular.
Demonstragao. Vide ([6], prop. 1.2.3). O

Lema 1.20. Sejam R um anel, e M, N R-médulos e z = x4, - - - x,, uma M-sequéncia

fraca em (0 : N). Entao:

M n
Hompg (N, E_M> = Fath(N, M).

11



1. Preliminares

Demonstragao. A prova é por indugao em n. O cason = 0 é facil ja que Homg(N, M) =
Ext% (N, M). Suponhamos que o resultado vale para todo natural menor que n. E claro

que ' = 1, ..., x,—1 ¢ uma M-sequéncia fraca e dai

M ~ n—1
HOmR (N,W> :E.TtR (N,M)
Por outro lado z,, nao é divisor de zero de % ez, € (0: N) donde,
M n—1
Hompg | N, i)~ 0= Euxtly (N,M)=0.

Consideremos a sequéncia exata

0> M3 M-—

IlM

Pela sequéncia longa dos ext’s tem-se:

M
0= Extl (N, M) — Eat? (N, M) & Extn(N, M) >

T

M
Ext’h (N, M Exth | N, ——
oty (N, M) — :L‘R(,le)—)

Assim sendo 0 induzida pela multiplica¢ao por x; € (0: N) = 6 = 0.

Portanto, Ext}y '(N, :B]le) = Ext}h(N, M) via 0. Em virtude de z, ..., x,, ser M-
M

sequéncia fraca, a hipétese de indugdo implica Ext’y (N, sor) = Homp(N, g%) nos

garante o isomorfismo Ext}(N, M) = Hompg(N, QﬂM)

]

Teorema 1.21 (Rees). Seja R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente
gerado, e a um ideal de R tal que aM # M. FEntdo todas as M-sequéncias mdximas

em a tém o mesmo comprimento n dado por
n = min{i : Exth(R/a, M) # 0}.

Demonstracao. Sejam x = xq, ..., x, uma M-sequéncia maximal em ae M = ﬁ
yeedbmn

Como a contém um elemento M-regular para i = 1,...,n tem-se

. R R
Eaxtt! (—,M) =~ Homp (—,M) =0.
a a

12
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Logo,

Extfé(%,M) =0Vj<n-—1.

e mais por (TT9),
R R M
Extl, (E’M) = Homp (—, —) # 0.

provando o teorema.

Este resultado nos permite introduzir a seguinte definicao.

Definicao 1.22. Sejam M um R-moédulo e a um ideal de R tal que aM # M. Defi-
nimos a a-profundidade de M como sendo o maior comprimento de uma M-sequéncia
com elementos em a. Denotamos a a-profundidade de M como grade(a, M). No caso

em que M = R, escrevemos a a-profundidade de R como grade a.

Definicao 1.23. Seja (R, m) anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente
gerado entao o m-profundidade de M ¢é chamado profundidade de M, denotado por
profM.

Proposicao 1.24. Seja R um anel noetheriano, a ideal de R e M um R-médulo

finitamente gerado. Entao:
a) grade(a, M) = inf{profM, : p € Var(a)}
b) grade(a, M) = grade(y/a, M)

c) Sex =uxy, -+ ,x, 6 uma M-sequéncia em a, entao
grade(a, M /xM) = grade(a, M) — n.
Demonstragao. Vide ([6], 1.2.10). O
Exemplo 1.25. Sejam M um R-mddulo e (xy, ..., x,) uma M-sequéncia em a. Entao:
HY(M) =0, para todo i < r.

Existe uma caracterizacao de grade envolvendo cohomologia local.

Teorema 1.26. Seja M um R-mddulo finitamente gerado tal que aM # M. FEntao
grade(a, M) = min{i € N | H.(M) # 0}.

13
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Demonstragao. Seja ¢ = grade(a, M). Usaremos indugao em c¢. Quando ¢ = 0, todo
elemento de a deve ser um divisor de zero de M e entao I'y(M) # 0 pelo lema ([L.2)).
Agora suponha que ¢ > 0 e que este resultado vale para cada R-mdédulo N finitamente
gerado e com aN # N e grade(a, N) < c.

Existe z; € a tal que x; é um nao divisor de zero de M. Seja My := M/x1M.
Observe que x1M; # M, e grade(a, M;) = ¢ — 1. Portanto, pela hip6tese de indugao,
Hi(M;) = 0 para todo i < ¢ — 1, enquanto H;'(M;) # 0. A sequéncia exata

0> M5 M- M —0
induz uma sequéncia exata longa
Hy Y (M) — Hy7H(My) — Ho(M) =5 Hy(M)

Isto mostra que para i < ¢, o elemento x; é um nao divisor de zero em H:(M), como

este médulo é a-torgao, ele deve ser zero (1.5)), (iii)). Temos portanto a sequéncia exata
0 — HS (M) — HE(M)

E desde que HS™Y (M) # 0, segue que HE(M;) # 0. O

Seja M um R-médulo nao nulo. A dimensao de Krull, dim M ou dimg M de M é
o supremo do comprimento das medidas das cadeias de ideais primos no suporte de M,
se esse supremo existe, e é igual a oo, caso contrario. Quando M ¢é finitamente gerado
a dimensao de M coincide com dim R/ann(M), isto é, a dimensao do anel R/ann(M).

Os préximos dois teoremas encontram-se em ([4]).

Teorema 1.27. (Teorema de Anulamento de Grothendieck) Seja M um R-
médulo. Entao, H:(M) = 0 para todo i > dim M.

Teorema 1.28. (Teorema de Nao Anulamento) Sejam (R, m) local e M um R-

mddulo nao nulo finitamente gerado de dimensao d. Entao, HL(M) # 0.

Assim nas hipdteses do teorema acima, em vista do teorema de anulamento de

Grothendieck, d = dimM é o menor inteiro para o qual H' (M) # 0.

Definicao 1.29. Seja x um elemento de R e seja R, a localizacao de R em z. O

complexo de Cech em z é o complexo:

C*:0 =R R, —0,

14
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com o médulo R de grau 0 e R, de grau —1, onde «(r) = r/1 é a aplicagao canonica.
Para uma sequéncia z = x4, ..., x, de elementos em R. Definimos o Complexo de Cech
em x como sendo:

izé;n(g@R...@Ré;n

Explicitamente

Cr =

0—>R—>éR$i—>@ij — o = Ry, =0
1

i<j
Exemplo 1.30. (Complexo de Cech para n = 2) Vamos estudar efetivamente o caso

n = 2.

Solugao 1.31. Sejam
Ct=0—-R>R,—0,

C*:= 0> RS R,—0.

Entao:
Cr@Ct=0-RORS (ROR,)®(R,@R) 5 R, @R, — 0,

onde definimos t*(a®b) = (a®2,4@b) e T*(@@yim, = ®d) = %@y%—#@%. Podem-se
mostrar os isomorfismos R R= R RO R, = R,, R, ® R= R, e R, ® R, = R,,. De
sorte que

Ce®Cy:=0-R— R, ®R,— Ry, — 0.

Para um R-modulo M, seja

O R-médulo

é a i-ésima cohomologia de Cech de x em M.

Teorema 1.32. Sejam M um R-modulo, a ideal de R e x = x4, ...,x, um sistema de

elementos tais que \/(x) = \/a. Entdo:
H(M)~H(C,® M)
Demonstrac¢ao. Para demonstragao deste teorema, ver ([13], Teorema 7.13). O]

15
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Proposigao 1.33. O funtor H(—), > 0, comuta com limites diretos, isto é, se { M) :

A € A} é um sistema direto de R-mdédulos, entao existe um isomorfismo natural:
Hy(ling M) == ling H (M)
A A

para qualquer ¢ > 0

Demonstragao. Segue diretamente do teorema ([1.32)), e do fato que o limite direto

comuta com produto tensorial. O

Agora vamos descrever um método para calcular a cohomologia local a partir do

limite direto de certo sistema direto de R-moddulos.

Teorema 1.34. Seja a ideal de R. Para cada R-mddulo M e para cada j > 0, existe
isomorfismo natural:

lim Ext},(R/at, M) ~ HI (M)

<+
Demonstracao. Ja vimos que

ligHomR(R/at,M) =T, (M)

t
Seja M*® uma resolucao injetiva de M. Entao,

@HomR(R/at, M*®) =T4(M*)

Desde que H’(—) comuta com limite direto, a identificacio anterior resulta num iso-

morfismo natural:

lim Extf,(R/a’, M) = lim B (Homg(R/a', M*®)) =~ H/(To(M*)) = H}(M)

Proposicao 1.35. Seja M um R-médulo finitamente gerado. Entao
Hi (M) ~ Hi,(M) @g R ~ Hy(M),

onde M denota o completamento m-adico de M.

Demonstragdo. Como H:(M) é artiniano ([4], Teorema 7.1.3), podemos escrevé-lo

como limite direto de submddulos IV; de comprimento ﬁnitﬂ e para cada N; temos

3Todo médulo tem-se M = lim My, com M) finitamente gerado.

16
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N; ®r R~ N; ([24], Lemma 2.1). Assim,

~

Hy, (M) = lim N; = lim(N; ©p R) = (lim Nj) @p R =~ Hy (M) @ R.
Usando o teorema anterior e a platitude de R, temos:

Hiy (M) @p R =~ lim Exty(R/w', M) @ R ~ lin Extj,(R/m', M) ~ H (M)
t t

O préximo teorema encontra-se demonstrado em ([4]).

Teorema 1.36. Sejam f : R — S um homomorfismo de anéis noetherianos, a um
vdeal de R e i € Z.

(1) (Teorema da independéncia) Seja M um S-mddulo. Entio H:(M) = H'g(M) como
S-modulos. (a primeira cohomologia local é considerada sobre o anel R).
(2) (Teorema da mudanga de base plana) Assuma que f é um homomorfismo plano e

M um R-moddulo. Entao existe um isomorfismo
Hi{(M)®rS = H.s(M®gS).

Observagao 1.37. Note que os homomorfismos R — ReR — R, sao planos e pelo

item 2 do teorema acima tem-se:

Hi{(M)®p R= H' (M ®g R)

Hy(M) ®r Ry = Hyp (M @g Rp).

1.3 Dualidade de Matlis

Seja (R, m) anel local, E = Eg(R/m) a envoltéria injetiva do corpo residual k =

R/m. Usaremos R para denotar o completamento m-adico Jim R/m" e (—)" o funtor
neN
R-linear, exato e contravariante Hom(—, F). Para cada R-médulo M, chamaremos

(M)Y o Dual de Matlis de M. Note que (R)Y = Hom(R, F) ~ E.

Proposicio 1.38. O homomorfismo natural R — EY = Hom(F, F') é um isomorfismo.

Em sua tese de doutorado na Universidade de Chicago, Eben Matlis demonstrou o

seguinte resultado fundamental de dualidade:

17
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Teorema 1.39. Sejam (R, m) anel noetheriano local completo, N um R-mdédulo Arti-

niano e M um R-mddulo finitamente gerado. Entao

a)
b)
b)

RV=FEeEY=R
MY ¢ artiniano e NV € finitamente gerado

NYW ~NeM"YW~M

Demonstracao. Vide ([0], teorema 3.2.13). O

Aqui listamos outras propriedades do funtor dual de Matlis.

Proposicao 1.40. Sejam M um R-médulo injetivo e N um R-mddulo plano. Entao:

a)

b)

(M)Y é um R-mdédulo plano

(N)Y é um R-mddulo injetivo

Demonstragao.  a) Pelo critério de platitude ([19], Teorema 7.7), basta analisarmos

(M) para um ideal finitamente gerado a C R. Considere a sequéncia exata 0 —
a — R aplicando o funtor contravariante Hom(—, M), exato pois M é injetivo,
temos Hom(R, M) — Hom(a, M) — 0 que aplicando o funtor contravariante

(—)Y tem-se
0 — Hom(Hom(a, M), E) — Hom(Hom(R, M), E)
Sendo que
Hom(Hom(a, M), E) ~ a@Hom (M, E) e Hom(Hom(R, M), E) ~ R@Hom(M, E)
Com isso, tem-se
0 — a® Hom(M, E) - R® Hom(M, E)

ou seja, (M)Y é um R-médulo plano.

Considere uma sequéncia exata de R-moédulos 0 — L — P, Sendo N é R-médulo

plano, temos:
0 —=+LON—-PRN

Aplicando o funtor contravariante (—)" tem-se
Hom(P ® N, E) — Hom(L ® N, E) — 0

18
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Pelo isomorfismo de adjuncao:
Hom(P ® N, E) ~ Hom(P,(N)") e Hom(L ® N, E) ~ Hom(L, (N)")
Logo,
Hom(P, (N)") — Hom(L, (N)") = 0

ou seja, Hom(—, (N)Y) é exato dai segue que (N)¥ é injetivo.

Proposicao 1.41. Seja f: M — N um homomorfismo de R-médulos. Entao:
f é um isomorfismo < (f)" : (N)¥ — (M)¥ é um isomorfismo.
Demonstra¢ao. Como (—)¥ é um funtor,
f: M — N éisomorfismo = D(f): D(N) — D(M) é um isomorfismo.

Reciprocamente, o homomorfismo de R-médulos f : M — N induz a sequéncia

exata:
0—kerf -+ M — N — coker f — 0

Aplicando o funtor exato contravariante D(—):

D(f)

0 — D(coker f) — D(N) D(M) — D(ker f) — 0

Assim, D(coker f) = ker D(f) e D(ker f) = coker D(f). Sendo D(f) um isomorfismo,
ker D(f) = 0 = coker D(f) Isto implica que ker f = 0 = coker f, ou seja f: M — N é

um isomorfismo. O
Proposicao 1.42. Sejam M e N dois R-moédulos. Entao:

a) (Torf(M, N))Y = Extiy(M, (N)")

b) Assumindo que M seja finitamente gerado, (Extt (M, N))¥ ~ Tor (M, (N)V).

Demonstracio.  a) Seja F resolucdo livre de M. Entao Tor(M,N) = H;(F ® N).
Com isso, (Tor®(M,N))¥ = DH;(F® N))¥ ~ H'((F® N)V)
Por outro lado,
(F® N)” = Hompg(F® N, E)
~ Hompg(F, Hom(N, £))
~ Homg(F, (N)Y)
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Tomando as cohomologias obtemos: H'((F @ N)V) ~ H(Homg(F, (N)V).

Assim, (Tor®(M, N)) ~ H{((F® N)¥) ~ H (Homg(F, (N)¥) =~ Exth(M, (N)Y).

b) Seja I resolugao livre de M. Como M é finitamente gerado, cada termo de F

pode ser escolhido de posto finito. Entao

Tor;*(M, (N)Y)

~

12

H;(F® (N)Y)

H;(F ® Hom(N, E))
H;(Homg(Homg(F, N), E))
H;((Hom(FF, N)¥))
(H'(Hom(F, N)))V
(Extz(M, N))Y
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Capitulo 2

Anéis Invariantes

2.1 Grupo Agindo sobre um Anel

Nesta segdo A é um anel (nao necessariamente comutativo) e G é um subgrupo
finito de Aut(A); o grupo dos automorfismos de G (sob a operagao de composicao de
fungoes). Seja ¢ : G — Aut(A) um homomorfismo de grupos. Suponhamos que |G| é
inversivel em A. Nesta secao iremos descrever algumas propriedades basicas de grupos

agindo sobre um anel A x, G ao qual iremos necessitar no futuro.

Definicao 2.1. Um grupo agindo sobre um anel A induzido por ¢ ¢é o anel das somas

A*¢G—{Zaoa\ag GA}.

oelG

formais

A operagao de soma feita componente a componente, ou seja,

Z ay0 + Z byo = Z(aa + b, )o.

oeG ceG oeG

A operacao de multiplicacao é definida por

(a,0)(a,7) = a,p(0)(ay)oT.

Observagao 2.2. Por questao de comodidade de notacao, escrevemos ¢ (o) (ay) = ¢y (ay).

Quando nao houver perigo de confusao, escrevemos A *, G = A * G.
Proposigao 2.3. Com as operagoes acima, temos que A x G é um anel.

Demonstragao. Por construgao, ja temos um grupo Abeliano (A, +). Resta verificar

que os axiomas da multiplicacdo sao compativeis com os da soma. Sejam a,, b,,c, € A
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e o,7,v € (G. Para facilitar a escrita, fazemos a, = a,b, = b, ¢, = ¢. Notemos que:
(a0 +b7) -0 = (a (b)) - 0 = a0 (B)g0r ()70 = Ay (b2 ())aow = ac - (bipr(c)7)

=ao - (b - cv),

onde na terceira igualdade usamos o fato de ¢ ser um homomorfismo de grupos. Por-

tanto, provamos a associatividade da multiplicacao. Além disso, tem-se
ao - 1A1G = agoa(lA)alg = a0 = 1A901G(a)1G0 = 1R1G - ao.

Entao, AxG contém identidade para a operacao de multiplicacao. Agora iremos provar
que a multiplicacao é distributiva em relacao a soma. Para todosa,b,c € Aeo,7,v € G

tem-se
ao - (bt + cv) = a(p,(b)oT + v, (c)ov) = ap,(b)oT + apy(c)ov = ao - bt + ao - cv,

(b + cv) - ac = (b, (a)T + cpy(a)v)o = bo,(a)To + cp,(a)ve = br - ao + cv - ao.

Portanto todos os axiomas de anel sao verificados e a prova estd completa.

]

Exemplo 2.4. (Anel de grupo) Seja R um anel e G um grupo finito. Quando o

homomorfismo de grupos ¢ ¢ trivial, isto é,
¢:G— Aut(R), g——idgr, Vg € G,

entdo R, G é chamado anel de grupo e denotado por R[G].

Exemplo 2.5. (Polinomio de Laurent) Seja A um anel. Recordemos que o anel dos
polindmios de Laurent com coeficientes em A é dado por Rlz,z7 '] = {a_,z™™ +
cooda Tt +ag a4+ o+ az™ o myn € Nja; € A} onde a soma é definida
componente a componente, e a multiplicacao é dada por a,,z™ - a,z" = a,,b,z™".
Agora suponhamos que existe um homomorfismo de grupos ¢ : Z — Aut(A), digamos
n — (a — na). Define-se por anel de grupo de Polinémios de Laurent induzido por
¢ como sendo o anel Alz, 27!, ¢] cujo grupo Abeliano é Az, x~!] e a multiplicagao é

definida por a,x™b,z" = a,e(m)(b)x™ ™.

Exemplo 2.6. Sejam R um anel comutativo e G = (g) um grupo ciclico de ordem n.

Tem-se o seguinte homomorfismo de grupos:

v:G = Aut(R") g ((a1,a9,...,a,) ¥ (Gp, a1, a2, ..., ay_1)).
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Pode-se provar (com um pouco de trabalho algébrico) que R" %, G = M,,,,(R).

Observagao 2.7. Dizemos que M é um AxG-mddulo < M é um A-mdédulo, G age sobre
M (visto como grupo Abeliano) e para todoa € Aem € M, o € G : g(o)(am) =
o(o)(a)p(o)(m), onde ¢ : G — Autz(M). Para facilitar a escrita, a partir de agora

iremos denotar @(o)(m) = o(m).

Definicao 2.8. Seja M um A * G-moédulo. Entao
MC ={m e M |o(m)=m,V ocG}.

em particular, o conjunto A = {a € A| o(a) =a, Vo € G} éo anel dos invariantes
de G.

Claramente, M% é um A%-médulo. Com efeito, dados a,b € A, m,n € M% o c G

verificamos que

o((a+b)m) = o(am + bm) = o(am) 4+ o(bm)
= o(a)a(m) + o(b)o(m)
=am + bm
= (a+0b)m,

analogamente, o(a(m +n)) = a(m + n), etc.
Pode-se mostrar que um homomorfismo f : M — M’ de A * G-mébdulos é uma

aplicaco tal que
o flm+m)=f(m)+ f(m'), Vm,m"eM;
e f(am)=af(m), YVme M,a € A;
e a(f(m)) = fla(m)), VmeM, oeG;

Também ¢ fécil verificar que se p : M — N é A x G-linear entdao u(M%) C N¢
e a restrigao ao mapa i : M — NY é A% linear. Entao temos o functor (—)% :
mod(A * G) — mod(A%).
Exemplo 2.9. A é um A * G-moddulo.

Solucao 2.10. Tem-se a identificacao

<Z aga) a= Zaga(a), onde a € A.

ceG oceG

Os demais detalhes sao deixados a cargo do leitor.
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Agora defina
@Dl . MC — HO?’I?,A*G(A,M)
m +— ¢ A= M

onde ¢,,(r) = rm. Essa dltima aplicacao satisfaz ¢,,(c(r)) = o(r)m = o(r)o(m) =

o(rm) = (¢ (r)). Definimos também

vy Homaug(A, M) — M¢
0 — o(1)

Temos que 1 satisfaz o(¢(1)) = ¢(o(1)) = ¢(1). E facil ver que elas sio inversas uma
da outra e portanto MY = Hom g.q(A, M).

Assim provamos o isomorfismo:
Proposicao 2.11. (—)¢ = Hom,q(A, —).
Para qualquer M, um A % G-mddulo considere o operador Reynolds
oMM — M€

m ‘—aZUeGa(m)

Note que p(m) = m para todo m € M, isso porque
1 \G]m
|G| 4 Z e Z |G|

Também pM ¢é A%linear e cinde com a inclusao M“ — M.

Neste momento, iremos mostrar que médulos invariantes é um funtor exato.

Lema 2.12. Seja 0 — M, LN M, LN M3 — 0 uma sequéncia exata curta de A x G-

modulos. Entao a sequéncia induzida
0— M& 2 MF 2 MF — 0
também é exata.

Demonstracao. No paragrafo acima comentamos que o funtor ”invariante” é exato a
esquerda (2.11]). Logo é suficiente mostrar que /iy é sobrejetiva. Seja ¢ € MS. Como

e é sobrejetiva existe t € My com pus(t) = €. Para qualquer o € G note que (77)

pa(ot) = ops(t) = 0§ = &.
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Segue que

oeG

Portanto 5 é sobrejetiva.

O proéximo resultado é interessante.

Lema 2.13. Seja M um A*G-médulo simples. Entdao M¢ = 0 ou M é um A%-mdédulo

simples.

Demonstragdo. Suponhamos que M # 0. Seja N # 0 um A%-submédulo arbitrario
de MY, Considere t € N nao nulo. Seja & € MY arbitrdrio e nao nulo.

Como M é um A x G-mddulo simples tem-se M = A x GtEl Assim £ = at para algum
a € AxG, digamos a = )

veq U0 Portanto

E=at=) a,0t= (Zag> t.

ceG ceG

A 1tltima igualdade ocorre desde que o(t) = t para todo 0 € G. Seja d = Y . a,

Logo & = dt, dai para qualquer o € G

Portanto

BER Z BER Z (rG\ 2, )

ceG

De sorte que & = pA(d)t e entdo £ € N. Portanto N = M%. Segue que M é um

A% -médulo simples, como se queria.

Uma consequéncia imediata do lema anterior é o

Corolario 2.14. Seja M um A * G-médulo de comprimento finito. Entao M possui

comprimento finito como um A%-médulo.
Demonstracao. Em virtude do A * G-mdédulo M ter comprimento finito, existe uma

série de composi¢ao

OZMOQMIQMQQQMn—lgMn:M7

1Pois t # 0 = 0 # At é submédulo de M = At = M
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tal que M;/M;_; é simples como A*G-médulo parai = 1,...,n. Observe que 0 = M§ C
MECMS C---C MY, C MY = MY éuma série de composicao de MY como um

A%médulo. Pelo Lema , a sequéncia exata
0— M,y — M; — M;/M; 1 — 0,
induz a sequéncia exata
0— ME, — MF — (M;/M;_,)¢ — 0.

Pelo lema ([2.13)), (M;_1/M;)¢ é nulo ou um A%-médulo simples, dai M tem compri-

mento finito como A%-médulo. O
O exemplo abaixo segue facilmente de ([2.13]).

Exemplo 2.15. Seja M um R-médulo. Entao (M) > (M%), onde I(M) denota o

comprimento do R-mdédulo M.

O teorema abaixo mostra o complexo ”invariante” preserva as homologias. Mais

precisamente,
Teorema 2.16. Sejam C : --- — M, By M,y Bnty M, _o — -+ complexos de
A x G-mddulos. Considere
a . G Bn arG o Hnsl @
c - =M =M=, —M 5

Entao:

(1) C © éum complexo de A®-mddulos;

(2) Para cada n € 7 existe uma aplicagio AC-linear 1, : H,(C ¢) — H,(C);
(8) Para todo n a aplicagdo 1, € injetiva;

(4) Para todo n € Z tem-se Im(x,) = H,(C)%;

(5) Para todo n € Z tem-se H,(C ) = H,(C)¢ como A%-mddulo.

Demonstracao. (1) Segue do fato que pu, © pipr1 = 0= iy, 0 i, = 0.

(2) Fixe n € Z. Seja 2z € Z,(C%) = fi,(2) = 0 = p,(2) = 0. Logo z € Z,(C). Por
outro lado se b € B, (CY) entao seja um) =b= pn1(t) = b dai b € B,(C). Desse
modo a aplicagao

Y :  H,(CY% —  H,(C)
2+ B,(CY% +—— z+ B,(C)

estd bem definido e é AC-lineaid

2J4 que ¢ é A-linear e H,(C%) é um A%-médulo.
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(3) Fixe n € Z. Seja & € H,(C%) tal que ¢, (&) = 0, digamos ¢ = z + B,(C%) =
Un(&) = 2+ B,(C), logo z € B,(C). Assim existe t € M, tal que p,1(t) = z. Seja
o € GG. Note que

Hnt1 (Ut> = Olin+1 (t) =0z =z

Assim p,,1(0t) = 2, para todo 0 € G. Portanto, pi,.1(d) = z, onde d = pMr+1(t).
Como d € MS, tem-se fi,11(d) = 2 = z € B,(C). Logo £ = 0, e assim 1 é uma
aplicacao injetiva.

(4) E claro que Im(¢,) € H,(C)C. Suponha que ¢ € H,(C)¢. Digamos £ = z+ B,(C).
Seja o € G. Como c€ = ¢ tem-se { = z+bonde b € B,(C) = £ =0f = o(z+b). Logo
z+b=0(2)+0(b) = 0(z) =2+ (b— (b)) = 2z + vf} onde v, € B,(C). Segue que

rG\Z rG\Z 2t )

1
y=p"(2)=z2z+v, ondev= @ng € B,(C).
oeG

Claramente y € Z,(C%). Note que
0u(y + Ba(C)) =y + Ba(C) = 2 + B,(C) = &.

(5) Segue imediatamente dos itens anteriores e do primeiro teorema do isomorfismo de
modulos.

m
A partir de agora iremos supor que A seja um anel noetheriano comutativo.

Lema 2.17. Sejam M um A *G-mdédulo e S € A um conjunto multiplicativo. Entao:
(a) ST'M é um A x G-mdbdulo;

(b) S~*M% pode ser naturalmente identificado como um subconjunto de S~'M, e com
essa identificacdo tem-se (S~'M)% = S~1MC.

Demonstragdo. (a) Primeiramente vamos definir G-acao em S™1M. Seja o € G e seja
€ STIM. Se £ =m/s, comm € M,s € S entao defina o(£) = o(m)/s. Esta G-agao
esta bem definida: de fato, se £ = my/s; = my/se entao existe s3 € S com s3(sgmy —
s1mg) = 0 = s359m; = s35,my. Como S C A% tem-se o(s3s0my) = o(s351m9) =

S3550(my) = s3510(my). Assim o(my)/s1 = o(my)/s2 em S™M. E facil ver que isso ¢

Ppois b — o(b) = pint1(1) = Opnt1(i) = pns1(8) = pin410(7) = pni1 (i — o (i) € Bu(C).
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uma G-acao em S~'M. Com efeito,

b GxSIM —s S1M
(o,m/s) +— o(m/s)=oc(m)/s

satisfaz: Vo,0' € G,Ym/s € ST'M, o'(d(m/s)) = (c'c)(m/s),eVNm/s € STIM, eg(m/s) =
eq(m)/s = m/s, onde eg é o elemento neutro do grupo G. Sejam a € A e £ € ST M,

digamos & = m/s. Entao:

o(ag) = a(am)/s = a(a)a(m)/s = o(a)o(§.)

Segue que S~1M é um A * G-médulo.

(b) Temos que MY C M e essa inclusio é A%linear. Como localizacdo preserva
inclusoes, tem-se ST*MY C S~'M. Afirmamos que S~'MY C (S~IM)%. De fato,
STIMY = {m/s:me M% se S} eoa(m/s) =o(m)/s =m/s = m[s € (STM)°.
Agora vamos mostrar a inclusdo contrdria. Seja & € (S~'M)Y, digamos £ = m/s. Entao
para todo o € G tem-se o(m/s) = m/s = o(m)/s = m/s. Portanto existe s, € S

tal que s/ so(m) = s, sm. Considere s, = s,s € S, e notando que o(s,m) = s,m{]]

9:H50€S.

oceG

ponhamos

Por indugdo em |G|, obtém-se o(fm) = Om para todo ¢ € G. Assim Om € MC.
Finalmente,

E=m/s=(0m)/(0s) € ST MC,
pois fs € S, e o lema esta demonstrado. O

Uma propriedade fundamental que iremos usar é que funtores aditivos levam
sequéncias exatas cindidas em sequéncias exatas cindidas ([22], Coroléario 5.88). Em
particular, como a sequéncia exata 0 — M; — My & My — My — 0 cinde, a sequéncia
exata induzida 0 — M — (M; @ My)¢ — M — 0 ira cindir. Assim obtemos um

isomorfismo (M, ® M,)¢ = M @ MS. Por inducao simples temos o seguinte:

Lema 2.18. Sejam My, ..., M, A x G-mbdulos. Entao

r G T
(@ ]\/[Z) >~ P M.
i=1 i=1

Lema 2.19. Sejam A um dominio e G C Aut(A) um grupo finito. Seja S um conjunto
multiplicativo contido em A®. Considere a acao de G em S~'A como no lema ([2.17).

4pois S C AC.
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Entao o mapa natural
G — Aut(ST'A)
o — o

¢ injetivo.

Demonstragao. Primeiramente,

o STA — S—1A
a/s +— dla/s) =o(a)/s
é um automorfismo: se o(a)/s = 0/1 = 3t € S C A% : to(a) = 0 = o(ta) = 0 =
ta =0 = a/1 = 0/1, donde & ¢é injetiva. A sobrejetividade é ébvia. Também ¢é claro

que

5(g+l§) :5(at+bs) _ o(ta+bs) :a(a)+a(tb) :g(2>+g(lz).

st st S

Agora note que dados 0,7 € G implica coT € G, e (co7)(a/s) = cgoT(a)/s =

o (r(a)/s) =0 (T (%)) =507 (%) (Homomorfismo de grupos). Por fim para provar a

injetividade do mapa natural, suponha que o € G é tal que o mapa o : S~'A — S~1A
é a identidade. Logo o(§) = ¢ para todo £ € S7A. Sejaa € A = o(a/1) = a/1, donde
o(a)/1 = a/l, como A é um dominio de integridade tem-se o(a) = a. Portanto o é a
identidade. [l

Antes de finalizar esta secao vamos estudar um lema que relacionado com médulos

injetivos (para mais detalhes sobre médulos injetivos consulte o Apéndice).

Observacao 2.20. Claramente A x G' é um A-modulo a esquerda livre. Note que

A AP — AxG

H
(a1,...,a,) +— (01(a1),...,0n(a,)) +— ol(ay)or + -+ o(ay)on

Onde para qualquer a € A e 0 € G tem-se oa = o(a)o, também o : A — A é um

automorfismo. Dai A * G também é um A-mddulo livre & direita.

Uma consequéncia significativa da observacao acima é o seguinte:
Lema 2.21. Seja F um A x G-mddulo injetivo. Entao F é injetivo como A-mdédulo.

Demonstra¢ao. Em virtude de ([22], prop. 3.25) é suficiente ver que Homu(—, E) é
exato. Por adjuncao ([22], 2.75) e (1.2]) tem-se

Homa(—,E) = Homa(—, Homa.c(Ax G, E)) = Hom.g(Ax G®4 —, F).
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Como A * GG é um A-mddulo livre a direita tem-se A *x G ®4 — é um funtor exato da
categoria Mod(A) a categoria M od(AxG). Por hipétese F é injetivo como AxG-mdédulo,

portanto Hom(—, F) é exato. Assim E é injetivo como A-médulo. O

2.2 Anel dos Invariantes dos Operadores Diferenci-
ais

Nesta secao iremos discorrer brevemente sobre o anel dos operadores diferenci-
ais. Para mais detalhes recomendamos ao leitor o Apéndice. Sejam K um corpo de
caracteristica zero e R = K[X1, ..., X,,]. Seja G um subgrupo finito de GL,(K) agindo
linearmente em R. Seja RY o anel dos invariantes de R. Considere D(R) o anel dos
operadores diferenciais K-lineares em R. Note que D(R) = A, (K) a n-ésima algebra
de Weyl sobre K. Recordemos a agao natural de G em D(R) vide ([33], segdo 1) e
entao considere o anel dos invariantes D(R)%.

e Primeiramente recordemos a construgao de D(R) como sendo um subanel de
S = Homg (R, R). A composicao de dois elementos P, @ de S é denotada por P- Q. O

comutador de P, Q é
P.QI=P-Q-Q-P.

Temos a inclusdo natural n : R — S onde n(r) : R — R é a multiplicagao por 7.

Seja Dy(R) = R visto como um subanel de S. Para i > 0 seja
DZ(R) = {P es ‘ [P, 7’] S lel(R)}

Os elementos de D;(R) sao ditos de operadores diferenciais de R de grau menor ou
igual a i. Note que D;y1 2 D;(R) para todo i > 0. Vamos mostrar isso por indugao:
para i = 0 seja 0 € Do(R) = 0 = s € R. [0,r] = psptr — pirpts = 0 € R = Do(R) =
6 € D;(R). Supondo por hipétese de inducao que D;_1(R) C D;(R) e sendo 6 € D;(R)
tem-se [0,7] € D;_1(R)Vre R=1[0,r] € D;(R)VreR=0D;;1(R). Seja agora

D(R) = | Di(R).

i>0

Este é o anel dos K-operadores diferenciais de R. Com efeito, 8, 7D(R) = 6 € D;(R)
e 7 € Dj(R) podemos supor que 0,7 € D;(R), agora [0 +7,7r] = (0 +7)r —r(0+71) =
Or +1r —rf —rr =1[0,r] +[r,r] € D;_1(R) logo 8§ + 7 € D;(R) C D(R).

Observagao 2.22. Note que Dy(R) = R é aditivo. Supondo por inducao que D;(R) é
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aditivo tem-se 0,7 € D, (R) implica
[0+ 7 7] =1[0,r] + [7,7] € Di(R),

donde D;(R) é aditivo para todo i > 0.

Pode-se mostrar que D(R) = A, (K).
Seja D(R)_; = 0. Note que o anel graduado

gt(D(R)) = ) D(R)i/ D(R);-1 = R[Dy,-- -, 3,],

i>0
¢é isomorfo ao anel de polinomios em n variaveis sobre R.

Observagao 2.23. Defina uma acao de G em D(R) como segue. Sejam 6 € D(R); e
g € G. Entao:

g0 : R — R
ro— g-0(g7'r).

Pode-se verificar que g6 € D(R);. Entao obtemos uma a¢ao de G em D(R). Pode-se
verificar facilmente que G — Aut(D(R)).

Observagao 2.24. (i) Sejam s € R e ps : R — R a multiplicagdo por s. Entao gus = ftgs.
(ii) Seja g € G C GL,(K) dado pela matriz T, podemos verificar que

Onde (—)! indica a matriz transposta. Note que ¢gd; é uma derivac¢ao para todo g € G,

e todo 1.

e Seja D(R)® o anel dos invariantes de G. Para i > 0 seja (F); = D(R) N
D(R)®. Pela Observagao tem-se Fyp = RY. O anel graduado gt(F) é um su-
banel de gt(D(R)). Pelo ([33], Teorema 1) existem uma G-agao natural em gr(D(R)
com gr(D(R))Y = gt(F). Daf segue que:

(i) D(R)Y ¢ Noetheriano, desde que gt(F) é Noetheriano;

(ii) gr(D(R)) ¢é finitamente gerado como gr(F)-médulo. Assim D(R) é finitamente
gerado como um D(R)%médulo. Apesar de nao usar esses fatos nesse texto, é conve-
niente cita-los aqui.

e Seja D(R) x G um anel de grupo de D(R) com respeito a G. Seja D(R)“ o anel

dos invariantes. Claramente D(R) é um D(R) * G-médulo.
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Proposigao 2.25. R é um D(R) * G-mé6dulo.

Demonstracao. Claramente R é um D(R)-médulo e que G é uma acao em R. Portanto
da observagao 2.1 é suficiente verificar que para quaisquer §# € D(R),g € Ger € R
tem-se g(0 - 1) = g(0) - g(r). Observe que 0 - r = §(r) para qualquer § € D(R). Entao

9(0-r) = g(0(r))

enquanto que

pela observagao ([2.23). Portanto R é um D(R) * G-mddulo. O

Observagao 2.26. Notemos que o anel R *x G é claramente um subanel de D(R) % G.
Entao os D(R) * G-mddulos sao naturalmente R* G-médulos. Sejam M um D(R) * G-
médulo e f € RY. Temos uma G-agao natural em My, veja . Sabe-se que M é
um D(R)-médulo.

Com isso temos a
Proposigao 2.27. (Com as hipéteses acima). My é um D(R) * G-mddulo.

Demonstragao. Temos que provar que para todos o € G,0 € D(R) e £ € My que

o (08) = o (0)a(8)- (2.1)

Como D(R) é gerado por R e derivagoes é suficiente provar ([2.1]) quando 6 € R ou é
uma derivacao. Quando 6 € R entao claramente (2.1)) vale, vide (2.17). Agora assuma
que 6 é uma derivacao. Pela Observacao (2.24] ii), o(f) também é uma derivagao. Seja

& =m/ f*, calculamos:
a(0€) = a(0(m/f")),
o (L2

fif
o (f - f6(m) m(if“9(f))>
Fif
. <e_m _ z'w(f))(m))
fz' fi-l—l
_olom) _io(8(f))(m)
fi fi+1 :
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O préximo passo é calcular o(0)o(§). Como o(f) é uma derivagdo obtém-se

o(o(6) = a(6) (7).

T
_o(®)a(m) io(6(f))o(m)
fi fi—i—l :

Note que:

(1) o(6m) = o(O)(m);

(2) 0(0)(f) = o(0(" £)) = o(6(F)); desde aue f € RS (of = f = f = 07f)
Entao o(0¢) = o(0)o (). Segue que My é um D(R) * G-mdédulo.

2.3 Anéis Invariantes Cohen-Macaulay

Para encerrar este capitulo vejamos alguns resultados que relacionam o anel
dos invariantes e os anéis Cohen-Macaulay. O leitor podera consultar as definigoes e
resultados pertinentes de anéis Cohen-Macaulay no Apeéndice. Comegamos com um

resultado auxiliar:

Lema 2.28. Sejam R um anel, G um subgrupo finito dos automorfismos de R com
|G| inversivel em R. Entao:
(i) IRN RY = I, para todo ideal I de R®.

(ii) Se R é noetheriano, assim também o é RC.

Demonstragdo. Seja p : R — R o operador de Reynold. i) (C) Se Ya;r; € R onde
a; € I,r; € R entao
Yar; = p(Bair;) = Zap(r;) € 1.

(D) Obvia.
ii) Sejam I, C I, C ... C I, C ... uma cadeia ascendente de ideais em R®. Entao,

I, R = 1,,+1R = I,,+2R... para algum ny € N, desde que R ¢é Noetheriano. Portanto,
IwRONRY =1, RNR® =1, »RNRY = ..
entao, pelo item a) tem-se

Ino - In0+1 - In0+2 = ...

ou seja, R é noetheriano.

]

Agora iremos verificar explicitamente um exemplo em que R“ é Cohen-Macaulay.
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Exemplo 2.29. Seja G = {1,—1} C k\{0}, onde k é um corpo qualquer. Considere o

anel de polinomio R = k[r, s]. Entao R® é Cohen-Macaulay.

Solugao 2.30. Sabemos que R¢ = {f(r,s) € k[r,s] : o(f(r,s)) = f(r,s),Y o € G}.
A agdo G x R — R édadapor 1- f(r,s) = f(r,s) e =1- f(r,s) = f(—r, —s). Portanto,

RY = k[r? rs, s?]. Considere a sobreje¢ao

¢ kXY, Z] — k[r? rs,s?

X — r?
Y — TS
A — 52

Temos que ker(¢) = (Y2 —XZ) = k[r?,rs, s*] 2 k[X,Y, Z]/(Y? - X Z) é um dominio,
logo o ideal (Y? — X Z) nao ¢ um divisor de zero, daf é uma k[X,Y, Z]-sequéncia e pelo
(B.1) k[X,Y, Z]/(Y? — X Z) é Cohen-Macaulay. Portanto R“ ¢ Cohen-Macaulay.

O proéximo teorema é conhecido como Teorema da finitude de Hilbert.

Teorema 2.31. Seja G um subgrupo de G L, (k) agindo sobre kx| = R. Considere que
S = k[z]® e que existe o operador de Reynolds p : R — S. Entdo S € finitamente

gerado como k-dlgebra.

Corolério 2.32. Seja G um subgrupo de GL,, (k) agindo sobre k[zx] = R. Suponhamos

que mdc(|G|, char K) = 1. Entao k[z]¢ é finitamente gerado como k-dlgebra.
O teorema abaixo foi demonstrado por Hochster-Eagon em 1971. Eis-o:

Teorema 2.33. Seja G C GL,(K) um grupo de ordem ndo divisivel pela caracteristica
do corpo K, i.e, mdc(|G|, charK) = 1. Entdo k[x]® é Cohen-Macaulay.

Demonstragio. Sejam R = k[z] e S = k[x]¢. Considere p : R — S o operador de Rey-
nold. Seja I um ideal de S. Sabemos que IRNS =1 (2.28)). Seja k[zy,...,x,] a nor-
malizacio de Noether (2.31)) do anel graduado S, os z; € k[x]“ sdo algebricamente in-

dependentes. Sabemos que a extensio k[z1, ..., x,] — k[z] é inteiraf] Seja (21, ..., z,) C

klxy, ..., z,) maximal. Sabe-se que \/(z1, ..., z,)k[x] é igual a uma intersegao de primos
minimais, e cada um desses primos minimais p; satisfazem p;Nk[z1, ..., x,] = (21, ..., xy)
daf pela maximalidade todos os p;’s s@o iguais ao ideal irrelevante (z) = Ry. Em suma
(21, ..., 2,) R é R, -primario. Como R é Cohen—Macaulayﬂ segue que x = Iy, ..., T ¢ uma
R-sequéncia. Afirmamos que x é uma S-sequéncia. Suponhamos que 1 <i<n,s € S

com sz; =0 em S/(x1,...,2,)S = sx; € (x1,...,7;_1)S, entao sx; € (xy,...,v;_1)R, dai

note que k[z] — k[z]¢ é inteira, vide (7], 11.1.1,1).
622 , .
j4 que todo corpo é Cohen-Macaulay e usando (B.44)).
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s € (x1,...,7,_1)RNS = (1, ...,7,_1). Portanto z é uma S-sequéncia, donde S = R é
Cohen-Macaulay. O]

Exemplo 2.34. A hip6tese mde(|G|, charK) =1 é essencial.

Solucgao 2.35. De fato o seguinte contraexemplo mostra que quando char K divide |G|
tem-se que RY nao é necessariamente Cohen-Macaulay:
Tome G = Z/4Z e R = k[x,y, z,w|, onde k = Z/27Z ( Entretanto nesse caso, pode-se

mostrar que R é um dominio de fatoragdo tnica, Vide ([35]) para mais detalhes).
O teorema abaixo pode ser encontrado em ([37]).

Teorema 2.36. Sejam R um anel noetheriano e G um grupo finito tal que |G| é

inversivel em R. Se R é Cohen-Macaulay entdao R® é Cohen-Macaulay.
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Capitulo 3

Cohomologia Local de Anéis

Invariantes

3.1 Cohomologia Local Associada

Sejam A um anel noetheriano comutativo e G C Aut(A) um grupo finito com
|G| inversivel em A. Seja A% o anel dos invariantes de G. Seja A * G um grupo agindo
sobre um anel A com respeito a G. Nesta secao iremos mostrar que certos médulos
de cohomologia local sobre A tem uma estrutura natural de A * G-mddulo, com isso,

investigaremos algumas dessas propriedades. Comecamos com:

Teorema 3.1. Sejam M um A x G-mddulo e I um ideal em A®. Entao
(1) Hi (M) é um A x G-mddulo para todo i > 0.
(2) H: ,(M)® = H{(M®) para todo i > 0.

Demonstracao. (1) Seja I = (f1, ..., fs. Considera o complexo de Cech (modificado)

C:O—>M—>@Mfi—>---—>Mfl...fs—>O.

i=1

Afirmacao: C é um complexo de A * G-mddulos. Em virtude do lema , cada
moédulo em C é um A« G-moédulo. Assim necessitamos provar que cada diferencial em
C ¢é A x G-linear. Para mostrar isso devemos verificar que se f,g € A9 entdo o mapa
natural ( onde M; = {1, f, f, /%, ..., })

n Mf — Mfg
m/f" — (g"m)/((f9)")
134 que AS é noetheriano
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¢ A x G-linear. Claramente 1 é A-linear:

(o) -0 () - G o timeoa

e da mesma forma,

(m 4 ﬁ’) _ (f"'m + f”m’) _ g m A frm)
U fn fn’ U fn+n’ (fg)n+n’
_ gn+n’fn’m gnJrn’fnm/ _ (ﬁ) (ﬁ)
G gy~ "\ ) TIF )
Agora seja & € My digamos £ = m/f' = o = o(m)/f* = n(c&) = g'c(m)/f'g". Note

que,

on(€) = olg'm/f'g’) = g'o(m)/f'g" = n(of).

Entao n é A*G-linear. Assim C ¢ um complexo de A * G-médulos, segue que H? (M)
é um A x G-modulo para todo ¢ > 0.

(2) Afirmacio: O complexo C% como definido no teorema ¢ um complexo de
Cech em M. De fato,

s G
C%:0— M% - (@Mﬁ) — o= (Myyg)¥ =0
i=1
isso nos d& (2.18))

Co:0— MY PM) = - = (My,.p)? =0

=1

entretanto pelo lema (2.17)), tem-se

CG:O—>MG—>@MJ§§—>---—>MJ€_%—>O.

=1

Com isso concluimos que H'(Cy @ M)%) = H'(Cy @ M), onde f = fi,..., fs. Agora
usando o teorema (|1.32)) tem-se,

H'(Cy @ M) 2= Hy(M®),
e por outro lado usando (|1.36))

Hiy (M) = Hy(M)© = (H'(Cy @ M) = H'((Cy @ M)®) = H'(Cy ® M)
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3. Cohomologia Local de Anéis Invariantes

No pentiltimo isomorfismo usamos (2.16} 5). Portanto Hi,(M)¢ = Hi(M®) para todo
1> 0.
[

Como uma consequéncia do teorema anterior tem-se, o

Corolario 3.2. Sejam I, 1, I, ..., I, ideais em A%. Entao:
(1) H:,(A) 6 um A * G-médulo para todo i > 0. Além disso,

Hiy(A)® = H}(A%);

(2) Para todos i; > 0,onde j = 1,...,7, Hj' ,(HP 4 (--- H 4(A) -+ - ) é um AxG-médulo.

Além disso,
HﬁA(HEA(' o H;:A(A) T )G = HﬁA(HﬁA(' o H;:A(AG) T )

Demonstragao. (1) E uma consequéncia imediata do teorema 1. desde que A é um
A x G-médulo.
(2) Vamos provar o resultado por indugao em r. Para r = 1 é justamente a parte 1.

Assuma que o resultado vale para r — 1 onde r > 2. Fixe iy, ..., 4, > 0. Seja
M = iz Hip4(A) ).
Por hipotese de indugao M é um A x G-médulo e
MO = (- Hip(A%) ).
Pelo Teorema segue que para todo i; > 0, HEA(M) é um A * G-médulo e
Hp: o (M)© = Hp (M),

O resultado segue imediatamente.
O

O leitor podera revisar os conceitos e os resultados de anéis de operadores diferenci-
ais que foram introduzidos no capitulo 2 e no Apéndice. Neste momento iremos provar

um resultado andlogo ao teorema (3.1)).

Teorema 3.3. Seja M um D(R) x G-mddulo. Seja I um ideal em RY. entdo:
(1) Hip é um D(R) x G-mddulo para todo i > 0;
(2) Hin(M)C = HY(M®) para todo i > 0.
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Demonstragdo. (1) Seja I = (fi,..., fs). Considera o complexo de Cech (modificado)

s
C:O%M%@Mﬁ — o= My, .5, — 0.
i=1

Afirmagdao: C é um complexo de D(R) % G-médulos. Pela proposigao anterior
cada médulo em C é um D(R)* G-mddulo. Assim, temos que provar que cada diferen-
cial em C é D(R)* G-linear. Para mostrar isso ¢é suficiente ver que se f,g € R® entdo o
mapa natural 7 : My — My, (como no teorema ¢ D(R) * G-linear. Claramente 7 é
D(R)-linear. Por um argumento analogo ao teorema tem-se que n(c&) = a(n(§))
para qualquer 0 € G e £ € M;. Portanto n é D(R) * G-linear, e segue que C é um
complexo de D(R) * G-mé6dulos. Dal Hip(M) é um D(R) * G-médulo para todo ¢ > 0.
(2) Note que o complexo C® definido no teorema é um complexo de Cech em
M€ . Pelo teorema segue que Ht,(M)% = H{(M®) para todo i > 0.

O

Como consequéncia trivial obtemos a prova do teorema ((0.1)).

Teorema 3.4. (Com as hipéteses acima). Seja I um ideal em RC. Entdo para todo

i >0, HY{(RY) possui comprimento finito como D(RY)-mddulo.

Demonstra¢ao. Vamos aplicar o teorema no caso em que M = R. Notemos que
Hp(R) ¢ um D(R)-m6dulo Holonomico ([16], pagina 46). Assim possui comprimento
finito como D(R)-médulo (B.16). Segue que Hip(R) tem comprimento finito como
D(R) * G-médulo. Logo pelo corolério tem-se H(RY) = Hip(R)Y possui com-

primento finito como um D(R)%-médulo. O

3.2 Resolucao Injetiva Equivariante

Nesta secao A é um dominio normal comutativo com corpo de fragdes L.
Também G é um subgrupo finito do grupo dos automorfismos de A. Assuma que
|G| ¢ inversfvel sobre A. Seja A® o anel dos invariantes de G. Entao A é normal (vide
[6], 6.4.1). Recorde também que todo dominio regular é normal. Seja F' o corpo de
fracoes de AY. Note que G age em L e L¢ = F. Assim L é uma extensao de Galois de
F e o seu grupo de Galois é G. Seja m um ideal maximal de A“. Considere ny,....n,
todos os ideais maximai sobre m. Por ([19], 8.3) para i, existe o/ (n;) = n;. Nosso

principal resultado nessa secao é o seguinte:

2Essa quantidade de ideais maximais ¢ finita em virtude de ([25], 8.1.17).
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Teorema 3.5. (com as hipdteses acima) Seja M um A % G-mddulo. Entdo para todo
n >0,

(1) O médulo de cohomologia local H ,(M) é um A * G-mddulo.

(2) Como A-mddulo, tem-se

r

H30 (M) = @D Do (Hia (M),

(3) Parai=1,..,r;

(4) Se ol (n;) = n; entdo,

0] (Do, (Hy s (M) = T, (Hyy o (M)

Antes da demonstracao, porém, precisamos do lema abaixo. Seu ingrediente
fudamental é a sequéncia de Mayer—Vietoris bastante difundida em cohomologia local

e topologia algébrica, sugerimos a 6tima referéncia ([4]) para mais pormenores.

Lema 3.6. Sejam a, b ideais de um anel R e M um R-moddulo. Se a, b sdo comaximais
entao temos um isomorfismo, I'q(M) & T'y(M) = T'ys(M).

Demonstracao. Pela sequéncia de Mayer—Vietoris temos
0 = Topo(M) = To(M) & Ty(M) — Tanp(M) — Hyp (M) — ...

Como a,b sdo comaximais entdao a +b = R daf Ioye(M) = Hy (M) =0, ¢ 0

resultado segue-se. O]

Por indugao, podemos provar que se ay, ..., @, sao comaximais entao

Finalmente vamos fornecer a prova de (3.5)):

Demonstragao. (Do teorema A afirmagao feita no item (1) segue do teorema ((3.1)).
Seja E uma resolugao injetiva de M como um AxG-médulo. Pelo lema ([2.21)) E também

é uma resolucao injetiva de M como um A-mdédulo. Observe que vmA =n;---n,. De
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fato, extensdao A — A é inteira e n; N A = m para i = 1,...,r. Afirmamos que
Var(mA) = {ny,...,n.}. Se q € Spec(A) e ¢ D mA entdo gN A D mANAY =m
(2.28). Portanto, m = qN AY = q = n;, para algum 4. Logo, Var(mA) = {ny,...,n,} e

vmA = ﬂ g=nN---Nn, =ng---n,.

q € Var(mA)

Note que os n; sdo comaximais (|1.3)) donde

r

Fna(E") = EB L, (E™).
i=1
Seja d™ o n-ésimo diferencial do complexo I'ya(E). Escreva d" = (ufn) onde an :
[y, (E") — Iy, (E™!) é A-linear.
Afirmagao 1: ,uzm =0 para i # j.
Prova da Afirmagao 1: Seja a € T'y,(E™). Entao uin(a) € Iy, (E™"). Entao existem
t1, 1o tais que ni'a =0 e n;Quin(a) = 0. Como i # j tem-se nj' + 12 = A =1 =¢; +¢;

onde ¢; € nﬁl ecj € n§2 daf a = ac; + ac; = c;ja. Portanto,

1 (a) = ¢, (a) = 0.

Como consequéncia da afirmagao 1 obtemos o médulo de n-co-ciclos:
Z"Twa(B) = P 2" (Tw (E)),
i=1
e os médulos de co-fronteiras:

B"(Tna(E) = €D B" (I, (E)).

segue que

Hya(M) = €D H;, (M),

Agora (2) e (3) segue do fato que I'y, (H ,(M)) = H; (M).
(4) Seja ol(n;) = n;. Antes de tudo vamos mostrar que o) (T, (E")) = [y, (E"). Seja

J

§ € I'y,(E), assim nf§ = 0 para algum s > 1. Note que oj(n]) = nj. Seja b € n,

portanto existe a € n¥ com o? (a) = b. Observe que
bol (€) = 0] (a)o] (€) = o] (al) = 0.
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Consequentemente o7 (£) € I'y,(E") = o (T, (E")) C T, (E"). Considerando (o7)~!

obtém-se (07) (I, (E™)) C Ly, (E™).

Como d" é A x G-linear, decorre que o seguinte diagrama é comutativo:

Com um argumento semelhante pode-se provar que

o/(Z"(Lw (E))) = 2"(Tw,(E)) e o(B"(I,(E))) = B"(Ty,(E)).

7

Portanto
ol (H (M) = H; (M),

nj

3.3 Um Resultado Crucial

Nesta secao iremos provar um teorema que sera fundamental na prova do teorema
(10.1). Eis-o.

Teorema 3.7. Sejam K um corpo e R um dominio reqular contendo K. Seja G um
subgrupo finito dos grupos dos automorfismos de R. Admita que |G| € inversivel em
K. Considere R® o anel dos invariantes de G e I, I, ..., I, ideais em R®. Chamamos
T(R) = Hﬁ(Hg( -~ Hy (RY)--+) para alguns iy, ...,i, > 0. Seja P um ideal primo de
RE com ht(P) = g. Entdo para todo j > 0,

g
H PRSG

(HL(T(RY))) (RE)",

P p—
para algum s > 0 finito.

Demonstragdo. Sejam L o corpo de fracdes de R e F o corpo de fracdes de R¢. Note
que L é uma extensao de Galois de F' com grupo de Galois G. E claro que RY é normal

e que seu fecho inteiro de RY em L é R. Seja
T(R) = HﬁR(H}SR(' ) 'H;:R<R) )

Seja A = Rpﬂ entdao pelo lema (2.19), G age via o automorfismo em A e A® = R%

3Na realidade A = S™'R, com S = R%\ P portanto Rp nao é local.
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¢ local; vide o lema e o lema . Observe que A® é normal e o seu fecho
inteiro de A% em L é A, vide ([1], 5.2). Note que PA® é o tnico ideal maximal de
A%, Sejam P, ..., P, ideais maximais de A sobre P. Podemos verificar que ht(P) = g,
para | = 1,...,r. De fato, a desigualdade ht(P)) < ht(P) = g é satisfeita em virtudeEl
da extensdo inteira R — R. A desigualdade oposta segue do fato que R é regularﬂ
Por ([19], 9.3), para k,l; existe o € G tal que oL(P;) = P. Seja M = T(A) =
Hp y(Hp (- Hy 4(A)--+)). Entdo M é um A x G-médulo, assim pelo teorema

tem-se

H} (M @Hf: e Oi(ﬂfgk(M)) = Hggl(M) para todos 1, k.

Agora notemos que T(R)p = M. Pela proposicao (|1.15))

H} (M) = H}(M)p
= Hpa, (Mp) por (1.36

= Hpp, (T(R)R)

= Hjl!%(HﬁR(H}zR(' o H;:R<R) )R-

Segue dos resultados de Lyubeznik ([16], 3.4) em caracteristica zero e por ([I7], 1.5,2.14)

em caracteristica p > 0, que
HZ(H}}R(HER(' T H;:R(R) o ))p = ER<R/PZ)% para algum t; > 0 finito.
Também pela proposicao ,
Hp,A(A) = Hp o, (AR) = Er(R/F)p,

Portanto
Hi, (M @ HY, 4(A)".

Observe também que
JL(HIQDZA(A)“) = H} ,(A)™  para todos 1, k.

dai concluimos que t; =ty = --- = t,, pois ¢ é um automorﬁsmdﬂ. Ponhamos s = ¢;.

“Ver ([19], Exercicio 9.8).
SVer ([19], Exercicio 9.9, Teorema 9.4) e que todo dominio regular ¢ normal.
%Tsso implica Hp, ,(A)"* = H}, ,(A)"* donde t; = t;, para todos [, k.
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entao N
- (@ H]ngA(A)> = Hpa(A)%
=1
como A * G-mddulos. Tomando invariantes tem-se

HY, o (M€) 2 Hp 16 (A%)* = H],

PRG

(RE)".

Por fim notando que

H]

bac(M©) = (Hp(T(R)))p.

o resultado segue.

Observagao 3.8. (Com as hipétese acima) Seja A = Rp. Se N =T(R)p e se Py, ..., P,

sao ideais primos em R sobre P entao mostramos que

a0 B

Hp(T(R%)p) 2= H} o (RE)".
¢ importante notar que a mesma constante aparece em ambas as equacoes acima.

O préximo lema pode ser encontrado em ([29]). Ele é fundamental para a demons-

tragao do ultimo teorema desta secao.

Lema 3.9. Sejam (A, m, k) um anel Local noetheriano ¢ E = Er(£). Entao:
(a) O médulo E é artiniano;

(b) O médulo M é artiniano < M C E™, para algum n > 1.

3.4 O Caso em que R® é Gorenstein

Nesta secao iremos provar a primeira parte do teorema ({0.1)).

Teorema 3.10. Sejam K um corpo e R um dominio reqular contendo K. Seja G um
subgrupo finito dos grupos dos automorfismos de R. Admita que |G| € inversivel em
K. Considere R o anel dos invariantes de G. Além disso, suponha que R¢ é Gorens-
tein. Sejam Iy, Iy, ..., I, ideais em RY. Chamamos T(RY) = HE(HE( - Hp (RY)--+)
e T(R) = Hy n(HP (- Hy g(R) -+ +) para alguns iy, ..., i, > 0. Entdo:

(i) injdimpa(T(RC)) < dim SuppT (RY);

(i) Seja P um ideal primo em RC. Entio u;(P,T(R®)) = p;(P',T(R)) onde P' é

qualquer ideal primo de R sobre P.
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Para tanto invocamos o lema ([I6], 1.4).

Lema 3.11. Seja A um anel noetheriano e M um A-médulo (M nao necessita ser
finitamente gerado). Seja P um ideal primo em A. Se (H%(M))p é injetivo para todo
j > 0 entdo (P, M) = po(P, Hp(M)).

Agora fornecemos a

Demonstragdo. (Do teorema [3.10)). Ponha M = T(RY) Seja P um ideal primo de R®
de altura igual a g.
(i) Pelo Teorema ([3.3]) tem-se

HL(M)p = H?

PRG(Rg)S para algum s > 0 finito.

Como RY ¢é Gorenstein tem-se que RS é um anel local Gorenstein. Assim

g = ht(PRS) = dim(RS) = HY

PRG(R = Epe(RE ¢/PRE) = Epa(R/P),

dai H,(M)p = Epe(R%/P)* é um RS-médulo injetivo.
Entao pelo lema (3.11)) temos que

:uj(Pv M) = MO(P7 HJJD(M))

Pelo teorema de anulamenento de Grothendieck H ]JD(M ) = O paraj > dim Supp M.
entao (P, M) = 0 para todo j > dim Supp M para qualquer idela primo P de R®. As-
sim se E é uma resolucao injetiva minimal de M tem-se E/ = 0 para j > dim Supp M.
Entao

mngdim M < dim Supp M.

(ii) A idéia é localizar em P e usar o resultado (3.8]). Note que

j S ~v R ’
H}p (T @ 50 @ Er (P,)
donde pio(P/, H} e (T(R)p)) = p;(P', T(R)) = s. Da mesma maneira,

HA(T(RO)p) 2 HY 1 (RE)® = Epo(RS/P)’,

donde yio(P, Hp(T(RY)p)) = p1;(P, T(RY)) = s. =
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3.5 O Caso em que R“ nao é Gorenstein

Nesta se¢ao provamos a segunda parte do teorema ((0.1)).

Teorema 3.12. Sejam K um corpo e R um dominio regular contendo K. Seja G
um subgrupo finito dos grupos dos automorfismos de R. Admita que |G| é inversivel
em K. Considere RS o anel dos invariantes de G. Sejam I, I, ..., I, ideais em RC.
Chamamos T(RC) = H}(HP (- Hy (RY)--+) para alguns iy,...,i, > 0. Seja P um
ideal primo de R® com RS ndo Gorenstein. Entdo para todo j > 0, os niimeros de
Bass u;(P, Hi(RY)) sao zero para todo j ou existe c tal que p;(P, H{(RY)) = 0 para
j <cepj(P,HI{(RY)) >0 para todo j > c.

Demonstracao. Apos localizarmos, é suficiente provar o resultado para ideais maximais,
vide (2.17) e (2.19). Sejam m um ideal maximal em R® e d = ht(m). Sejam M =
T(RY),E = Epc(RY/m) e | = RY/m. Seja G uma resolucao injetiva minimal de M.

RG ) wi(p,M)

Sabemos que G’ = EBPE Spec(RE) Ere (— . Assim podemos escrever

P
G/ =Gi@®E, comm ¢ Ass(@)

Entao, pj(m, M) = r; para j > 0. Sabemos que r; é finito para todo j > 0, a justifica-
tiva vem de (3.9). Suponhamos que existe j tal que r; > 0. Seja ¢ = min{j | r; > 0}.
Iremos mostrar que
r; > 0, para todo j > c. (3.1)
Seja E = I'y,(G). Primeiramente temos:
Afirmacdo 3.13. B/ = E™ para todo j > 0.

Prova 1: B/ = I[(G) = Tw(Gi @ E") = Tw(GI) @ Tw(E") = 0@ E' = E', j&
que usando-se e o fato que m ¢ Ass(G’) vem Ass(Fm(@)) =0= Fm(@) = 0.
A outra parte, usou-se o seguinte fato I'y(M) = M < Ass(M) = Var(a). O

Prova 2: Temos

. . RGN\ A

/= TW(G)) =Ty (ERG (F)) ~ Fpe (Tw(RY/m))"” = Ege(RE/m)"7 = B,

onde usamos (1.§). O
Além disso pelo lema (3.3 e a proposicao (|1.15)) tem-se,

H)(E) = H' (w(G)) = H,(M) = H}(T(R%)) = H}(T(R®))m = Hype(R7)™

> Hlpe (RS © R)™ = Hy(RO)™ @po Ry = (Hy(RE)™)n

"i4 que Ass(@@ M;) = |J Ass(M;) e Ass(Er(R/p)) = {p}.
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>~ HA(RY)*  para algum s;ij > 0 fzmt

Considere S o completamento de RY em m, ou seja, S =lim RE/m" = /\(RG).

neN m
R¢ RS
Hire (?) = Frg <_ng)

S /\ng(Rg)
b <m_s) = Ehung ) (mRG Awrg(RS) )

O isomorfismo A (RY) = /\mRS(Rg), decorre de RY/m™ = RY /m"R¢ e do fato que o

seguinte diagrama é comutativo:

Notemos que

RG RS
m

+1RG

mntl mn RS
RC RS
m

o G

mn mn RS

Portanto,

Eoc Rg —F . /\ng(RrCrf)
R§ mRC ~ TAurg (Bx) mRG/\ng(Ran) :

Conclusao, E = Eg(S/mS). Sejam (=) = Homg(—, Es) o dual de Matlis do funtor S e
77 = Ker(§),BI =1 m(éj_l) os médulos dos j-co-ciclos e j-co-fronteira do complexo
B — B B % it L Vamos provar as seguintes afirmacoes por
indugao em j > c¢:

() 70 £ 0,
(i) injdim Z7 =

(i) (Z7)" é um S—modulo nao livre Cohen Macaulay maximal;

(iv) BIt! £ 0;

(v) injdim B/ = oo;

(vi) (B7T)Y é um S-médulo nao livre Cohen Macaulay maximal.

¢ conveniente provar todas as afirmacoes juntas para j > c. Note que (i) implicard nossa

afirmagao. Vamos provar o resultado para j = c. Note que como G é uma resolugao

injetiva minimal de M = T'(R) tem-se que a aplicagao

Srecorde ST'R®@ M = S™'M e (1.36)) .
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RS . RS ..,
Hompg (m—};G,G{n) — Hompg (m};G,G{;“ )

m

é a aplicagao nula. Mas

RG . RG
Hompg (m—Rg,an) = Hompa (F’G])m

donde pelo principio local-global tem-se que a aplicacao abaixo é nula:

Hompg,(l,G’) — Hompg,(I,G'™),

recorde que [ = RY/m.
Desde que Hompg,(l, @) = 0 para todo j > dﬂ obtemos que a aplicagao abaixo é
nula
Homp, (1,GI & E™) — Homp,,(I,GIt1 @ E"+)

e por sua vez,

Homp,(l,E"7) — Homp, ([, ")V j >0

¢ a aplicacao nula também. Se Z¢ = 0 consideramos a sequéncia 0 — E¢ — E<t! e apli-
cando o funtor Hom: 0 — HochC(l,Ec) —>CHoch(l, E“™) tem-se Hompa(l, E°) =
(0 :ge m) =0 mas E° = Epc (%) ) (%) seria tal que (0 :ge m) # 0, logo Z¢ # 0.

Também Z¢ = Ker(56°) e j& vimos que HI(M) = HI(R%)%i. Agora dado o com-
plexo: -+ G ! — G — G — ... aplicando ['y(—) tem-se:

o 3 Tr(GY) = Th(GE) = Tp(GH) — -
ou seja,

6c71 5¢
o= 0°— EC S BT

dai HS(T(RY)) = Ker(6¢)/Im(0°t) = Ker(6¢) = Z¢. Conclusao Z¢ = HZ(R®)%

para algum s;; > 0 finito. Agora

H3(RC) = (HY(R®))w = HEpo(RS) = HE 1o (RS) ®pg [\ (RY)

mRS

~ HY N\ (RS) | = Hig(S) = HL(S),

RS AN
mRy

9Ass (Hoch (%G, @J>> = Supp (%) N Ass(G7) = Var(m) N {p € Spec(R) | p #m} = 0.
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onde usamos sucessivamente (dentre outras coisas) a proposicao (1.15) e ([6], 3.5.4(d)).
Como S nao é Gorenstein segue que HZ(S) nao ¢ injetivo (B.62). Além disso H4(S)Y =

w o moédulo candnico de S é um S-mddulo nao livreEl Cohen Macaulay maximal.
Afirmagdao 3.14. Z°¢ possui dimensao injetiva infinita.

Justificativa: Sabemos que I',(E7(S)) =0V j <ce0 — H(S) — [n(EYS)) —
Cn(E4(S)) — -+ é uma resolugao injetiva infinita minimal assim 0 — Z¢ —
Con(EY(S))% — Ty(E4(S))%% — -+ é uma resolucio injetiva infinita minimal. [

Note que (Z¢)Y = w®s é um S-mddulo nao livre Cohen Macaulay maximal. Consi-

dere a sequéncia exata
0— 7°— E™ — Bt — 0.

Em virtude de injdimZ¢ = oo segue que Bt # 0 (caso contrdrio Z¢ = E™ absurdo)
e B! possui dimensao injetiva infinita. Aplicando o dual de Matlis obtem-se, a
sequencia exata

0 — (B)Y — S — (Z°)Y — 0.

Portanto (B¢!)Y é um S-médulo nao livre (((1.40))) Cohen Macaulay maximal (B.45]).
Agora assuma que o resultado vale para j = n, vamos provar para j = n + 1.

Considere a sequéncia exata

0 — B"t — 7"t — H"TH(E) — 0.
Por razoes 6bvias Z™T! =£ 0. Se H"™(E) = 0 entdo claramente Z™*! satisfaz as pro-
priedades (2) e (3). Se H""Y(E) # 0 entdao H""(E) ¢ isomorfo a HZ(S)*" para algum
sn > 0 finito. Tomando o dual de Matlis obtém-se

0 — w™ — (Z"H)Y — (B"™)Y — 0.

Mas para qualquer S-médulo Cohen Macaulay maximal N tem-se Exti(N,w) = 0

[6][Teorema 3.3.10]. Segue que (|A.12))
(Zn+1)v >~ 5 P (B’nri’l)v.

Disso segue que (Z"1)" é um S-médulo ndo livrd]| Cohen Macaulay maximal. Também

10De fato, se fosse livre seria plano e dual de plano é injetivo 1) uma contradicao.
1 Caso nao fosse livre terfamos tanto w* como (B"*1)Y médulos projetivos donde livres, absurdo.
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tomando o dual de Matlis obtém-se (|1.39))
Zn+1 ~ Bn+1 D Hd(s)sn,
= da :
tem dimensao injetiva infinita. Considere a sequéncia exata
0— 2" — Ett — B2 0.

Como injdimZ""! = co = B"*2 # ( e possui dimensdo injetiva infinita. Finalmente

tomando o dual de Matlis obtém-se a sequéncia exata
0 — (B"?)Y — S+t (Z"HH)Y — 0.

Portanto (B"*2)Y é um S-mdédulo nao livre Cohen Macaulay maximal (B.45). Final-
mente, provamos que Z7 # () para j > c e isso termina a demonstracao pois, a partir
da sequéncia 0 — Z¢ — E™ — Bl — 0 tem-se Z¢# 0= E"™ # 0= r. > 0. (3.1

O
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Apeéendice A
Moédulos Injetivos

Neste apéndice, R denotara um anel comutativo. Se M e N sao R-moddulos, “M
é um submédulo de N” (notagdo M C N) e “existe um homomorfismo injetor ¢ : M —
N7 sao equivalentes e serao usadas neste texto de maneira indistinta, identificando-se

assim o médulo M com sua imagem ¢(M) em N.

A.1 Mobdulos Injetivos

Um R-médulo E é dito injetivo se para cada homomorfismo injetivo o : M’ — M

e cada homomorfismo f : M" — E, existe um levantamento g : M — E (isto é, ga = f).

M LjM
L g
E

Equivalentemente, o R-médulo E é injetivo quando o funtor contravariante Hompg(—, F) :
R-mé6d — R-méd é ezato, isto é, Hompg(—, F) transforma sequéncias exatas curtas em
sequéncias exatas curtas (observe que Hompg(«, F)(g) = ga para quaisquer morfismos
a:M —-Meg: M— E).

Se E = HE“ entao, F é injetivo se, e somente se, cada F; for injetivo. Isto vem
ieA
do fato de que todo homomorfismo M’ — E é determinado de maneira tnica pelas

projecoes M' — E;.
Na pratica, nao é necessario testar todos os homomorfismos possiveis entre R-

modulos para comprovar injetividade.

Lema A.1. (Critério de Baer) Um R-mddulo E é injetivo se, e somente se, todo

homomorfismo b — E estende a um homomorfismo R — FE para todo ideal b de R.
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Demonstracao. Se E é injetivo, entao, todo homomorfismo b — E estende a um ho-
momorfismo R — FE para todo ideal b de R: faca M’ =b, M = R e a = ¢ a inclusdo.
Reciprocamente, considere um homomorfismo injetivo « : M’ — M e um homo-

morfismo f: M’ — E. Considere também a familia de pares
F ={(N,gn):a(M')C NC Megy:N— FEétal que gya = f}.

Esta familia satisfaz as hipdteses do Lema de Zorrﬂ com a ordem (N, gy) < (N, gnr)
quando N C N’ e gy/|y = gn. Isto define uma ordem parcial, de fato:
(Reflexividade):

Idy

P
L 9N
E
(Antissimetria): Se
N’ L—>N e N—L>__N’
gN/j //gN gN ;gN/
E E

entao gy(n) = gn/(t(n)) = gn/(n) para todo n € N.
(Transitividade): trivial.

Defina o conjunto
{(Nx, gnvy)xen = (Na gn,) < (Nwv, Gn,,) quando X < X', A totalmente ordenado}

e N = Uycp Na, gv : N — E definida por n — gn(n) = gn,(n) se n € N, é uma
cota superior.
Entao, existe um elemento maximal (H,g). Se H # M, considere x € M — H e

b = (H :g x). Existe uma aplicagao

p:b H E.

Logo, esta aplicacao estende a ¢ : R — FE. Defina ¢ : H + Rz — E como ¢(h+rzx) =
g(h) + @(r). Observemos que ¥ estd bem definida: se h + rx = b’ + 'z, entdo,
h—h = (r'—r)zeg(h)—g(h') = g((r"—r)x). Por outro lado, r'—r € b = (r'—r)zr € H
e 3(r') — $(r) = 3( — 1) = g((r' — r)a). Logo, g(h) + @(r) = g() + B(r"). Além
disso, ¥ é um homomorfismo, H C H + Rx e 1|y = g, 0 que é uma contradi¢do com

1Se, em um conjunto ndo-vazio e parcialmente ordenado, todo subconjunto nio-vazio totalmente
ordenado tem uma cota superior, entao o conjunto tem um elemento maximal.
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a maximalidade do par (H, g). O

Seja D um grupo abeliano. Dizemos que D é divisivel se para cada d € D e cada
n € N — {0}, existe d’ € D tal que d = nd'.

Existem varios exemplos de grupos abelianos divisiveis:
Exemplo A.2. O grupo abeliano Q dos ntimeros racionais é divisivel.

Exemplo A.3. Somas diretas e produtos diretos de grupos abelianos divisiveis sao
divisiveis.

Solucao A.4. Com efeito, seja d € @ ;D; e n € N\{0}, como cada D; é divisivel
d; = nd} entao d = (dy, ...,d,) = n(d},...,d,,) =nd', onde d' = (d}, ..., d}).

Exemplo A.5. Quocientes de grupos abelianos divisiveis sao divisiveis.

Solucgao A.6. Com efeito, se D é divisivel e sendo D' < D dado d € D e n € N\{0},
existe d € D tal que d =nd logo d+ D' € D/D' = d+ D' =nd + D' =n(d + D'),

como se queria.
Esta nova definicao fornece outra caracterizacao no contexto.

Proposicao A.7. Um grupo abeliano D é injetivo (isto é, um Z-mdédulo injetivo) se,

e somente se, ¢ divisivel.

Demonstragao. Se D ¢é injetivo, considere e € D e n € N — {0}. Fica definido um
homomorfismo f : nZ — D por f(rn) = re para cadar € Z. Logo, existe uma extensao
h:Z — D, isto é, h(rn) = f(rn) para cada r € Z. Assim, e = f(n) = h(n) = nh(1),
donde D ¢é divisivel.

Reciprocamente, suponha que D é divisivel e considere um homomorfismo f : nZ —
D onde n € N — {0}. Assim, existe e € D tal que f(n) = ne. Defina h : Z — E por
h(r) = re. Deste modo, h é um homomorfismo que estende f. Pelo Critério de Baer,

D ¢ injetivo. [
Procedemos a primeira parte da existéncia de médulos injetivos.
Proposicao A.8. Todo grupo abeliano é subgrupo de um grupo abeliano injetivo.

Demonstracao. Podemos ver o grupo abeliano G = ZZQ. Consideremos o grupo
geG

livre F' = GBZ. Deste modo, G = % Mas FF C D, onde D = @Q é divisivel, ja que
geG geqG

Q o é. Portanto, G C % e o enunciado segue do exemplo 3 e da Proposicao 1) O]

Lema A.9. Se D é um grupo abeliano divisivel, entao, Homy(R, D) é um R-médulo

injetivo.
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Demonstragao. O grupo abeliano Homy(R, D) torna-se um R-mdédulo definindo rf :
a v f(ar)paracadar € Recada f € Homg(R, D). Agora, o funtor Homg(—, Homgz(R, D))
é naturalmente equivalente a composigado Homz(—, D)o(R®g—). O funtor R®z— é na-
turalmente equivalente ao funtor id, logo exato, e o funtor Homy(—, D) é exato porque
D ¢ injetivo. Portanto, o funtor Hompg(—, Homy (R, D)) ¢ exato, donde Homyz(R, D) é

um R-médulo injetivo. O]

Concluimos desta forma que a categoria dos R-mddulos possui injetivos suficientes.
Teorema A.10. Todo maodulo é submaodulo de um mddulo injetivo.

Demonstragao. Defina ¢ : M — Homgy(R, M) como m — ¢, onde ¢, : R — M é
definida como r — ¢,,(r) = rm. Observe que ¢ é um homomorfismo injetor de grupos.
Também, existe um grupo abeliano injetivo D e um homomorfismo injetor de grupos
t: M — D. Agora, Homz(R,t) : Homz(R, M) — Homgz(R, D) é um homomorfismo
injetor. Mais ainda, Homy(R,t)¢ : M — Homgy(R, D) é um homomorfismo de R-
modulos: de fato, Homgz (R, t)p(rm) = Homg (R, t)(@rm) = t@rm = a — t(arm). Por
outro lado, rHomgz (R, t)p(m) = rigy, e rip,(a) = wpy,(ar) = v(arm) para cada a € R,

concluindo o requerido. O

Uma sequéncia exata curta

L ™

0 M’ M M 0

é dita “cindida” (splits ou is split) se existe um homomorfismo j : M” — M tal
que 7j = idyw. Equivalentemente, tal sequéncia cinde se, e somente se, existe um
homomorfismo ¢ : M — M’ tal que qu = id .
De fato, defina g(m) = = (m—jn(m)) para cadam € M, expressao que faz sentido pois
7(m—jn(m)) = w(m)—n(m) = 0 donde m—jn(m) € ker(m) = im(¢). Reciprocamente,
defina j(m”) = m — 1q(m) onde m € 7~(m”). O homomorfismo j ¢ bem definido pois
se m(m) = m” = m(n), entdo, 1(m—n) =0 = m —n € ker(m) = ime e existe um tnico
m' € M’ com ¢(m') = m—n. Logo, m" = g(m—n) = q(m)—q(n) e m—n = 1qg(m)—wq(n),
donde m —1q(m) = n—1q(n). Falta agora verificar que j é um homomorfismo: de fato,
sejam a,b € M" entao existem ¢ € 77! (a),d € 77 1(b),e € 77 (a+ b) podemos escolher
e =c+ddonde jla+b) =c+d—1g(c+d) =c—q(c)+d—q(d) = jla)+ j(b).
Finalmente, j(ra) = rc — vq(rc) = re — rig(c) = r(c — 1q(c)) = rj(a), onde r pertence
ao anel.

Observe também que se dita sequéncia cinde, entao, M = M’ @& M" via os isomor-

fismos
a: M — MaoM

m +— (g(m),m(m))
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B MaoM — M
(a,0) = w(a)+j(b)

Com efeito, Sa(m) = B(q(m),m(m)) = tg(m) + jr(m) = m, pois ¢(m) = = (m —
jr(m)). e aBla.b) = alua) + i) = (a(la) + J0). 7(a) + JB) = (alu(a)) +
qj(b),me(a) + wj(b)) = (a + 0,0 +b) = (a,b), pois qj(b) = +7'(j(b) — jm(j(b))) =
1715 (b) — 7(b)) = ¢ 1(0) = 0. Portanto a e 3 sdo inversas uma da outra. Obviamente
eles sao homomorfismos. A conclusao segue-se.

Existe mais uma caracterizacao de médulos injetivos via sequéncias cindidas.

Lema A.11. Um médulo E ¢ injetivo se, e somente se, toda sequéncia exata curta
0—FE— M — M"— 0 cinde.

Demonstracao. Se E ¢é injetivo e ¢+ : E'— M é um homomorfismo injetor, entao, existe
um homomorfismo ¢ : M — E tal que qt = idg.

Reciprocamente, existem um mdédulo injetivo £’ e um homomorfismo injetor ¢ :
E — E' pelo Teorema . Logo, a sequéncia exata

0E—FE —-E/E—0

cindee, ' =E® % = E x £ donde E é injetivo (como também E'/E). O

O anterior lema permite-nos concluir que um médulo injetivo E é somando direto

de qualquer médulo que o contém.
Proposigao A.12. Se Exth(M,N) = 0, entdo toda extensio de N para M cinde.

Demonstracao. Vide ([22], prop. 7.24). O]

A.2 Extensoes Essenciais

Sejam M C N médulos. N é uma extensdo essencial de M (denotamos M C,
N) se todo submédulo ndo-nulo H de N satisfaz H N M # 0. Tal extensao essencial
é dita propria se M C N (trivialmente, M sempre é extensao essencial de si mesmo,
inclusive quando M = 0). Existem outras formas de verificar se uma extensao ¢é

essencial.
Lema A.13. Sejam M C N moddulos. As condicoes sao equivalentes:

1. N é uma extensao essencial de M.
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2. Todo elemento nao-nulo n € N possui um multiplo nao-nulo rn € M, onde r € R.

3. Se ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que |y := @t é injetivo, entao, ¢ é
injetivo.
Demonstracao. Suponha que N é uma extensao essencial de M e seja n um elemento
nao-nulo de N. Logo, Rn é um submoddulo nao-nulo de N e existe r € R tal que
0#rne M.

Se a condicao 2 é satisfeita e ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que |y é injetor,
considere um elemento nao-nulo h € ker ¢. Entao, rh € M — {0} para algum r € R.
Assim, 0 = rp(h) = ¢(rh) # 0, o que é absurdo.

Agora, se a condicao 3 é satisfeita e H é um submoédulo de N, considere a projecao
m: N — % Entao, ker |y, = HN M. Se HN M = 0, entao, 7|y é injetor, donde 7 é

injetor e 0 = kerm = H. Logo, N ¢é uma extensao essencial de M. O
Exemplo A.14. Se M; C, E para 1 <i < n entao ﬂ?zl M, C. E.

Solugao A.15. Seja e € E\{0}. Desde que M; C. E existe r; € R tal que er; €
M;\{0}. Desde que My C, F existe o € R tal que er;ry € My\{0}. Repetindo esse
argumento um ndmero finito de vezes obtemos eryry---1, € M,\{0} para r; € R.
Claramente eryry - - -1, € ()i M,.

Para uma familia infinita o resultado nao vale. De fato, considere o moédulo livre £ = Z
sobre R = Z. E é essencial sobre os submédulos M; = iZ (i = 1,2,...), entretanto E

nao é essencial sobre (), M; = 0.

Se M é um submédulo de N, a existéncia de extensoes essenciais maximais de M em
N fica garantida gracas ao Lema de Zorn. Os médulos injetivos ficam caracterizados

pela nao existéncia de extensoes essenciais proprias.

Lema A.16. Um moédulo ¢ injetivo se, e somente se, nao possui extensoes essenciais

proprias.

Demonstracao. Se E é injetivo e E C M, entdao, M = E & M" (dai automaticamente
E N M = 0) para algum submédulo M” de M pelo Lema (A.11). Se E # M, entao,
M" # 0 e M nao é uma extensao essencial de F.

Reciprocamente, se 2 nao possui extensoes essenciais préprias, considere £ C M,
onde M ¢ injetivo gracas ao teorema . Entao, existe um submodulo nao-nulo
H de M tal que H N E = 0. Pelo Lema de Zorn, existe um submédulo maximal N
de M tal que H C N e NN E = 0. Agora, existe um homomorfismo injetor natural
E — que, de fato, define uma extensao essencial £ C % pelo lema (|A.13]). Deste
modo, F = % Portanto, £+ N = M, donde M = E & N e E ¢é injetivo. O]

2pois seu niicleo é NNE =0
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Deste modo, se M é submdédulo de um médulo injetivo F, entao, todas as extensoes
essenciais possiveis de M devem estar contidas em E. Assim, nao é mais necessario

especificar “o contexto” de M estar contido em moédulo algum gracas ao Teorema
(A.10)).

Proposicao A.17. Se N é uma extensao essencial maximal de M, entao, N € injetivo.

Demonstracao. Suponha que N possui uma extensao essencial (). Entao, () é uma
extensao essencial de M. Logo, N = @), pois N é extensao essencial maximal de M.

Deste modo, N nao possui extensoes essenciais préprias, logo, N ¢ injetivo pelo Lema

(A.16). O

Mais ainda, quaisquer duas extensoes essenciais maximais de um moédulo M devem

ser isomorfas.

Teorema A.18. Se N e N’ sao duas extensoes essenciais maximais de M, entdo,
N = N’

Demonstracao. Sejam o« : M — N e 8 : M — N’ homomorfismo injetor. Logo, «
estende para um homomorfismo injetor ¢ : N' — N pelo Lema e pela Proposicao
(A.17), isto é, o = @B. Logo, N’ é um submédulo de N(pois v é injetora), donde
N’ = N (pela maximalidade). O

Chamamos de envoltoria injetiva (injective hull) de M qualquer extensao essencial
maximal de M a qual é denotada por Eg(M).
Recolhemos a seguir uma série de exemplos elementares de extensoes essenciais e

envoltdrias injetivas:

Exemplo A.19. Todo anel comutativo é extensao essencial de cada um de seus ideais

que contém pelo menos um elemento regular.

Solucao A.20. De fato, dizemos que um elemento a € R é regular se para todo
r € R, ar =0 implica a = 0. Seja a ideal de R e a € a regular. Seja b ideal de R nao

nulo e seja 0 # b € b como a é regular ab # 0, mas ab € aN b e a conclusao segue.

Exemplo A.21. Se R é um anel comutativo, denote por S o conjunto de todos os

elementos regulares de R. Verifica-se que S™!R é uma extensao essencial de R.

Solucao A.22. De fato, como S é o conjunto de todos os elementos regulares de R
segue que R — S™'R ¢é injetor e dai podemos ver que R é submddulo de S~'R. Dado
942 ¢c SR temos que (a/s)s =a # 0 € R donde SR ¢ essencial.

Exemplo A.23. Mais ainda, se R é um dominio de integridade, entao, seu corpo de

fragoes ¢ um R-moédulo injetivo.
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Solugao A.24. De fato, se b é um ideal (nao-nulo) de R e ¢ : b — Frac(R) é um
homomorfismo, fixe i € b — {0} e defina ¢ : R — Frac(R) como ¢(r) = @ Observa-
se que ¢ é um homomorfismo que estende ¢. Concluimos assim que Fr(R) = Frac(R)

quando R ¢ um dominio de integridade.
Exemplo A.25. Se N C M, entao, Eg(N) C Er(M).

Solugao A.26. De fato, a composicao injetora N — M — Eg(M) e a inje¢do N —
Er(N) induzem um homomorfismo injetor Ex(N) — Er(M). Por outro lado, obtemos
também um homomorfismo nao-nulo Er(M) — Egr(N). Além disso, se M é uma
extensdo essencial de N, entao, Er(M) = Eg(N).

Exemplo A.27. De maneira similar ao exemplo anterior, pode-se concluir que se
M g Ml D---D MS, entéo, ER<M) g ER(M1> - D ER(MS)

Solugao A.28. De fato, pode-se mostrar que se M C, M e N C, N’ entao M d N C,
M' @ N'. Também ¢ vélida a igualdade: E(M @& N) = E(M) & E(N).

A.3 Resolucoes Injetivas

Seja M um R-mdédulo. Entao, é possivel construir uma seqiiéncia exata de R-
médulos 0 — M — E° — E1 — ... onde cada E* é injetivo gracas ao Teorema ((A.10)).

Toda esta situagao motiva algumas definigoes.

Definicao A.29. Seja X uma classe de modulos. Dizemos que existem X' -mddulos su-
ficientes quando, para cada médulo M, existem um mddulo X da classe X' (doravante,
X é um X-mddulo) e um homomorfismo injetor M — X. Uma X -resolucao de M é
um cocomplexo X (M) de X-mdbdulos

0 XO dO Xl dl

X2

tal que H(X(M)) = kerd® = M e H'(X(M)) = 0 para cada ¢ > 1(por exemplo,
HY(X(M)) = kerd /imd® = 0, etc...).

Xi
ker d*

Assim, o homomorfismo d* : X* — X**! fica fatorado como d; = d'n* onde d* : V' —

Para cada i > 0, o quociente V* =

¢ chamado de i-ésima cosizigia de X(M).

X1 6 um homomorfismo injetor e 7* : X* — V% é um epimorfismo para cada i > 0.
Neste texto, consideraremos de maneira exclusiva a classe X dos médulos injetivos.
Se f: M — N ¢ um homomorfismo de médulos e X (M) e X (V) sdo, respectivamente,

resolucoes injetivas

d® dl

D2

58



A. Médulos Injetivos

0 1

Et —

€

E2

0 E°

de M e N, entao, pode-se construir uma aplicacao de cadeias

B e el
0 N EO El EQ
f 1o It 12
0 M « DO d° Dl d! D2

que sera chamada de resolugcao de f. Aqui, a e § sao os homomorfismo injetor que
fazem que as linhas do diagrama sejam exatas. De fato, f° é um levantamento de 3f
via o homomorfismo injetor o, pois E° é injetivo. Supondo que foram encontradas
todos os homomorfismos até f* : D" — E™, temos um homomorfismo injetor d,, :
Vit — D™ induzido por d*, mais exatamente, d"7" = d" onde 7™ : D" — V% é a
projecao canonica. Define-se, também, um homomorfismo (é, de fato, bem definido!)
A Vi — E™ como N'(a + ker d”) = €™ f"(a). Portanto, existe f"*!: D"t — prtl
tal que f"Tid® = A", Assim, f"Hid® = frridhan = \iat = et f

Observe, também, que se fora construida outra resolugao (¢%);>o de f, entao, ambas
aplicacoes de cadeias sdo homotdpicas, isto é, existe uma aplicagao t = (t" : D" —
E™ 1) de grau 1 (ou cograu —1) tal que f™ — g™ = " 1" + "1 d".

e~ 1

De fato, observe que M = im a C ker(f° — ¢°) e defina \° : V; — E° como \°(a +
ker d°) = (f° — ¢°)(a), isto é, \O7% = f0 — g% onde 7° : D° — VY é a projegao natural.
Mas d°7°(z) = d°(z) para todo z € E°. Por ser E° injetivo, defina t! : D' — E°
estendendo \°, ou seja, A’ = t'd’. Logo, f* — ¢° = A7 = e~ 140 + ¢1d°.

Supondo que j& foram encontrados todos os homomorfismos até ¢t : D* — E"~ 1
considere, analogo ao primeiro passo, o homomorfismo A" : Vj; — E™ definido por
Nt = f* — g™ — " 1", Define-se um levantamento ¢"*! : D"t — E™ de \" via d”
(isto é, t"*1d, = A") e verifica-se que f" — ¢g" = e" 1" + ",

Fica, entao, demonstrado o seguinte resultado.

Proposicao A.30. Quaisquer duas resolucoes injetivas de um mesmo modulo sao
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homotopicamente equivalentes, isto é, se E(M) e D(M) sao resolugoes injetivas de M,
entdo, existem aplicagoes de cadeias f: E(M) — D(M) e g : D(M) — E(M) tais que

fg € homotépica a idp(a) e gf € homotopica a idg(ar).

Uma resolucao injetiva E(M) = (EY(M),d");>o de M é minimal se o termo de co-
grau n é extensao essencial da (n —1)-ésima cosizigia para cada n > 0 (convencionamos
V== M).

Existem muitas razoes para as resolugoes injetivas minimais terem este nome. Uma

delas é a seguinte.

Proposicao A.31. Sejam D(M) e E(M) duas resolugoes injetivas de M, sendo a
segunda delas minimal. Entao, para cada n > 0, cada termo de E(M) de cograu
n é somando direto do termo de D(M) do mesmo cograu. Em particular, para cada
n > 0, os termos de cograu n de quaisquer duas resolugoes injetivas minimais do mesmo

modulo sao isomorfos.

Demonstragdo. Construiremos uma aplicacio de cadeias (id%;)i>o : (E(M),e) — (D(M),d)
induzida pelo isomorfismo identidade idy; : M — M e injetora. De fato, idY), satisfaz
id};o = Bidyy, sendo o lado direito um homomorfismo injetor. Logo, id}, ¢ injetora
pelo Lema e EY é somando direto de D°.

Suponha, agora, que id}, é injetora para cada i € {0,...,n}. Observe que = € ker ¢
se, e somente se, idy,(z) € kerd’. Defina A" : Vg — D"*! como \"(a + kere®) =
d"id},(a). Verifica-se que A" é injetora: de fato, id)j;(a) € ker d" se, e somente se, a €
kere”. Deste modo, A" estende-se a um homomorfismo injetor id};* : E»+! — Dt
pois e" : Vi — E™ ¢ uma extensao essencial. Portanto, E" é somando direto de D"
para cada n > 0 pelo Lema (A.11)).

Observe que ficam definidas sequéncias exatas curtas

0 g D

q'L

r imidl,

e diagramas comutativos

Di—l Dz

Defina A" : V" — D"*! como \"(a + ker ") = d"id’y;(a). Verifica-se que \" é injetora:

se id},(a) € kerd", entao, existe b € D" ! tal que id},;(a) = d"71(b). Assim, a =
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q"d"'(b). Por outro lado, e"1¢"(b) = ¢"d* 'id}; '¢" "1 (b). Logo, a — " '¢" 1 (b) =
¢ d" (b—idY g (). Como q”fl(b—'dﬁjlq””(b)) = 0, segue que b—idy; '¢" 1 (b) =
Logo d" (b —idy g1 (b)) = d" 1), sendo o

d" , donde ¢"d"~ 1(b—id§([1q”_1(b)) = 0. Portanto,

a €ime™ ! =kere" e \" é injetora. Deste modo, sua extensdo id} ' : E"*! — Dt

7" 1(c) para algum c € ; d" .

termo da direita um elemento de

também ¢é injetora, donde E"™! é somando direto de D™ *!, O

A.4 Mobdulos Injetivos sobre um Anel Comutativo

Noetheriano

Antes de continuarmos com o estudo de médulos injetivos, lembremos algumas

propriedades dos mdédulos de homomorfismos. Para qualquer conjunto de indices I,

existe um homomorfismo injetor de grupos ¢ : @ Hompg (M, N;) — Hompg (M, GB Ni)
iel i€l
dado por o(fi, +---+ fi.) =fi, +- -+ fi. : M — @Ni quando f;; € Hompg(M, N;;).
il
Observa-se que ¢ é um isomorfismo quando M ¢ finitamente gerado: de fato, a ima-

gem de f € Hompg | M ,@Ni> estd contida numa quantidade finita de N; neste

iel

caso, logo, f € Homp (M, EBN’> onde F' é um subconjunto finito de I. Mas neste
ieF
ultimo caso, o homomorfismo injetor |p : @HomR(M, N;) — Hompg <M, @NZ>
é, de fato, um isomorfismo (independente deli\g ser finitamente gerado). Assirrlle,Fexiste
g€ @HomR(]\/[, N;) C @HomR(M, N;) tal que p(g9) = ¢|r(g) = f.
(SesFanéis noetherianosi?ilcam caracterizados pelo comportamento dos médulos inje-

tivos.

Proposicao A.32. Um anel é noetheriano se, e somente se, toda soma direta de

modulos injetivos € injetiva.

Demonstracao. Seja E = @E, uma soma direta de mddulos injetivos e considere
i€l
um ideal a de um anel noetheriano R. A inclusao a — R induz um homomorfismo
Hompg(R, E) — Hompg(a, E). Como cada E; é injetivo, temos também que cada ho-
momorfismo Hompg(R, F;) — Homg(a, E;) é sobrejetor. Logo, EBHomR(R, E;) —
iel

@ Homg(a, E;) é sobrejetor. Como a ¢ finitamente gerado, temos o isomorfismo natu-
iel

el i€l

ral @ Hompg(a, E;) = Hompg (a, @ E2> . Portanto, o homomorfismo Hompg (R, E) —
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Hompg(a, E) é sobrejetor, donde E é um médulo injetivo pelo Critério de Baer.
Reciprocamente, suponha que R nao é noetheriano. Exibiremos uma soma direta

de modulos injetivos que nao € injetiva. Existe uma cadeia ascendente a; C as € --- de

R
ideais de R. Seja a = U a;. Existem projecoes naturais 7; : a — Eg (a ) para cada

1>1

R
1 > 1, donde obtemos um homomorfismo 7 : a — H Er ( > Se a € a, entao, a € a;
a;

i>1
para algum inteiro 7 > 1. Assim, m;(a) = 0 quando ¢ > j. Portanto, o contradominio
R
d bmodul E d E . Se existi R — Er | —
eﬁeosumouo@ R( ) eH R( > e existisse ¥ @ R(ﬂi)

i>1

estendendo 7, entao, ¥(1) = e; + -+ - + e5 para alguns e; € Eg (g) es > 1. Agora,

i>1
m(a) = arp(1) para cada a € a. Mas se a € a549 — 0511, entdo, w1 1(a) # 0 e chegamos
a uma contradicgao. O

Lembremos que um médulo é dito simples quando nao tem submaodulos nao-triviais.
Um modulo sera dito indecomponivel quando nao for uma soma direta de submdédulos
nao-triviais. Um modulo sera dito uniforme quando satisfizer alguma das condigoes

equivalentes:
1. Nao contém somas diretas nao-triviais.
2. Todo submédulo nao-nulo é indecomponivel.
3. E extensdo essencial de cada um de seus submédulos nio-nulos.

Todo médulo simples é uniforme e todo médulo uniforme é indecomponivel. Agora

provaremos que todo moédulo injetivo indecomponivel é uniforme.
Teorema A.33. Seja E um mddulo injetivo. As condicoes sao equivalentes:
1. E € indecomponivel.
2. E#0 e E = Er(M) para qualquer submddulo nao-nulo M de E.
3. E = Egr(U) para algum submddulo uniforme U de E.
4. E=FEp (%) onde a ¢ irredutivel, isto €, se bNb' = a, entdo, b =a ou b’ = a.
5. O anel Endg(FE) dos endomorfismos do R-médulo E € local.

Demonstracao. Se E é um modulo injetivoe 0 # M C FE, entao, toda extensao essencial
de M esta contida em E. Em particular, Egr(M) C E, donde Exr(M) = E, pois E é
indecomponivel. Deste modo, a condi¢ao 1 implica na condigao 2.

Se E = Er(M) para qualquer submédulo nao-nulo M de F| entao, E é uniforme.

Assim, U = F satisfaz a condicao 3 quando E satisfaz a condicao 2.
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Suponha que E = E(U) para algum submddulo uniforme U de E e considere um
submoédulo ciclico V de U, isto é, V = % para algum ideal a de R. Como U ¢é uniforme,
temos que U é uma extensao essencial de V. Portanto, Ex(U) é uma extensao essencial
de V. Finalmente, se b N b’ = a, considere os submédulos ciclicos W = % e W= %/ de
V CU. Se W #£ 0, entao, W' = 0, pois WNW’' =0 e U é uniforme. Fica demonstrado
deste modo que a condigao 3 implica na condicao 4.

Seja = Fg (%) onde a é irredutivel. Observe que o médulo U = % é uniforme.
Considere um elemento nao-invertivel & € Endg(F). Entao, kera # 0, pois caso
contrario, £ = im a C FE, o que é absurdo, pois F ¢é injetivo. Assim, U Nker a # 0.

Considerando outro elemento nao-invertivel 5 € Endg(FE), obtemos igualmente que

Unkerp # 0. Logo, kera+ 5 2O kerankerf O (UNkera)N (UNkers) # 0.

Portanto, o conjunto dos elementos nao-invertiveis de Endg(F) é um ideal, concluindo
assim que a condicao 4 implica na condigao 5.

Finalmente, se £ = E; @ Es, entao, idg, ©0 e 0@ idg, sao elementos idempotentes

de Endg(F). Assim, a condigao 5 implica na condigao 1 e o enunciado fica estabelecido.

O

Um médulo N é dito primo se Ann(N') = Ann(N) para todo submédulo nao-nulo
N’ de N. Pode-se demonstrar que o ideal Ann(/N') é primo sob esta condigao: de fato,
se ab € Ann(N) e a ¢ Ann(N), considere n € N tal que na # 0. Assim, o submddulo
N’ =naR de N deve satisfazer Ann(N’) = Ann(N). Como b € Ann(N’), a afirmagao
segue.

Um ideal primo p é dito associado ao médulo (a direita) M quando p = Ann(N)
para algum submodulo primo N de M e o conjunto de ideais primos associados de M
é denotado por Ass(M). Observe que a presente defini¢ao de ideal primo associado
coincide com a usual no caso comutativo.

Uma das vantagens de considerarmos estas novas definigoes ¢é a seguinte.

Lema A.34. Se F é uma extensdo essencial de M, entdo, Ass(E) = Ass(M). Em
particular, Ass(Er(M)) = Ass(M).

Demonstrag¢ao. Seja H um submoédulo primo de E. Entao, H N M # 0, donde p =
Ann(H) = Ann(H N M). Agora, H N M ¢ um submédulo primo de M. Assim,
p € Ass(M). A reciproca é tranquila. O

Se p é um ideal primo de um anel comutativo R, entao, o R-médulo % é uniforme,

donde Egr (%) ¢é indecomponivel pelo Teorema ({A.33]). Observe que Assg (%) ={p}.

De fato, todos os médulos uniformes satisfazem esta condigao.

Lema A.35. Todo médulo uniforme possui, no maximo, um ideal primo associado.
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Demonstragao. Suponha que Ann(H;) e Ann(Hj) sao ideais primos associados de um
médulo uniforme U, onde H; e Hy sao submodulos primos de U. Entao, H; N Hy # 0
e Ann(H,) = Ann(H, N Hy) = Ann(H,). O

O objetivo agora é decompor todo moédulo injetivo em indecomponiveis. Isto pode
ser feito no contexto comutativo noetheriano e o anel base tera estas caracteristicas

daqui para frente.

Teorema A.36. Seja E um mddulo injetivo nao-nulo sobre um anel comutativo no-

etheriano R. Entao, F = @ER (E) onde cada p; € um ideal primo de R.

2

Demonstracao. Observe que se ' é um moédulo injetivo indecomponivel, entao, £ =
Er (%) onde a é um ideal irredutivel. Demonstraremos que se R é comutativo noethe-
riano, entao, a pode ser escolhido como um ideal primo. Seja p € Ass(F). Entao,

existe um homomorfismo injetor % — E. Como F é indecomponivel, temos que E é

uma extensao essencial de % pelo Teorema (|A.33|), donde E = Er (%)

Em geral, seja e € E e considere a = Ann(e). Entdo, a = a; N--- N a, onde cada
a; ¢ um ideal irredutivel veja ([19], pagina 40). Logo, Re = £ C f DD %, donde
Re C Ep (a—’?) @D ER (%) Como cada a; é irredutivel, existem ideais primos
p; tais que Fg <§> = Fj (%) para cada ¢ pelo argumento anterior e concluimos o
enunciado. O

Deste modo, o conjunto {ER (%) }pER fornece uma lista completa dos mddulos
injetivos indecomponiveis sobre o anel comutativo noetheriano R. Assim, dados dois
ideais primos, p e q, de R, teremos que Eg (%) = Fg (%) se, e somente se, p = q: de
fato, se x € p — q, entao, a multiplicagdo por x é um automorfismo em Fgr (%) e nao

¢ um automorfismo em Eg (%).

Extensoes essenciais e injetividade sao preservadas via localizacao.

Lema A.37. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-
riano R. Se E é um R-mdédulo injetivo, entdao, S~'E é injetivo como S~!R-médulo e

como R-médulo.

Demonstragao. Se a é um ideal de S7!R, entdao, a = S~'b para algum ideal b de
R. Temos a seqiiéncia exata Homg(R, E) — Hompg(b, £) — 0. Como S~'(—) é um
funtor exato da categoria dos R-mdédulos & categoria dos S~ R-mddulos, obtemos a
seqiiéncia exata S~'Hompg(R, E) — S~'Hompg(b, E) — 0. Agora, como R é noetheri-
ano, todos seus ideais sao de apresentacao finita e a seqiiéncia anterior transforma-se

em Homg-13z(S™'R,S7'E) — Homg-15(S71b,S7'F) — 0 via isomorfismos naturais
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veja ([15], Prop. 12.21). Deste modo, S™'E é um S™'R-médulo injetivo pelo Critério
de Baer.

Finalmente, considere dois R-moédulos M C N e um homomorfismo de R-moédulos
A: M — S7'E. O homomorfismo canoénico ¢ : ST'E — S™'E é um isomorfismo
de S7!R-médulos. Deste modo, »~1S™A : S7!M — S~'E ¢ um homomorfismo de
S7!R-médulos. Agora, existe um homomorfismo de S™!R-médulos p/ : STIN — S™1E
que estende ¥~1S7tX. Deste modo, o homomorfismo canonico § : N — SN induz
um homomorfismo de R-médulos /0 : N — S™'E que estende A concluindo que S™'E

é também R-injetivo.

S™E
~.
0 M = | N
Js-1p
JIm SE JIN
B
0—>S-1M 7 S-IN
S—la

O

Lema A.38. Seja .S um conjunto multiplicativo de um anel comutativo noetheriano
R e considere um homomorfismo de R-médulos f : L — M tal que im f C M é uma

extensao essencial. Entao, S~'M é uma extensdo essencial de im S~1f.

Demonstragao. Seja 7 um elemento nao-nulo de S™IM. Logo, existe p € Ass(Rx) tal
que pNS =0. Assim, p = Ann(rz) para algum r € R, isto é, podemos escolher r € R
de maneira que Rrzx seja um R-mddulo primo. Como M é uma extensao essencial de
im f, existe ' € R tal que 0 # r'rz = f(y) para algum y € L. Como Rrz é um R-
submédulo primo de Rz, temos que Ann(r'rx) = p, donde 0 # ”/TTf = @ =S tf (%)

Conclui-se que S™'M ¢é uma extensao essencial de im S~!f. ]

Lema A.39. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-

riano R. Entao, os S™!R-médulos injetivos indecomponiveis sdao os médulos Ex (%),

com p primo, tais que pN S = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema (A.36)), os S~!R-mddulos injetivos indecomponiveis sao
os médulos Fg-1p (%) onde p é um ideal primo de R tal que pN S = (). Agora,

Eg-1p (i,:—if) = S71ER (%), pois ST1ER (%) ¢ ST!R-injetivo pelo Lema (A.37) e

uma extensao essencial do S~!R-médulo S1 (%) = ‘Z,_,—llf pelo Lema (A.38]). Afirma-

mos que, quando p NS = @), o R-médulo Er (%) possui estrutura de S~!'R-mdédulo
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, . ;. _ , -1 . .
e, além disso, que é isomorfo ao S~'R-médulo EFg-1p (*?;,—1];): de fato, a primeira

afirmacao segue porque a multiplicacao por qualquer elemento s € S é um automor-

fismo em Fgr (%), ficando definido ¢ = p;'(e) para cada e € Ep <§) ecada s € S.

Quanto a segunda afirmacao, note que a estrutura de S~!R-médulo em Ep (%) é
tnica veja ([15], Prop. 12.1). Deste modo, Eg (%) = S 'ER <§> = FEg1p <*Z:—11};> e

conclui-se o requerido. O

Proposicao A.40. Seja p um ideal primo de um anel comutativo noetheriano R e

considere os médulos E = Ep <%> e k(p) = Frac (%) = %. Entao, Hompg, (k(p), £) =

r(p) e Homp, (m(p), Er (%)p) = 0 para todo ideal primo q # p.

Demonstragdo. Observe que Hompg, (k(p), £) = (0 :g pRp)El Afirmamos que (0 :g
pR,) = k(p): de fato, k(p) C (0:5 pR,) e (0 :p pR,) é um x(p)-espago vetorial, donde
k(p) é somando direto de (0 :g pR,). Por outro lado, E é extensao essencial de todos
seus submédulos nao-nulos pelo Lema (A.39). Assim, (0 :g pR,) = k(p).

Para o segundo isomorfismo, consideremos primeiro um ideal primo q € p. Assim,

Er (%) ¢ uma extensao essencial de (%) = 0 pelo Lema (A.38]). Se q C p, entao,
p p

Hompg, (ﬁ(p),ER (%)p) = (0 :ER(§)p pR,) = (0 (2 pR,), a ultima igualdade

vinda do Lema ({A.39)). Se (0 B (E) pR,) # 0, entdo, q = p, pois Ass <ER (%)) ={q}
pelo Lema ((A.34)). O]

A.5 Numeros de Bass

Anélogo aos nimeros de Betti das resolucoes livres, encontramos invariantes no
contexto comutativo noetheriano.

R\
Teorema A.41. Seja E um modulo injetivo. Entao, E = @ER <E> , onde cada

pER
oy, depende somente de p.

(2

R
Demonstracao. Lembremos que E = @ Er (p—) onde p; é um ideal primo de R para

cada i. Lembremos, também, que existe um isomorfismo natural @Hom(N , M) =

Hom | N, @Ml quando N ¢é finitamente gerado. Fixando o ideal primo p, a Pro-
posicao (A.40) implica em Hompg, (x(p), £) = k(p)**, onde o, ¢é o niimero (possi-

velmente infinito) de vezes que aparece p numa decomposicao de E em indecom-

poniveis. O

3pois Hom(R/I, M) = (0 :pr I).
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Podemos definir os nimeros de Bass a seguir.

Definigao A.42. Seja M um mdédulo e considere uma resolugao injetiva minimal E(M)

. R :U‘i(va) )

de M. Assim, E*(M) = @ER (E) e o ndmero p'(p, M) é o i-ésimo nimero
peR

de Bass de M com respeito a p.

Como jd vimos na Proposicao (|A.31]), estes niimeros estao bem definidos. O préximo

resultado d& uma férmula para calcula-los.

Teorema A.43. Para cada modulo M, cada primo p e cada numero inteiro i > 0,
p(p, M) = dimy EXt?RP(I{(p), M,). Em particular, os nimeros de Bass com respeito

ap de um modulo finitamente gerado sao finitos.

Demonstracao. Vide ([4], teorema 11.1.8). O
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Apendice B
Alguns Fundamentos

Este breve apéndice nao tem por objetivo desenvolver por completo os topicos
aqui elucidados, mas sim de expor de forma resumida e sintética outras ferramentas
abordadas no capitulo 2 do presente trabalho. Para uma descricao mais completa

recomendamos: [2], [23] e [6] para as 3 primeiras segoes abaixo, respectivamente.

B.1 Anéis dos Operadores Diferenciais

Seja K um corpo comutativo de caracteristica zero e K|zx| = K|z, ..., x,] o anel
de polinémios em n varidveis com coeficientes em K, onde n é um inteiro positivo.
Em K[x] temos a derivacao k-linear usual 9/0x; - -- 9/0x,. A aplicacdo K-linear 0/0x;
que transforma um dado polinémio p em dp/dx; é chamado de derivada parcial com
respeito a x;.

Iremos usar a notagao 0; = 0/0x; assim 0;(p) = dp/dz;.

Desde que 0;(0(p)) = 0*p/dz;0x), = 8*p/dx0x; = Ok(0;(p)) para todos os polindmios
p, segue que 0 - - - 0, sdo dois a dois operadores k-lineares comutativos em Klz].

a multiplicagdo do anel em K[z] também nos dd operadores K-lineares. Isto é, se

p € K|x] define o operador multiplicagao p,(¢) = pq para todo polinoémio ¢ € K{z].

Definicao B.1. O anel dos operadores K-lineares em K[z| é o anel gerado pelas
derivagoes 0 - - - 0, e a multiplicacao p pelos polinémios em K[z], este anel é chamado
o anel dos operadores diferenciais K-lineares em K[z|. Denotemos este anel por A, (K),

e chamamos de algebra de Weyl em n variaveis e com coeficientes em K.
Desde que zy - - - z,, geram a K-dlgebra K[z] vemos que a K-algebra A,,(K) é gerada

pelos operadores multiplicacao z; - - - x,, e as derivagoes 0, - - - 0,. Isto sugere a notagao

Ap(K) = (x1,- - 2y, 01, - 0p) onde ( ) indica que os geradores ndo comutam.
Observagio B.2. Notagio. z® = a8 -z e 3% = 97" ... 3% Também |3 = b1 +
et Bhelal=ar 4+ .
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Proposicao B.3. Todo elemento em A, (K) pode ser escrito de modo tinico como uma
soma finita > K,29” onde K,53 € K. Isto é, a familia {x*9°} é uma base quando

A, (K) é considerado como espago vetorial sobre K.

Proposicao B.4. Se v > 0 considere F, o espaco vetorial sobre K que é gerado pelo
conjunto {z%0” : |a| + |8 < v}. Obviamente Fy = eFi = K+ Koy +---+
Kz, + KO, + --- + KO0, e assim sucessivamente. Temos que Fy C F; C Fo C -~
¢ uma cadeia crescente de K-espacos vetoriais de dimensao finita e |JF, = A, (K) e
FoFr C Fuik para todos v, k. Em suma, F = {F,} é uma filtracao do anel A,(K) e
F é chamada filtragdo de Bernstein sobre A,,(K). Introduziremos a soma direta (anel
graduado associado) Fy @ % &) % @ --- . Isto é um espaco vetorial sobre K ao qual
denotamos por gr(A,(K)). Vide ([2]) para mais detalhes. Existe também a nogao de

filtracao de um modulo. Os detalhes encontram-se na literatura relatada.

Proposicao B.5. gt(A4,(K)) é um anel de polindmios em 2n varidveis com coeficientes
em K.

Definicao B.6. Uma filtragao I' em um A, (K )-médulo a esquerda M é boa se grp(M)

é finitamente gerada como gr(A, (K))-médulo.

Proposicao B.7. Se M é um A, (K)-médulo a esquerda ao qual pode ser equipado

com uma filtragdo boa, entao M é um A, (K )-mddulo finitamente gerado.
Reciprocamente podemos provar que:

Proposicao B.8. Um A, (K)-médulo & esquerda finitamente gerado M pode ser equi-

pado com uma filtracao boa.

Em geral, seja K um corpo comutativo e K[xy,..,zx| um anel de polinémio em N
varidveis onde N é um inteiro. Um Kz, .., zy]-médulo graduado é um K[z, .., xyx]-
moédulo S que possui a decomposicao S = @ S(v) onde S(v) sao K-subespagos de S e
z;S(v) C S(v+1) para cada 1 < j < N e todo v.

Teorema B.9. Seja S = @ S(v) um K[z, ..,xx]-mddulo graduado e finitamente ge-

rado. Entao existem aq,...,aq € Q tais que

ZdimK(S(j)) = agv? 4+ ag_ v+ - F a4 ag

para todo v suficientemente grande.

Ha|+ 18| <0=a=8=0.
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Observagdo B.10. O polinémio H (v) = agv? 4+ ag_ 10471 +- - -+ a1v +ap que aparece em
¢ chamado polinomio de Hilbert de S. Entao pode-se mostrar que 0 < d < N e

d = d(S) é chamado dimensao do K|z, .., zy]-médulo graduado.

Corolério B.11. Seja I' uma filtragao boa de um A, (K)-médulo a esquerda M finita-
mente gerado. Entdo existem um d > 0 e ao, ..., aq tais que dimg (I',) = agv? +- - +ag

quando v ¢é suficientemente grande.

Lema B.12. Sejam I' e {2 duas filtragoes de um A, (K )-médulo a esquerda M e admita

que I' é boa. Entao existe um inteiro w tal que I, C €, ., para todo v.

Corolério B.13. Se I e IV duas filtragoes boas em um A, (K)-médulo a esquerda M,

/

entao existem um inteiro w tal que I', C I'

eI C I'yyy para todo v.

Usando (B.13]) vemos que dr(M) é o mesmo para todas as filtragdes boas em um
dado A, (K)-médulo M finitamente gerado. Ponhamos dp(M) = d(M) é chamada
dimensao de Bernstein de M.

O préximo teorema € a importante desigualdade de Bernstein.

Teorema B.14. d(M) > n para todo M nao nulo e finitamente gerado A, (K)- mdédulo

a esquerda.
Isto permite dar a seguinte definicao:

Defini¢ao B.15. Dizemos que um A, (K)-médulo a esquerda finitamente gerado M é

holonémico quando d(M) < n, ou seja, d(M) = n.
A seguir uma propriedade dos médulos holonémicos.

Proposicao B.16. Seja M um modulo holonomico. Entao M possui comprimento

finito como A, (K )-médulo a esquerda.

B.2 Anéis e Md6dulos Cohen-Macaulay

Definicao B.17. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e M um
R-mo6dulo nao-nulo finitamente gerado. Sejam aq,...,a, € R. Dizemos que aq, ..., a,
formam uma M-sequéncia (ou uma sequéncia regular) quando:

(i) M # (ay, ..., an) M,

(ii) a; nao é um divisor de zero de M/((a1,...,a;—1) M)V i=1,...,n.

Exemplo B.18. A sequéncia das indeterminadas x1, ..., x,, de um anel de polindmios

R = K|z, ..., x,] é uma R-sequéncia.
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O préximo lema é 1til em argumentos de inducao.

Lema B.19. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e M um R-
modulo nao-nulo finitamente gerado. Sejam n € N,n > 1 e aq,...,a, € R. Considere
que h € N com 1 < h < n. Entao (a;)"_, é uma M-sequéncia se, e somente se,

(a) (a;)"_, é uma M-sequéncia;

(b) (a;)ip,, ¢ uma M/(ay, ..., a) M-sequéncia.

A ordem dos termos em sequéncias regulares é fundamental como mostra o seguinte

exemplo.

Exemplo B.20. Sejam K um corpo e R o anel k[z,y, z]. Entao:
(i) z,y(1 — x), 2(1 — x) é uma R-sequéncia;

(i) y(1 — x), 2(1 — z), x ndo é uma R-sequéncia.

Entretanto, se o anel for local qualquer permutacao de uma sequéncia regular con-

tinua sendo regular. Mais geralmente temos o seguinte resultado:

Teorema B.21. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e M um
R-mdédulo nao-nulo finitamente gerado. Seja (a;)?_, uma M -sequéncia de elementos do
radical de Jacobson J(R), onde n > 1. Se o € uma permutacdo qualquer do conjunto

{1,...,n}, entdo (ao@)i, também é uma M-sequéncia.

Proposicao B.22. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e M
um R-moédulo nao-nulo finitamente gerado. Entao nao existe uma sequéncia infinita
(a;)?2, de elementos de R tal que, para todo n, a sequéncia finita (a;)"; seja uma

M-sequéncia.

Demonstracao. Suponhamos que tal sequéncia exista. Entao, para cada n € N, te-
mos (ay,- -+ ,a,) C (a1, ,ap,an41), pois caso contrario teriamos a igualdade e dafi
any1 € (a1,-+-,a,) e assim a,;; seria um divisor de zero do R-médulo nao nulo
M/(ay,- - ,a,)M. Entao,

(a1) C (ay,a2) C (ag, -+ ,a,) C -+

Seria uma cadeia ascendente infinita de ideais de R, contrariando o fato de R ser

noetheriano. 0

Definicao B.23. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e M um
R-moédulo nao-nulo finitamente gerado. Sejam [ um ideal de R tal que IM # M e
ai, ..., a, uma M-sequéncia de elementos de I. Dizemos que (a;)?; é uma M-sequéncia

maximal em [ se é impossivel encontrar um elemento a,.; € I tal que ay, ..., ay,, a1
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formam uma M-sequéncia de tamanho n + 1. E facil ver que isso é equivalente a
I C DZp(M/(ar, ..., an)M).

Teorema B.24. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano, M um
R-mddulo nao-nulo finitamente gerado e I um ideal de R tal que IM # M. Entao

quaisquer duas sequéncias mazximais em I tem o mesmo comprimento.

Definigcao B.25. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano, M um
R-modulo nao-nulo finitamente gerado e I um ideal de R tal que IM # M. A medida
comum do comprimento de todas as sequéncias maximais em I é chamado grade de [
em M, denotado por grade(I, M). Quando M = R simplesmente escrevemos grade(I).

Quando (R, m) é local, escrevemos grade(m, R) = prof(m).

O préximo resultado é 1til em muitas situacoes, em sua demonstracao usa-se o

teorema do ideal principal de Krull generalizado.

Proposicao B.26. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e J um

ideal de R que é gerado por uma R-sequéncia de tamanho n. Entao ht(J) = n.

Corolario B.27. Seja I um ideal préprio de um anel comutativo com identidade
noetheriano R. entao grade(l) < ht(I).

Demonstragao. Sejam grade(I) = n e (a;)!-; uma R-sequéncia maximal contida em I.

Entao (ay,---a,) C I e tendo em vista o resultado anterior tem-se,
grade(I) =n = ht(ay, ...,a,) < ht(I).

]

Proposicao B.28. Seja [ um ideal préoprio de um anel comutativo com identidade
noetheriano R. entao grade(I) = grade(v/T).

Demonstragdo. Como I C /T tem-se grade(I) < grade(v/I) (note que v/I é um ideal
préprio de R). Sejam n = grade(v/I) e (a;)?, uma R-sequéncia contida em /1. Existe
t € Ntal que al € I Vi=1,..,n Sabese que (a})’, forma uma R-sequéncia, donde
grade(I) > n = grade(\/I).

L]

Corolario B.29. Sejam I, .J ideais préprios de um anel comutativo com identidade
noetheriano R. entao grade(lJ) = grade(I N J) = min{grade(I), grade(J)}.

Demonstragao. Como vIJ = INJ segue que grade(lJ) = grade(I N J). Além
disso, INJ C I = grade(I NJ) < grade(I). Analogamente grade(I NJ) < grade(J).
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Suponhamos por absurdo que grade(I N J) < min{grade(l), grade(J)}. Sejam n =
grade(I N J) e (a;)!, uma R-sequéncia maximal em I N J. Entao (a;),; é uma R-
sequéncia em I e por hipétese existe a,,; € I tal que (q;)!"' é uma R-sequéncia.
Analogamente, existe a}, ; € J tal que ay,- - - ap,a;,, formam uma R-sequéncia. Logo
Ant1, 0 € NDZp (ﬁ) , € 0 mesmo é verdade para a,14a,, ;. Entretanto a,41a;,_; €
I'NJedaiay,---a,,ant1a,,, formam uma R-sequéncia contida em I N .J de compri-
mento n+1 o que contradiz o fato de n = grade(INJ). Portanto min{grade(1), grade(J)} =

n. O

Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano, M um R-mddulo nao-
nulo finitamente gerado e S um conjunto multiplicativo tal que S~'M # 0. Pode-se
provar que se (a;)!; é uma M-sequéncia entao a sequéncia (a;/1)’; de elementos de
SR é uma S~!M-sequéncia, supondo apenas que S™*M # (ai/1, - a,/1)S™IM.

Corolario B.30. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano, I um
ideal de R, e S um conjunto multiplicativo tal que I NS = . Entao grade(I) <
grade(S7'I,S7'R).

A seguir daremos uma prova onde usamos o resultado de Inschebeck?] vide ([19]).

Teorema B.31. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, G um R-mddulo ndo nulo e

finitamente gerado. Entao,
profG < dimR/P, ¥ P € Ass(G).

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que existe um P € Ass(G) tal que Prof(G) >
dim(R/P) entao por Inschebeck

Extiy(R/P,M) =0V i < prof(G) — dim(R/P) > 1 =2 Homg(R/P, M) = 0.

Por outro lado, P € Ass(G) implica que existe uma injegao R-linear A/P — M donde
Hompg(R/P, M) # 0, contradigao. O

Corolario B.32. Sejam R um anel local noetheriano e G um R-mdédulo nao nulo e

finitamente gerado. Entao profG < dimG.

Demonstra¢ao. Como M é nao nulo existe p € Ass(M). Logo p € Suppr(M) implica

R
(0:M)

p O (0: M) e obtém-se a sobrejegao de anéis

— % logo, por (B.31

dim(R/p) < dim(R/(0 : M) = dimM.

2Sejam M, N R-médulos finitamente gerados entao Extin(N, M) =0V i < prof(M) — dim(N).
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Portanto prof M < dimM. O]

Definicao B.33. Um anel comutativo com identidade noetheriano R é dito Cohen-
Macaulay quando grade(l) = ht(I) para todo ideal préprio I C R. Um ideal préprio
I de um anel comutativo com identidade noetheriano R é dito unmized quando todos

os primos associados de I tem a mesma altura.

Teorema B.34. Seja R um anel comutativo com identidade noetheriano. Entao R é

Cohen-Macaulay se, e somente se, todo ideal gerado por uma R-sequéncia é unmized.

Defini¢ao B.35. Seja (R, m) um anel local noetheriano. Dizemos que R é semiregular

quando profR = dimR.

Note que isso é equivalente a grade(m) = ht(m). E fécil mostrar que anéis regulares

locais sao semiregulares, na realidade temos que:

Proposicao B.36. Seja (R, m) um anel local noetheriano. Entao R é Cohen-Macaulay

se, e somente se, ¢ semiregular.
Também ¢ facil ver que anéis locais regulares sao Cohen-Macaulay.

Exemplo B.37. O anel R = Lllewll 50 6 Cohen-Macaulay.

(z2,zy)

Solugao B.38. De fato, ele possui dimensao 1 e profundidade 0.

Teorema B.39. Seja R um anel comutativo com identidade noetheriano. Entao sao
equivalentes:

(i) R é Cohen-Macaulay;

(i) grade(p) = ht(p) V p € Spec(R);

(11i) grade(m) = ht(m), para todo ideal maximal m de R;

(i) R, é Cohen-Macaulay para todo p € Spec(R);

(v) Ry € Cohen-Macaulay para todo ideal mazimal m de R.

Demonstracao. A titulo de exemplo vamos provar que (v) = (ii) : Sejam p um ideal
primo de R, n = grade(p) e (a;)!, uma R-sequéncia maximal contida em p. Considere
J = (a1, ...,a,). Como p C DZp(R/J) entao p C Upicassrys) I’ portanto pelo lema
da esquiva p C P” com P" € Ass(R/J). Seja m um ideal maximal que contém P’. Por
hipétese, Ry, é Cohen-Macaulay local. Entao os elementos a;/1,- - ,a,/1 do anel local

Ry, formam uma R,-sequéncia contida em pRy, C P'R,,. Agora temos um isomorfismo:

Ry/(a1/1,--+ jan/1) = Ryu/(a1, ....;an) Ry = R /(JR) = (R/J ).
Entretanto,
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P'Ry € Assp, ((R/J)wn) = Assp, (Ru/(a1/1,- -+ ,a,/1))F]

dai pRyw € P'Ryw C DZgr(Ruw/(a1/1,--- ,a,/1)), e consequentemente os elementos
a;/1,--- ,a,/1de Ry, formam uma Ry,-sequéncia contida em pR,,. Portanto grade(p Ry, Ryn) =
n, mas Ry é Cohen-Macaulay: ht(pRy) =n = ht(p) = n = grade(p). O

Em particular todo anel de fragoes de um anel Cohen-Macaulay é Cohen-Macaulay.

Exemplo B.40. Todo anel comutativo com identidade artiniano R ¢ Cohen-Macaulay.

Em particular, para cada n € N com n > 1 o anel Z/nZ é Cohen-Macaulay.

Proposicao B.41. Suponhamos que o anel local (R,m) é Cohen Macaulay. Entao
ht(p) + dim(R/p) = dimR ¥V p € Spec(R).

Teorema B.42. Sejam R um anel comutativo com identidade noetheriano e a € J(R)
tal que a forma uma R-sequéncia (de tamanho 1). Entdo R é Cohen-Macaulay se, e

somente se, R/(a) é Cohen-Macaulay.

Pode-se mostrar que se R é um anel comutativo com identidade noetheriano Cohen-

Macaulay e sendo ay, ..., a, uma R-sequéncia entao
R/(ay,...,ay,) é Cohen — Macaulay. (B.1)

Corolario B.43. Seja R um anel comutativo com identidade noetheriano. Entao o
anel das séries formais R[[z1,...,x,]] sobre R e n indeterminadas xy,...,z, é Cohen-

Macaulay se, e somente se, R é Cohen-Macaulay.

Demonstracao. Pelo teorema da base de Hilbert R[[x,..,x,]] é noetheriano. Quando
n > 1, R[[x1,...,x,]] = R[[z1,...,xn-1]][[zs]]. Um simples argumento indutivo mostra
que é suficiente mostrar o resultado para n = 1. Nesse caso escreva x para ;. A

aplicagao

h : R[z]] — R

PR

¢ um epimorfismo com nucleo zR|[x]]; dai existe um isomorfismo R = R[[x]]/zR|[x]].
Desde que x é claramente um nao divisor de zero em R[[z]] vemos que = forma uma
R[[z]]-sequéncia. Além disso, para todo f € R[[z]] o elemento 1 — zf é uma unidade

em R][z]] donde = € J(R). O resultado segue do teorema anterior. O

3em virtude da igualdade: Assg-15z(S™ M) ={PS™'R: P € Assr(M) e PN S = 0}.
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Teorema B.44. Seja R um anel comutativo com identidade noetheriano. Entdo o anel
de polinomios R[xy, ..., x,] sobre R e n indeterminadas x1, ..., x, € Cohen-Macaulay se,

e somente se, R é Cohen-Macaulay.

Proposicao B.45. Seja 0 — L — M — N — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos.
Entao:

(a) Se L e N sao Cohen-Macaulay assim o é M.

(b) Se M e N sao Cohen-Macaulay assim o ¢é L.

Observacao B.46. Nao é verdade que se L e M sao Cohen-Macaulay entao N o é. O
resultado (B.45|) vale para médulos Cohen-Macaulay maximais.

Defini¢ao B.47. Um sistema de parametros para um anel local (R, m) é uma sequéncia
x1, ..., T, contida em m tal que n = ht(m) e m é o tinico ideal primo contendo x1, ..., .

Isso é equivalente a dizer que
Ass(R/(x1,...,xp)) = m.

Note que todo anel local noetheriano possui um sistema de parametros (que nao é

tnico). Sistemas de parametros tém uma relagao intima com anéis Cohen-Macaulay:

Proposicao B.48. Um anel local noetheriano R é Cohen-Macaulay se, e somente se,

todo sistema de parametros é uma R-sequéncia.

Sejam R anel local noetheriano e R seu completamento. Pode-se provar que dimR =

dimR e que profR = profﬁ, portanto tem-se:

Teorema B.49. Seja R anel local noetheriano entao R é Cohen-Macaulay se, e so-

mente se, Ré Cohen-Macaulay.
Por fim um resultado relacionado com cohomologia local.

Teorema B.50. Sejam (R, m, k) um anel local noetheriano e M um R-mddulo. Sdo
equivalentes:

(a) M é Cohen-Macaulay;

(b) Extly(k, M) =0, para i < dimR;

(¢) HL.(M) =0, para i # dimR.

Para mais detalhes veja ([12]) e ([]).
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B.3 Anéis Gorenstein

Antes de tudo, vamos comecar com um resultado 1util de mdédulos injetivos, a

saber:

Proposicao B.51. Sejam R um anel e N um R-mdédulo. Sao equivalentes:
(1) N é injetivo;

(2) Extih(M, N) = 0 para todo R-médulo M e todo i > 0;

(3) Extyp(M, N) =0 para todo R-médulo M;

(4) Exty,(M, N) = 0 para todo R-mddulo M finitamente gerado;

(5) Exth(R/I,N) = 0 para todo ideal I de R.

Demonstragio. E suficiente provar (5) = (1): Vamos usar o critério de Baer (A.1)).
Devemos mostrar que para cada ideal I C R o homomorfismo de R-médulos ¢ : I — N
pode ser estendido ao homomorfismo de R-moédulos ¢ : R — N. Isto é o mesmo que
dizer que a aplicagao

Hompg(R,N) — Hompg(I,N)

é sobrejetiva. Considere a sequéncia exata curta:
0—-I—R—R/I—O.
Aplicando a sequéncia exata longa de Ext’s:
0 — Homgr(R/I,N) — Homp(R,N) — Homg(I,N) — Extr(R/I,N) =0 — - -
donde segue que N é injetivo.

]

Definicao B.52. Seja R um anel e M um R-moédulo. A dimencao injetiva de M,
denotada por inj dimrM = inj dim(M) é o menor inteiro positivo n para o qual
existe uma resolucao injetiva /* de M com I™ = 0 para m > n. Se nao existe tal m

dizemos que a dimesao injetiva de M ¢ infinita.
A seguinte proposicao segue de (A.37)) e da exatidao da localizagao:

Proposicao B.53. Seja R um anel comutativo com identidade noetheriano, M um R-

médulo e S um conjunto multiplicativo. Entao inj dimg-1z(S™'M) < inj dimp(M).
A préxima proposicao caracteriza dimensao injetiva homologicamente.

Proposicao B.54. Seja R um anel, M um R-médulo. Sao equivalentes:
(i) ing dimM < n;
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(ii) Ext)y™' (N, M) = 0 para todo R-médulo N;
(iii) Exts™(R/J, M) = 0 para todo ideal J de R.

A proposicao acima pode ser melhorada no caso em que R é Noetheriano. De fato, é
notavel dizer que neste caso, sendo M um R-médulo a condigao (i) acima é equivalente
a Exth™ (R/p, M) = 0 para todo p € Spec(R). A proposicio abaixo nos d4 uma

formula para a dimesao injetiva no caso local Noetheriano:

Proposicao B.55. Sejam (R, m, k) local noetheriano e M um R-mdédulo finitamente
gerado. Entao
inj dim M = sup{i | Ext'y(k, M) # 0}.

O seguinte resultado é importantissimo.

Teorema B.56. Sejam (R, m, k) um anel local noetheriano e M um R-mddulo finita-

mente gerado com dimensao injetiva finita. Entao dimM < inj dimM = profR.
Agora estamos em condicoes de definir uma classe importante de anéis locais.

Definicao B.57. Um anel local noetheriano R é dito Gorenstein quando inj dimR <
00. Um anel noetheriano é dito Gorenstein se sua localizagao a todo ideal maximal é

um anel local Gorenstein.

Sejam (R, m, k) um anel local noetheriano e M um R-mdédulo, definimos o tipo de

M como sendo:
tipo(M) = dimy(Exty(k, M)).

Proposicao B.58. R é um anel Gorenstein se, e somente se, R é Cohen-Macaulay de

tipo 1.

Assim anéis Gorenstein sao Cohen-Macaulay também, e portanto valem todas as
propriedades ja vistas na segao anterior. O proximo resultado envolve sistemas de

parametros.

Proposicao B.59. Um anel local noetheriano R é Gorenstein se, e somente se, todo

ideal gerado por um sistema de parametros é irredutl’velﬁ

E bom ter em mente que anéis regulares sao Gorenstein e que R é Gorenstein < R
¢ Gorenstein.

Sabemos que em geral (vide apéncide de médulos injetivos)

B0 = @ ERpy,

peSpec(R)

41 é um ideal irredutivel quando I CReI=I1NIh=I=1 oul = L.
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no caso em que R é Gorenstein pode-se mostrar ([4]) que

B0 = @ E(Rfp).
S

Em resumo, pode-se depreender que o niimero de Bass (no caso Gorenstein) fica:

0 se i ht(p)

,Uz(paR> :{ 1 se Z:ht(p) ‘

Definicao B.60. O médulo candnico para um anel R é um R-mddulo finitamente
gerado w tal que Hompg(w, Eg(R/m)) = HP(R). Em particular se R é Gorenstein,
w=R.

E notéavel dizer que existe um resultado para anéis invariantes no contexto de anéis

Gorenstein.

Teorema B.61. Sejam R um anel noetheriano, G um subgrupo finito dos automor-
fismos de R e suponha que |G| € inversivel em R. Se G C SL,(K)["| entao R® ¢é

Gorenstein.
Demonstragao. Vide [37]. O

Para finalizar iremos dar uma caracterizacao de anéis Gorenstein envolvendo dual
de Matlis.

Teorema B.62. Um anel local (R, m, k) noetheriano de dimensdo d € Gorenstein se, e

somente se, R é Cohen-Macaulay e H.(R) & E (ou equivalentemente (HL(R))Y = I%)

Demonstragao. Vide ([9], Defini¢ao 4.3). O

5 SL,(K) = {M € M,(K) | det(M) =1}.
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