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Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre os vdarios conceitos recentes que generalizam o
conceito linear de operador absolutamente somante, com especial énfase as aplicagoes
p-semi-integrais.

Palavras chave:

Aplicagoes absolutamente somantes, aplicagbes semi-integrais.
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Abstract

In this work we discuss several recent concepts that generalize the definition of
absolutely summing linear operators. Special attention is devoted to the class of p-
semi-integral mappings.

Key Words:

Absolutely summing mappings, semi-integral mappings.
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Notacao e Terminologia

A seguir fazemos uma lista de notacoes e terminologias utilizadas no decorrer do

texto:

O simbolo K representara o corpo R dos reais ou o corpo C dos complexos.

Denotamos o espago vetorial formado pelos operadores lineares continuos de E e
F por L (FE;F). O dual topolégico de E é o conjunto £ (F;K) que, por sua vez,
serd denotado por E'.

J : E — E" denota a aplicagao canonica J(x)(f) = f(x).

E FEy, ..., E, e F representam espacos de Banach, exceto quando houver algo
mencionado em contrério.

Se E e F sao espacos vetoriais normados, o espago vetorial formado pelos
operadores lineares de E e F' é denotado por L (E; F'). Vamos denotar L (E;K)
por E* e chamé-lo de dual algébrigo de F.

Quando X for um espago vetorial normado, o simbolo By denotard a bola unitaria
fechada {z € X;||z| <1} de X.

Usaremos o termo "operador"com o mesmo sentido de "fungao".

L(E, ..., E,; F) representa o conjunto de todas as aplicagdes n-lineares continuas
de By x ---x B, em F.

Losp(Er, ..., By F') representa o conjunto de todas as aplicagdes n-lineares
absolutamente p-somantes de £y X -+ X F,, em F.

Lap(Er, ..., Ey; F) representa o conjunto de todas as aplicagdes p-dominadas de
FEix---xFE,emF.

Lsip(En, ..., En; F) representa o conjunto de todas as aplicacoes p-semi-integrais
de By x---x B, em F.

Lsasp(Er, ..., Ey; F) representa o conjunto de todas as aplicacoes fortemente p-
somantes de Fy X --- x E, em F.

Liasp(Er, ..., Ey; F) representa o conjunto de todas as aplicagbes completamente
p-somantes de Fy X --- X F, em F.

L% (B, ..., Ey; ) representa o conjunto de todas as aplicagoes absolutamente

p-somantes em todo ponto, de £y X --- X E, em F.

[Has(p)] (B, ..., Ey; F) representa o conjunto de todas as aplicagoes de tipo
absolutamente p-somante de Fy X --- x F,, em F.

ix



e Quando F; = ... = E,,, escrevemos L("E; F) ao invés de L(Ey, ..., E,; F).
e Se 1 < q < o0, ¢* indica o conjugado de ¢, isto é, qi* + é = 1.

As demais notacoes e terminologias presentes no trabalho terao seu significado
expresso no decorrer do texto.



Introducao

A teoria multilinear de operadores absolutamente somantas foi primeiro esbogada
por A. Pietsch [27] e, na tltima década, tem sido explorada por diversos autores,
em diferentes contextos. H& vdrias formas naturais de conceber a ideia de "aplicacao
multilinear absolutamente somante'e, por esse motivo, varios conceitos diferentes tém
sido explorados (aplicagoes p-semi-integrais, aplicagoes dominadas, aplicacoes de tipo
absolutamente somante, aplicacoes completamente somantes, aplicacoes fortemente
somantes, etc).

Cada possivel generalizacao do conceito de operador absolutamente somante para o
contexto nao-linear apresenta suas particularidades e abre novas linhas de pesquisa; é
bastante natural, portanto, comparar estes varios conceitos e buscar suas semelhancas
e diferencas.

Um dos temas centrais do nosso trabalho sao as aplicagoes p-semi-integrais, que
foram introduzidas por D. Pellegrino [22], motivadas pelo trabalho de R. Alencar e
M.C. Matos [1]. Entretanto, existem também vdrios outros conceitos recentes que
generalizam o conceito de operadores absolutamente somantes. Por exemplo:

- Aplicagoes dominadas, primeiro exploradas por A. Pietsch [28], depois por
Schneider [31][31] e Matos [19] e, mais recentemente, em [4, 7, 20, 23].

- Aplicagoes de tipo absolutamente somante, motivadas por métodos abstratos de
criar ideais, exploradas em [22].

- Aplicacoes completamente somantes, introduzidas por
Matos [18] e, independentemente, por Bombal, Pérez-Garcia e Villanueva [3]. Esta
classe de aplicagoes multilineares tem sido bastante investigada nos 1iltimos anos.

- Aplicagoes fortemente somantes, introduzidas por V. Dimant [13].

- Aplicagoes multilineares absolutamente somantes, que foram primeiro estudadas
por Alencar-Matos [1], Matos [19] e tém sido bastante investigadas desde entao (citamos
[22, 23, 24, 26|, por exemplo).

Neste trabalho, vamos investigar as conexoes entre essas classes, introduzir a classe
de aplicagoes p-semi-integrais e estabelecer a posigao de aplicagoes p-semi-integrais com
relagao as outras classes.
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Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1 apresentamos os elementos bédsicos da teoria dos operadores
absolutamente somantes e introduzimos alguns conceitos e resultados importantes,
como Teorema da Dominagao de Pietsch;

No Capitulo 2 apresentamos as virias extensoes multilineares do conceito de
operador absolutamente somante. Especial énfase é dada ao conceito de aplicagoes
p-semi-integrais. A principal referéncia é o artigo [8].

No Capitulo 3 dissertamos sobre as conexoes entres as classes introduzidas no
capitulo anterior e indicamos como o cotipo dos espacos de Banach envolvidos interfere
em tais resultados.
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Capitulo 1

Operadores lineares absolutamente
somantes

Este primeiro capitulo serd dedicado & teoria linear de operadores absolutamente
somantes. Os operadores absolutamente somante remontam a década de 50, com
contribuigoes de Alexander Grothendieck, embora apenas no final da década de 60, com
os trabalhos de A. Pietsch [27] e J. Lindenstrauss e A. Pelczynski [15] a teoria tenha
sido efetivamente difundida e compreendida. Para mais detalhes sobre os operadores
absolutamente somantes, indicamos o livro de J. Diestel, H. Jarchow e A. Tonge [12].

1.1 Séries em Espacos de Banach

Definigao 1.1.1 Uma sequéncia (x,)52, em um espago vetorial normado X é dita
absolutamente somdvel se .

D el < o0

n=1

o0

Neste caso dizemos que a série correspondente E T, € absolutamente convergente.

n=1

zxﬂ(n)
n=1

converge, para qualquer que seja a bijegio o : N — N, dizemos que (x,)22, é
[ee]

incondicionalmente somavel e que g T, € incondictonalmente convergente.

n=1

Se (x,)22, for tal que

Proposicao 1.1.2 Um espaco vetorial normado T é um espaco de Banach se, e
somente se, toda sequéncia absolutamente somdvel em X ¢é incondicionamente somduvel.



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

Demonstragao: Sejam X um espago de Banach e (z,)%°; uma sequéncia
absolutamente somdvel em X. Vamos mostrar que (z,)3°, é uma sequéncia

incondicionalmente somédvel. Dada uma permutagao ¢ dos naturais, considere y, =

|z,||.  Como (y,)5, ¢ absolutamente somdvel em R, entdao ¢ incondicionalmente
[e.e]

somével; logo Z H%(H)H converge e, portanto, ¢ de Cauchy. Assim, dado € > 0 existe
n=1

ng € N tal que

n>m>ng= ng(k) - Zfﬂa(k) = Z To(r) || < Z on(/ﬂ)H < Z on(’f)H <&
k=1 k=1

k=m-+1 k=m+1 k=ng

Isso mostra que a sequéncia das somas parciais de (z4(n))52; ¢ de Cauchy, logo ¢é
convergente. Portanto (z,(n))se, € somavel.

Agora suponhamos que toda sequéncia absolutamente somdvel em X &
incondicionalmente somdavel. Note que nesse caso a sequéncia (Z,())ne; ¢ somdvel,
pois basta considerar a permutacao o = id.

Seja ()%, uma sequéncia de Cauchy em X. Entao, dados k € N e e = 27%, existe
n(()k) € N tal que

nom >0 = |z, — x| <278

Assim, podemos encontrar n; < ns < ... tais que
—k
“w”k - $"k+1“ <27
Em particular,

s oo
Z Hwnk-u - wnkH < ZQ_k =1
k=1 k=1

[e.o]
e, portanto, a série E (xnk o xnk) ¢é absolutamente convergente e, por hipétese, é

k=1
convergente. Note agora que

k
Trgyr = Ty T E : (x”j+1 - x”j) :
Jj=1

o0 , , . A .
Logo (2n,.,),_, ¢ convergente. Como (z,);2, ¢ de Cauchy e admite subsequéncia
convergente, entao (z,)%°; também converge, implicando que X é completo. [ |

Existem vdrias caracterizacoes de séries incondicionalmente soméveis. O teorema
a seguir mostrard algumas equivaléncias sobre séries incondicionalmente somaveis (a
demonstragao pode ser encontrada em [12]).

Teorema 1.1.3 Para uma sequéncia (r,)5%, num espago de Banach X, sdo
equivalentes:



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

(1) (x,)22, é uma sequéncia incondicionalmente somdvel;

(ii) (x,)22, € uma sequéncia ordenadamente somdvel, isto é, para cada € > 0, existe

z

um n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de N com min M > n_,

temos g Toll < &5
neM

(iii) (x,)22, € subsérie somavel, isto é, para qualquer sequéncia estritamente crescente

o0
(kn)S2, de inteiros positivos, g Ty, converge;
n=1
(iv) (x,)22, € sinal somdvel, ou seja, para quaisquer escolhas de ¢, € {—1,1} a série
oo
E Eny, CONVErge;

n=1

(v) (bpxn)S2, € somavel para toda (b)), € loo;

z

. 0o ) P . . A .
(vi) (z,),_, € fracamente subsérie somdvel, isto é, se para cada sequéncia crescente

o0
(kn)Se, de nimeros positivos, a série g x, for fracamente convergente ;
n=1
(o)
o (o) 2 3 2 .
(vii) (xn),_, € fracamente sinal somdvel, ou seja, g EnTy, converge fracamente em X
n=1

para cada escolha de sinais €, = £1;
(viii) (b,x,),—, € fracamente somdvel em X para todo (b)), € loo;
(ix) v: X' — ly; a* v (2*(zn))o, € um operador compacto;

(x) (by) — anxn define um operador compacto de U, em X ;

n=1

(xi) (b,) — anxn define um operador compacto de ¢y em X ;

n=1

(xii) (bn) — anxn define um operador limitado de l, em X.
n=1

Proposigao 1.1.4 Se (x,)>2, é uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um

espaco de Banach X, entdo
o0 [ee]
D =D ot
n=1 n=1

para toda permutacao o : N — N.



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Demonstragao:  Para sequéncias de escalares (a,),.,, sabemos que se E (U,

n=1
9]

incondicionalmente convergente, entao E a, € absolutamente convergente e, além disso,

n=1

Zan Zag(n) para toda permutagao o (veja [14, Teorema 22]). Logo, para toda

f G X' temos que
f <Zxa(n)> = Zf(xn) = f <an> .
n=1 n=1 n=1

Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que

D =D ot
n=1 n=1

1.2 Operadores absolutamente (p; ¢)-somantes

Considere X e Y espacos de Banach. Um operador linear continuo u : X — Y
¢ absolutamente somante se u transforma sequéncias incondicionamente soméveis em
sequéncias absolutamente somadveis. O resultado central da teoria de operadores
absolutamente somantes é o Teorema de Grothendieck:

A demonstragao do Teorema a seguir pode ser encontrado em [12, Pag 15].

Teorema 1.2.1 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear continuo u :
{1 — ¥y é absolutamente somante.

O conceito de operador absolutamente somante possui uma extensao natural, na
qual aparecem pardmetros p e ¢, como veremos a seguir. Comecaremos com algumas
defini¢oes necessdrias. A seguir, consideremos 1 < p < 0o e X, Y espacos de Banach.

Definicao 1.2.2 Uma sequéncia (x,)5>, em X é fortemente p-somdvel se (||x,])5, €

0,

Denotamos por ¢,(X) o espaco vetorial de todas as sequéncias fortemente p-soméaveis

em X, ou seja,
(p(X) = {(xn)?f_l € XM lwallf < OO} :

n=1

1/p
[(@n)nzall,, : (annnp) -

4

Em ¢,(X) definimos



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Se p = 0o definimos

£ (X) = {(xn>3°_1 & XV sup an] < oo}

1(@n)nZ lloo == sup [|2]] -
n

Proposigao 1.2.3 (EP(X), H||p> ¢ um espago de Banach.

Demonstragao:  Seja ()2, uma sequéncia de Cauchy em ¢, (X); tomemos

,xgk), ) €/l,(X) e, dado ¢ > 0 existe N € N tal que

2® )

< E€.
p

s 1/p
kK >N = (Z ‘ p) _ wa) _ )
n=1

Logo, para cada n € N, temos

e, portanto, (z

kK >N = Hx;{“) - xff/)” <c

) )72, sao todas sequéncias de Cauchy em X, e consequentemente
(k)

o0

convergentes. Digamos que (xy’)72, convirja para z,, e seja v = (x,)72,. Vamos
mostrar que = € ¢, (X). Para cada m natural, temos

ORI

1/p
p
) .

kK >N = (i‘
n=1

Fazendo k' — oo, obtemos

m 1/p
k>N = (ZHUU;’“)—%HP> < e.
n=1

Fazendo agora m — oo, temos

Hx(k) - :L’Hp <e (1.1)

para todo k£ > N. Logo

g™ — g = (2 —xn)oo €l,(X).

n=1

Como ™) € £, (X) (que é um espago vetorial), segue que

=W — (:E(N) — ) = (zMyee (x(N) —x)oo €l,(X),

n=1

e de (1.1) temos limy_.,, ¥ = x. Portanto /£, (X) é de Banach. [



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Definicao 1.2.4 Uma sequéncia (x,)22, em X é fracamente p-somdavel se (¢(x,,))22, €
¢, para todo ¢ € X'

Denotamos por ¢,,,(X) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somaveis
em X, ou seja,

lpw(X) = {(wn)?fl € X" Jp(xn)I” < oo para todo ¢ € X’} :

n=1

Se (24,)22, € lp(X), definimos

o 1/p
[(@n)nzally = sup (lewnllp) < 00. (1.2)
n=1

pwEB 1
Proposigao 1.2.5 (EM,(X), ||.||p7w> ¢ um espago de Banach.

Demonstracao: Antes de mais nada mostremos que o supremo em 1.2, e para
isso, usaremos o Teorema do Grafico Fechado (TGF). Seja z = (x,)52, € £,.,(X) e
associamos a z a fungao

u:X’—>€p

o0

E claro que u estd bem definida e ¢ linear. Suponha que

o — p e X'
U((pk) — 2 Ggp.

Vamos mostrar que zg = u (¢). Como u (pr) — 2o, temos
klim (r (Tn))ny = 20 = (2n)
—00

e, portanto,
lim @y (1,) = 2z,

k— o0

para todo n natural. Como ¢, — ¢, temos

lim o (7,) = ¢ (Tn)

k— 00

e consequentemente
Zn = @ (:Bn)

para todo n. Logo zp = u (¢) e pelo TGF temos que u é limitado, e portanto

00 1/p
sup <Z |g0(xn)|p> < 0.

pEB 1 n—1



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

As propriedades de norma sao facilmente verificadas. Agora, s6 nos resta provar a
completude. Seja ()%, uma sequéncia de Cauchy em /,,,, (X). Note que, para cada

k, temos (%) = <x§k),xgk), ) €l (X). Como (x(’“))
dado € > 0, existe N € N tal que

_, ¢ uma sequeéncia de Cauchy,

k' >N = Hx(k) — ) < €.
pw
Com isso, temos que:
k k' > N = i ‘gp (xv(f) — xﬁl’“')) ’p < &P, com ¢ € By (1.3)
n=1
e, para todo n,
kk' >N = H:L’;k) — a:g“/)H = sup | (xﬁ{“’ — acgf/))‘ <e.

pEB 1

Portanto, para cada n, (xgl )) w2 € uma sequéncia de Cauchy em X, e consequentemente

convergente. Denotaremos por z,, o limite de (z37)2 e seja # = (,,)°%,. Vamos

mostrar que = € {,,, (X). De fato, usando o mesmo artificio usado na demonstragao
da Proposigao 1.2.3, fazendo k' — oo em (1.3), obtemos

kZNz>Z|<p(ac$f)—:L‘n)|p<€p,

n=1
para todo ¢ € By. Isso nos permite concluir que z — V) € 0, (X). Logo,
= (z— x(N)) +a2™M e, (X).

Além disso,
k>N = Hx(k) — pr,w <eg,

ou seja, limy,__., 2*) = z. Portanto, ly (X) € um espaco de Banach. |

Observacgao 1.2.6 A inclusio (,(X) C {,.,(X) sempre é verdadeira e continua. De
fato, se (z,)7", € £, (X), entao

1/p
1/p 00 1/p
< sup (Z ,wpu%”p) = (Zuxjup) = [ (za)2l, -
j=1



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

A seguir, introduzimos o espaco de sequéncias ¢, ,(X) que terd papel importante na
teoria de operadores absolutamente (p, ¢)-somantes.

Proposicao 1.2.7 O conjunto {,,(X) := {(1:]);”;1 € lpw(X); lim H(xj);?';anw = O}
é um subespago fechado de ly,,(X).

Demonstragao: Sejam (z;)52,, (y;)72; € £,u(X) e A € K. Vejamos que,

lim H 25)52, + AMyy) 7= = 0. (1.4)

Jin ol

Com efeito,

0 < [le3)52n + M52l < (@520l + 1N ()52
p p

p,w

e, fazendo n — oo, temos (1.4).
Logo
(I]);in + )‘(y]);)in € gp,u<X)7

e portanto £, ,(X) é um subespago de £, ,(X).
Seja (x®™)2°, uma sequéncia em £,,(X). Entdo, para cada k, temos que
(}k))

j =n

lim,, . H = 0, isto é, dado € > 0 existe nék) € N tal que
w

(1.5)

Suponhamos que z¥) — z = (z7)52, em £y, (X), ou seja, existe kg € N tal que

0 1/p
k> ky= sup (Z)gp (a;g-k)—xj> p) = [|=® —:UH %
=1

@wEB

Por maior razao, para todo n € N, temos

o 1/p
k> ko= gOséljlgl))(/ <§:1 ‘(p <x§k) _ £j> p> _ H (k) ° = (7)), S < g (1.6)
Note que
@)l = |20 = @) + @2 (1.7)
<z = @]+ e

e, por (1.5) e (1.6), segue que

w20 = e, < S+
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ou seja, r = (z;)52, € £(X). Portanto £,,(X) & fechado. [

Veremos adiante que uma sequéncia (r;)?2; em X ¢é incondicionalmente somavel se,
e somente se, (7;)%2; € £1,(X). O préximo lema, cuja demonstracao aparece em [10],
serd crucial a demonstracao desse fato.

Lema 1.2.8 Se (A\,)%°, é uma sequéncia de escalares em C tal que

S,

para todo conjunto finito M C N, entao

i |An| < de.
n=1

No caso da sequencia (A,)5>, € R, temos

i |An| < 2e.
n=1

Demonstracao: Vejamos primeiro o caso complexo:.
Para todo k£ € N temos

Dl )T Re(Aa)| 4+ D [Im(Ay)]
= 3 Re(A)+ Y (=Re(A))+ > Im(A)+ Y (=Im(\,)),

<e

neMg, neMg, neM; ne€Mp,
com
Mg, ={ne{l,..k};Re(\,) >0},
Mg, ={ne{l,..k};Re(N,) <0},

= {n € {1, k} ;Im()\n > 0} S
= {n € {1,..k};Im()\,) < 0}.

Como, por hipétese,

Z)\n <eg

neM
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para qualquer M finito, escolhendo M = My, My,, My e M, obtemos

Im>

.

Z Re(An) < |Re Z Ml < Z Al < e,
neMg, n€Mg, n€Mg,
Yo (=Re(\)) < [Re| DA |I<| D M| <e,
nEMg, neMg, neMg,
S| < D ][] Al <s
neM, neM;, neMgt
Yo(=m)| < | DT[] Y A<
neM, neMy,, ne€My,

Logo, segue que

para todo k e, portanto,

Vejamos agora o caso real:
Para todo k£ € N temos

k

Sl =D O+ D (M),

n=1 neM+ neM—

com
Mt ={ne{l,..k};\, >0}
M- ={ne{l, .. .k};\, <0}

Como, por hipétese,
>

para qualquer M finito, escolhemos M = M™, M~ e obtemos

<e¢

Z |_)\n| - Z >\n S g,
neM— neM—

neM+ neM+
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Logo

ZIM<ZIM+ZIM

neM— neM+
SOl D ] M| <2
neM— neM+

Como a desigualdade acima vale para todo k, segue que

i An] < 2e.
n=1

[
Proposicao 1.2.9 Uma sequéncia (z;);2, em X ¢é incondicionalmente somdvel se, e
somente se, (1;)32; € l1,(X).

Demonstragao: Suponha que (z; )] seja uma sequéncia incondicionalmente somédvel
em X. Entao, pelo Teorema 1.1.3, dado e > 0, existe n. € N tal que

2

JjEM

< ¢ para todo conjunto finito M C {n., n. +1,...}.

Portanto, para todo M C {n., n.+1,...} e ¢ € Bxs, temos, pelo Teorema de Hahn-

Banach,
> (x| < sup Y e = ||zl <e
jeM PEBx1 |iem jeM
Pelo Lema 1.2.8 segue que
D lola))| < e,
J=ne
e daf -
n>n.= H(xj);in < H(xj)j‘;ng = sup Z lo(z;)] < 4e
1, 1w <p€BX/j:n€

Portanto (7;)22, € £1.,(X).
Suponha agora que ()22, € £1,(X), isto é, dado € > 0, existe n. € N tal que

n>ne = H(:rj)jin

= sup Z|<px] | <e.
17 QDGBX/ 47

11
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Entao para todo conjunto finito M C {n., n. + 1,...} temos, pelo Teorema de Hahn-
Banach, que

ZZL’J = sup ng x;)| < sup Z lo(x;)| < sup Z lo(z;)| <e.
jeM pEBx/ pEBy/ jeM peB X! j—
Pelo Teorema 1.1.3 segue que (m]) ¢ incondicionalmente somavel em X. u

Definigao 1.2.10 Seja v : X — Y wum operador linear continuo. Dados 1 <
P, q < 00, dizemos que u é absolutamente (p, q)-somante (ou (p,q)-somante) se existe o
operador

U ly(X) — 4(Y)

()52

Al
(S

e estd bem definido.
Se p = ¢, dizemos simplesmente que u é absolutamente p-somante.
Proposigao 1.2.11 Seja u € L(X;Y). Sao equivalentes:

(1) u é (p,q)-somante;
(ii) Ewxiste K > 0 tal que
n 1/p n 1/q
Dollu@@)lf) < Ksup (Y le(@)l”] (1.8)
k=1 $€Bx1 \ =1
para quastquer x;, ..., T, em X en natural;
(iii) Ewiste K > 0 tal que
00 1/p 1/q
(Z ||U($k)||p> < K sup (Z o) > ;
k=1 PEBx/
sempre que (y)re, € lgw (X);
(iv) Existe K > 0 tal que
o0 1/p 1/q
D (@)l ) <K sup le )]
k=1 $€Bx1
sempre que (Ty)pe € Lgu (X).

(V) (u (k)2 € b (V) sempre que (z1),2y € Lou (X).

12
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Denotamos por 7,,(u) o infimo das constantes K tais que a desigualdade 77
continua valida.
Além disso, temos m,, (u) =

ull.

Demonstragao: (i) = (ii) Suponha que u seja (p, g)-somante. Vamos mostrar que
@ tem grafico fechado. De fato, suponha que (x(k)) convirja para z = (x,),—, (com
20 — ( (k ))

k=1 n=1

) em (., (X) e que @ (z™) convirja para y = (y,)r., em ¢, (Y). Como

(z (k)) converge para (), ,, dado € > 0, existe N natural tal que

n=1"
1/q
k>N, )T = [l - _
> No= sup (; o (&) = 2,)]| ) [+ = 2|, <<
Com isso obtemos
Z ¢ (2 — 2,) ‘q < ¢ para todo ¢ € Byr. (1.9)

Como cada termo da série (1.9) é dominado por £9, segue que

k>N = |2 —a,| = Sup o (&) —2n)| < e
@EBx/

[eS)
para todo n. LOgO, para todo n € N, temos que (]}%k)) converge para I, em X.
n=1

Como u é continuo, segue que

lim u (x(k)) = u(z,) (1.10)

k— o0

para todo n € N. Por outro lado, como (u (x%k)>);§°:1 converge para y = (y,),—, em
l,(Y), existe N’ tal que

k>N = |a(2®) - pr <e,

e portanto
E2 N = (0 @), - G| <=
P
ou ainda,
o 1/p
E>N = (ZHU (:cﬁf)) —yan) <e.
n=1
Consequentemente

k>N = |lu (z) — Yn|| < €, para todo n € N

13
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e portanto
lim u (M) =y, (1.11)

k— o0
para todo n € N. Logo, de (1.10) e (1.11) temos u (x,) = vy, para todo n € N. Dai

o0

i(r) = (u(wn)yZy = Yn)noy = ¥-

Como 4 ¢ linear, pelo Teorema do Grifico Fechado segue que @ é continuo. Logo,
N . . n
para qualquer sequéncia finita (wj)jzl em X, temos

n 1/p
<Z I\U(wk)llp) = [ (u (@)l = ()il (1.12)

1/q
< lall l[(zx) s [l = ]| sup (Z\s@ ) ) :

PEBx \ =1

Note que de (1.12) temos que
Mg () < 2] -

(74) = (7i7) Suponha que para quaisquer 1, ...,x, em X e n € N tenhamos

0o 1/p 1/q
(Znu(anp) < K sup (DM ) .

pEB 1

Seja ()0, em £y, (X). Entao

1/p n 1/p
[(u(zn))pqll, = (Z [[u(z Hp> = sup (ZHM%)H”) (1.13)
1_/q n 1/q
< sup | K sup (ero ) ) — K sup sup (Zwmq)

pEBx/ pEBxr n

o 1/q
= K sup (Z Iw(xk)l”) = K |[(zx)5Z1 |0 -
k=1

@wEB

(ii7) = (i) Segue claramente de (iii) que (u (x,)),—, € £, (Y) sempre que (x,). -, €
€q7w (X)'
Note que

o 1/p
lal = sup [[(@(za)y2y)ll, = sup (ZHU(%)H”) (1.14)

= [

< s K|@)2l,, = K.

-
)y e

q,w

14
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Logo
@]l < mpq (u). (1.15)

De (1.12) e (1.15) segue que ||@|| = 7,4 (u).

(171) = (iv) € 6bvio, pois lg, (X) C Ly (X).

(iv) = (v) é ébvio.

(v) = (ii) Se (u(zx))pry € £y (V) sempre que (xx)p; € {40 (X), entdo a aplicagao

U lyy (X) — 0, (Y)
@)z = u((mn)i2)) = (u(@n)is,

estd bem definida. Procedendo de maneira andloga a demonstragao de (i) = (i7)
chegaremos que u é continuo.
Agora notemos que se x1, ..., x, € X, entao

(€1, e, 70, 0,0,...) € g (X)

e portanto

n 1/p
(Z IIU(wk)||p> = [[(u(zx))izy ll, = N (@r)i=o)

1/q
< Nl [|(@k)i=)ll g = [l sup (Z!s@ 7y ) :

pEB 1

como querfamos. [ |

Observacao 1.2.12 Note que, como 7, (u) = ||4] e

la((e)Z)l, < Nl 1((R)Z)ll,

00 1/p 1/q
(Znu(m)nf’) = Ty (1) sup (Zm ) )

temos:

X/

e, portanto, o infimo m,, (u) é assumido.

Observagao 1.2.13 Note que usando a Proposi¢ao 1.2.9 e a Proposi¢ao 1.2.11, temos
que u é absolutamente (1,1)-somante se, e somente se, u é absolutamente somante.

15
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1.3 O Teorema da Dominacao de Pietsch

A seguir, apresentaremos o Teorema da Dominagao de Pietsch, que desempenha um
papel importante na teoria de operadores absolutamente somantes.

Sejam K um espago topolégico de Hausdorff compacto e C'(K) o espago de Banach
(sobre o corpo dos reais) formado por todas as fungoes continuas f : K — R. Em C(K)
consideramos a norma

Il = sup |f ()]
peK

Lema 1.3.1 O conjunto
P={feC(K);f(p)>0Ype K}
é convezo e aberto em C (K).

Demonstragao: Vamos mostrar que P é aberto em C (K). Para tanto, considere
f € P. Como K é compacto, existe ¢y € K tal que

inf £ (2) = f (120) > 0.

peK

Seja & = f(“;‘)). Logo, se ||lg — f]| < & temos

19 () = f(p)] < iglgl(g—f) l=lg—fll<e

para todo ¢ € K. Como f (¢) > f (v0), segue que

g(p)> f(p)—e>f(po) —e=e>0

para todo ¢ € K.

Assim, g € P e concluimos que a bola aberta com centro em f e raio ¢ estd contida
em P. Assim, P é um conjunto aberto em C (K).

Vamos mostrar que P é convexo. Para tanto, considere f,g € P e A € [0, 1] . Temos
claramente que

A+ (1 =N g=heC(K)

hip)=Af(p)+ (1 =N g(p) >0,

para todo ¢ € K e portanto, P é convexo. [ |

Teorema 1.3.2 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Seja 1 < p < oco. Um
operador linear e continuo u : X — Y é absolutamente p-somante se, e somente

16
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se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade 11 nos borelianos de
Bx:, com a topologia fraca estrela, tais que

1/p
Ju(@)] < C ( / (@) du(s@)) (1.16)

para cada x em X. Neste caso, m,(u) é a menor de todas as constantes C tais que
(1.16) ocorre.

Demonstragao: Suponhamos que a desigualdade (1.16) ocorra. Basta mostrar que

n 1/p n 1/p
(ZHU(%)II”) < C sup (ZI@O(%)I”) :

pEB 1

e assim, pela Proposicao 1.2.11 temos que u é p-somante.
Vejamos que:

S lu(@l? < crS / (@)l du(p)

e /B > Il du(y)

X! k=1

<cv / sup 3 (@)l dule)
By ¢€Bxr k=1

n

— 0" sup 3 Jolao)l? /B e

$E€Bx1 ko

=7 sup Y |l

pEB 1 =1

para toda colecao finita de vetores z, ..., x, € X. Logo recaimos na Proposicao 1.2.11,

mostrando que u é p-somante e
mp(u) < C (1.17)

Agora vamos provar a outra implicacao. Defina, para cada conjunto finito M C X,

a funcao
gu : Bx— R
gu(e) =Y (lu @) = m(w)” | (@)F) .

17
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Tomemos Q como sendo o conjunto formado por todas as gp;. Vejamos que Q C
C'(Bx/), ou seja, cada gy ¢ continua. Deve-se lembrar que Bx/ estd munido da
topologia fraca estrela, gerada pelos funcionais da forma J (x) € E”, com

J(z) () = ¢ (2)

para todo ¢ em X', isto é, a topologia em X' mais econdmica que torna os J (x)

continuos.
Para provar que g, é continua, basta mostrar que sempre que uma rede (p,)

converge para ¢ em By entdao gy (©x) — g ().
Seja (¢,) uma rede convergindo para ¢ em By, entao

[ox (@) =1 () ()" = | () ()" = [0 (2)["

Logo

(ZHU " = mp(w)” [ox (2 ) <Z!|u 0" - )I@()\)

reM reM
isto é,
M (%) — gMm (90)

e portanto gys é continua.
Note ainda que Q é convexo.
Com efeito, se M e M; sao subconjuntos finitos de X e 0 < A < 1, entao

gy () + (1 = AN)gar, ()
=2 (lu(@)]? = mp(w)” | ()[7)+

rxeM

+ (1 =) ezﬂ; (lu(@)[|" = mp(w)? @ (x)[7)

- 5 (e st | () )+

+ 3 (e (-9t -l (- 9E))
ZIeMl > (lual’ — mp(w)? o (a)")+

ae{)\l/?’x;aﬁeM}
+ > (lluall” = mp(uw)? | (a)[")
ae{(l—k)l/”x;xeMl}

= g, (¥)

(w)?

= p(u)”

18
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com ) .
M, = {)\530;90 e M} U {(1 _Nraze Ml}.
Considere
P ={w € C(Bx);w(p) > 0 para todo ¢ em By} .

Note que, pelo Lema 1.3.1 com K = By, P é convexo e aberto.
Temos também que

oONP=0o.

De fato, dado gy € Q existe ¢; € Bxs tal que gup(p1) < 0. Com efeito, pela
compacidade da Bys (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) e pela continuidade de
g, existe o1 € Bxs tal que

gulen) = sup gu(e) = | D lu@)|” | =m ()" sup { D o (@) .
pEB 1 zeM pEB 1 reM
Como u é p—Somante, segue que

(Z ”“(ﬂf)Hp> —m () sup (@) <0

zeM

e portanto

Como P é aberto e convexo e como Q é convexo, segue pelo Teorema Hanh-Banach
(com A=P,B=QeFE =C(Bx)) que existem h € C(Bx/) e ¢ > 0 tais que
h(g) < ¢ < h(w) (1.18)
para todo w € P e todo g € Q. Como u (0) = 0, temos que 0 = g,,, € Q. Logo
h(w)>c>h(0)=0 (1.19)

para todo w € P, ou seja, h (w) > 0 para todo w € P.
Como h é continua, segue que h (w) > 0 sempre que w > 0. De fato, se w € C' (Bx)
e w > 0, considere entao (para cada k natural),

9r(p) = w(p) + %

Entao g, >0 e
h(gr) >0
19

- wHC’(BX/) = %

para todo k£ € N. Assim,
gr — wem C(By)

19
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e, como h é continua, segue que
h(w) = klim h(gr) >0

sempre que w > 0.
Vamos agora mostrar que ¢ = 0. Para cada k natural, seja wy, a funcao constante %

Note que wy, € P, pois % > 0. Note também que wy, "2 0 no espago C'(By). Portanto
h(wi) "=5° 1 (0) = 0.

Como h (wy) > ¢ para todo k € N, segue que

c<0. (1.20)
De (1.19) e (1.20) segue que ¢ = 0.
Seja hy € C (BX/)' dado por
_ h(w)

Perceba que h; estd bem definido, pois h (1) > 0. Note que hy(1) =1 e hy (w) >0
sempre que w > 0. De [2, Teorema 4.3.10] podemos encontrar uma medida de
probabilidade (positiva) na sigma-dlgebra de Borel de Bx: tal que

fmwzé w () dyu ()

para todo w € C'(Bx). Dai

para cada g € Q, pois

h(g) c
h = — < —
1(9) h(1) = h(1) 0
para cada g € Q. Agora, para cada x € X, temos g(,1 € Q e obtemos

/B 9z} () dp () <0,

isto é,
| @l = myw e @) du () <.

Portanto

x/

<L mwwwwv—mwﬁé|mmwmwso

20
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@ [ due) < mr [ e @Pdn(e).
By By
Elevando ambos os membros a 1/p, temos

P

[u(z)|} < mp(u) (/B o ()" dpe (90)) : (1.21)

De (1.17) e (1.21) segue que m,(u) é a menor das constantes que satisfaz (1.16). W

Corolédrio 1.3.3 Se 1 < p < ¢ < oo, todo operador absolutamente p-somante é
absolutamente q-somante.

Demonstracao: Seja u : X — Y uma aplicacao p-somante. Entao, pelo Teorema
da Dominacao de Pietsch, existe uma constante C' > 0 tal que

Ju(@) < ( / . Iw(w)\pduy

para todo x em X. Como a medida p é de probabilidade temos que L, (X, %, pn) C
6 (X.Z, ) e |-, < |1l - Dat

u(@)] < © (/ Iw(x)\pdu); <c (/B Iw(x)lqduy

e, pelo Teorema da Dominacao de Pietsch, segue que u é absolutamente g-somante. W
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Capitulo 2

Aplicacoes multilineares
absolutamente somantes

A generalizacao da teoria linear de operadores absolutamente somantes para o
ambiente nao-linear tem, como primeiro passo, o caso de aplicacoes multilineares e
polinomios. Entretanto, nao existe apenas uma forma natural de estender o conceito
linear para aplicacoes multilineares e polindmios entre espacos de Banach. Listaremos
algumas possiveis generalizacoes encontradas na literatura.

A seguir, destacaremos a classe das aplicacoes p-semi-integrais e suas principais
propriedades. Em seguida, apresentaremos outras classes de aplicagoes multilineares
relacionadas a nocao de operadores absolutamente somantes:

2.1 Aplicacoes p-semi-integrais

Definigao 2.1.1 Sep > 1, uma aplicagio T € L(FEy, ..., E,; F') é dita de p-semi-integral
(T € Lsip(Ey, ..., By F)) se existe uma constante C' > 0 tal que

1/p

m 1/p m
(Z |7 (1, ..., x?)“p) <C sup Z o1 (1) on (1) (2.1)

QDlGBEl/J:L...,TL -

para cada m € N, xé eE coml=1,...nej=1,...m. O infimo das constantes C'
define uma norma H.HSW para o espaco das aplicagoes p-semi-integrais.

O préximo resultado apresenta um Teorema de Dominacao de Pietsch para as
aplicagoes p-semi-integrais. A demonstracao, como veremos, segue as mesmas linhas do
caso linear.

Teorema 2.1.2 T € L(F, ..., E,; F) é p-semi-integral se, e somente se, existem C' > 0
e uma medida de probabilidade na o-dlgebra de Borel B(BE; X..xBpg ) de Bpx...xBg,

22
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munido com o produto das topologias o(Ej; Ey),l = 1,...,n, tais que

1/p
”T(xla 7xn)H < C </ |Q01(x1)"'90n(xn)|p d:u(gola "~7Q0n)> (22)
BE’ ><...><BE;l
para todo x; € Ej e j =1,...,n. Além disso,o infimo de C em (2.2) ¢ ||T||;,,-

Demonstragao: Suponhamos que existam uma constante C' > 0 e uma medida de
probabilidade de Borel y sobre K = Bpgr X ... X Bp tais que (2.2) ocorra. Vamos
mostrar que 7' é p-semi-integral. Dados m € N, 2%, ....2%F € E,, k =1, ....n obtemos

ST, 2| < cr (Z / o1(2])-.on (@) |" dpa(er, ..-,wn))
j=1 j BEix...xBE%

Jj=1

— CP/B ; <Z ‘gpl(le)gon(zyﬂp) dp(e1, ..., ©n)
EiX“.X Ei’l

7j=1
- 1 p
< C”/ sup > 1 (@) pn(@) " | dualprs s on)
BEi X..AXBE;‘L (<p1 ..... SO")GBE/lX"'XBE,;szl
m

XSO T ol PG B e Al o1, - )

(<p1,4..,<pn)eBE/1x.i.xBEhj:I Bpr X...XBgy
=CP sup > ‘gol(x;)...gpn(x?ﬂpu (BE{ X ... X BE;,,)

(‘Pla--‘vSDn)eBEllXMXBE;Lj:l
= C? sup > ‘gpl(le)gpn(x?ﬂp

(¢1""7¢")€BE’1X"'XBE;ljzl

Portanto, T" é p-semi-integral e
1T, < C. (2.3)

Reciprocamente, suponha que T' € Ly ,(Ey, ..., En; F).
Considere C' (B B, X ... X B E;) o espaco de Banach constituido por todas as fungoes
reals continuas definidas em B g X...X By, . Para cada conjunto finito M C EyX---XE,,

definimos
\IIMBEi XXBE%HR

por

Uil o) = X (TG0 eow) | = 1T o1 (@) puan) ) -

(@1,00sn)EM

E necessério considerar M como uma sequéncia finita de elementos de £y X - - - X E,
ao invés de um subconjunto finito (isto é, repetigdes sao permitidas).
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Distribuindo adequadamente o somatério na definicao de W¥,;, podemos notar que
esta funcao é uma soma de uma funcao constante

Clernpn) = 3 T(wr, )l

(z1,eeyxn)EM

com uma funcao continua

h(prsnn) = =Tl 2 lea(@n)-pnlan)]”,

(z1,eeyzn)EM
o que garante que Wy, € C' (BEi X ... X BE&)'

Sejam agora G o conjunto formado por todas as W), e F a sua envoltéria convexa,
isto é

k k
f:{q/: Z)\]\PMJ, Z)\] =1, com )‘j S [0,1], \IJMJ- €eg,j=1,.. ke N} .
j=1 j=1

E claro que G C F CC (Bp; X ... x Bp).
Vamos mostrar que para cada ¥ € F existe ¢y € Bg; X... X B, tal que ¥ (py) <0.

k
De fato, dado ¥ € F existem k € N, A\,..., A\ € [0,1] com D> \; =1e WUy, ..., ¥y, €G
j=1
tais que
k
j=1
Defina
k 1
My = {(A;’xl,xg....,wn) (21, .., 1) € Mj} .
j=1
Note que

|01(21)-n(@n)[" = |J (21) (1) () ()"

e, como cada J (z;) é continua em Bp, segue que a funcao
J

(@1, Pn) € By X . X By > |or(@1)epnl(@n)]”

é continua e assim podemos escolher (o1, ..., nw) € Bg; X ... X Bpy, tal que
> lerw(@).one(@n)l” = sup > (@) (@)’

(1,0 ) EMy (<P17~~~7<Pn)€BE/1 XX Bt (1,...,2n)EMy

(2.4)
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Entao,

k
N4 (<P\11) = ZlAj‘IfMj (901,\1/, o SOn,xp)
]:

Il
NE

o2 (IT @ m) P = Ty 1) ona(@)?)

1 (:pl,...,xn)GMj

<.
= |l

1 p 1 p
<> (a1l e o) enaten)|)
J=lx1,....xn)EM;
d ! P 1 p
- Z (HT<A]/I)'$1’7wn) - ||T||si,p 801,'1/()\]*/1’3)1)__,@”7\1,(33”) )

(/\;/pxl,...,xn)EMq,
= \IJM\I, (Qol,‘lh ceey 30717‘1’) .

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessario considerar cada M; como
uma sequéncia finita de elementos de F; X --- x E, ao invés de um subconjunto finito
do mesmo. Assim, a uniao definida em My tem o sentido de "colar"a sequéncia finita
correspondente (em My) a M; na sua correspondente a subsequente M, ao invés de
considerarmos a uniao no seu sentido usual.

Pela desigualdade (2.1) e (2.4), obtemos que Wy (91w, .-, ¥n,w) < 0 e, portanto

U (p1,0, s Pnw) < 0. (2.5)
Seja

P:{ TEC(BEi X ... XBE;I)7T<()017JSO7L) >0 }

para todo (¢1,...,,) € Bgr X ... X By,

E claro que P é ndo-vazio, pois cada funcdo constante positiva definida em B B, X...XBgy,
pertence a P. Pela definicao de P e de (2.5) temos que P N F = &. Além disso, o
Lema 1.3.1 garante que P é convexo e aberto em C' (BEi X ... X BE;L). Entao, por
uma versao da forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach, existem L € R e
heC(Bg x..x BE;), tais que

h(T) < L < h(T) (2.6)

para toda ¥ € F e toda T € P.

Note que 0 = ¥y, 0y € F. Portanto, 0 = h(0) < L. Como a fungao constante
#, definida em Bpr X ... X Bpgy, pertence a P para cada k € N, segue de (2.6) que
0 < L < h(}). Fazendo k — +oo, como h é continua, h (+) — h(0) = 0 e obtemos
que L = 0. Dai, reescrevemos (2.6) como

h(T) <0< h(T) (2.7)

para toda U € F e toda T € P.
Usando o mesmo argumento usado na demonstracao do Teorema da Dominagao de
Piestch,segue que se T' > 0 entao h(T) > 0, para toda T' € C (BE{ X .. X BE;)- De
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fato, seja T' € C' (B X ... X Bp ) tal que T' > 0. Defina, para cada k € N, a fungio
gk Bpy x ... X By — R como

1
G (01, s 0n) = T (1,0 0n) + z

Entao g, € P e, de (2.7), segue que

h(gr) >0 .

lgr. — T||C(3Eix‘.‘><BEl) "k

n

para todo k£ € N. Assim,
g — T

e, como h é continua, segue que
h(T) = lim h(g) >0

sempre que T' > 0.
Seja hy € C' (BE{ X ... X BE%)I dado por

De (2.7), h (1) > 0, de modo que h; estd bem definido. Sua linearidade e continuidade
decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que h; (1) = 1 e que hy (w) > 0
sempre que w > 0. De [2, Teorema 4.3.10], existe uma tnica medida de probabilidade
p sobre a sigma-dlgebra de Borel de Bg; X ... X By, B (BE{ X X BE;), tal que

hy (w) = fBE/ voxBy W (P01, ey @n) dpt (V1,5 -y )
1 n
para todo w € C (BEi X o X BEL). Entao, de (2.7) obtemos que
fBE/ X“‘XBE' g (('017 c gpn) dIU/ ((p17 (A 4)0'”) = hl (g) S O
1 n

para cada g € F, pois

hig) _ L
hilg) =5 B < s =0
h(1) = h(1)
para cada g € F. Em particular, para cada (z1,...,x,) € F; X --- X E, temos que

‘I’{(zl,m,wn)} - F, e
‘/‘BEQ X...XBE;"\II{(xlw-@n)} (Soh ) SO"SO) d:u (@1, EERE) (1071) S 0.
Entao

Joy woxny, T @1, @) [P = 1T o1 (1) -t () [ ) dpa (1, 00) <0
B, El,
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e consequentemente
HT<3:17 7$n>||p - HT”si,p ‘/‘BEQX"‘XBE% |901 (wl) - Pn (xn)|p d:u’ S 0

e o resultado segue facilmente. [ |

Proposicao 2.1.3 Se T € Ly, (E1,....E; F), Ay € L(Di;Ep), k = 1,...n e
S e L(F;G), entao SoT o (Ay,...,A,) é p-semi-integral e

10T 0 (At oo Al < ISI T, TT 1Al

k=1

(ii) Se T € Ly ,(E1, ... B F) e f + F — Fy é uma imersao isométrica, entao
”fOTHszp ||T||szp'

(iii) Se L(Ey,...E,; F) = Lsip(Er, ..., By F), entdo
L(Ej,...E;;F) = Lsy(Ej,....Ej; F), para todos ji, ..., jn em {1,...,n} com
Jr # Jjs parar # s en <n.

Demonstragao: (i) Suponhamos A; # 0,..., A, # 0 (No caso em que A; = 0 para
algum ¢ = 1, ..., n, terfamos a igualdade).

m 1/p
(Z [(SoTo (Al An)) (al, ... x;)Hp)
1/p
(15t e et )1

1/p
<ISIIT 1, sup > ([or (An (27))] - |0 (A (27))])"
cpleBEl/,lzl ..... nj:l
1/p
1 A 8
=1SIIITl... IA] ... || A, e |Pn “ (2
IS 1T DA - Al ?SiZ( (i @)=l (7 @)
=1,
n m 1/p
< st T b (| s 3= ) o )
k=1 l\wzllél,lzl 77777 nj:l
(77) Como f é uma imersao isométrica, entao || f (x)|| = ||f|| ll=]| = |||l e || f]] = 1.
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Vamos mostrar o caso ||T']|,;,, > [|f o Tl
Por (i), com A; = ... = A, = id, temos

s1,p°

If o T 0 (Av, ooy Ad)llyiy < IFINT i, T T 1141
k=1

e portanto
Hf © THsi,p S Hf” HTHsi,p = HTHsi,p'

Agora, vejamos que || T'[|; , < [|f o T, De fato,

(S (S anr)
1/p

SNfoTlla, | sup D ler(2)) pn (o)
7j=1

W[EBEl/,lil ..... n._

<|[[foT]

St,p

e o resultado segue.

(74i) Vamos mostrar que L(Ey,....E, 1;F) = L ,(E1,...,E,—1; F). Os outros
resultados sao andlogos.

Sejam T' € L(Ey, ..., B, 1; F), o € El, v, #0 e a € E, com ¢, (a) = 1.

Defina Ry € L(Ey, ..., E,; F') por

Ry (1, Tp1,%0) =T (21, ooy Tp1) @0 (T3 -
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Entao, temos

m 1/p
(Zuw;,---,mup)
j=1
m 1/p
_ (Z I7 (&) .1”1’)
j=1

m 1/p
— (Z HRT (.Clj‘l, ey L1, a)Hp>
j=1

1/p

<|Rrlly, |  sup Z\wl ) -t (2571) 4 (@)

P € E’ =1,..., j 1

1/p

< Bzl sup Z\wl Pt (@) Wl fal

Y€ E[/,:l .....

1/p
= |R7|l.. e P
IRl llall WEB;}}; ..... ]leih b (2771
Logo T' é p-semi-integral. ]

Para » > 1 temos a seguinte caracterizacao de aplicacoes r-semi integral definida
em C (K;) x ... x C'(K,) cuja demonstracao se baseia em [1].

Lema 2.1.4 Param € N e fjl eC(K),l=1,...,nej=1,..,m, vale a igualdade

sup i |901 (fjl) oD, (f]”)}r = sup Z ‘f x1) n)} )

(,OZEBC(KZ)/,ZZL...,TL]- ;€K l=1,....n j=1

Demonstracao: Vamos mostrar o caso [ = 2. O caso geral é similar. A demonstracao
foi gentilmente ensinada pelo Professor Geraldo Botelho. Note que

r

sup Z |1 (f7) -2 (£7)

WIEBC(KI)’7¢2EBC(K2)’ .

= sup Z o2 (01 (f)) 1)

WleBC(Kl)/ SDZEBC(KQ)/ i—1

= sup ZH w1 (

$1E€Bo(ky )y =
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Mas de [12, Pag 41], temos

o Sl () I, = s

P1E€Bo(kyy = $1E€80(kyy -
Logo
m
sup o1 (£7) 02 (F)I
WGBC(Klyv‘P?GBc(Kg)’jZ
m
= Sup (901 (fjl) 'fj2)
$1€80yy || j=1 -
= sup  sup Y o ( )|
P1E€Bc (k) T2€K2 Z {
T
= sup  sup o1 ( 2
xo€ Ko ¢1€BC(K1)’Z | ‘
= sup  sup o1 (f7 (x2) 1))
ro€Ko ¢1€BC(K1)/Z | ) }
— 2 nm
B xjglgz (f] (xZ) 'fj )j:1 w,r
) S r
= swp |3 [(f] (2)-£))
roEKo J=1 -
= sup sup f2$ flx "
$2€K2$1€K12| 2 ( 1> ’
onde em (*) foi novamente usado [12, Pag 41]. |

A seguir, mostraremos que para aplicagoes n-lineares definidas em C (K;) X ... X
C(K,) hd um outro teorema de dominacao semelhante ao Teorema da Dominagao
de Pietsch. A demonstragao é bastante semelhante a demonstracao do Teorema da
Dominagao de Pietsch mas preferimos fazer todos os detalhes.

Teorema 2.1.5 Sejam K, ..., K, espacos topoldgicos compactos de Hausdorff. Se
TeLlL(C(Ky),..,C(K,);F)er>1, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) T é r-semi integral;
(ii) Ezistem C > 0 e wma medida de probabilidade p das o-dlgebra de Borel
B(K; x..xK,) de Ky x ... x K,, tal que
1/r
T et SC ([ ) 0l o))
Kix...xKn
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para todo f; € C(K;) coml=1,...,n;

(iii) FEziste C > 0 tal que

m 1/r m 1/r
(Z 1T (f1,4, ...,fn,j)H’") <C ( sup Y |frg (21) o fg (wn)\r>
=1 =1

i €K,l=1,...,n . _
para todom €N, f;;, € C(K;) coml=1,...,nej=1..m.

Demonstragao: (i) = (iii) Suponha que T seja r-semi-integral. Logo C' > 0, tal
que

1/r
m

m 1/r
(St} e o Sl en G

ngGBC(Kl)/,lZI ,,,,, nj:l

para cada m € N,z5 € Ej com | =1,..,n e j = 1,..,m. O Lema 2.1.4.fornece o
resultado.
(7i1) = (i) Basta usar o Lema 2.1.4 novamente.

(17) = (i1i) Basta observar a seguinte desigualdade:

m

HT( jl, ,fJ")HT <Cr (Z /K » ‘fjl (z1) . f] (:rn)|rdu (1, ,xn))

J=1

1

—cr [ (i £ () o () ) A (1, 1)

j=1
<c [ sup £ @) o f? @) ] i)
Kix..xKp \ (p1,...) cpn)eBEix...xBE:”jzl
—C s )t @) [ )
(2140 yzn)EK1 X X Kpj=1 Kix..xKp
= sup SN f @) 7 ()| (B X X K
(214eeyn)EKL X ... X Kpj=1
=C" sup ‘fjl (1) o f (75) !
(I1 ,,,,, :En)Ele...XKnj:1

(14i) = (i) Suponha que T € L(C(K,),...,C(K,);F) satisfaca (i7i). Considere
C (K x ... x K,,) o espaco de Banach constituido por todas as fungdes reais continuas
definidas em K; x ... x K,. Para cada conjunto finito M C C(K;) x ... x C(K,),

definimos
\I/MZle...XKn—)]R
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por

\IJM($1>"'7$N) = Z HT(flw--afnwp_C‘fl(*rl)"‘fn(xn)’p'
(f1ysfn)EM

E necessério considerar M como uma sequéncia finita de elementos de C(K;) x ... x
C(K,) ao invés de um subconjunto finito (isto ¢, repeti¢oes sao permitidas).

Distribuindo adequadamente o somatério na definicao de W,;, podemos notar que
esta funcao é uma soma de uma funcao constante

Clxryeyxn) = > NT(frye f)lIP

(.fl ----- fn)eM

com uma func¢ao continua

hMzy,.yxy) =—=D > If1(z1) . fulzn) [P,

(fl77f”ﬂ)€M

justificando que ¥y, € C' (K7 x ... X K,,).
Sejam agora G o conjunto formado por todas as W, e F a sua envoltéria convexa,
isto é

k k
F:{\I} = Z)\J\I]Mﬁ ZA] = 1, COI11 A] S [0,1], \IIMJ- € g, ] = 1,...,]{? S N} .
j=1 j=1

E claro que G C F CC (K, x ... x K,,).

Vamos mostrar que para cada ¥ € F existe ry € K1 X ... X K,, tal que ¥ (xy) < 0.
k

De fato, dado ¥ € F existem k € N, Ay,..., A\, € [0, 1] com Y A\j=1e Uy, ..., ¥y, €3G
i=1

Jj=
k
tais que W = Y \;Wyy,.
j=1
Defina i
M\I/ - Ul { <)\;f17f2“-'7fn) ;(fla 7fn) S M]} .
J:

Note que a funcao

(wh ,l‘n) S Kl X ... X Kn = Z |f1(x1)fn(wn)|p
(f177f77«)€M‘1’

¢ continua e assim podemos escolher zg (21 v, ..., T, v) € K; X ... x K, tal que

2 A@g) - falen )" = sup > A fulwn)

(f1,-nfn)EMy (@150, Zn) EK1X oo X K (f1,.., fn) EMw
(2.8)
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Entao,

k
\If (.1‘\1;) = \If (33‘1’\1;, ...,an’\p) = Z)\j\DMj (.1’17\117 ~'-7$n,‘l!)
=1

J=

]:1 (fly7fn)€MJ

SN S T G SN = DI falrg ) fuln) )

<2 2 (e s )| = DN A falen)

jzl(flz-“vfn)eMj

2 (e

(A}/Pfl,...,fn)ezwq,

)
)

T DI (1) fa(T)

= \IJM\I/ ([L’L\p, ey £Cn7\p) .

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessdrio considerar cada M, como uma
sequéncia finita de elementos de C' (K;) X ... x C' (K,,) ao invés de um subconjunto finito
do mesmo. Assim, a uniao definida em My tem o sentido de "colar"a sequéncia finita
correspondente (em My ) a M; na sua correspondente a subsequente M, ao invés de
considerarmos a uniao no seu sentido usual.

Pela desigualdade (2.1) e (2.8), obtemos que Wy (zy) < 0 e, portanto

U (zg) <0. (2.9)
Seja
P :{T € C(Kl X ... X Kn) ;T(xl, ,ZZ'n) > 0}
para todo xq,...,z, € K1 x ... X K,,.

E claro que P ¢é ndo-vazio, pois cada funcao constante positiva definida em
K x ... x K,, pertence a P. Pela definigao de P e de (2.9) temos que PNF = &. Além
disso, o Lema 1.3.1 garante que P é convexo e aberto em C' (K; X ... X K,,). Entao, pelo
Teorema de Hanh-Banach (forma geométrica), existem L € Re h € C (K; x ... x K,,)’
tais que

h(¥)<L<h(T) (2.10)
para toda U € F e toda T € P.

Note que 0 = Wy, 0y € F. Portanto, 0 = h(0) < L. Como a fungao constante
%, definida em K; x ... x K,,, pertence a P para cada k € N, segue de (2.10) que
0 < L < h(;). Fazendo k — +o00, como h ¢ continua, h (+) — h(0) = 0 e obtemos
que L = 0. Dai, reescrevemos (2.10) como

h(T) <0< h(T) (2.11)

para toda U € F e toda T € P.

Vamos mostrar que se 7" > 0 entao h(7T) > 0, para toda T" € C (K; x ... X K,,).
De fato, seja T' € C' (K; %X ... x K,,) tal que T' > 0. Defina, para cada k € N, a funcao
gr : K1 x ... x K, — R como

Gk (1, ey ) =T (21, 0y xn) + —.
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Entao g, € P e, de (2.11), segue que

lgx — THC(K1><...><Kn) ~

g — T

para todo k£ € N. Assim,

e, como h é continua, segue que

h(T)= limh(gx) >0

k—o00

sempre que T > 0.
Seja hy € C (K, x ... x K,)" dado por

De (2.11), A(1) > 0, de modo que h; estd bem definido. Sua linearidade e
continuidade decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que hy (1) =1
e que hy (w) > 0 sempre que w > 0. De [2, Teorema 4.3.10], existe uma tinica medida
de probabilidade u sobre a sigma-algebra de Borel de K7 x ... X K,,, B(K; x ... X K,,),
tal que

h (W) = [ sere, W (@15 ) dpp (21, oy )

para todo w € C' (K; X ... x K,,). Entao, de (2.11) obtemos que

fK1><...><K,Lg (1, ey ) dp (21, ooy ) = hy (g) <0
para cada g € F. Pois,

L
0
para cada g € F. Em particular, para cada (fi,..., f,) € C (K1) X ... x C' (K,,) temos
que Vi .y €F, €

hi(g9) = 713 < =0

Entao

T (frs s I = D11 (1) o fo () [7) dpp (1, o 2) <O

fK1><...><Kn (

e portanto

S 1T (oo S)IP < D 1 (1) oo ()Pt (21, )

Elevando ambos os membros a %

5 segue o resultado. ]
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ABSOLUTAMENTE SOMANTES

2.2 Outras extensoes do conceito de operadores
absolutamente somantes

2.2.1 Aplicagoes p-dominadas

Defini¢ao 2.2.1 Se p > 1,7 € L(Ey,....E;F) é dito p-dominado (T €
Liy(Ey, ..., Ey; F)) se existem C' > 0 e medidas regulares de probabilidade ji; nas sigma-
dlgebras de Borel B(BE;) de By munidas com as topologias o(E Ej), j=1,..,n, tais

que
1/p

1Tzl < CT /B o)) duy(9)

E’
J

para todo xv; € E; ej=1,...,n.

As aplicagoes dominadas sao caracterizadas pelo seguinte teorema de fatoracao (veja
em [6, Proposigao 46 (a)]):

Teorema 2.2.2 T € L(F, ..., E,; F) é p-dominado se, e somente se, existem espagos
de Banach Gy, ..., G, operadores lineares absolutamente p-somantes u; € L(E;; G;) e
uma aplicagao n-linear continua R € L(G1,...,Gy; F), tais que T'= R o (uy, ..., uy).

Assim como os operadores lineares absolutamente somantes, as aplicagoes
dominadas também sao caracterizadas por desigualdades:

Teorema 2.2.3 Sep > 1,7 € L(Ey, ..., E,; F) as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) T é p-dominado;

(ii) Existe C' > 0 tal que

n m/p m
(S trteap™) <T@
j=1 k=1

para todo n € N e xf € Fp,taisque j=1,...nei=1,....m.

p7w

Mais detalhes sobre esta classe de operadores podem ser encontrados em [17] e [20].

2.2.2 Aplicagoes de tipo absolutamente p-somantes

Para ¢ =1, ...,n, denotamos por

U LBy, By F) — L <E,~;£ (El, I%’l,En;F))
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o i1somorfismo isométrico candnico
v (T) () (xl, o} xn) = T (1, ., 2)

onde [ significa que a i-ésima coordenada é omitida.

Uma maneira natural de estender uma classe de operadores lineares para o caso
n-linear é impor que 7" € L(E4, ..., E,; F) pertence a extensao n-linear precisamente
quando \Ifg-n) (T') pertencer a classe linear para todo j € {1,...,n}. Essa é a esséncia da
préoxima definigao:

Definicao 2.2.4 Se p > 1,7 € L(Ey,....E,; F) é dito de tipo absolutamente p-

somante (T € [Hus] (Br, ... By F)) se \Ilg-")(T) for absolutamente p-somante para
todo j € {1,...,n}.

2.2.3 Aplicacoes completamente p-somantes

A classe das aplicagoes multilineares completamente p-somantes (que definiremos
a seguir) é uma das extensoes multilineares mais bem sucedidas do conceito de
operador absolutamente somante. Essa classe foi introduzida por Matos [18] e,
independentemente, por F. Bombal, D. Peréz-Garcia e 1. Villanueva [3] (a terminologia
usada por Matos foi “fully summing” e a terminologia escolhida por Bombal, Peréz-
Garcia and Villanueva foi “multiple summing”).

Definicao 2.2.5 Se p > 1,7 € L(Ex, ..., E,; F') é completamente p-somante se existir
C > 0 tal que

00 1/p n
1 n)y [|P k)\oo
( O [ E R ) < Tz
k=1

jlv"'vjn:

pyw

para toda (xg»k));?‘;l € lpw(Ey), k=1,..,n.

O espaco de todas as aplicagoes n-lineares completamente p-somantes de Fq X - - -xX E,
em F é denotado por Ly ,(Er, ..., En; F'), e o infimo das constantes C, que satisfazem
a desigualdade acima, define uma norma ||.|| fasp DO €spago L fasp(Er, oy Eny F).

Teorema 2.2.6 Para T € L(Ey,...E,;F) e p > 0, as sequintes condig¢oes sio
equivalentes:

(1) T é completamente p-somante;

K3 .
1=

(2) Se (x(k)>oo € lyw(Er), k=1,..,n, entdo (T(ajﬁ), ,1‘5?)) o € 0, (F,N™);
1 je n
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(3) A aplicagao
T lpw(Er) X oo X Ly (Ey) — £,(F,N")
o0 n\ oo 1 n
Tw ((le)zzl RS (l‘l )i:l) = (T($§1)7 ceey LL‘;})) .
jeENn
¢ bem definida , n-linear e continua. Neste caso ||T'|;,, , = [[Twl|-

A demonstragao desse resultado pode ser encontrado em [18].

2.2.4 Aplicacoes fortemente p-somantes
O conceito de aplicagao fortemente p-somante é¢ devido a V. Dimant [13]:

Definigao 2.2.7 Se p > 1,7 € L(FEy,..,E,; F) é fortemente p-somante (T €
Lsasp(Er, ..., Ey; F)) se existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer :Ugl), s 2 €
Ei,1=1,..n em €N, temos:

m 1/p m 1/p
(ZHT(x;,,x?)Hp) <C sup (Z‘gb(x;,,x?)‘p> .
pus $€BL(py. B0ir) \ o
O teorema abaixo aparece em [13].
Teorema 2.2.8 Seja T € L(Ey, ..., E,; F). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) T é fortemente p-somante;

(ii) Existem C' > 0 e uma medida regular de probabilidade na o-algebra de Borel
B (B[;(El,...,En;K)) de Br(g,,....E.x) com a topologia fraca estrela, tais que

1/p
1T (z1, .y zn) | £ C (/B |¢($1,---,In)|pdu(¢)>
L(E1,....En;K)

para quaisquer r; € Ej e j=1,..n.

Note que quando F' = K toda T' € L(FE, ..., E,; F) é fortemente p-somante, para
todo p > 1.
De fato, se T'= 0 é claro; se T' # 0,

m P\ /P m 1/p
<Z ) < sup <Z |q§(:{:j17 ey a:?)‘p)

= PEBL(By,.. Eni®) \ j=1
llell<1

T 1 n

e assim

m 1/p m 1/p
<Z\|T(x;,...,x;)up) < ||T||¢ _ sup (Z}(b(x;,...,x?)}zﬂ) ’

L(E1,..sEn;K)
ll¢ll<1

demonstrando que 7' ¢ fortemente p-somante e || T ,,, , = [|T']|-
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2.2.5 Aplicagoes absolutamente (p;qi, ..., ¢,)-somantes
A classe de aplicagoes absolutamente (p; g1, ..., ¢,)-somantes foi introduzida por R.

Alencar e M. Matos em [1]:

Defini¢ao 2.2.9 Uma aplicagio T € L(E\, ..., E,; F) é absolutamente (p;qi, ..., qn)-
somante se
(T, .. 202, € 4,(F)

e 57))52
para todas ($§-s))§‘;1 €lypw(Es), s=1,..n.
Teorema 2.2.10 Seja T € L(E1, ..., E,; F). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T é absolutamente (p;q, .., ¢,)-somante;

(17) Existe C' > 0, tal que, para cada k natural e quaisquer mg-l) €k

, 1/p . .
sl ] -Jer)
) = ‘ Lj i1 Lj =1

Defini¢ao 2.2.11 Se p,q1,....,q, > 0, uma aplicacio T € L(Fy,...,E;;F) é
absolutamente (p;qi, ..., qn)-somante (ou (p;qi, ..., qn)-somante) no ponto (ay,...a,) em
Ey x - x E, quando

ql 7w ‘ qn 7w

<Z HT(:E?), e l’§n))
j=1

(T(ay + 2, .0+ 2") = T(ay, ..a,))52 € L(F)

para todas (x§s))§.;1 € lyw(Es), s = 1,..,n. No caso em que T é (p;qu,...,qn)-

somante em todo ponto (ay,...,a,) € Ey X -+ X E,, dizemos que T € (p;q1,-..,qn)-
somante em todo ponto (everywhere summing). Notagao: Ezz(p;qlqu)(El, o, By F) ou
LY (B, By F), sep=q ="+ = qy.

O caso em que (ay, ...,a,) = (0,...,0) é precisamente a Defini¢ao 2.2.9. Nesse caso,
escrevemos 1 € Eas(p;ql,...,qn)(Eh iy Ep; F). Quando p = ¢; = ... = ¢y, n6s escrevemos
Losp(Er, ... By F).
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Capitulo 3

Resultados de inclusao entre as
classes

O objetivo deste capitulo é investigar as conexoes entre as classes de aplicagoes
multilineares apresentadas no Capitulo 2.

3.1 Conexoes entre as diferentes classes

Como mostramos no capitulo anterior, existem vdrias classes de aplicagoes
multilineares que generalizam o conceito de operadores absolutamente somantes. E
interessante ver também que existem conexoes entre essas classes.

Nesta secao vamos obter certas inclusoes entre as diferentes classes investigadas
neste trabalho.

O Teorema a seguir ¢ um dos resultados centrais de nosso trabalho e pode ser
encontrado em [8].

Teorema 3.1.1 Sejam E e F' espagos de Banach e 1 < p < co. Temos:

(1) Masiy] ("E; F) = Lasgpipoo,.o0) ("B F) NN Lagpioo...cop) (VB3 F);

(i) Se T € Lyp(Er, ., B F), entio W (T) € Lo, (E C (E 0B, F)) e
\IJE”) (T') (x) é p-semi-integral para todo x em E;;

(iil) Lap("E;F) C Lyp("E; F) C [Hys, )] ("E; F);

(iv) Ly,p,("E;F) C Lany("E; F);

(V) Lsip("E;F) C Lpospy("E;F) C L ("E} F) C Los,("E3 F);

as,p

(vi) Lsip("E; F) C Lgusp("E; F).
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3.1. CONEXOES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Demonstracao:
Se T' € [as )| CE; F)
temos

o 1/p
(52 1T (a5, 20) P

(1) Vamos demonstrar o caso n = 3. Os outros casos sao similares.

€ (mj>Jo'i1 € bpuw (E):(yj);; € loo (E)a(zj);; € l (E),

p\ 1/p
oo ) 0 Y Zj
= (yj)jzl (Zj)jzl ijl T\ O]o ’ OJO
> > (¥5) 21 - (23) ;24 -
p\ 1/p
[e's) 00 00 3 Yj Zj
= || W[ ||| | 2555 |0 (D) (25) L, -
(yj)jzl - (Zj>j:1 -
1/p
o0 (o) o0 p
< (|G| [| )2 ELIS@IWPHN%NW%>)
o0 yill<
ll2;lI<1
0 oo oo 3) P\ /P
= |||z (S |9 @ @)
< ||wt? (1) ()72, Wi)iza|| ||(23)52
as,p p,w o0 o0
e assim

Se T' € (s ] CE; F)
temos também que:

o 1/p
(520 1T (g, )1

T e ﬁas(p;p7oo7oo) (3E; F) . (3.1)
e (U1)2y € bpw (B),(25)72) € loo (E),(2)72; € loo (E),

p\ 1/p

= 1) ]| ||(z5)5% (Z?ﬁ T( x; »Yjs Z ) )

o (:Uj)jzl (Zj)jzl Lo

p\ 1/p

=z e (v @ o |t

o (‘Tj)jzl ‘(Zj)jzl -

1/p
< @)z |55 (Z;ol e U (T) () (2, 2)||
1<

= ez e (S v @ wl) "
< ||w$ (1) e (W) 724 . (x5)52, N (25)52 .
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e assim

T € Lospoopoc) CE F) . (3.2)

Se T' € [Iusm] CE;F) e (77)72, € loo (E),(y1) 12y € loo (E),(2))2) € lpu (E),
temos
o 1/p
(52 1T gy, )1
p\ 1/p
= ($j);.;1 - (yj);i1 - Z;il ) Zj
eor 1%] .
p\ 1/p
= ||| ||| [ 252 v (@)
A\ E=N W =,

[e%e] p

< szl oz | 525 sue 957 ) ) o)
lylI<1
o] oo 3 »\ 1/p
= ($J>] 1 H<yj)j:1 OO( j=1 H\Ij() (T) (%) )
<o @ ez, e, o),
e assim
T € Lasioooon) CE F) - (3.3)

Usando (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos
[Has,(p)] (3E7 F) C Eas(p;p,oo,oo) (3E7 F) N £as(p;oo,p,oo) (3E7 F) N Eas(p;oo,oo,p) (3E7 F) .

Vamos mostrar a inclusao inversa:
Sejam T' € Las(ppooc0) CE; F) € (17)72, € £y (E) .
Dado € > 0, para cada j existem y;, z; € B, tais que

p 9

|99 (@) (@) o

< | @) @) w2)
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Logo,
o AP [ P v
3 3 °
ZH\IJ” ) () ) < Z(H‘I’g)(T) (z5) (45, %) +§)
j=1 Lj=1
- 1/p
€
=S (T s )P + )
Lj=1
- 1/p
ST @y 2 P +
Lj=1
1/p
S ”THas(ppoooo) H pw H y] J= lH H ':1”00 +€:|
1/p
< HTII oo || () ﬂ -

Fazendo ¢ — 0, temos

oo 1/p
3 p o |IP
<Z H\Ijg : (T) (ZL"]) > < ”THZs(p;p,oo,oo) H(‘/Ej)jzl » ’ (34)
i=1 v
De forma andloga, sejam T € Los(po0p,00) (B3 F) € (y5)72; € Ly (E) -
Dado € > 0, para cada j existem z;, z; € Bg, tais que
3 p 3
|99 @) )| < |28 (1) ) (s 20)|| + 55
Logo,
o ) 1/p m oo , 1/p
3 3 g
(Z |98 (1) () ) < 1> (|28 @ ) @i 2)|| + )
j=1 Lj=1
M oo 1/p
= |2 (17 @, )P + ;)
= Z 1T (5,5, 2 9
Lj=1
M oo 1/p
= DT (@595, %) + ¢
Lj=1
1/p
S ||T||as(poopoo) H y] j=1 H H ’:1Hoo +€:|
» 1/p
S “THaspoopoo H(y] j=1 w,p+€:| :
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3.1. CONEXOES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Fazendo ¢ — 0, temos

(fj |95 ) )

Por fim, se T € Las(poo00p) CE;F) € (2))72) € by (E), dado £ > 0, existem z;, y;
€ Bp, tais que

p

(3.5)

p?w

) 1/p
) < AT ey || 9320

|99 @) || < |28 (D) ) @s)|| + 55
Logo, como nos outros casos, temos
00 1/p
(Z |90 (1) (=) ) < e [ 2] - (3.6)
i=1 ’

Portanto de (3.4),(3.5) e (3.6) temos

[Has,(p)] (3E; F) > Las(pip,o0,00) (3E3 F) N Las(pioo,p,00) (BE; F) N Las(pioo,00,p) (BE; F) :

(17) Seja T € Ly p(En, ..., Ey; F). Fixando um ndmero natural ¢ € {1,...,n} e seja
x; € F;i,j=1,...,m. Dado € > 0, existem x,; € Bg,, K =1, . n tais que

"< 1) () (o, B, a7)

p €
+—.

|9 @) @) =

Por isso,

p

in)
< €+Z prjf” (T) () (3, 8, 27)
—€+ZHT i) |

<ot |71, sp 3

#1EB; =1

p

p

@i ) 1 (2)) s on (25)

<€+HTH31p Sup Zhol ‘r]

piEB E’ j=1

Como ¢ é arbitrdrio temos

> e @ e <,
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3.1. CONEXOES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Daf segue que
U (T € Lo, (E c <E1, i B, F)) (3.7)

paratodoi=1,....n.
Agora vamos mostrar que \I/Z(") (T) (z) é p-semi-integral paratodoz € E;,; i = 1,...,n.

Como
m , 1/p
<Z H‘I’En) (T) (z) (wm 1, %j) >
j=1
m 1/p
— (Z HT(ij,...,x,...,xn,j)Hp>
j=1

. 1/p
STy | swp Y er (a5) i (@) opm (25) |
ngEBEl/,l:L...,n =1
" 1/p
: p
<ITlapllal | s D e (@) fen @)]]
goleBEl,,lzl,.[?l,n j=1
obtemos H\Ifgn) (T) (w)H - <7, llz|l, para todo = € Ej,i =1,...,n.
st,p k
(ii1) Se T € Ly ,("E; F), vimos que vale (3.7) e portanto T' € [Il,y,)] ("E; F).

SeT € L4,("E; F), entao existem C' > 0 e medidas de probabilidade p; nas sigma-
algebras de Borel B(BE;_) de Bp; munidos com as topologias o(E; Ey), j=1,..n,

tais que
1/p
lo1 ()P d,ul(gpl)> (/
B

T (xy1,...,xn)|| < C </B

para todo z; € Ej, j =1,...,n.
Seja p = p1 ® ... @ ju, a medida produto de piq, ..., f,. Logo

c ( | |<p1<w1>|”dm<sol>>l/p... ( /

El
1/p
=C (/ lo1(21) .0 (@n) [P d (111 @ ... @ pin) (01, ...,son)) ,
BE'IX"'XBE,;I

1/p
|on ()" dﬂﬂ(‘ﬂn))

By 28

1/p
|on ()7 dﬂ?t(‘ﬁn))

2

e portanto T € Ly ,("E; F).
(1v) Suponha que T seja p-semi-integral. Entao, como % = nlp + ...+ nip, usando a
desigualdade de Holder, temos

m 1/p m
(Z HT(ZL“JI, ,x?)”p> <C sup Z }gpl (le) e On (x]") ‘p

LpZEBEl/,l:L...,n :

1/p
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cof (S hathl) o (Slet) -

SDleBEl/,l:L...,n

=0 s <§:|<P1 (ﬂf})lnp>1/np... sup <i‘% (x?)‘npy/np

B -
_‘ple 2 j=1
1\m m
= C||(@)): @) .
77 j=1 npw j=1 np,w

(v) Se T € Ly ,("E; F) entao, pelo Teorema 2.1.2, temos que

1/p
HT xj, ,x?n)H <C (/ !(pl(aj}l)...gpn(a:?n)}p du(ep, ...,(pn)) )
BEiX"'XBEh

Assim,

DD v ACRE

J1yeesdn=1

<C Z }gol(x}l)...gon(:c?n)‘pdu(gol,...,gpn)

J1yeensgn=1 BEi X..xBpr

— C’/ ( > ‘gpl(:ﬂ;l)...gon(m?n)|p) du(p, ..., on)
BEi ><...><BE4L Tlseee, Jn=1

< C/ sup > ‘gpl(xil)...gon(w?nﬂp dp(p1, ..y on)
B X x B WLGBE;7l:17"'7n-j17“‘7j":1
=C  sup > ea(ag)-n(@} )|

WLGBE/7l:17"*7nj17"‘7jn:1
—CH sup | 3 [eu(a)” )
1 LszBE/ j=1

eassim T € Lygs, ("E; F).
Agora vamos considerar T" € L4, ("E; F). Faremos o caso n = 2; o caso geral

segue a mesma ideia. Se (2;)72,, (y1)j2; € €y (£), temos

1/p
(Z 1T(a+x;,b+y;) =T (a, b)ll”)

Jj=1

1/p 1/p 1/p
< (;IIT(G,%)II”> + <§|IT(%5)IIP> (E_J 1T (25, ) I” >

1/p 1/p 1/p
< (}Z IIT(zk,yj)ll”) + < > HT(xj,wk)llp> + ( > ||T($jvyk)||p> < 00,

J,k=1 J,k=1 k=1
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onde (z);2, = (a,0,0,...) e (wg);Z, = (b,0,0,...).
(vi) E imediato pois claramente

1/p

m m 1/17
sup Z ‘(,01 (x]l) i Pp (x?) |p < sup ( |(;5(:r]1-, s x;‘)|p> )
7j=1 En;F) j=1

(,OZEBE;,ZZL...,H - ¢€BL(E1 1111
[ |
3.2 O efeito do cotipo dos espacos de Banach

A definicao de cotipo necessita do conceito das funcoes de Rademarcher.
As fungoes de Rademacher r,, sao definidas por

0,1 — RyneN

rn () := sign (sen2"rt) .

Note que a uniao dos 2" intervalos [, = (%, 2%), com k = 1,...,2", incluindo

seus extremos, resulta no intervalo [0,1]. As fungdes de Rademacher assumem,
alternadamente, os valores 1 e —1 a medida que ¢ percorre o intervalo [0, 1| e na fronteira
dos intervalos I, assumem o valor zero.

Um fato importante das funcoes de Rademacher é que elas possuem a propriedade
de ortogonalidade, ou seja,

! - L, sej=k
/Orj(t)rk(t)dt—(sjk—{{o’ se,j;ék:}'

Definigao 3.2.1 Seja (Tj)ji1 funcoes de Rademacher. Um espac¢o de Banach X possui
cotipo finito q > 2 se existir uma constante K > 0, tal que, para qualquer escolha finita
1, ..., T, de elementos de X, vale a desigualdade

n 1/q 1
S| <K /
i—1 0

n 1/q
Quando q = oo substituimos (Z H%Hq) por max;<, ||x;||. Denotamos por Cy (X) o
i=1

infimo das constantes K que satisfazem (3.8) e denotaremos cot X o infimo dos cotipos
assumidos por X, isto é,

9 1/2

at| . (3.8)

n

Zri (t) z;

=1

cot X =inf {2 < g < 00; X tem cotipo q} .

O préximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [12, Coroldrio
11.16], terd papel central nessa segao:
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3.3. ALGUNS COMENTARIOS SOBRE AS RELACOES DE INCLUSAO

Teorema 3.2.2 Sejam E e I’ espagos de Banach.
Se E tem cotipo 2, entdo Los1(E; F) = Loso(E; F);
Se E tem cotipo 2 < q < 00, entdo Las,(E; F) = Lus1(E; F) para todo 1 <1 < ¢*;
Se E e F tém cotipo 2, entao Lqs,(E; F) = Las2(E; F) para todo 1 < r < oo.

A seguir veremos que aplicagoes semi-integrais e dominadas coincidem quando certas
condicoes sao impostas aos cotipos dos espacos envolvidos.

Proposigao 3.2.3 Se E tem cotipo 2, entdo Ly (*E; F) = L41(°E; F) para todo F.

Demonstracao: Se E tem cotipo 2, sabemos, pelo teorema anterior, que

Los1(E; F) = Laso(E; F) para todo espago de Banach F'. Assim, pelo Teorema 2.2.2,

se T € Lqs(*E; F), entdao T = Ro (uy,us), com R € LOGF) e uy, uy € Loso(E;G) =

Las1(E; F). Logo, pelo Teorema 2.2.2, T' € £d71(2E; F). A reciproca é similar.
Portanto,

Li1(CE;F) = Lys(CE; F) (3.9)
para todo F.
Pelo Teorema 3.1.1(i4i) e (iv), temos
Ly1CE;F) C Ly1(PE;F) C Lag(PE; F). (3.10)

Logo, de (3.9) e (3.10), segue que
Li1(CE; F) = Ly1(CE; F).

3.3 Alguns comentarios sobre as relagoes de
inclusao

Nesta secao veremos que, em geral, as relagoes de inclusao da secao anterior sao
estritas.

Proposicao 3.3.1 A inclusao
Esi,l(Ela ceey Ena F) - Lsas,l(Eh sy Ena F)
em geral é estrita.

Demonstracgao: Considere T : ¢; x {; — K é dada por

j=1 j=1

Em [1, Exemplo 4.5(b)] se prova que 7" entdo nao ¢ 1-semi-integral, mas obviamente 7’
é fortemente 1-somante. |
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Proposicao 3.3.2 A inclusao
Esi,l(Ela ceey Em F) C ‘Cfas,1<E17 ceey Ena F)
em geral é estrita.

Demonstragao: Com efeito, em [25, Teorema 3.2] se prova que se cada F; = ... =
E,_1=/¢; e H é um espaco de Hilbert, entao

E(El, cany Enfl, I’I7 K) = ‘Cfas,l(Eh cory Enfl, H, K)
Daf segue claramente que
LUy, l2;K) = Lias1 (41, l2; K),

mas, COmo veremos,

E(gl, 62; K) 7é Esi,l(gly 62; K)

De fato, suponhamos por um momento que
L(l1,05;K) = Lg; 1 (41,02, K). (3.11)
Seja R : l5 — L(¢1;K) linear e continua. Entao
R = \1152) (T') para alguma 7" : {1 x {5 — K.

De (3.11) segue que T' é 1-semi integral e do Teorema 3.1.1 (ii) segue que \I’g) (T) e
absolutamente 1-somante. Logo R é absolutamente 1-somante, isto é,

;C(KQ; goo) - Ea5,1(€2, EOO)?

e isso é uma contradigdo, pois em [15] se prova que se X tem base de Schauder
incondicional e X e Y tém dimensao infinita e

L(X,)Y)=Lus1(X,Y)

entao X = /5 e Y é Hilbert. [ |

Proposicao 3.3.3 A inclusdo
Efas,l(-El? s En7 F) C 'Cas,l(Ela ] ETH F)

é estrita, em alguns casos.
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Demonstragao: De fato, em [1, Teorema 3.10] se mostra que para todos os espagos
de Banach Fj, ..., E,,, tem-se que

ﬁ(El, ceey En, K) = Eas,l(Elv ceey En, K)
(esse resultado é o Teorema de Defant-Voigt). Logo, temos que
L(co, c0; K) = Las,1(co, co; K).

Mas um famoso resultado devido a Littlewood (veja [16]) garante que existe T €
L(co, co; K) tal que

Y T(es en)] = oo,

jk=1

isto &, T' ¢ L qs1(co, co; K). [ ]
Proposicao 3.3.4 Em  geral Lus,(E1, ..., By F)  nao  estd  contido  em
Lousp(Er, oo By F).

Demonstracao: De fato, sejam 7" € L(¢1, (15 41), (75)72, . (y1)j2, € L1 (£1) . Temos
claramente

00 00 00 1/2 0o 1/2
Holder
ST )l < NTIY Nl sl < 1T (Z ij||2> (Z IijHQ)
j=1 j=1 J=1 7=l
o 1/2 /o 1/2
=T (Z\Iid(%)HZ) (Z Hid(yj)!|2> :
j=1 j=1

mas /1 tem cotipo 2, logo idl; é (2,1)-somante. Logo

o 1/2
<Z lid (%)H2> < Cull()lly

- 1/2
(Z lid (yj)llz) < G [[(y3)ll1 -

=1

Portanto

DTGyl < K@) 1),

=1

segue que T' € L,51(l1,01;¢1). Dai
Eas,1(£1,£1;€1) = 5(51,51%1)'
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3.3. ALGUNS COMENTARIOS SOBRE AS RELACOES DE INCLUSAO

Seja T € L(l1;01) — Las1(¢1;41). Defina R : £; x £y — {1 por R(x,y) =T (z) ¢ (y) com
o # 0. Seja a # 0 tal que p(a) =1, ||a|| = 1. Se fosse Lus1 (01, l1501) = L(l1,01; 1)
entao

Z ||R(x]7y]>|| S C sup Z|¢ xjay]

j=1 PEBL(ey,01301) j—1
e
ZHT z)¢(a)] <C  sup Z|¢> zj,a
EBLty .0 1) j=1
Logo

ZHT (; H<CSHPZW ()]

el <14

Assim T é 1-somante, mas isso é uma contradi¢ao. Logo

ﬁsas,1<€1a€1;€1) 7é ﬁ(fl,él;fﬁ-

Proposicao 3.3.5 Em  geral,  Lgysp(Er,...., By F)  nao  esta  contido em
Losp(Er, ... By F)

Demonstragao: De fato, note que quando F' = K toda T € L(E,...,E,; F) é
fortemente p-somante, para todo p > 1, logo

Lsas,2<€2> ly; K) = 5(527 lo; K)

Seja T : {5 x {5 — K, definida por

T((%)j 1 (W) j= 1) Zx]y]

E claro que T' é linear continua e

00 0o 1/2 m 1/2
Hoélder
1T (5, 9)l = D wjm; < (Zl’f) (ny) = |l [yl -
j=1

j=1 j=1

Temos que (¢;)7,
£a372(€27€2; K) e segue que

€ Loy (l2), mas (T(ej,e5))2; = ()2, ¢ l(K). Logo T ¢

7=1

£a8,2(€27£2;K) 7é £(€2,€2;K)-
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3.3. ALGUNS COMENTARIOS SOBRE AS RELACOES DE INCLUSAO

Definigao 3.3.6 Sejam H, e Hy espacos de Hilbert. Um operador linear T' : Hy — Hy
é chamado de Hilbert-Schmidt se

ST () < +o0 (3.12)

icl
para cada base ortonormal (e;),.; € Hy.

Sabe-se que se 3.12 vale para alguma base ortonormal, entao 3.12 vale para toda
base ortonormal.

A classe dos operadores Hilbert-Schmidt de H; em Hs é denotado por L,s(H; Hs).

O teorema a seguir ¢ um resultado de A. Pelczynski (veja [21]).

Teorema 3.3.7 Sejam 1 < p < 400 e Hy e Hy espagos de Hilbert. Entao
Ehs(-Hl; HQ) = Eas,p<H1; HZ)
Proposigao 3.3.8 L4 (*ls; K) # [s1)] (3l2; K).

Demonstragao: Considere T : /5 x {5 — K dada por

T(x’y):Z(j_a) LjY;j Coma:§+€e€€ (0,5).
j=1

Vamos mostrar que
T e [Has(l)} (262; K) \ Ed,1(2€2; K)

Note que

(?f ||T(€j’ej)lll/2>2 - i (%)W

Lj=1

Y

2. ()

LJ

- 2
_ 1 _ 2—«a
_ m(m/)} —

Logo, se fosse T' € L,1(*(5; K), existiria C > 0 tal que

(i HT(ea‘aej)Hl/Q) <C H(ej);'nzl

para cada m, e obterfamos

2

)
w,1

m2~e < C (m1/2)2 =Cm,
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3.3. ALGUNS COMENTARIOS SOBRE AS RELACOES DE INCLUSAO

o que é uma contradicao, pois 2 — a > 1.
Para provar que \I/§2) (T') € Lasa(l2;ls), observe que

v (T) ((l’j)?il) - (Jiax] )::

Agora pelo Teorema 3.3.7, basta mostrar que \Ilgz) (T') &€ um operador de Hilbert-
Schmidt, o que é claro pois como 2« > 1, temos

f} |92 @) e =3 H <

k=1

2

l2
Dai a inclusao é estrita. Como /5 tem cotipo 2, pela Proposicao 3.2.3 vemos que

['si71(2£2;K) = ﬁd,1(2€23K) # [Has(l)] (252;K)-
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Apéndice A

Produto tensorial

Al Produto tensorial algébrico

Dado um nimero n € N e espacgos vetorias X1, ..., X,,, podemos considerar o dual
algébrico L£( X7, ..., X,,;; K)* do espago L( X7, ..., X,;; K), isto é,

L(X1, .., X0 K) ={p: L(X1,..., X;;; K) = K; @ é linear} .

Sabemos que £(X7, ..., X,,; K)* & um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais
de funcoes, isto é:

(01 +92) (A) = 91 (A) + 92 (A) e (A1) (A) = Apr (A)

para todos funcionais linears @1, o € L( X1, ..., X;,; K)* e todo escalar A € K.
O produto tensorial de X1, ..., X,, serd construido a partir de elementos especificos
de L(X7, ..., X,;; K)*. Dados x; € X, ..., x, € X,,, defina

I ®..Qr,: L(X1,..,. X K) — K
B = (1 ®...Qx,)(B) =B(x,...,1,)

Vejamos que 1 ® ... ® x,, é linear. De fato

(1 ®...0x,) M+ B) = (M + B) (x4, ..., )
= (MN) (1, ..., xp) + B (x1, ..., x0)
= M (21, ...,x,) + B (21, ..., )
= A1 ® .01, (A)+ (r1® ... ®x,) (B)

para todo escalar A € K e todas aplicagoes n-lineares A, B € L(Xj,..., X,;K).
Chamamos de V' o conjunto formado por todos esses funcionais,

V.= {.Z'l X ... QxTy T € Xl, e Ty € Xn} g /:(Xl, ,XTHK)*
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A.l1.  PRODUTO TENSORIAL ALGEBRICO

Definicao A.1.1 O subespago vetorial de L( X1, ..., X,,; K)* gerado por V' serd chamado
de produto tensorial de X1, ..., X,, e serd denotado por X1 ® ... ® X,,. Em simbolos,

k
X1®-'-®Xn:{z/\j (x{@...@xfl):kEN, A eK, x{EXZ}

=1

comi=1,...nej=1,..k.

Os elementos de X1 ® ... ® X,, sdo chamados de tensores, e os tensores da forma
T1R...Qx, sdo chamados de tensores elementares. Um tensor, entao, é uma combinacdo
linear de tensores elementares.

O produto tensorial X1 ® ... ® X,, é, por definicao, um espaco vetorial sobre K.
Veremos logo adiante uma propriedade algébrica elementar dos tensores elementares.

Proposigao A.1.2 Sejam Xi,..., X, espagos vetorias, x1,2)] € Xq,...,x,, 2, € X, e
A € K. Entao:

() 210.0(1;+2)® .1, =01R .., ® ... T, + 11 ® ... ®T; ® ... ® x,, para
todoi=1,...,n;

() N(11® .01, ...0 1, =11 ® ... ® A (2;) ® ... ® x, para todo i = 1, ..., n;
(iii) Se z; = 0 para algum i € {1,...,n}, entdo r; ® ... ® z,, = 0.

Demonstragao: (i) Dadoi € {1,...,n} e uma aplicacao n-linear A € L£(Xj, ..., X,,; K),
temos:
(11 ®.Q(xi+2))®...Q0x,) (A) = A(x1, .., xi + T}y ooy Ty

= A(x1, s Ty oy tp) + A1, oy 2 1)
=(11®.050.01,)(A)+(11®..01,0 ...Qx,) (A).
(77) Para toda aplicagao n-linear A € L£( Xy, ..., X,;; K), temos que:

AN21®.92,®...0x,))(A)=A(1® ... 1; ® ... ® 1) (A))
= ANA (21, .y Tiy ooy Ty
= A(x1, .., ATy, oy Ty)
=(11®.. QN1 ®...01,) (A).

(7i1) Por (i) temos que, se x; = 0 para algum i € {1,...,n},
1R.004+2)®. 01, =2180..00Q .07, +11 Q... 0T, ... ® Tp,.
Logo
11®.000. 0%, =080 .01.Q0x,—18.01,1.Qz,=0.
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A.2. NORMA PROJETIVA

Definigao A.1.3 Dados os espagos vetoriais X1, ..., X,, considere a aplica¢do
c: Xix.xX,—-X1®..®X,
(1, ey @) = 0 (X1, ey @) = 21 @ o @ Ty
Proposigao A.1.4 A aplicagdo o é n-linear, isto é, 0 € L(Xq,..., X X1 ® ... @ X,,).

Demonstragao: Dados z1,2] € Xi,...,2,,2), € X, e A € K, i = 1,...,n. Da
Proposicao A.1.2 segue que
O (X1, ey AN+ 2 ) =21 @ . @ (A + 7)) ® .. Q 1y,
“A11 Q.. Q1 ® .. QL)+ 11 Q.. QTR ... Q T,
= A0 (X1, ey Ty oy T) + O (L1 0y Ty oy )

provando que a aplicagao o é p-linear. [ |

Teorema A.1.5 Sejam Xi,..., X, espacos vetoriais sobre o corpo K. Para cada
aplicacao n-linear B : X; x ... x X,, — Y existe um 1nico operador linear By :

k k
Xi1®..® X, — Y, dado por By, (Zx{ & ... ®xﬁl> = ZB (:cjl,,:lzﬁl), tal que o
7j=1 7j=1
diagrama
B
XX XX, —====== > ¥V
g B,
X,®..8X,

é comutativo, ou seja, B = By o o. Mais ainda, a correspondéncia B < By é
um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(Xq, ..., X3 Y) e L(X1 ® ... ® X,;Y). O
operador By, é chamado de linearizacao da aplicacao n-linear B.

A demontragao do teorema acima pode ser visto em [29].

A.2 Norma Projetiva

Sejam Fi,...,E, e F espagos de Banach. O nosso objetivo ¢ introduzir uma
norma em F; ® ... ® E, que realize a linearizagao multilinear continuas definidas em
Ey x -+ x FE,. Mais precisamente, queremos uma norma em F; ® ... ® E, tal que para
todo F', uma aplicacao n-linear A : E; x --- X E,, — F é continua se, e somente se,
Ap  E1®...® E, — F é um operador linear continuo em relagdo a essa norma.
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A.2. NORMA PROJETIVA

Definigao A.2.1 Sejam F, ..., E, espagos de Banach. Para cada tensorz € F1®...®
E,, define-se

7 (z) = inf {Z Hx{” @] e = Zas{ ® ... ®x{l} .

j=1
Temos que T é uma norma no produto tensorial (veja [29]).

Proposicao A.2.2 Sejam E, ..., E, espacos de Banach. Entaom como definida acima,
é uma norma em By ® ... ® E,. Além disso,

T(21® ... ®@2n) = |71 ... |24

para todo x1 € B, ...,x, € F,,.
Denota-se por B @ ... E,, o produto tensorial de F1, ..., E, dotado com a norma

7. Esta norma é conhecida como norma projetiva (veja [11, Proposi¢io 1.1.7]). O
complemento do espaco normado Ei @ ... ®, E, ¢é denotado por F\Qy...Q.E,

Teorema A.2.3 Sejam FEi,...,FE, e F espacos de Banach. Se A : Fy X -+ X E, — F
é uma aplicacao n-linear continua, entao existe um unico operador linear continuo
Ap : B1®y..2,E, — F, satisfazendo Ap (1 @ ... @ x,) = A(xq, ..., T,) para quaisquer
x; € B, j=1,...,n, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

E, X ..XE, =—-m—n- > F

Além disso, a correspondéncia A < Ap é um isomorfismo isométrico,i.é, ||AL| =
|A|| entre os espagos de Banach L(Ey, ..., En; F) e L(E1®y...Q.Eyn; F). O operador Ay
é chamado de linearizacao de A.

Observagao A.2.4 No caso em que F' =K, temos a identifica¢ao

(B18®r.. 07 E) = LB @8, Ep; K) = L(Ey, ..., By K)

z

e ¢é nesse sentido que é coerente se mencionar a topologia fraca estrela em
L(E, ..., E,; K), como é feito no Teorema 2.2.8.

Para maiores detalhes sobre a teoria de produtos tensoriais em espacos de Banach,
indicamos [10], [29] e [32].
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