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Resumo
Neste trabalho dissertamos sobre os vários conceitos recentes que generalizam o

conceito linear de operador absolutamente somante, com especial ênfase às aplicações
p-semi-integrais.
Palavras chave:
Aplicações absolutamente somantes, aplicações semi-integrais.
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Abstract
In this work we discuss several recent concepts that generalize the de�nition of

absolutely summing linear operators. Special attention is devoted to the class of p-
semi-integral mappings.
Key Words:
Absolutely summing mappings, semi-integral mappings.
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Notação e Terminologia
A seguir fazemos uma lista de notações e terminologias utilizadas no decorrer do

texto:

� O símbolo K representará o corpo R dos reais ou o corpo C dos complexos.

� Denotamos o espaço vetorial formado pelos operadores lineares contínuos de E e
F por L (E;F ). O dual topológico de E é o conjunto L (E;K) que, por sua vez,
será denotado por E 0.

� J : E ! E 00 denota a aplicação canônica J(x)(f) = f(x).

� E;E1; :::; Em e F representam espaços de Banach, exceto quando houver algo
mencionado em contrário.

� Se E e F são espaços vetoriais normados, o espaço vetorial formado pelos
operadores lineares de E e F é denotado por L (E;F ). Vamos denotar L (E;K)
por E� e chamá-lo de dual algébrigo de E.

� QuandoX for um espaço vetorial normado, o símbolo BX denotará a bola unitária
fechada fx 2 X; kxk � 1g de X.

� Usaremos o termo "operador"com o mesmo sentido de "função".

� L(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações n-lineares contínuas
de E1 � � � � � En em F .

� Las;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações n-lineares
absolutamente p-somantes de E1 � � � � � En em F .

� Ld;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações p-dominadas de
E1 � � � � � En em F .

� Lsi;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações p-semi-integrais
de E1 � � � � � En em F .

� Lsas;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações fortemente p-
somantes de E1 � � � � � En em F .

� Lfas;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações completamente
p-somantes de E1 � � � � � En em F .

� Levas;p(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações absolutamente
p-somantes em todo ponto, de E1 � � � � � En em F .

�
�
�as(p)

�
(E1; :::; En;F ) representa o conjunto de todas as aplicações de tipo

absolutamente p-somante de E1 � � � � � En em F .
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� Quando E1 = ::: = Em; escrevemos L(
nE;F ) ao invés de L(E1; :::; En;F ).

� Se 1 < q <1, q� indica o conjugado de q, isto é, 1
q�
+ 1

q
= 1.

As demais notações e terminologias presentes no trabalho terão seu signi�cado
expresso no decorrer do texto.
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Introdução

A teoria multilinear de operadores absolutamente somantas foi primeiro esboçada
por A. Pietsch [27] e, na última década, tem sido explorada por diversos autores,
em diferentes contextos. Há várias formas naturais de conceber a ideia de "aplicação
multilinear absolutamente somante"e, por esse motivo, vários conceitos diferentes têm
sido explorados (aplicações p-semi-integrais, aplicações dominadas, aplicações de tipo
absolutamente somante, aplicações completamente somantes, aplicações fortemente
somantes, etc).
Cada possível generalização do conceito de operador absolutamente somante para o

contexto não-linear apresenta suas particularidades e abre novas linhas de pesquisa; é
bastante natural, portanto, comparar estes vários conceitos e buscar suas semelhanças
e diferenças.
Um dos temas centrais do nosso trabalho são as aplicações p-semi-integrais, que

foram introduzidas por D. Pellegrino [22], motivadas pelo trabalho de R. Alencar e
M.C. Matos [1]. Entretanto, existem também vários outros conceitos recentes que
generalizam o conceito de operadores absolutamente somantes. Por exemplo:
- Aplicações dominadas, primeiro exploradas por A. Pietsch [28], depois por

Schneider [31][31] e Matos [19] e, mais recentemente, em [4, 7, 20, 23].
- Aplicações de tipo absolutamente somante, motivadas por métodos abstratos de

criar ideais, exploradas em [22].
- Aplicações completamente somantes, introduzidas por

Matos [18] e, independentemente, por Bombal, Pérez-García e Villanueva [3]. Esta
classe de aplicações multilineares tem sido bastante investigada nos últimos anos.
- Aplicações fortemente somantes, introduzidas por V. Dimant [13].
- Aplicações multilineares absolutamente somantes, que foram primeiro estudadas

por Alencar-Matos [1], Matos [19] e têm sido bastante investigadas desde então (citamos
[22, 23, 24, 26], por exemplo).
Neste trabalho, vamos investigar as conexões entre essas classes, introduzir a classe

de aplicações p-semi-integrais e estabelecer a posição de aplicações p-semi-integrais com
relação às outras classes.
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Estrutura dos Tópicos Apresentados

No Capítulo 1 apresentamos os elementos básicos da teoria dos operadores
absolutamente somantes e introduzimos alguns conceitos e resultados importantes,
como Teorema da Dominação de Pietsch;
No Capítulo 2 apresentamos as várias extensões multilineares do conceito de

operador absolutamente somante. Especial ênfase é dada ao conceito de aplicações
p-semi-integrais. A principal referência é o artigo [8].
No Capítulo 3 dissertamos sobre as conexões entres as classes introduzidas no

capítulo anterior e indicamos como o cotipo dos espaços de Banach envolvidos interfere
em tais resultados.
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Capítulo 1

Operadores lineares absolutamente
somantes

Este primeiro capítulo será dedicado à teoria linear de operadores absolutamente
somantes. Os operadores absolutamente somante remontam à década de 50, com
contribuições de Alexander Grothendieck, embora apenas no �nal da década de 60, com
os trabalhos de A. Pietsch [27] e J. Lindenstrauss e A. Pe÷czyński [15] a teoria tenha
sido efetivamente difundida e compreendida. Para mais detalhes sobre os operadores
absolutamente somantes, indicamos o livro de J. Diestel, H. Jarchow e A. Tonge [12].

1.1 Séries em Espaços de Banach

De�nição 1.1.1 Uma sequência (xn)
1
n=1 em um espaço vetorial normado X é dita

absolutamente somável se
1X

n=1

kxnk <1

Neste caso dizemos que a série correspondente

1X

n=1

xn é absolutamente convergente.

Se (xn)
1
n=1 for tal que

1X

n=1

x�(n)

converge, para qualquer que seja a bijeção � : N �! N, dizemos que (xn)
1
n=1 é

incondicionalmente somável e que

1X

n=1

xn é incondicionalmente convergente.

Proposição 1.1.2 Um espaço vetorial normado T é um espaço de Banach se, e
somente se, toda sequência absolutamente somável em X é incondicionamente somável.

1



1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

Demonstração: Sejam X um espaço de Banach e (xn)1n=1 uma sequência
absolutamente somável em X. Vamos mostrar que (xn)

1
n=1 é uma sequência

incondicionalmente somável. Dada uma permutação � dos naturais, considere yn =
kxnk. Como (yn)1n=1 é absolutamente somável em R, então é incondicionalmente

somável; logo
1X

n=1



x�(n)


 converge e, portanto, é de Cauchy. Assim, dado " > 0 existe

n0 2 N tal que

n > m > n0 )








nX

k=1

x�(k) �

mX

k=1

x�(k)






 =







nX

k=m+1

x�(k)






 �
nX

k=m+1



x�(k)


 <

1X

k=n0



x�(k)


 < ".

Isso mostra que a sequência das somas parciais de (x�(n))1n=1 é de Cauchy, logo é
convergente. Portanto (x�(n))1n=1 é somável.
Agora suponhamos que toda sequência absolutamente somável em X é

incondicionalmente somável. Note que nesse caso a sequência (x�(n))1n=1 é somável,
pois basta considerar a permutação � = id.
Seja (xn)1n=1 uma sequência de Cauchy em X. Então, dados k 2 N e " = 2�k, existe

n
(k)
0 2 N tal que

n;m � n
(k)
0 ) kxn � xmk < 2

�k.

Assim, podemos encontrar n1 < n2 < ::: tais que


xnk � xnk+1



 < 2�k.

Em particular,
1X

k=1



xnk+1 � xnk


 �

1X

k=1

2�k = 1

e, portanto, a série
1X

k=1

�
xnk+1 � xnk

�
é absolutamente convergente e, por hipótese, é

convergente. Note agora que

xnk+1 = xn1 +

kX

j=1

�
xnj+1 � xnj

�
.

Logo
�
xnk+1

�1
k=1

é convergente. Como (xn)1n=1 é de Cauchy e admite subsequência
convergente, então (xn)1n=1 também converge, implicando que X é completo. �

Existem várias caracterizações de séries incondicionalmente somáveis. O teorema
a seguir mostrará algumas equivalências sobre séries incondicionalmente somáveis (a
demonstração pode ser encontrada em [12]).

Teorema 1.1.3 Para uma sequência (xn)
1
n=1 num espaço de Banach X, são

equivalentes:

2



1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

(i) (xn)
1
n=1 é uma sequência incondicionalmente somável;

(ii) (xn)
1
n=1 é uma sequência ordenadamente somável, isto é, para cada " > 0, existe

um n" 2 N tal que, quando M é um subconjunto �nito de N com minM > n",

temos







X

n2M

xn






 < ";

(iii) (xn)
1
n=1 é subsérie somável, isto é, para qualquer sequência estritamente crescente

(kn)
1
n=1 de inteiros positivos,

1X

n=1

xkn converge;

(iv) (xn)
1
n=1 é sinal somável, ou seja, para quaisquer escolhas de "n 2 f�1; 1g a série

1X

n=1

"nxn converge;

(v) (bnxn)
1
n=1 é somável para toda (bn)

1
n=1 2 `1;

(vi) (xn)
1
n=1 é fracamente subsérie somável, isto é, se para cada sequência crescente

(kn)
1
n=1 de números positivos, a série

1X

n=1

xkn for fracamente convergente ;

(vii) (xn)
1
n=1 é fracamente sinal somável, ou seja,

1X

n=1

"nxn converge fracamente em X

para cada escolha de sinais "n = �1;

(viii) (bnxn)
1
n=1 é fracamente somável em X para todo (bn)

1
n=1 2 `1;

(ix) v : X 0 �! `1; x
� 7! (x�(xn))

1
n=1 é um operador compacto;

(x) (bn) 7!
1X

n=1

bnxn de�ne um operador compacto de `1 em X;

(xi) (bn) 7!

1X

n=1

bnxn de�ne um operador compacto de c0 em X;

(xii) (bn) 7!

1X

n=1

bnxn de�ne um operador limitado de `1 em X.

Proposição 1.1.4 Se (xn)
1
n=1 é uma sequência incondicionalmente somável em um

espaço de Banach X, então
1X

n=1

xn =

1X

n=1

x�(n)

para toda permutação � : N! N.

3



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

Demonstração: Para sequências de escalares (an)
1
n=1, sabemos que se

1X

n=1

an e

incondicionalmente convergente, então
1X

n=1

an é absolutamente convergente e, além disso,

1X

n=1

an =

1X

n=1

a�(n) para toda permutação � (veja [14, Teorema 22]). Logo, para toda

f 2 X 0 temos que

f

!
1X

n=1

x�(n)

"
=

1X

n=1

f(xn) = f

!
1X

n=1

xn

"
.

Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que
1X

n=1

xn =

1X

n=1

x�(n).

�

1.2 Operadores absolutamente (p; q)-somantes

Considere X e Y espaços de Banach. Um operador linear contínuo u : X �! Y
é absolutamente somante se u transforma sequências incondicionamente somáveis em
sequências absolutamente somáveis. O resultado central da teoria de operadores
absolutamente somantes é o Teorema de Grothendieck:
A demonstração do Teorema a seguir pode ser encontrado em [12, Pag 15].

Teorema 1.2.1 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear contínuo u :
`1 �! `2 é absolutamente somante.

O conceito de operador absolutamente somante possui uma extensão natural, na
qual aparecem parâmetros p e q; como veremos a seguir. Começaremos com algumas
de�nições necessárias. A seguir, consideremos 1 � p <1 e X, Y espaços de Banach.

De�nição 1.2.2 Uma sequência (xn)
1
n=1 em X é fortemente p-somável se (kxnk)

1
n=1 2

`p:

Denotamos por `p(X) o espaço vetorial de todas as sequências fortemente p-somáveis
em X, ou seja,

`p(X) =

(
(xn)

1
n=1 2 X

N;

1X

n=1

kxnk
p <1

)
:

Em `p(X) de�nimos

k(xn)
1
n=1kp :=

!
1X

n=1

kxnk
p

"1=p
.
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

Se p =1 de�nimos

`1(X) =

�
(xn)

1
n=1 2 X

N; sup
n
kxnk <1

�

e
k(xn)

1
n=1k1 := sup

n
kxnk .

Proposição 1.2.3
�
`p(X); k:kp

�
é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (x(k))1k=1 uma sequência de Cauchy em `p (X); tomemos

x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; :::

�
2 `p (X) e, dado " > 0 existe N 2 N tal que

k; k0 � N )

!
1X

n=1




x(k)n � x(k
0)

n





p
"1=p

=



x(k) � x(k

0)




p
< ".

Logo, para cada n 2 N, temos

k; k0 � N )



x(k)n � x(k

0)
n




 < "

e, portanto, (x(k)n )1k=1 são todas sequências de Cauchy em X, e consequentemente
convergentes. Digamos que (x(k)n )1k=1 convirja para xn, e seja x = (xn)

1
k=1. Vamos

mostrar que x 2 `p (X). Para cada m natural, temos

k; k0 � N )

!
mX

n=1




x(k)n � x(k
0)

n





p
"1=p

< ".

Fazendo k0 �!1, obtemos

k � N )

!
mX

n=1



x(k)n � xn


p
"1=p

� ".

Fazendo agora m �!1, temos


x(k) � x




p
< " (1.1)

para todo k � N . Logo

x(N) � x =
�
x(N)n � xn

�1
n=1

2 `p (X) .

Como x(N) 2 `p (X) (que é um espaço vetorial), segue que

x = x(N) �
�
x(N) � x

�
= (x(N)n )1k=1 �

�
x(N) � x

�1
n=1

2 `p (X) ,

e de (1.1) temos limk�!1 x
(k) = x. Portanto `p (X) é de Banach. �

5



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

De�nição 1.2.4 Uma sequência (xn)
1
n=1 emX é fracamente p-somável se ('(xn))

1
n=1 2

`p para todo ' 2 X
0
.

Denotamos por `p;w(X) o conjunto de todas as sequências fracamente p-somáveis
em X, ou seja,

`p;w(X) =

(
(xn)

1
n=1 2 X

N;

1X

n=1

j'(xn)j
p <1 para todo ' 2 X 0

)
.

Se (xn)1n=1 2 `p;w(X); de�nimos

k(xn)
1
n=1kp;w := sup

'2BX0

!
1X

n=1

kxnk
p

"1=p
<1. (1.2)

Proposição 1.2.5
�
`p;w(X); k:kp;w

�
é um espaço de Banach.

Demonstração: Antes de mais nada mostremos que o supremo em 1.2, e para
isso, usaremos o Teorema do Grá�co Fechado (TGF). Seja x = (xn)

1
n=1 2 `p;w(X) e

associamos a x a função

u : X 0 �! `p

u (') = (' (xn))
1
n=1 .

É claro que u está bem de�nida e é linear. Suponha que
�

'k �! ' 2 X 0

u ('k) 7�! z0 2 `p.

Vamos mostrar que z0 = u ('). Como u ('k) �! z0, temos

lim
k�!1

('k (xn))
1
n=1 = z0 = (zn)

1
n=1

e, portanto,
lim
k�!1

'k (xn) = zn

para todo n natural. Como 'k �! ', temos

lim
k�!1

'k (xn) = ' (xn)

e consequentemente
zn = ' (xn)

para todo n. Logo z0 = u (') e pelo TGF temos que u é limitado, e portanto

sup
'2BX0

!
1X

n=1

j' (xn)j
p

"1=p
<1.
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

As propriedades de norma são facilmente veri�cadas. Agora, só nos resta provar a
completude. Seja (x(k))1k=1 uma sequência de Cauchy em `p;w (X). Note que, para cada

k; temos x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; :::

�
2 `p;w (X). Como

�
x(k)
�1
k=1

é uma sequência de Cauchy,
dado " > 0, existe N 2 N tal que

k; k0 � N )



x(k) � x(k

0)




p;w

< ".

Com isso, temos que:

k; k0 � N )

1X

n=1

���'
�
x(k)n � x(k

0)
n

����
p

< "p, com ' 2 BX0 (1.3)

e, para todo n,

k; k0 � N )



x(k)n � x(k

0)
n




 = sup
'2BX0

���'
�
x(k)n � x(k

0)
n

���� � ".

Portanto, para cada n, (x(k)n )1k=1é uma sequência de Cauchy em X, e consequentemente
convergente. Denotaremos por xn o limite de (x

(k)
n )1k=1, e seja x = (xn)

1
n=1. Vamos

mostrar que x 2 `p;w (X). De fato, usando o mesmo artifício usado na demonstração
da Proposição 1.2.3, fazendo k0 �!1 em (1.3), obtemos

k � N )
1X

n=1

��'
�
x(k)n � xn

���p < "p,

para todo ' 2 BX0 . Isso nos permite concluir que x� x(N) 2 `p;w (X). Logo,

x =
�
x� x(N)

�
+ x(N) 2 `p;w (X) .

Além disso,
k � N )



x(k) � x



p;w
� ",

ou seja, limk�!1 x
(k) = x. Portanto, `p;w (X) é um espaço de Banach. �

Observação 1.2.6 A inclusão `p(X) � `p;w(X) sempre é verdadeira e contínua. De
fato, se (xn)

1
n=1 2 `p (X), então

k(xn)
1
n=1kp;w = sup

'2BX0

!
1X

j=1

j' (xj)j
p

"1=p

� sup
'2BX0

!
1X

j=1

k'kp kxjk
p

"1=p
=

!
1X

j=1

kxjk
p

"1=p
= k(xn)

1
n=1kp .
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

A seguir, introduzimos o espaço de sequências `p;u(X) que terá papel importante na
teoria de operadores absolutamente (p; q)-somantes.

Proposição 1.2.7 O conjunto `p;u(X) :=
n
(xj)

1
j=1 2 `p;w(X); lim

n!1



(xj)1j=n



p;w
= 0
o

é um subespaço fechado de `p;w(X).

Demonstração: Sejam (xj)
1
j=1; (yj)

1
j=1 2 `p;u(X) e � 2 K. Vejamos que,

lim
n�!1



(xj)1j=n + �(yj)
1
j=n




p;w
= 0. (1.4)

Com efeito,

0 �


(xj)1j=n + �(yj)

1
j=n




p;w
�


(xj)1j=n




p;w
+ j�j



(yj)1j=n



p;w

e, fazendo n �!1, temos (1.4).
Logo

(xj)
1
j=n + �(yj)

1
j=n 2 `p;u(X),

e portanto `p;u(X) é um subespaço de `p;w(X).
Seja (x(k))1k=1 uma sequência em `p;u(X). Então, para cada k, temos que

limn�!1




(x(k)j )1j=n




p;w
= 0, isto é, dado " > 0 existe n(k)0 2 N tal que

n � n
(k)
0 )




(x(k)j )1j=n




p;w

<
"

2
. (1.5)

Suponhamos que x(k) �! x = (xj)
1
j=1 em `p;w (X), ou seja, existe k0 2 N tal que

k � k0 ) sup
'2BX0

!
1X

j=1

���'
�
x
(k)
j � xj

����
p
"1=p

=


x(k) � x




p;w
�
"

2
.

Por maior razão, para todo n 2 N, temos

k � k0 ) sup
'2BX0

!
1X

j=1

���'
�
x
(k)
j � xj

����
p
"1=p

=



(x(k)j )1j=n � (xj)1j=n





p;w
�
"

2
. (1.6)

Note que



(xj)1j=n



p;w
=



(xj)1j=n � (x

(k0)
j )1j=n + (x

(k0)
j )1j=n





p;w

(1.7)

�



(xj)1j=n � (x

(k0)
j )1j=n





p;w
+



(x(k0)j )1j=n





p;w

e, por (1.5) e (1.6), segue que

n � n
(k0)
0 )



(xj)1j=n



p;w

<
"

2
+
"

2
= ",
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

ou seja, x = (xj)1j=1 2 `p;u(X). Portanto `p;u(X) é fechado. �

Veremos adiante que uma sequência (xj)1j=1 em X é incondicionalmente somável se,
e somente se, (xj)1j=1 2 `1;u(X). O próximo lema, cuja demonstração aparece em [10],
será crucial a demonstração desse fato.

Lema 1.2.8 Se (�n)
1
n=1 é uma sequência de escalares em C tal que

�����
X

n2M

�n

����� � "

para todo conjunto �nito M � N, então

1X

n=1

j�nj � 4".

No caso da sequencia (�n)
1
n=1 2 R, temos

1X

n=1

j�nj � 2".

Demonstração: Vejamos primeiro o caso complexo:.
Para todo k 2 N temos

kX

n=1

j�nj �
kX

n=1

jRe(�n)j+
kX

n=1

jIm(�n)j

=
X

n2M+
Re

Re(�n) +
X

n2M�
Re

(�Re(�n)) +
X

n2M+
Im

Im(�n) +
X

n2M�
Im

(� Im(�n)),

com
M+
Re = fn 2 f1; :::kg ; Re(�n) > 0g ,

M�
Re = fn 2 f1; :::kg ; Re(�n) < 0g ,

M+
Im = fn 2 f1; :::kg ; Im(�n) > 0g e

M�
Im = fn 2 f1; :::kg ; Im(�n) < 0g .

Como, por hipótese, �����
X

n2M

�n

����� � "

9



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

para qualquer M �nito, escolhendo M =M+
Re, M

�
Re, M

+
Im e M

�
Im, obtemos

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

X

n2M+
Re

Re(�n) �

������
Re

0
@
X

n2M+
Re

�n

1
A

������
�

������

X

n2M+
Re

�n

������
� ",

X

n2M�
Re

(�Re(�n)) �

������
Re

0
@
X

n2M�
Re

�n

1
A

������
�

������

X

n2M�
Re

�n

������
� ",

������

X

n2M+
Im

Im(�n)

������
�

������
Im

0
@
X

n2M+
Im

�n

1
A

������
�

������

X

n2M+
Im

�n

������
� ",

������

X

n2M�
Im

(� Im(�n))

������
�

������
Im

0
@
X

n2M�
Im

�n

1
A

������
�

������

X

n2M�
Im

�n

������
� ".

Logo, segue que
kX

n=1

j�nj � 4"

para todo k e, portanto,
1X

n=1

j�nj � 4".

Vejamos agora o caso real:
Para todo k 2 N temos

kX

n=1

j�nj =
X

n2M+

(�n) +
X

n2M�

(��n),

com
M+ = fn 2 f1; :::kg ;�n � 0g
M� = fn 2 f1; :::kg ;�n < 0g

Como, por hipótese, �����
X

n2M

�n

����� � "

para qualquer M �nito, escolhemos M =M+, M� e obtemos
8
>>>><
>>>>:

X

n2M�

j��nj =

�����
X

n2M�

�n

����� � ",

X

n2M+

j�nj =

�����
X

n2M+

�n

����� � ".
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

Logo

kX

n=1

j�nj �
X

n2M�

j�nj+
X

n2M+

j�nj

=

�����
X

n2M�

�n

�����+
�����
X

n2M+

�n

����� � 2":

Como a desigualdade acima vale para todo k, segue que

1X

n=1

j�nj � 2".

�

Proposição 1.2.9 Uma sequência (xj)
1
j=1 em X é incondicionalmente somável se, e

somente se, (xj)
1
j=1 2 `1;u(X).

Demonstração: Suponha que (xj)
1
j=1 seja uma sequência incondicionalmente somável

em X. Então, pelo Teorema 1.1.3, dado " > 0, existe n" 2 N tal que






X

j2M

xj






 < " para todo conjunto �nito M � fn", n" + 1; :::g .

Portanto, para todo M � fn", n" + 1; :::g e ' 2 BX0 , temos, pelo Teorema de Hahn-
Banach, �����

X

j2M

'(xj)

����� � sup
'2BX0

�����
X

j2M

'(xj)

����� =






X

j2M

xj






 < ".

Pelo Lema 1.2.8 segue que
1X

j=n"

j'(xj)j � 4",

e daí

n > n" )



(xj)1j=n





1;w
�



(xj)1j=n"





1;w
= sup

'2BX0

1X

j=n"

j'(xj)j � 4".

Portanto (xj)1j=1 2 `1;u(X).
Suponha agora que (xj)1j=1 2 `1;u(X), isto é, dado " > 0, existe n" 2 N tal que

n > n" )



(xj)1j=n





1;w
= sup

'2BX0

1X

j=n

j'(xj)j � ".
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1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

Então para todo conjunto �nito M � fn", n" + 1; :::g temos, pelo Teorema de Hahn-
Banach, que







X

j2M

xj






 = sup
'2BX0

�����
X

j2M

'(xj)

����� � sup
'2BX0

X

j2M

j'(xj)j � sup
'2BX0

1X

j=n"

j'(xj)j � ".

Pelo Teorema 1.1.3 segue que (xj)
1
j=1 é incondicionalmente somável em X. �

De�nição 1.2.10 Seja u : X �! Y um operador linear contínuo. Dados 1 �
p; q <1, dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p; q)-somante) se existe o
operador

û : `q;w(X) �! `p(Y )
(xj)

1
j=1 7�! (u(xj))

1
j=1

e está bem de�nido.

Se p = q, dizemos simplesmente que u é absolutamente p-somante.

Proposição 1.2.11 Seja u 2 L(X;Y ). São equivalentes:

(i) u é (p; q)-somante;

(ii) Existe K > 0 tal que

!
nX

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
� K sup

'2BX0

!
nX

k=1

j'(xk)j
q

"1=q
; (1.8)

para quasiquer xi; :::; xn em X e n natural;

(iii) Existe K > 0 tal que

!
1X

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
� K sup

'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
q

"1=q
,

sempre que (xk)
1
k=1 2 `q;w (X);

(iv) Existe K > 0 tal que

!
1X

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
� K sup

'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
q

"1=q
,

sempre que (xk)
1
k=1 2 `q;u (X).

(v) (u (xk))
1
k=1 2 `p (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 `q;u (X).

12



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P ;Q)-SOMANTES

Denotamos por �p;q (u) o ín�mo das constantes K tais que a desigualdade ??
continua válida.
Além disso, temos �p;q (u) = kûk.

Demonstração: (i) ) (ii) Suponha que u seja (p; q)-somante. Vamos mostrar que
û tem grá�co fechado. De fato, suponha que

�
x(k)
�1
k=1

convirja para x = (xn)
1
n=1 (com

x(k) =
�
x
(k)
n

�1
n=1
) em `q;w (X) e que û

�
x(k)
�
convirja para y = (yn)

1
n=1 em `p (Y ). Como�

x(k)
�1
k=1

converge para (xn)
1
n=1, dado " > 0, existe N natural tal que

k � N0 ) sup
'2BX0

!
1X

n=1

��'
�
x(k)n � xn

���q
"1=q

=


x(k) � x




q;w

< ".

Com isso obtemos

1X

n=1

��'
�
x(k)n � xn

���q < "q para todo ' 2 BX0 . (1.9)

Como cada termo da série (1.9) é dominado por "q, segue que

k � N )


x(k)n � xn



 = sup
'2BX0

��'
�
x(k)n � xn

��� < "

para todo n. Logo, para todo n 2 N, temos que
�
x
(k)
n

�1
n=1

converge para xn em X.

Como u é contínuo, segue que

lim
k�!1

u
�
x(k)n
�
= u (xn) (1.10)

para todo n 2 N. Por outro lado, como (û
�
x
(k)
n

�
)1n=1 converge para y = (yn)

1
n=1 em

`p (Y ), existe N 0 tal que

k � N 0 )


û
�
x(k)
�
� y



p
< ",

e portanto
k � N 0 )





�
u
�
x(k)n
��1
n=1

� (yn)
1
n=1





p
< ",

ou ainda,

k � N 0 )

!
1X

n=1



u
�
x(k)n
�
� yn




p

"1=p
< ".

Consequentemente

k � N 0 )


u
�
x(k)n
�
� yn



 < ", para todo n 2 N
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e portanto
lim
k�!1

u
�
x(k)n
�
= yn (1.11)

para todo n 2 N. Logo, de (1.10) e (1.11) temos u (xn) = yn para todo n 2 N. Daí

û (x) = (u (xn))
1
n=1 = (yn)

1
n=1 = y.

Como û é linear, pelo Teorema do Grá�co Fechado segue que û é contínuo. Logo,
para qualquer sequência �nita (xj)

n
j=1 em X, temos

!
nX

k=1

ku (xk)k
p

"1=p
= k(u (xk))

n
k=1kp = k(û(xk)

n
k=1)kp (1.12)

� kûk k(xk)
n
k=1kq;w = kûk sup

'2BX0

!
nX

n=1

j' (xk)j
q

"1=q
.

Note que de (1.12) temos que
�p;q (u) � kûk .

(ii)) (iii) Suponha que para quaisquer x1; :::; xn em X e n 2 N tenhamos

!
1X

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
� K sup

'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
q

"1=q
.

Seja (xn)
1
n=1 em `q;w (X). Então

k(u(xk))
1
k=1kp =

!
1X

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
= sup

n

!
nX

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
(1.13)

� sup
n

2
4K sup

'2BX0

!
nX

k=1

j'(xk)j
q

"1=q3
5 = K sup

'2BX0

sup
n

!
nX

k=1

j'(xk)j
q

"1=q

= K sup
'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
p

"1=q
= K k(xk)

1
k=1kq;w .

(iii)) (i) Segue claramente de (iii) que (u (xn))
1
n=1 2 `p (Y ) sempre que (xn)

1
n=1 2

`q;w (X).
Note que

kûk = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

k(û(xn)
1
n=1)kp = sup

k(xn)1n=1kq;w�1

!
1X

n=1

ku(xn)k
p

"1=p
(1.14)

� sup
k(xn)1n=1kq;w�1

K k(xn)
1
n=1kq;w = K.
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Logo
kûk � �p;q (u) . (1.15)

De (1.12) e (1.15) segue que kûk = �p;q (u).
(iii)) (iv) é óbvio, pois `q;u (X) � `q;w (X).
(iv)) (v) é óbvio.
(v)) (ii) Se (u (xk))

1
k=1 2 `p (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 `q;u (X), então a aplicação

eu : `q;u (X) �! `p (Y )
(xk)

1
k=1 7�! eu ((xk))1k=1) = (u (xk))

1
k=1

está bem de�nida. Procedendo de maneira análoga à demonstração de (i) ) (ii)
chegaremos que eu é contínuo.
Agora notemos que se x1; :::; xn 2 X, então

(x1; :::; xn; 0; 0; :::) 2 `q;u (X)

e portanto

!
nX

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
= k(u(xk))

n
k=1kp = keu (xk)

n
k=1)kp

� keuk k(xk)nk=1)kq;w = keuk sup
'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
q

"1=q
.

como queríamos. �

Observação 1.2.12 Note que, como �p;q (u) = kûk e

kû((xk)
1
k=1)kp � kûk k((xk)

1
k=1)kq;w

temos: !
1X

k=1

ku(xk)k
p

"1=p
= �p;q (u) sup

'2BX0

!
1X

k=1

j'(xk)j
q

"1=q

e, portanto, o ín�mo �p;q (u) é assumido.

Observação 1.2.13 Note que usando a Proposição 1.2.9 e a Proposição 1.2.11, temos
que u é absolutamente (1; 1)-somante se, e somente se, u é absolutamente somante.
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1.3 O Teorema da Dominação de Pietsch

A seguir, apresentaremos o Teorema da Dominação de Pietsch, que desempenha um
papel importante na teoria de operadores absolutamente somantes.
Sejam K um espaço topológico de Hausdor¤ compacto e C (K) o espaço de Banach

(sobre o corpo dos reais) formado por todas as funções contínuas f : K ! R. Em C(K)
consideramos a norma

kfk = sup
'2K

jf (')j :

Lema 1.3.1 O conjunto

P = ff 2 C (K) ; f (') > 0;8' 2 Kg

é convexo e aberto em C (K).

Demonstração: Vamos mostrar que P é aberto em C (K) : Para tanto, considere
f 2 P. Como K é compacto, existe '0 2 K tal que

inf
'2K

f (') = f ('0) > 0.

Seja " = f('0)
2
. Logo, se kg � fk < " temos

jg (')� f (')j � sup
'2K

j(g � f) (')j = kg � fk < "

para todo ' 2 K. Como f (') � f ('0), segue que

g (') > f (')� " � f ('0)� " = " > 0

para todo ' 2 K.
Assim, g 2 P e concluímos que a bola aberta com centro em f e raio " está contida

em P. Assim, P é um conjunto aberto em C (K).
Vamos mostrar que P é convexo. Para tanto, considere f; g 2 P e � 2 [0; 1] : Temos

claramente que
�f + (1� �) g = h 2 C (K)

e
h (') = �f (') + (1� �) g (') > 0,

para todo ' 2 K e portanto, P é convexo. �

Teorema 1.3.2 (Teorema da Dominação de Pietsch) Seja 1 � p < 1. Um
operador linear e contínuo u : X �! Y é absolutamente p-somante se, e somente
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se, existem uma constante C � 0 e uma medida de probabilidade � nos borelianos de
BX0, com a topologia fraca estrela, tais que

ku(x)k � C

 Z

BX0

j'(x)jp d�(')

!1=p
(1.16)

para cada x em X. Neste caso, �p(u) é a menor de todas as constantes C tais que
(1.16) ocorre.

Demonstração: Suponhamos que a desigualdade (1.16) ocorra. Basta mostrar que

 
nX

k=1

ku(xk)k
p

!1=p
� C sup

'2BX0

 
nX

k=1

j'(xk)j
p

!1=p
,

e assim, pela Proposição 1.2.11 temos que u é p-somante.
Vejamos que:

nX

k=1

ku(xk)k
p � Cp

nX

k=1

Z

BX0

j'(xk)j
p d�(')

= Cp

Z

BX0

nX

k=1

j'(xk)j
p d�(')

� Cp

Z

BX0

sup
'2BX0

nX

k=1

j'(xk)j
p d�(')

= Cp sup
'2BX0

nX

k=1

j'(xk)j
p

Z

BX0

d�(')

= Cp sup
'2BX0

nX

k=1

j'(xk)j
p

para toda coleção �nita de vetores x1; :::; xn 2 X. Logo recaimos na Proposição 1.2.11,
mostrando que u é p-somante e

�p(u) � C (1.17)

.
Agora vamos provar a outra implicação. De�na, para cada conjunto �nito M � X;

a função

gM : BX0! R

gM(') :=
X

x2M

(ku (x)kp � �p(u)
p j' (x)jp) :

17



1.3. O TEOREMA DA DOMINAÇÃO DE PIETSCH

Tomemos Q como sendo o conjunto formado por todas as gM . Vejamos que Q �
C (BX0) ; ou seja, cada gM é contínua. Deve-se lembrar que BX0 está munido da
topologia fraca estrela, gerada pelos funcionais da forma J (x) 2 E", com

J (x) (') = ' (x)

para todo ' em X 0, isto é, a topologia em X 0 mais econômica que torna os J (x)
contínuos.
Para provar que gM é contínua, basta mostrar que sempre que uma rede ('�)

converge para ' em BX0 então gM ('�)! gM (').
Seja ('�) uma rede convergindo para ' em BX0 , então

j'� (x)j
p = jJ (x) ('�)j

p ! jJ (x) (')jp = j' (x)jp :

Logo
 
X

x2M

ku(x)kp � �p(u)
p j'� (x)j

p

!
!

 
X

x2M

ku(x)kp � �p(u)
p j' (x)jp

!
,

isto é,
gM ('�)! gM (')

e portanto gM é contínua.
Note ainda que Q é convexo.
Com efeito, se M e M1 são subconjuntos �nitos de X e 0 < � < 1; então

�gM (') + (1� �)gM1 (')

= �
X

x2M

(ku(x)kp � �p(u)
p j' (x)jp)+

+ (1� �)
X

x2M1

(ku(x)kp � �p(u)
p j' (x)jp)

=
X

x2M

�


�
1
pu(x)





p

� �p(u)
p
���'
�
�
1
px
����

p�
+

+
X

x2M1

�


u
�
(1� �)

1
p x
�




p

� �p(u)
p
���'
�
(1� �)

1
p x
����

p�

=
X

a2f�1=px;x2Mg

(kuakp � �p(u)
p j' (a)jp)+

+
X

a2f(1��)1=px;x2M1g

(kuakp � �p(u)
p j' (a)jp)

= gM2 (') ;

18



1.3. O TEOREMA DA DOMINAÇÃO DE PIETSCH

com
M2 =

n
�
1
px;x 2M

o
[
n
(1� �)

1
p x;x 2M1

o
:

Considere
P = fw 2 C(BX0);w(') > 0 para todo ' em BX0g :

Note que, pelo Lema 1.3.1 com K = BX0 ; P é convexo e aberto.
Temos também que

Q\ P = ?:

De fato, dado gM 2 Q existe '1 2 BX0 tal que gM('1) � 0: Com efeito, pela
compacidade da BX0 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) e pela continuidade de
gM , existe '1 2 BX0 tal que

gM('1) = sup
'2BX0

gM(') =

 
X

x2M

ku(x)kp
!
� �p (u)

p sup
'2BX0

 
X

x2M

j' (x)jp
!
:

Como u é p-somante, segue que
 
X

x2M

ku(x)kp
!
� �p (u)

p sup
'2BX0

X

x2M

j' (x)jp � 0

e portanto
gM ('1) � 0:

Como P é aberto e convexo e como Q é convexo, segue pelo Teorema Hanh-Banach
(com A = P ; B = Q e E = C(BX0)) que existem h 2 C(BX0)0 e c � 0 tais que

h(g) � c < h(w) (1.18)

para todo w 2 P e todo g 2 Q: Como u (0) = 0, temos que 0 = g
f0g
2 Q. Logo

h (w) > c � h (0) = 0 (1.19)

para todo w 2 P, ou seja, h (w) > 0 para todo w 2 P.
Como h é contínua, segue que h (w) � 0 sempre que w � 0: De fato, se w 2 C (BX0)

e w � 0, considere então (para cada k natural),

gk(') = w(') +
1

k
:

Então gk > 0 e �
h(gk) > 0

kgk � wkC(BX0 ) =
1
k

para todo k 2 N. Assim,
gk ! w em C(BX0 )
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1.3. O TEOREMA DA DOMINAÇÃO DE PIETSCH

e, como h é contínua, segue que

h (w) = lim
k!1

h (gk) � 0

sempre que w � 0:
Vamos agora mostrar que c = 0: Para cada k natural, seja wk a função constante 1

k
.

Note que wk 2 P, pois 1k > 0. Note também que wk
k!1
! 0 no espaço C(BX0 ). Portanto

h (wk)
k!1
! h (0) = 0:

Como h (wk) > c para todo k 2 N; segue que

c � 0: (1.20)

De (1.19) e (1.20) segue que c = 0:
Seja h1 2 C (BX0)0 dado por

h1 (w) =
h (w)

h (1)
:

Perceba que h1 está bem de�nido, pois h (1) > 0. Note que h1(1) = 1 e h1 (w) � 0
sempre que w � 0: De [2, Teorema 4.3.10] podemos encontrar uma medida de
probabilidade (positiva) na sigma-álgebra de Borel de BX0 tal que

h1 (w) =

Z

BX0

w (') d� (')

para todo w 2 C(BX0). Daí
Z

BX0

g (') d� (') = h1 (g) � 0;

para cada g 2 Q, pois

h1 (g) =
h (g)

h (1)
�

c

h (1)
= 0

para cada g 2 Q: Agora, para cada x 2 X, temos gfxg 2 Q e obtemos
Z

BX0

gfxg (') d� (') � 0;

isto é, Z

BX0

(ku(x)kp � �p(u)
p j' (x)jp) d� (') � 0:

Portanto  Z

BX0

ku(x)kp d� (')

!
� �p(u)

p

Z

BX0

j' (x)jp d� (') � 0

20



1.3. O TEOREMA DA DOMINAÇÃO DE PIETSCH

e

ku(x)kp
Z

BX0

d� (') � �p(u)
p

Z

BX0

j' (x)jp d� (') :

Elevando ambos os membros a 1=p, temos

ku(x)k � �p(u)

 Z

BX0

j' (x)jp d� (')

! 1
p

: (1.21)

De (1.17) e (1.21) segue que �p(u) é a menor das constantes que satisfaz (1.16). �

Corolário 1.3.3 Se 1 � p � q < 1; todo operador absolutamente p-somante é
absolutamente q-somante.

Demonstração: Seja u : X �! Y uma aplicação p-somante. Então, pelo Teorema
da Dominação de Pietsch, existe uma constante C � 0 tal que

ku(x)k � C

�Z

BX�

j' (x)jp d�

� 1
p

para todo x em X: Como a medida � é de probabilidade temos que Lq (X;�; �) �
`p (X;�; �) e k�kp � k�kq : Daí

ku(x)k � C

�Z

BX�

j' (x)jp d�

� 1
p

� C

�Z

BX�

j' (x)jq d�

� 1
q

e, pelo Teorema da Dominação de Pietsch, segue que u é absolutamente q-somante. �
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Capítulo 2

Aplicações multilineares
absolutamente somantes

A generalização da teoria linear de operadores absolutamente somantes para o
ambiente não-linear tem, como primeiro passo, o caso de aplicações multilineares e
polinômios. Entretanto, não existe apenas uma forma natural de estender o conceito
linear para aplicações multilineares e polinômios entre espaços de Banach. Listaremos
algumas possíveis generalizações encontradas na literatura.
A seguir, destacaremos a classe das aplicações p-semi-integrais e suas principais

propriedades. Em seguida, apresentaremos outras classes de aplicações multilineares
relacionadas à noção de operadores absolutamente somantes:

2.1 Aplicações p-semi-integrais

De�nição 2.1.1 Se p � 1; uma aplicação T 2 L(E1; :::; En;F ) é dita de p-semi-integral
(T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F )) se existe uma constante C � 0 tal que

 
mX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p
!1=p

� C

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'n

�
xnj
���p
1
A
1=p

(2.1)

para cada m 2 N; xlj 2 El com l = 1; :::; n e j = 1; :::;m. O ín�mo das constantes C
de�ne uma norma k:ksi;p para o espaço das aplicações p-semi-integrais.

O próximo resultado apresenta um Teorema de Dominação de Pietsch para as
aplicações p-semi-integrais. A demonstração, como veremos, segue as mesmas linhas do
caso linear.

Teorema 2.1.2 T 2 L(E1; :::; En;F ) é p-semi-integral se, e somente se, existem C � 0
e uma medida de probabilidade na �-álgebra de Borel B(BE01

�:::�BE0n) de BE01
�:::�BE0n
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2.1. APLICAÇÕES P -SEMI-INTEGRAIS

munido com o produto das topologias �(E 0l;El); l = 1; :::; n; tais que

kT (x1; :::; xn)k � C

 Z

BE01
�:::�BE0n

j'1(x1):::'n(xn)j
p d�('1; :::; 'n)

!1=p
(2.2)

para todo xj 2 Ej e j = 1; :::; n. Além disso,o ín�mo de C em (2.2) é kTksi;p.

Demonstração: Suponhamos que existam uma constante C > 0 e uma medida de
probabilidade de Borel � sobre K = BE01

� ::: � BE0n tais que (2.2) ocorra. Vamos
mostrar que T é p-semi-integral. Dados m 2 N, xk1; :::; x

k
m 2 Ek; k = 1; :::; n obtemos

mP
j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p � Cp

 
mP
j=1

Z

BE01
�:::�BE0n

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p d�('1; :::; 'n)

!

= Cp

Z

BE01
�:::�BE0n

 
mP
j=1

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p
!
d�('1; :::; 'n)

� Cp

Z

BE01
�:::�BE0n

0
@ sup
('1;:::;'n)2BE01

�:::�BE0n

mP
j=1

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p
1
A d�('1; :::; 'n)

= Cp sup
('1;:::;'n)2BE01

�:::�BE0n

mP
j=1

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p
Z

BE01
�:::�BE0n

d�('1; :::; 'n)

= Cp sup
('1;:::;'n)2BE01

�:::�BE0n

mP
j=1

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p �

�
BE01

� :::�BE0n

�

= Cp sup
('1;:::;'n)2BE01

�:::�BE0n

mP
j=1

��'1(x1j):::'n(xnj )
��p .

Portanto, T é p-semi-integral e
kTksi;p � C: (2.3)

Reciprocamente, suponha que T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F ).
Considere C

�
BE01

� :::�BE0n

�
o espaço de Banach constituído por todas as funções

reais contínuas de�nidas emBE01
�:::�BE0n. Para cada conjunto �nitoM � E1�� � ��En,

de�nimos
	M : BE01

� :::�BE0n ! R

por

	M('1; :::; 'n) =
P

(x1;:::;xn)2M

�
kT (x1; :::; xn)k

p � kTksi;p j'1(x1):::'n(xn)j
p
�
.

É necessário considerarM como uma sequência �nita de elementos de E1�� � ��En
ao invés de um subconjunto �nito (isto é, repetições são permitidas).
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Distribuindo adequadamente o somatório na de�nição de 	M , podemos notar que
esta função é uma soma de uma função constante

C('1; :::; 'n) =
P

(x1;:::;xn)2M

kT (x1; :::; xn)k
p

com uma função contínua

h('1; :::; 'n) = �kTksi;p
P

(x1;:::;xn)2M

j'1(x1):::'n(xn)j
p ,

o que garante que 	M 2 C
�
BE01

� :::�BE0n

�
.

Sejam agora G o conjunto formado por todas as 	M e F a sua envoltória convexa,
isto é

F =

(
	 =

kP
j=1

�j	Mj
;
kP
j=1

�j = 1, com �j 2 [0; 1] , 	Mj
2 G, j = 1; :::; k 2 N

)
:

É claro que G � F �C
�
BE01

� :::�BE0n

�
.

Vamos mostrar que para cada 	 2 F existe '	 2 BE01
� :::�BE0n tal que 	('	) � 0.

De fato, dado 	 2 F existem k 2 N, �1; :::; �k 2 [0; 1] com
kP
j=1

�j = 1 e 	M1 ; :::;	Mk
2 G

tais que

	 =
kP
j=1

�j	Mj
:

De�na

M	 =
kS
j=1

��
�
1
p

j x1; x2::::; xn

�
; (x1; ::; xn) 2Mj

�
:

Note que
j'1(x1):::'n(xn)j

p = jJ (x1) ('1):::J (xn) ('n)j
p

e, como cada J (xj) é contínua em BE0j
; segue que a função

('1; :::; 'n) 2 BE01
� :::�BE0n 7!

P
(x1;:::;xn)2M	

j'1(x1):::'n(xn)j
p

é contínua e assim podemos escolher ('1;	; :::; 'n;	) 2 BE01
� :::�BE0n tal que

P
(x1;:::;xn)2M	

j'1;	(x1):::'n;	(xn)j
p = sup

('1;:::;'n)2BE01
�:::�BE0n

P
(x1;:::;xn)2M	

j'1(x1):::'n(xn)j
p .

(2.4)
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2.1. APLICAÇÕES P -SEMI-INTEGRAIS

Então,

	('	) =
kP
j=1

�j	Mj
('1;	; :::; 'n;	)

=
kP
j=1

�j
P

(x1;:::;xn)2Mj

�
kT (x1; :::; xn)k

p � kTksi;p j'1;	(x1):::'n;	(xn)j
p
�

�
kP
j=1

P
(x1;:::;xn)2Mj

�


T (�1=pj x1; :::; xn)




p

� kTksi;p

���'1;	(�1=pj x1):::'n;	(xn)
���
p�

(1)
=

P
�

�
1=p
j x1;:::;xn

�

2M	

�


T (�1=pj x1; :::; xn)




p

� kTksi;p

���'1;	(�1=pj x1):::'n;	(xn)
���
p�

= 	M
	
('1;	; :::; 'n;	) .

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessário considerar cada Mj como
uma sequência �nita de elementos de E1 � � � � � En ao invés de um subconjunto �nito
do mesmo. Assim, a união de�nida em M	 tem o sentido de "colar"a sequência �nita
correspondente (em M	) a Mj na sua correspondente à subsequente Mj+1, ao invés de
considerarmos a união no seu sentido usual.
Pela desigualdade (2.1) e (2.4), obtemos que 	M

	
('1;	; :::; 'n;	) � 0 e, portanto

	('1;	; :::; 'n;	) � 0. (2.5)

Seja

P =

�
T 2 C

�
BE01

� :::�BE0n

�
;T ('1; :::; 'n) > 0

para todo ('1; :::; 'n) 2 BE01
� :::�BE0n

�

É claro que P é não-vazio, pois cada função constante positiva de�nida emBE01
�:::�BE0n

pertence a P. Pela de�nição de P e de (2.5) temos que P \ F = ?. Além disso, o
Lema 1.3.1 garante que P é convexo e aberto em C

�
BE01

� :::�BE0n

�
. Então, por

uma versão da forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach, existem L 2 R e
h 2 C

�
BE01

� :::�BE0n

�0
tais que

h (	) � L < h (T ) (2.6)

para toda 	 2 F e toda T 2 P.
Note que 0 � 	f(0;:::;0)g 2 F . Portanto, 0 = h (0) � L. Como a função constante

1
k
, de�nida em BE01

� ::: � BE0n, pertence a P para cada k 2 N, segue de (2.6) que
0 � L < h

�
1
k

�
. Fazendo k ! +1, como h é contínua, h

�
1
k

�
! h (0) = 0 e obtemos

que L = 0. Daí, reescrevemos (2.6) como

h (	) � 0 < h (T ) (2.7)

para toda 	 2 F e toda T 2 P.
Usando o mesmo argumento usado na demonstração do Teorema da Dominação de

Piestch,segue que se T � 0 então h (T ) � 0, para toda T 2 C
�
BE01

� :::�BE0n

�
. De
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fato, seja T 2 C
�
BE01

� :::�BE0n

�
tal que T � 0. De�na, para cada k 2 N, a função

gk : BE01
� :::�BE

0
n
! R como

gk ('1; :::; 'n) = T ('1; :::; 'n) +
1

k
.

Então gk 2 P e, de (2.7), segue que
8
<
:

h (gk) > 0

kgk � Tk
C

�

BE01
�:::�B

E
0
n

� =
1

k

para todo k 2 N. Assim,
gk ! T

e, como h é contínua, segue que

h (T ) = lim
k!1

h (gk) � 0

sempre que T � 0.
Seja h1 2 C

�
BE01

� :::�BE0n

�0
dado por

h1 (w) =
h (w)

h (1)
.

De (2.7), h (1) > 0, de modo que h1 está bem de�nido. Sua linearidade e continuidade
decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que h1 (1) = 1 e que h1 (w) � 0
sempre que w � 0. De [2, Teorema 4.3.10], existe uma única medida de probabilidade
� sobre a sigma-álgebra de Borel de BE01

� :::�BE0n, B
�
BE01

� :::�BE0n

�
, tal que

h1 (w) =
R
BE01

�:::�BE0n
w ('1; :::; 'n) d� ('1; :::; 'n)

para todo w 2 C
�
BE01

� :::�BE0n

�
. Então, de (2.7) obtemos que

R
BE01

�:::�BE0n
g ('1; :::; 'n) d� ('1; :::; 'n) = h1 (g) � 0

para cada g 2 F , pois

h1 (g) =
h (g)

h (1)
�

L

h (1)
= 0

para cada g 2 F . Em particular, para cada (x1; :::; xn) 2 E1 � � � � � En temos que
	f(x1;:::;xn)g 2 F , e

R
BE01

�:::�BE0n
	f(x1;:::;xn)g ('1; :::; 'n') d� ('1; :::; 'n) � 0.

Então
R
BE01

�:::�BE0n

�
kT (x1; :::; xn)k

p � kTksi;p j'1 (x1) :::'n (xn)j
p
�
d� ('1; :::; 'n) � 0
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e consequentemente

kT (x1; :::; xn)k
p � kTksi;p

R
BE01

�:::�BE0n
j'1 (x1) :::'n (xn)j

p d� � 0

e o resultado segue facilmente. �

Proposição 2.1.3 Se T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F ), Ak 2 L (Dk;Ek), k = 1; :::; n e
S 2 L (F ;G), então S � T � (A1; :::; An) é p-semi-integral e

kS � T � (A1; :::; An)ksi;p � kSk kTksi;p

nY

k=1

kAkk .

(ii) Se T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F ) e f : F �! F0 é uma imersão isométrica, então
kf � Tksi;p = kTksi;p.

(iii) Se L(E1; :::; En;F ) = Lsi;p(E1; :::; En;F ), então
L(Ej1 ; :::; Ejn ;F ) = Lsi;p(Ej1 ; :::; Ejn ;F ), para todos j1; :::; j~n em f1; :::; ~ng com
jr 6= js para r 6= s e ~n � n.

Demonstração: (i) Suponhamos A1 6= 0; :::; An 6= 0 (No caso em que Ai = 0 para
algum i = 1; :::; n, teríamos a igualdade).

 
mX

j=1



(S � T � (A1; :::; An)) (x1j ; :::; xnj )


p
!1=p

=

 
mX

j=1



S
�
T
�
A1
�
x1j
�
; :::; An

�
xnj
���

p

!1=p

� kSk

 
mX

j=1



T
�
A1
�
x1j
�
; :::; An

�
xnj
��

p

!1=p

� kSk kTksi;p

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

���'1
�
A1
�
x1j
���� :::

��'n
�
An
�
xnj
�����p

1
A
1=p

= kSk kTksi;p kA1k ::: kAnk

0
B@ sup
'l2BE0

l
l=1;:::;n

mX

j=1

�����'1
�

A1
kA1k

�
x1j
������ :::

����'n
�

An
kAnk

�
xnj
������
�p
1
CA

1=p

� kSk kTksi;p

nY

k=1

kAkk

 
sup

k lk�1;l=1;:::;n

mX

j=1

��� 1
�
x1j
��� :::

�� n
�
xnj
����p

!1=p
.

(ii) Como f é uma imersão isométrica, então kf (x)k = kfk kxk = kxk e kfk = 1.
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Vamos mostrar o caso kTksi;p � kf � Tksi;p.
Por (i) ; com A1 = ::: = An = id; temos

kf � T � (A1; :::; An)ksi;p � kfk kTksi;p

nY

k=1

kAkk

e portanto
kf � Tksi;p � kfk kTksi;p = kTksi;p .

Agora, vejamos que kTksi;p � kf � Tksi;p. De fato,

 
mX

j=1



T
�
x1j ; :::; x

n
j

�

p
!1=p

=

 
mX

j=1



f
�
T
�
x1j ; :::; x

n
j

��

p
!1=p

� kf � Tksi;p

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'n

�
xnj
���p
1
A
1=p

� kf � Tksi;p

e o resultado segue.
(iii) Vamos mostrar que L(E1; :::; En�1;F ) = Lsi;p(E1; :::; En�1;F ): Os outros

resultados são análogos.
Sejam T 2 L(E1; :::; En�1;F ), 'n 2 E 0n, 'n 6= 0 e a 2 En com 'n (a) = 1.
De�na RT 2 L(E1; :::; En;F ) por

RT (x1; :::; xn�1; xn) = T (x1; :::; xn�1)'n (xn) :
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Então, temos

 
mX

j=1



T
�
x1j ; :::; x

n�1
j

�

p
!1=p

=

 
mX

j=1



T
�
x1j ; :::; x

n�1
j

�
:1


p
!1=p

=

 
mX

j=1

kRT (x1; :::; xn�1; a)k
p

!1=p

� kRTksi;p

0
@ sup
 l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

�� 1
�
x1j
�
::: n�1

�
xn�1j

�
 n (a)

��p
1
A
1=p

� kRTksi;p

0
@ sup
 l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

�� 1
�
x1j
�
::: n�1

�
xn�1j

���p
1
A
1=p

k nk kak

= kRTksi;p kak

0
@ sup
 l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

�� 1
�
x1j
�
::: n�1

�
xn�1j

���p
1
A
1=p

.

Logo T é p-semi-integral. �

Para r � 1 temos a seguinte caracterização de aplicações r-semi integral de�nida
em C (K1)� :::� C (Kn) cuja demonstração se baseia em [1].

Lema 2.1.4 Para m 2 N e f lj 2 C (Kl), l = 1; :::; n e j = 1; :::;m, vale a igualdade

sup
'l2BC(Kl)

0 ;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
f 1j
�
:::'n

�
fnj
���r = sup

xi2Kl;l=1;:::;n

mX

j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r .

Demonstração: Vamos mostrar o caso l = 2. O caso geral é similar. A demonstração
foi gentilmente ensinada pelo Professor Geraldo Botelho. Note que

sup
'12BC(K1)0

;'22BC(K2)0

mX

j=1

��'1
�
f 1j
�
:'2
�
f 2j
���r

= sup
'12BC(K1)0

;'22BC(K2)0

mX

j=1

��'2
�
'1
�
f 1j
�
:f 2j
���r

= sup
'12BC(K1)0

mX

j=1



�'1
�
f 1j
�
:f 2j
�

r

w;r
.
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Mas de [12, Pag 41], temos

sup
'12BC(K1)0

mX

j=1



�'1
�
f 1j
�
:f 2j
�

r

w;r
= sup

'12BC(K1)0








mX

j=1

�
'1
�
f 1j
�
:f 2j
�






1

.

Logo

sup
'12BC(K1)0

;'22BC(K2)0

mX

j=1

��'1
�
f 1j
�
:'2
�
f 2j
���r

= sup
'12BC(K1)0








mX

j=1

�
'1
�
f 1j
�
:f 2j
�






1

= sup
'12BC(K1)0

sup
x22K2

mX

j=1

��'1
�
f 1j
�
:f 2j (x2)

��r

= sup
x22K2

sup
'12BC(K1)0

mX

j=1

��'1
�
f 1j
�
:f 2j (x2)

��r

= sup
x22K2

sup
'12BC(K1)0

mX

j=1

��'1
�
f 2j (x2) :f

1
j

���r

= sup
x22K2





�
f 2j (x2) :f

1
j

�m
j=1





r

w;r

(�)
= sup

x22K2








mX

j=1

���f 2j (x2) :f 1j
���r






1

= sup
x22K2

sup
x12K1

mX

j=1

��f 2j (x2) :f 1j (x1)
��r ,

onde em (�) foi novamente usado [12, Pag 41]. �

A seguir, mostraremos que para aplicações n-lineares de�nidas em C (K1) � ::: �
C (Kn) há um outro teorema de dominação semelhante ao Teorema da Dominação
de Pietsch. A demonstração é bastante semelhante à demonstração do Teorema da
Dominação de Pietsch mas preferimos fazer todos os detalhes.

Teorema 2.1.5 Sejam K1; :::; Kn espaços topológicos compactos de Hausdor¤. Se
T 2 L (C (K1) ; :::; C (Kn) ;F ) e r � 1, então as seguintes condições são equivalentes:

(i) T é r-semi integral;

(ii) Existem C � 0 e uma medida de probabilidade � das �-álgebra de Borel
B (K1 � :::�Kn) de K1 � :::�Kn tal que

kT (f1; :::; fn)k � C

�Z

K1�:::�Kn

jf1 (x1) :::fn (xn)j
r d� (x1; :::; xn)

�1=r
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para todo f1 2 C (Kl) com l = 1; :::; n;

(iii) Existe C � 0 tal que

!
mX

j=1

kT (f1;j; :::; fn;j)k
r

"1=r
� C

!
sup

xi2Kl;l=1;:::;n

mX

j=1

jf1;j (x1) :::fn;j (xn)j
r

"1=r

para todo m 2 N, f1;j 2 C (Kl) com l = 1; :::; n e j = 1; :::;m.

Demonstração: (i) ) (iii) Suponha que T seja r-semi-integral. Logo C � 0, tal
que

!
mX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


r
"1=r

� C

0
@ sup
'l2BC(Kl)

0 ;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'n

�
xnj
���r
1
A
1=r

para cada m 2 N; xlj 2 El com l = 1; :::; n e j = 1; :::;m. O Lema 2.1.4.fornece o
resultado.
(iii)) (i) Basta usar o Lema 2.1.4 novamente.
(ii)) (iii) Basta observar a seguinte desigualdade:

mP
j=1



T (f 1j ; :::; fnj )


r � Cr

!
mP
j=1

Z

K1�:::�Kn

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r d� (x1; :::; xn)

"

= Cr

Z

K1�:::�Kn

!
mP
j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r
"
d� (x1; :::; xn)

� Cr

Z

K1�:::�Kn

0
@ sup
('1;:::;'n)2BE01

�:::�B
E
0
n

mP
j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r
1
A d� (x1; :::; xn)

= Cr sup
(x1;:::;xn)2K1�:::�Kn

mP
j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r
Z

K1�:::�Kn

d� (x1; :::; xn)

= Cr sup
(x1;:::;xn)2K1�:::�Kn

mP
j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r � (K1 � :::�Kn)

= Cr sup
(x1;:::;xn)2K1�:::�Kn

mP
j=1

��f 1j (x1) :::fnj (xn)
��r .

(iii) ) (ii) Suponha que T 2 L(C (K1) ; :::; C (Kn) ;F ) satisfaça (iii). Considere
C (K1 � :::�Kn) o espaço de Banach constituído por todas as funções reais contínuas
de�nidas em K1 � ::: � Kn. Para cada conjunto �nito M � C(K1) � ::: � C(Kn),
de�nimos

	M : K1 � :::�Kn ! R
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por
	M(x1; :::; xn) =

P
(f1;:::;fn)2M

kT (f1; :::; fn)k
p � C jf1(x1):::fn(xn)j

p .

É necessário considerar M como uma sequência �nita de elementos de C(K1) � ::: �
C(Kn) ao invés de um subconjunto �nito (isto é, repetições são permitidas).
Distribuindo adequadamente o somatório na de�nição de 	M , podemos notar que

esta função é uma soma de uma função constante

C(x1; :::; xn) =
P

(f1;:::;fn)2M

kT (f1; :::; fn)k
p

com uma função contínua

h(x1; :::; xn) = �D
P

(f1;:::;fn)2M

jf1(x1):::fn(xn)j
p ;

justi�cando que 	M 2 C (K1 � :::�Kn).
Sejam agora G o conjunto formado por todas as 	M e F a sua envoltória convexa,

isto é

F =

(
	 =

kP
j=1

�j	Mj
;
kP
j=1

�j = 1, com �j 2 [0; 1] , 	Mj
2 G, j = 1; :::; k 2 N

)
.

É claro que G � F �C (K1 � :::�Kn).
Vamos mostrar que para cada 	 2 F existe x	 2 K1 � :::�Kn tal que 	(x	) � 0.

De fato, dado 	 2 F existem k 2 N, �1; :::; �k 2 [0; 1] com
kP
j=1

�j = 1 e 	M1 ; :::;	Mk
2 G

tais que 	 =
kP
j=1

�j	Mj
.

De�na

M	 =
kS
j=1

��
�
1
p

j f1; f2::::; fn

�
; (f1; ::; fn) 2Mj

�
.

Note que a função

(x1; :::; xn) 2 K1 � :::�Kn 7!
P

(f1;:::;fn)2M	

jf1(x1):::fn(xn)j
p

é contínua e assim podemos escolher x	(x1;	; :::; xn;	) 2 K1 � :::�Kn tal que

P
(f1;:::;fn)2M	

jf1(x1;	):::fn(xn;	)j
p = sup

(x1;:::;xn)2K1�:::�Kn

P
(f1;:::;fn)2M	

jf1(x1):::fn(xn)j
p .

(2.8)
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Então,

	(x	) = 	 (x1;	; :::; xn;	) =
kP
j=1

�j	Mj
(x1;	; :::; xn;	)

=
kP
j=1

�j
P

(f1;:::;fn)2Mj

(kT (f1; :::; fn)k
p �D jf1(x1;	):::fn(xn;	)j

p)

�
kP
j=1

P
(f1;:::;fn)2Mj

�


T (�1=pj f1; :::; fn)




p

�D
����1=pj f1(x1;	):::fn(xn;	)

���
p�

(1)
=

P
�

�
1=p
j f1;:::;fn

�

2M	

�


T (�1=pj f1; :::; fn)




p

�D
����1=pj f1(x1;	):::fn(xn;	)

���
p�

= 	M
	
(x1;	; :::; xn;	) .

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessário considerar cada Mj como uma
sequência �nita de elementos de C (K1)� :::�C (Kn) ao invés de um subconjunto �nito
do mesmo. Assim, a união de�nida em M	 tem o sentido de "colar"a sequência �nita
correspondente (em M	) a Mj na sua correspondente à subsequente Mj+1, ao invés de
considerarmos a união no seu sentido usual.
Pela desigualdade (2.1) e (2.8), obtemos que 	M

	
(x	) � 0 e, portanto

	(x	) � 0. (2.9)

Seja
P = fT 2 C (K1 � :::�Kn) ;T (x1; :::; xn) > 0g

para todo x1; :::; xn 2 K1 � :::�Kn.
É claro que P é não-vazio, pois cada função constante positiva de�nida em

K1� :::�Kn pertence a P. Pela de�nição de P e de (2.9) temos que P \F = ?. Além
disso, o Lema 1.3.1 garante que P é convexo e aberto em C (K1 � :::�Kn). Então, pelo
Teorema de Hanh-Banach (forma geométrica), existem L 2 R e h 2 C (K1 � :::�Kn)

0

tais que
h (	) � L < h (T ) (2.10)

para toda 	 2 F e toda T 2 P.
Note que 0 � 	f(0;:::;0)g 2 F . Portanto, 0 = h (0) � L. Como a função constante

1
k
, de�nida em K1 � ::: � Kn, pertence a P para cada k 2 N, segue de (2.10) que
0 � L < h

�
1
k

�
. Fazendo k ! +1, como h é contínua, h

�
1
k

�
! h (0) = 0 e obtemos

que L = 0. Daí, reescrevemos (2.10) como

h (	) � 0 < h (T ) (2.11)

para toda 	 2 F e toda T 2 P.
Vamos mostrar que se T � 0 então h (T ) � 0, para toda T 2 C (K1 � :::�Kn).

De fato, seja T 2 C (K1 � :::�Kn) tal que T � 0. De�na, para cada k 2 N, a função
gk : K1 � :::�Kn ! R como

gk (x1; :::; xn) = T (x1; :::; xn) +
1

k
.
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Então gk 2 P e, de (2.11), segue que
(

h (gk) > 0

kgk � TkC(K1�:::�Kn)
=
1

k

para todo k 2 N. Assim,
gk ! T

e, como h é contínua, segue que

h (T ) = lim
k!1

h (gk) � 0

sempre que T � 0.
Seja h1 2 C (K1 � :::�Kn)

0 dado por

h1 (w) =
h (w)

h (1)
.

De (2.11), h (1) > 0, de modo que h1 está bem de�nido. Sua linearidade e
continuidade decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que h1 (1) = 1
e que h1 (w) � 0 sempre que w � 0. De [2, Teorema 4.3.10], existe uma única medida
de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de K1 � :::�Kn, B (K1 � :::�Kn),
tal que

h1 (w) =
R
K1�:::�Kn

w (x1; :::; xn) d� (x1; :::; xn)

para todo w 2 C (K1 � :::�Kn). Então, de (2.11) obtemos que
R
K1�:::�Kn

g (x1; :::; xn) d� (x1; :::; xn) = h1 (g) � 0

para cada g 2 F . Pois,

h1 (g) =
h (g)

h (1)
�

L

h (1)
= 0

para cada g 2 F . Em particular, para cada (f1; :::; fn) 2 C (K1) � ::: � C (Kn) temos
que 	f(f1;:::;fn)g 2 F , e

R
K1�:::�Kn

	f(f1;:::;fn)g (x1; :::; xn') d� (x1; :::; xn) � 0.

Então
R
K1�:::�Kn

(kT (f1; :::; fn)k
p �D jf1 (x1) :::fn (xn)j

p) d� (x1; :::; xn) � 0

e portanto

) kT (f1; :::; fn)k
p � D

R
K1�:::�Kn

jf1 (x1) :::fn (xn)j
p d� (x1; :::; xn) :

Elevando ambos os membros a 1
p
, segue o resultado. �
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2.2 Outras extensões do conceito de operadores

absolutamente somantes

2.2.1 Aplicações p-dominadas

De�nição 2.2.1 Se p � 1; T 2 L(E1; :::; En;F ) é dito p-dominado (T 2
Ld;p(E1; :::; En;F )) se existem C � 0 e medidas regulares de probabilidade �j nas sigma-
álgebras de Borel B(BE0j

) de BE0j
munidas com as topologias �(E 0j;Ej); j = 1; :::; n; tais

que

kT (x1; :::; xn)k � C

nY

k=1

2
4
Z

BE0
j

j'(xj)j
p d�j(')

3
5
1=p

para todo xj 2 Ej e j = 1; :::; n:

As aplicações dominadas são caracterizadas pelo seguinte teorema de fatoração (veja
em [6, Proposição 46 (a)]):

Teorema 2.2.2 T 2 L(E1; :::; En;F ) é p-dominado se, e somente se, existem espaços
de Banach G1; :::; Gn, operadores lineares absolutamente p-somantes uj 2 L(Ej;Gj) e
uma aplicação n-linear contínua R 2 L(G1; :::; Gn;F ); tais que T = R � (u1; :::; un):

Assim como os operadores lineares absolutamente somantes, as aplicações
dominadas também são caracterizadas por desigualdades:

Teorema 2.2.3 Se p � 1; T 2 L(E1; :::; En;F ) as seguintes condições são equivalentes:

(i) T é p-dominado;

(ii) Existe C � 0 tal que

!
nX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p=m

"m=p

� C

mY

k=1





�
xkj
�n
j=1





p;w

para todo n 2 N e xkj 2 Ek, tais que j = 1; :::; n e i = 1; :::;m.

Mais detalhes sobre esta classe de operadores podem ser encontrados em [17] e [20].

2.2.2 Aplicações de tipo absolutamente p-somantes

Para i = 1; :::; n, denotamos por

	
(n)
i : L (E1; :::; En;F ) �! L

�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; En;F
��
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o isomor�smo isométrico canônico

	
(n)
i (T ) (xi)

�
x1;

[i]:::; xn

�
= T (x1; :::; xn) ,

onde [i]::: signi�ca que a i-ésima coordenada é omitida.
Uma maneira natural de estender uma classe de operadores lineares para o caso

n-linear é impor que T 2 L(E1; :::; En;F ) pertence à extensão n-linear precisamente
quando 	(n)j (T ) pertencer à classe linear para todo j 2 f1; :::; ng : Essa é a essência da
próxima de�nição:

De�nição 2.2.4 Se p � 1; T 2 L(E1; :::; En;F ) é dito de tipo absolutamente p-

somante (T 2
�
�as(p)

�
(E1; :::; En;F )) se 	

(n)
j (T ) for absolutamente p-somante para

todo j 2 f1; :::; ng :

2.2.3 Aplicações completamente p-somantes

A classe das aplicações multilineares completamente p-somantes (que de�niremos
a seguir) é uma das extensões multilineares mais bem sucedidas do conceito de
operador absolutamente somante. Essa classe foi introduzida por Matos [18] e,
independentemente, por F. Bombal, D. Peréz-García e I. Villanueva [3] (a terminologia
usada por Matos foi �fully summing� e a terminologia escolhida por Bombal, Peréz-
García and Villanueva foi �multiple summing�).

De�nição 2.2.5 Se p � 1; T 2 L(E1; :::; En;F ) é completamente p-somante se existir
C > 0 tal que

!
1X

j1;:::;jn=1




T (x(1)j1 ; :::; x
(n)
jn
)




p
"1=p

� C

nY

k=1




(x(k)j )1j=1




p;w

para toda (x
(k)
j )

1
j=1 2 `p;w(Ek); k = 1; :::; n:

O espaço de todas as aplicações n-lineares completamente p-somantes deE1�� � ��En
em F é denotado por Lfas;p(E1; :::; En;F ), e o ín�mo das constantes C; que satisfazem
a desigualdade acima, de�ne uma norma k:kfas;p no espaço Lfas;p(E1; :::; En;F ):

Teorema 2.2.6 Para T 2 L(E1; :::; En;F ) e p > 0, as seguintes condições são
equivalentes:

(1) T é completamente p-somante;

(2) Se
�
x
(k)
i

�1
i=1
2 `p;w(Ek); k = 1; :::; n, então

�
T (x

(1)
j1
; :::; x

(n)
jn
)
�
j2Nn

2 `p(F;N
n);
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(3) A aplicação

Tw : `p;w(E1)� :::� `p;w(En)! `p(F;N
n)

Tw
��
x1i
�1
i=1

; :::; (xni )
1
i=1

�
=
�
T (x

(1)
j1
; :::; x

(n)
jn
)
�
j2Nn

é bem de�nida , n-linear e contínua. Neste caso kTkfas;p = kTwk.

A demonstração desse resultado pode ser encontrado em [18].

2.2.4 Aplicações fortemente p-somantes

O conceito de aplicação fortemente p-somante é devido a V. Dimant [13]:

De�nição 2.2.7 Se p � 1; T 2 L(E1; :::; En;F ) é fortemente p-somante (T 2

Lsas;p(E1; :::; En;F )) se existe uma constante C � 0 tal que para quaisquer x
(i)
1 ; :::; x

(i)
m 2

Ei, i = 1; :::n e m 2 N, temos:
!

mX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p
"1=p

� C sup
�2BL(E1;:::;En;F )

!
mX

j=1

���(x1j ; :::; xnj )
��p
"1=p

.

O teorema abaixo aparece em [13].

Teorema 2.2.8 Seja T 2 L(E1; :::; En;F ). As seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) T é fortemente p-somante;

(ii) Existem C � 0 e uma medida regular de probabilidade na �-álgebra de Borel
B
�
BL(E1;:::;En;K)

�
de BL(E1;:::;En;K) com a topologia fraca estrela, tais que

kT (x1; :::; xn)k � C

!Z

BL(E1;:::;En;K)

j�(x1; :::; xn)j
p d�(�)

"1=p

para quaisquer xj 2 Ej e j = 1; :::n.

Note que quando F = K toda T 2 L(E1; :::; En;F ) é fortemente p-somante, para
todo p � 1.
De fato, se T = 0 é claro; se T 6= 0,

!
mX

j=1






T

kTk
(x1j ; :::; x

n
j )






p
"1=p

� sup
�2BL(E1;:::;En;K)

k�k�1

!
mX

j=1

���(x1j ; :::; xnj )
��p
"1=p

e assim
!

mX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p
"1=p

� kTk sup
�2BL(E1;:::;En;K)

k�k�1

!
mX

j=1

���(x1j ; :::; xnj )
��p
"1=p

;

demonstrando que T é fortemente p-somante e kTkfas;p = kTk.
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2.2. OUTRAS EXTENSÕES DO CONCEITO DE OPERADORES
ABSOLUTAMENTE SOMANTES

2.2.5 Aplicações absolutamente (p; q1; :::; qn)-somantes

A classe de aplicações absolutamente (p; q1; :::; qn)-somantes foi introduzida por R.
Alencar e M. Matos em [1]:

De�nição 2.2.9 Uma aplicação T 2 L(E1; :::; En;F ) é absolutamente (p; q1; :::; qn)-
somante se

(T (x
(1)
j ; :::; x

(n)
j ))

1
j=1 2 `p(F )

para todas (x
(s)
j )

1
j=1 2 `p;w(Es), s = 1; :::n.

Teorema 2.2.10 Seja T 2 L(E1; :::; En;F ). As seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) T é absolutamente (p; q1; :::; qn)-somante;

(ii) Existe C > 0, tal que, para cada k natural e quaisquer x(l)j 2 El

!
mX

j=1




T (x(1)j ; :::; x
(n)
j )




p
"1=p

� C






�
x
(1)
j

�m
j=1






q1;w

:::






�
x
(n)
j

�m
j=1






qn;w

.

De�nição 2.2.11 Se p; q1; :::; qn > 0; uma aplicação T 2 L(E1; :::; En;F ) é
absolutamente (p; q1; :::; qn)-somante (ou (p; q1; :::; qn)-somante) no ponto (a1; :::an) em
E1 � � � � � En quando

(T (a1 + x
(1)
j ; :::; an + x

(n)
j )� T (a1; :::an))

1
j=1 2 lp(F )

para todas (x
(s)
j )

1
j=1 2 `p;w(Es), s = 1; :::; n. No caso em que T é (p; q1; :::; qn)-

somante em todo ponto (a1; :::; an) 2 E1 � � � � � En, dizemos que T é (p; q1; :::; qn)-
somante em todo ponto (everywhere summing). Notação: Levas(p;q1;:::;qn)(E1; :::; En;F ) ou

Levas;p(E1; :::; En;F ); se p = q1 = � � � = qn.

O caso em que (a1; :::; an) = (0; :::; 0) é precisamente a De�nição 2.2.9. Nesse caso,
escrevemos T 2 Las(p;q1;:::;qn)(E1; :::; En;F ): Quando p = q1 = ::: = qn, nós escrevemos
Las;p(E1; :::; En;F ):
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Capítulo 3

Resultados de inclusão entre as
classes

O objetivo deste capítulo é investigar as conexões entre as classes de aplicações
multilineares apresentadas no Capítulo 2.

3.1 Conexões entre as diferentes classes

Como mostramos no capitulo anterior, existem várias classes de aplicações
multilineares que generalizam o conceito de operadores absolutamente somantes. É
interessante ver também que existem conexões entre essas classes.
Nesta seção vamos obter certas inclusões entre as diferentes classes investigadas

neste trabalho.
O Teorema a seguir é um dos resultados centrais de nosso trabalho e pode ser

encontrado em [8].

Teorema 3.1.1 Sejam E e F espaços de Banach e 1 � p � 1. Temos:

(i)
�
�as;(p)

�
(nE;F ) = Las(p;p;1;:::;1) (

nE;F ) \ ::: \ Las(p;1;:::;1;p) (
nE;F );

(ii) Se T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F ), então 	
(n)
i (T ) 2 Las;p

�
Ei;L

�
Ei;

[i]:::; En;F
��

e

	
(n)
i (T ) (x) é p-semi-integral para todo x em Ei;

(iii) Ld;p(
nE;F ) � Lsi;p(

nE;F ) �
�
�as;(p)

�
(nE;F );

(iv) Lsi;p(
nE;F ) � Ld;np(

nE;F );

(v) Lsi;p(
nE;F ) � Lfas;p(

nE;F ) � Levas;p(
nE;F ) � Las;p(

nE;F );

(vi) Lsi;p(
nE;F ) � Lsas;p(

nE;F ).
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3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Demonstração: (i) Vamos demonstrar o caso n = 3: Os outros casos são similares.
Se T 2

�
�as;(p)

�
(3E;F ) e (xj)

1
j=1 2 `p;w (E),(yj)

1
j=1 2 `1 (E) ; (zj)

1
j=1 2 `1 (E),

temos
�P1

j=1 kT (xj; yj; zj)k
p
�1=p

=



(yj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
@P1

j=1








T

0
@xj;

yj


(yj)1j=1




1

;
zj


(zj)1j=1




1

1
A








p1
A
1=p

=



(yj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
@P1

j=1








	
(3)
1 (T ) (xj)

0
@ yj


(yj)1j=1





1

;
zj


(zj)1j=1




1

1
A








p1
A
1=p

�



(yj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
B@
P1

j=1 sup
kyjk�1
kzjk�1




	(3)1 (T ) (xj) (yj; zj)




p

1
CA

1=p

=



(yj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

�P1
j=1




	(3)1 (T ) (xj)




p�1=p

�



	(3)1 (T )





as;p




(xj)1j=1




p;w




(yj)1j=1




1




(zj)1j=1




1
,

e assim
T 2 Las(p;p;1;1)

�
3E;F

�
. (3.1)

Se T 2
�
�as;(p)

�
(3E;F ) e (yj)

1
j=1 2 `p;w (E),(xj)

1
j=1 2 `1 (E) ; (zj)

1
j=1 2 `1 (E),

temos também que:

�P1
j=1 kT (xj; yj; zj)k

p
�1=p

=



(xj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
@P1

j=1








T

0
@ xj


(xj)1j=1





1

; yj;
zj


(zj)1j=1




1

1
A








p1
A
1=p

=



(xj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
@P1

j=1








	
(3)
2 (T ) (yj)

0
@ xj


(xj)1j=1





1

;
zj


(zj)1j=1




1

1
A








p1
A
1=p

�



(xj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

0
B@
P1

j=1 sup
kxjk�1
kzjk�1




	(3)2 (T ) (yj) (xj; zj)




p

1
CA

1=p

=



(xj)1j=1





1




(zj)1j=1




1

�P1
j=1




	(3)2 (T ) (yj)




p�1=p

�



	(3)2 (T )





as;p




(yj)1j=1




p;w




(xj)1j=1




1




(zj)1j=1




1
,
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3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

e assim
T 2 Las(p;1;p;1)

�
3E;F

�
. (3.2)

Se T 2
�
�as;(p)

�
(3E;F ) e (xj)

1
j=1 2 `1 (E),(yj)

1
j=1 2 `1 (E) ; (zj)

1
j=1 2 `p;w (E),

temos
�P1

j=1 kT (xj; yj; zj)k
p
�1=p

=



(xj)1j=1





1




(yj)1j=1




1

0
@P1

j=1








T

0
@ xj


(xj)1j=1





1

;
yj


(yj)1j=1




1

; zj

1
A








p1
A
1=p

=



(xj)1j=1





1




(yj)1j=1




1

0
@P1

j=1








	
(3)
3 (T ) (zj)

0
@ xj


(xj)1j=1





1

;
yj


(yj)1j=1




1

1
A








p1
A
1=p

�



(xj)1j=1





1




(yj)1j=1




1

0
B@
P1

j=1 sup
kxjk�1
kyjk�1




	(3)3 (T ) (zj) (xj; yj)




p

1
CA

1=p

=



(xj)1j=1





1




(yj)1j=1




1

�P1
j=1




	(3)3 (T ) (zj)




p�1=p

�



	(3)3 (T )





as;p




(zj)1j=1




w;p




(xj)1j=1




1




(yj)1j=1




1
,

e assim
T 2 Las(p;1;1;p)

�
3E;F

�
. (3.3)

Usando (3:1), (3:2) e (3:3) ; obtemos
�
�as;(p)

� �
3E;F

�
� Las(p;p;1;1)

�
3E;F

�
\ Las(p;1;p;1)

�
3E;F

�
\ Las(p;1;1;p)

�
3E;F

�
.

Vamos mostrar a inclusão inversa:
Sejam T 2 Las(p;p;1;1) (

3E;F ) e (xj)
1
j=1 2 `p;w (E) :

Dado " > 0, para cada j existem yj, zj 2 BE, tais que



	(3)1 (T ) (xj)





p

�



	(3)1 (T ) (xj) (yj; zj)





p

+
"

2j
.
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3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Logo,

!
1X

j=1




	(3)1 (T ) (xj)




p
"1=p

�

#
1X

j=1

�


	(3)1 (T ) (xj) (yj; zj)




p

+
"

2j

�$1=p

=

#
1X

j=1

�
kT (xj; yj; zj)k

p +
"

2j

�$1=p

=

#
1X

j=1

kT (xj; yj; zj)k
p + "

$1=p

�

�
kTkpas(p;p;1;1)




(xj)1j=1




p

p;w




(yj)1j=1




1




(zj)1j=1




1
+ "

�1=p

�

�
kTkpas(p;p;1;1)




(xj)1j=1




p

p;w
+ "

�1=p
:

Fazendo "! 0, temos

!
1X

j=1




	(3)1 (T ) (xj)




p
"1=p

� kTkpas(p;p;1;1)




(xj)1j=1




p

p;w
. (3.4)

De forma análoga, sejam T 2 Las(p;1;p;1) (
3E;F ) e (yj)

1
j=1 2 `p;w (E) :

Dado " > 0, para cada j existem xj, zj 2 BE, tais que



	(3)2 (T ) (yj)





p

�



	(3)2 (T ) (yj) (xj; zj)





p

+
"

2j
.

Logo,

!
1X

j=1




	(3)2 (T ) (yj)




p
"1=p

�

#
1X

j=1

�


	(3)2 (T ) (yj) (xj; zj)




p

+
"

2j

�$1=p

=

#
1X

j=1

�
kT (xj; yj; zj)k

p +
"

2j

�$1=p

=

#
1X

j=1

kT (xj; yj; zj)k
p + "

$1=p

�

�
kTkpas(p;1;p;1)




(yj)1j=1




p

w;p




(xj)1j=1




1




(zj)1j=1




1
+ "

�1=p

�

�
kTkpas(p;1;p;1)




(yj)1j=1




p

w;p
+ "

�1=p
.
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3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Fazendo "! 0, temos

!
1X

j=1




	(3)2 (T ) (yj)




p
"1=p

� kTkpas(p;1;p;1)




(yj)1j=1




p

p;w
. (3.5)

Por �m, se T 2 Las(p;1;1;p) (
3E;F ) e (zj)

1
j=1 2 `p;w (E) ; dado " > 0, existem xj, yj

2 BE, tais que 


	(3)3 (T ) (zj)




p

�



	(3)3 (T ) (zj) (xj; yj)





p

+
"

2j
.

Logo, como nos outros casos, temos

!
1X

j=1




	(3)3 (T ) (zj)




p
"1=p

� kTkpas(p;1;1;p)




(zj)1j=1




p

p;w
. (3.6)

Portanto de (3.4),(3.5) e (3.6) temos
�
�as;(p)

� �
3E;F

�
� Las(p;p;1;1)

�
3E;F

�
\ Las(p;1;p;1)

�
3E;F

�
\ Las(p;1;1;p)

�
3E;F

�
.

(ii) Seja T 2 Lsi;p(E1; :::; En;F ). Fixando um número natural i 2 f1; :::; ng e seja
xj 2 Ei; j = 1; :::;m. Dado " > 0, existem xk;j 2 BEk ; K = 1; [i]:::; n tais que




	(n)i (T ) (xj)




p

�



	(n)i (T ) (xj)

�
x1j ;

[i]:::; xnj

�



p

+
"

m
.

Por isso,

mX

j=1




	(n)i (T ) (xj)




p

� "+

mX

j=1




	(n)i (T ) (xj)
�
x1j ;

[i]:::; xnj

�



p

= "+

mX

j=1



T
�
x1j ; :::; x

n
j

�

p

� "+ kTkpsi;p sup
'l2BE0

l

mX

j=1

���'i (xj)'1
�
x1j
�
; [i]:::; 'n

�
xnj
����
p

� "+ kTkpsi;p sup
'l2BE0

l

mX

j=1

j'i (xj)j
p .

Como " é arbitrário temos

mX

j=1




	(n)i (T ) (xj)




p

� kTkpsi;p




(xj)mj=1




p

p;w
.

43



3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

Daí segue que
	
(n)
i (T ) 2 Las;p

�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; En;F
��

(3.7)

para todo i = 1; :::; n.
Agora vamos mostrar que	(n)i (T ) (x) é p-semi-integral para todo x 2 Ei, i = 1; :::; n.

Como
!

mX

j=1




	(n)i (T ) (xj)
�
x1;j;

[i]:::; xn;j

�



p
"1=p

=

!
mX

j=1

kT (x1;j; :::; x; :::; xn;j)k
p

"1=p

� kTksi;p

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'i (x) :::'n

�
xnj
���p
1
A
1=p

� kTksi;p kxk

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;[i]:::;n

mX

j=1

���'1
�
x1j
�
[i]:::'n

�
xnj
����
p

1
A
1=p

,

obtemos



	(n)i (T ) (x)





si;p
� kTksi;p kxk, para todo x 2 Ei; i = 1; :::; n.

(iii) Se T 2 Lsi;p(
nE;F ), vimos que vale (3.7) e portanto T 2

�
�as(p)

�
(nE;F ).

Se T 2 Ld;p(
nE;F ), então existem C � 0 e medidas de probabilidade �j nas sigma-

álgebras de Borel B(BE0j
) de BE0j

munidos com as topologias �(E 0j;Ej); j = 1; :::; n;
tais que

kT (x1; :::; xn)k � C

!Z

BE01

j'1(x1)j
p d�1('1)

"1=p
:::

!Z

BE0n

j'n(xn)j
p d�n('n)

"1=p

para todo xj 2 Ej, j = 1; :::; n.
Seja � = �1 
 :::
 �n a medida produto de �1; :::; �n. Logo

C

2
4
!Z

BE01

j'1(x1)j
p d�1('1)

"1=p
:::

!Z

BE0n

j'n(xn)j
p d�n('n)

"1=p3
5

= C

!Z

BE01
�:::�BE0n

j'1(x1):::'n(xn)j
p d (�1 
 :::
 �n) ('1; :::; 'n)

"1=p
,

e portanto T 2 Lsi;p(
nE;F ).

(iv) Suponha que T seja p-semi-integral. Então, como 1
p
= 1

np
+ ::: + 1

np
, usando a

desigualdade de Hölder, temos
!

mX

j=1



T (x1j ; :::; xnj )


p
"1=p

� C

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'n

�
xnj
���p
1
A
1=p
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3.1. CONEXÕES ENTRE AS DIFERENTES CLASSES

� C

2
4 sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

!
mX

j=1

��'1
�
x1j
���np

"1=np
:::

!
mX

j=1

��'n
�
xnj
���np

"1=np3
5

= C

2
4 sup
'12BE01

!
mX

j=1

��'1
�
x1j
���np

"1=np
::: sup
'n2BE0n

!
mX

j=1

��'n
�
xnj
���np

"1=np3
5

= C




�
x1j
�m
j=1





np;w

:::




�
xnj
�m
j=1





np;w

.

(v) Se T 2 Lsi;p(
nE;F ) então, pelo Teorema 2.1.2, temos que



T (x1j1 ; :::; x
n
jn)


 � C

!Z

BE01
�:::�BE0n

��'1(x1j1):::'n(x
n
jn)
��p d�('1; :::; 'n)

"1=p
.

Assim,
mP

j1;:::;jn=1



T (x1j1 ; :::; x
n
jn)


p

� C
mP

j1;:::;jn=1

Z

BE01
�:::�BE0n

��'1(x1j1):::'n(x
n
jn)
��p d�('1; :::; 'n)

= C

Z

BE01
�:::�BE0n

!
mP

j1;:::;jn=1

��'1(x1j1):::'n(x
n
jn)
��p
"
d�('1; :::; 'n)

� C

Z

BE01
�:::�BE0n

0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mP
j1;:::;jn=1

��'1(x1j1):::'n(x
n
jn)
��p
1
A d�('1; :::; 'n)

= C sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mP
j1;:::;jn=1

��'1(x1j1):::'n(x
n
jn)
��p

= C
nY

l=1

sup
'l2BE0

l

!
mP
j=1

��'l(xlj)
��p
"
;

e assim T 2 Lfas;p (
nE;F ).

Agora vamos considerar T 2 Lfas;p (
nE;F ). Faremos o caso n = 2; o caso geral

segue a mesma ideia. Se (xj)
1
j=1, (y1)

1
j=1 2 `p;w (E), temos

!
1P
j=1

kT (a+ xj; b+ yj)� T (a; b)kp
"1=p

�

!
1P
j=1

kT (a; yj)k
p

"1=p
+

!
1P
j=1

kT (xj; b)k
p

"1=p
+

!
1P
j=1

kT (xj; yj)k
p

"1=p

�

!
1P

j;k=1

kT (zk; yj)k
p

"1=p
+

!
1P

j;k=1

kT (xj; wk)k
p

"1=p
+

!
1P

j;k=1

kT (xj; yk)k
p

"1=p
<1,
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onde (zk)
1
k=1 = (a; 0; 0; :::) e (wk)

1
k=1 = (b; 0; 0; :::).

(vi) É imediato pois claramente
0
@ sup
'l2BE0

l
;l=1;:::;n

mX

j=1

��'1
�
x1j
�
:::'n

�
xnj
���p
1
A
1=p

� sup
�2BL(E1;:::;En;F )

!
mX

j=1

���(x1j ; :::; xnj )
��p
"1=p

:

�

3.2 O efeito do cotipo dos espaços de Banach

A de�nição de cotipo necessita do conceito das funções de Rademarcher.
As funções de Rademacher rn são de�nidas por

rn : [0; 1] �! R; n 2 N

rn (t) := sign (sen2n�t) .

Note que a união dos 2n intervalos Ik =
�
k�1
2n
; k
2n

�
, com k = 1; :::; 2n, incluindo

seus extremos, resulta no intervalo [0; 1]. As funções de Rademacher assumem,
alternadamente, os valores 1 e �1 à medida que t percorre o intervalo [0; 1] e na fronteira
dos intervalos Ik assumem o valor zero.
Um fato importante das funções de Rademacher é que elas possuem a propriedade

de ortogonalidade, ou seja,
Z 1

0

rj (t) rk (t) dt = �jk =

��
1; se j = k
0; se, j 6= k

�
.

De�nição 3.2.1 Seja (rj)
1
j=1 funções de Rademacher. Um espaço de Banach X possui

cotipo �nito q � 2 se existir uma constante K � 0, tal que, para qualquer escolha �nita
x1; :::; xn de elementos de X, vale a desigualdade

!
nX

i=1

kxik
q

"1=q
� K

0
@
Z 1

0








nX

i=1

ri (t) xi








2

dt

1
A
1=2

. (3.8)

Quando q =1 substituimos

!
nX

i=1

kxik
q

"1=q
por maxi�n kxik. Denotamos por Cq (X) o

ín�mo das constantes K que satisfazem (3:8) e denotaremos cotX o ín�mo dos cotipos
assumidos por X, isto é,

cotX = inf f2 � q � 1;X tem cotipo qg :

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em [12, Corolário
11.16], terá papel central nessa seção:
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Teorema 3.2.2 Sejam E e F espaços de Banach.
Se E tem cotipo 2, então Las;1(E;F ) = Las;2(E;F );
Se E tem cotipo 2 < q <1, então Las;r(E;F ) = Las;1(E;F ) para todo 1 < r < q�;
Se E e F têm cotipo 2, então Las;r(E;F ) = Las;2(E;F ) para todo 1 < r <1.

A seguir veremos que aplicações semi-integrais e dominadas coincidem quando certas
condições são impostas aos cotipos dos espaços envolvidos.

Proposição 3.2.3 Se E tem cotipo 2, então Lsi;1(
2E;F ) = Ld;1(

2E;F ) para todo F .

Demonstração: Se E tem cotipo 2, sabemos, pelo teorema anterior, que
Las;1(E;F ) = Las;2(E;F ) para todo espaço de Banach F . Assim, pelo Teorema 2.2.2,
se T 2 Ld;2(

2E;F ), então T = R � (u1; u2), com R 2 L(2G;F ) e u1; u2 2 Las;2(E;G) =
Las;1(E;F ). Logo, pelo Teorema 2.2.2, T 2 Ld;1(

2E;F ): A recíproca é similar.
Portanto,

Ld;1(
2E;F ) = Ld;2(

2E;F ) (3.9)

para todo F .
Pelo Teorema 3.1.1(iii) e (iv) ; temos

Ld;1(
2E;F ) � Lsi;1(

2E;F ) � Ld;2(
2E;F ): (3.10)

Logo, de (3.9) e (3.10), segue que

Lsi;1(
2E;F ) = Ld;1(

2E;F ).

�

3.3 Alguns comentários sobre as relações de

inclusão

Nesta seção veremos que, em geral, as relações de inclusão da seção anterior são
estritas.

Proposição 3.3.1 A inclusão

Lsi;1(E1; :::; En;F ) � Lsas;1(E1; :::; En;F )

em geral é estrita.

Demonstração: Considere T : `1 � `1 ! K é dada por

T (x; y) =

1X

j=1

yj

1X

j=1

xk:

Em [1, Exemplo 4.5(b)] se prova que T então não é 1-semi-integral, mas obviamente T
é fortemente 1�somante. �
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Proposição 3.3.2 A inclusão

Lsi;1(E1; :::; En;F ) � Lfas;1(E1; :::; En;F )

em geral é estrita.

Demonstração: Com efeito, em [25, Teorema 3.2] se prova que se cada E1 = ::: =
En�1 = `1 e H é um espaço de Hilbert, então

L(E1; :::; En�1; H;K) = Lfas;1(E1; :::; En�1; H;K).

Daí segue claramente que

L(`1; `2;K) = Lfas;1(`1; `2;K);

mas, como veremos,
L(`1; `2;K) 6= Lsi;1(`1; `2;K).

De fato, suponhamos por um momento que

L(`1; `2;K) = Lsi;1(`1; `2;K): (3.11)

Seja R : `2 �! L(`1;K) linear e contínua. Então

R = 	
(2)
2 (T ) para alguma T : `1 � `2 �! K.

De (3.11) segue que T é 1-semi integral e do Teorema 3.1.1 (ii) segue que 	(2)2 (T ) é
absolutamente 1-somante. Logo R é absolutamente 1-somante, isto é,

L(`2; `1) = Las;1(`2; `1),

e isso é uma contradição, pois em [15] se prova que se X tem base de Schauder
incondicional e X e Y têm dimensão in�nita e

L(X; Y ) = Las;1(X; Y )

então X = `2 e Y é Hilbert. �

Proposição 3.3.3 A inclusão

Lfas;1(E1; :::; En;F ) � Las;1(E1; :::; En;F )

é estrita, em alguns casos.
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Demonstração: De fato, em [1, Teorema 3.10] se mostra que para todos os espaços
de Banach E1; :::; En, tem-se que

L(E1; :::; En;K) = Las;1(E1; :::; En;K)

(esse resultado é o Teorema de Defant-Voigt). Logo, temos que

L(c0; c0;K) = Las;1(c0; c0;K).

Mas um famoso resultado devido a Littlewood (veja [16]) garante que existe T 2
L(c0; c0;K) tal que

1X

j;k=1

jT (ej; ek)j =1,

isto é, T =2 Lfas;1(c0; c0;K). �

Proposição 3.3.4 Em geral Las;p(E1; :::; En;F ) não está contido em
Lsas;p(E1; :::; En;F ).

Demonstração: De fato, sejam T 2 L(`1; `1; `1); (xj)
1
j=1 ; (y1)

1
j=1 2 `1;w (`1) : Temos

claramente

1X

j=1

kT (xj; yj)k � kTk

1X

j=1

kxjk kyjk
H�older

� kTk

!
1X

j=1

kxjk
2

"1=2! 1X

j=1

kyjk
2

"1=2

= kTk

!
1X

j=1

kid (xj)k
2

"1=2! 1X

j=1

kid (yj)k
2

"1=2
;

mas `1 tem cotipo 2, logo id`1 é (2; 1)-somante. Logo

!
1X

j=1

kid (xj)k
2

"1=2
� C1 k(xj)k1;w

!
1X

j=1

kid (yj)k
2

"1=2
� C2 k(yj)k1;w .

Portanto
1X

j=1

kT (xj; yj)k � K k(xj)k1;w k(yj)k1;w

segue que T 2 Las;1(`1; `1; `1). Daí

Las;1(`1; `1; `1) = L(`1; `1; `1):
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Seja T 2 L(`1; `1)�Las;1(`1; `1): De�na R : `1� `1 �! `1 por R(x; y) = T (x)' (y) com
' 6= 0: Seja a 6= 0 tal que ' (a) = 1, kak = 1: Se fosse Lsas;1(`1; `1; `1) = L(`1; `1; `1)
então

mX

j=1

kR(xj; yj)k � C sup
�2BL(`1;`1;`1)

mX

j=1

j� (xj; yj)j

e
mX

j=1

kT (xj)' (a)k � C sup
�2BL(`1;`1;`1)

mX

j=1

j� (xj; a)j :

Logo
mX

j=1

kT (xj)k � C sup
k k�1

mX

j=1

j (xj)j :

Assim T é 1-somante, mas isso é uma contradição. Logo

Lsas;1(`1; `1; `1) 6= L(`1; `1; `1):

�

Proposição 3.3.5 Em geral, Lsas;p(E1; :::; En;F ) não está contido em
Las;p(E1; :::; En;F )

Demonstração: De fato, note que quando F = K toda T 2 L(E1; :::; En;F ) é
fortemente p-somante, para todo p � 1, logo

Lsas;2(`2; `2;K) = L(`2; `2;K)

Seja T : `2 � `2 �! K, de�nida por

T
�
(xj)

1
j=1 ; (yj)

1
j=1

�
=

1X

j=1

xjyj:

É claro que T é linear contínua e

kT (xj; yj)k =
1X

j=1

xjyj
H�older

�

!
1X

j=1

x2j

"1=2! mX

j=1

y2j

"1=2
= kxk kyk :

Temos que (ej)
1
j=1 2 `2;w (`2), mas (T (ej; ej))

1
j=1 = (1)1j=1 =2 `2 (K). Logo T =2

Las;2(`2; `2;K) e segue que

Las;2(`2; `2;K) 6= L(`2; `2;K).

�
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De�nição 3.3.6 Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert. Um operador linear T : H1 ! H2

é chamado de Hilbert-Schmidt se
X

i2I

kT (ei)k
2 < +1 (3.12)

para cada base ortonormal (ei)i2I 2 H1.

Sabe-se que se 3.12 vale para alguma base ortonormal, então 3.12 vale para toda
base ortonormal.
A classe dos operadores Hilbert-Schmidt de H1 em H2 é denotado por Lhs(H1;H2).
O teorema a seguir é um resultado de A. Pe÷czyński (veja [21]).

Teorema 3.3.7 Sejam 1 � p < +1 e H1 e H2 espaços de Hilbert. Então

Lhs(H1;H2) = Las;p(H1;H2).

Proposição 3.3.8 Ld;1(
2`2;K) 6=

�
�as(1)

�
(2`2;K).

Demonstração: Considere T : `2 � `2 ! K dada por

T (x; y) =
1X

j=1

�
1

j�

�
xjyj com � =

1

2
+ " e " 2

�
0;
1

2

�
.

Vamos mostrar que
T 2

�
�as(1)

�
(2`2;K) n Ld;1(

2`2;K).

Note que
!

mX

j=1

kT (ej; ej)k
1=2

"2
=

#
mX

j=1

�
1

j�

�1=2$2

�

#
mX

j=1

�
1

m�=2

�$2

=

�
m

�
1

m�=2

��2
= m2��:

Logo, se fosse T 2 Ld;1(2`2;K); existiria C > 0 tal que

!
mX

j=1

kT (ej; ej)k
1=2

"2
� C




(ej)mj=1




2

w;1
,

para cada m, e obteríamos

m2�� � C
�
m1=2

�2
= Cm;
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o que é uma contradição, pois 2� � > 1.
Para provar que 	(2)1 (T ) 2 Las;1(`2; `2), observe que

	
(2)
1 (T )

�
(xj)

1
j=1

�
=

�
1

j�
xj

�1

j=1

.

Agora pelo Teorema 3.3.7, basta mostrar que 	(2)1 (T ) é um operador de Hilbert-
Schmidt, o que é claro pois como 2� > 1, temos

1X

k=1




	(2)1 (T ) (ek)




2

l2
=

1X

k=1

�
1

k�

�2
<1.

Daí a inclusão é estrita. Como `2 tem cotipo 2, pela Proposição 3.2.3 vemos que

Lsi;1(
2`2;K) = Ld;1(

2`2;K) 6=
�
�as(1)

�
(2`2;K).

�
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Apêndice A

Produto tensorial

A.1 Produto tensorial algébrico

Dado um número n 2 N e espaços vetorias X1; :::; Xn, podemos considerar o dual
algébrico L(X1; :::; Xn;K)

� do espaço L(X1; :::; Xn;K), isto é,

L(X1; :::; Xn;K)
� = f' : L(X1; :::; Xn;K)! K;' é linearg .

Sabemos que L(X1; :::; Xn;K)
� é um espaço vetorial sobreK com as operações usuais

de funções, isto é:

('1 + '2) (A) = '1 (A) + '2 (A) e (�'1) (A) = �'1 (A)

para todos funcionais linears '1, '2 2 L(X1; :::; Xn;K)
� e todo escalar � 2 K.

O produto tensorial de X1; :::; Xn será construído a partir de elementos especí�cos
de L(X1; :::; Xn;K)

�. Dados x1 2 X1; :::; xn 2 Xn, de�na

x1 
 :::
 xn : L(X1; :::; Xn;K) ! K

B 7! (x1 
 :::
 xn) (B) = B (x1; :::; xn)

Vejamos que x1 
 :::
 xn é linear. De fato

(x1 
 :::
 xn) (�A+B) = (�A+B) (x1; :::; xn)

= (�A) (x1; :::; xn) +B (x1; :::; xn)

= �A (x1; :::; xn) +B (x1; :::; xn)

= � (x1 
 :::
 xn) (A) + (x1 
 :::
 xn) (B)

para todo escalar � 2 K e todas aplicações n-lineares A, B 2 L(X1; :::; Xn;K).
Chamamos de V o conjunto formado por todos esses funcionais,

V := fx1 
 :::
 xn : x1 2 X1; :::; xn 2 Xng � L(X1; :::; Xn;K)
�.
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De�nição A.1.1 O subespaço vetorial de L(X1; :::; Xn;K)
� gerado por V será chamado

de produto tensorial de X1; :::; Xn e será denotado por X1 
 :::
Xn. Em símbolos,

X1 
 :::
Xn =

(
kX

j=1

�j
�
xj1 
 :::
 xjn

�
: k 2 N, �j 2 K, x

j
i 2 Xi

)

com i = 1; :::; n e j = 1; :::; k.
Os elementos de X1 
 ::: 
 Xn são chamados de tensores, e os tensores da forma

x1
:::
xn são chamados de tensores elementares. Um tensor, então, é uma combinação
linear de tensores elementares.
O produto tensorial X1 
 ::: 
 Xn é, por de�nição, um espaço vetorial sobre K.

Veremos logo adiante uma propriedade algébrica elementar dos tensores elementares.

Proposição A.1.2 Sejam X1; :::; Xn espaços vetorias, x1; x
0
1 2 X1; :::; xn; x

0
n 2 Xn e

� 2 K. Então:

(i) x1 
 :::
 (xi + x0i)
 :::
 xn = x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn + x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn para
todo i = 1; :::; n;

(ii) � (x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn) = x1 
 :::
 � (xi)
 :::
 xn para todo i = 1; :::; n;

(iii) Se xi = 0 para algum i 2 f1; :::; ng, então x1 
 :::
 xn = 0.

Demonstração: (i) Dado i 2 f1; :::; ng e uma aplicação n-linear A 2 L(X1; :::; Xn;K),
temos:

(x1 
 :::
 (xi + x0i)
 :::
 xn) (A) = A (x1; :::; xi + x0i; :::; xn)

= A (x1; :::; xi; :::; xn) + A (x1; :::; x
0
i; :::; xn)

= (x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn) (A) + (x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn) (A) .

(ii) Para toda aplicação n-linear A 2 L(X1; :::; Xn;K), temos que:

(� (x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn)) (A) = � ((x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn) (A))

= �A (x1; :::; xi; :::; xn)

= A (x1; :::; �xi; :::; xn)

= (x1 
 :::
 � (xi)
 :::
 xn) (A) .

(iii) Por (i) temos que, se xi = 0 para algum i 2 f1; :::; ng,

x1 
 :::
 (0 + x0i)
 :::
 xn = x1 
 :::
 0
 :::
 xn + x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn.

Logo

x1 
 :::
 0
 :::
 xn = x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn � x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn = 0.

�
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De�nição A.1.3 Dados os espaços vetoriais X1; :::; Xn, considere a aplicação

� : X1 � :::�Xn ! X1 
 :::
Xn

(x1; :::; xn) 7! � (x1; :::; xn) = x1 
 :::
 xn.

Proposição A.1.4 A aplicação � é n-linear, isto é, � 2 L(X1; :::; Xn;X1 
 :::
Xn).

Demonstração: Dados x1; x01 2 X1; :::; xn; x
0
n 2 Xn e � 2 K, i = 1; :::; n. Da

Proposição A.1.2 segue que

� (x1; :::; �xi + x0i; :::; xn) = x1 
 :::
 (�xi + x0i)
 :::
 xn

= � (x1 
 :::
 xi 
 :::
 xn) + x1 
 :::
 x0i 
 :::
 xn

= �� (x1; :::; xi; :::; xn) + � (x1; :::; x
0
i; :::; xn) ,

provando que a aplicação � é p-linear. �

Teorema A.1.5 Sejam X1; :::; Xn espaços vetoriais sobre o corpo K. Para cada
aplicação n-linear B : X1 � ::: � Xn ! Y existe um único operador linear BL :

X1 
 ::: 
 Xn ! Y , dado por BL

 
kX

j=1

xj1 
 :::
 xjn

!
=

kX

j=1

B
�
xj1; :::; x

j
n

�
, tal que o

diagrama

é comutativo, ou seja, B = BL � �. Mais ainda, a correspondência B $ BL é
um isomor�smo entre os espaços vetoriais L(X1; :::; Xn;Y ) e L(X1 
 ::: 
 Xn;Y ). O
operador BL é chamado de linearização da aplicação n-linear B.

A demontração do teorema acima pode ser visto em [29].

A.2 Norma Projetiva

Sejam E1; :::; En e F espaços de Banach. O nosso objetivo é introduzir uma
norma em E1 
 ::: 
 En que realize a linearização multilinear contínuas de�nidas em
E1 � � � � �En. Mais precisamente, queremos uma norma em E1 
 :::
En tal que para
todo F , uma aplicação n-linear A : E1 � � � � � En ! F é contínua se, e somente se,
AL : E1 
 :::
 En ! F é um operador linear contínuo em relação a essa norma.
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De�nição A.2.1 Sejam E1; :::; En espaços de Banach. Para cada tensor x 2 E1
 :::

En, de�ne-se

� (x) = inf

(
kX

j=1



xj1


 :::



xjn


 : x =

kX

j=1

xj1 
 :::
 xjn

)
.

Temos que � é uma norma no produto tensorial (veja [29]).

Proposição A.2.2 Sejam E1; :::; En espaços de Banach. Então � como de�nida acima,
é uma norma em E1 
 :::
 En. Além disso,

� (x1 
 :::
 xn) = kx1k ::: kxnk

para todo x1 2 E1; :::; xn 2 En.
Denota-se por E1
� :::
� En o produto tensorial de E1; :::; En dotado com a norma

�. Esta norma é conhecida como norma projetiva (veja [11, Proposição 1.1.7]). O
complemento do espaço normado E1 
� :::
� En é denotado por E1b
�:::b
�En

Teorema A.2.3 Sejam E1; :::; En e F espaços de Banach. Se A : E1 � � � � � En ! F
é uma aplicação n-linear contínua, então existe um único operador linear contínuo
AL : E1b
�:::b
�En ! F , satisfazendo AL (x1 
 :::
 xn) = A (x1; :::; xn) para quaisquer
xj 2 Ej, j = 1; :::; n, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

Além disso, a correspondência A $ AL é um isomor�smo isométrico,i.é, kALk =
kAk entre os espaços de Banach L(E1; :::; En;F ) e L(E1b
�:::b
�En;F ). O operador AL
é chamado de linearização de A.

Observação A.2.4 No caso em que F = K, temos a identi�cação
�
E1b
�:::b
�En

�0
= L(E1b
�:::b
�En;K) = L(E1; :::; En;K)

e é nesse sentido que é coerente se mencionar a topologia fraca estrela em
L(E1; :::; En;K), como é feito no Teorema 2.2.8.

Para maiores detalhes sobre a teoria de produtos tensoriais em espaços de Banach,
indicamos [10], [29] e [32].
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