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RESUMO

Neste trabalho, faremos um estudo da Teoria Espectral em espacos de Hil-
bert para operadores compactos e operadores compactos autoadjuntos. Este estudo
garante solucao de equagoes lineares num espaco (de Hilbert) de dimensao infinita
cujo operador associado seja compacto e autoadjunto. Além disso, mostraremos
varios exemplos motivacionais para a realizagao deste estudo com um, dos mais im-
portantes, sendo a propriedade de que o Laplaciano no “mundo da transformada de
Fourier” é uma funcao multiplicacao, e desta forma, tornando possivel a encontrar

solugao para a equagao de Poisson (Au = f).

Palavras-Chave: Espaco de Hilbert, Operador Adjunto, Espectro.



ABSTRACT

In this work, we will study Spectral Theory in Hilbert spaces for compact and
compact self-adjoint operators. This study ensures solution for a linear equation in
(Hilbert) space with infinite dimension which the associate operator is compact and
self-adjoint. Furthermore, we will show some motivational examples to promote
this study with one, of the most importants, being the feature that the Laplace
operator in “Fourier transform’s world” is a multiplication operator, and in this way,

is possible find a solution for Poisson’s equation (Au = f).

Keywords: Hilbert space, Adjoint Operator, Spectrum.
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NOTACOES

Aqui estao algumas notagoes adotadas ao longo do texto:

K é usado para denotar R ou C quando o resultado for valido em ambos os

€asos;

e, denota a sequéncia (0,0,...,0,1,0,...,0,...) com 1 na n-ésima entrada e

0 no resto, caso nao seja definido no texto;
(v,) denota uma sequéncia da forma (vq,...,vy,,...);

[U1, ..., 0], [V1,.. ., 0p,...] € [S] denotam o conjunto gerado por {vy,...,v,},

(vn) € S respectivamente;

Xa(x) denota a func¢ao caracteristica de A, ou seja, xa(x) = 1sex € Ae

xa(z) =0sez ¢ A

B(a,r) denota a bola aberta de centro a e raio r. Além disso, Bla,r] = B(a,r)

e Sla,r] = Bla,r] — B(a,r).

1X



INTRODUCAO

A Teoria Espectral resume-se no estudo das propriedades de operadores line-
ares entre espagos de Banach e de seus respectivos espectros. Em muitas situacoes,
dado um operador, faz-se necessario buscar alguma representacao que tenha mais
hipéteses do que o operador original. Este fato ja é um grande motivo para o nosso
interesse em tal teoria.

Ao estudarmos ferramentas bésicas da matematica como a Algebra de Linear
e Analise Funcional é facil depararmos com algum Teorema Espectral. Questoes
como propriedades do Laplaciano e a busca de solugoes para equacgoes desse tipo
T(v) = w envolve conhecimento da Teoria Espectral. Consequentemente a aplica-
bilidade deste estudo envolve EDP’s lineares que modelam uma gama de problemas
oriundos de varias ciéncias como Mecanica Quantica, Biologia e entre outras.

O nosso objetivo ¢ investigar sobre quais condi¢oes certos operadores lineares
possuem um boa representagao. Para tanto é preciso estudar alguns resultados que
sao devidos a Riesz, Fredholm, Hilbert e Schmidt. E intuito nosso também, oferecer
uma apresentacao tal que o leitor com nocgoes bésicas de Algebra Linear e Analise
Funcional possa compreender o tema.

Inicialmente apresentamos nocoes basicas de Anélise Funcional. Destacamos



Introducio

apenas algumas demonstragoes de tais resultados por entendermos que o esquema
de prova é relevante no desenvolvimento do trabalho. Neste primeiro capitulo esta-
belecemos propriedades relevantes dos espacos de Banach, dos espagos de Hilbert e
dos operadores lineares continuos, adjuntos e compactos. A compreensao estrutural
destes é de fundamental importancia para o tema. Portanto tomamos como base as
seguintes referéncias [2], [3] e [7].

O segundo capitulo é dedicado a um pequeno estudo sobre Teoria da Medida,
espagos de Lebesgue e transformadas de Fourier. De mesma sorte como no primeiro
capitulo selecionamos alguns resultados para expor suas demonstragoes, porém no
que se refere aos resultados sobre transformada de Fourier todos os argumentos
foram demonstrados com base na referéncia [5].

S6 no terceiro capitulo é que nos enveredamos de fato na Teoria Espectral.
E nesta ocasido que apresentamos varias ideias motivadoras para tal estudo. Dentre
tais resaltamos a resolucao de equacoes tipo Poisson, as caracteristicas de operadores
Hilbert-Schmidt, aplicagoes da Transformada de Fourier em equagoes que envolvem
o Laplaciano. Tudo isso consiste em encontrar solugdes para equacoes da forma
T(v) = w e comparagoes entre os casos de dimensao finita e infinita. Destarte fica
bem justificado tal estudo. A referéncia escolhida para o capitulo foram as notas de
aula de Kowalski [4].

No quarto capitulo apresentamos um estudo da Teoria Espectral com al-
guns resultados gerais em Algebras de Banach, algumas propriedades dos operadores
compactos com foco no Teorema Espectral para operadores compactos e fato dos
operadores compactos e autoadjunto com foco no Teorema Espectral para operado-
res compactos e autoadjuntos. Por fim, mostraremos uma aplicacao desta Teoria
no Principio Minimax de Courant-Rayleigh. Fundamentamos nas notas de aula do

Kowalski [4].

x1



CAPITULO 1

ANALISE FUNCIONAL

Neste capitulo veremos conceitos e resultados necessarios de Analise Funcio-

nal com base nos livros [2], [3] e [7].

1.1 Espacos Normados e Banach

Defini¢ao 1.1.1. Sejam V um espago vetorial sobre K e uma fungao || - || : V" — R.
Dizemos que (V| -]|), ou simplesmente V', é um espago normado e ||-|| € uma norma
em V se

(i) |lv]] > 0 para todo v € V com v # 0;
(ii) ||Av|| = |Al|Jv]| para todos v,w € V e X € K;
(iii) ||v+w| < |v| + ||w] para todos v,w € V.

Além disso, se V' é um espago métrico completo com a métrica dada por d(v,w) =

|lv — w||, entdao V' é chamado de espago de Banach.
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Veja que todo espago normado é um espaco métrico com a métrica dada
por d(v,w) = |[v — wl||. Relembremos algumas classes importantes de fun¢oes no
contexto de espacos métricos. Dizemos que uma funcao f : M — N entre espagos

métricos é

e continua em xy € M se dado € > 0 existe 0 > 0 tal que d(f(z), f(xg)) < € se
r € M ed(x,xy) < 6;

e continua se é continua em xy € M para todo xo € M,

e uniformemente continua se dado £ > 0 existe § > 0 tal que d(f(x), f(y)) < e

se x,y € M e d(z,y) < 6;

e lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que d(f(z), f(y)) < Ld(z,y)
para todos x,y € M.

Denotamos os conjuntos L(V, W) como o conjunto dos operadores lineares de
Vem W e L(V,W) como o conjunto dos operadores lineares continuos. E claro que
L(V,W) e L(V,W) sao espagos vetoriais sobre K com as operagoes usuais. Também
denotamos L(V) = L(V,V), L(V) = L(V,V), V* = L(V,K) (dual algébrico) e
V' = L(V,K) (dual topologico).

Proposicao 1.1.1. Sejam V um espago de Banach e W um subespago de V. Entao

W é Banach, com a norma induzida por V, se, e somente se, W é fechado em V.

Prova. Suponha W Banach. Dada (v,) uma sequéncia em W com v, — vy € V,
entao (v,) é Cauchy em W. Por hipotese, concluimos que existe 7o € W tal que
v, — Ug. Portanto, vyg = vy € W.

Reciprocamente, suponha W fechado em V. Dada (v,) sequéncia de Cauchy
em W, entao (v,) é sequéncia de Cauchy em V. Como V é Banach, existe vy € V'

tal que v, — vg. Portanto, por hipotese, vg € W. [
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Lema 1.1.1. (Lema de Riesz). Sejam V' um espago normado e W subespago fechado

de V com W # V. Entao dado € > 0 existe u € V tal que |[v|| = 1ed(v, W) > 1—c¢.
Prova. Vide Lema 6.1 em [3]. n

Teorema 1.1.1. Seja V um espago vetorial normado. Entao todo conjunto fechado

e limitado é compacto se, e somente se, V tem dimensao finita.

Prova. Consequéncia imediata do Teorema 1.5.4. em [2]. u
Teorema 1.1.2. Todo espac¢o normado de dimensao finita ¢ um espago de Banach.
Prova. Vide Teorema 1.1.6. em [2]. n

Corolario 1.1.2.1. Todo subespago de dimensao finita de um espago normado é

fechado.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Hahn-Banach). Sejam W um subespago de um espago
normado V' e um funcional linear continuo ¢ : W — K. Entao existe uma extensao

de ¢ em V linear continua ¢ : V — K com ||¢]| = ||¢]|.
Prova. Vide Corolario 3.1.3. em [2]. n

Corolario 1.1.3.1. Seja V um espago normado. Dado vy € V' — {0} existe ¢ € F’
tal que [[¢f] =1 e ¢(vo) = [|vo-

Prova. Considere W =[] e f: W — K com f(Avg) = A||vg]|, a qual ¢ linear
e continua com || f|| = 1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ : V" — K com

1l = [[f]l = 1 e ¢(Avo) = Allwol|. Portanto @(vo) = [lvoll u

Defini¢ao 1.1.2. Sejam V um espago normado e (v,) sequéncia em V. Dizemos

que a série Y > v, €

e convergente se existe vy € V' tal que

k
Sy = Zvn % 0.

n=1

Denotamos vg = >

n=1 Un;
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e absolutamente convergente se a série, em R, > > |lv,|| converge.

Teorema 1.1.4. Seja V um espaco normado. Entao V' é Banach se, e somente se,

toda série absolutamente convergente em V' converge em F.

Prova. Suponhamos V um espago de Banach. Seja > -, v, uma série absoluta-

mente convergente em V', logo definindo S,, = )", _, vy, temos que se n > m

n m n n o
180 = Sall = D e =D ol =11 D wel| < D0 Mol < >0 Nl
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

Como a série converge absolutamente obtemos que (S,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Portanto (.S,,) converge, ou seja, Y p-, v), converge.

Reciprocamente, suponha que toda série absolutamente convergente em V'
converge em V. Seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em V', ou seja, dado ¢ > 0
existe ng € N tal que

“Un - Um” <& Vn,m =>ng.

Em particular,

|vn, — Unoll <€ Vn > no.

Tome e = 1/2, logo existe n; € N tal que
1
v — vy || < 5 Vn > ny.
Tome ¢ = 1/22, logo existe ny € N com ny > ny tal que

1
|vn — Uny || < % Vn > no.

Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia (v,, ) de (v,) tal que

1
||Un—vnk||<2—k Vn >ni ek eN.

Considere Sy, = > 1" | Upyyy — Upy, logo

m
| RN
Z ank+1 Unk” Z _k —> L.



Analise Funcional

Assim, esta série converge absolutamente. Por hipotese obtemos que existe lim .S,,.

Com isto e o fato que S,, = vy, ., — vn, Vm € N, concluimos que

lim v,, = lUm (Sp-1+ vy, ) = vp, + lim Sp,.

Portanto a sequéncia (v,,) possui uma subsequéncia convergente em V', e como (vy,)

¢ Cauchy, obtemos que (v,,) converge em V. [ ]

1.2 Operadores lineares continuos

Teorema 1.2.1. Sejam V e W espagos normados sobre K e 7" : V' — W linear.

Entao as seguintes condig¢oes sao equivalentes:
(a) T é lipschitziano;
(b) T é uniformemente continuo;
(¢) T é continuo;
(d) T é continuo em algum ponto de V/;
(e) T é continuo na origem;
(f) sup{||T(v)|| :v € V e || <1} < o0;
(g) Existe uma constante C' > 0 tal que ||T'(v)|| < C||v|| para todo z € V.

Prova. As implicagoes (a)=-(b)=(c)=(d) sao imediatas das defini¢bes em espagos
métricos vide [6].
(d)=(e) Suponha T continuo em vy € V. Tome (v,) em V tal que v, — 0 queremos

mostrar que T'(v,) — 0. De fato, como v, + vy — vy, temos que

T(v,) =T (vn +vo) — T'(vo) = T(vg) — T'(vg) = 0.
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(e)=(f) Suponha que sup{||T'(v)|| : v € V e ||v]] < 1} = oo logo existe (v,,) em V tal
que [|v,|| < 1Vn € Ne |[|[T(v,)| = +o0. Defina (w,) em V com w, = v,/||T(v,)]].
Logo w,, — 0 e T'(w,) = 1 Vn € N, contradizendo o fato que T é continuo na origem.
(f)=(g) Denote C' = sup{||T(v)|| : v € V e |v] < 1}. Dado v € V — {0}, entao
IT(w/llolDI < €. Assim [[T(v)]| < Cllvf| Yo € V —{0} e como para v = 0 a
desigualdade [|T'(v)|| < C||v|| ocorre, temos o resultado.
(g)= (a) Dados v,w € V, temos que ||T(v) — T'(w)|| = ||T(v — w)|| < Cllv —w||.
u
Devido ao item (f) dizemos que T": V' — W linear é limitado se é continuo,

pois leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.
Proposigao 1.2.1. Sejam V, W e X espagos normados. Entao

(a) a expressao

1T = sup{|T(v)]| - v e Ve [lof| <1}

define uma norma no espago L(V, W);
(b) T ()l < I T[|[lo]| para todos T" € LV, W) e v € V;
(¢) |RoT| < |IR||||T] para quaisquer T € L(V,W) e R € LIW, X);
(d) Se W é Banach, entao L(V, W) é Banach.
Prova.
(a) Consequéncia das propriedades de supremo.
(b) Imediato da definigao de ||T||.

(c) Basta notar que dado v € V' com v # 0, tem-se

[((Re D)) _ NRIT@I _ [RIIT]v]

= [I=IHT-

ol = vl o]

Portanto, |R o T < || R][|T]]
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(d) Dado (T},) uma sequéncia de Cauchy em L£(V, W), para cada v € V' tem-se
1T (v) = T ()| = [(Tn = T) )| < T = Tnlll[ol] - ¥, m € N.

Logo, para cada v € V, (T,,(v)), ¢ Cauchy em W. Por hipotese, existe T :
V — W com T'(v) = limT,(v) Vv € V, veja que T ¢é linear e existe ny € N tal
que

(o = T) () < [T = Tl[oll < ol V1 = no,v e V.
Em particular T'— T,,, € L(V, W), logo T =T — T, + T,,, € L(V,W). Resta

mostrar que T,, = T em L(V,W). De fato, dado € > 0 existe n; € N com
(T = T) ()| < [T = Tllllv]] < ellol] Y =ni,0eV.
Resultando que ||T,, — T'|| < e ¥n > ng, portanto T,, — T em L(V, ).

]
Um resultado nao muito dificil, porém trabalhoso, é que a norma de T €

L(V, W) pode ser definido como qualquer das seguintes expressoes

sup [|T(v)]|, sup |T(v)|, sup ||T(v)],sup 1T ()l

vll<1 Iv]|<1 llv]|=1 vro vl

inf{C e R : ||T(v)|| < CJv| para todo v € V'}.

Teorema 1.2.2. (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam V' e W espagos de Banach
eT :V — W linear continuo e sobrejetor. Entao T' é uma aplicacao aberta, ou seja,

T(A) C W é aberto para qualquer A C V' aberto.
Prova. Vide Teorema 2.4.2. em [2]. [ ]

Corolario 1.2.2.1. (Teorema do Isomorfismo de Banach). Todo operador lineear
continuo e bijetor entre espacos de Banach é um isomorfismo, ou seja, homeomor-

fismo linear.
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Prova. Seja T operador linear continuo e bijetor entre espacos de Banach. Devemos
mostrar que 7! é continuo. De fato, pelo Teorema da Aplicacao Aberta [1.2.2] T
é uma aplicagao aberta. Logo dado A € V aberto tem-se que (T71)"1(A4) = T(A)

que é aberto. [

Definicao 1.2.1. Sejam V, W espacos normados e T": V' — W linear. O grdfico de
T é o conjunto

GT)={(v,T(v)) e VxW:veV}

Note que G(T') é um subespago normado de V' x W munido de qualquer uma

das normas em V x W
o [I(v,w)ll = [lv]] + [Jwl];
o [[(w,w)ll2 = (ol + [lw]?)?;
o [[(v,w)l[ec = max{]|v[], [[w][}.
Nao é dificil ver que
10,0 o < NI, @) < [0, 0) 1 < 20, )]l (1.1)
Destas desigualdades segue que as topologias induzidas por essas normas sao iguais.

Teorema 1.2.3. (Teorema do Gréafico Fechado). Sejam V' e W espagos de Banach e

T :V — W linear. Entao T é continuo se, e somente se, G(T) é fechado em V' x W.
Prova. Vide Teorema 2.5.1. em [2]. n

Observagao 1.2.1. A maior utilidade do Teorema do Grafico Fechado é na demons-
tragao da continuidade de algum operador 7' : V' — W. Pela definigao, deveriamos

mostrar que toda sequéncia com v, — v em V satisfaz

(a) (T'(vy,)) é convergente, em W, para algum w € W;
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Mostrar (a) é um problema de existéncia, o que o faz (em geral) ser dificil, princi-
palmente em dimensao infinita. O Teorema do Gréfico Fechado (no contexto linear
e entre espagos de Banach) garante o item (a) imediatamente, restando apenas a

verificagao do item (b) para concluir que 7' é continuo.

1.3 Espacgos de Hilbert

Definigao 1.3.1. Seja V um espago vetorial sobre K. Dizemos que (-, -) : VxV — K

¢ um produto interno sobre V se cumpre
(a) (v 4+ Avg, w) = (vy, w) + M vg, w) Yui,ve,w €V e X € K;
(b) (v, w) = (w,v) Vo,w € V;
(¢) Se v # 0, entao (v,v) > 0.

Neste caso, (V, (-,-)) (ou simplesmente V') denomina-se espago com produto interno.
Dizemos que a fungao || - || : V' — R dada por ||v|| = v/(v,v) é a norma induzida

pelo produto interno (-, -).

Proposicao 1.3.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago com

produto interno. Entao
(v, w) < [[vllflw] Vo,weV. (1.2)
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, v e w sao linearmente dependentes.

Prova. Caso w = 0 o resultado segue trivialmente. Assumindo que (w,w) # 0,

para cada A € C, temos que

0<|lv—w|?=(v—Aw,v—w) = ||v||* = Mv,w) — Mw,v) + |A*(w,w). (1.3)
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Tomando A = (v, w)(w,w)~! obtemos que

(v, w)* _ [{v,w)? | [{v,w)]?

2 2
0= e T g
Portanto, |(v,w)| < ||v]||jw]|.
Caso v e w sdo linearmente dependentes ¢ facil ver que vale |(v, w)| = ||v]|||w]].
Reciprocamente, se |{v,w)| = ||v||||w]|, entao considerando A = (v, w){w, w) ™! obte-

mos que

(o, W) _ [fw,0)]® | [(v,0)

e
[w]” = 0.
[w]]? []]? |

0 < [lv = Mw|* = [|o]* -
Portanto, v = \w. [

Corolario 1.3.1.1. A norma induzida pelo produto interno é uma norma.

Prova. Mostremos apenas a desigualdade triangular, o resto é simples a partir da
definicao de produto interno. Dados v, w em um espac¢o com produto interno, temos

que
lv+wl[* = [Jo[|* + (v, w) + (w, v) + [[w]|* < [Jo]|* + 2lo[[[lw]| + [w]* = ([0l + |w]])*.
[ ]

Definicao 1.3.2. Um espaco de Hilbert é um espaco com produto interno que com

a norma induzida pelo produto interno é um espago de Banach.
Proposigao 1.3.2. Seja V um espago com produto interno. Entao
(a) (Lei do Paralelogramo).
v+ w[?+ v —w|* =2 (]o]|* + [[w]]’) Vv,we V. (1.4)
(b) (Identidades de Polarizac¢ao). Caso K = R, para quaisquer v, w € V tem-se
(w,w) = 7 (o wl — flo —w?). (1)
Caso K = C, para quaisquer v,w € V tem-se que
(v,w) = < (llv+wl]* = [lv —wl?) + i (o +awl|® = flo —w|?) . (1.6)

10
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Prova. Basta usar que ||v||? = (v, v) e as propriedades de produto interno.

Definicao 1.3.3. Sejam V' um espago com produto interno e X C V. O comple-

mento ortogonal de X é
Xt={veV:{vw) =0VYwe X}
Nao é dificil ver que X é subespaco vetorial fechado de V e que (7)L = X+

Teorema 1.3.1. (Decomposigao Ortogonal). Sejam H um espago de Hilbert e F
subespaco fechado de H. Entao H = F@ F*, ou seja, para cada v € H existe tnicos
P(v) € F e Q(v) € F* tais que v = P(v) + Q(v). Além disso, P e Q satisfazem
que P,Q € L(H), P* =P, Q*=Q, P(H) = F, Q(H) = F*, ||P|| = 1 se I # {0},
|Q|l = 1se F # H e P é chamado de proje¢ao ortogonal de H sobre F.

Prova. Vide Teorema 5.2.5. na referéncia [2]. n

Proposicao 1.3.3. Sejam V um espago com produto interno e W um subespaco
de V. Entdo (Wt)" =T.

Prova. Dado v € W, existe (v,) sequéncia em W tal que v, 2% v. Como, para

cadan € N,
(U, w) =0 Yw e W+,

fazendo n — oo obtemos que (v, w) = 0 para todo w € W+. Portanto v € (WL)l.
Por outro lado, dado v € (WL)L, suponhamos, por absurdo, que v ¢ W. Pelo
Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal temos que existem v; € W e v, € W

tais que v = v;+vy. Como v ¢ M, temos que vy # 0. Note que devido a v € (WL)l,
temos que (v,v9) = 0. Portanto,

0= <U7UQ> = <U1 + ’UQ,UQ) = <U17U2> + <’UQ,U2> = ||UQ||2 7é 0,
absurdo. Portanto (I/VL)L =W. n

11
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Teorema 1.3.2. (Teorema de Riesz-Fréchet). Sejam H um espago de Hilbert e

v : H — K um funcional linear continuo. Entao existe tinico wy € H tal que
o(v) = (v,wy) Vv e H.
Além disso, ||¢]| = ||woll.

Prova. Existéncia: Caso ¢ seja o funcional nulo, entao basta tomar wy = 0. Caso

» nao seja identicamente nulo, entao o conjunto
F:={veH: o) =0}=yp0)

¢ um subespaco fechado proprio de H. Do Teorema da Decomposi¢cao Ortogonal
temos que F+ # {0}, logo existe vy € F* com |jg]| = 1. Mostremos que
wo = ¢(vg)vg € o vetor desejado. Dado v € H, veja que

' ( - 5&3 ) " %

%Uo € Ft ev—% € F. Devido a wy € F+ obtemos que (v—M wp) = 0.

Portanto,

_ #()
(vo)
Unicidade: Suponha wy,wy € H tais que (v,w;) = ¢(v) = (v,wy) Yv € H, logo

{vo, p(vo)vo) = p(v)(vo, vo) = ().

(v,w; —we) =0 Vv € H. Tomando v = w; — wy obtemos que w; = ws.
Por tltimo verificaremos que [|¢|| = ||wo||. Note que pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz ((1.2]), temos que |p(v)| < ||v||||wo|| para qualquer v € H, entao
wo

lell < [lwol|- Por outro lado |p( )| = llwoll, portanto [lef| = [lwoll- m

[lwoll
Definigao 1.3.4. Seja (W,,) uma sequéncia de subespagos fechados de um espago
de Hilbert H. Dizemos que H é soma de Hilbert dos W,,, denotamos H = &:° W,

se

12
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(a) os espagos W,, sdo mutualmente ortogonais, isto é,

(u,v) =0 Yue W, eVv e W, comm #n;

(b) o espago gerado por | J 2, W,, é denso em H.

Teorema 1.3.3. Seja H Hilbert com H = @22, W, para alguma sequéncia (W,,) de
subespacos fechados de H. Entao, dado v € H,

v = Z Py, v,
n=1
onde Py, é a projegao ortogonal de H sobre W,, definida em (1.3.1]). Além disso
|v]|* = Z | Pw,v||*> (Identidade de Bessel).
n=1

Prova. Vide Teorema 5.9 em [3]. |

Defini¢ao 1.3.5. Seja H um espaco de Hilbert. Uma sequéncia (e,) em H é cha-
mada de base de Hilbert de H se satisfaz:

(a) |len]] =1 Vn € Ne (ep,e,) =0 se m #n;
(b) o espago [eq,...,en,...] ¢ denso em H.

Corolario 1.3.3.1. Seja (e,) uma base de Hilbert de um espago de Hilbert H.

Entao dado v € H temos que

e 00
v="> (venene v’ =) (v el
n=1 n=1

Prova. E consequéncia imediata do Teorema (1.3.3) com o fato que H = &>, W,

com W, = [e,] para cada n € N e que Py, v = (v, e,)e, para cada n € N. [ ]

Definicao 1.3.6. Um espaco normado é dito separdvel se contém um conjunto

enumeravel e denso.
Teorema 1.3.4. Todo espaco de Hilbert separavel possui uma base de Hilbert.

Prova. Vide Teorema 5.11 em [3]. |
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1.4 Operador Adjunto

Dado T € L(H;, Hy) um operador entre espagos de Hilbert, veja que fixado
w € Hy a funcao ¢, : Hy — K tal que ¢, (v) = (T'(v), w) é linear e continua. Pelo
Teorema de Riesz-Fréchet para cada w € Hs, existe S(w) € H; tal que p,(v) =

(v, S(w)) , ou seja,
(T'(v),w) = (v, S(w)) Yv e H,w e H.

Definicao 1.4.1. Sejam H; e H, espagos de Hilbert. Definimos o operador adjunto
de um operador T' € L(H;, Hy) como o tnico operador linear continuo 7* de modo

que

(T'(v),w) = (v, T"(w)) Vv € Hi,w € Hs. (1.7)
Veremos que esta definicao faz sentido na proxima proposigao.

Proposicao 1.4.1. Sejam T,Ty,T» € L(H, Hy), S € L(Hy, H3) com Hy, Hy, H3
espacos de Hilbert e A € K. Entao,

(a) existe tunica fun¢do T* de Hy em H; que satisfaz ([1.7));
(b) (T%)" =T;

(c) T* € L(Hy, Hy) e [T = [IT]|;

() T =117 = VIT=T]| = V/ITT*|;

(e) (ST)" =1T"5%;

(£) (Ty + NIn)* =Ty + Ty,

(g) ker(T) = Im(T*)* e, equivalentemente, ker(T*) = Im(T)*;
(h) T é invertivel se, e somente se, T* é invertivel.

Prova.

14
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(a)

(d)

Suponha 17,71y : Hy — H; tais que
(v, T (w)) = (T'(v),w) = (v, T3 (w)) Vv e Hy,w e Hy.

Logo (v, (T} — T5)(w)) = 0 Yv € Hy e w € Hy, fazendo v = (T} — Ty)(w)

obtemos que T} = T5.

Basta notar que

(T'(v), w) = (v, T*(w)) = (T*(w),v) = (w, (T*)*(v)) = ((T")"(v), w)

para quaisquer v € Hy e w € Hy. Logo ((T'— (7T%)*)(v), w) = 0 para quaisquer

v € Hy e w € Hy. Fazendo w = (T — (T%)*)(v) obtemos o resultado.

Vejamos primeiro que 7% € L(Hy, Hy). Dados wi,ws € Hy e A € K, temos
que
(v, T*(wy + Awy)) = (T(v),wy + Mwy) = (T(v),w;) + MT(v), ws)
= (v, T*(w1)) + Mo, T*(ws)) = (v, T*(wy) + AT*(ws))
para qualquer v € Hy. Logo T*(wy + Aws) = T*(wy) + AT (ws).
Agora vejamos que T* € L(Hy, Hy) com ||T7|| = ||T']|. Dado w € Hs, note que
pelo item (b) e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (|1.2))
17 ()| = T (w), T*(w))| = [{w, TT*(w))| < [lw][|TT"(w)]
< [Jw|[ITNT (w)]-
Assim, || T*(w)|| < [|T||||w||, o que resulta que T* € L(Hy, Hy) com [|[T%| <

|T||. Para mostrar a desigualdade oposta use a desigualdade ja obtida e o

item (b) da seguinte forma ||T|| = ||(T*)*|| < ||T*]|-

Ja vimos que ||T'|| = ||T7||. Pelo item (c) da Proposicao|[L.2.1} tem-se ||T*7T|| <
|T*|||T]| = ||T||*. Por outro lado, dado v € H; temos que

IT@)II* ={T(v), T(v)) = (v, T*T(v)) < [[o[IT*Tl]v].

15
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Portanto, ||T'||? = ||T*T)||, substituindo 7' por T*, obtemos que

1T T = |T|* = | 7°|]* = ITT"].

(e) Basta notar que
((ST)(v), w) = (S(T(v)), w) = (T(v), *(w)) = (v, T"(5"(w)))
para quaisquer v € H; e w € Hj. Pelo item (a) o resultado segue.
(f) Dado A € K, temos que
(T4 XT3)(0),w) = (Ty(0), w) + A(To0), w) = {0, T3 ) + Alo, T ()
= (v, (T + AT3)(w))
para quaisquer v € Hy e w € Hy. Pelo item (a) segue o resultado.

(g) Dado v € ker(T') entdao 0 = (T'(v),w) = (v,T*(w)) para qualquer w € H.
Portanto v € Im(7T*)*. Reciprocamente, dado v € Im(7*)* entdo 0 =
(v, 7*(w)) = (T'(v), w) para qualquer w € H. Portanto T'(v) = 0, ou seja,
v € ker(T).

(h) E imediato de (g).

[ ]
Caso H; = Hy = H temos classes especiais de operadores T' € L(H), vejamos

algumas das mais importantes:

Defini¢ao 1.4.2. Dizemos que T' € L(H) é
e positivo se (T'(v),v) > 0 para qualquer v € H;
e normal se T*T =TT,

e auto-adjunto se T'=T*;

16
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e unitdrio se T & invertivel e T~ = T* (em particular é normal).

Observagao 1.4.1. Para qualquer T' € L(H) os operadores TT* e T*T sao auto-
adjuntos e positivos, pois (T'T*)* = TT* e (TT*(v),v) = (T*(v), T*(v)) = ||T*(v)||?

> 0 para qualquer v € H. Analogamente para T*T.
Proposigao 1.4.2. Seja T' € L(H). Entao,
(a) T & normal se, e somente se, ||T'(v)| = ||T*(v)|| para todo v € H;

(b) Considerando K = C. T ¢ auto-adjunto se, e somente se, (T'(v),v) € R para
todo v € H.

Prova. Seja T' € L(H).
(a) Suponha T normal, logo
IT@)[I* = {T(0), T(v)) = (v, T"T(v)) = (v, TT"(v)) = (T"(v), T"(v))

= |T*()||* YveH.

Reciprocamente, pela Identidade de Polarizagao (caso real ([1.5]) ou caso com-
plexo (1.6))) temos que

(T'(v), T(w)) =(T"(v), T"(w)) Yv,w € H.

Logo,
(T"T(v),w)y = (TT*(v),w) Yv,weE H.

Portanto 77T = TT™.
(b) Suponha T" auto-adjunto, logo
(T(v),v) = (v,T"(v)) = (v, T(v)) = (T(v),v) YveH
Portanto (T'(v),v) € R para qualquer v € H.
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Reciprocamente, dados v,w € H e A € C, temos que

(T(v+ M), v+ Mw) = (T'(v),v) + MT(v),w) + MT(w),v) + |A*(T(w),w).

Por outro lado,

(T(v, \w), v+ Aw) = (v + Aw, T(v + Aw))

= (v, T(v)) + Mo, T(w)) + Mw, T(v)) + |A*(w, T(w)).

Assim, MT(v),w) + MT(w),v) = Mo, T(w)) + Mw, T(v)). Fazendo A = 1 e

A = i, obtemos duas expressoes

(T'(v), w) + (T (w),v) = (v, T(w)) + (w, T(v)),
—(T(v),w) + (T(w),v) = ={v, T(w)) + (w, T (v)).

Somando membro a membro temos que (T'(w),v) = (w, T'(v)).

Observacao 1.4.2. Uma consequéncia imediata desta proposi¢ao é que todo ope-
rador positivo é auto-adjunto. Além disso, note que dado A € C autovalor de

T € L(H) e u € H autovetor de A com ||u|| = 1, tem-se que
A= Mu,u) = (Au,u) = (T'(u),u).

Decorre disto que todos os autovalores de um operador auto-adjunto sao reais e de

um operador positivo sao nao negativos.
Corolario 1.4.2.1. Seja T € L(H) um operador normal. Entao || T?]| = ||T||2.

Prova. Pelo item (a) da Proposic¢ao e o item (d) da Proposi¢ao temos
que

17 = sup |T(T(v))ll = sup |T*(T()| = IT°T| = |T*.

l[oll=1 [[ofl=1
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1.5 Operadores Compactos

Sejam V' e W espagos normados de dimensao infinita. Sabemos que B|0, 1]
nao é compacto em V (devido ao Teorema , mas se existir 7' : V' — W linear
com T'(B]0,1]) um compacto em W teremos que 7" “conserta” a nao compacidade
de B0, 1]. Como sabe-se, pode ocorrer que T'(B[0, 1]) ndo seja fechado, dessa forma

é aceitavel a seguinte definigao:

Definicao 1.5.1. Um operador linear 7' : V' — W entre espagos normados é dito
compacto se T(B|0, 1]) é compacto em W. Denotaremos o conjunto dos operadores

compactos de V em W por K(V,W).

Definicao 1.5.2. Um operador linear continuo 7" : V' — W entre espagos normados
é de posto finito se dimIm(7") < oco. Denotamos o conjunto dos operadores lineares

continuos de posto finito de V' em W por L¢(V, W).
Proposigao 1.5.1. Sejam V e W espagos normados. Entao,
(a) todo operador compacto é continuo;
(b) todo operador linear continuo de posto finito é compacto;

(¢) V tem dimensao finita se, e somente se, a identidade em V' é um operador

compacto.
Prova.

(a) Considere T' : V' — W operador compacto. Entao T'(B[0,1]) é compacto,
portanto 7'(B[0, 1]) ¢ limitado.

(b) decorre do Teorema ([1.1.1]).
(c) decorre do Teorema (|1.1.1)).
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Proposicao 1.5.2. Sejam V e W espacgos normados e T' : V' — W linear. As

seguintes condi¢oes sao equivalentes

(a) T é compacto;

(b) T(A) é compacto em W para qualquer A limitado em V;

(c¢) dado (v,) sequéncia limitada em V, entdo a sequéncia (7'(v,)) possui sub-

sequéncia convergente em W.

Prova. (a)=-(b) Dado A C V limitado, existe C' > 0 tal que |jv|]| < C para todo

v € A. Logo 2A C B[0,1]. Como £T(A) ¢ fechado e LT (A) = LT(A) c T(B[0, 1)),
temos que %m é compacto. Portanto W é compacto.

(b)=(c) E consequéncia do fato da teoria de espacos métricos que toda sequéncia
num compacto possui subsequéncia convergente. Vide Proposicao 7 do capitulo 8
da referéncia [6].

(¢)=(a) Seja (w,) sequéncia em T(B[0,1]). Queremos mostrar que (w,) possui
subsequéncia convergente para algum elemento de m Para cada n € N tome

v, € B[0,1] tal que ||T(v,) — wy|| < +. Por hipétese (T(v,)) possui subsequéncia
com T'(vy, ) — wo € T(BJ0,1]). Como

k—o00

1
[wn, — woll < |lwn, =T (v )l + [[T(vn,) = woll < T 1T (vn,) — woll — 0,
temos que w,, — Wo. [ ]

Proposigao 1.5.3. (Propriedade de ideal). Sejam T' € L(V,W) e S € L(W, X)
com V,W e X espagos normados. Se T" ou S é um operador compacto, entao S oT

é compacto.

Prova. Suponhamos S compacto. Seja (v,,) é uma sequéncia limitada em W. Entao
(T'(v,)) élimitado. Como S é compacto, obtemos que (S(7'(v,)) possui subsequéncia

convergente. [ |
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Proposicao 1.5.4. Sejam V' e W espagos normados. Entao IC(V, W) é subespago
de L(V,W). Se W ¢é Banach, entdao K(V,W) é fechado em L(V,W), e portanto
K(V, W) é Banach.

Prova. Nao é dificil ver que IC(V, W) é subespaco de L£(V,W). Suponhamos W
Banach e (7,,) uma sequéncia em KC(V,W) com T,, — T em L(V,W). Vamos
mostrar que 7" satisfaz a condicdo (c¢) da proposi¢ao . Seja (vy,) sequéncia em
V com |lv,|| < C para todo m € N e algum C' > 0. Como T ¢ compacto, existe
(vl)) uma subsequéncia de (v,,) tal que (T1(v],)) € Cauchy. Como T, é compacto,
existe (v2) uma subsequéncia de (v)) tal que (Ty(v?)) ¢ Cauchy. Prosseguindo com
esse argumento, para cada n € N exite (v%"!) uma subsequéncia de (v™) tal que
(Tp1 (v 1)) ¢ Cauchy. Considere a sequéncia (w,,) com w,, = v para cada m € N,
logo [|w,|| < C para todo m € N.

Vamos mostrar que (7'(w,,)) é Cauchy e portanto convergente em W, pois
W & Banach. De fato, como T,, — T existe ny € N tal que |T"— T,,| < ¢/3C.
Por (T, (wy,)) ser Cauchy, existe n; € N tal que || T, (w;) — Th(wi)|| < €/3 para

quaisquer 7,k > n;. Portanto
1T (w;) = T(wi)|| [T (w;) = Tog (W)l 4 [[Tng (w;) = Tog (wi) |

+ [T (wi) = T(wi)]|

g
<||T = Toyp || [y ]| + 3T | T — Ty || || wi |
13 g g
<G50+ 5+ 550 =
50 t3tgev=¢

para quaisquer j, k > nq. [ |

Corolario 1.5.4.1. Sejam V espaco normado, W espago de Banach, (7;,) sequéncia

em L,(V,W)eT e L(V,W)comT, =T em L(V,W). Entao T" € K(V,W).

Proposigao 1.5.5. Sejam V espago normado, H espago de Hilbert e T' € (V) H).
Entéo existe (7},) sequéncia em L£,(V, H) com T,, = T em L(V, H).
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Prova. Vamos mostrar que dado ¢ > 0 existe T. € L,(V, H) tal que |7 — 17| < e.

Dado € > 0, como

e U n(e)

weT(B0,1]
temos que existem wy, ..., w, € T(B[0,1]) tais que T(B[0,1]) C Uj_, B(w;,e/2).
Considere F' = [wy,...wy,], P a proje¢ao ortogonal de H sobre F' como no Teorema
(L.3.1), logo F ¢ fechado em H pelo Corolario Defina T, = P o T, entao
T. € L,(V,H). Resta provar que ||T'— 7| < . De fato, dado v € B0, 1], existe
jg=1,...,ntal que [|[T(v) — w;|| < ¢e/2. Logo
1T (v) = T ()| < 1T (v) = wyll + | P(w;) = P(T(v))]]

£
2

9 £
< S+ Pl = T < 5+ 5 =«
|

Teorema 1.5.1. (Teorema de Schauder). Sejam H; e H, espagos de Hilbert e
T € L(Hy, Hy). Entao T' € K(Hy, Hy) se, e somente se, T* € K(Hs, Hy).

Prova. Vide Teorema 7.2.7. em [2]. n
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CAPITULO 2

TEORIA DA MEDIDA E
TRANSFORMADA DE FOURIER

Para esta se¢ao veremos alguns conceitos necessarios para o compreendimento
do nosso tema. Para tanto, utilizaremos os livros [I] e [5] como referéncias. Enfa-
tizamos nas demonstracoes das propriedades da transformada de Fourier devido ao
importante exemplo de como ele age com o Laplaciano o qual veremos mais adiante
, além de suas importancias na resolucao de problemas em EDP, Mecanica

Quéntica e etc.

2.1 Resultados sobre a Integracao de Lebesgue

Teorema 2.1.1. Seja (R", X, \) o espago de medida de Lebesgue. Dados ¢ > 0
e f : R* — C integravel, existe uma funcao (., combinacao linear de fungoes

caracteristicas de blocos fechados (ou abertos), tal que

|f — | dX < e. (2.1)
Rn
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Prova. Vide Teorema 1.18 em [5]. |

Teorema 2.1.2. (Convergéncia Monotona). Se (f,,) ¢ uma sequéncia monotona nao

decrescente de fungoes nao negativas mensuraveis que converge quase sempre para

[ an=tm [ 5, an

Prova. Vide Teorema 4.6 em/[I]. u

f, entao

Teorema 2.1.3. (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (X, %, p) um es-
paco de medida e (f,) uma sequéncia de fungoes integraveis convergindo quase
sempre para uma funcao mensuravel real ou complexa f. Se existe uma fungao

integréavel g tal que |f,(z)| < g(x) para todos z € X e n € N, entdo f ¢ integravel e

/deu:hm/xfndu.

Prova. Vide Teorema 5.6 em [I]. n

Corolario 2.1.3.1. Sejam (X, >, ) um espago de medida e f : X X [a,b] = R com
x +— f(z,t) mensuréavel para qualquer t € [a,b]. Se para algum ¢y € [a,b] f(x,t) =
f(z,ty) para cada = € X e existe g integravel de modo que |f(z,t)| < g(x) para

todos z € X et € [a,b], entao

[ fato) dp=tim [ 760

Prova. Vide Corolério 5.7 em [I]. u

Corolario 2.1.3.2. Sejam (X, X, ) um espaco de medida e f : X X [a,b] — R
com z — f(x,t) mensuravel para qualquer ¢ € [a,b]. Se para algum ty € [a, 0]
x> f(x,ty) é integravel em X, existe Jf /0t e existe g integravel tal que

of

’at(:c t)‘ <g(x) VreXeté€]alb]

entdo [ f(xz,t) dp é diferencidvel em [a,b] e

ttg/f ) = /atxto du.

dt
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Prova. Vide Corolério 5.9 em [I]. u

Teorema 2.1.4. (Tonelli). Sejam (X, X, u) e (Y, Y, v) espagos de medida o-finitas
e uma medida produto 7 de g1 e v sobre Z : =X x)Y. Se F: Z:=XxY - Ré

nao negativa e mensuravel, entao as funcoes definidas quase sempre

f(a) = /Y Fle,y) dv e gly) = / Fz,y) du

X

possuem integrais finitas e

/fd,u:/FdW:/gdy.
X z Y
Em outras palavras,

/X{/Yde} dﬂz/ZFdﬂ:/Y[/XFdM] W

Prova. Vide Teorema 10.9 em [I]. u

Teorema 2.1.5. (Fubini). Sejam (X, X, ) e (Y, ), v) espagos de medida o-finitas
e uma medida produto 7 de p e v sobre Z =X x Y. Se FF: Z =X xY - R ¢

integravel com relagao a 7, entao as fungoes definidas quase sempre

f(w)z/YF(%y) dveg(y)z/ F(x,y) du

X

possuem integrais finitas e

/fd,u:/FdW:/gdy.
X z Y
Em outra notacao,

/X{/}/de} duzszdw:/Y[/Xqu] W

Prova. Vide Teorema 10.10 em [I]. n
Por consequéncia de Fubini e Tonelli, se (X, X, u) e (Y, ), v) s@o espagos de

medida o-finitas e f mensuravel definida em X x Y é tal que alguma das integrais

[ na]a [ e /y{/xm | v
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existe e é finita, entao todas existem, sao iguais e

/X{/deu} dji = Xxyfdﬂ:/y{/xfdﬂ} W

Teorema 2.1.6. (Mudanga de Variavel). Considere o espa¢o de medida de Lebes-
gue. Sejam ¢ : X — Y um difeomorfismo C! entre abertos de R™ e f definida em

Y mensuravel. Entao f o ¢ é X mensuravel e

/f dy—/f )l det ¢/(2)] d. 2:2)

Teorema 2.1.7. Sejam (X, 1) e (Y, \) espagos de medida, f : Y — R mensurével
e ¢: X — Y que preserva as medidas p e \, ou seja, ¢~ (A) C X é mensuravel se

A CY é mensuravel e

p(¢ 1 (A)) = A(A) para todo conjunto mensuravel A C Y.

/X F(6(x)) duz) = /Y £(y) dA(y)

Prova. Primeiramente mostremos para f = ) ¢;x 4, fun¢do simples.

Entao,

De fato, como xa(¢(x)) = xp-1(a)(), sabe-se que

[0 aute) = [ 3 catot) ante) = 3es [ xomcan) dnto
=Y a7 (40 = > ed) = [ 3 exaly) i

- /Y f(y) dA(y)

Para o caso geral, considere ¢ sequénia de fungoes simples convergindo monoto-

nicamente para fT(y) = max{f(y),0}. Pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona

217 temos que:
[ rrete) dnte) = [ 1m o) dute) = tim [ @i 6() duta)

n—oo

—lim [ @t(y) dA(y) = /Y () dA(w)

n—o0 Y
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Analogamente para f~(y) = max{—f(y),0} obtemos que

/X 1 (6(2)) dpu(z) = /Y £~ () A\

Portanto,

/X F(6(a)) du(z) = /X [FH(6(x) — 1~ (0(x))] du(a)
= [ Frete)) dutw) - [ 1 @) duta)
_ /Y Frwdy) — | F () dMy) = | f(y) dA(y).

Y Y

2.2 Espacos de Lebesgue

Seja (X, X, p) um espago de medida, defina a relagao no conjunto das fungoes

mensuraveis
f~g< JE € ¥ com p(E) =0 tal que f(z) = g(z) para qualquer = ¢ E.

Nao é dificil ver que ~ é uma relagao de equivaléncia. Assim, a classe de equivaléncia
de uma fungdo mensuravel f é [f] := {¢g : X — C mensuravel : ¢ ~ f}. Para

1 < p < 00, definiremos o espaco de Lebesgue como

2= {1115 [ 1P au< o0}

Sabe-se que LP(X) é munido de uma fungao || - ||r(x) : LP(X) — R dada por

1 = ( [, If!pdu)

Uma funcao mensuréavel f é dita limitada quase sempre se existem E € ¥ e
C > 0taisque u(E) = 0e |f(x)| < C para qualquer z ¢ E. Para p = oo, definiremos

o espago de Lebesque L*°(X) como o conjunto das classes de fungoes limitadas quase
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sempre. Sabe-se que L*°(X) é munido de uma funcao || - || e (x) : L=(X) — R dada
por

[[f]l[Loe(x) = inf{S(E) : B € X com pu(E) = 0},

onde S(E) = sup{|f(z)| : « ¢ E}. Para simplificar a notagao, denotaremos apenas
f € LP(X) ao invés de [f] € LP(X). E, quando nado houver duvida sobre o espago
de medida, denotaremos || - ||z»(x) e LP(X) apenas por || - ||, e LP, respectivamente.

Para os proximos resultados estamos convencionando que é = 0.

Teorema 2.2.1. (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L% com %—f—% = 1.
Entdao fg € L' e
gl < A1 - llglle:

Prova. Vide Teorema 5.9 em [I]. u

Corolério 2.2.1.1. Sejam fi € L™, fo € L?, ..., f, € LP" com -+ ...+ - = .
Entdo [[i, fi € L7 e [ TLL, fill <TI0 I

pi

Prova. No caso r = oo, concluimos que p; = ... = p, = oo. Dali, segue o
resultado. No caso 1 < r < oo, mostremos por indugao em n. Para n = 2, temos

1,01 1 . L P2
que .-+ -~ =1, o que nos dé - + =~ = 1. Note que |fi|" € L+ e |fs]” € L+, logo

1 1 1
1fv follr = M- fol T < AT - 2l Ee = (il - 1 follps-

Agora, supondo que o resultado seja valido para n — 1, mostremos para n.

Segue da hipétese de indugao e do caso n = 2 que

Hfi wafn Hfz-

<

pi* [ fnllp,-

n—1
A fallpn < TT IS
1 =1

11
s

T T

Teorema 2.2.2. (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € LP(X) com 1 < p <

oo. Entao

1+ gllp < [1fllp + llgllp-
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Prova. Vide Teorema 6.11 em [I]. n
Teorema 2.2.3. LP(X) é um espago de Banach com a norma || - ||, para qualquer
I <p<oo.

Prova. Vide Teorema 6.14 em [I]. u

Observagao 2.2.1. Quando X = N, ¥ = {A : A C N} e pu for a medida da
contagem denotamos 7 = LP(N) para cada 1 < p < co. Vejaquese 1 < p < o0

entao )
»r = {(:En) : Z |z, [P < oo}
n=1

¢ Banach com norma dada por

1)y = (Z |$n|p>

n=1

B =

Em particular, no caso p = 2 tem-se que ¢? é um espaco de Hilbert com o produto

interno dado por
n=1
Caso p = oo tem-se que

> ={(z,) : |z, < C para algum C > 0 e todo n € N}.

Definigao 2.2.1. Sejam f, g : R" — C mensuraveis. Definimos a convolugao, f * g,
de f e g por
(fxg)(x)= | flz—y)g(y) dy.
Rn

Proposicao 2.2.1. Sejam f, g, h : R" — C mensuraveis e A € C. Entao
(a) frg=gxf;
(b) (f+g)xh=fxh+gxh;
(©) Af)xg=A(f*g) = f*(Ag);
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(d) Se f,g € L'(R"), entao f+g € L'(R") e ||f*glls <[If]lx - llgll;
(e) Se f,g,h € L'(R"), entao (f *xg)xh = f=*(g=h).

Prova. (a) Fazendo a mudanca de variavel z = ¢(y) = = — y, pelo Teorema [2.1.6]

obtemos que

(f*g)(x) = . flz—y)gly) dy = . f(2)g(x —2) dz = (g * f)(x) Yz eR™

(b) e (c) sao imediatos da defini¢ao.

(d) Pelo Teorema de Fubini [2.1.5]

flx—y)g(y) dy| dz

Rn

@)= [

n

g/n 5 |f(z =) lg(y)| dydzx
_ / 5 |z —y)| dz|g(y)| dy
=[Iflli- llglh-

(e) Como (f x g) * h € L'(R"™), segue do Teorema de Fubini e do Teorema de
Mudanga de Variavel 2.1.6], fazendo 7 = ¢(2) = y + z, que

()< H) = [ (F+a)a=)hio) dy
[ [ ey dehio) ay
/n [ fa=r)glr = phly) drdy
= [ 1= [ o= whto) dyer
fa—1)g+h)(r) dr

R"

=[f*x(g*xh)](x) VzreR"
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Teorema 2.2.4. (Desigualdade de Young). Se f € LP(R") e g € LY(R") com
%—l—%zl—i—%,entéof*gELr(]R”)e

1 glle < (1 fllpllgllq- (2.3)

Prova. Caso r = co, tem-se % - % = 1. A desigualdade de Holder garante que

(Fra)@l=| | f=y)g) dy| < I lbllgle

Logo, [[f * gllee < lfllpllgllo-

Caso r < o0, tem-se que p,q < oo. De fato, supondo p = oo (¢ = o0 €é

_r_

anéalogo), obtemos que 5 =1+ % Assim, ¢ = < 1, absurdo. Como

r+1
1 r—- r— 1 1 1 1 1 1 1 1
- -
T pr qr r p T q T p q r

pelo Corolario obtemos que

(fxg) (@) < [ [flxz—y)llgy)| dy

Rn

p_p

= | |f(x—y)|" 77 gly)| 7 dy

q

= | W= nlFlsl I =l Flow)l' dy

=/ 1f(@ =y g - [fla =7 gy T dy
Sjlf(x—y)|g|g(y)|%||;'|||f($—y)|T;p||%'|||9(y)|rzp||%-
I I I

Veja que

T

L = ( s <|f(x—y) glg(y)\%y 01y>i = ( | M@=yl dy) ,

= ([ o= a) T = ([ 1o an) <

R n

r—p
P
p )

r—q r—q

13=( l9(y)| 75 dy) =( |g<y>|Qdy) — glle
]R" Rn
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Assim, pelo Teorema de Fubini [2.1.5]

1f * gllr = / (f * )@ de < / ILE de
R™ R™
= [ ([ 15t = oPlatt sty ol ) o
Il gl / [ 1@ = pPlal" dye
— gl / [ 1t =)l delg(o)1" ay
gl A gl = Il
[ ]

Teorema 2.2.5. (Aproximagcao por fun¢oes C*). Seja j € L'(R™) com [g, j(z) dz
= 1. Para cada ¢ > 0, defina j.(z) := e"j(x/e). Logo, [p.je(x) dz = 1e
ll7ellh = l7]l1. Sejam f € LP(R™), para algum 1 < p < oo, e a funcdo definida por
fe := j. x f. Entao,

(i) foe LPR™) e || fellp < [l71hIfllp;
(ii) f- — f em LP(R™), quando ¢ — 0;
(iii) se j € CX(R™), entdo f. € CX(R™) e D*f. = (Dj.) * f.

Observagao 2.2.2. Para as condigdes (i) e (ii) pode-se substituir R” por 2 C R"
mensuravel. De fato, dada f € LP(RQ), considere f expressa por f(z) = f(z) se
zeQe flz) =0sex ¢ Q Entdo, f € LP(R") e definindo f.(z) = (j. * f)(z),

obtemos que

1fellzr) < 1felle@ny < 7l A N zr@ny = N1l 1] r -

Como f. — fem LP(R") quando € — 0, entdo f. — f em LP({)) quando ¢ — 0. Para

a condicao (iii) ser satisfeita ¢ necessario supor € aberto. Desta forma, podemos

definir C*°(€2). Logo, a condicao (iii) é valida se f € LP(2) (considerando f. = j.* f).
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Prova. (i) Por Young temos que

1fellp = Nlge  Fllp < ellullfllp = Hlallll Sl

(ii) Dado § > 0, queremos mostrar que existe € > 0 tal que || f. — f]|, € menor que

0. Vejamos que ¢é suficiente demonstrar os seguintes casos:

Caso 1: j possui suporte compacto.

De fato, para cada m € N, defina

i) = oo (3(2). onde e = ( | o <y>j<y>dy)_l.

Assim, [, jm(z)dz = 1 e supp(jm) C B[0,m]. Além disso, para cada = € R",
Jm(x) — j(z), pois ¢, — 1. Como ¢, — 1, temos que |jn,(z)] < |enllj(z)] <
2|j(x)| para m suficientemente grande. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue existe Ry € N tal que || — j|l; < §/||f|l,- Note que jf (x) :=
e it (x/e) satisfaz supp(jf**) C B0, Rie]. Supondo demonstrado para as fungoes
de suporte compacto, entdo existe € > 0 com ||/ * f — f||, < . Por Young [2.2.4}

temos que

g % f = fllp < e * f = 555 % fllp + 15 % f = flly
< g = 3" Il fllp + 0
=7 ="l fllp + 0

< 2.

Concluimos que é suficiente mostrar para j com suporte compacto.

Caso 2: f possui suporte compacto.
De fato, para cadam € N, defina f, () = xp(o,m) () f(x). Logo, supp(fn) C B[0,m]
e gm = |fm — fIP € L*(R") para todo m € N. Note que, para cada z € R",

gm(z) = 0e

|9m(2)] = | fin(2) — f(@)I" = (1 = XBEOMm (@) (@) < |f(2)]P VzeR™
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada gm — 0 em L'Y(R™). Dai, existe
Ry € N tal que [|gr, [l < (0/]ll1) e llgr, /1 < 67. Assim, [[f72 — f]l, < 6/[ljl: e
|/ — fll, < 6, onde f := fgr,. Supondo demonstrado o resultado para fungoes

de suporte compacto, tem-se que existe € > 0 de modo que ||j. * ff2 — ff2||, < 4.

Por Young [2.2.4] obtemos que

e f = fllp < lge* f = Gex S Nlp + e+ £ = f2 M + 115 = flp
< Ngellllf = £y + llge % £ = f72{lp + 11F% = £l

<0+0+0d=230.

Portanto podemos supor f com suporte compacto.

Caso 3: f € L}(R™).
De fato, por Holder

S

(@) de = / F@)]- 1 de < | F ey (1(smp())F < oo,
R™ supp(f)

dai f € L'(R™). Entao podemos supor f € L'(R")

Caso 4: f € L¥(R").

De fato, definindo, para cada m € N, fm(x) = Xs-1(B(0,;m) () f(7), obtemos que,
para cada z € R", |f(z) — f(2)[P = 0 e |fr — fIP < |2f|P € L'(R"). Pelo Teorema
da Convergéncia Dominada [2.1.3] existe Ry € N satisfazendo || f5 — f||P < §/||j]| e

| ffs — fl|P < &, onde f% := fp,. Supondo mostrado para funcoes limitadas, existe

e >0 com ||j: * fr, — frsllp < 9. Por Young ([2.2.4)),

e f = Fllp < Wlde % f = Je s f2llp + e % £ = £l + 1LF = £l
< gl f = fR3||p + | Je * fe - fR3||p + ||fR3 — fllp
<0+0+06 =30

Concluimos que basta mostrar para f € L*(R").

Caso 5: p=1.

34



Teoria da Medida e Transformada de Fourier

De fato, veja que o Teorema da desigualdade de Young e j., f € LY(R")
garantem que j. * f € L'(R"). Como f € L*®(R"), por Young [2.2.4] temos que
17 * flloo < |l7]l1]|f]loc- Pela desigualdade de Holder obtemos que

1ge * f = fllp (e % f)(x) — flz)P dx)”

I I
. 3 =

IN

(L.
([ 16 2)0) = F@P 1% 1) = f10)] o)
(L.

(70 oo + 1S o)~ 1(Ge # (@) = f(2))] dx)
= (gl f e + 115 1 % £ = FIE-

Se ||je * f — fll = =28 0, entdo ll7e = f— fllp =28 0. Como querfamos verificar.

Caso 6: f = xg com H um bloco fechado de R™.
De fato, pelo Teorema [2.1.1] existe uma fungao simples F, que é combinagao linear
de funcdes caracteristicas de retangulos fechados, tal que |[F — f|| < d. E suficiente

mostrar que ||j. x ' — F||; < ¢, pois a desigualdade de Young [2.2.4] implica que
lGe % f = fllv < e f = Jex Flla + [lje % F = Flly + ||[F = fllx < 34.
Usando a propriedade de F', temos que
i=1 i=1 1 =l

Basta demonstrarmos que para todo retangulo fechado H = [\, [a;, b;] temos que

1o % F' = Flly =

0
19 * Xar — Xa|l1 = 0.

Considere H = []}"_[a;, b;] um retangulo fechado e j com suporte numa bola
B(0, R). Assim j. possui suporte em B(0,7), onde r = Re, o qual podemos torné-lo

suficientemente pequeno. Defina os conjuntos

A_:={x € H:d(zx,H) <7’}:H—H[ai+7’,bi—r]

=1
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c Ay ={x ¢ H:d(x,H) <r}=]]la:i—rbi+r] - H

=1

.....................................

Figura 2.1: Conjuntos H, A_ e A,.

Escolhamos r pequeno de modo que

n

AMA_UA,) = 1_[(6Z —a;+2r) — ﬁ(bl —a; — 2r)

ke " STl
Afirmacao: (j. * xg)(z) — xa(x) = 0 para qualquer v € (A_ U A,)° = A° N AS.
De fato, seja v € A N AS. Caso x € H, a mudanca de variavel z = ¢(y) =z —y
satisfaz B(0,r) C ¢(H). Pois, dado a € B(0,r), tem-se ¢(x — a) = a. Vejamos que
x —a € H. Caso contrario, o fato que d(z,z — a) = |la|| < r contradiria x ¢ A_.
Como supp(j.) C B(0,r) C ¢(H), o Teorema de Mudanga de Variavel 2.1.6| garante
que

(e * x2)(@) — xa1(2) = /

js(x—y)dy—lz/ Je(z)dz—1=1-1=0.
H

o(H)

Caso z ¢ H, amudanga de variavel z = ¢(y) = x—y satisfaz B(0,r)N¢(H) =
(. Pois, se a € B(0,7) e a = ¢(b) =z —bcom b € H, entdo d(x,H) < d(z,b) =
la|| < r contradiz o fato que = ¢ A,. Como supp(j.) N¢(H) C B(0,7)Ne(H) = 0,
o Teorema de Mudanga de Variavel 2.1.6 garante que

e+ x01) (&) — X () = /H jelw —y) dy = /é e a=0

Ficando assim demonstrada a afirmacao.
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Portanto, usando a afirmacao e que A(A_UA,) < /|71, temos que
1Je * xm — xulli = |(Je * xu) () — xu(x)| dz
Rn

_ / 10 xw)() — (o) do

foon

s/ /|js<x—y>||1|dydx:/ 7l de
A_UA+ n A_UA+

o
<l =9
sl

[ e =) () = xata) ] o

(iii) Verifiquemos primeiro a seguinte afirmacao:

Afirmagao: h € C>(R") implica g := hx f € CY(R") e dg/0x; = Oh/dx; x f.

De fato, dados ¢ = 1,...,n e x € R", mostraremos por meio do Corolario [2.1.3.2
que exixte dg/dz; e

dg

oh
1tzog(yc +te;) = (axi * f) (x).
Sabe-se que 0h/0x; € C°(R™). Logo, existe M > 0 satisfazendo

Oh
oz, %)

<M VzeR"

Veja que

S +tes = 000 = [ws) (o + tes— 1) < Mxs )] € LR

ot
onde S é o suporte de Oh/0z;(x+te; —y), o qual é compacto. xs|f| € L' (R") devido
a desigualdade de Holder Usando Teorema da Convergéncia Dominada|2.1.3.2]

obtemos que

99 (py= L

he + tes — ) f(y)] dy = (ah . f) (2).

(x +te;) = / 9
tZOg Yo R™ ot axl

Agora, mostremos que dg/0x; é continua. Dado zo € R, veja que

oh v OB

t=0

(ro—y)fly) YyeR" e
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oh
8@

onde S; é o suporte de Oh/dx;(x — y), o qual é compacto. Pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada [2.1.3.1], obtemos que

(o - y)f(y)‘ < Mys, () f(y) € L'R™) v € RY,

lim 2% (2) = [ lim 2~ ) f(0) dy = 5 ).

z—zo O, n 20 OL; Oz;
Isto conclui a demonstracao da afirmagao.

Mostremos que f. € C™(R") para todo m € N. Para m = 1 é imediato
da afirmagao que f. € C*(R"). Supondo que f. € C™(R") (mostremos que f. €
C™FHR™)), obtemos que para qualquer multi-indice @ com |a] = m tem-se que
D%f. = (D“j.) x f. Logo, pela afirmacdo, f. € C""Y(R") e D°f. = (D?j.) * f para

qualquer multi-indice f com |5| = m + 1. [ ]

Lema 2.2.1. Sejam 2 C R" aberto e K C 2 compacto. Entao existe Jx € C°(Q)

tal que 0 < Jg(z) < 1 para todo z € 2 e Jg(z) = 1 para todo = € K.

Prova. Como K é compacto e )¢ é fechado, entao d(K,€2¢) > 0. Tomando d =
d(K,°)/2 tem-se

K. ={zeR": |z —y| <dparaalgum y € K}

¢ compacto e K C K, C Q. Fixe j € C°(R") tal que supp(j) € B[0,1], 0 < j(z) <
1 para todo z € R" e [, j(x) dz = 1. Por exemplo,
1
Cel=P-1 | se |z| < 1

j(x) =
0 , se |x| >1

onde C' € R de modo que [, j(z) dz = 1. Com ¢ = d, defina Jx () = (jo*xx, ) (%)

com z € R". Logo

0< /nja(af—y)Xm(y) dy = Ji(r) = / Je(x—y)xr, (y) dy < / Je(r—y)dy =1

n n
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e Jx € CF(R™), pois j. e Xk, tem suporte compacto e Jx é suave pela condicao
(iii) do Teorema [2.2.5| Fazendo z = ¢(y) = = — y, pelo Teorema de Mudanga de
Variavel tem-se que ¢(K ;) = B[0,¢] e

JK(x)z/nja(x—y)xm(y) dy:/mje(x—y) dy:/ Je(z) dz = 1.

B[0,e]

Teorema 2.2.6. (Aproximagao por fungoes C2°). Seja f € LP(2) com 1 < p < oo
e 2 C R™ aberto. Entéo existe uma sequéncia (f,) em C°(£2) que converge para f

em LP(Q).

Prova. Mostremos que existem K; C K, C ... compactos tais que Q = |J,~, K,.
De fato, dado = € Q, existe d, > 0 com Blz,d,] C Q. Logo Q = U,ecqB(z,d,).
Como () satisfaz a propriedade de Lindel6f, existe uma quantidade enumeravel de
bolas B(zy,d,,) de modo que Q = (J)~ | B(z,,0,,). Assim, Q = J7, Blz,, 04,
Defina K, := |J_, Blzy, 0s,], desde modo K, é compacto para qualquer m € N,
Q=U>_, K, e (K,,) forma uma sequéncia crescente.

Definindo g,, = J,,, pelo lema anterior, obtemos que g,, € C°(2) e g (x) €
[0,1] para quaisquer m € N e z € Q. Além disso, para cada = € Q, gp(z) —> 1.
Pelo Teorema de aproximagoes por fungoes C* , existe uma sequéncia (fm) de
funcoes suaves tal que fm — f em LP(Q). Definindo f,,(z) = gm(:c)fm(x), obtemos
que, para cada m € N, f,, € C*(Q) e

1 £ = Fllp = Igmfon— Fllp < NgmFon = G fllp + g f = Fllo = 11 frn— Fllp+ gt — Fll-

Como Hfm — fllp %0, basta mostrar que ||gm f — fll,- Note que, para cada x € €,
g (@) f(2) = f(@)]P = Oe

|9m () [ () = f(@)[" = [gm(x) = 1P |f(@)]" <[f(2)]", V& €.

Como |f|P € L'Y(Q), pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que
lgmf — fll, — 0. Portanto, f,, — f em LP(Q). u
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2.3 Transformada de Fourier

Definigao 2.3.1. Seja f € L'(R"™). A transformada de Fourier de f, denotada por
fou F(f), é a fungao dada por

F0) = F) = [ e o) da, (2.4)
onde kx = 3" | ki,
Proposigao 2.3.1. Sejam f,g € L'(R"), k,h € R" e A > 0. Entao
(a) a funcdo f — f & linear;
(b) Thf(k) = e 2"k f(k);
(c) Oxf (k) = A" F(k);
(d) feI=®) e ||flw < Il

(e) f éuma funcdo continua;

Onde 73, é o operador translagao, (t,f)(x) = f(x — h), e o\ € o operador dilatagao
(Oxf)(x) = f(z/A).

Prova.

(a) Imediato da definigao.

(b) Dado k € R", temos que

?;17(/@) = /n e e, f(z) do = / X f(x — h) - 1 da.

n

Usando o Teorema de Mudanga de Variavel 2.1.6) com y = ¢(x) = = — h,

obtemos que

TF) = [ e ) dy = e k)
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(c) Dado k € R", temos que

(537(]{:) = /n e~ 2k s f(x) do = /n e~ 2tk f (%) )\HF dz.

Usando o Teorema de Mudanca de Variavel com y = ¢(x) = x/A,
obtemos que |det ¢'(x)] = 1/\" e

57 = [ e () dy =3 Fww),
(d) Dado k € R™, temos que
—2mikx d —2mikx dr = dr = )
Lot da < [ Jerp@) do= [ 5@ de= |l

Logo, f € L®(R™) ¢ || fllo < |If]1-

Fk)] =

(e) Considere uma sequéncia (k,) em R™ convergente para k € R™. Note que
le=2miknz f ()| < |f(x)| para todos n € N e f € L'(R"). Pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

~

li_>m fA(k:n) = lim e 2mihnT £ (1) da = / e 2R (1) da = f(k).

n—00 Jpn n

(f) Dado k € R", pelo Teorema de Fubini tem-se

—

T = [ (e o= [ e [ jo—y)gy) dyds
e - gty dady

R

/Rn e T, f(x) dgly) dy = / mf(k)gly)
e F(k)g(y) dy = F(k) - G(k).

n

I
%\%\%\

]
Vejamos agora uma importante fungao para os estudos de transformada de

Fourier.
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Teorema 2.3.1. Para A > 0, denote g, a fun¢ao Gaussiana, em R"™, dada por
gr(7) = exp[—7A|z[}] z € R™
Entdo gy € LY(R™) com ||gall; = A"2 e
(k) = 272 exp[—m[k[*/A]. (2.5)

Prova. Primeiramente mostremos que

/ et (2.6)
(& r = ——. .
oo VA

De fato, fazendo y = V7 Az, tem-se

/ " g ! / e g (2.7)
e r =  —F/— e . .
—00 V A —00 Y

Usando coordenadas polares y = rcos#, z = rsen 6, obtemos que

+oo ) 2 +00 ) “+o00 “+o0
(/ e Y dy) = / e Y dy/ 4z = / / - dydz
2T +o00 o)
= / / rr drdf = 27T— ( _r2> ‘ = T.
0 0 —2 0

Substituindo isso em ([2.7]) obtemos ({2.6]). Portanto,

lgxllr = lgxn(z)| dz :/ exp (—71’)\21,’?) dx :/ Hexp 7r)\x dx
R R® — .
H exp 7T)\x ) do; = H A2 < oo
Jaley \/_

Agora, mostraremos ([2.5)). Sem perda de generalidade, podemos supor A = 1, pois

~ — 1 /1 _n _xlk?
g)\(]{?) = (5%‘91(]{5) = /\—%gl (ﬁk) = /\ 2e A,

Também podemos supor n = 1, pois

gi(k) = /n (@) do = /IR” H (6_27riijj) ﬁ (€_M?> &
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Note que

g1(k) = / e 2mikzg =T gy — / e ko) Qg — / e (@R g0 — gy () f(R),
R R R

fk) = / e T@HR® gy
R

Vamos utilizar o Corolario [2.1.3.2] para isto mostremos primeiro que dado

k € R, fixando [—M, M] > k, existe g integravel tal que

‘%(m,k) <g(x) VexeXeVke|-M, M,

onde h(z, k) = exp[—m(x + ik)?]. Note que

)

— —m(z+ik)® [ _ AW
- ‘e ( zﬁ(ﬁzk)z)‘

e—ﬁ(mg—k2+2xki) e—w(wQ—kQ—Q—kai)

< 2m|x|

+ 27|k|

= 27 |2e " )| 4 ox k| |ze @K

2 _ 2 2 _ 2
= 27e™ ‘xe ™| 4 27 |k|e™ e

< 2me™ ‘xe_”Q +2rMe™ ™ e LN(R).

Esta fungao estd em L'(R) devido a primeira parte da prova que garante que

fR e™™ dz =1 e ao fato que, fazendo u = —7a?,
+oo 1 [~ 10 1
/ ze ™| dz = 2/ ze”™ dx = ——/ e" du = —e" = —
R 0 T Jo T leeo w

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (2.1.3.2)), tem-se, para qual-
quer k € R, que

df / d  _ 12 ) N )2 ,
(k)= [ — (e™@HR7) dz = —271'2/6 m@ k) (1 4 k) da
dk‘( ) r dk < ) . ( )

= z/ i (6_W($+ik)2> dx = je~ @tk ’ 0,
R dx —0o0
ou seja, f é constante. Como provado na primeira parte,
f0) = / e dr =1,
R
logo f = 1. Portanto, gi(k) = g1(k). n
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Teorema 2.3.2. (Plancherel). Se f, g € L'(R")NL3(R"), entdo f,§ € L*(R"), vale

a formula de Plancherel
1 fll2 = 11fll2 (2.8)

e a férmula de Parseval

(f9)= | f@gle)do= | F)GE) dk = (F.9) (2.9)

Prova. Considere g.(k) uma funcao gaussiana. Como

i [f(R)|g=(k) dk < [[f11%]lglx < o0,

entao

o~

||f||2 \f( )%ge (k) dk = f( k)f(k)ge(k) dk

_ / n / T da / n e—zmkyﬂy) dyg. (k) dk

_ /R?m e*QWZk(y l")gs(/{;)f( )m dxdydk

(2 —2rik(y—z) - N
L] (k) dkf () F(z) dyd

— [ 5. 0T dyds

- /n/n“exp[ _yqf(y)dymm

f( )f(x) dz = || f]5

a—)D

(1) é devido ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue[2.1.3.1 usando que
[17(R)29:(k)| < 11 Fl%91 (k) € L'(R") para qualquer |2] < 1.
(2) é devido ao Teorema de Fubini e que

/R?m,

(3) é devido ao Teorema

e*QWik(y*x)gs(k)f(y)m‘ dkdydz = g 1| flls[| ]2 < o0.
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(4) primeiramente, mostremos que

es / exp [—@} fly) dy =3 f(z) em LA(R").

De fato, como [,, g1(z) dz=1, pelo Teorema fazendo j = g; obtemos que

[ (F2Y) £ ay =8 o) e 22w

Substituindo € por 5%, temos que

V|3

ey i=7® [ e [-TE20 ) @y 28 ) em 2@

3

Resta justificar que (f, f) = (f, f). Pela desigualdade de Holder [2.2.1, temos que

[(fes 1) = (L 01 = [ = £, 01 < e = fll20 12

Com isto e o fato que ||f.: — f||2 =280, concluimos a férmula de Plancherel. Para

concluir a formula de Parseval basta usar a formula de Plancherel e a identidade de

polarizacao para C (1.6 ou para R ([1.5).

Observagao 2.3.1. Podemos definir a transformada de Fourier em L?(R™), F, :
L*(R") — L*(R™), da seguinte maneira:

Pelo Teorema de Plancherel ‘F|L1(Rn)mL2(Rn) . LY(R™) N LA(R") —
L*(R"), ja que F(f) € L*(R") se f € L*(R"). Definimos F, : L*(R") — L*(R")
de modo que dado f € L*(R"), pelo Teorema (2.2.0), existe (f,,) sequéncia em
C*(R™) c LY(R™) N L*(R"™) tal que f,, — f em L*(R™). Logo, pela féormula de
Plancherel ,

[F(fm) = F(fo)llz = lfm = follz Vm,p €N,

entao (F(fn)) ¢ Cauchy. Pela completude de L*(R™), F(f,,) — h para algum
h € L*(R™). Definimos Fy(f) := h.
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Fy em L*(R™) esta bem definida, pois sejam ( f,,) € (¢, ) sequéncias em L'(R™)
com fo, gm — f em L*(R™), por Plancherel,

| F(frm) = F(gm)llz = 1 fn = gmlle < [ fm = fllz + [1f = gmll2-

Portanto, F(fm) — F(gm) — 0 em L?*(R"), daf F(f,,) e F(gm) convergem para a
mesma funcgao.

Para F, : L*(R™) — L*(R™) é valido as formulas de Plancherel (2.8)) e Parse-
val (2.9), pois, dado f,, — f em L*(R"),
1Bl = i [ F(Flle =l [ foulla = ]l
Com isto e a identidade de polarizacao ((|1.5]) no caso real e ([1.6]) no caso complexo),
temos a identidade de Parseval para F;.

Para o proximo resultado denotaremos f = Fa(f).

Teorema 2.3.3. Para cada f € L?*(R"), usando a defini¢io da transformada de

fourier no L?(R™), definimos

£V (k) = f(=k).

~

Entéo (f)¥ = f.

Prova. Para f € L*(R") afirmamos que

/n gy —)f(y) dy = /n o (k) f(kK)e*™* dk V€ R",

onde gy (k) = exp [-A|k|?] e, pelo Teorema [2.3.1} Ga(y — x) = A\"2 exp [—w@]

Primeiramente mostremos para f € Ll(Rn) N L2(Rn)’ note que
/ g,\(k)f(/ﬂ)e%ikx dk:/ g/\(k)/ =2k £(1) dye? ke d

R R”n
_ / &2 g, () F(y) dy dk

= [ e kg dy

~ [ -0
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podemos comutar as integrais devido ao Teorema de Tonelli-Fubini e o Teorema

[2.3.1)), pois, como f € L'(R"), sabemos que

| [ e g sl duk = [ ) ak [ 1l d < oo

Mostremos para f € L*(R"), pelo Teorema [2.2.6] existe uma sequéncia (f,,) em
C*(R") c LY(R") N L*(R") tal que f,, — f em L?*(R"). Como demonstrado

anteriormente, temos que

/n@(y — ) fm(y) dy = / (k) f ()€™ dk Vm eNez e R".  (2.10)

Pela formula de Plancherel, tem-se || fm — fll2 = || fm — ]2 "=3° 0. Note que, pela

desigualdade de Holder [2.2.1],

[ 3= a)(0) = 60) dy] < Nl 712 "5 0

[ e (Rt = 7)) < a0 Lol 7 - Tl "5

usando isto em ([2.10) temos que
B = [ G -afw) dy= [ a@F®em™ di= @) voeR (21

Pelo Teorema Jon G1(y — ) dy = 1, logo pelo Teorema
“n r—y e—0 n
= [ an(F2E) 10 ar =8 ) em 22

£

Substituindo € por 5%, obtemos que

=< [ ew [—M] F) dy =3 f(z) em LR,

logo Iy — f em L*(R") quando A — 0. Por outro lado, g,\f—> fem L?*(R") quando
A = 0, pois, como |gx(y)f(y) — FW)* < [f(y)| € L'(R") para qualquer A € R, o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que
n n A0
oa @) F ) = Fy)P dy == 0.

Rn
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Pela formula de Plancherel (2.3.2), temos que

1@ f)Y = (DVll2 = 1(gaf = DYl = 1S = H)" 2 = lgaf = Fle-

O fato que ||hY|2 = H?LHQ ¢ imediato da definigao de hY. Logo (g,\f)v — (]?)V em

L*(R™) quando A\ — 0, daf J, — (f)Y quando A — 0. Portanto, fazendo A — 0 em
(2.11]), obtemos que f = (fA)V [
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CAPITULO 3

MOTIVACAO AO ESTUDO DA
TEORIA ESPECTRAL

Neste capitulo utilizamos essencialmente as notas de aulas de Kowalski [4]

para incentivar o estudo da Teoria Espectral.

3.1 O que é Teoria Espectral?

O grande objetivo da Teoria Espectral é classificar todos os operadores li-
neares definidos em espagos de Banach. Porém no contexto geral, em espacos de
Banach, a Teoria Espectral nao estd bem entendida nos dias de hoje. Por causa
disto, desenvolveremos a teoria em espacos de Hilbert devido a simplicidade destes
espagos quando comparados aos espagos de Banach.

Uma boa maneira de dizer que dois operadores lineares 171, T : H; — H; entre

espacos de Hilbert tem a mesma “classificacao” é se existem operadores invertiveis
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U,: H — HyeU,: Hy, — H, tais que
TzOUleQOTl. (31)

Neste caso T e Ty possuirao propriedades semelhantes. Em dimensao finita os
operadores U; e U, correspondem a mudanca de base, porém esta interpretacao nao
vale dimensoes infinitas pois as bases em dimensoes infinitas nao possuem as mesmas
propriedades que as bases em dimensoes finitas.

Pelos estudos da algebra linear, se considerarmos em dimensao finita entao
este problema de classificar operadores 7' : C" — C" lineares (para n € N) esta
resolvido devido a teoria de autovalor, autoespaco e polindmio caracteristico. Re-
lembremos algumas ideias sobre isto. Em dimensao finita encontramos os autovalores

devido a seguinte ideia:

T(v) = Av para algum v € H < (A — T')(v) = 0 para algum v € H
< (M —T) nao ¢é injetor
= (M — T') nao é invertivel

A det]\ —T] =0

e por fim encontramos raizes de um polinémio de grau n e estas raizes sao os auto-
valores de 7. Em dimensao infinita este argumento nao pode ser utilizado devido a
equivaléncia (1) nao ser verdade em dimensao infinita e a equivaléncia (2) nao faz
sentido, pois ndo existe representacdo matricial de [\ — T e a func¢éo determinante
no caso de dimensao infinita. Portanto, no caso de dimensao infinita, nao podemos
encontrar o espectro de T' (o conjunto dos A tais que (A —T') nao é invertivel) desta
forma.

Para dimensao finita, se o operador T tiver certas propriedades no seu adjunto
(por exemplo: se T for normal, auto-adjunto, positivo ou unitéario), entao obtemos

uma base ortonormal (e, ..., e,) de autovetores de T com autovalores Ay, ..., A, € C
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(contando com multiplicidade) tais que

T (Z aiei) = Z N E; Val, e, O € C. (32)
=1 =1

Isto corresponde a uma representagao matricial diagonal. Retirando a hipotese sobre
o adjunto nao ¢ valido, por exemplo T : C* — C? tal que T(z,y) = (v + y,y) €
linear e nao possui base de autovetores. Portanto é aceitavel pedirmos propriedades
sobre T™ para estudar teoria espectral.

Obtemos uma representacao de (H,7T') da seguinte maneira: defina U : H —
C™ linear tal que, para cada ¢ = 1,...,n, U(e;) = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na
i-ésima coordenada. Segue que ||U(v)|| = |[v|| Vv € H e que U ¢ bijetora. Defina

T : C" — C™ linear com f(al, con ) = (A, .. apAy), por (3.2) temos que
ToU=UoT.

Que é um caso de . Portanto, para cada H espaco de Hilbert de dimensao finita
e T : H — H um operador normal encontramos T : C* — C" linear tal que T é
equivalente a T no sentido de .

Respondamos agora um dos principais questionamentos para o estudo de
algum tema: por que estudar este tema? No nosso caso a pergunta seria equivalente
a: por que classificar operadores definidos em espacos de Hilbert? A motivacao

bésica é encontrar a solugao de alguma equacgao linear em espacos de Hilbert do tipo
T(v) =wcom T : H — Hs.
Para isto se obtivermos um “operador simples” T : Hy — H, tal que
ToU =UyoT
para alguns U, : H; — Hy, e Uy : Hy — H, invertiveis, entao
T(v) = w se, e somente se, T'(7) = @,
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onde v = U;(v) e w = Uy(w). Vejamos alguns casos que serdo discutidos nesse

trabalho que utilizaram essa ideia:

1. No Exemplo [3.2.5] veremos um resultado usado para resolver uma equagao

do tipo Af = g. Esta ideia resume-se a aplicar a transformada de Fourier

obtendo, por ([3.4),
(M o Fo)(f) = (F20 A)(f) = Fa(g)-

Logo
Fo(f) = M~ Fa(g).

Portanto,

f=F"M"Flg).
Devemos ter cuidado devido aos fatos: para inverter M a funcao que é multi-
plicada nao pode assumir valores nulos, M ~1F,(g) pode nio estar em L? e a

expressao a qual encontramos para f garante, a principio, que f esta em L? e

nao necessariamente em C?.

2. Na equagao (4.4]) veremos um resultado usado para resolver uma equagao do
tipo T'(v) = w com T € K(H) auto-adjunto. De fato, como veremos na

equagao , existem g € (> e U : H — H unitéario tais que
UoT =M,oU.
Aplicando U em T'(v) = w obtem-se que
(MyoU)(v)=(UoT)(v) =U(w).
Logo

Uv) = MU (w).

g

Portanto,

v=U"M;'U(w).
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De forma analoga ao anterior devemos ter cuidado aos fatos: para inverter M,

a fungdo g nao pode assumir valores nulos e M, 1U(w) pode nao pertencer a

L2

3.2 Alguns Exemplos

Nesta secao veremos importantes exemplos para compreender e motivar o

estudo da Teoria Espectral.

Exemplo 3.2.1. (Operador Multiplicagao). Sejam (X, ) um espago de medida
finita (isto ¢, u(X) < +00) e g € L>®(X, ). Definindo o operador

L*(X, ) — L*(X, )

J=gf

M,

g -

obtemos que

J D@ dute) = [ lot) @) duta) < ol 71
Segue que M, esta bem definida e é continua com || M,|| < ||g]|oo. Além disso temos

que

(My(f), fo) = /X 9(2) 2 () Folz) dpt = /X 1(@)9@) Fa@) di = (fu, My(f2)),

para quaisquer fi, fo € L*(X, u), e disto segue que o operador adjunto de M, é dado
por

* —
Mg = M.
Segue facilmente que M, é normal e é auto-adjunto se, e somente se, g & uma funcao
g ) )

real para quase toda parte (q.t.p.).

O seguinte resultado diz que nao podemos definir opedores Multiplicacao de

L? em L? para g & L.
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Lema 3.2.1. Sejam (X, ) um espago de medida finitae g : X — C. Se p — gy é
uma funcao de L*(X, u) para L2(X, ), entdo g € L=(X).

Prova. Considere T : ¢ — gy, tomando ¢ = 1 temos que g = Tp € L*(X, p).

Afirmacgao: T ¢é continuo.

De fato, utilizaremos o Teorema do Gréfico Fechado . Suponha (¢, g¢,) uma
sequéncia convergente no grafico de T, entao ¢, — ¢ e gp, — ¥ em L*(X, p).
Como pu(X) < oo, obtemos que go,, — ¥ em L'(X, ). Além disso, dado n € N,
pela desigualdade de Hélder, temos que

1 1
2 2
/\gcpn—gsal du < (/ lg)? du) (/ lon — ] du)
X X X
= lgllz- llen — ¢l

logo g, — gp em LY(X,p), assim gp = v e pelo Teorema do Grafico Fechado

concluimos a afirmagao.

Pela afirmacgao, existe C' > 0 tal que
lgell* < Cllell® Vo € L*(X, p).
Tomando ¢ a fungao caracteristica do conjunto
Xa={r e X;|g(x)] = A},
com A > 0 arbitrario, e usando a continuidade de T" obtemos que
AX0) < [ o)l duta) < € [ e@)P du(e) = CulXa),

Fixando Ay > 0 tal que A% > C obtemos que u(X4) = 0. Portanto g € L>®(X, p).

Exemplo 3.2.2. (Operadores Hilbert-Schmidt). Considere (X, u) um espago de
medida e uma funcao

k: XxX—=C
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tal que k € L*(X x X, x p), a qual é conhecida por fun¢io micleo. Defina o
operador

L*(X, p) = L*(X, )

[ = Tu(f)

onde
Ti(f) = /X k() f(y) duly).

E conhecido que T} é um operador compacto. Mostremos que o seu adjunto é dado

por T} = T;, onde E(x,y) = k(y,x). De fato, dados f,g € L*(X, 1) temos que
@(0.9) = [ 1@ dutw) = [ ([ Kenso) dntn) ) o) aute)

g(x) dp(y)du(z)

SR
_ / / F)k(e, y)g(x) du(e)du(y)
b

={f.

du(ﬂf)) duy)

i ([ ¥
/X hy u(y) / 1y dpu(y)
T:(9))

em particular, T}, é auto-adjunto se k é simétrico e k(X x X) C R q.t.p.

Exemplo 3.2.3. (Operador unitario associado com uma tranformagao que preserva
medida). Sejam (X, 1) um espago de medida finita e ¢ : X — X uma transformagao
bijetora que preserva a medida p. Considere o operador linear Uy associado a ¢

definido por
L*(X, p) — L*(X, )

f=foo.
Vejamos que Uy estd bem definido e é isometria. Dado f € L?(X, i), pelo Teorema

obtemos:

[ @Pduta) = [ (o)) = [ 1#@Pdut
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Afirmamos que U, é unitério (isto é, U; = Udjl). De fato, dados f,g € L*(X, p),

pelo Teorema [2.1.7] temos que

(Usf.g) = /X (Usf)(@)9(x) du(z) = /X F(6()9(@) dpu(x)
= [ olo (@)l dute) = /X F ()9 @) dule)

= [ J(@)Usr(z) du(z) = {f, Us19).

X

Veja também que U;-1 = qul, pois

(Us 0 Up=1)(f) = Ug(Ug-1(f)) = fod ™ ogp = f.
Destes fatos seguem que Uj = Us-1.
Vejamos agora alguns exemplos de fungoes que preservam medida:

(1) (Deslocamento de Bernoulli). Considere X = F(Z;{0,1}) que é o conjunto de
todas as fungoes de Z em {0, 1}, ou seja, é o espago das sequéncias duplamente
infinitas (x,)nez com x, € {0,1} munido com a medida p que satisfaz a
seguinte propriedade: fixados k > 1, {ny,...,nx} € Z e ¢; € {0,1} para cada

j€{1,...,k}, obtemos que

p({(ea) | 70, =25, Vi € {1, K1) = o

Denotaremos A;l %k = {(z,) | 2, = €5, Vj € {1,...,k}}, por exemplo:

Ag:{(---,93'_2,1'_1,0,1'1,932,...) | T 6{071}, VRGZ—{O}}
Aé:{<'"7'7:7271.717171.173:27"') ‘ I 6{071}, vneZ—{O}}
Ay = (.. L 1,20,0,1,...) | 7, € {0,1}, ¥n € Z — {-2,1,2}}.

Assim p1(A)) = p(Aj) = 3 e como X = AJUA], temos que p(X) = 1.
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A funcao

X - X
B

(Tn)nez = (Tng1)nez

é bijetora e preserva a medida u, pois a inversa de B é

B X=X
(Tn)nez > (Tn-1)nez-
Ja que, B(B™'((xn)nez)) = (Tn-111)nez = (Tn)nez € BT B((Tn)nez)) =
(Tnt1-1)nez = (Tn)nez-
Por fim, vejamos que B preserva p. De fato, dado Ajl-Sr C F(Z;{0,1}),

temos que

.....

(2) (As rotagoes num circulo). Considere X = S' = {z € C | |z] = 1} circulo

unitario e a seguinte funcao para um 6 € R fixado

St — St
Ry
Z eiQZ.

Construiremos uma medida em S* a partir da medida de R. Note que g :

[0,1) — S tal que g(x) = €*™ ¢é bijecao e definindo z tal que

2(E) = (g~ (E))

para todo E C S' com ¢g7!(E) mensuravel em [0,1) temos que (S',z) é um
espaco de medida e g preserva as medidas z e u. O Teorema [2.1.7 nos diz que

dada uma funcao f : S' — R mensuravel, entdo
1 .
f(z)dz = / f(e*™ dt.
st 0
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Note que Ry é bijetora (pois Rpo R_y =1 = R_go Ry) e preserva a medida z.

De fato, dado E C S! mensuravel, temos que
1 .
Z(RQ(E)) = /1 XRQ(E)(Z) dZ — / XE(e 27|'t 9 ) dt / XE<6271'13) dS
s 0
0 1 | - |
:/ ) XE( 27rz8) ds—i—/ XE(ezms) d5+/ XE(€2MS) ds
L 0 1

:/0 xe(9(s)) ds_/0 Xo-1()(5) ds = u(g ™\ (E)) = 2(E).

Pois

/ XE( 271'15) ds = / YE (627rz r— 1)) dr = / YE (627rz7°) dr.
1 0 §

T 2r

Para as demonstracgoes das propriedades da transformada de Fourier, consulte

a seccao 3 do capitulo 2 deste trabalho.

Exemplo 3.2.4. (Transformada de Fourier). Seja n inteiro positivo. A transfor-
mada de Fourier é definida da seguinte forma
LY(R", dx) — L®(R", dz)
F
[ (e [on flx)e ™ dz)
a qual estd definida entre espacgos de Banach e é linear. Para simplificar notagao,
estamos denotando o produto interno canéonico do R™ de x por ¢ simplesmente por

xt. Note que dado t € R”

IF(HB)] =

F(z)e-tmr dx\ < [ 1@l as = |

Desta forma F esta bem definida, é continua e || F|| < 1. Infelizmente F nao esta
definida num espaco de Hilbert, porém podemos redefini-la no espaco L? da seguinte
maneira: pela identidade de Parseval (2.9)) temos que

f( )g(z) da = s F(N)F(g)(t) di
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para qualquer f,g € L*(R") N L?(R") =: L. Donde, fazendo g = f, obtemos que

HN%=WV@F®=RJHNMWhWHﬂﬁ

para qualquer f € L. Logo F|; : L — L*(R") é uma isometria na métrica do L?
assim podemos estender de forma tinica para todo o espago L? (para mais detalhes

veja a Observacao |2 , obtendo uma isometria linear
Fy: L*(R",dx) — L*(R",dx),
além disso, pelo Teorema [2.3.3] essa extensao é bijecao com inversa dada por
L*(R", dx) — L*(R™, dx)

f= Fa()(=1).

Fi!

Veja que (2.9) nos diz que F, é unitaria, ou seja, Fy = F, .

Exemplo 3.2.5. (Operador Laplaciano). Considere o operador linear

0? 0?
NP

com f : R? — C. Sabemos que A nao estd definido em L2, mas considerando

A CP(R?) — C>(R?) e usando o produto interno de L? obtemos que dados
flaf? € CSO(R2)7

2 o2
(Afi, fa) = // 8f1 8J;1($,3/))f2($7y) dzdy

// 82f1 f2 x,y) dxdy—l—// 2f1 y) fa(z y) dxdy.
//azf1 ﬁxy%@eB‘//mﬁ y) fo(z,y) dzdy.

Afirmagao: Dados g1, g2 € C2°(R?) entéo

dg
r Ox

Denote

——(z,y)g2(z,y) do = /ﬁ&tw?(xwdtvyeR
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De fato, note que para qualquer y € R tem-se que

T2

0 .
/R%(x,y)gz(x,y) dr = lim Ba (o V)0ala,0) do

71,72—+00 —r

71,72—>+00

" 992 L dg2
/;m@wagmwMJ— [ oe.n e .

Ficando assim demonstrada a Afirmacgao. Logo, pela Afirmacao,

A= // anl (z,y) fo(x,y) dedy = — // 3f1 an (x,y) dedy

//ﬁxy 2 (2,) dady

e de forma anélaga, com o Teorema de Fubini [2.1.5] temos que

i} h
_/]R/]Rfl(x’y> 8y2 (ZE,y) dCL’dy

= lim [91(7‘271/)92(7“2#)—gl(Tlay)m(Tlay)

Portanto,
82
(Afi, f2) = //f1 (2,9) dfvdy+//f1 z,y) aé(w y) dady
2 2
//flx Y) 5y f2 )+ ayﬁ(x y) dady
= <f1,Af2>'

Concluindo que
(Af1, o) = (fi, Af2), Vfi, f2 € CZ(R?). (3.3)
Porém, A nao é auto-adjunto, pois (C2°,(-,-)) ndo é um espago de Hilbert
devido ao fato que (C°,(-,-)) nao é fechado em (L2 (-,-)). Utilizando (3.3)) e a

Transformada de Fourier F; : L*(R? dzdy) — L*(R? dzdy) tem-se que dados f €
C>(R?) e (t,s) € R? obtemos que
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Fa&s.0) = [ Af(ay)e e 0dudy

RQ

— <Af, 672i7r(-,-)(s,t)> — <f7 A672i7r(-,-)(s,t)>
= (f, (=2ims)(—2ims)e 2™ L (_2it)(—2imt)e 2™ ()E:D)

= | fla,y)(=4r*(s* + 7))e 200 dady
R2

= —4n*(s* + *) Fa(f) (5, 1)
= M(F5(f))(s:1),

onde M ¢é o operador multiplicagao M = M_yr2,21,2) @ f = —4n?(2® + ) f.
Portanto,

Fo(Af) = M(Fof), Vf € CE(R). (3.4)

Observagao 3.2.1. A equagao (3.4) as vezes é escrita com um abuso de nota-
cdo desta forma A = F,'MF,. E um abuso de notagdo devido ao fato que

A CP(R?) — OX(R?) e Fy 'MF, : L*(R?, dzdy) — L*(R?, dxdy).

Exemplo 3.2.6. (Operador diagonal). Considere I C N e uma base de Hilbert

(€;)ics € defina T': H — H linear com
T(ez) = ;€

para cada i € I, onde o; € C fixados tais que existe C' > 0 com |o;| < C Vi € 1.
Analisando I com a medida da contagem podemos identificar de forma iso-

métrica os espacos L?(I) e H da seguinte maneira:

L2(I) - H
o (1)
f = Zie] f(z)ez
pois a inversa é
H — L*(I)

Zie[ Ti€; (Z —> [El)
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e é uma isometria devido ao fato que

()l = (@(F), BN = <Z o Zf(j)6j>

= (ZZf(z’)ﬁme»H) = (Z|f<z’>|2) = 11l

i€l
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CAPITULO 4

TEORIA ESPECTRAL

Neste capitulo introduziremos vocabularios basicos e resultados fundamen-
tais da teoria espectral em élgebras de Banach sobre C. Analisaremos resultados do
espectro de operadores compactos e compactos autoadjuntos em espacos de Hilbert
e as defini¢oes e propriedades gerais da Teoria Espectral finalizando com uma apli-
cagao no principio minimax de Courant-Rayleigh. Neste capitulo H seré sempre um

espaco de Hilbert diferente de {0}.

4.1 Algebras de Banach e resultados iniciais

Definicao 4.1.1. Dizemos que A é uma Algebra de Banach sobre C se A é um

espago de Banach com uma operagao de multiplicacao (a,b) — ab tal que
(i) (ab)c = a(bc) para todos a, b, c € A;
(i) existe 1 € A tal que la = al = a para todo a € A,

(iii) (a + Ab)c = ac + A\bc para todos a,b,c € Ae X € C;
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(iv) a(b+ Ac) = ab + Aac para todos a,b,c € Ae \ € C;
(v) 1 =1
(vi) [lab]| < ||a||||b|| para todos a,b € A.

Se A é uma Algebra de Banach, por inducéo, segue que, para qualquer k € N,
lat ... agl| < lai|l ... llak|] Vaq,...,a; € A. (4.1)

Alguns exemplos de Algebras de Banach sobre C sdo: C, L™ (com a multi-
plicacdo (fg)(z) = f(z)g(z)) e o mais importante (para nos) é o espago de Banach,
L(V), das fungoes lineares continuas definidas em V' — V| com V espago de Banach,
com a norma

1T )|

|T|| = sup ||T(v)|| = sup ————
o<1 vto V]l

e a composicao como multiplicacao.

Definigao 4.1.2. Seja A uma Albegra de Banach. Definimos o espectro de a € A
como

ola)={AeC:A-1—a¢ A"}
e o resolvente de a € A como C — o(a), ou seja,
pla)={AeC:\-1—aec A"},

onde A* é o grupo (com a multiplica¢ao) dos elementos invertiveis de A, isto é, sao

os a € A tal que existe b € A com ab = ba = 1.

Lema 4.1.1. Seja A uma algebra de Banach. Entao A* é aberto em A, e mais ainda,

dado ag € A* para qualquer a € A com ||a]| < ||ag*| ™! temos que ag +a € AX e

(ag+a)™ =ag" Y (=1)*(agy "),

a qual converge absolutamente.
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Prova. Dados ap € A* e a € A com |al| < |lag'||™!, como |jaay’]| < 1 en-
tao a série Y (—1)F(aay!)* converge absolutamente. Pelo Teorema m temos que
> (=1)*(aay)* converge. Denote, para cadan € N, S, = >}, (=1)*(aay")* , logo

n

(a0 + a)ag' S, = (1 +aag") Y (=1)*(aag")*

k=0

— Z [(—1)”“(@@0_1)’C + (—1)k(aa0 )kH}

Il
r—
—
|
—
~—
>
—~
Q
Q
o
—
~—
>
—~
|
—
~—
>
+
=
—~
Q
Q
~—
X
+
—
| IS

ag 'S, (ag + a) = Z(—l)k (aag)ag + Z YaagH)ra

= 14> (-1 (=1)ag (aaz")* " (aagYao + > _(—1)*ay " (aay")*a
=1- Z(—l) Fa + Z Yaay)ra

1—(=1)"ag"(aag")"a V¥n € N.

Como ||aag*|| < 1 temos que ||(aay )| < |laag*||™ — 0 quando n — co. Logo,

o0 o0

(ag + a)ayg IZ Mlaag Vr =1=ag" Y (=1 (aag)*(ag + a).
k=0 k=0

-1

Portanto ag + a € A* e a expressao de (ag + @)~ " no lema é valida. ]

Teorema 4.1.1. Seja A uma Albegra de Banach. Dado a € A entdo o(a) C C é

nao vazio, compacto e o(a) C {A € C: |\ < ||al}.

Prova. Dado a € A, afirmamos que {A € C : |\ > ||a||} C p(a). De fato,
dado A € C com |A| > ||a]| tem-se que ||a/A|| < 1 e Al —a = A(1 —a/A). Pelo
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lema, 1 —a/\ € A%, logo A1 — a € p(a). Com isto demonstramos que
o(a) C{Ae C: Al < [lafl}-

Para mostrar que o(a) é fechado mostraremos que p(a) é aberto. De fato,
dados A € p(a) e e € C com |e| < [[Al—al| ™! tem-se, pelo Lema[t.1.1] (A\+¢)l—a =
el+ Al —a€ A pois A\l —a € A% e |lel]| = |e] < ||\ —al| 7!, Assim X+ ¢ € p(a).
Portanto p(a) ¢ aberto, ou seja, o(a) ¢ fechado. Ja que o(a) é fechado e limitado,
temos que o(a) é compacto.

Mostremos que o(a) # 0. Suponhamos o(a) = 0, logo A1 — a é invertivel
para qualquer A € C. Vejamos que f: C — A com f(\) = (Al —a)~! é derivével,

com derivada —(A1 — a) ™2

(A+o1-a) ' —(Al—a)

De fato, dado ¢ € C — {0}, tem-se

(()\—1—8)1—@);1—()\1—(1)_1 _ (()\—1—5)1—a)_l(/\l—a)_l)\l_a_(:\+€)1+a

= (Al —a) (A —a) 8 (M —a) 2

, ou seja,

—(A\1—a)™2

Fixe ¢ € A’ e defina g : C — C por g(\) = ¢ ((A\ —a)™!). Segue que g é derivavel
e para |A| > ||la]| o lema (4.1.1)) garante que

oo (-8 e (0

k=0

- A
como o membro da direita converge a 0 quando |A| — oo, temos que g(\) o)

Disto segue que ¢ ¢é limitada, e como ¢ é derivavel, o Teorema de Liouville garante
que g é constante. Dai, g = 0, ou seja, ¢ (Al —a)™!) = 0 para qualquer \ € C.
Logo ¢ ((A1 —a)™') = 0 para quaisquer A € Ce ¢ € A’, o Corolério garante
que (A1 —a)~! =0, absurdo. Pois 1 = (Al —a)~ (A1 — a) = 0. Portanto o(a) # 0.
]

A situagdo em nosso interesse é quando A = L(H), neste caso particionamos

o especto o(T") de um operador T' € L(H) em trés conjuntos:
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e espectro pontual, o,(T), sao os A € C tais que
Al — T nao é injetor,
neste caso A é chamado de autovalor;

e espectro residual, 0,.(T), sao os A € C tais que

A — T ¢éinjetor e Im(A —T') # H;

e espectro continuo, o.(T), sao os A € C tais que

Al — T & injetor, ndo sobrejetor e Im(A —T') = H.

Nao é dificil ver que 0,(T"), 0,(T) e 0.(T) sao dois a dois disjuntos. Além
disso, o Teorema do Isomorfismo de Banach [1.2.2.1| garante que se A € (0,(7") U
0. (T)Ua.(T))°, entao A € p(T'), concluindo que os conjuntos o,(7T"), o,(T) e 0.(T)

formam uma partigao de (7).

Observacgao 4.1.1. Considere A € 0.(T') um elemento do espectro continuo. Pode-

mos definir a inversa de A\I — T : H — Im(A — T'), dada por

N Im(\ —T) — H
v+ 0 unico w € H com A\w — T(w) = v,
a qual é um operador linear nao limitado definido em um subespago denso de H.
Vejamos que (A — T)~! ndo ¢ limitado, caso (M — T)~! fosse limitado podemos
estender (A —T)~! de forma continua para algum f: H — H limitado. Como f é
uma extensao segue que
Fo(M[—T)=1.
Dado v € H, existe (v,) em Im(A — T) tal que v, — v, logo

(A —=T)o f](v) = lim [(M —=T)o f](v,) = lim v, =v.

n—00 n—00
Portanto A\ — T : H — H possui inversa f : H — H continua, ou seja, A € p(T),

contradizendo o fato que A € o.(T).
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Exemplo 4.1.1. (Espectro dos shifts). Defina Sy, S, : (2 — (? tais que

Se(x) = (T2, 3, gy .o, Tpy1,y - .) € Sp(x) = (0,21, 29, .., Ty, .. .)-

Sy € chamado de shift a esquerda e S, é chamado de shift a direita. Encontremos os

espectros, autovalores e adjuntos de Sy e S,.

Verifiquemos primeiramente se sao continuos ou compactos. Se ||z|| = 1 entao
o0 > 5 3
1Se(@)[l = <Z x?) < ||zl e 1S (=)ll = <Z x?) = [|I[.
n=2 n=1
Assim Sy e S, sdo continuos com ||S¢|| < 1 e ||S,|| = 1. Para mostrar que [|.S¢|| =1

tome x = (0,271/2,27%2 . 2=(FD/2 ) entdo ||z =300, 2" =1e
||Sg(x)” = ||(2—1/2’ 2—2/27 o 2—n/27 N )H _ Z 9" _
n=1

Vejamos que Sy, S, ¢ K(€%). De fato, considere a sequéncia (e,,). Se 1 # n #m # 1,
entao

1Se(en) = Selem)l| = len-1 — em—1ll = V2

1 (en) = Selem)ll = llents — emsll = V2.
Como (e,) ¢ limitada, temos que Sy, S, ¢ K(H), pois caso contrario terfamos uma
contradigao com o item (c¢) da Proposigao m
Encontremos 0,,(S;) e o(S;). Pelo Teorema [£.1.1] temos que

o,(Sr) C a(Se) C B[O, 1],
onde B[0,1] é a bola em C. Para encontrar ¢,(S;) devemos determinar para quais
A € C existe z € £2 — {0} tal que (A — Sy)(x) = 0. Note que
(M — Sp)(x) =0 (Arg — 22, \Tg — T3, ..., ATy, — Tpg1,...) =0
S x, = A1 Vn > 2
e x, =", VYn>2

sr=z(1,\..., A" ).
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Assim )\ € 0,(S;) se, e somente se, (1, \,..., A" ...) € £2. Veja que se \ € 0,(S))

entdo o autoespaco de A & [(1,\,..., A" 1 .. )] e
SO => (AP
n=1 n=0

converge se, e 80 se, |A| < 1. Dai (A — S;) nao ¢ injetor se, e somente se, || < 1.

Logo 0,(S¢) = B(0,1) e como o(S;) ¢ fechado (pelo Teorema {4.1.1)) temos que

B[O, 1] = Up(Sg) C O’(Sg) = O'(Sg) C B[O, 1].

Portanto o(S,) = B0, 1].

Encontremos 0,(5,) e 0(S,). Veja que 0 ¢ 0,(5,) (pois se S,(z) = 0 ent@o
z=0)e0 € o(S,) (pois nao existe x € £* tal que S,.(z) = (1,0,...,0,...)). Pelo
Teorema [£.1.1] temos que

op(Sr) C o(Sr) € B[0,1],

onde B[0,1] é a bola em C. Para encontrar 0,(S¢) devemos determinar para quais
A € C — {0} existe x € £2 — {0} tal que (\I — S,)(z) = 0. Note que
(M = S)(x) =0< (Axy,\xg —21,.. ., Az — Ty, ...) =0
S Ay =0edr,=2,1 Yn>2
Sri=0edr, =T,1 Yn>2
@xlszZ...:xn:...:O
S r=0
Assim 0,(S,) = 0. Afirmamos que o(S,) = B0, 1]. De fato, seja A € C com |A|] < 1.
Note que
(M —=S5)(z)=(1,0,...,0,...) Xty =1le Xz, =2,1 Vn>2
Sr,=A" VneN

=02 AL
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S = S

n=1 n=1
diverge pelo fato que [A| < 1. Dai (A — S,) nao ¢é sobrejetor se, e somente se,
|A| < 1. Logo B0, 1] C o(S,), portanto, ¢(S,) = B[0, 1].

Por fim, encontremos S; e S;. Note que

<S@<l‘),y> = <($27$37 ey Tty - - ')7 (3/1,927 vy Yn,y - )> = anJrlyn
n=1
=((x1, 22,y Zny ), (0,1, o o Yn1, .- -)) = (2, 5:(y)) Va,y € 2.
Logo S; = S, e S = (S;)* = Sp. Além disso,

Sp(S,(1,0,...,0,...)) = 5,(0,1,...,0,...) = (1,0,...,0,...) # (0,0,...,0...)
= 5,(0,0,...,0,...) = S,(S,(1,0...,0,...)).

Entao S, nao é normal, portanto, nao é auto-adjunto, positivo ou unitario. Analo-

gamente, S, nao é normal, autoadjunto, positivo ou unitario.
Proposigao 4.1.1. Seja T' € L(H). Entao
(a) Se A € 0,.(T), entdao A € 0,(T*);

(b) SeAe Ce ¢ o,(T)Uo,(T), entao A € 0.(T) se, e somente se, existe uma

sequéncia (v,) em H tal que ||v,|| =1 e lim [[(AM — T')v,|| = 0;

(c) A € o(T) se, e somente se, A € o(T*). Equivalentemente, A € p(T) se, e

somente se, A € p(T™).

Prova. (a) Se A € 0,.(T'), entdo Al — T ¢é injetor e sua imagem nao é densa em H,

ou seja, Im(A] — T)L # {0}. Logo pelos itens (f) e (g) da Proposigao [1.4.1

ker(A\] — T*) = Im(\ — T)* # {0}.
Portanto A € o,(T*).
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(b) Suponha A € 0.(T'), pela Observacao [4.1.1} obtemos que a inversa de A\ — T :

H — Im(A —T') nao é continua, logo existe uma sequéncia (w,) em Im(AI —T) tal

que ||wy,| =1 elim||(AM —T) *w,|| = co. Considere a sequéncia (v,) em H definida
por
(M —T) 1w,
Uy = :
AL = T) = wn|
Veja que [jv,|| =1 e

lim [|[(A = T)v, || = lim [[(AT = T) " |7 (M = T)Y(A = T) ™ |

= lim [[(A] — T) 'w, ||t = 0.

Agora suponha A ¢ 0,(T') U 0,(T) e uma sequéncia (v,) em H tal que ||v,]| =1 e
lim ||(A] — T)v,|| = 0. Como A ¢ 0,(T) tem-se que A\I — T & injetor, logo A\ — T :
H — Im(M — T) é invertivel. Devido a A ¢ ¢,(T), temos que Im(AJ —T) = H.
Veja que

IA = T)"H AL = Tl = [Jva]l — 1,

-1

disto segue que (Al —T')~! nao ¢ limitado, pois se fosse limitado entao este limite

seria 0 uma vez que lim || (Al —T)v,|| = 0. Pelo Teorema do Isomorfismo de Banach

1.2.2.1) \I — T nao é sobrejetor, portanto A € o.(T).
(c) A equivaléncia A € p(T) < X € p(T*) segue imediatamente dos itens (f) e (h)

da Proposicao [[.4.1] pois
(M —T) & invertivel < (A — T*) é invertivel

n
Intuitivamente, o item (b) diz que se A € 0.(7T) entéo obtemos uma sequéncia
de “quase” autovetores. Em outras palavras, a menos de um e encontramos um

autovetor de A.
Teorema 4.1.2. Seja T' € L(H). Entao
o(T) C N(T), (4.2)
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onde N(T') é a imagem numérica de T' a qual é definida por
N(T) ={(Tv,v) : [Jv]] = 1}.

Prova. Dado A € o(T).
Caso 1: A € 0,(7T).
De fato, existe v € H — {0} tal que Tv = \v, logo

Caso 2: X € 0,.(T).

De fato, pelo item (a) da Proposigéommmos que A € 0,(T*), como mostrado no
caso 1, obtemos que A € N(T*). Assim existe v € H com |lul =1 e X = (T*u,u),
logo A = (T*u,u) = (u, Tu) = (Tu,u). Portanto A = (Tu,u) € N(T) C N(T).
Caso 3: X € 0.(T).

De fato, pelo item (b) da Proposic¢ao existe (v,) em H tal que |lv,|| = 1e

lim ||(A] — T)v,|| = 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

n—oo

(AL = T)vg, vn)| < [N = T)wp]l|[vn ]| = 0.

Como (M — T)vp,vn) = (Mg, vp) — (Top, v) = A — (T'v,,v,) para todo n € N,
temos que A = lim(T'v,,v,) € N(T).

Observacao 4.1.2. Analisando a demonstragao verificamos que 0,(7T"),0,.(T) C

N(T)eo.(T)C N(T).
Definigao 4.1.3. Para cada T € L(H) definimos
r(T) =sup{|A|: A € o(T)}

e ¢ chamado de raio espectral.
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Veja que do Teorema temos que r(T") < ||T'|| e da Proposi¢ao segue
que r(T) = r(T*).

Teorema 4.1.3. Seja T' € L(H). Entao
(a) () = lim | 77| = inf || 77|5;
(b) Se T' é normal tem-se que r(T") = ||T]|.

Prova. (a) Fixe m € N. Dado n € N existem p,q € N com ¢ < m tais que

n = pm + q. Logo
[T < NTNT™ (1" < max{1, | T(™ HIT™ "

Dai
lim sup ||T"H% < lim sup <max{1, 7)1 ™) =) -

— 4% L (5 que 0 < - < L "% () temos que

n—oo
Como 2 X Qe =1
n n m nm

limsup | T7||% < | 7. Assim
limsup | T7||= < inf ||T"||» < liminf ||T%(|",

disto segue que lim || T7||= existe e lim || T"||= = inf |7~ =: L.

Da analise na reta segue que o raio de convergéncia da série > 217" ¢ o

-1
nimero (lim sup HT”H%> o qual é L™!. Vejamos primeiramente que 7(T) < L.
De fato, basta mostrar B[0, L] C p(T). Dado A € C com |\| > L, entdo a série
ST /A" converge (use o critério de Cauchy, também conhecido por teste da raiz).
Veja que
* " “)irn OOTnJrl o " o n
AI——jj — - — Z:I -_— ——-::I

n= n=0

e, analogamente, (> 7" /A" (A —T) = I, logo X € p(T). Concluindo assim que
r(T) < L. Suponhamos, por contradi¢ao, que r := r(T) < L, segue que qualquer

A € C com |\| > r existe
1 1 \"!
M-T)y'=—(I1-=T) .
()
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Logo a fungao ¢ : B(0,r™') — L(H) definida por ¢(z) = (I — 2T)"! ¢ analitica
e possui uma série de Taylor no ponto z = 0. Por outro lado, pelo lema %
¢ analitica em B(0,|T]|~!) com série de Taylor no ponto z = 0 igual a >_ 2"T",
portanto, pela unicidade da série de Taylor, a série > 2™T™ converge para z €
B(0,r71), contradizendo o fato que o raio de convergéncia de > z"T" é L™! o qual

¢ menor que r 1.

(b) Pelo Corolario [1.4.2.1] temos que ||[T?|| = ||T||*>. Por indugao obtemos que
|72 || = ||T||*" para qualquer m € N. Portanto, pelo item (a),

r(T) = lim | TV = Tim |7 | V2" = Lim ||| = ||T.

4.2 Operadores Compactos em espacos de Hilbert

Sabemos que nos operadores definidos em espacos de dimensao finita o es-
pectro é composto pelos autovalores. Entretando, existe uma importante classe de
operadores que o espectro de cada um é descrito suficientemente como o conjunto
dos autovalores (veremos isto no Teorema, estes operadores sao os operadores
compactos. Os operadores Hilbert-Schmidt no Exemplo [3.2.2] ¢ um caso desse tipo
de operador.

Quando T € L(H) existem duas defini¢oes equivalentes para 7" ser um ope-

rador compacto, denotamos T' € K(H):
(1) se T'(BJ0,1]) é compacto;

(2) se existe (7},) em L,(H) (ou seja, dimIm(7},) < oo para qualquer n € N) tal
que T,, = T em L(H).

Para verificar isto basta usar o Corolario [1.5.4.1] e a Proposicao [1.5.5
Teorema 4.2.1. (Alternativa de Fredholm). Seja T € C(H). Entao,
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(a)
(b)
()

ker(I — T') tem dimensao finita,;
Im(/ —T) =ker(I — T*)* e, em particular, Im(I — T') é fechado;

(I — T) é injetor se, e somente se, é sobrejetor.

Prova.

(a)

Denote W := ker(I — T), Bw|[0,1] ¢ By[0,1] bolas de centro 0 e raio 1 de
W e H respectivamente. Veja que T'(w) = w para qualquer w € W, logo
Bw[0,1] € T(By[0,1]) € T(By[0,1]). Como T € K(H), temos que By [0, 1]
¢ compacto. Pelo Teorema obtemos que W tem dimensao finita.

Primeiramente, mostremos que Im(I — 7") é fechado. Seja (v,) sequéncia em
Im(I —T') com v,, — v. Devemos mostrar que v € Im(I — T"). Considere (wy,)
em H tal que v, = w, — T(w,) Yn € N. Pelo item (a), temos que existe (x,,)
sequéncia em ker(I — 7T) tal que ||w, — z,|| = d(wy,, ker(I — T)) Vn € N. Note
que z, — T(x,) =0V¥n € Ne que

Uy =Wy, — xy, — T(w, —x,) Yn €N

Afirmacao: Existe C' > 0 tal que ||w, — z,|| < C Vn € N.

De fato, suponha que existe uma subsequéncia tal que |w,, — @, | — 0.

Defina y,, = (w, — z,,)/||w, — x,|| para cada n € N, assim

Wh,, — T, Wy, — Tn,
o = Tl >=——T(—)
" " ||wnk B 'Tnk” ”wnk - ankH
1
= —————(Wn, — T, — T(Wn, — — 0.
iy — e o = T = )

Como (y,, ) € limitada, passando para subsequéncia caso necessario, temos que

T (Yn,) = 2. L0go Yn, = Yny — T(Yny) + T(yn,,) — 2 €

0 Yn, — T (Yn,) = 2 —T(2).
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Dai, z € ker(I—T'). Disto segue que d(y,,,ker(I—-T)) — d(z,ker(I-T7")) = 0.

Porém

e = o yeor(1 - T)

||wnk — Ty || 7

=1,

d(yn,, ker(I—-T)) =d ( ) _ d(wy, ker(I—T))

||w7’lk — Ty, ||
para todo k € N, absurdo. Ficando assim demonstrada a Afirmacao.

Como T € K(H) entao existe uma subsequéncia tal que T'(wy, —x,, ) converge

para algum limite L. Assim

Wy, — Ty, = Wy, — Tpy, — T(Wp,, — Tp,) + T(wy, —xp,) = v+ L.

Defina u = v + L, note que

V= Uy, = Wy, — Tpy, — T(Wp, —Tp,) v+ L —T(v+ L) =u—T(u).

Portanto v € Im(I — T), ou seja, Im(I — 7T") é fechado.

Para verificar que Im(I—T') = ker(I—T*)* basta usar que Im(I—T') é fechado
e as proposigoes ¢ e desta maneira

Im(I—T) =Tm(I—T) = (Im(I = T)*)" = ker(I — T*)*.

Suponhamos, por contradigao, que (I — T') é injetor e
Wy = (I - T)(H) # H.

Pelo item (a), Teorema e a Proposicao tem-se que W, é Hilbert.
Veja que T'(W7) € Wi (pois dado T'(v) € T(Wh) tem-se T'(v) = v—(v—T(v)) €
Wy), logo T'|lw, € K(W;) e Wy := (I —T)(W;) é subespago fechado de Wj.

Afirmagao: Wy, C W.

De fato, se Wy = W entao fixado v = H — W temos que (I — T)(v) € Wh,
mas como (I —T')(W;) = Wy, existe w € Wy tal que (I = T)(v) = (I —T)(w).
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Pela injetividade de (I —T'), concluimos que v = w, contradizendo que v ¢ W

ewEWl.

Pelo mesmo argumento anterior tem-se que Wy := (I — T)3(H) é um subes-
pago fechado com W3 C W5, Prosseguindo indutivamente obtemos subespagos

fechados W,, := (I —T')"(H), para cada n € N, tais que
HOWi 2Wo2- 2 Wo 2 Wit 2+

Pelo Lema de Riesz existe u; € Wi tal que ||wy]| = 1 e d(ug, W) >
1/2. Analogamente existe up € Wh tal que |lug]| = 1 e d(uz, W3) > 1/2.
Prosseguindo indutivamente obtemos uma sequécnia (u,) tal que w, € W,

llunl| =1 e d(tn, Wyy1) > 1/2 para todo n € N. Suponhamos n > m, logo
Wn+1 g Wn g Wm g Werl
e disto segue que

—(tp — Tuy) +£um — Tuy,) +\uﬁ/ € Wi

GWV’VLJrl 6W‘7’—n+1 eWwn,
Donde obtemos
1
[T un — Tt || = || [=(un — Tun) + i — Ty + U] = || > (U, Wii1) > B

para todo n > m. Portanto (T'u,) ndo posui subsequéncia convergente, con-

tradizendo o fato que T' € K(H).

Reciprocamente suponha (I — T') sobrejetor, pela Proposicao temos que
ker(I — T*) = Im(I — T)* = {0}.

Logo (I —T*) é injetor. Pelo Teorema de Schauder e pela implicagao ja

demonstrada tem-se que (I — T™*) é sobrejetor. Portanto temos que
ker(I —T) = Im(I — T*)* = {0},
donde segue que (I —T') & injetor.
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Observacao 4.2.1. (1) Segue da linearidade que, para A # 0, podemos substituir
(I —T) por (Al —T) e (I —T*) por (A —T*) com o resultado ainda vélido.

(2) O Teorema da Alternativa de Fredholm garante uma resolugao da equagao

u—"Tu = f. Ele nos diz que somente uma das seguintes condigdes ocorrem:

e para todo f € H a equacao u — T'u = f possui tinica solugao;

e a equagao homogénea v — Tu = 0 admite n solugdes L.I. (onde n =
dimker(I — T)) e a equagao nao homogénea u — Tu = f tem solugao se,

e somente se, f satisfaz
f€ker(I — T*)*(=Im(I —T)).

(3) O item (c) garante que o operador (I —T') satisfaz a mesma propriedade (injetor

se, e somente se, sobrejetor) dos operadores lineares em dimensao finita.
Para o préximo resultado necessitaremos do seguinte lema:

Lema 4.2.1. Sejam 7' € K(H) e (\,) sequéncia de ntimeros complexos distintos em

o,(T) — {0} tal que A, — A. Entdo A = 0.

Prova. Para cada n € N considere e, € H tal que |le,|| =1e (A —T)(e,) = 0.

Mostremos que {ej, es,...,e,} € um conjunto L.I. para todo n € N. A prova é por
indugdo em n. Paran = 1 é imediato. Suponhamos {ey,...,e,} LI e ay,...an €
C tais que

a1e] + -+ apey + Opi1€pi1 = 0.

Caso a,+1 = 0 o resultado é imediato da hipdtese de inducao. Caso v, # 0
denotando a; = —«; /o, .1 para cada i =1,...,n temos que
n
Ent+1 = a;€;.
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Logo,

n n
E An106€; = Api1€ni1 = T(ent1) E a;T'(e;) E a;\ie;.
p

i=1
Segue da hipotese de inducao que a;(Ay1 — X)) =0Vi=1,...,n. Como A\,11 # \;

Vi=1,...,n segue que a; = 0 Vi =1,...,n, absurdo devido a
n
0 % €nil1 = Z&}el =0.
i=1

Portanto {ey,...,e,} é L.I. para todo n € N.

Denote W,, = [ey, ..., e, para cada n € N. Veja que
WicWC...CW, CWon & ..o,

pois como foi mostrado anteriormente e,,; € W,,1 — W, para cada n € N. Fixe
uy € Wy com ||uy|| = 1. Pelo Lema de Riesz existe ug € Wy tal que ||ug|| =1e
d(ug, W1) > 1/2. Prosseguindo indutivamente obtemos (u,,) com u,, € Wy, |lu,| = 1

e d(up, Wy,—1) > 1/2 para cada n > 2. Vejamos que (A\,I — T)(W,) C W,_; para

cada n > 2. De fato, dados aq,...,a, € C temos que
(M = T) (Za ez) =\, Zoz e; — ZQT (e;) = Z/\noziei — Z/\,-aiei
i=1 i=1
n—1

Dage; €Wy Vn > 2.
2:1

Para n > m > 2 tem-se
Wm—l g Wm C Wn—l g Wn

Note que, paran > m > 2,

HT(un) - T(um) Anttn, — T'(uy,) N AmUm — T ()

M o NG X, N
EWm N ~~ J/ NG ~~ J/
EOnI—T)(Wn) EOmI—T) (W)

Z d(una anl) 2

DO | —

79



Teoria Espectral

Isto conclui que a sequéncia (7'(u,)/\,) ndo possui subsequéncia convergente. Por
fim, suponhamos A # 0, logo, como T" € K(H), existe (u,,) subsequéncia de (u,)
tal que

T(up,) — up para algum uy € H.

Assim

Uy, T (up,) U
T k — k Y
()=t = %

contradizendo o fato que (7'(u,)/\,) ndo possuir subsequéncia convergente. Por-

tanto A = 0. ]

Os seguintes resultados (Teoremas|4.2.2| 4.2.3|e 4.2.4]) sdo importantes para o

estudo de Teoria espectral para operadores compactos (e auto-adjunto) e sdo devidos

a Riesz, Fredholm, Hilbert e Schmidt.

Teorema 4.2.2. (Teorema espectral para operadores compactos). Sejam H um

espago de Hilbert com dim H = oo e T' € K(H). Entao
(a) 0 € 0(T) e 0 € 0,(T) se, e somente se, T nao ¢é injetor;

(b) com a excecao do 0, o espectro de T' é o conjunto dos autovalores, em outras

palavras

o(T) = {0} = 0,(T) — {0};
(¢) o(T) é finito ou enumeravel com o tnico ponto de acumulagao o 0. Além disso,

dimker(A —T) <oo VAeo(T)—{0}.

Prova.

(a) A equivaléncia 0 € 0,(T") < T nao ¢ injetor ¢ imediata da defini¢do de o,(T).

Vejamos que 0 € o(T"). Se0 ¢ o(T') entao T é invertivel. Logo, pela Proposicao
propriedade de ideal [1.5.3, I = T~'T é compacto, absurdo pois contradiz o
item (c) da Proposigao ja que dim H = co.
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(b)

Dado A € o(T) — {0} temos que (A — T') ndo ¢é invertivel. Disto segue
que (Al — T) nao é injetor, pois se (A — T') é injetor entao, pelo item (c)
da Alternativa de Fredholm [1.2.1) (A — T') ¢ invertivel, absurdo. Portanto
A e o,(T)—{0}.

Considere, para cada n € N, o conjunto
A, =c(T)N{AeC: A\ >1/\}
Afirmacgao: A, é finito para todo n € N.

De fato, suponha A4,,, infinito para algum ny € N, entao existe uma sequéncia
(An) em A, com termos distintos. Pelo Teorema existe (A, ) sub-
sequéncia de (\,,) tal que A, — A para algum A > 1/ng (ja que A\, > 1/ng
Vk € N). Pelo item (b), (A, ) esta em 0,(7") — {0}, logo (pelo Lema
A = 0, absurdo pois A > 1/ng. Portanto A,, é finito para todo n € N.

Veja que
o(T) = {0} u | An.
n=1
Como cada A, é enumerével segue que o(7T) é enumerdvel. Mais ainda, se

o(T) é enumerével infinito, ou seja, o(T) = {0, A1, Aa, ...}, entao (pelo lema

(4.2.1)) A\, — 0 quando n — oo.

A prova que dimker(A —T') < oo VA € o(T") — {0} foi demonstrada no item
(a) da Alternativa de Fredholm

Lema 4.2.2. Seja T' € L(H) auto-adjunto. Entao

171 = sup{[{T(v), v)| - [[ol] = 1}.

Prova. Denotamos C' = sup{|(T'(v),v)| : |[v]| = 1}. Se T'= 0, entao ||T|| =0 = C.
Suponhamos T # 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz [[.2] temos que

(), 0)] < I T@)[lell < (17Tl
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para todo v € H com ||v|| = 1. Logo C < ||T'||. Resta mostrar que ||T'|| < C. Como
T # 0, fixemos vy € H tal que |lvg|| =1 e T'(vg) # 0. Defina

v =[T(wo)l| 700 € u= | T(v0)l|”*T(w0).
Note que ||v]|* = ||u||* = |T(vo)|?, (T'(v),u) = ||T(vo)]|* e, como T é auto-adjunto,
(T(u),v) = (u, T(v)) = (T(v),u) = | T(vo)||* € R.

Disto segue que

(T(v),u) = (T(u),v) = ||IT(vo)||".

Denotando x = u+ v e y = u — v temos que

Subtraindo estas equagoes, membro a membro, obtemos
(T(x),2) = (T(y),y) = 2T (u), v) + 2(T(v), u) = 4] T(vo) |*.
Assim, pela lei do paralelogramo ({1.4)),

AT (wo)I* = (T(x),x) = (T(y),y) < (T (x), 2)| + [{T(y), y)]
= [T /Nl /Il + K@/l v/ ly DIy
< Cllz)* + Cllyl* = C(llu+v]* + lu—o]*)

= C(2flull* + 2[v]I*) = 4C| T (wo)]-

Como T'(vg) # 0 concluimos que ||T'(vg)|| < C. Mostramos que ||T(vy)|| < C para
qualquer vy € H com ||vg|| = 1 e T(vg) # 0, disto segue que [|T(vg)|| < C para

qualquer vy € H com ||vg|| = 1 pois se T'(vg) é imediato. Portanto ||| < C. ]
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Proposicao 4.2.1. Seja T' € K(H) auto-adjunto. Entao ||T'|| ou —||T'|| é um auto-
valor de T'.

Prova. Caso T' = 0 é imediato. Suponhamos 7" # 0. Pelo Lema [4.2.2] existe
uma sequéncia (v,) em H tal que ||v,]| =1 Vn € Ne [(T'(v,),vn)] = ||T]|. Como
((T'(vp), vyn)) € uma sequéncia limitada, entao existe uma subsequéncia ((T'(uy,), u,))
com (T'(uy),u,) — X para algum A € C. Devido a |(T'(uy),un)| — ||T|| temos que
A = ||T]| ou A = —||T"||. Vamos mostrar que A ¢ um autovalor de 7. Como T' &

autoadjunto e [|u,|| =1 Vn € N, segue que

0 < || T(wp) — M ||* = (T (up) — M, T(t) — At
= 1T () I* = MT (un), 1) = Mut, T(1)) + A2 ||
<|NTIP = 2MT (un), un) + A2 — A% — 202 + A2 = 0.
Assim T'(u,) — Au,, — 0. Como T é compacto e (u,) é limitada, existe (T'(wy))
subsequéncia convergente de (7'(uy)). Logo T'(w,) — Aw, — 0 e (Aw,) converge

(pois A\w,, = T(wy,) — (T'(w,) — A\w,)) para algum wy € H. Veja que wy # 0 pois
|Aw,|| = ||T|| # 0 Vn € N. Daf

T(wg) = T(lim Aw,,) = im AT (w,,) = AMim (T (w,,) — Aw,, + Aw,,) = Awp.

m
Corolario 4.2.1.1. Seja T' € K(H) auto-adjunto. Entao
o(T) € N(T) € B, [|T]).
Corolario 4.2.1.2. Seja T € K(H) autoadjunto. Se o(T') = {0} entdao T' = 0.
Prova. Se T' # 0 entao ||T'|| € o(T') = {0}, absurdo pois || T|| # 0. n

Teorema 4.2.3. (Teorema espectral para operadores compactos e auto-adjuntos).

Sejam T € K(H) auto-adjunto, Hy = ker(T) e H; = ker(T)* com dim H; = oo.
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Entao existem uma base de Hilbert (e,) de H; e, para cada e,, A\, € 0,(T) — {0}
tais que

lim A\, =0

n—oo

T(e,) = \en, ¥n € N.

Além disso, dado v € H existe vg € Hy tal que

o0
v =19+ Z(v, €n)en.
n=1

Logo
T(v) = Z (v, en)en.
n=1

Prova. Seja (u,) uma sequéncia de termos distintos de todos os autovalores nao

nulos de 7' (existe pelo Teorema [4.2.2)) a qual satisfaz lim p,, = 0. Defina
po =0, Wy := Hy =ker(T) e W,, :=ker(u,I —T) VYn € N.

Afirmacao: H = @;2 W,,.

Vejamos que (W), ¢ mutualmente ortogonal.

De fato, dados u € W,,, e v € W,, com m # n, entao, como T é auto-adjunto,

pm(u, 0) = (T'(u),v) = (u, T(v)) = pin(u, ),

o fato que 11, = p, é decorrente da Observagao Logo (ptm — pn){u,v) =0, ou
seja, (u,v) = 0.
Considere V' o espago gerado pelos espacos (W,)02, ou seja, V' = [U,—, Wl

Devemos mostrar que V' é denso em H.

De fato, veja que T'(V') C V, pois

=0 =0 =0
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para quaisquer n € N, ap,...,a, € Ce wy € Wy,...,w, € W,. Consequentemente

T(V+) c V*, pois dado u € V4, como T é auto-adjunto, temos que
(T'(u),v) =(u, T(v))y=0 YveV.

Desta forma podemos definir Ty := T|,1 : V+ — V+. Note que Ty herda de T
as propriedades de ser auto-adjunto e compacto. Vamos mostrar que o(7y) = {0}.
Suponha, por contradigao, que existe A € (1) — {0} = 0,(Tp) — {0}, entdo existe
v € V+ — {0} tal que Ty(v) = Av. Entdo X é autovalor ndo nulo de 7', digamos
A=, comn €N. Logov € W, C V. Comov € V*NV, temos que v = 0,
contradicao. Aplicando o Corolario temos que Ty = 0, ou seja, T se anula
em V4. Daf V+ C ker(T) C V. Como VNV+ = {0} temos que V+ = {0}, e pela
continuidade do produto interno obtemos que (V)*+ = {0}. Portanto H =V, ja que
H =V @ (V)*. Ficando assim demonstrada a afirmacdo.

Para cada n € N fixe uma base ortonormal (3, de W, (existe devido a
dimW,, < o0). Como cada 3, ¢ finito, entao |J,—, 8, ¢ enumeravel. Considere
uma sequéncia (e, es, ..., e, ...) com {ey,ea, ...} = J— B, e com os primeiros
elementos de f;, os seguintes f; e assim por diante. Defina (A,) tal que A\, é auto-

valor de e, para cada n € N, entao

(An) = (H1y ooy s 02y ey 42y e ey fhy o e ey iy« - -

Como lim p,, = 0, temos que lim A,, = 0. Além disso,
T(en) = Apen, Vn €N,
Pela Afirmagao e o Teorema [I.3.3] dado v € H temos que
v = i Py, (v) = Pw,(v) + io: Py, (v) = vy + i(v, €n)€n,
n=0 n=1 n=1
onde vy = Py, (v) € Wy = ker(T"). Portanto

T(v) =T(vo) + Z(v, en)T(e,) = Z A (v, €n)en.
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Observagao 4.2.2. Se dim H; < oo, entao seguindo os argumentos da prova do Te-
orema (de forma mais simples) temos que existem uma base ortonormal (eq, . .., ex)

de H; e, para cada e,, A\, € 0,(T) — {0} tais que
T(en) = Aen Vn=1,... k.

Além disso, dado v € H existe vg € Hy tal que

k

v =1+ Z(v, €n)en.

n=1

Logo
k
T(v) = Z An (v, en)en.
n=1

Teorema 4.2.4. Seja T' € K(H) auto-adjunto com H espago de Hilbert separavel.
Entao existem uma base de Hilbert (e,) formada por autovetores de H e, para cada

en, A\n € 0,(T') tais que lim \,, = 0 e dado v € H temos que

T(v) = Z An (v, en)en.

Prova. Anéaloga a prova do Teorema até quando vamos definir a base de

Hilbert de H. Para isto use o Teorema no Hy = W, para obter 3, base de

Hilbert de Hy. Por fim considere | J,_, 3, e mostra-se, de forma analoga ao Teorema
que é base de Hilbert para H.

|

Uma consequéncia disto é que obtemos um “modelo diagonal” em ¢? para

um operador T" € IC(H) auto-adjunto com H separavel. De fato, considerando as

notagoes do Teorema defina U : H — (2 ¢ T : (% — (2 lineares tais que
Uley) =&, e T(¢,) = Aén Vn €N,

onde ¢, = (0,...,0,1,0,...) com 1 na n-ésima entrada. Sabe-se que (€,) é base de
Hilbert de ¢2. Logo
UoT=ToU (4.3)
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e U é unitario. U é unitario pois devido ao Corolario [1.3.3.1] tem-se que

U (Z(%%)%) H = lv.ellléall = vl Vv e H.

n=1 n=1

IU)]| =

Pela identidade de polarizacao temos que
(U(u),U(v)) = (u,v) Yu,v € H.
Como U é invertivel, ja que leva base em base, concluimos que
(U(u),v) = (Uu),UU () = (u, U (v)) Vu,v € H.

Portanto U ¢é unitéario.
A equagao (4.3) é um caso de (3.1), assim encontramos um modelo desta
forma: veja que T 6 um operador diagonal, como visto no Exemplo m temos que

a fungado g : N — C com g(n) = A\, é tal que g € (> ¢ T = M,. Portanto

UoT = M,oU. (4.4)

4.3 Aplicacao no principio minimax de Courant-
Rayleigh

Apresentaremos uma aplicacao para o Teorema num importante resul-
tado usado para aproximar e estimar autovalores de operadores compactos. Como
esperado, este resultado é uma generalizagao do caso em dimensao finita.

Seja T € KC(H) um operador positivo. Sabe-se pela Observacao que os

1 = oo oudimker(T)* < oo entao,

autovalores de T" sdo nao negativos. Se dim ker(7')
pelo Teorema ou pela Observacao , podemos considerar (\,) a sequéncia
decrescente de todos os autovalores nao nulos de T' (contando com a multiplicidade)
que ¢ finita (caso dimker(T)* < oo) ou infinita (caso dimker(7)* = oco) tendendo

a Zero.

M N> > A > > 0. (4.5)
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Proposicao 4.3.1. (Principio minimax de Courant-Rayleigh). Sejam T € K(H)

positivo e (\,) a sequéncia definida anteriormente. Entao

T
A= max  min (T),v) (4.6)
dimV=k vevV—{0} ||v]|?
V Cker(T)*

T
M= min  max (LEV (4.7)
dimV=k-1vev_i—{0} ||v]|?

para cada k € N com )\, definido.

1 = o0, pois o caso dimker(T)* < oo é analogo

Prova. Fagamos para dim ker(7")
com diferengas na notagao. Pelo Teorema [4.2.3] podemos fixar uma base de Hilbert
(€,,) de ker(T)* tal que dado v € H existe vy € ker(T) com

v =1+ Z(v, enyen, e T(v) = Z An (v, en)en. (4.8)

neN neN

Além disso,

(T(v),v) = Z An (v, €) ((en, vo) + Z (v, em){en, em>)

= Z Z AV, €,)(V, e )€, €m)
(T(v),0) = > Aal(v,e) | (4.9)

e pelo Corolario [I.3.3.1] temos que

oll* = (v, ea) . (4.10)

neN

Denote, para cada k € N, Vi, = [e1,...,e,]. Mostremos (4.6). Fixe k¥ € N. Dado
v € Vi, por ([1.9), (.5) e , temos que

k k
(T(v),0) = > Aal(vsead? =D Aal(vsea P = MY (o ead P = Aalolf*.

neN

Logo
T
me L@
veVi—{0}  ||v]|?
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Veja que este infimo é atingido quando v = e;. Assim

min Tw),v) = g (4.11)

veVi—{0}  ||v]|?
Disto segue que
T
A < sup min M (4.12)

dimV=k vev—{o} |lv[?
V Cker(T)+

Observe que este minimo ¢ atingido devido a fungao (7°(-),-) : V' — R ser continua,

S0, 1] ser compacto e

T
IO B <T (_) ,L> it (T(0), )
vevV—{0} ||v]| veV—{0} l|v]] [v| veS[0,1]
para qualquer V C ker(T')* com dimV = k.

Afirmagao 1: Dado V C ker(T)* com dim V' = k existe vy € V — {0} tal que

Supondo provada a Afirmacao 1 concluimos que

T
AL > sup min M
dimv=t vev—{0} |v]|
V Cker(T)+

Disto e (4.12)) segue que
(T'(v),v)

A, = su min
k dimVp:k vev—{0} ||v||? 7
V Cker(T)+

e como este supremo é atingido quando V' = Vj, vide (4.11]), obtemos .
Provemos agora a Afirmagao 1. Seja V' C ker(T')* com dim V = k. Considere
a projecao ortogonal sobre Vj (ﬁk : H — V) restritaa V (P, = ﬁk|v V= V).

Caso 1: Py nao é injetor.

De fato, seja vy € ker(P,) C V ndo nulo. Entdo vy € V — {0} e Py(vo) = 0, ou seja,

vy € (V NV;-) — {0}. Portanto, por (4.9), e ([4.10),

(T(v0),v0) = D Aul(vo,ea)? = Y Mal{vo,en)* < Aialleol® < Aelvoll*.

neN n=k+1
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Caso 2: P, é injetor.

De fato, como dimV = dimV, = k < oo temos que P, é bijetor. Assim existe

v € V tal que Py(vg) = ex. Note que
vo = ex +vg — Pr(vg) = ex + w
onde w = vy — P(vg) € V;t. Portanto, por T ser auto-adjunto,

(T'(v0), vo) = (T'(ex), ex) + (T(w), ex) + (w, T(ex)) + (T (w), w)

= A\; + 2(w, )\kek> + <T(w>, w) = A\ + Z )‘n‘<w? 6n>‘2

neN
<At Ak D [wen)® = M+ Mallwl® < e (llexll? + [[w]?)
n=k+1

= Ak (llexll® + 2(er, w) + [wl*) = Axllex +wl* = Aeflwol|*.

Ficando assim demonstrada a Afirmagao 1 e (4.6]).

Mostremos ([£.7). Fixe k € N. Dado v € V;-, — {0}, por (.9)), ([£.5) e (4.10)),

temos que

(T(v),0) = > Aal(vseadP <D Ael(wen)® < XD v, en)l® = Aello]”

neN

Logo
T
wp W0
veVt | —{0} Il

Veja que este supremo é atingido quando v = e;. Assim

max T, v) = k. (4.13)

’I)GVkJ;l*{O} ||/U||2

Disto segue que

T
A > inf max (T, v) : (4.14)
dim V=k—1veV<L-{0} ||U||2

Observe que este méaximo ¢ atingido devido a funcao (T°(-), ) : V' — R ser fracamente

continua e B[0, 1] ser fracamente compacto (para mais detalhes consulte [3]).
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Afirmagao 2: Dado V C H com dimV = k — 1 existe vy € V+ — {0} tal que

(T(vo), vo)

[[vol[?

> A

Supondo provada a Afirmacao 2 concluimos que

T
M inf om0
dim V=k—1 eV L —-{0} HUH2

Disto e (4.14)) segue que
(T'(v),v)

M\ = inf max ———o—,
dim V=k—1vevV<i-{0} HUH2

e como este infimo é atingido quando V' =V}, vide , obtemos .

Provemos agora a Afirmacao 2. Seja V' C H com dimV = k — 1. Considere
a projecao ortogonal sobre V' (@k : H — V) restrita a Vj, (Qr = ka"/k Ve = V).
Como dimV = k—1 < k = dim Vj, existe vy € Vi—{0} tal que Qx(vo) = Qx(vo) = 0,
ou seja, vg € (Vi NV+) — {0}. Portanto,

(T(v0),v0) = D Aal(vos en) = A D 1{vo, ea) P = Ao,

neN n=1

Ficando assim demonstrada a Afirmacao 2 e (4.7)). [
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