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RESUMO

Nesta dissertagao, usamos o modelo de Gumbel; Inicialmente obtivermos a matriz de
informacao de Fisher e a escrevermos na sua forma matricial, depois calculamos os
cumulantes de segunda e terceira ordem, posteriormente derivamos os cumulantes de
segunda ordem com respeito aos parametros. Em seguida, subtraimos das derivadas
dos cumulantes de segunda ordem os cumulantes de terceira ordem e substituimos
estes valores na expressao de Cox e Snell para obtencao da correcao do Viés. Utili-
zamos a férmula encontrada em Cox and Snell (1968), pois a partir de tal resultado,
podemos definir um estimador corrigido 6, = 6, — B(6,), onde B(6,) ¢ o viés es-
timado de éa, onde éa tem viés de ordem O(n™?). Logo & medida que o tamanho
amostral n aumenta, esperamos que o viés de 0, aproxime-se mais rapidamente de
zero que o viés de 6,. Faremos a correcao do viés para o modelo de Gumbel com

censura tipo I e tipo II.

Palavras Chave: Gumbel, censura tipo I, censura tipo II.
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ABSTRACT

In this thesis, we use the model of Gumbel; Initially we had the Fisher information
matrix and we write in a matrix form, then calculated the second- and third-order
cumulants later derive the second order cumulants with respect to the parameters.
Then we subtract the derivatives of the second order cumulants the third order
cumulants and replace these values in the expression of Cox and Snell to obtain the
correction of bias.We use the formula found in Cox and Snell (1968), because from
what outcome we can define a corrected estimator 6, = 8, — B(6,), where B(0,) it
is the estimated bias 6,, where 6, has order bias O(n~?). As soon as the sample size
n increases, we expect the bias 0, approaches zero faster than the bias 6,. We will

correct the bias for the model with censorship Gumbel type I and type II.

Palavras Chave: Gumbel, censorship type I, censorship type II.
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1 INTRODUCAO

A distribuicao de valor extremo, assim denominado por Emil Julius
Gumbel (1891-1966), é conhecida como distribuigdo de Gumbel e distribuigao log-
Weibull. Os primeiros problemas envolvendo o valor extremo surgiu das inundacoes;
sua importancia economica foi notavel desde o surgimento da economia agraria, es-
sencialmente nos que se baseava no fluxo de adgua e hidrovias, pois este era o prin-
cipal sistema de comunicagao da época. Sua importancia se destacou ainda mais
na economia industrial com a construgao de usinas hidroelétricas e reservatorios
para irrigacao e luta contra erosao. O que incentivou o estudo deste tema, foi a im-
portancia social do controle do fluxo de 4gua. A natureza estatistica desde problema
fez com que os procedimentos empiricos usados inicialmente fossem substituidos por

métodos derivados da teoria dos valores extremos.

Esta teoria tem atraido cientista das mais diversas areas, como por
exemplos as engenharias (naval, edlica, civil), meteorologia, geologia, estatistica
populacional e outras. Em Kotz and Nadarajah (2000) podemos encontrar algumas
aplicagoes, como por exemplo, terremotos, corridas de cavalo, tempestade, filas de
supermercados, correntes maritimas, velocidade do tempo. Os recentes desastres
naturais, por exemplo o furacao Katrina, o terremoto do Japao, os deslizamento de
terra e as inundacoes devidas as fortes chuvas ocorridas na Australia, paquistao e
Brasil, além das crises financeiras e vazamentos de 6leos demonstram a necessidade

de um estudo nas previsoes destes fenomenos mais complexos.

Nesta dissertacao, apresentamos um modelo geral de regressao de valor
extremo, e formulas para o vieses de segunda ordem das estimativas de maxima
verossimilhanca (EMVs) dos parametros do nosso modelo. Quando o tamanho da
amostra ¢ grande, os vieses da EMVs sao despreziveis, uma vez que em geral, sua

, _ - s - _1
ordem ¢ O(n~1), enquanto os erros padrao assintéticos sao de O(n~2). Como sem-



pre, porém, a correcao do viés é importante enquanto o tamanho da amostra é
pequeno. Na literatura, muitos autores tem obtido expressao para os vieses de se-
gunda ordem das EMVs em uma variedade de modelo de regressao. Box (1971)
obtém uma expressao geral para o viés n~! em modelos nao-lineares multivariados
com matrizes de covariancia conhecidos. Young and Bakir (1987) mostra a utili-
dade da correcao do viés para o modelo de regressao log-gama generalizado, que
tem como caso particular o modelo linear de regressao do valor extremo. Cordeiro
and McCullagh (1991) obtém uma férmula geral matricial para a corre¢ao do viés
nos Modelos lineares Generalizados (MLGs). Cordeiro and Vasconcellos (1997) for-
necem férmulas matriciais para o viés em modelos nao-lineares multivariados com
erros seguindo distribuicao normal. Este resultado ¢ estendido por Vasconcellos and
Gauss (1997) para cobrir modelos heteroscedésticos, enquanto Cordeiro et al. (1998)
calcularam o viés de segunda para o modelo nao-linear de regressao t-Student uni-
variado. Vasconcellos and Cordeiro (2000) obtiveram uma expressao para o viés de
segunda ordem para o modelo de regressao nao-linear multivariado t-Student Cor-
deiro and Botter (2001) obtiveram férmulas gerais para o viés de segunda ordem das
EMVs em MLGs e Modelos Nao Lineares Generalizados (MNLGs) com covariaveis
de dispersao, respectivamente. Ospina et al. (2006) calcularam o viés de segunda
ordem das EMVs para o modelo de regressao linear beta. Recentemente, Simas
et al. (2010) obtiveram os vieses de segunda ordem para o modelo geral de regressao

beta.

Ao realizar inferéncia estatistica a partir de dados obtidos em testes
de confiabilidade, muitas vezes nos deparamos com amostras onde nem todos os
tempos de falha desejados sao observados. Esses casos sao denominados censuras,
isto é, sao observagoes parciais em um estudo interrompido por alguma razao, nao
permitindo que as observagoes completas do tempo de falha sejam obtidas. Censuras
sao recorrentes em processos de analise de sobrevivéncia, onde o tempo e o custo de
tais experimentos sao limitados, ou por diversos outros motivos alheios ao estudo e

as condicoes impostas sobre o objeto de estudo.



Faremos nosso estudo baseado no artigo de Barreto-Souza and Vascon-
cellos (2011), onde encontramos a corregao do viés da distribuigado de Gumbel sem

censura.

O Capitulo 1, iniciamos usando o modelo de Gumbel, calculamos a
funcao geradora de momentos, a esperanga, variancia e temos a construgao da ve-

rossimilhanca com censura tipo I e tipo II.

O capitulo 2, esta organizado em secoes, primeiramente, usando o mo-
delo de Gumbel com censura tipo I, obtemos a funcao log-verossimilhanca, a funcao
Escore e a matriz informacao de Fisher; Na Secao 1, fizermos a corregao do viés com
censura tipo I de um EMVs, utilizando a férmula de Cox and Snell (1968), na Secao

2, estudamos a correcao do viés com censura tipo I de um EMVs de p e ¢.

O capitulo 3, esta organizado da mesma forma que o capitulo 2, sé

trocamos a censura tipo I pela censura tipo II.



2 CONHECIMENTOS PRELIMINARES

Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicao de Gumbel, que possui

funcao de densidade de probabilidade dada por

9(y; 1, 0) = %exp <%) exp <— exp (%)) ; y €R. (2.1)

onde Y ~ EV(u,¢), com p € R e ¢ > 0 sao parametros de localizagao e escala,

respectivamente.
A funcao geradora de momentos de Y é dada por

E(exp (tY)) = exp (tu) T(1 + ¢t), com t > —¢ 1. (2.2)

Assim, temos a esperanca e a variancia de Y dada por

EY) = p—19, (2.3)
V) = T (2.4)

respectivamente, onde y é a constante de Euler, v = lim, o (30, + —logn) ~

0,5772, podemos verificar os fatos (2.2), (2.3) e (2.4) no Apéndice(A).

Definig¢ao 2.1 (Construgao Da Verossimilhanga Com Censura Tipo I). Su-
ponhamos que temos uma amostra X, ..., X, aleatoria stmples da varidvel aleatoria
X; Denotaremos a fun¢do de densidade de probabilidade por f(x) e a fungao de dis-
tribuicao acumulada por F(x). Representamos a censura tipo I, pelo par (y;, ;) com
yi = min(z;, T;),

0; x; >1T;

0; = , para i =1,...n. (2.5)
L o <7

onde 9; € a variavel indicadora da censura e T; € o tempo de censura relacionado a

observagao. Denotaremos o vetor de parametros desconhecidos por ¥ = (4, ...,U)).

4



Assim, a expressao da verossimilhanca €é:

n

L(X9) = [T f()-

=1

Denotaremos, a parte observada sem censura de X = (x1,...,x,) por
W = (wy,...,wn) e com censura por Z = (Zyi1, ..., 2n) com z; > T;. Integrando

L(X|9) com respeito a Z, obtemos
L(W;Q?):/L(W, 7:9) dZ:/L(W;ﬂ)L(Z;ﬁ) iz
= L(W; 19)/L(Z; 9)dZ
= ﬁ f(w; / H f(zj)dz;

i=1 2>Tj j=m41
= w; zi)dz;,
14 >j13+1/zj>ij< J)dz;
—_ i 1— Nz
Z-I;Ilf(w )j=1;1+1 [ /Zj<Tj 1) Z]]
=[[rw) I] 0-F@),
=1 J=m+1

usando a notagao (y;,6;) com y; = min(x;, T;) e a expressio (2.5), temos a sequinte
forma para a verossimilhanca com dados censurados (censura tipo I)

n

L(y, 6;0) = [T [f W)™ [1 = Fya)]™ . (2.6)

i=1

Para maiores informagoes veja a referéncia Park and Lee (2012).

Definicao 2.2 (Censura tipo II). Sejam Ti,...,T,, varidveis aleatdrias indepen-
dente e identicamente distribuidas que caracterizam tempos de falhas, com func¢ao
densidade de probabilidade e fun¢ao acumulada dadas por f(-;9) e F(+;19), respecti-
vamente, onde ¥ € um parametro. Seja m < n o numero pré-firado de falhas obser-

vadas. Uma amostra sob esquema de censura do tipo II é uma amostra Xy, ..., X(n)

5



tal que X1y, ..., X(n) sao estatisticas de ordem definidas por

Ty, se T < T
Xy =
T(m), se T(i) > T(m),

onde T,y € o tempo de vida aleatdrio da m-ésima falha.
Obtemos agora a funcao de verossimilhanca para o parametro v. Con-

siderando (1), ..., T(n) 05 valores observados de X(yy, ..., X(n), a fun¢ao de verossimi-

lhanga para este modelo com m falhas observadas € dada por

n! m n
L(v) = =)l [T f@e:n] T - Flam))]. (2.7)
i=1 i=m+1
onde T(1) S T(z) <00 X T(m) € Tm1) = 0= T(n) = T(m)-

Para maiores informagoes veja a referéncia Park and Lee (2012).



3 CORRECAO DO VIES DO MODELO DE
GUMBEL COM CENSURA TIPO I

Seja Y7, ..., Y, uma amostra aleatoria, onde cada Y; seja independente
com fungao de densidade de probabilidade dada por (2.1), com parametro de loca-
lizagao p; e parametro de escala ¢;, parat = 1,2, ..., n. Suponha que as componentes
de ambos os vetores paramétricos pu = (1, ..., in)? € ¢ = (¢1, ..., ¢,)T variam de

acordo com as observagoes através do modelo de regressao nao-linear.

O modelo de Gumbel com covariadas para a localizacao e escala é de-

finido por (2.1) e por dois componentes sistematicos dados por

9( )—Th fl(X B), 92(¢) =12 = fz(Z 9) (3-1)

onde 8 = (B1,...,8p)" e 8 = (4,...,0,)" sdo vetores de parametros de regressio
desconhecidos a serem estimados (f € R e 0 € R?). Aqui, fi(X;05) e f2(Z;0)
sao fungoes de classe C® (possivelmente nio lineares). Finalmente, g;(+) e ga(+) sao
funcoes de ligacao conhecidas mondtonas e trés vezes diferenciaveis com dominios
R e R, respectivamente. Sejam X e Z matrizes n X p e n X ¢ com posto(X) =p e

posto(Z) = ¢, respectivamente; X e Z nao sao necessariamente diferentes.
Sabemos que a fungao acumulada de (2.1), é
Gly) =1—exp (— exp (%)) , (3.2)
isto ¢ verificado no Apéndice(A).

Considere ¥ = (3, 0) na expressao (2.6), ¢ usando as expressoes (2.1) e

(3.2) na expressao (2.6), obtemos a seguinte expressao para a verossimilhanga

sonor=fl[[fom (252 o o] (2]

7



Agora, calcularemos a fungao log-verossimilhanca, basta aplicarmos a

funcao logaritmo na expressao acima, assim

I =log(L(y,d; 8, 9))

=log <H Lﬁl@ {exp (51-
i=1 L%
’ 1

T[] [ (52 (252))]) o (—“—@hxp(“;ﬁi))ﬂ

com ji; e ¢; definida por (3.1).

A fungdo escore ¢ definida por U = U(83,0) = (01/087,01/06")T. Seja
— 1)/ 9i) (yi —

y; = exp(yi/ i), p; = exp(pi/d:) e vi = 0;(=1—(yi — pi) /&) +exp((ys
i)/ di, para i = 1,...,n. Temos que

Us(5,9) f;  Opgdm; 0857 Il

= — = =1,...,q.
UJ(B? 9) ae] a(bz dT]QZ ae] Y J ? ) q

Logo,

Ol x~ 1 oo cdp O
Us(B,0) = 2= =D —— (7 = i) 520 j=1,..

aﬁj i—1 17 i

1 do; On;
= E =1,..
UJ(ﬁv 9) aeJ p ¢Z an’L 80] ) J ) » 4,

dny; aﬂj

n

8




para mais detalhes ver o Apéndice(B).

Em notacao matricial, temos que

ol
U](/679) 8ﬁ _XTQ 1M1u17
j
e
ol ~r
UJ(B76) a/BJ — S Q M2U17
T
onde os vetores de ordem n X 1, uy :( 01 + exp <y1 ’“) ey =0y, + €XP y"(;—ﬂ“”)) ,
v1 = (v1,0g,...,v,) € as matrizes X = (%’gj) de ordem n x p, S = %)J de

ordem n X ¢, e as matrizes de ordem n x n, Q = diag(¢;), M; = diag (jﬁ) e
M, = diag <d¢‘ )

Os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros 5 e 6
sao obtidos resolvendo o sistema nao linear U = 0 e nao ha uma forma fechada para
tal solucao; Portanto, utilizamos um algoritmo de optimizagao nao linear, como
o algoritmo de Newton ou quase-Newton, para encontrar estimadores de maxima

verossimilhanca.

A matriz informacao de Fisher é dada por

1 vl v YTt ©
K’:K’(ﬂ 9): Kéﬁ K,Be _ X WBBX X W,@es
Ky K STWi X STW§S

onde, usamos as seguintes matrizes diagonais para obtermos a matriz de Fisher,

Wﬁlﬁ = diag (;21 <%>2> |

— 2h3; + hs; + 2hy;) s\
(bz? <d772i>

—hy
Wy, = diag (( !

Qﬁ? dny; dna;
3

Fons
Wy = diag <( 41)1’*—2‘%) :

9



A inversa da matriz de Fisher é dada por
K}, K}
(K = @) @e=| 77
Kgs K
Definimos as matrizes X e Wl com dimensoes 2n X (p + q) e 2n X 2n
respectivamente, com
' 1 1
0 3 Wi W

Entao podemos escrever a matriz de Fisher como

K = XTW.X.

3.1 Correcao Do Viés De Um EMVs

Nesta secao, obtemos uma expressao para os vieses de segunda ordem
dos EMVs dos parametros do modelo geral de regressao do valor extremo usando
Cox e Snell (1968). As derivadas parciais da log-verossimilhanga com respeito as
componentes dos vetores desconhecidos [ e 6 sao indicados pelos indices {7,1, ...}
e {J,L,...}, respectivamente. Assim, definimos U; = 01/0B;, Uy = 0l/00,, U;L, =
D?1/0B;00r, Ujny = 0°1/0B;008,00) e ete. Para denotar os cumulantes das derivadas
parciais acima, usamos a notagao introduzida por Lawley (1956): k; = E(Uj),
ki, = E(U;U)), ki = E(UUp) e ete, em geral k's sao da ordem de O(n). As

derivadas destes cumulantes sao denotadas da seguinte forma k:](;n) = 0kji/0Pm,

k(M) _

i Okj; /00y e etc. Nem todos os k’s s@o necessariamente independentes. Seja

kit = —kit e kM = —k7L os elementos de seus respectivos inversos Kgs e Kgg que

sao O(n™1).

A férmula de Cox e Snell (1968) pode ser usada para obter o viés

segunda ordem do EMV para a a-ésima componente do vetor paramétrico 7 =

10



(Ths oo Tpig) = (BT,67), a qual é dada por

B(7) = > KR Lk = S+ 30 kR LG — i |

jdm Jl,m

e 2k (k) = o o 3 KR {110~ b
7,Lym 3.t M

+ 3 kR {kf,@ - %km} + > kR {kfff) - %k‘ﬂM}
J,L,m JU,M

DI e ) D DL R C AR T S
i J,L,M

Os parametros § e # nao sao ortogonais. Assim as entradas da matriz

W3 nao sao todas nulas. Por isso, todos os termos em (4.2) devem ser considerados.

3.2 Correcgao do viés dos MLEs para o modelo de Gumbel

com censura tipo I

Usando a expressao (4.2) e utilizando algumas manipulagoes algébricas,
que pode ser encontrada no Apéndice (B), podemos obter uma expressao para o viés
de segunda ordem de B e § na forma matricial:

Bi(B) = KY*X" [W{Zpg + W3Dls + (W5 + W5) Zigq + WiDjy + WiZgy] L

+ KPS (Wi Zhy + WiDl + (Wi + W) Zhey + WiZsy + WaDy] Luxi, (3.4)

By(0) = K{"X™ [W{Zy + WDy + (Wy + W) Zhga + WiDly + WiZpy] Luxa
+ KPST [WiZhy + WiDly + (Wi + W) Zhgq + WiZpy + WDy Lusr,  (3.5)
onde W] = diag{w}y,...,w,,} para i = 1,..,n e k = 1,...,9, 1% denota um
vetor com n entradas igual a 1, Zp, = diag( X KPP XT), Zapq = diag(X KPP ST,

11



Zy = diag(SK{°ST), Dy = diag(dys, ...,d,s) e Dy = diag(dyg, ..., d.,) com diz =
tr(XKP?), &y = tr(SK?), X; = (0°mi/0B;8)0 ¢ S; = (0%12i/060,0L);, para
1=1,...,n.

Considere os vetores de ordem (2n x 1), §] e 0, como

(WiZsa + Wy + W5) Zisga + W7 Zgal lnxa
(W3 Zsa + (We + W7) Zigq + WeZga lnxa

8 =

(WD + WiDgllnxa
(WiD + Wi DL

0y =

os blocos inferiores de ordem p X (p + ¢) e superior de ordem ¢ x (p + q) da ma-
triz Ky (7)"" por K7 = (KPP k?) e K0 = (K?k%), respectivamente. Com estas

expressoes, podemos escrever o viés de segunda ordem de B\ e § como
Bi(B) = K{"X" (5, +65) e Bi(d) = K{"X" (5] + &), (3:8)

respectivamente. Entao, por (3.8) concluimos que o viés de segunda ordem do EMV

do vetor conjunto 7 = (B\T, §T) possui a forma

Bi(7) = K{'XT(8) + 64) = (XTWiX) ' XT (8] + 6%).

Definindo | = W{léi el = W{lég, assim
By(7) = (XTWAX) "XTWA(E + &), (39)
A férmula (4.8) mostra que o viés de segunda ordem de 7 e facilmente
obtida com os vetores dos coeficientes de regressao na forma de regressao linear de

&1 e & nas colunas de X com W, sendo a matriz peso. Podemos expressar (4.8)

como
Bi(7) = Byi(T) + By(7),
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com B (7) = (XTW,X)'XT W] e BY(F) = (XTW,X) ' XTW, &,

Se &, = 0, a formula (4.8) dé o viés de segunda ordem para Modelos
Lineares de Valores Extremo de Regressao com covariavéis de dispersao linear. Por-
tanto, B (7T) e B4(T) podem ser considerados respectivamente, como a linearidade e

nao-linearidade em termos do viés total.

3.3 Correcao Do Viés De Um MLEs De 1 e ¢

Primeiramente, expandimos as fungoes 7; = fi(z7, B\) e g = folaxl é\)
dado em (3.1) em série de Taylor até a segunda ordem em torno dos pontos [ e 0,

respectivamente, obtemos

i —mi = XI(6—8) + (6 B)TX (B — B) + o, (|(B - B)II?)

- o 1 ~ =~ ~
Mi = i = 5; (6 = 0) + 5(6 = 6)"Si(6 — 0) + 0,(1I(6 — O)]°)

onde X; e S; s@o a i-ésima linha das matrizes X e S respectivamente. Assim, os

vieses de segunda ordem de 71; e 7)5; na notacao matricial sao dados por
__ >~ 1 __ ~ ~ 1
B(nlz) = XB(B) + EDﬁlnXI € B(T]m) = SB(@) -+ §D91n><1
Vamos agora expandir as funcoes fiy; = g; (1) e qgli = g, (1) em

séries de taylor até a segunda ordem, em torno dos pontos 7y; e 19; respectivamente.

Com isto, segue que

N du; 1d?p; _
Hi — iy = (7711 i) + 5 (7711 771z‘)2 + Op((nli - 7711‘)2)
dny; 2 dny;
e
d¢z —~ 1 2¢z

Gi — b = —— (i — 7o) + (21 — 126)* + 0p (735 — m22)?)
ani

Qd;

13



Assim, obtemos os vieses de segunda ordem de 7i; e ¢;

. d d? d d?o;
B(R) = BUR) P 4+ LVar(i) TH o B(G) = BOR) G2 + Var() +%
d i d 1z d Ups d 21

(3.10)

A férmula anterior ird nos fornecer uma expressao para os vies de se-

gunda ordem do EMVs de u e ¢, em notacao matricial, fica como segue

. 1 ~ 5
By (fi) = B {Ml 2X Bi(8) + Djlpxa] + ZfIBdTllnxl}

e
Bu(3) = 5 { MoI25B1(B) + Dyloer] + Z4aTylr }
Para o modelo de regressao dos valores extremos, usando (3.8) temos,
Bu() = 5 { MR KE KT+ 8+ Dyl + Z3,Ti Lo
e

Bi($i) = {M2 28K X7 (8] + ) + Dylust] + Zg Tl }
Definimos as matrizes diagonais T} = diag {d*u;/dn};} e To = diag {d*¢;/dn3;}
de ordem n.

Os estimadores corrigidos 7i = 7i — By () e ¢ = b — El(gg) de pe ¢
respectivamente, tem viéses de ordem O(n~?), onde El() denota o EMV de Bj(+),

isto é, os parametros desconhecidos sao substituidos por seus EMVs.
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4 CORRECAO DO VIES DO MODELO DE
GUMBEL COM CENSURA TIPO II

Seja Yy, Ys, ..., Y, uma amostra aleatoria, onde cada Y; tem a funcao
de densidade de probabilidade dada por (2.1), com parametro de localizagao p; e
parametro de escala ¢;, para i = 1,2, ..., k. Suponha que os componentes de ambos
os vetores paramétricos p = (fi1, ..., ftn)? € ¢ = (é1, ..., ¢,)T variam de acordo com

as observagoes através do modelo de regressao nao-linear.

O modelo de Gumbel com covariadas para a localizagao e a dispersao

é definido por (2.1), seja X e Z as matrizes de dados, onde

X; = (Xi1, ..., Xjp) denota a i-ésima linha de X

Zi = (Zu, ..., Zip) denota a i-ésima linha de Z.

Definimos

g1(pi) =i = fL(Xi; B) e galdi) = nai = f2(Zi;0), (4.1)

onde 8 = (B1,...,8p)" e 8 = (64,...,0,)" sdo vetores de parametros de regressao
desconhecidos a serem estimados (5 € RP e § € R?). Aqui, fi(X;;0) e fo(Z;;60)
sao fungoes de classe C® (possivelmente nio lineares). Finalmente, g;(+) e ga(-) sao
fungoes de ligacao conhecidas monotonas e trés vezes diferenciaveis com dominios
R e R, respectivamente. Sejam X e Z matrizes n X p e n X ¢ com posto(X) =p e

posto(Z) = q, respectivamente; X e Z nao sao necessariamente diferentes.

Obtemos Y1, Ys,,...,Y,,; observacoes independentes e identicamente
distribuidas. A censura tipo II é feita em cima de cada coluna da "matriz” Y = {Y;}
coms=1,2,...n;et1=1,2, ..., k. Observe que Y como definido anteriormente nao

¢ matriz, pois o nimero de elementos das linhas variam com a coluna.
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Assim ordenamos,

YV(Lni) < YV(2,ni) <. < }/(r,ni) <. < Y(r,ni)'

Como Y1), Y2ns)s s Yrmg)s -or Y(rmy) €Stao sob censura do tipo II, a
funcao de verossiminhanca de Gumbel com censura tipo II, é abtida tomando ¥ =
(B3,0) na expressao (2.7) é usando (2.1) e (3.2) na expressao (2.7), obtemos

(ﬂv - Hf Sm 57 H( (3/(1”71 B? ))

s=r+1

Vioms 6:0) [1 = F(¥iewy; 6,0)]"

Como os Y7, Y5, ..., Y}, sao independentes, temos
k
L(B,0) = [ [ L:(8.6).
i=1

Aplicando a fungao logaritmo na expressao anterior, iremos obter a

funcao log-verossimilhanga, dada por

k

[ =1log(L(8,0)) =Y _1i(B,0),

i=1

onde, [;(3,0) = log <(n ) )—i—Zlog (s.m5); B, 0) 4+ (ni—71)log(1— F (Y(r.n,); 5, 6)).
Dessa forma, temos

k
I =log(L(B,9)) = ZW, 0)

-3 o () + o [ (M5 o (- (=) )]
jni_mog <exp (_emp<y<w )))] |
-2 [l () + S () # 20 (1) - S (o)

s=1
y(r,ni) 2% ):|
—(n; —r)exp | ———~——
( ) < bi

16



gllog( >-> “"g@+2( )—Zexp<y<>—#>

—(n; — 1) exp <W>] 7

com ji; e ¢; definida por (3.1).

A funcdo escore é definida por U = U(j3,0) = (01/08%,01/907). Te-

mos que
U;j(B,0) = — = =1,..,p.
](ﬁ? ) 86] auz d7717, aﬁj ) ) P
= — = =1,...,q
UJ(B? 9) ae] a(bz dT/QZ aeJ ? J ? ) q

ol 1
U;(B,0) —8—@—; [@

com j=1,....p.

- s,n;) — M rns) — Mi du; i
—r+zexp <y( 7 (; M) + (ny —r)exp (y( ) Hz)H ts O
——1 7 7

(o dni; 0B;

e
ol : Y(s, )—u Y(sn) — i\ ((Y(sni) — M
Us(6,9) 89JZ.Z:[¢1 TJFZ{ < )+exp< bi >< i ﬂ
o y(r,ni) — M4 y(r,ni) — M4 d¢z 87721
o 7ﬂ)exp< i ) < b )H dni 00’
com J =1, ..., q. Para mais detalhes ver o Apéndice(C).
Em notagao matricial, temos que
ol
U;(B,0) = =< M1U51+X Myu,q,
aﬁj
e
UJ(B? ) - S MQUsl + S MQUrla
9B

onde os vetores de ordem k x 1,

B (23 D e () S e () ),
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s=1

T s
"y nl - T Y(r,n ) 11 nE — T Y(riny) —Hk
= (3 0 ()3 ) o (semme ),
— P oy
s=1
s
(U(s nl) Hl) + ZQXP (y(s nl) Hl)

T

Zq%_i(y( 1) Mk)-f-Zexp(wm") M)>7
s=1

5=

s=1

(¢]

T r
T (n1—1) (y('r'.nl)_,u'l) ( 1) ul) (ng — 1) k) B Y(rny,) —HE
Vp1 = ( exp ] b ’Z €xXp Dr 9
. b1 ! — O .

;=1 s=1

26; a5,
matrizes de ordem k x k, M, = diag <d“1’,> e M, = diag (d@)

e as matrizes X = (%> ~de ordem k x p, S = (%> de ordem k X ¢, e as
J

)

Os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros 5 e 0
sao obtidos resolvendo o sistema nao linear U = 0 e nao ha uma forma fechada para
tal solugao; Portanto, utilizamos um algoritmo de optimizagao nao linear, como
o algoritmo de Newton ou quase-Newton, para encontrar estimadores de maxima

verossimilhanca.

A matriz informacao de Fisher é dada por

K = K(5.0) K3z Kjy _ XTWi X XTWg,S
K2, K3 STWEX  STWS

. 1 " d/,bz 2
Wy = diag (E [Z Qs+ (ni — T)Qm’] <d771‘> ) ;
toLs=1 v

r

) 1 do; ?
Wy, = diag <E [—Ch — Z(ZQQsi — Grsi — 2G5si) + (ni — 1) (qsri + 2(]6ri)] ( ¢ > ) ,

s=1 d772i

dp; do;
dny; dng;

onde,

e

: 1 -
Wy = diag (E —q1+ Z((Bsi + Gssi) + (i — 7)(ori + Gari)
v s=1

A inversa da matriz de Fisher é dada por

-1

2 2
K Kz

(K//)—l — (K”)_l(ﬁ,H) —
K3y Kj
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Definimos as matrizes X e W com dimensdes 2k x (p+q) e 2k x 2k

respectivamente, com

X 0 _ w2, W2
X = e Wy = AR TR
0

< 2 2
S Wiz Wiy
Entao podemos escrever a matriz de Fisher como

K" = XTW,X.

4.1 Corregao Do Viés De Um EMVs

Nesta secao, obtemos uma expressao para os vieses de segunda ordem
dos EMVs dos parametros do modelo geral de regressao do valor extremo usando
Cox e Snell (1968). As derivadas parciais da log-verossimilhanga com respeito as
componentes dos vetores desconhecidos [ e 6 sao indicados pelos indices {7,1, ...}
e {J,L,...}, respectivamente. Assim, definimos U; = 01/0B;, Uy = 0l/00,, U;1, =
D?1/0B;00L, Ujny = 0°1/0B;00,00) e ete. Para denotar os cumulantes das derivadas
parciais acima, usamos a notagao introduzida por Lawley (1956): k; = E(Uj),
ki, = E(U;U)), kyim = E(UUp) e ete, em geral k's sao da ordem de O(n). As

derivadas destes cumulantes sao denotadas da seguinte forma k:](;n) = 0kji/0Pm,

k(M) _

i Okj; /00y e etc. Nem todos os k’s s@o necessariamente independentes. Seja

kit = —kit e kM = —Ek7L os elementos de seus respectivos inversos Kgs e Kgg que

sao O(n™1).

A férmula de Cox e Snell (1968) pode ser usada para obter o viés

segunda ordem do EMV para a a-ésima componente do vetor paramétrico 7 =
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(Ths oo Tpig) = (BT,67), a qual é dada por

B(7,) =Y kK™ {kj(;”) - %kzﬂm} + kR {ksz) - %kﬂm}
Jlm

Jlm
DL R AR T S S KT R 1o
j,L,m j?lvM
£ 3 Rk R — ks o+ D0 KR {RG — Bhu |
J,L,m JI,M
+ Z keI M {kj(]Lw) — %kjLM} + Z K kMM {k%) - %kJLM} (4.2)
4,L,M J,L,M

Os parametros § e # nao sao ortogonais. Assim as entradas da matriz
W3 ndo sao todas nulas. Por isso, todos os termos em (4.2) devem ser considerados

o que faz derivacao ser mais forte.

4.2 Correcao do viés dos MLEs para o modelo de Gumbel

com censura tipo I

Usando a expressao (4.2) e utilizando algumas manipulagoes algébricas,
que pode ser encontrada no Apéndice (C), podemos obter uma expressao para o viés

de segunda ordem de ,/6\ e 0 na forma matricial:
Bo() = KPXT WY 24y 4 WY D)+ (W3 + W) Zha + WY DG+ WAZ5] 1

+ KYPST (Wi Zl, + Wi Dl + (W + Wi Zigq + Wi Zity + Wi D] Ly,

(4.3)
(&
By(6) = KSPXT [W{' Zsy + Wy Dy + (Wi + W) Zgy + Wi Dy + W2 Zi] Ly
+ K§9ST (W3 Z3y + WD+ (W¢ + Wi Zigeq + WE Zgy + Wi Dy | Lnxa,
(4.4)
onde W} = diag{w},...,w},} para i = 1,..,n e k = 1,...,9, 1,4 denota um

vetor com n entradas igual a 1, 7, = diag(X KPP XT), Zspq = diag(X K" ST),
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Zgy = diag(gnggT),~Dg = diag(d]s, .., d;s) e Df = diag(dy, .. d;,) com dj =

tr(XKDP), dy = tr(SK2), X; = (0°mi/0B;8)0 ¢ Si = (0%12i/00,0.);, para

1=1,...,n.

Considere os vetores de ordem (2n x 1), 87 e §5 como

(WY Zsq + W3+ WE) Zggq + Wi Zgg ) 1nxa

8 = (4.5)
(W3 Z5q + (W5 + W) Zsga + W5 Zgg1nxa
e
W//D// _"_ W//D// 1n
5 = (W3 Dj 1 DG (4.6)

(WD} + W DY Ly

os blocos inferiores de ordem p x (p + ¢) e superior de ordem ¢ x (p + ¢) da ma-
triz Ky(7)"" por KV = (ki°k5%) e K& = (KS°k%?), respectivamente. Com estas

expressoes, podemos escrever o viés de segunda ordem de B e § como

By(B) = Ky "X (6] +85) e Ba(d) = K§"X"(5} + 83), (4.7)
respectivamente. Entao, por (3.8) concluimos que o viés de segunda ordem do EMV
do vetor conjunto 7 = (BT, @\T) possui a forma

By(7) = Ky ' X7 (5 + 05) = (XTWoX) X7 (6] + 65).
Definindo & = Wz’ldi’ el = W{léé’ , assim
Bs(7) = (XTWaX) ' XTWy(&! + &), (4.8)

A férmula (4.8) mostra que o viés de segunda ordem de 7 e facilmente

obtida com os vetores dos coeficientes de regressao na forma de regressao linear de

7 e & nas colunas de X com W; sendo a matriz peso. Podemos expressar (4.8)

€como
By(7) = Bi(7) + B(7),
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com B!(7) = (XTWoX)'XTW1&" e BU(F) = (XTWaX) XTI W,el.

Se & = 0, a férmula (4.8) d4 o viés de segunda ordem para Modelos
Lineares de Valores Extremo de Regressao com covariavéis de dispersao linear. Por-
tanto, BY(T) e BY(T) podem ser considerados respectivamente, como a linearidade

e nao-linearidade em termos do viés total.

4.3 Corregao Do Viés De Um MLEs De 1 e ¢

~

Primeiramente, expandimos as fungoes 7; = fi(z7, B\) e 19 = fo(zl,0)
dado em (3.1) em série de Taylor até a segunda ordem em torno dos pontos [ e 0,

respectivamente, obtemos

=i = XI5 8) + w B)TX (B — B) + o, (|(B — B)I*)

S0~ 0750~ 0) + 0,(1(F - 0)])

onde X; e S; sao a i-ésima linha das matrizes X e S respectivamente. Assim, os

772\1‘_7721‘:5?(5_9)"’

vieses de segunda ordem de 7;; e 7j5; na notagao matricial sao dados por

PSR | PR |

Vamos agora expandir as funcoes fiy; = g () e qgli = g, (1) em
séries de taylor até a segunda ordem, em torno dos pontos 7y; e 19; respectivamente.

Com isto, segue que

~ d,ul o 1d2
My — i = %(nlz Mi) + 24 %Z (7712 7712) + Op((nlz 7711) )

doi

d 1125 i

b — b — N s )2 )2
¢z ¢z 7]21) + 9 dngz (7]21 7721) + 01?((”2@ 7]2z) )

Assim, obtemos os vieses de segunda ordem de ji; e ¢;

dp; d*pu; do; d*¢;

y h+ Va?“( “)d i B($:) = (772z)d 22+ Va?“( 2z)d—§l (4.9)

B(fii) = B(7;)
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A férmula anterior ird nos fornecer uma expressao para os vies de se-

gunda ordem do EMVs de p e ¢, em notacao matricial, fica como segue

~

1 .
By (jr;) = 5 {M1 2X By(B) + Diglpsxa] + ngTllnxl}

e
Ba(d) = % {Ma25B5(0) + DyLaar] + Z5iToloat }
Para o modelo de regressao dos valores extremos, usando (4.7) temos,
Bo(fi)) = % [ XK X7 (5 4 68) + Dyl + Z4Ti Lo}
e

- 1 ~ -
Ba(6) = 5 { Ma2SKE T (67 + ) + D Lut) + Zi Tl |

Definimos as matrizes diagonais Ty = diag {d*u;/dn?;} e Ty = diag {d*¢;/dn3;}

de ordem n.

Os estimadores corrigidos 1 = 1 — B\g(ﬁ) cd=0o— B\g(@ de pe ¢
respectivamente, tem viéses de ordem O(n~2), onde Bs(-) denota o EMV de By(-),

isto é, os parametros desconhecidos sao substituidos por seus EMVs.
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5 ANALISE NUMERICA

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos o qual usamos a
simulagao de Monte carlo com 5000 replicas, e faremos também uma aplicagao do

nosso modelo a dados reais.

5.1 Simulacao

Nesta se¢ao, analisaremos uma simulacao, a qual utilizamos a simulacao
Monte carlo. O objetivo desta simulacao, foi comparar os desempenhos dos EMVs
corrigido com os nao corrigidos dos parametros. Usamos um modelo nao linear
de regressao de Gumbel, com covariavéis de dispersao linear, nas tabelas 5.1, 5.2
e 5.3, podemos observar que os EMVs corrigido apresentam menor viés e menor
erro quadratico médio que os EMVs nao corrigido. Para essa simulagao utilizado o
software R (www.r-project.org) na sua versao 3.2.2. Para gerarmos as tabelas das

simulagoes, usamos 5000 replicas Monte carlo, simulamos o modelo de regressao com

br1=2,Po=1,0=1e0y=2.

s= 13,3% 61 52 61 62
EMVs 1.9841894 | 0.9385983 | 0.9020137 2.0035233
EMVs Corrigido 2.0010960 0.9943084 0.9843714 2.0028233
EQM EMVs 0.02312897 | 0.22287039 | 0.09794647 | 0.450711522
EQM EMVs Corrigido | 0.02107961 | 0.18025302 | 0.08862047 | 0.430311321

Tabela 5.1: Simulacao 1.
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s= 20% I3} I th 0
EMVs 1.9884107 0.9951531 0.9481695 2.0312621
EMVs Corrigido 1.9987930 0.9995286 0.9938284 2.0058405
EQM EMVs 0.006291786 | 0.004690152 | 0.0193308113 | 0.030571569
EQM EMVs Corrigido | 0.006013692 | 0.004556922 | 0.0166785860 | 0.028874163
Tabela 5.2: Simulacao 2.
s= 33.3% 51 52 91 92
EMVs 1.9812884 0.9911473 0.9370526 2.0296384
EMVs Corrigido 1.9976929 0.9983948 0.9964153 1.9988143
EQM EMVs 0.008038732 | 0.008278457 | 0.025232690 | 0.042788843
EQM EMVs Corrigido | 0.007481709 | 0.007983603 | 0.021294664 | 0.040556555

5.2  Aplicagao

Neste Secao, faremos uma aplicacao a dados reais, para isto foi utilizado

Tabela 5.3: Simulacao 3.

o software R (www.r-project.org) na sua vers ao 3.2.2.

O estudo foi baseado no banco de dados de tempo de falha apresentado
no trabalho de McCool (1980). Ele nos deu os tempos de falha para amostras de
aco endurecido num ensaio de fadiga constante de um rolamento, 10 observagoes
independentes foram tomadas em cada um dos 4 valores de tensao de contato ilus-
trado na tabela 5.5. A Engenharia sugere que pelo nivel de tensao s , o tempo de
falha deve ter aproximadamente uma distribuicao Weibull com um parametro de
escala «a relacionado com s pela lei de poténcia dada por @ = cs”. Reparametri-
zando obtemos que nosso problema pode ser tratado como um problema que segue

aproximadamente o Modelo de Regressao de Valor Extremo onde p(x) = log(a),

x = log(s), vg = log(c) e v; = p, com um parametro ¢ independente de s.
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TenséoG Tempo de falha (ordenados)

(psi?+109)

0.87 1.67 | 220 | 2.51 | 3.00 | 3.90 | 4.70 | 7.53 | 14.70 | 27.80 | 37.40
0.99 0.80 1.00 | 1.37 | 225 | 295 | 3.70 | 6.07 | 6.65 | 7.05 | 7.37
1.09 0.0012 | 0.18 | 0.20 | 0.24 | 0.26 | 0.32 | 0.32 | 0.42 | 0.44 | 0.08
1.18 0.073 ] 0.098 | 0.117 | 0.135 | 0.175 | 0.262 | 0.270 | 0.350 | 0.386 | 0.456

Tabela 5.4: Dados Reais.

Utilizando os dados reais acima e consideramos funcao de ligacao a

funcao identidade, pois esta satisfaz as nossa hipotese; Tomanos o nosso problema,

com 33,3% dados amostrais censurados.

Obtemos assim, o estimador de méxima verossimilhanca e o estimador

de maxima verossimilhanca corrigido

s= 33.3% 61 52 01
EMVs 0.8188506 | -12.9572220 | 0.9376049
EMVs Corrigido | 0.8499224 | -12.9915189 | 0.9800770

Tabela 5.5: Dados Reais.
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Apéndice A

e Funcao geradora de momentos, esperanca e variancia.

Iremos achar primeiramente, a funcao geradora de momentos de (2.1),
em seguida, calcularemos a esperanca ¢ a variancia da mesma. Estamos tratando

da funcao de distribuicao do valor extremo, ou seja,

1 y—p y—p
; =—exp| —— |exp| —exp | —— ; R.
9(y; 1, @) ¢ep< 5 )ep( ep( ” )),ye
onde Y ~ EV(u,¢), com p € Re ¢ > 0.

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuicao do valor extremo. Note

que se consideramos =0 e ¢ = 1, e tomando X = %, obtemos a forma padrao

g9(z) = exp(x — exp(x)).

Seja Z = exp (%) = exp (X), iremos mostrar agora que a fungao de

densidade de probabilidade de Z e da forma exponencial, ou seja,

g(z) =exp(—2);2>0 (A.1)

De fato,

Gz(z)=P(Z <z)=P(exp(X) < 2) = P(X <log(z)) = Gx(log(z)).

Derivando ambos os lados da expressao acima com relagao a z, obtemos

9(2) = Gly(2) = +-Gx(los()

= Gy (log(2))
1
= exp(log(2) — exp(log(2))) - -

= exp(log(z)) - exp(— exp(log(z))) - %
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0| =

=z-exp(—z)-
=exp(—=z); z > 0.

Agora, iremos calcular a fun¢ao geradora de momentos de Y. Utilizando

a expressao (A.l), iremos obter
E(exp (tX)) = E(exp (X))

= B(ZY

:/Oooztg(z)dz

[ee]
:/ Zexp™ dz
0

=T(1+1¢),t>—1.

Portanto a funcao geradora de momentos e dada por

py (t) = E(exp (tY)) = E(exp (((X¢ + p)))
E(exp (tX¢ +tp))

E(exp (tX¢) - exp (tp))

= exp (tp) E(exp (tX¢))

=exp (tp) T(1 + ¢t), t > —¢~ L.

Agora, para encontrarmos a esperanga e a variancia da funcao de dis-
tribuicao do valor extremo, iremos primeiramente encontrar a funcao geradora acu-

mulada.
k(t) = log(My (1)) = tu+log(I'(1 + 61), (A.2)

com isso, o valor esperado de Y é obtido, derivando a expressao (A.2), e em seguida

tomando ¢ = 0, assim



== (=¢(1)¢)

= {1 — Y,

o valor da variancia de Y é obtido, derivando duas vezes a expressao (A.2), e em

seguida tomando ¢ = 0, iremos obter
2 / 7T2 2
k2(0) = V(Y) = 9" - ¢'(1) = ECb ,

onde a funcao digama ¢é a derivada do logaritmo da funcao gama, ou seja,

U(x) = 4 Inl(z) = 11:’((5))

dx

Os valores de (1) e ¥/'(1), podem ser encontrados em Escobar and

Meeker (1998)

e Calculando a funcao acumulada de (2.1).

o= o= [ (25w (o (52))

Usando o método da substituicao, considere u = exp (%) entao du =
exp <y?7“) é = ui dy. Assim

u

Gly) = %/Ouuexp(—uwi du = /u exp(—u) du = — exp(—u)

0

= 1l—exp(—u)=1—exp (—exp (u)) sy € R

0

¢
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Apéndice B

e Calculando as esperancas que serao necessarias para o modelo com cen-

sura tipo L.

Utilizamos a seguinte expressao para calcular as esperancas envolvidas nesta dis-

sertacao
E[h(6;,Y:)] = E1(h(1,Y7)) + Ea(h(0,Y7)),
onde .
B ) = [0 (B2 o) do
Bafh] =n (F50) P> ).

« Calculando a esperanga hy; = E[0;].

I
— g/ exp |:y1;i/h _ exp <yz(;iﬂz>i| dyl

Usando o método de substituicao, tomando z; = exp <%> entao dr; = %dyi.

Assim

x5
0

exP( 14%'“1)
o= E5) = [ exp(—ai) dai = — exp (~:)
0

= —exp (—exp (%)) +1

x Calculando a esperanca hy; = E [exp (_}/i(;iui>:|'

hy = E [exp (‘““)] =E (exp (’%‘)) + B, (eXp (Y%‘»

I . - . - -
= a/ exp (y—;&) exp [y—;& — exp (%&)} dy; + exp (%) exp (— exp (%"—))
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Tomando a mesma mudanca de varidavel anterior, temos

)

ex(1524)
— / x;exp (—x;) dx; + exp <TZ;“Z> exp <— exp (TZ(;“’))
0

Usando o método de integral por partes, tome u; = z; entao du; = dx; e dv; =

exp(—x;) dz; entao v; = — exp(—x;), assim
hgi =F |:8Xp (Ll;#l )]
exp exp T —
= —z; exp(—x; exp —x;) dx; + exp ( ) exp ( exp ( Z@”))

——exp(T¢“)exp< p(T¢ ))+0—exp< exp(Ti(;;“i))+1
()

=1—exp (—exp (quj ’)

As demais esperancas, utilizaremos a funcao geradora de momentos, do

seguinte modo

Bloww (1 (*5))] = B [ow (1 (5] + 2 o (t (%))}

7

— dyZ Dai
b

Elexp (tx;)] = /T exp (tx;) exp [z; — exp (x;)] dx;

—00

o1 (52)) o (o (252)

Tomando a seguinte mudanga de variavel, u; = exp(z;) entdao du; = u; dz;. Dai

eXp( Zd’im)
Elexp (tx;)] = / ul exp (—u;) du;
0

o (1 (154 o (- o0 (%52))
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Lembremos que a funcao gama incompleta é obtida pela mesma integral

que a funcao gama, porém com uma integral indefinida no lugar da integral definida:
I'(a,z) = / t* e tdt.

7(a,x):/ t*tetdt.
0

Considere

) o 1 (752) o (- (152)

o(t) =~ (t—i— 1,exp<

Observe que

p(t) = [5 exp (M)] E, [exp <w>} F0=~ <t 41, exp (Ti

)

e Y= 2o (410 (152))
Entio
= (5] =510 G o (5)
Note que.

p(t) = 8815 (t—l—l exp(

Q' (t) = 5:27 (t +1,exp (

" 83 .
0= 2o o (2

Portanto

b= B | (g e (g
0

i¢
_ 7 Ti—pi
ot (2’6Xp( 2 )




e (Calculando as seguintes derivadas primeiras

Ui#.6) = O dmr; 0B UsB:6) = O dnpp; 005

% Calculando 8_
O

N e LAY yi—pi\ (1o _ 1| o Yi — Wi
m_&(ﬁ) eXp( 2 )(ﬁ)‘m[‘““p( 2 )]

Iremos escrever — usando u; e yy.

O

o352 = 3[eom(2)om( 2]

ol { 1 } i Onu
Portanto, — = —— (Y =) | —— %, J=1,...,p.
9B; 2 145 i ( ) dn; 05,7 Y



% Calculando 36,
—(yi — i)

_<yi_ﬂi)>_exp<yi;iﬂi>< 5 )

Bl __5Z-+5'<
odi ¢?
1 Yi — i Yi — i\ [(Yi — i
=— 16; |—-1— X
¢z‘[[l <¢z‘ >}+ep< bi >< Gi )]
oL
“oi

ol
a0, Z dnyi 0057~

- 1| dg; Ony
Portanto, v — J=1,..,q.
%Jiﬂ{@] !

e Agora iremos calcular as seguintes derivadas
0?1

U 02l 0?1 U
T ap0p,0 Tt T 860,00, 7T 0,00,
Para obtermos as derivadas segundas acima, iremos necessitar do valor

das seguintes expressoes:
2]
* Iremos calcular agora —
op;
821 8 8[ 8 1 Yi — W
eW‘meJ‘wiﬁP””m<¢iﬂ}
1 Yi — i\ ( —1éi
oo (5) (5]
1 Yi — i
T o2 P < bi > '
x Iremos calcular agora ol
& Opi0o;
(o ) [ ol } 0 [-& s [Z/i—,ui] ©ex [yz‘—,uz‘] [yz —Mz'”
Opi0¢i Oy | 09; Opi | ¢i oo Pl o7
-1 yi_ﬂi> <—1> <yz‘—m> (yi_,ui> (—1>
=—0|—= |+ — + —
(ﬁ)e@<@ o)\ )T Ue )@
1 [5, ~exp <yi - Mi) (yi - Mi) exp <yz - M)] .
o3 o b oy
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0%l

8¢2

* Iremos calcular agora

0?1
992~ 09 L’?@] 5@{

[15] o] ]
o) (g

- = )+exp<“;ﬁ> () ("5")
Fow (V) ()
5

() o (152) (052 o (452) (05
1 i i — M A i — i — i
:ﬁdb+2< @u)]_“p<y@u>(y@#> _2“pcl@”><y@u)}

Portanto, obtemos as seguintes expressoes para as derivadas segundas

U, — 9%l _3[51]__ilex (yz’—ﬂz’><dﬂi>28n1ia"71i
" op0p 05 oa) =@ U\ e ) \dmi) 95; 95

1 Yi — Nz):| {dzm O O dpi 0%
+ — —(52' —+ ex < +
;@{ P\7a dif?, 95; 08, diii 0B;08,

%1 g [ ol -

N Yi— M\ (Yi — i
%M_%ad_gﬁbem<@>< )

i

exp (yz - Mz)} dyi dgi Omi Onai
o dn; dnz; 0B 004

Pl 9o =1 Yi — i yi — i\ (v — i\’
v 8Bj80L_<%[&OL]_;<ﬁ 62[1+2< i )]_exp< bi >< bi )

i

= b
+exp Yi — i | | Yi — i d?p; Omai Ong; n de;  0°m;
i 7 dnz; 90 901, dip; 00,001 |

B Yi — i\ (Yi — 1 dgi \* Onai Onai | o~ [0 Yi — i
2€Xp< Pi ) ( Pi >] <d772i> 901, 98,4 +Z 0
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e (Calculando os cumulantes de segunda ordem

n

S (o (252))

l_E

dp; )2 O O
ex + F
Z 7 p( b ) (dmi 05, 05y
y {d fi Onri Onug n dp;  0*my; }
dn?, 90B; 0B  dm; 0B;00

(e (52 s (2]
— ¢ ¢i )1 \dmi) 0B; 0B = i ’ Gi
[d% Ons Oy n dpi 0%y }
2,08 0B dm, 0B;08

_ Z hai < dpi >23771¢ oni
dm;) 9B8; 96"

1 Yi — Mz‘) <y1 - M) (yi - Mz)} dp; do; Onis On;
5 — _ Ji T i
Z < 2 { P < 6 o ) P diry; dips; DB; 00,

1 Yi— i\ ((Yi — i Yi — i dp; dd; On1; On2;
=3 g [pta) - e (25 ) (252 ) ] - [ow (5] o

_ Z hlz h4z h?z dﬂz d(bz anlz 87721

¢2 dnll d7721 85] aeL

n

1
25

S sl i) (052
w2 () ) S (- 05)
)]

k), =E

Yi — d?¢; Onp; 37721 do;  *my
+ exp
¢i dn3; 005 00, d772i 00,00y,

+2E[ ( ﬂ exp< iq;/h) (%;xa)j
(552 (52 (2 8 o (55

oo (1) (58] S5 - ]

80J 80L d’r]gi 80J80L

Z hii + 2h31 — th - 2h41 do; 3772@' Ona;
d’f]gi 89L 89] ’

Z¢2

38



e [remos agora, calcular as seguintes derivadas

Pl 0%l Al 33l
o 067 0200, © 0670

para podemos calcular as derivadas terceiras e os cumulantes de terceira ordem.

3
* Calculando -

K2

3

o _o e o1
99> 9¢ [%4 - 09 |97

252 (2]
[ ()] ,
SR A
) ()

P_0 [P0 [ L o fwmw\]_ L o) (2160 L
Ou  Opi [Oui]  Opi | 67 2 67 2 o) 6

i[5 e

2
s () () e (22) (2529

1 i i — AN i — i i — i
] [‘5’[ 0 6( e ﬂ e (y . ) (y e ) oo (y - ) (y e
2
+6exp <yi (;Zﬂz) (Zh;fh) ] .

* Calculando ——— il
20g;

39

3
exp (yi @Mz‘) <yz @M) + 6exp <yz @m) (%@M)

)



s ] -3 - (252) (%) -en (5]
8/,&128¢1 8/.Li 8/.1,i8¢i ! ¢i (bi (bz

_1 '_exp (yi—/u) (—1> (yi_ﬂi) exp (w—m) (—1> exp (w—m) (—1”
o7 ! oy oy oy oy oy ®i ?i

:% exp (yi;ui) <yi;_ui>+exp (yi;ui)_i_exp (yz(;ﬂz):|

:(;5%5 _eXp (yi ;im) (%;f%) +2exp <yb ;fﬁ)] .
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070u;

e o i) = a6 2 -0 () (*5) oo (52
() e (2) C o) (55) - (3) = (%5)
—ﬂp< ) () (252) (72

e (252) (22 s (558) (£52) (2
")

(

% Calculando

+exp( (5]
2
[ 2% + exp yz@ )(yz i) +4exp(yi¢;ui) <y¢;iui>+2exp(yi;im)]_

e Temos as seguintes expressoes para as derivadas terceiras
n
1 Yi —
Ui = 50 (5
i=1 77

Mz’) ( dpu; )38n1i i O Zn: iexp (yz - Nz’)
i dn; 0Bm 9B 35;‘ i—1 ¢12 b

[ dp; d*p; Om; Oy O n (dlh‘>2{ 9*n1; O n 9*n1; Oy n O*m; 37711‘H

dnui dn3; OBm 0B 0P, dnu; 0Bm0B 0B;  0B,08; 0B 0B10B; 0Bm

1 Yi — Hi>:| [dsm O Oy Oy dpu [ 0*nii O
+ — | =6; + +
; o [ o ( b A, 0B, 0B 0B;  dit, | 0808, 0B,

i Oy n 0 37}11} dp; Py }
0Bm0B 08;  0B108; OBm dm; 0Bm0Bi105; |

1 Yi —m) (yi _Mi) (yi —m)] (dﬂi )20nu Oy do; Ona;
Uinv = — )
gt ; ¢§ |:exp < ¢1 le P ¢1 dnll 85J aﬂl d’)’]22 80M
1 Yi — K Yi — s Yi — s
3 e (M) (M5 e (M5
= ¢ i i bi
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|:d2/ii 37711 do; 87721‘ 8771i + dpi; 32771i do; 37]21‘]
dnz; 0B dna; 000 0B;  ding OB;08; dna; 90

1 Yi — i yi — i\’ Yi — i Yi — i
Ujrm 12*3 (25¢+6XP ( > < ) +4exp
= i i i i
Yi — I di \* dpsi Ona; O i = 1 Yi — i
) s =
’ exp( & )) (dm-) s 90, 05, 08, T 2= 37 T

—exp (yz — M\ [ Yi — dpi \ [d>¢s I Onzi I L 99 Imi 0o
@i ®i dmi) [ dn3; 0Bm 005 0BL — dnoi By, 00,00r |

Vo = [ - (y qmm)] +Z¢>3 [exp (y qmul) (yz ¢iui>3
) () e () (25| ()

*Z& ()] +Z¢2 [eXp () (" @»M)Z

—2exp ( ) ( )} [ doi d*i Ongi Onzi Onai n <d¢i )2 { ggi; 83?(7925]

oo+ s o))+ o[- (452

e o (M) (Mot ) [ g (50 [ e

ok 7124 57721‘ T 37721‘ 327}21‘ + do; 5'3?72i
00y 005 00, ~ 00y 001,00 5 dno; 003,001,005 |-

+6 exp (

d772i d?]%z 89&[ 39] 89L d772i

+

e Agora, iremos calcular os cumulantes de terceira ordem.

/

kjiy =E

(3

— 1 i — i i — i i — M
g e (52) (52) e (5]

|:d2ﬂi O doi Ong; Oy dpy 0%y do; 371%]

1 yi—m) (w—m) (yi—m)] (dﬂi>26771i i doi On;
— )
; o3 [exp ( i ®i P i dni; ) 0B 0By dng; 00

+FE

0%, 0B dne; 00y 0B;  dini OB;08; dnai 9

" hai + 2ha; ( dp; )2 do; , . " hy; — hai — ha; [d%i deo; .
= ’ ) l7 M i+ ) l? M i
Z H dni ) dnog (j ) ; ¢12 dU%i dnz; (] )
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dp; do; . ]
+ I, M);
dny; dno; (J )

— | hai + 2hy; < dpsi >2 hi; — hai — hoi dPp; | doy; | . "~ hyg — ha; — ha;
=y Rt e + M) S A i
; o2 dm; b7 dni; | dnai ( Z ®?

dp; do; , .
X l, M i
dm; dno; (] )

i=1

K —E i L exp (yl - /u) ( dyui )38% Omi O - _i 1w (yz- - m)
gtm — ¢} &; dnii) 9Bm 0B OB; — 7 &;
3 dui d2/$i ami 87711‘ 5771i + (dui )2 [ 827711’ 57}11’ 4 827711‘ 37)1i + 327]12’ 87711‘]
dny; dni; 0Bm 0B 0B; dnq; 0Bm0B 0B;  0Bm0B; 081 083,085 0Bm
"1 Yi — ,uzﬂ |:d3/ii onii Oy Oy P [ 0?01 O
+ F 0; +ex ( +
; b { P\a A}, 0 OB 0B; ity |0B.m0B 0B
+ 9? N O 827711‘ 5771i] dp; 837}11‘ }
0Bm0B1 0B; ~ 9Bi10B; 0Bm dny; 08, 06108;
hay ( dy; hoi [ o dps d?pi o dpi\?
Z () ) 2 [ S G+ (F25) (. + Gm.
+(4l, m)i]
" | hai [ dp )3 3ho; dp; d*p; | . " | —ha (d,ui )2 . )
= - 7lu i+ l yJ )i + 71 [
2 [¢3 (dmz & dme g | PPt 2| gz gy, ) | 10D Gl
+(j1,m);]
’ 1 i — i\ (v — i\ Yi — i\ [(Yi — Wi
kjrm=E Zs<_2§i+eXP( ) ( ) +4exp< > ( )
— Gi bi bi ®i

Yi — i do; >2 dpi; Onaq Ong; On2; 1 [ (yi - ,ui>
+2e + FE — [9; —e
P < o )ﬂ <dn2i di1; 09, 9B, 061, ; 97 P\
Cexp (yz Mz) (yz- —m)” |:(dﬂi) |:d2¢i Omi Oni Ompi. - déi O 12 ”
¢z ¢1 dT}li dn%l ﬁﬂm 80J aﬁL ani ﬁﬂm 60]8€L

o Z _2h12 + h52 + 4h4z + 2h21 < d(bz )2 d,ulz + Z hlz h4z — 124
o3 dns; dnh

dMi) {d%i do ”
% J7L,m JL
[(dnu a, i g T
n YA L Aha 4 20 A\ 2 P — i  d°¢; ]
ZZl hous + hss + Al + h2z(dq§z) L g hai — i d qbz] Wi 1,

¢§' dnz; Qﬁ dn% dny;

- {hu — hy; — hm} dp; de;
=1 Qf dmi dna;
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— b i — i =~ 1 i — i i — i
35 [eme () e 3 e (52) (%52
yi_ﬂi> (yi—m>2+6ex (w—m) (y m) (d@)?’@mi i Onai
- 42 P & dnyi) 90y 00, 00y,
Yi _. ):l +Z¢2 [_exp <y1 ¢1Mz> (yl d)lMZ)

—2exp (yi—ui) (yi—lh‘)” d¢i>2 {57721‘ 1o
bi i

3. di d®¢; Oai Oai i n
d772i dﬁgi 00y 005 06,

o[- (52

00y 001,00

dna;

nai Onai Onai O >
D000, 005 003,007, 00, 25,
~ 1 Yi — i\ (Vi — i d*¢i o i Mo d*¢; n2i O
*2 g ( 2 > < 2z )] {dngi 90 90, 005 \ a3, ) | 902100, 90,
n Pnai Ompi | Onai Pmai | doi Onai Ry
86M80J 89L (99M 80L89J d772@‘ 30J 39M80L89J
" —2h1; — 6hs; + hg; + 6hs; + 6hy; < do; ) hii 4+ 2hs; — hs; — 2hy;
_ J,L, M) +
2 7 i) | Z 7
dgi d*; ( dei )2
« |3 J.L, M); + JL,M); + (JM, L) + (LM, J);
_ i —2h1; — 6h3i + hei + 6hs; + 6hy; (6@1) ’ 43 [h1i 4 2h3i — hsi — 2hy;] doi d*¢;
p o} dnai o7 dna; dns;
x (J.L, M)+ = T2 . > ! <d7‘f) [(LM,J); + (JM,L); + (JL,M),].
4 2%

=1

Como todas as esperancas envolvidas nos cumulantes de segunda e ter-

ceira ordem sao finitas, podemos fazer a correcao do viés

e As derivadas dos elementos da Matriz de Informacao de Fisher, sao

m "\ 1 Ohg; [ dpu; hoi du; d? /-% )
kA = i 1,m); — 2 3.1,m);
Z(Zf 5[&' (dnli) o ,m Z <Z52 d 1zd fz I ,m)
ha; d,ui>2 . )
- 0 malz+ lma 1]
S22 () s

/ [0 (hai\] [\ ddi
=S ()] ()t
it ; 0¢; dmi dnsa; (J )
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2
d¢z> dpi (J.L,m);,

{3 (hu + 2hg; — hs; — 2h4i>:| (
aﬂi ¢>Z2 dn; dm

hsi — 2ha;) dé; d*¢;

k/(M) 7% i <h1i + 2hgi — hsi — 2h41‘> <(M§2>3 N 2(hy; + 2hs; —
e R o7 dnzi o7 dna; dn,
nh¢—|—2h¢—h¢—2hi do; 2
XL M)+ Y (df) (LM, J); + (JM, L)),
=1 i 2i

" lm) (dul- >2 —hai ;| doy . " —hyi dbi dpi
,L, m); + m, L iy
[ < G ) ; o7 dno; di U )

k/-(m) — o
E ; i \ 7 dn o7 dng; | di
e
, "0 [—ha\ (doi P —hay d2e; | dui . "\ —ha dpi do; .
k(M)Z < z)( z) + ) (2 1 ,L,M + ) 2 7 LM, i
s =1 09; ¢>22 dnsi ¢12 dnSi dni U ) ; ¢22 dnui d772i( J)

e Definiremos agora algumas expressoes

W — ;18}121‘ B hao; d; s B ho; du; d? i
VA2 o 203 ) \dni) 262 dnn, dn?, |

w 1 —he (dp 2
Y2 g \dmi) |

!
Ws; =

—hai d*p; n <<9 <_h4i> g +2h2i> <dﬂi )2 do;
207 dni; AN 203 dny; dnai’

/

Wy =

1 [—hzu‘ dp; d@l
2| @7 dnudny
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w = <0 <—hzz-> ~ 2hzz~+h4¢> <duz~>2+ hai i | do;
o i \ ¢ 263 dn; 207 dn?, | dnai’

o 9 ((h1i +2hgi — hs; —2ha;)\  (hsi + 4hai) dei \* n (hai) d*;
N O 4512 2¢§ dno; 2@2 dnii

_

w. — <3 (_h4i> B (h5i+4h4i)> (dgi)i >2 N (—ha) 26 | dui
T \0gs \ @7 297 dna; 207 dn3; | dm’

0¢; o7 203

_ ( 9 <_2h4i + 2hgi — hsi + hu) _ (=2h1; — 6hsi + hei + 6hsi + 6h4i)) ( do; )3
dna;
n (=2hyi + 2h3i — hsi + hyi) B¢ dgi

dp;
dmi’

207

b7 dna;

(h1; + 2hs; — hs; — 2ha;) ( do; >2]

dngi d772i] '

e Calcularemos agora, algumas expressoes que serao necessarias para ob-

termos a correcao do viés.

()

k:](l lem ZU}:M J,l,m +Zw4l lm J

k:j(L 3 ]Lm Zw& (4, L,m) %—23104Z (jm, L);
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1.
kJZZ) - QkJLm —Zwei(J>Lam)z - Zw4Z(JL,m)z,
i=1 i=1
"(M 1. n n
ki - 5 R = wr (L1, M)i + > wy (JM,1);,
=1 =1
(M 1 /
kj(L ) 2 ]LM Zw’h -77L M +Zw4z LM .7)
=1

"(M 1. " ’ " ’
kJ(L = §kJLM :ZwSz(JvaM)Z + ngz[(LM, ‘])l + (JM, L)Z - (JLvM)Z]
=1 =1

e Calculando as expressoes da corregoes do viés para Bl(g) e Bl(@\) e

colocando na forma matricial.

* Para B (B)

. ’ 1
Z kT]kllm {kjgm) 5 7lm} Z ka]klm {Zwlz j,l,m); +Zw21 jm,1); + (Im,5); — (]l,m)l]}
7,lm 7,l,m =1 =1

n

:Z 1szJ(J Zklm(lm +Zw212k1 zzk?](ﬂn)z
J

QZZk (] Zklm(lm ZMQZZkl ’sz(l”(.]l)l

ZkJ(J Zklm(lm +Zw212k ()i Zk“”(lm

= eZKfBXTW126d1nX1 + eg’Kf[’XTWZ,D51nX1,

Ti M: ii M§ I
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/ 1 n ’ n ’
S kg kT {k(,([”’ - 5kJ,m} =" kpkm {ngi(J,l,m)i + 5wy, (im, J)Z}
J,l,m J,l,m i=1 i=1

n

:Z Zkaj(‘])lzklm (I,m) Zw4zzkl J)i Y k™ (Im);
Iym

=1

~ /7 / ~ !’ !
- efoGSTWSZBdlnxl + el KPP STW, Dy,

ai m "(m 1./ ai m s ’ 3 n ’ .
Z k1jk1L {’%S: )_ikij} = Z k1jkf {Zwiii(]v[’?m)i+Zw4i(]maL)i}

JyL,m JyLym =1 =1

n
:Zwéizk?(jnzkmum +Zw4,2k1 (L): S kY (jm)s
i=1 j i=1

J

~ / / !
= €ZK1BBXTW3Zﬂ9d1nx1 + Ly g4,

1 (M 1/
S KIEM {kjg ) ikﬂM} = kPRM {Zw5,(g,z,M th(gl M), }

J,t, M Gyl M i=1
:ZwOle‘” () Zk“”(z M); Zw4ZZklM(M Zk‘”(]l
=1 LM

= eaTKfﬁ)?TW5ZB9d1nX1 — L1

S kTP {k}g” - %ki,m} = 3 kP {Zw& J,L,m) Zwéh JL m)z}

J,L,m J,L,m i=1

= zw&zw N S kL m) =Y wy Sk (m) Sk (JL),

Lm i=1 L.m J

~ 12 ’ ’
eI K ST Wy Zgoglnx1 — Ly 4,

(M 1 n ’ n ’
> kR {kj(z ) 5leM} = > kIR {ZWH(J’LM)i + Zwu(JM»l)i}
JLM JLM i=1 i=1
S 0+ 3 S, S

LM =1

I
-
I M: $
I :

~; 7 /7 !
= el K STW, Zgyglnxt + Lo 4,

aj "y 1o aj N N .
> kRM {k]<L >_§kjLM}: > KTRM {Zw7i(]7L7M)i+Zw4i(LM7])i}

3, L,M 4, L, M i=1 i=1
n
/ R
=D wy Y kP (G)i Y kML, M), +Zw4ZZkz (e > kM(LM);
i=1 J L,M i=1 L,M

I -
= eI KPP XTW, Zyy1nsr + eZKfBXTW4D31nX1,
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4 1./ " ’ " ’
> kETREM {kfi‘“ - 5kJLM} = > KTk {ngi(J, L, M)i+ Y wo;l(JM, L) + (LM, J); = (JL, M)A}
J,L,M J,L,M i=1 i=1

= znjw;i STRST ()i ST KM (L, M); + znjw;i STRST (D S KM (LM);
=1 J =1 J

L,M L,M
n ’ n ’
+ ngi Z k1LM(L)i ZktllJ(JM)z - ngi Z leM(M)i ZktllJ(JL)i
i=1 L,M J i=1 L,M J
n ’ n ’
=D ws D k()i D RIM(L M)i+ Y Jwo Y kST (D) Y kM (LM
i=1 J L,M i=1 J L,M

~ /7 ’ ~ ’ ’
= el KPS Wy Zygylnx1 + el KPP STWo Dyl

Aj / 1. Aj LN L . )
> kK {kjﬁ”” - 5kﬂm} =2 kR {Zwm,l,m)i + 3wy Gm i+ (im, )i — (31, m):]
g tm i=1 i=1
n n
4 Aj /. / Aj .
Zwli Z k17 (5)s E K (1, m)i + szi Z k™ (1) Z k77 (Gm)
i=1 j I,m i=1 I,m j
n n
4 Aj /- / Aj, .
3w DOk () DK m) s = > wy, S K (m)i > k(M (D)
i=1 j I,m i=1 I,m j

n n
= wy SR G SR m) + Y wyy >k () Y K (Im);
i=1 j i=1 j I,m

lm

~ /7 12 ~ ! ’
= AR XTWy Zgglnst + e LK XTWy Dyl

ATl ! 17
Z ki k™ {kj(zm) - 5’“sz}
J,l,m J,l,m

n n
= wyy DKM (D SR m)s + S wa SOk () D K (im);
i=1 J Im 1=1 J I,m

~, 77 ~ ’ /
= e A KV ST Wy Zgy10 1 + e A KV STW, D g1 1,

n n
S kKM {Zwéi(J,l,m)i + Zw;i(m, J)i}

i=1 i=1

Aj m "(m 1. j m " s - I,
Z kljle {k](L )_ikij} = Z k?]le {ZwBi(]vam)i+Zw4i(]m7L)i}

J,Lym J,Lym i=1 i=1
n n
’ Ai, . ’ A,
= wa Y kTG R m) s+ wyy Y k(L) >k (Gm):
i=1 J Lm i=1  Lm j

~ / ’ ’
= AR XT Wy Zgglnx + Ly g,
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Aj "oy 1oy A
Z kljkllM {k‘gg ) - 5kjl]\4} = Z k ]klM {wan(jvlvM Zw4z(]l M }

JIM S =
= zn:wéiZkf )i KM (1, M), Zw4leZM(M ZkAJ (i)
i=1 j 1,M i=1 1,M

~ / / !/
= KPP XTWy Zggglnx1 — Ly 4,

> kAJk;Lm{ ‘(m) lk}Lm} = 3 k{EE {Zwm J, L,m) ZwM (JL,m) }
J,L,m 2 J,L,m
= Zwéi SR D kL m)s = > wyy > k) > kY (L)
i=1 J L.m i=1 L.m J

~; /7 /7 !’
= e KY?STWs Zggqlnx1 — Ly 4,

n n
S kMM {Zw”(J,Z,M)i + 3wy, (JM, l)i}

1=1 i=1

AT [ oy L
> kMR {kjl - ileM}
JLM JLM

thZkAJ J)i ZklM(l M); +Zw4szZM(l Zk’“ JM);
1=1

—~, ’ ’
= eh K ST W Zggqlnx1 + Ly a,

S kREM {Zw’nu, L, M); + Zw;xLMJ)i}

4, L,M i=1 i=1
ST wr STk S0 ML M)+ wy SR G Y REM(LM);
i=1 j L,M i=1 j L,M

~ ’ ’ ~ ’ ’
= KPP XTW, Zgylnx1 + e KPP XTW, Dyl i1,

Aq (M 1.
S {00 - ko |

7, L,M

(M 1.
ST kI REM {k}L ) EkJLM} ST EREM {ngl (J,L, M); ngz (JM,L); + (LM, J); — (JL,M)i]}

J,L,M J,L,M i=1 i=1

J L,M i=1 J L,M

Z kML) ki (JM); ngz Z kM (M), Zk‘“ JL);

L,M J

= anw;i STEM () Y KM (L, M); + fjw;i STRM () > kM (LM);
=1
3w

M:

Zk;““’ Z KEM (L, M); + ngz Zk‘”(t})z Z EEM(LM);

i=1 i=1

~; ’ ’ ~ ’ ’
=L K99 ST Wy Zgylnx1 + 4 K9 STWyDylyx1.
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Apéndice C

e (Calculando as esperancas que serao usadas para o modelo de Gumbel

com censura tipo II.

Para fazermos a correcao do viés da distribuicao de Gumbel com cen-
sura tipo II, nos baseamos na estatistica de ordem, onde mostraremos abaixo as
expressoes para calcular as esperancas envolvidas. Mais antes disto, como estamos
tratando da estatistica de ordem, sabemos por David (1981), que a forma de calcular

a densidade de uma estatistica de ordem e dada por:

n' s—1 n—s
fom = G-l —s) [F(z)]" [1 = F(x)]"" f(x), com —o0 <z < o0,

onde f(x) e F(x) denotam respectivamente, a fun¢ao de densidade e a func¢ao acu-

mulada.
Utilizando a expressao acima, iremos obter a seguinte funcao de densi-
dade
!
fon =G =y [~ (- ep(@)]" ! [exp(— exp(@)]"* f(a)
! s—1 _1
~ e e X (7)) (1ren(-aet) 1)

n! S s—1 u
:@—1)'(11—3)';< u >(—1) exp(—(n — s + a) exp(2)) f(z)

n! s—1 s—1 .
:(5_1)!(7?_3)!;)< a )(—1) exp(z — (n — s+ 1+ a)exp(z)).

Considere Zg.,,, = <y(anz—/h>’ coms=1,...n;ei=1,..k.
Utilizando esta notagao, temos
s—1
n! wr1(s—1\v+logn—s+1+a)
700 —— R |
(s = Dn —s)! = a n—s+1+a

estd expressao pode ser encontrada em Balakrishnan and Chan (1992).

20



Nosso objetivo agora e calcular a esperanga da seguinte expressao

E[Z2. exp(Zs.)], onde d = 0, 1,2, 3.

Baseado no artigo de Lieblein (1953), temos

o0

E[Zg:n exp(Zs.n)] = / x4 exp(z) fon dzx

— 00

:<—1>7<'n—>' i(—”“C “ 1) / " aexp(@) exple — (n— 5+ 1+ @) exp(e) da

a
a=0 -0

N i<—”“<s a 1) [ e st 140 o) do

a
a=0 -0

s—

:(s—l)T'LM 2,1 <S “ 1>9d(" —stl+ta)

=0
onde gg(n —s+1+a) = / z¥exp(2z — (n — s+ 1 +a) exp(x))) d.

Usando o método de substituigao na funcdo g4(c), tomando v = exp(x) entdo dv =

exp(x) dz. Assim

galc) = / " 0 (log(1)) exp(—cv) do.

Para k inteiros nao negativos, temos que

L d’ —(t+1)
ga(c) :ﬁ/o v exp(—cv) dv‘t:1 =2 [F(t—l— 1)c ] ‘

)
t=1

onde I'(+) denota a fungdo gamma completa, que e dada por

F(t):/ e da.
0

Agora, iremos calcular go(c), g1(c), g2(¢), g3(c), que serao necessarios para obtengao

da esperancas envolvidas nesta dissertagao.

* go(c)
o0
go(c) :/ vexp(—cv) dv.
0
Usando o método de integral por partes, tome u = v entao du = dv e dv =
-1
exp(—cv) dv entao v = — exp(—cv), assim
c

go(c) = exp(—cv)

>~ 1

+
Cc

0
1(-1

== {C exp(—cv)m ==

C
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* g1(c)

d [T(t+1)

gl(c) :% { c(t+1) ] =1
IO+ 1)) — (¢ + 1)+ Y log(c)

B (c(t+1))2 =1

_IM(2) —T(2)log(c)

- @

-7 +1—log(c)
C2

* ga(c)

d [TW(t41) = T(t +1)log(c)
g2(c) :dt[ ( o) Jol Mt—l

(1/(6¢%)(67* + 121og(c)y + m* + 6log(c)?* — 12y — 121log(c))).

Tt +1) =TW(t+1)log(c)) — (TD(t +1) — T(t + 1) log(c)) log(c)] ‘
c(t+1) t=1

() =5 |

—1/(2¢*)(272 + 6log(c)y? + w2y + 6log(c)*y + log(c)n? + 2log(c)® — 62

— 12log(c)y — 7% — 6log(c)? + 4£(3)),

usamos, I'(2) = 1, T(?)(2) = %2—7(2—7), ré(2) = (1—7)%2+72(3—7)—25(3), onde £(3) ~ 1.202.

Dessa forma, obtemos

@ =E[r]=r,
s—1
n;! s—1\y+logln—s+1+a)
i =E[Zgm. :—E —1)*t! ;
q2 [ 1] (3_1)'(nz_s)'a:0( ) < a ) n—s+1+4+a

) s—1 s
q3si = Elexp(Zsm,)] = (5= 1)?(17; — o Z(—l)“( " 1>go(n —s+1+a),
v " a=0

4ri = E[exp(Zr:m)] = (7, _ 1)[(7‘1. _ 7’)
T " a=0

. — Rz Lsn,)] = :
d5si [Zsin, €xP(Zsin, )] (s —1)!(n; — s)! =

= E[Z)., exp(Zym,)] = :
q6ri [Z1in, €xP(Zrin, )] (r—1)(n; —r)! =



n;! S s—1
qrsi = B[22, exp(Zsn,)] = ‘ ' Z(—l)“( >92(n —s+1+a),

(5_1)!(”i_3)'a:0 a
n;! — Gfr—1
qsri = E[Zgnl eXp(Z”':TLi)] = (7’ _ 1)'(”1 - 7’)' %(_1) ( a >92(n —r+ 1 + a),

s—1
a

s—1
q9si = E[Zg;ni exp(Zs:ni)] = (8 — 1)7'1(27'% — S)' ;}(—1)(1( )gg(n —s+1+ a)

r—1
a

nZ' r—1 .
q10ri = E[anl eXp(Zr:ni)] - (7“ _ 1)'(7% — 7‘)' az_o(_l) < )gg(n —r+1+4+ a).

e Calculando as seguintes derivadas primeiras

ol dﬂi 87711' ol d¢z 67722‘

U;(8,0) = , Uj(8,0) = .

3(8,9) Opi dmii 0p; 7(5,6) O dnzi 00,
* Calculando ol .
Opi

ol —1 i " s,ng) — Hi -1 i rng) M -1 7
o1 :T< ¢;)_;exp(y( s M)( ¢§b>_(""_’")exp<y( ¢1 M)( ¢>¢>

Portanto,
k r
ol 1 Y(smi) — 'u“) (y(r,m) - ,Ufz> d/il anu
95 —|—r+ ) exp| ——— | +(ni—r)ex ,
0P; ; Lbi ; ’ < i ( ) exp bi dni 0B;
comj=1,....p.
ol

* Calculando

9¢;
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o~ Wen — Ni)) RS (y(s,n,;) - Ni) (_(y(s,ni) - Mi))
oo i * Z ( e ;exp bi o7

i=1
Y(rm) — Hi Y(rm:) — Hi
() ()
(mi =) & 02
o r . Y(sni) — Ml) " <y(s,nl) - Mz) (y(s,nl) - Ml)
=—— — —_ | + exp
G (M) 2 5 7
Y(rmg) — Hi Y(rm:) — Hi
+ (n; —r)exp ( > ( )
(i =) & 02

1 . Y(s,ni) — ﬂz) (y(s.ni) - Nz) (y(snt) - Nz):|
-7+ —| —— ] +ex - -
o8 ; [ ( i P i i

_"_(nz . T) exp (y(r,n;z'_ Mz) (y(r,nz._ Mz):| .

Portanto,
k r
ol 1 Y(sni) — Mi) (y(s,ni) - Mz‘) (y(s,ni) - m)]
25 =2 o [ | (T ) e

Yirm;) — Mi Yirm;) — Mi d za 7
o= ey (M2 ) (Mg || S0 5

com J=1,...4q.

e Agora iremos calcular as seguintes derivadas

0%l 0%l 0%l
U. = — U = — U — = .
= 908 T v0,00, 't T 9p,00,
Para obtermos as derivadas segundas acima, iremos necessitar do valor das

seguintes expressoes:
0%l

* Iremos calcular agora £k
7

B (M) e () |

o223

on? T O O] O | o p— i
1 - Y(s,ni) — /ffz) (_1¢z) (y(r,nl) - MZ) (_1¢2)
=— |0+ e + (n; —r)e
i ; P ( i o ( ) exp Pi o7

7 l_ 2 ex (B =) - (s - e (W)] |

o4



2]

* Iremos calcular agora .
Op;0¢;

|

|

= = — |- + ) ex :
Ou;iO¢i  Op; [0¢i|  Opi | di SZ:; Z p Y
Y(irmg) — M1> (y(r,n,',) Nz>:|:|
+(ni—r)e
( ) Xp< o vy
Y(s,mi) — ui) <—(y<s,ni> - m))
@2

r a 1 Y(s,n;) — i . 1
w5 X () oo () - X gee (M

|

|

@2
(ni - T) (y(r,m) - Nz) (y(r,n,) - NZ) (nz - T) (y(r,n ) )
— € — €
7 P e b o7 P\ e
1 " Y(sng) — ,U'z> <y(s,ni) - ,u'z> (y(s,ni) - ,u'z>:|
=— T—Z {exp ( + exp
o7 gt b b i
Yirmy) — /Li) <y(r,m - PJ@')) <y(T7'ﬂi) Nz)j”
—(n; — 1) |ex + ex e .
( ) [ p< bi bi P bi
I lcul 621
remos calcular agora —%
82l B 0 al B 0 1 : Y(s,mg) — Hi - Y(sni) — Hi Y(smi) — Hi
92 0gy [8@} 9% | [_ _;< i >+;exp< i ) < i >
Yirmy) — //"1) (y(r,nl) - Mz):|:|
+(n; —r)ex
( Jop ( bi bi
Y(smi) — ﬂi)z 1

yan yan Mg
e () - e () (57) 5
Y(sng) — i Y(sng) — i 3 . (nz - T) (y(r,nz) - /j‘l> (y(r,nl) — ’U'Z>
) ( 2 ) o TP s b

_Ze"p< o

B ;_(1111(]5? T) exp <y(r7n;ji_ ,Ui) <y(r7n;;i— M)
=7 | + z:; —2exp (y“’ (;_ “i> (?J<n¢>— Mi) ~exp <y<n¢)— m) <y<n¢)— m)Q
+2 (W)] —(ny—r) [exp (y(r’";ii_ “i> (y(nn;ii— ,Ui>2
L2exp (y(r,n;;i_ M) <y(r,n;2i— m)” .

Portanto, obtemos as seguintes expressoes para as derivadas segundas
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95~ 35 o

U, N B
" op,0p ~ 0B; 0B
zk: - XT:GXP (y(s’ni) — ui) — (n; —7)exp (y(T’ni) — Mi) ( s )2877“ i
= — o ’ ?; dnii) 0B; OB
Z i P ZQX ( (s,mi) — ) + (ni _ ’I") exp (y(r,nl) - /-%)
¢’L ¢z
[d i 3771¢ 57712’ + dp 0? i ]
dn?; 0B; OB dmi 0B;00

b, P _ 0o
L= 90,00, — 00, |00y,

k r

1 Y(s,ni) — Ml) (y(s,nl) - //['z) (y(s,nl) - /f['z):|
= exp | =Y —— ] +exp
. Y(ring) — Ha Y(rng — Hi) Y(rng) — M dpi dp; Oni Ona;
(mi —r {exp ( > ( bi > e ( oy ﬂ” dmi dng; 0B 805
by L _ o o
T T 0p00, — 0B; {aeL}
"l . Y(siny) = i\ [Y(smi) — Hi Ysmg) — M [ Yismi) — i\ >
B[ [ [ (o) () ) (2
; {(bf 32::1 ¢ ¢ ¢ o8
L . N2 o o
+2 (Wﬂ —(ni—r) [exp (y(r,n;)i M) (y(r’n;)i M) + 2exp (y(r’”;)i “1) (y(r,n:‘ﬁ)i M)H]

_r_"_z |: ( s, n:-b)._ /J’Z) T exp (y(s,n(;)._ Nz) (y(s,n:;._ /‘L’L):|

N\ 2 . . k
™ ( d¢1 ) 87721 87721 + Z L
ani 8eL 89] i— ¢L i—1 i
2. . . . 20,
+(ni —7“) exp (y('r,ni) Nz) (y(r,ni) z):|:| [d (21 87721 on2; n dp; O 14 ] .
®i bi dn3; 005 00,  dna; 00,00

e Calculando os cumulantes de segunda ordem
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E i 1 i (y(s,m) - Mz‘) ( ) (y(r,n,;) - Mz‘) ( dp; )267711‘ onu;
= —|=) exp| ——— ] —(n;j —r)exp | ————
—~ 9| = P bi P i dmi /) 0B; 0B
+E _

X
—

dQ,Mz 37711 37711 d,ui 327711‘ }
n; 085 0B dni 0800

k 1 Y(s,ng) — Hi Y(ring) — M dp 23771‘8771'
:; 97 _;exp< i )] Sk {exp( i HH (dn1i> 0B; 9B
k
+Z (; +ZE|:€'XP( (;_mﬂJr(niT)E [exp<y(rn)_m)]H
i=1 v

i

" [ wi O Oy dpi 0% }
dﬁ% 818] aﬁl dnlz 8ﬂjaﬂl

k 2

1 dp; \ "~ Oni O
§ [ E q3si — T)sz‘] < a ) n n
z:l

dm;) 0B; 96

T

, 1 s,m;) — M s,n;) — M s,n;) — M
[ Bl () o () (=)
() (2 o 2

% dp; do; 3771i 3772¢
dnui dne; 03 00r

T
;EET

r

bi
() () oo ()]
dp; dp; Oni; Ona;
dnu; dng; 085 00,

r

k
Z pol [(11 Z (3si + @55i) — (ni — 7)(q6ri + qari)

s=1

dp; dp; Onig Ong;
dm; dna; 0B 001

=k

i=1
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M»rm»

—

1=

k r
N 2 dpi \© doi .
kjl(M) = Z g lz q3si + (ni — r)q4”-] ( ) (4,1, M);,
i=1 "% |Ls=1

dnlz anz

kJ(Lm) =Y

L a . do: \° 2
= =3 l [ — > (20261 — Grsi — 20556) + (ni — ) (qsri + 2CI6M)‘| ( - ) + 7 (1

i=1 —1 dno;

doi d*¢;
+ 2 st T si_2 si) i T"L+2 i
;( Q2si — q7 @5si) — (ni —7)(gs 6 )] )

k
1
(L, M)+ 52 o
i=1 "t

dna
+ Z(2QQsi = Qrsi — 2G5si) — (ni — 7)(qsri + 2q6ri ] (

s=1

) (LM, J); + (JM, L)),

(m) Z o2 Q@ — Z q3si + qssi) — (ni — 7)(q6ri + qars)
s=1

doi dp;
ani d771i

- Z(QSSi + gssi) — (ni — 1) (q6ri + qari) (jm, L);,
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()
d7721‘

”(M i [

-1+ Z(q3si + g5si) + (R — r)(deri + qars)
s=1

=1
1 r d“o; | dug .
0 - S1 st) T T 7 e ,La M
5 [% ;(qs +ssi) = (i = 7)(g6ri + qari) dnm] am; V )
dp; do; )
+ si T Q5si) — (Mg — 7)(q6ri + qari LM, j);.
Z ¢2 [(h ; a3 gssi) — ( ) (g6 Gari) s d772i( J)

e Definiremos agora algumas expressoes

wy; = Zq — (ng — 7)qari dpi Zq _ g dpi dp;
14 2¢3 3s1 4ri dnlz 2¢2 3s1 4ri dnlz d"?%, )

2
dp;
w2z —2¢2 l ZQSsz - T)qzm‘] (dﬂu)

T

263 [ > (2a3si + @5si) — (15 = 7)(2q4ri + Gori)
s=1

(o)
dmy;

wSi
1 - d*p; | de;
+% |f]1 - ;(QBM + Q5sz) - (nz - T)(QGM + q4m) Cl??%,] d772i’
v 1 : dp; do;
Wy =575 - si T q5si) — (i — T)(q6ri + Gari ;
4 2%2 [% ;(QS @5si) ( )(%‘ Qari) iy dija;

77 1 r d/,L 2
Ws; = [ [ (2q3si — G5i) + (1 — 1) (2qar; — Q6ri)‘| ( - )

2¢? —1 dmi
1 - Ppi | do;
-5 |©1 — E Q3si T q5si) — (i — 7)(Q6ri + Qari )
292 . 1( )= ( ) ) dn; ] dni

T

" 1 do;
we; = |~ 575 | D (=2 + qrai + 455 + 203i) + (i — 1) (qsri + A6ri + 2ari) 0
i s=1 dn27,

T

1
T52 |f]1 - Z(QBsi + @ssi) — (ni —7)(q6ri + qari)

s=1

dn3; | di’

d%] dp;
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"

de; \*
Wr; = 2¢3 l 2q1 + Z —q7si T 2Q3%) (nz - T)(7QSM + QQ4M‘)‘| (d’r]g'>
s=1 7
L - ;| dp
+2¢12 q1 — ;(Q&W + q5$1) - (nz — 'f')(q&“z + q4r7.) d'f]g,b‘| d?’]li’

de; \°
2¢3 [ 2(11 + Zl 2(1251 — q7si — {9si + 2q581) + (nz - T)(_Q10Ti - 2q87‘i + 2q6ri)] (d7722>

1 - d?¢; do;
+27§% @+ ;(2%31‘ — qrsi — 2q55i) — (ng — 1) (qsri + 2%,@)] dﬁ%: d772zi ,
" 1 " d¢ 2
We; =55 |q1 + 2G2si — G7si — 2G5si) — (N — 7)(q8ri + 2q6ri ( ! ) .
g [+ 2 )= o= o+ 2| (52

e Calcularemos agora, algumas expressoes que serao necessarias para obtermos

a correcao do viés.

//m 1 ) '
k™ — kﬂm—th j.l,m); +Zw2z (jm, Di + (Im, §); — (jl, m)d),

"(m 1 " " " " "
k™ - Skim = > wy (L 1m)+ > wy(lm, J);,
i=1 i—

" 1. u
kjl(,m) — ikij Zw?ﬂ J, L,m); —I—Zw4Z jm, L);

n n
"M 1 "o, "o, .
kjl( ) - SR = ws; (7,1, M); — > wy; (51, M);,
i—1 =1
//(m) 1 " . n " n "
kL kJLm => we(JS,Lym)i — ) wy(JL,m);,
i=1 =1
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"M 1 " - " - "
sz( - Sk :Zw”(J,Z,M)i + Zw4i(JM7l)i:
=1 =1

n n

"M 1 "o, 7" .

kjé ) R :Zw7i(J,L, M); + Zw4i(LM,J)u
=1 i=1

1=

"M 1 " " " “ "
=1 =1

~ ~

e Calculando as expressoes da corregoes do viés para By () e B1(#) e colocando

na forma matricial.

-~

* Para Ba([)

1 " 1. n ; n "o n 77 . . 3
Z kg k5™ {ka(m) - ikjlm} = Z kg kY™ {Zwu(%l,m)i + szi[(Jm, D+ (Im, 5)i — (lem)i}}
J,;t,m j,l,m i=1 i=1
n n
" - 2 o
Z wy; Z k37 ()i Z k5™ (1,m)i + Z Wy, Z k5™ (1) Z k37 (jm)i
i=1 J Im i=1 Im J
n n
" - " o
Y wyy > k()i D kST (Im)s — Y wyy > kST (m)i Y k57 (51)s
i=1 j I,m i=1 I,m j
n n
" - " -
= wiy D k3T (5)i D RS (Lm)i + > way > k3 (5) Y kY™ (Im),
i=1 j I,m i=1 j I,m

~ " " ~ 1" 1"
= el KYPXTW, Zgglnxa + X K XTW,) D1y,

" 1 n 2 i "
O R N S S {zwgiw,m)i v z%um,ni}
=1 =1

J,l,m J,l,m
n " n "
=D wy; p K87 ()i DK (Um)i + Y Jway Y kST (D) Y k™ (Im);
i=1 J l,m i=1 J I,m

~ 17 1" ~ 17 "
= el K5 STWy Zgglnxa + el K§STW, D1,
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Z kg k5™ {k ™ - *kij} = Z kg k5™ {Zw3z(]7L m) Zw4z Jm, L); }

J,L,m J,L,m

n
= > wa; 3k mzk (Lym); +Zw;’12k L)i 3 ks (jm)s
i=1 j

J

=g K5 XTW, Zggalnx1 + Ly 4,

. "M 1 .
S kSRR {kj.f ) EkﬂM} =" kg kM {Zw& 3,1, M); th jl, M) }

3,0, M 4,0, M
= s Do kg7 (e KM (1, M zw;;zk (M); S k5 (31
i=1 j 1,M i=1 J

~ 1 1 1"
= el KYPXTW, Zggalnxi — LY 4,

" 1
ST kgTRE™ {kJ(Lm) - 5k§Lm} = > kgTkEm {Zw& (J,L,m) ZwZZ JL,m) }

J,L,m J,L,m

=ng'leZJ(J )i > KE™(L,m); Zw;’,Zk m)ZZk (JL);

L,m

= el K5’ STWy Zggglnx1 — Ly,

1. n
Z kaJklM{ (M) 5leM} — Z k;“JklM {th Jl M)z-l-zwm(JM )i }

J, M J,M i=1

Zw;;Zk%J(JnZk (1, M); +Zw4ZZkQM(l Zk (JM);
i=1 J LM i=1

~ 1" 1 1"
=Tk STWy Zggglnxi + Ly 4,

: "M 1 : n "o n " 3
Z kg]kQLM {k;L( )_gkjLM}: Z kSJkQLM {ZWW(J:L,M)i+Zw4¢(LM7J)i}

4,L,M 3,0, M i=1 i=1

Zw%zk (i > kg™ (L, M); +Zw422k ()i ZkLM (LM);

L,M

= eZKgﬂ)?Tm Zylnxi + e KEPXTW, Dy 1nx1,

" 1. n " n "
> ksTREM {kJ(LM) - 5kJLM} > kR {ngiu,L,M)i + D wgy[(JM, L)i + (LM, J); — (JL,MM}
i=1

J,L,M J,L,M i=1

- Xn:w;. Zkz )i > KEM (L, M); + ngl Zk2J(J S kM (LM);
=1

L,M L,M

+Zw'92 Zk )istJ ngz Z KEM (M) Zk (JL):
= we; D KT () Y kEM(L, M)Z+ngzzkz2‘fu ST M (LM);
=1 J L,M i=1 L,M

~ " 1" ~ " "
= el KDPSTWy Zgylnx1 + el K5STWy Dy 1o
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« Para Bs(0)

Z k;jklzm {k;'l(m) _ %k;‘lzm} _ Z kAjklm {th j,l,m); ZwQZ[(]m i+ (Im,j)i — (jl,m)b]}
7,lm 7,lm
Sl Sk ) Z RS (Lm)i 4+ Y wy; Z Km0 Y ks (m)s
i=1 J i=1 J
+ Zw; ZkAJ Zklm (Im); — Zw;’, Zk2 m)e > k3 (D)

J

:Zw’l’izk;‘j(g’)iZkQ (1, m); +Zw'2112k:‘43 Zk»
i=1 j I,m

= A K XTW, Zggluxt + €5 KSPXTWy Dglaa,

" 1.
S kT {kJ;m> - ikjlm} S ke {Zw& Jlm); +Zw4l (tm, J); }

J,lm J,l,m
n
1" 1
= Zwai D RS Y R (Lm)i + Y way k3 (J)i > KE™(Im)s
i=1 J Im i=1 J I,m
~ 1" 1" ~ 1" 1"
= e K§PSTWy Zgylnx1 + e A K STW, Dy,
n n
Aj ; "o "o
S kK™ {k (m) _ ,kij} = > kykE™ {Zw?’i(],L,m)i +> wy(im, L)i}
J.L,m i, Lym i=1 i=1
n n
2 Aj, . 44 Ajy, .
D wa > k37 ()i D KE™(Lym)i + > wyy Y kE™(L): Y k3 (jm)s
i=1 j L,m i=1 L,m j

08 T 1 7
7eAK X W3 Zggalnx1 + Ly 4,

o .
ST kKM {k 1 _ 7leM} ST kIEM {Zw& 3,1, M); th i, M)Z}

4.0, M 5.0, M
>l S kG S R, ), zw;;zk (30); Y K2 s
i=1 j 1,M i=1 J

08 = 7y "
= 6£K2BXTW5 Z,89d1”><1 - LI,A’

(m 1. m n " " "
3w {i - i} = 5 i {3 o 3wt

J,L,m J,L,m i=1 i=1
n 17 n "
AJ L L AJ
= we ks ()i D KET(L,m)i = Y Jway > k™ (m)i > kS
i=1 J L,m i=1 L,m J
~ " 17 17
= e K§°STWs Zggalnx1 — Ly a,
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" 1 n " n "
Z kAT BIM {le(JvI) _ EkﬂM} = Z kA KM {Zw”(‘]’l’M)i +Zw4i(JM»l)i}

J,1,M J1,M i=1 i=1

S WS R 0 SR A+ 3wl ST R
1=1 J

I,M i=1 I,M

~ " " "
= eh K STWy Zggylnxi + Ly 4,

§,L,M §,L,M i=1 i=1

S g {00 < S b = S kR {fjw%(j, L M); + znjw;’i(LM,j)i}
- f:w;;zw Z kYM (L, M); +Zw4le
=1 7

LK XTW, Zylnsxt + €A KIPXTW, DY 1,51,

1" 1. n n " n 1"
S g {00 - S = S ké]kzw{zngu,m+zw9in,L>i

J,L,M J,L,M i=1 i=1

n n
=" wg Zkﬁju)i STREML M)+ wes > kS (
i=1 L,M i=1 J

+Zw91 ST kEM(L); Zk‘“ (JM); ngl ST kM

L,M L,M
=S w "Zk;”(J Zk (L, M); +ng12k2
=1

~ 1" 17
= TR STWy Zy o1 + €5 K5O ST Wy Dy Lox1.
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Wi Y k37 (IM);
J

()i S KM (LMY,

L,M

+ (LMvJ)Z - (JLVM)l]}
D) > kM
LM
(M); > k3 (JL);
J

(D) > kM (LM);
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