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Resumo da Disserta¢ao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ESTUDO DO COMPORTAMENTO ANTROPOFILICO DE MOSQUITOS
SELVAGENS E TRANSGENICOS BASEADO EM UM MODELO DE
REACAO-DIFUSAO-QUIMIOTAXIA

Moisés Filgueira de Oliveira
Margo,/2017

Orientadores: Ana Paula Pintado Wyse

Antonio José Boness dos Santos

Programa: Modelagem Matematica e Computacional

As doencas transmitidas por mosquitos, como dengue, maléaria, chikungunya,
zika virus e febre amarela, tém sido tema relevante de estudos no meio académico—
cientifico. Os nimeros alarmantes relatados ano a ano no mundo colocam muitas
dessas doencas em destaque. Técnicas de manipulacao genética, juntamente com
métodos de prevencao, vacinas e medicamentos fornecem um conjunto de possi-
bilidades que, se utilizadas de forma correta, podem reduzir consideravelmente a
incidéncia de muitas doencgas. A avaliacao das medidas de prevencao e combate a
doencas precisa ser feita, inicialmente, através de simula¢oes de modelos mateméti-
cos e computacionais para posterior aplicacao pratica, a fim de garantir seguranca,
economia e viabilidade. Neste trabalho, propomos um modelo descrito por um sis-
tema de equagoes diferenciais do tipo reagao—difusao—quimiotaxia que descreve o
espalhamento e a interagao entre mosquitos selvagens e transgénicos, onde a popu-
lagao transgeénica tem capacidade reduzida de deteccao de C'Os, o que dificulta sua
orientacgao para o repasto sanguineo e, por consequéncia reduz a taxa de picada em
humanos. O modelo foi resolvido numericamente utilizando a técnica de decom-
posicao de operadores sequenciais, com a parte reativa do sistema resolvida pelo
método Runge-kutta de quarta ordem e a parte difusiva—quimiotética pelo método
de Crank-Nicolson. As simulagoes numéricas obtidas atestaram a consisténcia do
modelo com as premissas adotadas.

Palavras-chave: modelo matemdtico, mosquitos transgénicos, rea¢ao-difusao-

quimiotaxia, decomposi¢ao de operadores
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ANTHROPOPHILIC BEHAVIOR OF WILD AND TRANSGENIC
MOSQUITOES BASED ON A REACTION-DIFFUSION-CHEMOTAXIS
MODEL

Moisés Filgueira de Oliveira
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Mosquito-borne diseases such as dengue, malaria, chikungunya, Zika-virus and
yellow fever, have been relevant subject of studies in the academic- scientific envi-
ronment. The alarming numbers reported yearly in the world place many of these
diseases in prominence.

Genetic manipulation techniques, together with prevention methods, vaccines
and drug treatment provide a set of possibilities that, when used correctly, can con-
siderably reduce the incidence of many diseases. The assessment of disease preven-
tion and control measures must first be done through simulations of mathematical
and computational models and just later practical application in order to guarantee
safety, economy and viability. In this work, we propose a model described by a
system of differential equations of the reaction-diffusion-chemotaxis type that de-
scribes the spread and interaction between wild and transgenic mosquitoes, where
the transgenic population has a reduced C'O, detection capacity, which makes it
difficult to blood orientation and therefore reduces the bitting rate on humans.
The model was solved numerically using the sequential operator splitting technique,
with the reactive part of the system solved by the fourth-order Runge-kutta and the
diffusive-chemotactic part by the Crank-Nicolson method. The numerical simula-
tions obtained attest to the consistency of the model with the assumptions adopted.
keywords:  mathematical model, transgenic mosquitoes, reaction-diffusion-

chemotaxis, operator-splitting
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Capitulo 1

Introducao

As doencas transmitidas por mosquitos sao um problema historico que assola a
humanidade desde as civilizagoes mais antigas. Atualmente, mesmo com os avangos
da medicina, muitas delas ainda permanecem sem vacinas ou tratamento especifico,
com indicagao apenas de tratamento sintomatico.

Segundo levantamentos da Organizacao Mundial de Satde, mais da metade da
populacao humana encontra-se em &area de risco, podendo adquirir algum tipo de
doenca proveniente de mosquitos. As regioes tropicais sao as que mais chamam a
atencao, devido principalmente a fatores ambientais e socioeconémicos, agravados
por condigoes precarias de saneamento basico e o baixo indice de desenvolvimento
humano. Além disso, o problema do aquecimento global esta afetando diretamente
essa regiao e areas vizinhas, devido ao aumento no periodo anual de maior incidén-
cia de mosquitos e mudancas climaticas em locais que antes eram inadequados a
proliferacao de mosquitos.

Um dos mosquitos de maior importancia vetorial é o Aedes aegypti, uma vez que
ele é o responsavel pela transmissao de trés doencas graves: dengue, zika e chikun-
gunya. O Brasil vem sofrendo anualmente surtos destas doencas, com incidéncia
cada vez maior e com sintomas e consequéncias cada vez mais graves. O diagnos-
tico clinico dessas doencas ¢ comumente confundido com o de outras e, em algumas
regioes, os resultados dos exames laboratoriais demoram um tempo consideravel,
suficiente para que a pessoa infectada transmita a doenca. Por outro lado, vacinas
e medicamentos eficazes ainda estao em fase de estudos.

Uma &rea de pesquisa que tem resultado em grandes avancos ¢ a manipulagao
genética. Mosquitos esterilizados, contaminados por bactérias, refratarios a doengas
e com reduzida capacidade de orientagao para o repasto sanguineo tem sido objetos
de estudos; formas de utilizagao dessas espécies transgénicas requerem simulagoes
a fim evitar transtornos e gastos desnecessarios. Neste sentido, os modelos mate-
méaticos e computacionais tornam-se ferramentas importantes, dando uma grande

aplicabilidade as equagoes diferenciais e guiando o desenvolvimento da biologia com



a finalidade de suprir falhas identificadas nas simulagoes.

Este trabalho tem por objetivo apresentar um modelo matemaético que descreve
a dinamica e o espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos com capacidade
reduzida de detec¢ao de C'Oy. Mosquitos da espécie Aedes aegypti com esta caracte-
ristica foram criados em laboratorio em 2014 [27] e 0 modelo que estamos propondo
visa auxiliar na compreensao de como esta espécie interage com os mosquitos selva-
gens e se difunde sobre uma regiao onde é liberada uma nuvem de C'O,.

Para isso, organizamos este trabalho da seguintes maneira:

e No primeiro capitulo, descrevemos o objeto de estudo, Aedes aegypti, bem
como suas caracteristicas, detalhando seu ciclo de vida e porque ele representa
um problema de satide publica mundial. Em seguida apresentamos algumas
medidas de combate ao Aedes aegypti, dentre elas a utilizacado de mosquitos

transgénicos;

e No segundo capitulo, apresentaremos uma breve revisao dos modelos cléssicos
da dinamica e espalhamento populacional, em particular aqueles modelos que
servirao de base para o desenvolvimento do modelo matematico proposto neste
trabalho;

e No terceiro capitulo, formularemos o modelo matemaético que descreve a dina-
mica de interacao e espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos. Para
isso, vamos inicialmente expor as premissas que fundamentam a construcao do
modelo, que seré descrito por um sistema de equacoes diferenciais parciais do

tipo reagao-difusao-quimiotaxia;

e No quarto capitulo, exibimos a formulacao numérica para a obtencao da so-
lugao do modelo proposto; para tal, construimos gratativamente os estagios,
iniciando por uma revisao bibliografica dos métodos de diferencas finitas até
apresentarmos o algoritmo de resolucao baseado na técnica de decomposicao
de operadores sequencial, onde a parte reativa foi resolvida pelo método de
Runge-Kutta de quarta ordem e parte difusiva-quimiotatica foi resolvida pelo

método de Crank-Nicolson;

e No quinto capitulo, apresentaremos e discutiremos alguns experimentos nu-
méricos realizados com o intuito de estudar o comportamento dos mosquitos

selvagens e transgénicos através do modelo matemético proposto;

e Por ultimo, apresentaremos as conclusoes obtidas ao longo do trabalho, bem

como projecoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Aedes aegypti: um problema de

satde publica mundial

As doencas transmitidas por mosquitos tém sido um problema cada vez mais
frequente no cenario da satude publica mundial, principalmente nos paises tropicais.
Um dos fatores que vem contribuindo para o agravamento dessa situagao é o aqueci-
mento global, provocando uma dilatagao nas areas geograficas mais afetadas e uma
expansao do periodo de maior incidéncia de mosquitos, que ocorre sazonalmente;
este fato aumenta a possibilidade de proliferacao de doencas tropicais para regioes
além dos tropicos e reincidéncia nas regioes onde os vetores ja haviam sido contro-
lados. Buscando solucionar este problema, varias técnicas vém sendo abordadas por
pesquisadores, entre elas a producao de novas vacinas e a manipulagao genética de
mosquitos. Neste capitulo, vamos descrever as principais caracteristicas do Aedes

aegypti bem como as doencas por ele transmitidas.

2.1 Vetores

Em epidemiologia definimos vetor como qualquer ser vivo que possui a capaci-
dade de transmitir um agente infectante. Boa parte desses vetores sao artropodes,
em sua maioria insetos hematofagos que, durante o repasto sanguineo em animais
ou seres humanos, inserem o agente infectante, contaminando assim o hospedeiro
vertebrado.

A grande quantidade de espécies de insetos hematofagos existentes, associada a
dificuldade de um controle sobre essas populagoes, esté acarretando sérios proble-
mas no que se refere a saude publica. O nimero de casos de doencgas infecciosas
transmitidas por vetores ¢ alarmante; dados da Organizagao Mundial de Saude [40]
informam que cerca de 17% das doencas infecciosas provém de vetores, com esti-

mativas anuais de 1 bilhao de casos de doencas diagnosticadas e 1 milhao de 6bitos



registrados, e estas estimativas aumentam a cada ano. As regioes mais afetada sao
08 paises tropicais, devido uma série de fatores tais como temperatura, pluviosidade
e condigoes socio-econdmicas.

Dentre os principais vetores responsaveis pela transmissao de doencas infecciosas
podemos destacar os carrapatos, moscas, pulgas e mosquitos. A Tabela 2.1 apresenta

alguns desses vetores e as doencas que eles transmitem.

Vetor Doencas Infecciosas
Carrapatos

e Febre hemorragica da Crimeia-Congo
e Doenca de Lyme

e Febre recorrente (borreliose)

e Riquetsioses

e Encefalite

e Tularmia

Moscas Pretas

e Oncocercose

Tritomineos

e Doenca de Chagas

Anopheles spp.

e Malaria

Aedes spp.

e Dengue
e Chikungunya
e Febre Amarela

e Zika

Tabela 2.1: Vetores e Doencas

Dos vetores descritos na tabela (2.1), uma das espécies de maior importancia
vetorial é o mosquito Aedes aegypti; note que dentre as doencas listadas ele é o
responsavel pela transmissao de trés das mais preocupantes no cenario mundial.
Apobs uma breve descricao das caracteristicas deste vetor, vamos explorar um pouco

estas doengas e as formas de controle e prevencao.
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2.2 Aedes aegypti

Originario do continente africano, o Aedes aegypti é um vetor que possui a capa-
cidade de transmitir algumas doengas, como mostramos na Tabela (2.1). Este vetor
foi descrito cientificamente no ano de 1762. Segundo a Fiocruz [12] a difusdo do Ae-
des aegypti pelo mundo, ocorreu inicialmente pela parte leste da costa do continente
africano com direcao ao continente americano, através dos navios que transporta-
vam escravos no periodo colonial, e posteriormente se espalhou da costa oeste com
dire¢cao ao continente asiatico. Atualmente segundo Organizagao Mundial de Saude
[40] mais da metade da populagao mundial vive em areas de risco, podendo adquirir
algum tipo de doenca transmitida por esse vetor. Nesta secao, iremos descrever

como se da o ciclo de vida desse vetor, seus habitos alimentares e reproducao.

2.2.1 Ciclo de Vida

Mosguito 4 — Pupas 3

Figura 2.1: Ciclo de vida
Adaptado:<http://www.ioc. fiocruz.br/dengue /textos/oportunista. html>

O Aedes aegypti possui quatro fases em seu ciclo vida: ovo, larva, pupa e mos-
quito. A Figura (2.1) ilustra como esse ciclo de vida ocorre. Caracteristicas im-
portantes dessa espécie sao o seu rapido desenvolvimento em condicoes ideais e a

capacidade de sobrevivéncia dos ovos em locais secos, aguardando a estagao chu-



vosa para eclodir. O tempo médio da fase ovo até a fase mosquito dura entre 8 a
10 dias, dependendo de fatores como temperatura, nimero de larvas presentes no
mesmo criadouro (local onde sao depositados ovos) e a quantidade de nutrientes no
criadouro.

O ciclo de vida do Aedes aegypti inicia-se com a fase ovo, cujo tamanho mede
aproximadamente 0,4 mm; sua coloragao, a principio é da cor branca, podendo sofrer
alteragoes quando em contato com o ar por periodos mais longos. Segundo a Fiocruz
[11], apds aproximadamente 15 horas da fémea realizar a desova, o ovo adquire uma
resisténcia muito grande ao ressecamento, garantindo sua sobrevivéncia por até 450
dias em locais secos. Independente do periodo de dissecagao, os ovos eclodem apos
10 minutos em contato com a 4gua, dando origem a larva.

Na fase larval ocorre a alimentacgao, que é baseada principalmente na matéria
organica presente no criadouro, favorecendo o crescimento. Em condigoes favoraveis,
esta fase dura em média cinco dias. Apoés esse periodo a larva evolui para a fase
pupa, interrompendo a alimentacao e se mantendo inativa, apenas flutuando na
agua. Esta fase dura em média de 2 a 3 dias.

Apobs passar por essas trés fases: ovo, larva e pupa, temos por fim a forma
alada do mosquito Aedes aegypti. Seu tamanho varia de 4 mm e 6 mm, possui uma
coloragao preta com manchas (riscos) brancas no dorso e pernas. Esta espécie tem
uma grande capacidade de se adaptar ao ambiente em que vive, tanto em &reas
urbanas como em florestas. Vive em média 30 dias e, ao longo da sua vida, voam
aproximadamente 400 metros a uma altura que varia entre 50cm e 120cm em relagao

ao solo.

Figura 2.2: Aedes aegypti
Fonte:<http://www.colegioweb.com.br/saude/doencas-desencadeadas-pelo-aedes-

aegqypt.htmi>



2.2.2 Alimentagao e Reprodugao

O Aedes aegypti se alimenta de solu¢oes a¢ucaradas, como néctar e seiva, porém,
as fémeas dessa espécie além de se alimentarem das solugoes acucaradas, também
necessitam de sangue (s@o hematofagas), pois o sangue fornece aos ovos a proteina
necessaria para seu o desenvolvimento. A fémea realiza o repasto sanguineo através
de picadas, sendo fortemente atraidas pelo sangue dos seres humanos em detrimento
ao de outros animais; sua alimentacao de sangue ocorre normalmente em horarios
diurnos, logo ao amanhecer (entre seis e sete horas da manha) e o entardecer (entre
dezessete e dezoito horas). As residéncias com boa luminosidade favorecem a ali-
mentacao das fémeas no horario noturno. Devido a limitagao na altura de voo, o
Aedes aegypti pica geralmente os membros inferiores.

Aproximadamente um dia apds emergir da fase de pupa para mosquito, o Aedes
aeqypti ja possui a capacidade de se acasalar, e basta apenas um tnica copulagao
para que a fémea esteja fecundada para o resto da sua vida, pois ela possui a capaci-
dade de armazenar o esperma do mosquito e liberar lotes de ovos esporadicamente,
[12]. Uma vez fecundada, a fémea comega uma busca intensificada por sangue pois
sua reproducao esta diretamente relacionada a alimentacao, as fémeas sao capazes
de produzir em média 5 lotes com um ntimero médio de ovos por postura de 100
ovos, variando de acordo com a quantidade de sangue ingerida. Segundo a Fiocruz,
[10], a femea pode realizar a desova em criadouros diferentes, desde recipientes arti-
ficiais como garrafas, pneus, copos descartaveis e jarros ornamentais até ambientes

naturais como corregos e lagos.

2.3 Doencas

Nas proximas subsecoes iremos abordar as trés principais doencas que tem o

Aedes aegypti como seu principal vetor.

2.3.1 Dengue

Dengue é uma doenca infecciosa, que tem como agente um virus RNA, arbovirus
do género Flaviridae, |33], sendo conhecidos quatro sorotipos diferentes: DEN-1,
DEN-2, DEN-3 e DEN-4. Seus sintomas sao semelhantes aos de uma gripe comum:
febre alta, dor de cabega intensa, dores musculares, dores nas articulagoes, vomito
e glandulas inchadas. Em alguns casos ela pode ocasionar a morte, ¢ o caso grave
de dengue conhecido como Dengue Hemorragica.

Em relacao ao risco de adquirir dengue, a susceptibilidade ao virus é universal,

ou seja, todas as faixas etarias estao sob risco de infecgao, de modo que a imunidade



¢ permanente para um mesmo sorotipo (homologa), entretanto a imunidade cruzada
(heterologa) pode ocorrer temporariamente [13].
O ciclo da transmissao de dengue se da em duas etapas, resumidas abaixo e

ilustradas na Figura (2.3):

e Ciclo Intrinseco: Ao ser inserido no organismo dos seres humanos, o virus
passa inicialmente por um periodo incubacao que dura em média de 5 a 6 dias,
para em seguida ficar circulando na corrente sanguinea dos seres humanos,
por um periodo que varia entre 7 a 9 dias; logo, se um mosquito fémea do
Aedes aegypti que nao estd contaminado pelo virus, picar e sugar o sangue

contaminado, acaba adquirindo o virus;

e Ciclo Extrinseco: Uma vez no organismo do mosquito, o virus se multiplica
por um periodo de 8 a 12 dias, seguindo entao para as suas glandulas salivares.
A partir de entao o mosquito se torna um agente infectante e essa condicao s

termina com a sua morte.
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Figura 2.3: Ciclo de transmissao,
Fonte:<http://pontobiologia.com.br/como-a-dengue-e-transmitida,/>

O ntmero de casos de dengue tem crescido a cada ano, segundo a Organizagao
Mundial da Satde [40] as notificagdes de casos de dengue no ano de 2010 foram de
2,2 milhoes de pessoas e esse nimero teve um aumento significativo para 3,2 milhoes
de pessoas no ano de 2015. Vale ressaltar que o ntmero real de caso de dengue é
subnotificado e, algumas vezes, classificado erroneamente em fungao dos sintomas.

Estima-se que 128 paises estao em areas de risco de infeccoes pelo virus da dengue.



2.3.2 Chikungunya

Assim como a dengue, a chikungunya é uma doenca infecciosa que tem como o
principal vetor o mosquito fémea do Aedes aegypti. Essa doenca foi identificada pela
primeira vez entre os anos de 1952 e 1953, em um surto ocorrido na Tanzania, onde
foi observado que os pacientes apresentavam uma postura curvada devido as fortes
dores nas articulagoes, essa particularidade da postura das pessoas infectadas deu
origem ao nome da doenga, pois o nome chikungunya significa “aquele que se dobra”
em Kimakonde, um dos idiomas da Tanzania.

Os principais sintomas da chikungunya sao febre alta, dores intensas nas articu-
lagoes, dores musculares e manchas vermelhas na pele. O agente infeccioso respon-
savel pela chikungunya é o virus RNA, arbovirus do género Alphavirus, pertencente
a familia Togaviridae [33]. Atualmente é conhecido apenas um tnico sorotipo: o
CHIKYV, que pode afetar pessoas de todas as faixas etarias, porém, as manifestacoes
clinicas podem variar, sendo mais intensas em idosos e criangas. Segundo Portal
Brasil [3], nao ha risco de contaminacao do feto durante a gestagao pelo virus da
CHIKYV, no entanto, ha raros relatos de abortos espontaneos apos a infeccao mater-
nal pelo virus CHIKV. O processo de transmissao da chikunguya ocorre semelhante

ao descrito no processo de transmissao da dengue.

2.3.3 Zika Virus

Zika ¢ uma doenga que ganhou projegao recentemente, embora tenha sido diag-
nosticado inicialmente em macacos, no ano de 1947 em Uganda e em seres humanos
em 1952, nos paises de Uganda e Tanzéania [40|. Assim como dengue e chikungunya,
o zika virus, tem como principal vetor o mosquito Aedes aegypti, porém, estao sendo
estudadas outras formas de transmissao como relagoes sexuais e transfusoes de san-
gue.

Atualmente varios cientistas estao buscando indicios de relacao entre o surto
de zika virus ocorrido em 2015 no Brasil, com o aumento significativo do ntimero
de casos de microcefalia. Ha trabalhos recentes que apontam fortes indicios desta
relagao, podemos citar [4] e [7].

A Figura (2.4) mostra os principais sintomas entre essas trés doengas:
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Figura 2.4: Principais sintomas de dengue, chikungunya e zika,
Fonte:<https://agencia.fiocruz.br/zika-chikungunya-e-dengue-entenda-diferengas>

2.3.4 Tratamento e prevencao

Nao existem tratamentos especificos contra dengue, chikungunya e zika virus. A
intervencao para essas trés doengas é o tratamento sintomatico ou de suporte, sendo
recomendado constante hidratagao, utilizacao de alguns medicamentos como aceta-
minofeno ou paracetamol para aliviar a febre, ibuprofeno e naproxeno para aliviar as
dores. E extremante importante que, ao sentir qualquer um dos sintomas descritos
na Figura (2.4), o individuo dirija-se a um posto médico para que seja realizado um
diagnostico correto e preciso, pois a automedicacao pode expor a uma eventual com-
plicacao da doenca, podendo ocasionar hemorragia e risco de desenvolver sindrome
de Reye em criancas, [6].

Devido a falta de um tratamento especifico, uma das melhores formas de combate
a essas trés doencas é o controle da populacao do mosquito Aedes aegypti, tido
como o principal vetor. Porém algumas técnicas convencionais como a utilizagao
de inseticidas, amplamente utilizada nas décadas de 50 e 60, estao se mostrando
ineficientes para o controle da populagao do Aedes aegypti [26]. Um dos fatores para
o fracasso da utilizagdo de inseticidas, foi utilizacao indiscriminada sem nenhum
estudo prévio da sua correta utilizacao, isso acarretou em uma resisténcia do Aedes
aegypti aos inseticidas. Logo, a necessidade do desenvolvimentos de novas técnicas
eficazes é de extrema importancia. Partindo dessa necessidade, técnicas como de

inseto estéril (SIT-sterile insect technique) [19], liberacdo de inseto portador de um
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gene letal dominante (RIDL-release of insect carrying a dominant lethal gene) [26] e
outras vem sendo estudadas como uma alternativa viavel e eficiente no controle do
Aedes aegypti.

Observando a necessidade do controle da populacao deste mosquito e o desenvol-
vimentos de novas técnicas, o 6rgao consultivo da Organizagao Mundial de Satde,
Grupo Controle de Vetores (Vector Control Advisory Group - VCAG), recomendou

a analise das seguintes possibilidades:

e Controle microbiano de patogenos humanos em vetores adultos (utilizando

Wolbachia, por exemplo);
e Reducao da populagao do mosquito através de manipulacao genética;
e Armadilhas do vetor para a gestao da doenga;

e Técnica do inseto estéril (SIT);

Apesar dessas recomendacoes, Grupo controle de vetores adverte que essas téc-
nicas sejam cuidadosamente planejadas e que sejam realizadas de modo piloto, antes
da utilizacao em grande escala, principalmente as duas primeiras citadas. Devido a
necessidade de estudo e planejamento, surge a importancia do desenvolvimento de
modelos matematicos e computacionais para buscar alternativas eficazes, seguras e
economicamente viaveis para a utilizagao de microorganismos e manipulagao gené-
tica no controle populacional dos vetores; alguns trabalhos a esse respeito podem
ser vistos em [41], [22], [23] e [14] e outros.

2.4 Mosquitos transgénicos com reducao da capaci-
dade de deteccao de C'O,

A fémea do Aedes aegypti é antropofilica, sendo fortemente atraida pelo sangue
de seres humanos. FEssa atracao ¢ guiada por diversos estimulos sensorias como
a deteccao de C'O,, umidade, calor e o contraste visual. Desses estimulos, o C'O,
emitido na expiracao é visto por varios pesquisadores como sendo o mais importante
sinal para localizar os seres humanos [27].

A presenga do C'O2 no ambiente consegue estimular as fémeas na busca por ali-
mento, alterando seu comportamento e instigando o voo em direcao a nuvem de
COy detectada, desde que nao hajam correntes de ar para desorientar a fémea. O
C'O, é detectado por algumas espécies de mosquitos através de uma classe especia-
lizada de neurdnios sensoriais olfativos. A mosca da fruta Drosophila melanogaster,

por exemplo, possui dois receptores gustativos responsaveis pela deteccao do C'Os
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denominados DmelGr2la e DmelGr63a. Genes receptores ortélogos podem ser
encontrados no Aedes aegypti, sob a denominagao Grl e Gr3, respectivamente.

Buscando desenvolver uma estratégia de controle do vetor, Jones et al. [18] pro-
puseram uma metodologia para a modificacao genética da mosca da fruta Drosophila
melanogaster; essa modificagao ocorreu no gene DmelGr63a, sendo suficiente para
comprometer a deteccao de C'Oy e consequentemente os estimulos eletrofisiologicas
e comportamentais para o CO,. Baseado no trabalho Jones et al. [18], McMeninam
et. al. [27] propuseram uma modifica¢ao genética no Aedes aegypti, com o objetivo
de comprometer a sua deteccao de C'O,, reduzindo assim a taxa de picada e, por
consequéncia, a transmissao de doencas

No trabalho desenvolvido por McMeninam et. al. [27] foi alterado o receptor
Gr3 em embrioes de mosquitos no estiagio pré-blastodérmico. Foram isolados dois
alelos independentes do gene Gr3 (receptor de C0,), caracterizados como Gr3* e
Gr3FCFP O Gr3* sofreu mutacio que provoca um deslocamento na sequéncia ge-
nética provocado pela retirada do par base 4 (4 bp) e o Gr3ECF? sofreu mutacao
pela insercao de proteina fluorescente ciano, que atua como marcador. Do cruza-
mento entre essas duas variedades obtidas por manipulagao genética e os mosquitos

selvagens Gr3™, foram geradas as linhagens apresentadas na Tabela 2.2:

Tabela 2.2: Linhagens obtidas do cruzamento entre selvagens e transgénicos do
Aedes aeqypti

Linhagem Genotipo
Selvagens Gr3t/*
Transgénicos heterozigotos | Gr3®¢rr/+

Transgénicos heterozigotos | Gr3*/*
Gr3ECFPTA

GT?)ECFP ECFP

Transgénicos heteroalélicos
Transgénicos homozigotos
Transgénicos homozigotos | Gr3*/*

Apoés os cruzamentos, a populagdo de mosquitos sera composta por selvagens,
duas populacoes de heterozigotos!, duas populacoes de homozigotos? e uma popu-
lacao de heteroalélica®

No capitulo 4 apresentaremos a formulacao do modelo mateméatico proposto neste
trabalho, onde a populagao de mosquitos transgénicos apresenta a caracteristica de
reducao da capacidade de deteccao de C'O, pelas fémeas. Nesta ocasiao iremos
abordar com mais detalhes o processo de acasalamento e geragao das seis variedades

apresentadas na Tabela 2.2.

1830 os individuos que possuem pares de alelos distintos, sendo um dominante e outro recessivo,
que determinam a caracteristica fisica ou fenotipo.

2Sa0 individuos que possuem pares de genes com alelos idénticos.

3830 individuos que possuem pares de alelos distintos, sem dominancia.
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Capitulo 3

Modelos Basicos da Dinamica e

Espalhamento Populacional

Ao longo de toda a sua historia o homem buscou estudar e compreender a si
proprio e o meio que o cerca, fazendo uso da linguagem matemética para repre-
sentar ou intepretar de modo simplificado os fen6menos naturais e socias inerentes
ao proprio homem. Nesse sentido, o homem se pods a desenvolver modelos mate-
méaticos que pudessem representar simplificadamente a realidade da otica da sua
investigagao. Nesse capitulo iremos expor alguns modelos cléssicos, particularmente
aqueles serviram como referéncia para o desenvolvimento do modelo proposto neste
trabalho.

3.1 Modelo de Malthus

A aplicacao da matematica para descrever o crescimento populacional humano
se deu a partir do modelo matematico desenvolvido pelo economista e demdgrafo in-
glés Thomas Robert Malthus no ano de 1798. Malthus escreveu e publicou de forma
anonima o livro Um Ensaio sobre o Principio da Populagao (An Essay on the Prin-
ciple of Population) [25], onde propos dois postulados que embasam a formulacao

conhecida como modelo de Malthus. Sao eles:

e A comida é necesséria para a existéncia do homem;

e A paixao entre os sexos é necessaria e permanecera aproximadamente em seu

estado atual.

Na perspectiva desses dois postulados, Malthus afirmou que "o poder de cres-
cimento da populacao é indefinidamente maior do que o poder que tem a terra de
produzir meios de subsisténcia para o homem”[25]. Dessa forma, Malthus deduziu

que a populacao de uma determinada regiao, quando nao controlada, cresceria numa
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progressao geométrica, enquanto os meios de subsisténcia para a populagao cresce-
riam numa progressao aritmética. Além disso, Malthus observou em uma regiao nos
Estados Unidos, que a populacao duplicou ao longo de 25 anos, e esse fato fez com
que ele propusesse em seu modelo que a populagao cresceria em progressao geomé-
trica ou duplicaria a cada 25 anos. Dessa forma a populacao humana cresceria mais
rapido que a producao de alimentos, o que em sua concepcao tomaria proporcoes
alarmantes que desencadeariam guerras, fome, doencas, enfim, todos os niveis de
miséria humana possiveis.

A formulacao mateméatica do modelo de Malthus é dada por uma equacao de

diferencas do tipo:

N(t+1) — N(t) = aN(t), (3.1)

onde a constante v > 0 é a taxa de crescimento especifico e N(t) é a populacdo
no instante de tempo ¢, que assume apenas valores inteiros positivos. Esta formu-
lacao matematica indica que a variagao relativa da populacao é constante, ou seja,
proporcional & propria populagao em cada periodo de tempo [2].

Considerando que a populagao inicial é dada por N(0) = Ny, temos o seguinte

problema:
N({t+1)— N(t)=aN(t
(t41) = N(©) = aN (1) o)
N(0) = Ny,
cuja solucao pode ser obtida por recorréncia através da equagao abaixo:
N({t+1)=((1+a)N(t
(t+1) = (1+a)N(t) (3:3)
N(0) = Ny,
onde obtemos:
N(t) = (1+a)'Ny. (3.4)

Por outro lado, podemos obter o modelo de Malthus no tempo continuo a partir
da equagao (3.1). Para isso, tomemos o intervalo de tempo entre as medigoes N (t)
e N(t + 1) suficientemente pequeno, denotando por At. Obviamente, a taxa de
crescimento se dard em relagao ao novo intervalo considerado, sendo SAt. Com

base nestas novas consideragoes e levando em conta a (3.1) tem-se:

N(t+ At) — N(t) = BALN(2), (3.5)

logo,
N(t+ At) — N(t)

At

= BN(t), (3.6)
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tomando o limite At — 0, tem-se:

GV _ BN, (3.7)

O parametro [ é uma taxa de crescimento intrinseco definida pela diferenca entre
a taxa de de crescimento 7 e a taxa de mortalidade m.

A solucao da equagao (3.7) com a condicao inicial N(0) = Ny , ¢ dada por:

N(t) = Noe. (3.8)

A partir das solugdes (3.4) e (3.8) podemos obter uma relagao entre a constante
« e o parametro 3 é:
B =1In(l+ «),

ou seja, se = In(1 + «), entdo a solucao (3.4) e (3.8) sao identicos.
O comportamento do modelo de Malthus no tempo continuo, definido em (3.7),
pode ser visto através de um breve estudo a partir do seu ponto de equilibrio. Logo

fazendo

AN (1)

=0, (3.9)

encontramos o tnico ponto de equilibrio N* = 0, que apresenta o seguinte compor-

tamento:

e Sen >m = 3 > (0 = este equilibrio é instavel e a populagao cresce para

o infinito;

e Sen <m = [ < 0 = este equilibrio é estavel e a populacao decresce para
0.

O modelo de Malthus foi proposto inicialmente para descrever o crescimento
demografico e, embora seja representado por uma equacao bastante simples, foi
de grande importancia para o desenvolvimento dos demais modelos de crescimento
populacional. Os modelos que surgiram na sequéncia passaram a considerar a taxa
de crescimento variando de acordo com o tamanho da populacao. Um dos modelos
mais conhecidos assumindo essa caracteristica foi o Modelo de Verhulst, descrito a

seguir.
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3.2 Modelo de Verhulst

O primeiro modelo matemético com o objetivo de descrever o comportamento
populacional partiu da teoria desenvolvida por Malthus. A partir de entao, foram
desenvolvidos véarios modelos com o objetivo de descrever a dinamica populacional
nao s6 de humanos, mas também de animais e de interagoes entre espécies; dos
novos modelos destaca-se o modelo proposto pelo matematico belga Pierre Frangois
Verhulst que, por volta do ano de 1844, desenvolveu um dos mais importantes e
conhecidos modelos de dinamica populacional. Verhulst propos em seu modelo um
fator limitante do crescimento, inexistente no modelo de Malthus [1]. Esse fator
limitante pressupoe que uma populacao teria a capacidade de crescer até um limite
méaximo sustentavel e entao se estabilizaria. Esse modelo ganhou énfase no cenario
mundial quando os pesquisadores americanos R. Pearl e L. Reed, no inicio do sé-
culo XX, utilizaram-no para projetar a demografia norte americana. Devido a essa
“redescoberta” do modelo de Verhulst, o modelo ganhou o nome de Verhulst-Pearl.

Matematicamente o modelo de Verhulst ¢ dado pela seguinte expressao:

20— e (1- ), (310)

onde r e k sao constantes positivas.

A constante k representa a capacidade de suporte do meio ambiente, em outra
palavras ¢ a capacidade maxima sustentével de uma populagao por um determinado
meio composto por espaco fisico, alimento e entre outros. E r é a taxa de crescimento
especifico da populacao. Esse modelo também é conhecido como equacao logistica

do crescimento populacional.

e Enquanto a populagdo nao exceder a capacidade suporte (N < k), teremos

% > (0 o que significa que a populagao pode continuar crescendo até atingi-la;

e Se a populagao exceder a capacidade suporte (N > k), teremos % <0ea

populacao obrigatoriamente se reduzird até k;

A equagao (3.10) possui dois pontos de equilibrio, que sdo obtidos fazendo

dN
— =0.
dt
Esses pontos sao Ny = 0 e Ny = k. Considerando uma pequena perturbagao

AN > 0 em torno do ponto de equilibrio N* na equagao (3.10), obtemos

d(N* + AN)

N* + AN)
: eamy gy

:r(N*+AN)<1—< ’

16



como N* é uma constante, 0 ou k, teremos

dAN N*)2 +2N*AN + AN?
dt k
onde a perturbaciao AN? tende a zero, levando & seguinte expressao que descreve o

comportamento da perturbagao:

dAN . r(N*)?  2rN*AN
e Para Ny = 0, a perturbagao ¢ descrita por
dAN

o que significa que a perturbacao cresce ao longo do tempo. Conclui-se dessa

forma que Ny = 0 é um equilibrio instavel.

e Para Nj = k, a perturbacao é descrita por

dAN

= = _rAN 1
— rAN <0, (3.15)

e nesse caso a perturbacao decresce com o tempo, levando Nj = k a ser um

equilibrio estavel.

Considerando, para o modelo de Verhulst, o seguinte problema de valor inicial:

dN N
Ay & U T
a ( k)

N(0) = Ny

(3.16)

onde Ny é a populacdo inicial, obtemos a seguinte solu¢ao analitica (ver apéndice

A):

k B kN,
(£ —DeMt+1 (k= NoJe M+ Ny

N(t) = (3.17)

No grafico da Figura (3.1) temos a solugdo do modelo de Verhulst (3.17) para
diferentes condicoes iniciais.

Observe que:

e Nas curva referentes as condigoes iniciais 1 e 2 temos Ny > k, assim, N(¢)

tende para k, decrescendo;

17



Modelo de Verhulst
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Figura 3.1: Curvas integrais do modelo de Verhulst

e Nas curva referentes as condigdes 3, 4 e 5 temos Ny < k, assim, Ny < N(t) < k,

logo N(t) tende a crescer e se estabilizar em N* = k.

3.3 Difusao

Difusao é o processo através do qual a matéria é transportada, de uma parte
para outra em um sistema, como resultado de movimentos individuais aleatorios.
Nenhum individuo ou objeto possui direcao preferida de movimento, mas observa-se
que a transferéncia do grupo ocorre de regides de mais alta para regioes de mais
baixa concentracao [35]. Os primeiros estudos a respeito do processo de difusdo
foram realizados pelo quimico escocés Thomas Graham (1805-1869).

Nascido em Glasgow, na Escocia, Thomas Graham é considerado um dos mais
importantes quimicos da sua geracao. Desenvolveu sua pesquisa sobre a difusao
de gases entre os anos de 1828 a 1833, sendo publicada na revista Philosophical
Magazine no ano de 1833. Graham demonstrou experimentalmente que a taxa na
qual um gas se difunde é inversamente proporcional a raiz quadrada de sua respectiva
densidade [37|. Essa anélise ¢ conhecida como a lei de Graham. Posteriormente
Graham, pesquisou a difusao em liquidos intitulada On the Diffusion of Liquids,
onde foi estudada a difusao de solutos em solventes. Infelizmente Graham nao
formulou uma lei fundamental de difusao em liquidos em sua pesquisa.

Um outro grande pesquisador do processo difusivo foi o médico e fisiologista
alemao Adolf Fick (1829-1901). No ano 1855 Fick propos leis fenomenologicas para
a difusdo de um soluto em um solvente, publicando sob o titulo Uber Diffusion,

divulgado em inglés sob o titulo On liquid diffusion. Fick justificou da seguinte
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forma os motivos de propor as leis da fenomenologicas:

"Hda alguns anos atrdas, Graham publicou uma vasta investigagao sobre a difusao
de sais em dgua, na qual ele especificamente comparou a difusibiliade de diferentes
sais. Me parece, no entanto, lamentdvel que em tal investiga¢ao tao valiosa e abran-
gente o desenvolvimento de uma lei fundamental para a operacao da difusao em um
unico elemento de espaco tenha sido desprezado, e eu tenho trabalhado no sentido
de suprir esta omissao.". |9

Buscando suprir a omissao de Graham, Fick baseou-se nos modelos da conducao

de calor de Fourier e conducao da eletricidade de Ohm para propor a sua lei.

3.3.1 Lei de Fick

A primeira lei de Fick descreve como se dé o fluxo de uma solucao salina, sendo
enunciado da seguinte maneira, [39]:

"A taxa de difusdo para espécies quimicas em uma solu¢ao aumenta com a di-
ferenca na concentragao entre duas regioes adjacentes. FEssa diferenca atua como
uma for¢ca motriz para o movimento espontineo das particulas do soluto na diregdo
da regiao de menor concentragao " (1° lei de Fick).

Logo a expressao matematica que Fick propos para representar essa lei é dada

pela seguinte equagao:

ou

ou
Jx D = j=_p%
x ox = ox’

(3.18)

onde:
e u: ¢ a concentracao de particula da solucao salina;
e J: é o fluxo da concentragao;
e [: é o coeficiente de difusao;
e 1: é coordenada da posigao;

Partindo da formulagao dessa lei e baseado no modelo mateméatico para conducao

de calor proposto por Fourier [36], Fick obteve a seguinte equagao:

Ou Pu 1AW .. . . :
5 = <@ + Z%%) (2° lei de Fick), (3.19)

onde A é area onde ocorre a difusao.
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Se considerarmos um recipiente com formato cilindrico ou prismético, onde suas
segoes sao constante ao longo de sua altura, a drea A é constante e a equagao (3.19)

pode ser escrita como:

ou 0%u

3.4 Equacao da conservacao de massa e a Lei de
Fick

Define-se como lei de conservagao a garantia de que a taxa com a qual a quan-
tidade de uma grandeza varia em um certo dominio seja igual a taxa com a qual a
quantidade dessa grandeza flui através do contorno do dominio mais a taxa com a
qual a quantidade dessa grandeza é produzida ou destruida dentro do dominio [35].

A lei da conservacao pode ser aplicada em diversas areas de estudo tais como
a densidade populacional, condugao de calor ao longo de uma barra, entre outras
aplicabilidades. Nesse trabalho vamos considerar que a variagao de particulas ocorre
deslocando-se apenas em uma tnica direcao . Vamos supor que este deslocamento

ocorre dentro de um tubo, com ilustra a Figura (3.2).

dx

=~
entra —w @ -.,51‘,1:

v
i

Figura 3.2: Tubo com secgao transversal de area A. Adaptado de [35]
Definimos as seguintes variaveis:

e u(x,t): concentracdo de particulas em (x,t), onde x é posicao e t é tempo:

e J(x,t): fluxo da particulas em (x,t), onde o fluxo se da na direcao positiva

em relacao a z;

e [(x,t): namero de particulas criadas ou destruidas em (z,t).

Deste modo a lei geral da conservagao pode ser escrita como:
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< / " wle ) Adz — AJ(ast) — AJ(b 1) + / ' Pla ) Ada. (3.21)

Dividindo ambos os lados da igualdade por A, obtemos:

b

b
7 u(z,t)de = J(a,t) — J(b,t) + /a F(x,t)dx. (3.22)

Utilizando o teorema fundamental do calculo obtemos:

%/b (z,t)dx / o t)da:—i—/abF(x,t)da: (3.23)

Consideremos o lema de Leibniz:

Lema 2.1: Seja f : [a,b] X [¢,d] — R tal que para cada x € [a,b], temos

que f(x,t) é integravel em [c,d] e % existe e é continua para todo x € [a,b] entao

o(z) f f(x,t)dt possui derivada e vale a relagao 262 = [ oL t)dt.

c oz

Com base no lema de Leibniz, podemos escrever a equagao (3.23) como:

?3?@ t)dr = / 7 (x t)dx—i—/a F(z,t)dz. (3.24)

a

As propriedades de integragao, nos permitem reescrever (3.24) como:

brou  9J
— 4+ — —F|dx 2
/Q(aﬁax ) =0 (3.25)
e consequentemente
ou 0J
a—l-%—F—O. (3.26)
Reescrevendo (3.26)
ou oJ
T _—_ 24 F 2
ot~ o (3:27)

para todo x e t pertencentes ao dominio do problema.
Aplicando a primeira lei de Fick definida na Equacao (3.18) e assumindo que

F(z,t) é funcdo da concentracdo u(x,t), ou seja, tomando F'(x,t) = R(u) na Equa-
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¢ao (3.27), obtemos:
ou 0 ou
T __Z | D= 2
5 8:c( ) + R(u), (3.28)
que resulta na seguinte equagao:
— = D— + R(u), (3.29)

A equagao (3.29) é chamada de Equacao de Reagao—Difusao e, na auséncia do
termo R(u), é chamada apenas de Equagao de Difusao. A solugao de analitica de

(3.29) pode ser encontra em [16], dada por:

wnt) = —2exp (;gi) (3.30)

(47 Dt)2

Figura 3.3: Curvas caracteristicas da equacao de difusao

Para o caso particular () = 1, obtemos

1 —x?
u(z,t) = (1xDD)} exp (4Dt)‘ (3.31)

O grafico da solugao da equagao de difusdo com @ = 1, dada por (3.31), é
apresentando na Figura (3.3), simulando a concentra¢do de u ao longo de x, em

alguns instantes de tempo .
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3.4.1 Equagao de Fisher-KPP

Uma aplicagao da equagao de reacao-difusio definida em (3.29) foi proposta na
pesquisa desenvolvida pelo bidlogo R. Fisher no ano de 1937. Em sua pesquisa
Fisher prop6s um modelo unidimensional para a difusao de genes de uma populagao

[8] tomando o termo de reac¢ao de acordo com o modelo de Verhulst:

R(u) = ru (1 - %) (3.32)

onde r é taxa de reproducao e k é a capacidade suporte. Logo a equagao (3.29) pode

ser escrita da seguinte forma:

- %) (3.33)

Esta equagao é conhecida na literatura como equagao de Fisher—Kolmogorov.
Ela ganhou o seu nome porque Kolmogorov, juntamente com Petrovsky e Piskunov,
realizaram um estudo avancado sobre o modelo de Fisher, obtendo resultados ana-
liticos importantes, em algumas literaturas pode ser encontrada sob a denominagao
de equacao Fisher-KPP.

3.5 Equacao de Reacao-Difusao-Quimiotaxia

Para muitos seres vivos no mundo, sua resposta a estimulos internos e exter-
nos desempenha um papel crucial para sua propria sobrevivéncia ou de sua espécie.
Pensando em um animal, esse estimulo pode ser vital para definir o movimento para
encontrar o local ideal para reproducao ou alimentacao, ou ainda para rastreamento
ou escolha de companheiros mais atraentes para acasalamento. Outros bons exem-
plos, observando as células do corpo, sao como os espermatozoides sao atraidos para
substancias quimicas liberadas a partir do revestimento externo do évulo ou como
os fibroblastos também sao atraidos para regioes feridas para iniciar o processo de
cicatrizacao. A alteracao dos padroes de movimento devido a capacidade de percep-
¢oes de estimulos quimicos é denominada Quimiotaxia. Este tipo de comportamento
tem atraido interesse significativo devido ao seu papel critico em uma ampla gama
de fenobmenos biologicos.

A primeira descricao formal do movimento quimiotatico foi proposto em 1970
por Keller e Segel [20, 21], conhecido como modelo de Keller-Segel (K-S), que se
tornou referéncia em biologia matemética a nivel de populagao macroscopica. Eles

apresentaram um modelo mateméatico da interacao quimiotatica em amebas, de-
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sencadeada pela substéncia quimica atrativa (acrasina), e descreveram uma anélise
detalhada do seu processo de agregacao. Esses trabalhos pioneiros propiciaram uma
intensa investigacao matematica destes fendmenos nos anos subsequentes.

Em nosso trabalho, vamos considerar que o fluxo quimiotéatico ocorre na presenca
de um gradiente atrator, onde v(z,t) é uma fun¢do que representa a quantidade
do elemento quimiotatico na posicao x no instante t, que provoca a atragao dos
individuos dando inicio ao movimento no sentido do seu gradiente. Além disso,
admitimos que o fluxo de individuos aumenta de acordo com o ntimero de individuos
presentes u(x,t). Com isso, podemos assumir que o fluxo quimiotético ¢ dado por:

ov
Jquimiotatico = UX(V) 5, (3.34)

onde o fator quimiotético y(v) é uma fungao da concentrac¢ao do atrator. Aplicando

a equacao de conservagao (3.27) para u(x,t) temos:

ou 0J
n + i R(u), (3.35)

onde J = J + Jquimiotatico é a combinagao do fluxo classico proposto por Fick
(3.18) com o fluxo quimiotatico.

Logo a equacgao (3.35) pode ser reescrita da seguinte forma:

ou Pu 0

onde D é o coeficiente de difus@o dos individuos. A equacao (3.36) ¢ a forma mais
bésica de um modelo do tipo reacao-difusao-quimiotaxia.
Como o atrator quimico v(x,t) também pode ser difundido, sua dinAmica pode

ser descrita de forma geral como

v v
% g(u,v) + Dv@, (3.37)

onde D, é o coeficiente de difusao do atrator v e g(v,u) é termo de fonte que pode

depender de u e v. Dessa forma obtemos o seguinte sistema:

ou 0%u 0 ov

T _pZZc_ =2 “r

ot dz? Oz (uX(U)8x> + B(u) (3.38)
@ — ( ) + D @ '

ot I\ Yox?
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onde g(u,v) é um termo fonte, que pode depender de u e v que podemos definir

como g(u,v) = pu— ¢v, com p e ¢ constantes nao negativas. Assim o modelo (3.38)

e dado por:

Ou_ p0u_ 0 (ux(v)@> + R(u)

a9 2

ot ox ox ox (3.39)
@ — _ ¢ + D @

ot~ P TOUT P

O modelo (3.39) pode ser visto com mais detalhes e aplicagoes em [16] e [17].
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Capitulo 4

Dinamica e Espalhamento de

Mosquitos Selvagens e Transgénicos

A dindmica que rege a interagao entre mosquitos selvagens e transgénicos pode
ser um processo simples ou complexo, dependendo das condicoes dadas a espécie
transgénica na sua concepgao. Desta forma, o mosquito transgénico pode ter sua
capacidade de sobrevivéncia e fecundidade alteradas em funcao das condi¢oes ambi-
entais, da aceitagao pelo parceiro, da acao dos predadores naturais, da sua resisténcia
aos inseticidas e outros; cada um destes efeitos torna o modelo mais sofisticado. O
processo de modelagem por vezes requer o desprezo de alguns fatores, pelo menos
a principio, para se obter uma base mais solida e resultados que possam ser melhor
analisados. Gradativamente podem ser incluidas algumas consideragoes, de acordo
com sua relevancia no processo de modelagem.

Neste capitulo, iremos apresentar um modelo mateméatico, que descreve a inte-
racao entre os mosquitos selvagens e transgénicos e o seu espalhamento. A formu-
lacao desse modelo se dara a partir de modelos classicos da dinamica populacional,
resultando em um sistema de equagoes diferenciais parciais do tipo reagao-difusao-
quimiotaxia que descreve espalhamento e a interagao entre os mosquitos selvagens
e transgénicos. A manipulacao genética considerada foi aquela realizada por Mc-
Meninam et al. [27], onde os mosquitos transgénicos tem capacidade reduzida de
detecgao de COs e a formulagao do modelo matematico se baseou no modelo pro-
posto por Wyse et. al em [42], considerando a genética classica mendeliana. Um
estudo preliminar sobre o modelo formulado neste capitulo pode ser encontrado em
[32].

Neste capitulo iremos inicialmente descrever a dinamica populacional que rege a
interacao entre mosquitos selvagens e transgénicos, que ird compor o termo de reagao
do modelo proposto. A seguir iremos incluir os fatores que regem o espalhamento

da populagao: difusao e quimiotaxia.
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4.1 A Dinadmica Populacional de Mosquitos Selva-

gens e Transgénicos

Vamos considerar que a populacao de mosquitos seja descrita pela equacao logis-
tica com captura, que é um modelo classico simples e bastante utilizado. A inclusao
do termo de captura vai tornar o modelo mais realistico, uma vez que a equacao
logistica admite que a populacao se estabilize em sua capacidade de suporte k e isso
nao condiz com a de dinadmica populacional de mosquitos pois, embora haja espaco
fisico e alimentos em abundéncia, observa-se que mesmo em periodos do ano com
condicoes mais favoraveis a sua proliferacao, a incidéncia de mosquitos se apresenta
abaixo da capacidade maxima. Este termo garante justamente que a populagao de
mosquitos se estabilize em um ponto de equilibrio abaixo da capacidade de suporte.

No trabalho desenvolvido por Wyse et al [41], foi utilizada a equagao logistica
com captura para descrever a dinamica populacional da espécie Anopheles darlingi,
obtendo uma boa aproximacao com os dados coletados em campo para diversas re-
gioes; ainda neste trabalho foi considerada a interacao entre mosquitos selvagens
e transgénicos sem levar em conta a zigosidade. Em pesquisa desenvolvida pos-
teriormente pela mesma equipe, [42], a popula¢do de mosquitos transgénicos foi
identificada como homozigota ou heterozigota e este tltimo trabalho é o que servira
de suporte a formulagao do modelo que sera descrito nesta segao.

Vamos supor que a dindmica populacional de mosquitos Aedes aegypti pode ser
descrita por:

dd_jz\f[ =rN(l— %) — 0o N (4.1)
onde N é o ntumero total de mosquitos, r = € — d1, sendo € a taxa de emergéncia de
mosquitos para a fase adulta e d; a taxa de mortalidade por causas naturais; ds € a
taxa de mortalidade por predadores e inseticidas, independente da densidade, e k é
capacidade de suporte. Reescrevendo a Eq. (4.1)
dN <r e T

=N (F) V- Gray = (5 -g) Moo, (4.2)

com 0 = 0y + 9.
Assumindo que a populacao total de mosquitos N é dividida, conforme as li-
nhagens obtidas na Tabela 4.1, em seis subpopulacoes, isto ¢, N = Z?:1 u;. Dessa

forma a Eq. (4.2) pode ser escrita como:

dui € r 6 9 6
Z i (T_E> (ZW) — 00> ), (4.3)
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ou na forma equivalente

g (Zz:l ui

)Zu+2

6

6

Z ;) — (5(2 U;). (4.4)

i=1,j=1,i#]

=1

Tabela 4.1: Linhagens obtidas do cruzamento entre selvagens e transgénicos do
Aedes aegypti, com sua respectiva simbologia e frequéncia genotipica

Linhagem Genotipo Simbologia | Frequéncia genotipica

Selvagens Gr3t/* Uy a
Transgénicos heterozigotos | Gr3F¢Fr/+ Uy b
Transgénicos heterozigotos | Gra*+ Us c
Transgénicos heteroalélicos | Gr3®¢Fr/4 Uy d
Transgénicos homozigotos | Gr3FCHP/ECEP us e
Transgénicos homozigotos | Gr3*/4 Ug f

As linhagens obtidas pelos cruzamentos entre mosquitos selvagens Gr3+/* | trans-

génicos homozigotos Gr3*/* e transgénicos homozigotos GraPCFr/ECEP Histadas na

tabela 4.1 e obtidos no trabalho de McMeninam et. al. [27] estdo de acordo com

a genética classica mendeliana. Para a construgao do nosso modelo matemaético,

vamos considerar que a geragao da populagao de mosquitos obedece a lei de Hardy—

Weinberg, que afirma que "se nao existissem fatores evolutivos atuando sobre uma

populagao, as frequéncias genéticas e genotipicas permaneceriam inalteradas, atin-

girindo um equilibrio estavel"[34]. Para uma populagao satisfazer a lei de equilibrio

de Hardy—Weinberg, ela deve satisfazer algumas premissas:

e A populacao ¢é infinitamente grande;

e Existe 0 mesmo ntamero de machos e fémeas;

e Os casamentos ocorrem aleatoriamente;

e Todos casais devem ser igualmente férteis gerando assim a mesma quantidade

de filhos;

e Os genes da populagao nao sofrem mutagao;

e Nao existem fatores que aumentem ou diminuam a capacidade de sobrevivéncia

de individuos com um certo tipo de genoétipo;

e Todos os individuos devem ter a mesma idade ao casar.

As populacoes de mosquitos uq, ug, usz, ug, us € ug sao geradas pelos seguintes

cruzamentos:
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Selvagens Gr3+/%: (up xuy), (ug Xus), (uy xus), (ug X us), (ug X us) e (us x us);

3ECFP/+. (

Transgénicos heterozigotos Gr g X us), (ug Xuy), (ug Xus), (ug Xus),

(ug X ugz), (ug X uy), (ug X ug), (ug X uy) € (ug X us);

Transgénicos heterozigotos Gr3*/* : (u; x ug), (u1 X uy), (u1 X ug), (ug X us),
(ug X ug), (ug X ug),(us X uz), (uz X uy) e (ug X ug);

Transgénicos Heteroalélicos Gr3PCr P/ (ugyxus), (ugxuy), (ug X ug), (usxuy),

(ug X us), (ug X uy), (g X us), (ug X ug) € (us X ug);

3ECFP/ECFP. (

Transgénicos homozigotos Gr Uy X ug), (ug X uy), (uz X us),

(ug X ug),(ugy X us) e (us X us);

e Transgénicos homozigotos Gr3*/*: (us x us), (uz x ug), (uz X ug),(us X uy),

(ug X ug), (ug X ug);

Denotando a frequéncia genotipica de indice 7j resultante do cruzamento u; x
uj, podemos resumir o conjunto de todas as frequéncias obtidas dos respectivos

cruzamentos na tabela abaixo:

Tabela 4.2: Frequéncias genotipicas obtidas dos cruzamentos

Uq U9 Us Uy Us Ug X
a11 ai2, bia | a1z, c13 | bug, c1y bis C16 Uy
22, baa, | azg, baz, | bas, Cou, | bos, €25 C26, dag U
€22 Co3, daz | dag, €24 :
as3, €33, | bas, C34, | b3s, dss | C36, f36 U
33 dsa, f3a ’
dag, €as, | dus, €45 | dus, [is
fua o
€55 dse Us
Je6 Ug

A proporc¢ao de geracao da populacao u; proveniente dos cruzamentos sao obtidas

calculando os respectivos quadros de Punnet (ver Apéndice A) resultando em:

® a1 = bis = ci6 = dss = €55 = fos = 1;

® (1o = a13 = big = by = bag = bos = b3s = 13 = C1a = €95 = Co6 = dog = C33 =

d3s = c36 = f36 = dag = dys = €45 = dys = fa6 = 0, 5;

® (95 = €99 = Qg3 = bag = Co3 = daz = bag + Cos = doy = €94 = a33 = f33 = b3y =
C3g = d3g = fag +eqq = faa = 0,25;
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Dessa forma a Eq. 4.4 pode ser escrita como

6
du; € r
E 7 — ( 6 — E) [CLH’LL% -+ (agz + bgz + 622)U§ + (&33 + C33 + f33)u§
i=1 Zi:l Wi

(daa + €as + fra)uj + essuz + fooug + 2(ar2 + bia)urus + 2(ars + c13)urus
2(bra + c1a)urug + 2bisurus + 2¢16urus + 2(ags + boz + a3 + doz)ugus
2(bag + caa + dog + €24)uztiy + 2(bos + a5 )usts + 2(co6 + dag ) U

2(bss + €34 + dza + faa)uzus + 2(bss + dss)uzus + 2(cz6 + f36)Usts

2(dys + eas)uaus + 2(dag + fae)uaue + 2dseusug| — 5(25:1 u;)

+ o+ o+ 4+

(4.5)

Separando a Eq. (4.5) a fim de preservar a dinamica do modelo de Verhulst
com captura e considerando a genética que rege cada uma das seis variedades de

mosquitos, obtemos o seguinte sistema de equacao diferencias:

p 3
du
d_tl :g(u) (CLOOU% + Z(ajju? —+ 2&0jU1'LLj) + 2a12u2u3) - 5ul
=2
du > - :
2
b =g(u)(byul + 2 Z bojuru; + 2 Z bijuzu; +2 Z bajusu;) — dus
J=2,j#3 j=3 j=4
dU3 2 : ° ;
% :g(u)(c22u3 + 2 Z CojU1U; + 2 Z C15U2Uj +2 Z Cqu3uj> - (5’LL3
j=3,j#5 j=3,j#5 J=4,37#5
) : . ; (4.6)
U
d_t4 =g(u)(dszu? + 2 Z dijusj + 2 Z dajuzu; + 2 Z dzjuguy + 2ds5usug) — duy
j=3,j#5 j=4 =5
dus ° 2 -
E :g(U)( Z ejjuj + 2 Z €1;U2Uj + 2634U4U5) — (5U5
J=2,j#3 j=4
du : :
d_tG =g(u)( Z fijus 42 Z fajuzu; + 2 f35uau6) — dus,
L j=3,j#5 J=4,j#5
onde u = (uq,...,uq),
€ r
g(u) = 5— — 7. (4.7)

> Ui
i=1
O teorema de Picard-Lindelof, garante a existéncia e unicidade da solugao para

sistema (4.6), pois o sistema é formado por equagoes continuas e localmente Lips-

chitzianas.
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4.2 Modelagem da dinamica e Espalhamento de

Mosquito Selvagens e Transgénicos

O sistema de equagoes descrito em (4.6) descreve a evolugao temporal de cada
uma das seis espécies, representando os termos de reagao do modelo. Assumindo
que o espalhamento de mosquitos se da segundo o modelo quimiotatico proposto
por Keller—Segel, temos que a dinamica e o espalhamento de cada populagao de

mosquitos wuy, ug, us, ug, Us € ug ¢ descrita pelo seguinte sistema de equagoes:

=Xz o |+ g(w) oot + D (0] + 2a0u115) + 2ar9uzus) — Guy

(0w _ w0 ( v -
ot 0a? oz =

ot Ox? _X2%

5 5
-+ g(lJ.) (bnu% + 2 Z boquUj + 2 Z bljU,QUj

J=2,3#3 Jj=3

U2 =—

Ous D82U2 0( 81})
ox

5
+2 Z bng3Uj) — 5U2
j=4

6 6
+ g(u)(cogui + 2 Z CojUurU; + 2 Z C1U2l;

Jug D82u3 8( 81})

= 5 — Xsg | U
ot Ox Ox Ox Py Pt
6
+2 Z C2jU3Uj> — (S'LL3
j=4,#5 (4.8)
Ouy  O0%uy o [ ov , 0 ”
W :DW — X4£ U4% + g(ll) (d33U4 + 2j_;7é5 dljUQUj + 2 jz; dngng

6
+2 Z dsjuqsu; + 2d5usug) — Ouy
j=5

dus 0% 9 ([ v - -
a—; :DaT; — X5£ (U5%) + g(U.)( Z ejju? + 2 Z €1;U2Uy + 2634U4U5) — (5165
i=2,j#3 j=4

6 6
65, | T 9l Yo fui 42 ) fajusuy + 2 fasuaug) — dug

j=3,j#5 =475

Jug _D62u6 0 ov
ot Oa? XG(%U ¢

v 0*V
- —DUW + pu; — ¢v,

onde g(u) € R, como definido em (4.7). As condigoes iniciais sao dadas por

£
8
=)
~—
I
=

(), € (4.9)
(#), € (4.10)

S
—
8
=)
SN~—
I
<

e condigoes de contorno do tipo Neumann dadas por:
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As descrigoes das variaveis do modelo sao dadas por:

u;(z,t): concentragao de mosquitos selvagens e transgénicos em (z,t), onde z
é posicao, t é tempo e i variando de 1 a 6 a fim de caracterizar cada uma das

linhagens obtidas;
e \;: ¢ uma constante, onde j estd variando de 1 a 6;
e D: ¢ o coeficiente de difusao de mosquitos;
e v: é atrator quimico, nesse caso o C'O, emitido pelos humanos;

e D,: & o coeficiente de difusao do atrator v.

4.3 Estimacao dos Parametros

Assim como proposto no trabalho desenvolvido em [41], vamos estimar alguns
parametros como a taxa de mortalidade e a taxa de emergéncia de mosquitos para
fase adulta, que vao auxilar nas simulacoes da solu¢ao do modelo proposto. Para
isso, vamos supor algumas hipoteses e utilizar o més como unidade de tempo.

Inicialmente vamos estimar a taxa de mortalidade (0; + d2), para isso, considera-
mos que a populagao de mosquitos decresce exponencialmente na auséncia de fatores
de crescimento, onde a variacao ¢ descrita pela seguinte expressao matematica:

dN (t)

= = (01 + )N (), (4.13)

o sinal negativo indica o decrescimento. A solugao de (4.13) é dada por:
N(t) = N(0)e~O1Fo2)t, (4.14)

que pode ser reescrita como:

(51 +6) = —In (%) (4.15)

Encontrada a solugao (4.15), podemos obter um valor para (d; + d3). Para isso

vamos considerar que a taxa de sobrevivéncia diaria da populagao de mosquitos N (t)
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seja de 90%, [29],[30], ao longo de um més teremos entao uma taxa de sobrevivéncia
de (0,9)30. Além disso, vamos considerar que a populacao inicial N (0) seja igual a

1, e o tempo t seja de 1 més. Logo temos:
1 0,90)%°
(01 4 02) = - In (%) = 3,161 /més, (4.16)

Logo, obtemos a taxa de mortalidade (d; + d3) igual a 3,161 ao més. No Capitulo 6
onde realizamos as simula¢oes numeéricas, assumiremos 0; = 2 e 05 = 1, 161.

Agora vamos estimar a taxa de emergéncia de mosquitos para a fase adulta.
Para isso, inicialmente supomos que na auséncia de fatores limitantes, a variagao da
taxa de emergéncia de mosquitos cresce exponencialmente, assim como proposto no
modelo de Malthus (3.7). Além disso, vamos considerar, o mesmo comportamento
para as seis linhagens de mosquitos descritos na Tabela (4.1). Logo a variagdo da

taxa de emergéncia é dada por:

dN ()

—= =€eN(t 4.17
cuja solucao analitica é dada por:

N(t) = N(0)e”, (4.18)

onde podemos reescrever da seguinte forma:

¢ — %m <%> (4.19)

Como referenciado no Capitulo 2, a expectativa de vida do Aedes aegypti ¢, em
média, 30 dias, sendo que as fémeas conseguem durante este periodo realizar de 4
a b posturas, com uma média de 120 ovos por postura, que demoram cerca de 8
dias para se tornarem adultos (0,33 més). Considerando que um ovo tem a mesma
probabilidade de resultar em macho ou fémea, vamos admitir que 50% dos ovos
resultem em fémeas, com uma taxa de sobrevivéncia de 57%. Logo baseado em
(4.19), podemos estimar que taxa de emergéncia de mosquitos para a fase adulta é

dado por:

€

L ((4>< 120 x 0,50 x 0,57)
n

=05 : ) = 14,90/ més. (4.20)

Todos os parametros estimados neste capitulo serao utilizados nas simulagoes

numéricas apresentadas no Capitulo 6.
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Capitulo 5
Formulacao Numérica

No capitulo 4 apresentamos um modelo matematico que descreve a interacao e
espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos. Esse modelo é descrito por um
sistema de equacoes diferenciais parciais do tipo reagao-difusao-convecgao onde os
termos de reacao sdo baseados na formula¢ao dinamica proposta por Wyse et al. [42]
e termo de difusao-convecgao baseado do modelo quimiotatico de Keller-Segel, ja que
a quimiotaxia é um fenémeno convectivo. O modelo é formado por um sistema de
seis equacoes nao-lineares acopladas. Devido a complexidade do sistema, encontrar
uma solucao analitica geral para o problema é extremamente dificil. Nesse sentido,
torna-se indispensavel o desenvolvimento de técnicas numéricas para a obtencao da
solugao aproximada do problema.

Neste capitulo, apresentaremos a formulacao numeérica para resolver de forma
aproximada o problema do espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos des-
crito pelo sistema de equagoes (4.8). Para isso, desenvolvemos de forma gradativa
todas as etapas deste processo, iniciando com uma revisao geral das formulas de
diferencas e dos métodos de diferencas finitas classicos para resolucao de equagoes
diferenciais parciais aplicados a problemas parabolicos. Dentre os métodos, desta-
camos os métodos explicitos, implicito de Laasonen e de Crank-Nicolson, os quais
apresentamos seus esquemas, discutimos seus critérios de estabilidade e ordem de
convergéncia, e comprovamos suas caracteristicas através de alguns experimentos
numéricos controlados. Em seguida, utilizamos as ideias desses métodos classicos,
e apresentamos um esquema de diferencas finitas para o modelo quimiotatico de
Keller-Segel, como apresentado em [24], discutindo suas caracteristicas principais.

Por fim, para resolver o problema geral acoplado (4.8), utilizamos uma técnica de
decomposi¢ao de operadores para desmembrar este problema em dois subproblemas
auxiliares mais simples de serem tratados numericamente. O primeiro, consiste em
seis sistemas lineares de equagoes diferenciais parciais do tipo conveccao-difusao-
quimiotaxia, cuja aproximagao numérica foi feita utilizando o método das diferencas

finitas e resolvido utilizando o método de resolugao de Gauss. O segundo, consiste
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em um sistema de seis equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares acopladas, cuja

sua resolucao serd resolvida utilizando o Método de Runge-Kutta.

5.1 Diferencas Finitas

A aproximagao por diferengas finitas € o mais antigo dos métodos aplicados para
a obtencao de solugoes numéricas de equagoes diferenciais. Sua primeira aplicagao
foi atribuida a Leonhard Euler (1707-1783) em 1768, quando apresentou o desen-
volvimento de um método iterativo, que obtinha de forma aproximada a solugao
de um problema de valor inicial. Embora o método de Euler nao seja mais usado
na pratica, por gerar solugdes com pouca precisao, suas ideias foram fundamentais
para o atual estagio de desenvolvimento dos métodos de diferencas finitas. Por esse
motivo, Euler é considerado o precursor desta técnica.

Com o avanco tecnologico, sobretudo a partir de meados do século XX, houve
um fantastico desenvolvimento da capacidade computacional, tanto em termos de
velocidade de processamento quanto em capacidade de armazenamento. Isso vi-
abilizou o aperfeicoamento e desenvolvimento de diversas técnicas numéricas que
exigiam manipulagoes de grandes massas de dados e/ou a execu¢ao de uma de-
masiada quantidade de céalculos, cujo principal objetivo era a obtencao de solugoes
aproximadas de problemas complexos. Em especial, aqueles problemas descritos por
equacoes diferenciais, cuja solugao analitica, na grande maioria das vezes, ¢ de dificil
ou impossivel obtencao.

A capacidade, flexibilidade e simplicidade da utilizacao dos métodos de dife-
rencas finitas para simular os mais diversos cenarios de um problema, a qualidade
e confiabilidade dos seus resultados, aliado a minimizacao de erros, economia de
tempo e custo de projeto, tém sido os principais atrativos para o continuo aumento
da sua utilizagao nas tltimas décadas.

A concepcao dos métodos do diferencas finitas é considerada bastante simples,
uma vez que corresponde a estimativa da derivada pela razao de duas diferencas,
exatamente como se apresenta na definicao tedrica da derivada. Na préxima ses-
sao apresentaremos os principais conceitos por tras da elaboracao dos esquemas de
diferencas finitas mais consolidados na literatura. Todos eles tém como principal

premissa as propriedades da expansao em série de Taylor das suas fungoes.

5.1.1 Esquemas classicos de diferencgas

Quando queremos resolver numericamente uma equagao diferencial, os diferenci-
ais que aparecem devem ser aproximados por expressoes algébricas. Estas expressao

sao obtidas a partir de expansoes em série de Taylor e, com isso, varias formulagoes
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surgem, como aproximagao progressiva, regressiva ou centrada com diferentes ordens
de precisao. Para apresentar as principais férmulas que utilizaremos em nosso tra-
balho, consideremos €2 C R o dominio espacial do problema, tomemos u : { — R,
uma funcao de classe C*°, isto ¢, uma funcao continua e com suas derivadas infinita-
mente continuas e x € {2 uma posi¢ao coordenada. Por defini¢ao, podemos expandir
u(z), em torno do ponto x, por série de Taylor como:

ou(z) (Ax)? *u(z) (Az)? Pu(x)

uwlx + Az) = u(x)+ Ax e + TR + TR +... (5.1)

ou

B ou(z) (Az)? *u(zr) (Ax)® dPu(x)
u(zr — Az) = wu(r)— Az pe + TR R +....(5.2)

Se limitarmos o erro de truncamento ao seu termo dominante, isto é, a menor po-
téncia em Az, vemos que esta aproximacao para u(x) vai para zero como a primeira
poténcia de Az, e escrevemos

u(z + Az) — u(x) Az

onde x < ¢ < x+Ax. Por isso, este esquema é dito ser uma aproximagao de primeira
ordem em Az para a derivada primeira da fung¢ao, e denominado por diferenga
progressiva de primeira ordem (first order forward difference).
Analogamente podemos fazer para a equagao (5.2) e obter
u(z) —u(r — Ax) Ax

As R Uy — ?um(f) = u, + O(Ax), (5.4)

onde r — Azx < ¢ < x. Este esquema é denominado por diferenca regressiva de
primeira ordem (first order backward difference).
Somando (5.3) e (5.4), obtemos mais um esquema para a derivada primeira, dado

por:
u(r + Ar) +u(x — Az) N (Ax)?
2Ax e 3!

onde r — Az < ¢ < x + Ax. Este esquema, diferente dos anteriores, possui uma

Uaaa(§) = U + O(A2%),  (5.5)

aproximacao de segunda ordem em Az, para a derivada primeira da funcao, e é
chamado por diferenga centrada (central difference).

Todas as aproximacoes anteriores representam as derivadas de primeira ordem
da funcao. Esquemas semelhantes podem ser obtidos para representar derivada
de ordem superior. Somando as equagoes (5.3) e (5.4), por exemplo, obtemos a

expressao aproximada da derivada segunda da funcao, a qual pode ser representada
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por:

u(z + Az) — 2u(x) + u(z — Ax)
(B2

(Az)?
12

Upzz (€) = Uge (1) + O(AZ?)
(5.6)

onde v — Ax < £ < z + Ax. Esta expressao é o esquema de diferencas centradas

R Uy () +

para a derivada segunda da funcao, o qual apresenta uma aproximacao de segunda
ordem em Auz.

Agora estamos aptos para adaptar estas formulas de diferencas no desenvolvi-
mento de alguns esquemas comumente utilizados para o problema de difusao, que é
o objeto principal do nosso trabalho. Isso seré apresentado na préxima secao, bem
como a discussao dos méritos que cada um destes esquemas possuem, sobretudo

quanto & precisao, consisténcia e estabilidade.

5.1.2 Diferencas Finitas para o Problema de Difusao

A equacao de difusao é uma equacao diferencial parcial que descreve a variacao
no espaco e no tempo do transporte de uma populacao ou conjunto de particulas de
uma regiao de mais alta concentragao para outra de baixa concentracao, de maneira
a diminuir o gradiente de concentragao no meio fisico. Esta equacao fornece um bom
modelo matematico, por exemplo, para descrever a variagao da temperatura através
da conducao do calor, o processo de dispersao de nutrientes no mar e de feromdnio
de inseto no espago, bem como o espalhamento de populagoes no espago. No caso

unidimensional, esta equacgao é escrita como:

0Pu(z,t)

0x?

ou(x,t)

o P

g(x), reQ, t>0, (5.7)

onde 2 = [0, L] é uma regido do espago unidimensional, com L > 0 sua posigao final,
u(x,t) uma concentragao em um ponto xz € €2 no instante t, D(z) é o coeficiente
de difusao e g(z,t) uma fonte ou sumidouro, que pode variar com z e t. Para esta

equacao temos as condigoes iniciais,
u(z,0) =u(z), x€Q, (5.8)

e condic¢oes de contorno que podem ser, alternativamente, do tipo Dirichlet ou Neu-
mann. Nas condi¢oes do tipo Dirichlet temos prescri¢oes nos valores da fungao nos

seus extremos, isto é,

u(0,t) = wp(t), t >0, (5.9)
u(L,t) = wug(t), t> 0. (5.10)
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enquanto que no tipo Neumann temos prescrigoes nas derivadas da fungao (associado

ao fluxo), isto é,

w(0,1) = To(t), >0, (5.11)
wo(L,t) = Tm(t), t>0 (5.12)

Analisando esta equacao, percebemos que somos capazes de encontrar solugoes
analiticas para casos muito particulares. Em casos mais gerais, torna-se indispen-
savel a aplicagao de alguma técnica numérica que nos auxilie neste processo. Nesse
sentido, devemos reduzir o problema acima para um problema discreto que seja-
mos capazes de resolver. Comecemos discretizando o dominio espacial €2, aplicando,
por conveniéncia, uma malha uniforme com espagamento Ax = L/(M + 1), onde
M representa o ntmero total de nos internos da malha, como podemos ver na Fi-
gura (5.1). A cada um destes pontos temos associado uma coordenada x;, com
i=0,...M+1, sendo z; = iAx, comi=0,.... M + 1.

Az 2 XM X1 L

Figura 5.1: Representacao esquematica da malha espacial

Analogamente realizamos o processo de discretizacao para o dominio temporal.
Para isso, introduzimos no dominio temporal I uma malha uniforme com espaca-
mento At = T/N, onde N > 0 ¢ o namero de total de divisoes do intervalo, como
ilustra a Figura (5.2). A cada n6 dessa malha esta associado um instante de tempo
t,, comn =0,..., N, sendo t, = nAt, com n = 0,..., N. A discretizacao de € e do
intervalo de tempo I, gera um plano ) x I formado por uma malha uniforme que
cobre todo o dominio do problema (5.7).

Uma vez construida a malha do dominio espago-temporal, procedemos sua asso-
ciagdo com a equagao diferencial (5.7). Para isso, nossos esquemas discretos, para
a equagao (5.7), foram construidos de forma a obtermos sua solugdo em cada no
desta malha, avaliando a fungao u(z,t) em toda posi¢ao (iAx,nAt) do n6 da malha
(i,k) e representando-a pela notacao u?. Isto quer dizer que a fungao ul representa
a forma aproximada da solugao do problema (5.7) - (5.10) no ponto (iAxz, nAt).

Como o problema de difusao é descrito por uma equacao de evolugao, podemos
estabelecer para todos os nossos esquemas a formula de diferengas para o termo

temporal como sendo progressiva, obtendo todas as nossas solugoes sucessivamente
n+1

no tempo. Isso significa que os valores de w;"", para todos 7, sao determinados a
partir dos u;' dos passos de tempo anteriores, ou usando valores em niveis de tempo

anteriores com uma férmula de passos multiplos, como veremos a seguir.
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f.] = 4A¢
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t;{ = SAﬁ
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%=0 Xy \T %y XiiomL

Figura 5.2: Malha no dominio espaco-tempo

Método Explicito

Através das aproximagoes definidas pelas formulas de diferengas progressiva (5.3)
e centrada (5.6), vamos construir o esquema de diferencgas finitas para resolver de
forma aproximada o problema definido em (5.7). Faremos isso aproximando no
termo temporal com:
ou(w,t)  ult —

% AL + O(At), (5.13)

e o termo espacial:

QPulx,t)  upy —2uf +up
or? (Az)?

+ O(Ax?). (5.14)

Substituindo (5.13) e (5.14) em (5.7) e desprezando os termos O(At) e O(Ax?),

obtemos:

n+1 n n n n
wy T — Ul ul = 2ul + ul
1 — D(g;)—H Ly gn 5.15
A= Dl T g (515)
que é nossa formula de diferengas progressiva no tempo e diferenca centrada no

n+1

i

espaco. Este método é um método explicito, uma vez que podemos calcular

explicitamente em termos dos dados conhecidos nos passos anteriores, como:

upth = pD (i) (uiyy — 2ui + uily) + uf + Atgy, (5.16)

(2
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(5.17)

Embora o método seja extremamente simples de ser construido, inicializado e
implementado, ele apresenta algumas caracteristicas muito ruins do ponto de vista
de estabilidade. Ele é condicionalmente estavel, como estabelecido no teorema (1),
cuja prova pode ser pode ser encontrada em [15].

1

5, entao o método explicito definido em

Teorema 1. Se o numero de Courant p <

(5.16) é convergente.

Esta condicao é bastante severa para o método pois o passo de tempo deve di-
minuir como (Az)? & medida que refinamos a malha, que ¢ muito menor do que a
largura espacial Az quando esta ja for pequena. Em outras palavras, esta condi-
¢ao significa que nao podemos ter incrementos grandes na dire¢ao t sem perder a
qualidade da solucao.

Para comprovar o critério de estabilidade estabelecido para o esquema explicito,

vamos proceder com dois experimentos numéricos.

Experimento 5.1. Admitindo um dominio espacial € = [0, 1], os instantes inicial
to = 0 e final t; = 0,12, termo de fonte g(x) = 0, coeficiente de difusdao D(x) = 1,
condigao inicial f(z) = sen(mz) e condig¢oes de contorno de Dirichlet ug(t) = u(t) =
0. Sua malha possui um espacamento Az = 0,02 no espaco e At = 0,0002 no
tempo, ambas uniformes. Utilizamos o esquema explicito para calcular sua solugao

aproximada. A solucéio exata para este problema é dada por u(x,t) = sen(rx)e ™ *.

A Figura (5.3), mostra a comparacao entre a solugdo numeérica do Experimento
(5.1) com sua solugao exata. Note que aplicando Az e At na relagao (5.17) obte-
mos o valor ;1 = 1/2, que é o valor limite para garantir a estabilidade do método,
segundo o Teorema (1). Isso se verifica em nosso experimento pois os valores exatos

e aproximados praticamente coincidem.

Experimento 5.2. Admitimos as mesmas caracteristicas do Experimento (5.1),
diferindo apenas pelo espagamento At = 0,0002064 da malha temporal. A solugao

exata para este problema é dada por u(x,t) = sen(rz)e ™",

A Figura (5.4), apresenta a comparagao entre a solu¢do numérica do experi-
mento (5.2) com a solugao exata. Observe que neste experimento o passo de tempo
¢ levemente incrementado, quando comparado ao Experimento (5.2), obtendo o coe-
ficiente = 0, 5516, que excede a exigéncia de estabilidade apresentado no Teorema
(1). Como podemos observar ocorreu uma instabilidade numérica, fazendo com
que o esquema perdesse completamente a capacidade de representar a solugao do

problema.
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Figura 5.3: Solu¢ao do Experimento (5.1), com u = 0,5 e utilizando o esquema
explicito.
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Figura 5.4: Solugao do Experimento (5.2), com p = 0,516 e utilizando o esquema
explicito.

Método Implicito(Método de Euler Implicito)

Analogamente o que fizermos na se¢ao anterior, propomos uma a aplicagao do
método de diferengas finitas, porém agora vamos utilizar a diferenca finita regressiva.
Logo vamos aproximar a derivada primeira do lado esquerdo da equacao de difusao
dado em (5.7) por:

n—1

o) = St o), (5.18)
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e aproximar a derivada segunda do lado direito de (5.7) por:

2 n n n
0”u upy — 2u +up

92 = T Ay

+ O(Az?), (5.19)

Assim, substituindo (5.18) e (5.19) em (5.7) com n = n+1 e desprezando os termos
O(At) e O(Ax?), obtemos:

un—&-l — un—l—l . ZU?—H + u?j—ll

Zi T D) L
At (z:) (Ax)?

+g;". (5.20)

7

n+1 n+1 n+1
i oun e wil . Elas

Nesta equacao teremos trés incognitas a serem obtidas, u
devem ser calculadas simultaneamente por um conjunto de equagoes de diferencas
finitas acopladas, reescrevendo a equagoes (5.20) para todos os pontos de malha.
Para aplicar o procedimento, reorganizamos todas as incognitas da equagao (5.20)
no seu lado esquerdo, obtendo o esquema
— pD(@)u + (1 + 2D (@) u™ — pD(z)ui] = uff + Atgy, (5.21)
com =12 ...,M, n=0,1,2...N.
O esquema (5.21) é implicito pois depende de mais de uma incognita para obter
a solugdo, e ¢ denominado de método de Laasonen (the Laasonen method). Ele
apresenta uma convergéncia da ordem [At, (Ax)?] que é a mesma ordem do esquema
explicito (5.16). Isso é um fator negativo para este método pois possui um esforgo
computacional muito maior que o explicito, com um ganho de precisao equivalente.
Por outro lado, ele é incondicionalmente estavel, uma vez que nao precisa satisfazer
nenhum critério de estabilidade para obter a solu¢gao numérica do problema.
Observe que o esquema (5.21) gera um sistema linear cuja a matriz é tridiagonal
que pode ser facilamente resolvido. Reescrevendo (5.21) conveniente em forma ma-
tricial. Para cada passo de tempo n, assumimos U™ = (u?, ..., u})? e escrevemos o

esquema na forma matricial como
(I+cA U™ =U"+C",  n>1, (5.22)

onde I € RM x RM™ ¢ a matriz identidade e A € RM x RM ¢ a matriz tridiagonal

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1
A=1 0 . . . of, (5.23)
-1 2 -1
0 0 -1 2
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com o = D(z;)p e C" = (ouf + Atg(zy), Atg(xs), -+, Atg(an_1), out + Atg(za)?

Como podemos observar, a matriz A é tridiagonal, simétrica e estritamente dia-
gonalmente dominante, o que permite verificar que ela é positiva definida [38]. Isso
nos garante que o sistema de equagoes possui uma solugao e esta é tinica. Além disso,
por ser diagonalmente dominante, podemos utilizar qualquer procedimento numé-
rico de resolucao de sistemas de equacgoes lineares, como eliminacao de Gauss sem
pivotamento, Decomposicao LU, Jacobi, SOR e outros para obtermos sua solucao.

Para estudar o comportamento das solu¢oes obtidas por este esquema, utilizare-

mos os mesmos dados do Experimento (5.2), dado por:

Experimento 5.3. Admitindo um dominio espacial 2 = [0, 1], os instantes inicial
to = 0 e final t; = 0, 12, termo de fonte g(x) = 0, coeficiente de difusdo D(z) = 1,
condigao inicial f(z) = sen(nz) e condigoes de contorno de Dirichlet ug(t) = u(t) =
0. Uma malha com espacamento Az = 0,02 no espaco e At = 0,0002064 no tempo,
ambas uniformes. Utilizamos o método implicito de Laasonen para calcular sua
solucdo aproximada. A solugdo exata para este problema ¢é dada por u(z,t) =
sen(mz)e .

A Figura (5.5) apresenta a comparagao entre a solugdo numérica e a exata do
Experimento (5.2). Note neste caso que a solugdo nao apresentou os problemas de
instabilidades que foram vistos no Experimento (5.2). Isso comprova a caracteristica

deste esquema também ser estavel para valores de > 1/2.
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Figura 5.5: Solugao do Experimento (5.3), com p = 0,516 e utilizando o esquema
implicito de Laasonen.
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Meétodo de Crank-Nicolson

No ano de 1947 Crank e Nicolson, propuseram um método para obtencao da
solugdo numérica para equacao de difusao. Este método consiste na combinagao
do método explicito e do método implicito. Se o termo de difusdo em (5.7) for
substituido pela média das diferencas centrais nos passos de tempo n e n + 1, o

esquema de diferengas finitas é dado pela seguinte expressao:

At 2

U?H —uy  D(zy) “?lel - 2“?“ + u?jll X uyy — 2w +ug Q?H + g;'
(Ax)? (Az)? 2
(5.24)

Note que o lado esquerdo desta equacao ¢ uma férmula de diferenca centrada de
t
passo - isto é,
ou(z,t)  ultt —ul

= St (5.25)

que é da ordem de (At)2.
A caracterizacao da ordem de convergéncia do esquema torna-se mais clara, se

sua construcao for feita atravez da combinacao do método explicito

1
w;, 2 —ul  D(x;) [ulq —2ul +ul,
(3 2 — 3 (2 1 ’{’L. 5‘26
At ( (A.T)Z + gz ( )

com o método implicito

gt (5.27)

(2

1
nty 1 1 1
ul ™t —uy 2 D(xy) (u:‘j_’l —2ul T 4 ] ) N

At ) (Ax)?

2
Fazendo a soma das equagoes (5.26) e (5.27), obtemos o esquema de Crank-Nicolson
(5.24). Reorganizando as incognitas da equagao no seu lado esquerdo, obtendo o

esquema

—uD(w)uf + (24 2pD (@) wit = pD(@)uit = At(g™ + g7')
+ puD(xi)uyy + (2 = 2pD(x:)) uit + pD (i) ui (5.28)

Este método possui ordem de convergéncia (At)? no tempo e (Az)? no espago,
caracterizando um esquema de segunda ordem. Além disso, sua analise de estabi-
lidade, como visto em [15], mostra que ele é incondicionalmente estavel. Embora o
método nao imponha nenhuma restricao a p, menores valores para ele ainda geram
melhores resultados. Na pratica, devemos escolher um Az de forma a economizar o
maximo de custo computacional, sem tornar p muito grande. Por exemplo, muitas

vezes uma boa escolha é tomar p = 1, valor este impossivel para o método implicito.
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Podemos observar que o esquema (5.24) gera o sistema tridiagonal de equagoes
que, tomando U™ = (u?,...,u?)T, pode ser escrita matricialmente para cada passo

de tempo n por

(2 + e A) U™ = (2] —c A)U™ + C™, n>1, (5.29)
onde A € RM x RM ¢ a matriz tridiagonal como definida em (5.23), o = D(z;)u e
C" = (oup + At(gi™ + g7), At(gs™ + g5), -+, At(gh + giy), oul + Mgy + gi))

Para exemplificar, construimos o seguinte experimento geral com termo de fonte

nao nula e condi¢oes de contorno nao homogéneas:

Experimento 5.4. Consideramos um dominio espacial @ = [0,1], os instantes
inicial ¢y = 0 e final t; = 0,5, termo de fonte g(x) = (7% — 1)e~" cos(mx) + 4o — 2,
coeficiente de difusao D(z) = 1, condigao inicial f(x) = cos(mz) + z* e condigoes
de contorno de Dirichlet ug(t) = e™" e uy(t) = —e™" + 4t + 1. Na sua discretizagao,
utilizamos um espacamento uniforme da malha, com Az = 0,1 para o espaco e
At = 0,1 para o tempo. A soluc¢do exata para este problema, é dada por u(x,t) =

x? + 4xt + cos(mx)e .

A Figura (5.6), apresenta a comparagao entre a solu¢gdo numérica e a exata.
Calculando a rela¢ao (5.17), obtemos u = 1, o qual seria inviavel para o método
explicito. Mais ainda, para um passo de tempo At = 0, 1, conseguimos obter uma

excelente precisao para a nossa solucao.

2.8

Solugdo Exata

24r —*— Solugo Aproximada

L L L L I L I L
a o (13 03 04 05 06 a7 08 og 1
Coordinada (X

Figura 5.6: Solu¢ao do Experimento (5.4), com u = 1 e utilizando o esquema
implicito de Crank-Nicolson.

Uma forma geral para descrever o esquema de diferencas finitas para o modelo
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(5.7) pode ser escrita como

ntl g w2t gt no o oun 4y
U; U; — D(IZ) |:9< i+1 7 i—1 ) + (Q— 1) (uH-l ( U +uz—1):|+g;1’

At (Ax)?

onde 6 € [0, 1] é um parametro.
O comportamento das solugoes desse esquema é extremamente sensivel as esco-

lhas assumidas para o parametro 6. Em linhas gerais, temos que:
e Para 1/2 < 0 <1, o esquema (5.30) é implicito e incondicionalmente estavel,
e Para 0 <6 < 1/2, 0 esquema (5.30) ¢ implicito condicionalmente estéavel;
e Se ) =1/2: o0 esquema (5.30) é o método de Crank e Nicolson;

e Se ) = 0: o0 esquema (5.30) é o método de Laasonen, que é explicito;

5.1.3 Diferencas Finitas para o Modelo de Keller-Segel

Como vimos na segao 3.5, o modelo de Keller-Segel (3.38) possui um papel pio-
neiro e inovador na descricao de movimentos quimiotatico. Desde de sua publicacao,
ele vem sendo utilizado como ferramenta para o desenvolvimento ou aperfeicoamento
de outros modelos, com o intuito de descrever aquelas capacidades especificas, que
alguns seres vivos possuem, caracteristicas de um movimentos quimiotaticos.

Neste sentido, apresentaremos nesta secao o desenvolvimento de um esquema de
diferencas finitas para obtermos a solucao aproximada do modelo de Keller-Segel

(3.38) escrito como:

ou(xz,t)  _Pu(x,t) 0 ov(z,t)
ov(w,t) 0*v(z,t)
5 = DUW + pu(x,t) — gv(x,t) (5.32)
com condigoes iniciais
u(z,0) = u(x), r €N (5.33)
v(z,0) = v(x), x € (5.34)

e condi¢oes de contorno de Neumann
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uy(0,t) = 0, v (0,t) = 0, >0, (5.35)
ug(L,t) = 0, v(L,t) = 0, t>0, (5.36)

onde D e D, sao coeficientes de difusao dos mosquitos e do atrator quimico,
respectivamente, y ¢ a constante de sensibilidade quimiotética, p e ¢ sao constantes
associadas aos termos que regulam a taxa de producao e degradacao do atrator
quimico, respectivamente.

Para facilitar o entendimento da metodologia empregada no processo de dis-
cretizagao das equagoes (5.31) e (5.32), vamos desenvolve-las individualmente. Ao
final do processo, apresentaremos através de um algoritmo a sua forma acoplada
completa.

Iniciando com a equagao (5.31), vamos reescreve-la como:

Ou(x,t) _ Dﬁzu(:v,t) Ou(z,t) Ov(z,t) 0?v(x,t)

ot o2 X Ox ox —xulz,1) oxr? (5-37)

Com isso, podemos combinar o método de Crank-Nicolson, juntamente com os es-
quemas de diferencas centradas e para as derivadas primeira e segunda, para gerar

um esquema dada seguinte forma:

uptt —up _ D uph = 20 g = 20 g
At 2 (Ax)? (Ax)?
n n n+1 n+1
_ oy Uity — Uieq | | Vg1 — Vin (5.38)
2Ax 2Ax
L o Ly
XU (Az)? ’

no qual podemos observar que é composto pelas seguintes combinagoes:

e Esquema de Crank-Nicolson para a combinacao do termo do lado esquerdo

com o primeiro termo do lado direito, semelhante ao desenvolvido em (5.24),
(5.26) e (5.27), isto &,

uptt — - D lu?jll —2uPt Ly — 207 +u,
N 5 (Az)? 2 (Ax)? ’

(5.39)

Note que este método resulta em um esquema incondicionalmente estavel e

com aproximacao da ordem de (Az)? para espaco e (At)? para o tempo.

e Esquema de diferenga centrada, como definido em (5.5), para as duas variaveis
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que compoes o segundo termo do lado direito da equacao, isto é,

ou(z,t) ul —ul

oz - +12Ax . (5.40)
dv(x,t) AR

i —me L. (5.41)

Estas formulas resultam em uma aproximagao da ordem de (Az)?.

e Esquema de diferenga centrada, como definido em (5.6), para o calculo da

derivada segunda do tltimo termo do lado direito da equacao, isto e,

2 n+1 n+1 n+1
QPv(x,t) vy — 207 + 0T

oxr2 (Az)?

(5.42)

Como podemos observar, esta formula também resulta em uma aproximagao

da ordem de (Ax)?.

Este esquema descreve um método implicito, pois a equacao depende de trés

n+1 n+1 n+1

u; " e w;l'; . Passando as incognitas para o lado

incognitas a serem obtidas, u;"}, u;

esquerdo da equagao e reorganizando-a, obtemos

n n n n XH n n
—D/wi:f + (2 + QDM)% +1 D/wi:ﬁl =uly, [DH -5 (vijll _ Uiﬁl):|
+ul {2 —2Dp — 2xpu (vl-ff — 20+ Uzn—ﬁl)}

b Due X (=), (5.43)

onde p é como defino em (5.17).
Para cada passo de tempo n, podemos representar o esquema (5.43) formado por

um sistema tridiagonal de equacgoes da seguinte forma:
2 +c AU =Q", n>1, (5.44)

onde A € RM x RM ¢ a matriz tridiagonal como definido em (5.23), 0 = D(z;)u e
Q" € RM & o vetor

Q= iy [Dp— 2 (e — o) [Dp o+ 22 ) = o)

+ w2 = 2Dp = 2xp (vt = 207t Pt (5.45)

Voltando para a segunda equacao do modelo de Keller-Segel (5.32), sua discre-
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tizacao foi inspirado no esquema do método de Crank-Nicolson, e dada por:

A O i o W T R
At 2 (Az)? (Az)?
VAR Vi
Neste esquema possuimos como incégnitas a serem obtidas v/, v/ e vffll,

logo gera um esquema implicito. Passando estas variaveis para o lado esquerdo e

reorganizando a equacao, obtemos:

— Dyt + (24 2Dyp + At)o! T — Dypw i =

Dy} + [2 —2D,p — Atgb} v + lDU,u + 2At,0u?} vty (5.47)

Como na discretizacao da primeira equacao, este esquema é implicito e possui
uma convergéncia de ordem (At)? no tempo e (Az)? no espago. Além disso, para

cada passo de tempo n, ele pode ser representado na forma matricial como:
(21 + o, AU = P, n>1, (5.48)

onde A € RM x RM ¢ a matriz tridiagonal como definido em (5.23), o, = D, ()1t

e P* € RM ¢ o vetor
P" = Dy, + [2 —2Dyp — Atgf)} v + [Dv,u + 2Atpu?] v, (5.49)

As equagoes (5.43) e (5.47) descrevem o esquema final em diferengas finitas
do método de resolucao do modelo de Keller-Seigel. Uma forma mais detalhada
dos procedimentos de resolugao sao apresentados em forma de pseudocodigo, como

podemos observar em Algoritmo 1.

Experimento 5.5. O objetivo desse experimento é obter a solugao numérica do
modelo de Keller-Segel descrito em (5.31) e (5.32), para isso, vamos admitir um
dominio espacial © = [0, 1], os instantes inicial £, = 0 e final t; = 5, coeficiente
de difusao D = D, = 0,36, e os valores das constantes de y = 0,1, p = 0,2 e
¢ = 0, 1; condigao inicial u(z,0) = 80(1—0, 1 cos(mz)) e v(x,0) = 80(p/¢); condigoes
de contorno descrito em (5.35) e (5.36). Definindo uma malha com espagamento
Az = 0,01 no espaco e At = 1/14 no tempo, ambas uniformes. Utilizamos o

esquema explicito de Crank-Nicolson para calcular sua solucao aproximada.

A figura (5.7) apresenta a solugao obtida através dos esquemas 5.43 e 5.47
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Figura 5.7: Solugao do Experimento (5.5).

5.2 Algoritmo de Resolugcao do Modelo

Para resolver o problema (4.8), utilizamos uma técnica de decomposi¢ao de ope-
radores. Esta técnica tem sido utilizada com eficiéncia a bastante tempo para tratar
problema da engenharia que envolvem reacoes nao-lineares, como podemos ver nos
trabalhos [31], [28] |5] associados ao transporte de contaminantes em meios porosos.
Basicamente, ela consiste em uma metodologia para dissociar os processos envolvi-
dos no sistema mais complexo, em um outro formado por dois ou mais subsistemas
acoplados relativamente de menor complexidade. Cada um destes subsistemas sao
resolvidos de forma independente, podendo tratar o método de resolugao de forma
mais eficiente, aplicando a técnica numérica mais especializada.

Nesse sentido, faremos a decomposigao do sistema (4.8) em dois problemas aco-

plados:

I) No primeiro problema temos seis sistemas, sendo um sistema para cada u; do
tipo (5.31) e (5.32) cada um resolvido separadamente. Para isso, emprega-se
o método de Diferengas Finitas; (5.43) e (5.47);

IT) No segundo problema, temos um conjunto de seis equagoes diferenciais ordina-
rias ndo-lineares associadas ao termo de reagao definido em (4.6). Para resolver

esse problema, utilizamos o método de Runge Kutta de 4* ordem.

Considerando 2 = (0, L) o dominio espacial e I = (0,7") o intervalo de tempo
de interesse, com T > 0 o tempo final, introduzimos uma malha uniforme com
espagamento Az = L/(M + 1), no dominio espacial, onde M representa o ntimero
total de nos internos da malha. A cada um desses nos esta associado uma coordenada
x; = iAx, sendo i = 0, ..., M + 1. Para a discretizagao temporal, denotamos [0, 7] =
UnNzo[tn,th], com I,, = [t,,t,41] uma partigdo uniforme de I e At = t,, 41 — t, =
T/N o seu passo de tempo, onde N > 0 é o namero total de divisdes do intervalo.

Com isso, seguimos os seguintes passos:
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Passo 1: Para o instante inicial t = tg, inicializamos as variaveis u;(x,ty) =
u;(z), para cada i = 1,...,6 e v;(x,ty) = T(x).

Passo 2: Tomando um n > 0 fixo, conhecidas as condigoes iniciais u;(z,t,) e
v(z,t,), entdo fazemos w;(t,) = u;(x,t,) e v(t,) = v(z,t,) e calculamos u;(x,t) e

v(x,t) no instante de tempo t,,1, através do seguinte problema:

Problema 5.1. Dado os parametros D, D, x;, p, ¢ e as condigoes iniciais @;(t,) e
0(t,), encontrar u;(z,t,) € RM* e v(x,t,) € RMT com x € Q et € I, tal que

satisfacam o sistema

ou(x,t)  _O*u(x,t) o (- ov(x,t)
o = DT ~Xig- Ui(ﬂ%t)T ; (5.50)
ov(x,t 0?0 (x,t _ ~

E% ) DU% + pu;(x,t) — Pv(z,t), (5.51)

com condigoes de contorno homogéneas de Neumann:

(az)z(ovtn> = 0, (’1738)(071571) = 0, 5'52>
(aw)z(lﬁtn) = 0, (:Jcc)(L?tn) = 0, (553>

e condicoes iniciais:
T, ty) = (t), (5.54)
T, ty) = (tn). (5.55)

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo I, utilizamos a solu¢ao do Problema
(5.1), dado pelo passo anterior, como a condigao inicial para o calculo da solugao
do sistema de equacoes diferenciais ordinéarias nao-lineares acopladas, associado ao

termo de reagao do modelo (4.8), dado pelo seguinte problema:

Problema 5.2. Dado os parametros {a;;, bi;, ¢ij, dij, €ij, fij, €,0,k, 7} e as condigoes
iniciais u(z,t,) e v(z,t,), encontrar u;(t) € R e v(t) € R, com t € I,, tal que

satisfacam o sistema

3

du . o~ PO PO ~
d_zf1 = g(w)(aoo} + (a1 + 2a07i11;) + 2a1Tiis) — 81y,
j=2
dii - : :
d_tz = g(u) (blla% + 22 bojﬂlﬂj + 2 Z bljﬂgﬂj + 2 Z b2ja3aj> - (%227

J=2,77#3 Jj=3 J=4
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~ 6 6 6
du N PR PR PR .
d—; = g(u)(copti3 + QZ CojUrU; + 2 Z CriUly + 2 Z CojUsll;) — O,
j=3,j#5 J=3,3#5 J=4,j#5
da 6 5 6
4 A~ AN AN AN AN AN AN AN AN AN
% = g(u) (dggui + 22 dljUQUj + 2 Z dngng + 2 Z dng4Uj + 2d45U5U6) — (5U4,
J=3,j#5 j=4 J=5
di 0 °
d—; = g(u) (Z ejjﬂjz + QZ eljﬁgﬂj -+ 2634@4@5) — 5@5,
J=2,j#3 Jj=4
di 6 .
6 AN AN AN AN AN AN
- = g(u) (Z fjjU? + 22 f2jUsty + 2 fasUstig) — O,
J=3,§#5 J=4,§#5
onde u = (uy, - ,Ug),
(W=5—-¢
g k/"

e condicgoes iniciais dadas por:

az(tn) = ﬁ(x, tn—‘rl)’ (556>
U(tn) = 0(z, tns), (5.57)

onde w;(z,ty41) e v(x,t,,1)s80 as condigdes obtidas a partir do Problema 5.1.

Passo 4: A solucao do Problema 5.2 é a solugao aproximada do modelo 4.8 no
instante t,,41 € I, C I, ouseja u;(z,tn1) = U;i(tn) e v(x, thy1) = V(t,). Setp < T,
incrementa-se n, retorna-se ao passo 2 e repete-se o processo até que a igualdade
tni1 = T ocorra.

Notem no Problema 5.1 que o sistema a ser resolvido é formado por um conjunto
de sete equagoes diferenciais parciais lineares do tipo advec¢ao-difusao-reagao com
condigbes de contorno do tipo Neumann. Suas seis primeiras equagoes (5.50) s@o
completamente desacopladas entre si, mas cada uma delas estao acopladas a equa-
¢ao (5.51), tornando-as semelhantes ao apresentado pelo modelo de Keller-Segel.
Ja o problema 5.2, o sistema de equagoes a ser resolvido recai em um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares. Consequentemente, com essa técnica
de decomposicao, a complexidade do sistema a ser resolvido diminui consideravel-
mente, quando comparado ao problema original completamente acoplado.

Para resolver o Problema 5.1, utilizamos as mesmas técnicas de discretizagoes
em diferencas finitas apresentadas para resolver o problema de Keller-Segel, onde
cada uma das equagoes (5.50) foram discretizadas de acordo com o esquema (5.43),
enquanto que a equagao (5.51) seguiu o esquema de discretizacao (5.47). No seu

processo de resolucao, nos baseamos no esquema apresentado pelo Algoritmo 1,
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diferindo apenas no ntumero de equagoes a serem resolvidas, isto é, resolvemos o
sistema associado a forma discreta da equagao (5.50) e em seguida resolvemos outros
seis sistemas associados a forma discreta de (5.51).

Para resolver 5.2, que é um problema de valor inicial (PVI) optamos por utilizar
o método de Runge-Kutta de quarta ordem. A decisao de utilizar este método se
baseou no fato dele ser extremamente robusto, preciso e possuir uma boa ordem de

convergéncia.

Algoritmo 1: ESQUEMA DO ALGORITMO EM DIFERENGCAS FINITAS UTILI-
ZADO PARA RESOILVER A EQUACAO DE KELLER-SEGEL
Entrada: M, N,L,T, D, D,, x, p, ¢

inicio
Ax + L/(M +1); At < T/(N +1);
p < At/(Ax)?; X< () i=0,1,--- ,M+1;
0 < Dy(z;)u; T < D(x;)11;

U(X) < (Cond. Inicial de U);  V(X) <« (Cond. Inicial de V);
para n=1 : N faga
Cond. Cont. Neumann homogéneas

P(0) < (2 =20 — Atp)V(0) + 20V (1) + 2AtpU(0)
P(M+1)«+ (2—20—AtB)V(M + 1) + 20V (M) + 2AtpU (M + 1)
B(0,0) < 2+ 20 + Atf, B(M +1,M) «+ —20;
B(0,1) < —20; B(M, M +1) + (2+ 20 + Atp);
para i=1: N faga
Pi)« (2—-20—-AtB)V(E)+o(V(i+ 1)+ V(i—1)) 4+ 2AtpU(7)
B(i,i — 1)« —o; B(i,i) < 2+ 20 + Atp; B(i,i+1) ¢ —o;

fim
V' < Solucao(Bv = P)
Cond. Cont. Neumann homogéneas
Q) <20+ 1) g+ U(i)(2 — 20 — 2xu2V(i+ 1) — 2V (7))
QM +1)«U(i)(2—27 —2xpu2V(i—1) — 2V (2))) + 2U (i — 1)7;
A(0,0) + (2+20); AM+1,M) = —27;
A(0,1) «+ —27; AM, M +1)=(2+20);
para i=1: N faga

Q)+~ (@ —X(V(E+1)-V(i—-1)U@E+1) +
+ (2 - 20 —2xu(V@i+1)=2V(E)+ V(i—1))U®E) +
+ (0 + & ( (i+1)=VE-1))U@G —1);
yi— 1)« —7; A(i, i) «—2+20; A(l,i+1) + —7;
ﬁm
U < Solugao(Au = Q)

fim
fim
retorna U,V
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Capitulo 6
Simulacao Numérica

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos obtidos da implementacao
do modelo dindmico (4.6) e do modelo de reagao-difusao-quimiotaxia (4.8). Estes
modelos foram implementados no software Matlab®. Para isso, utilizamos o método
de Runge-kutta de quarta ordem e o método de diferencas finitas, em particular, o

método implicito de Crank-Nicolson.

6.1 Dados gerais do Problema

Em todas as simulagoes numéricas que serao apresentadas neste capitulo utili-

zaremos os seguintes dados:

e Dominio espacial: Q=0,20] Km;

Instante de tempo inicial: ¢ = 0 més;

e Instante de tempo final: £ = 1 més;

e Taxa de mortalidade dependente da densidade: §; = 2/meés;

e Taxa de mortalidade independente da densidade: d, = 1,161 /més;
e Taxa de emergéncia de ovos para a fase adulta: € = 14, 9/més;

e Capacidade de suporte: k = 8620;

e Coeficiente de difusdo de mosquitos: D = 0,36 Km?/més;

e Coeficiente de difusdo do COy: D, = 0,036 Km?/més;;

A constante p = 0;

A constante ¢ = 0.
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Experimento 6.1. Neste experimento vamos simular o comportamento das popu-
lagoes de mosquitos selvagens e transgénicos ao longo do tempo. Para isso, consi-
deramos a popula¢do composta inicialmente de 66,66% mosquitos selvagens (u1);
18,33% de mosquitos homozigotos do tipo Gr3®CFP/ECEP () ¢ 15% de mosqui-
tos homozigotos do tipo Gr3** (ug) e para as demais populacdes condicoes iniciais

nulas.
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Figura 6.1: Dinamica populacional de mosquitos selvagens e transgénicos com con-
digdes iniciais u1(0) = 200, u2(0) = u3(0) = u4(0) = 0, u5(0) = 55, ug(0) = 45

A quantidade total das seis populacoes de mosquitos obtidas ao final de um pe-
riodo de tempo de 1 més foi de N* = 8618 mosquitos, estabilizando no ponto de
equilibrio nao trivial. A quantidade de cada espécie de mosquito foi de 3833 mosqui-
tos selvagens (u;), 2104 heterozigotos do tipo Gr3®CTF/+ (u,), 1721 heterozigotos
do tipo Gr3** (u3), 473 mosquitos heteroalélicos (uy), 292 mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3FCFF/ECEP (3,1) e 196 mosquitos transgénicos homozigotos
do tipo Gr3** (ug), correspondendo respectivamente a 44%, 24%, 20%, 5%, 3% e 2%
da populacao total. Para essas condigoes iniciais, a modificacao genética apresenta
eficacia no sentido de reduzir a capacidade de detecgao de CO, em 10% da popula-
¢ao, visto que apenas homozigotos e heteroalélicos apresentaram essa caracteristica

segundo os testes realizados em [27].

Experimento 6.2. Novamente vamos simular o comportamento da populagoes de
mosquitos ao longo do tempo, porém, neste caso vamos considerar a composi¢ao
inicial de 33,33% mosquitos selvagens; 33,33% de mosquitos homozigotos do tipo
GraPCFP/ECEP o 33 33% de mosquitos homozigotos do tipo Gr3** e condicoes

iniciais nulas para as demais populagoes.
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Figura 6.2: Dinamica populacional de mosquitos selvagens e transgénicos com con-
digoes iniciais u1(0) = u5(0) = u(0) = 200, u2(0) = uz(0) = u4(0) =0

A quantidade total das seis populagoes de mosquitos obtidas ao final de 1 més
foi de N* = 8618 mosquitos, estabilizando no ponto de equilibrio nao trivial. A
quantidade de cada espécie de mosquito foi de 963 mosquitos selvagens (uy), 1910
transgénicos heterozigotos do tipo Gr3PCFF/+ (uy), 1910 transgénicos heterozigotos
do tipo Gr3** (u3), 1910 mosquitos transgénico heteroalélicos (u4), 963 mosquitos
transgénicos homozigotos do tipo Gr3FCFF/ECEP (1) ¢ 963 mosquitos transgéni-
cos homozigotos do tipo Gr3** (ug), correspondendo respectivamente a 11%, 22%,
22%, 22%, 11% e 11% da populacao total. Para essas condicoes iniciais, a modifi-
cacao genética reduziu a capacidade de deteccao de COy em 44% da populacao de
mosquitos, considerando essa caracteristica apenas para transgénicos homozigotos e
heteroalélicos. Observe que o aumento da populagao de mosquitos transgénicos ho-
mozigotos nas condigoes inicias reduziu significativamente a populagao de mosquitos
selvagens e como consequencia disso havera uma reducao do niimero de picadas nos

seres humanos.

Experimento 6.3. Nesta simulagao vamos considerar a dinamica e o espalhamento
de mosquitos selvagens na auséncia de C'O,. Para isso, utilizamos uma malha uni-
forme com espagamento Ax = 0,2 para o espago e At = 0,05 para o tempo. Além

disso, consideramos as seguintes condi¢oes iniciais

(2.0) sen <7r (%)) se 9,5 <x<10,5, 6.1)
u(x, = ’ ’ .
0, se 0<x<95 e 10,5 <x <20,

ug(z,0) = uz(x,0) = uy(z,0) = us(x,0) = ug(x,0) =0 e v(x,0) = 0. (6.2)
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Neste caso o problema (4.8) se reduz a um problema de reagao—difusao de uma
tnica populagao (selvagens) e, como pode ser visto nas figuras (6.3)(a) e (6.3)(b), seu
comportamento mostra um espalhamento simétrico em torno da posicao x = 10 com
a dindmica crescente caracteristica do termo de reacao, que permite um crescimento

populacional até um patamar. Na figura (6.3)(a) capturamos o espalhamento da
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2000 =07
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1 = e EEE e T t
0 2 4 6 a 10 12 14 16 18 20 0 1 « Tempo ()
Coordenada (x) + Coodernada (x)
(a) (b)

Figura 6.3: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos selvagens na au-
séncia de C'Oq e com condigoes iniciais (6.1) e (6.2)

populagao para alguns instantes de tempo do intervalo [0, 1] e na figura (6.3)(b) a

dindmica espago temporal.

Experimento 6.4. Neste experimento vamos simular a dinamica e espalhamento
de mosquitos selvagens na presenca de C'Os, considerando ambos, mosquitos e C'O,
distribuidos em uma mesma regiao conforme as condigoes iniciais (6.3) - (6.5). Para
isso, utilizaremos a malha descrita no Experimento (6.3) e a atra¢do quimiotatica

dada por y; = 1, 0.

r—9,5
(2, 0) = sen <7T (10’5_9’5>> se 9,56 <z <105, (6.3)
0, se 0<x<9b e 95<zx<?20,

r—9,5
o, 0) = sen (7‘(‘ (10’579’5>> se 9,56 <z <105, (6.4)
0, se 0<z<95 e 10,5 <x <20,
ug(z,0) = uz(x,0) = uy(z,0) = us(x,0) = ug(z,0) = 0. (6.5)

Observe nas figuras (6.4)(a) e (6.4)(b), que o espalhamento se mantém simétrico
em relacao a posicao x = 10, porém houve uma maior concentracao nesta posigao,
com espalhamento reduzido em relagao ao Experimento (6.3). Esse acontecimento
ocorreu devido o fato que COs esta distribuido na mesma regiao da populacao de
mosquitos (vide condigdes iniciais (6.3), (6.4) e (6.5)) e com coeficiente de difusdo

menor do que o de mosquitos. E pertinente chamar atencdo, pois embora pareca
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Figura 6.4: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos selvagens consi-
derando a distribuicao inicial de C'Oy na mesma regiao do foco de mosquitos, com
condigoes iniciais (6.3), (6.4) e (6.5)

haver descontinuidade da derivada no ponto z = 10, trata-se apenas de uma questao

grafica.

Experimento 6.5. Nesta simulacao, continuamos com o intuito de avaliar a influén-

cia do C'O5 na dinamica de espalhamento da populagao de mosquitos selvagens. Para

isso, utilizamos uma malha uniforme com espacamento Ax = 0,066 para o espago e

At = 0,01 para o tempo. Assim como no experimento anterior, mantivemos y; = 1,

porém, consideramos a distribuigao de C'O, localizada em uma regiao vizinha ao

foco de mosquito, conforme as condigoes inicias

Sen(ﬂ(x_g)) se 9 <z <10,

Ul(l’,O) = 10—9
0, se 0<z<9 e 10<z<20.
rz—11
v(z,0) = sen (ﬂ (12_11)) se 11 <z <12,

0, se O<ax<ll e 12<z<?20.

ug(z,t) = ug(x,t) = uy(x,t) = us(x,t) = ug(x,t) =0
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Figura 6.5: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos selvagens consi-
derando a distribuicao de C'O, em uma regiao vizinha ao foco de mosquitos, com
condigoes iniciais (6.6), (6.7) e (6.8)
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Figura 6.6: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos selvagens consi-
derando a distribuigao de C'O, em uma regiao vizinha ao foco de mosquitos, com
condigoes iniciais (6.6), (6.7) e (6.8)

Observe nas figuras (6.5)(b), (6.6)(c) e (6.6)(d) que se trata da mesma populagao
de mosquitos selvagens, vista sob diferentes perspectivas. Note que o espalhamento
da populac¢do de mosquitos selvagens perdeu a simetria. Se comparamos (6.5)(a)
com a figura (6.4)(a) ocorreu uma aglomeragao de mosquitos na posigao = = 11,5
proveniente da sua percepcao a presenca do C'Os, que possui maior concentragao

justamente nessa posicao.

Experimento 6.6. Neste experimento vamos simular a dinamica e espalhamento
da populacao de mosquitos selvagens e transgénicos na auséncia de C'O,, utilizando
uma malha uniforme com espacamento Ax = 0, 2 para o espaco e At = 0,05. Consi-
deramos a uma distribuicao inicial compostas de mesmas quantidades de mosquitos

selvagens e transgénicos homozigotos sobre uma mesma regiao, as demais varieda-
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des de mosquitos foram consideradas inicialmente nulas. Para isso, tomamos as

seguintes condicoes iniciais:

| sen (7r (x_—M’)) se 9,5 <x<10,5,

uy(z,0) 10,5-9,5 (6.9)
0, se O0<x<95b e 10,5 <z <20
z—9,5
sen (T —~==%= se 9,5 <z <10,5,
us(z,0) = ( <10’5_9’5)> - (6.10)
0, se 0<xr<95 e 10,5 <z <?20.
z—9,5
sen (T ( —~==%= se 9,5 <z <10,5,
ug(z,0) = ( <1Ov5—9»5>> -7 (6.11)
0, se 0<xr<95 e 10,5 <z <?20.
ug(z,0) = uz(x,0) = uy(z,0) =0 e v(x,0) =0 (6.12)
800
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Figura 6.7: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos selvagens na au-
séncia de C'Oq, com condigoes iniciais (6.9), (6.10), (6.11) e (6.12)
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Figura 6.8: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos heterozigotos do
tipo Gr3PCFP/+ na auséncia de CO,, com condicdes iniciais (6.9), (6.10), (6.11) e
(6.12)
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Figura 6.9: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos heterozigotos do
tipo Gr3** na auséncia de CO,, com condigoes iniciais (6.9), (6.10), (6.11) e (6.12)
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Figura 6.10: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos heteroalélicos na
auséncia de C'Oy, com condigoes iniciais (6.9), (6.10), (6.11) e (6.12)

(=]
L8]
s

As figuras (6.7)-(6.12) mostram a dindmica e espalhamento das seis populagoes
de mosquitos consideradas, este espalhamento se da pelo processo de difusao-reagao
j& que nao ha efeito quimiotatico do C'O,. Todas as populagoes repetiram o compor-
tamento simétrico apresentado no Experimento (6.4). Comparando a figura (6.7)
com a figura (6.3) podemos perceber uma redugao significativa da populagao de
mosquitos selvagens, embora tenhamos acrescentado os mosquitos transgénicos ao
invés de substituir parte da populagao inicial de mosquitos selvagens por estes mo-
dificados.

61



t=0.0

Populacio {u,)

Coordenada (x)

(i)

Populagéo (us)

+ Coodernada (x)

()

Figura 6.11: Dindmica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3FPCFP/ECEP na auséncia de CO,, com condices iniciais

(6.9), (6.10), (6.11) e (6.12)
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Figura 6.12: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3%/4 na auséncia de CO,, com condicdes iniciais (6.9), (6.10),

(6.11) e (6.12)
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Experimento 6.7. Assim, como proposto no Experimento (6.4), vamos simular o
efeito do C'Oy no comportamento da dinamica e espalhamento de mosquitos, mas
agora considerando uma composicao inicial de mosquitos selvagens e transgénicos.
Neste experimento assumimos para os mosquitos transgénicos homozigotos e hete-
roalélicos uma redugao de 50% da capacidade de detec¢ao de COy em relagao aos
selvagens e transgénicos heterozigotos, dessa forma assumimos x; = 1 e x; = 0,5,
i=1,2,3ej=4,56. Ainda de acordo com o experimento (6.4) vamos considerar
a distribuigao inicial de C'Oy sobre a mesma regiao onde estao localizados os focos

de mosquitos. Assim, tomamos a seguinte condi¢oes iniciais:

(2.0) sen (7r (ﬁg—%&)) se 9,5 <x<10,5, (6.13)
u(x, = ’ ’ .
0, se 0<x<95b e 10,5 <z <20,

z—9,5
sen | : se 9,56 <z <10,5,
us(z,0) = ( <1075—9’5>> - (6.14)
0, se O0<x<9b e 10,5 <z <20,
z—9,5
sen | : se 9,56 <z<10,5,
ug(x,0) = ( <10’5’9’5>> - (6.15)
0, se 0<z<95 e 10,5 <x <20,
z—9,5
sen ( : se 9,5 <x<10,5,
v(z,0) = ( <10’5’9’5)> - (6.16)
0, se O0<z<95 e 10,5 <x <20,
ug(z,0) = uz(x,0) = uy(z,0) = 0. (6.17)
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Figura 6.13: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos selvagens com
distribuicao de C'Oy na mesma regiao do foco de mosquitos, com condigoes iniciais
(6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)
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Figura 6.14: Dindmica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
heterozigos do tipo Gr3F¢FP/+ com distribuicao de CO, na mesma regiao do foco
de mosquitos, com condigoes iniciais (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)
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Figura 6.15: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
heterozigotos do tipo Gr3** com distribuicdo de CO, na mesma regido do foco de
mosquitos, com condigdes iniciais (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)

Observe nas figuras (6.13)—(6.18) que todas as populagdes de mosquitos estao si-
métricas em relagao a posigao = 10, porém, nas figuras (6.13)—(6.15) as populagoes
de mosquitos selvagens e transgénicos heterozigoto se mantém mais concentradas,
apresentando pouco espalhamento devido a sua forte atracao pelo COs,, que se di-
funde mais lentamente do que os mosquitos ja que apresenta coeficiente de difusao
menor. Ja nas figuras (6.16)—(6.18) essa reducao do espalhamento foi menos acen-

tuada pois sua atracao para o C'Os foi reduzida a metade, conforme o valor de

X
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Figura 6.16: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
heteroalélicos com distribuicao de C'O; na mesma regiao do foco de mosquitos, com
condigoes iniciais (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)
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Figura 6.17: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3fCFP/ECEP com distribuicio de C'O, na mesma regido do
foco de mosquitos, com condigdes iniciais (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)
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Figura 6.18: Dindmica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3** com distribuicdo de C'O, na mesma regido do foco de
mosquitos, com condigdes iniciais (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) e (6.17)

Experimento 6.8. Assim como no Experimento (6.6), vamos analisar a dinamica
e espalhamento das populagoes de mosquitos na presenca de C'O,, porém, conside-
rando selvagens e transgénicos. Neste experimento utilizamos uma malha uniforme
com espacamento Ax = 0, 1 para o espaco e At = 0,05 para o tempo. Consideramos
para os mosquitos transgénicos homozigotos e heteroalélicos uma reducao de 50%
da capacidade de deteccao de C'Oy em relagao ao selvagens e transgénicos hetero-
zigotos, dessa forma assumimos y; = 1e x; = 0,5, 1 = 1,2,3 e j = 4,5,6. As
condigoes iniciais a seguir mostram que a distribuigao inicial de C'O5 encontra-se em

uma regiao vizinha ao foco de mosquitos.

z—9,5
sen se 9,5 <z <10,5,
w(x,0) = (7 (7%55)) == (6.18)
0, se O0<x<9b e 10,5 <z <20
z—9,5
sen se 9,5 <z <10,5,
us(z,0) = ( <105 95>> - (6.19)
0, se 0<x<95b e 10,5 <z <20,
z—9,5
sen se 9,56 <z <10,5,
ug(z,0) = ( <105 95>> - (6.20)
0, se O0<x<95b e 10,5 <z <20,
o(,0) = sen (7r (1”3211111)) se 11 <z <12, (6.21)
0, se O<z<ll e 12<x <20,
ug(,0) = uz(x,0) = uy(z,0) = 0. (6.22)

Comparando as figuras (6.5) e (6.19) podemos perceber que a presenca de mos-
quitos transgénicos reduz significativamente o quantitativo da populacao de mos-
quitos selvagens. As figuras (6.19)—(6.21) mostram uma forte atracao de mosquitos

selvagens e transgénicos heterozigotos na direcao do C'O,, havendo maior concen-
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Figura 6.19: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos selvagens com
o 'Oy distribuido em uma regiao vizinha ao foco de mosquitos e com condicoes
iniciais (6.18), (6.19), (6.20), (6.21) e (6.22)
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Figura 6.20: (Dindmica e espalhamento da populagao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3F¢FP/* com o CO, distribuido em uma regido vizinha ao
foco de mosquitos e com condigdes iniciais (6.18), (6.19), (6.20), (6.21) e (6.22)

tracao na posicao x = 11,5 que é o apice da distribuicao do CO,. Por outro
lado, a redugao na capacidade de deteccao de C'O, nas populagoes de mosquitos
transgénicos homozigotos e heteroalélicos provoca uma alteracao mais suave deste

comportamento na dire¢cao da concentracao do C'Oy como pode ser visto nas figuras

(6.22)—(6.24).
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Figura 6.21: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos

heterozigo do tipo Gr3** com o CO, distribuido em uma regido vizinha ao foco de
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Figura 6.22: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos heteroalélicos
com o C'Oy distribuido em regiao vizinha ao foco de mosquitos e com condigoes
iniciais (6.18), (6.19), (6.20), (6.21) e (6.22)
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Figura 6.24: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos transgénicos
homozigotos do tipo Gr3** com o CO, distribuido em uma regido vizinha ao foco
de mosquitos e com condigdes iniciais (6.18), (6.19), (6.20), (6.21) e (6.22)
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Capitulo 7
Conclusao

Neste trabalho foi proposta a formulagao de um modelo matematico que descreve
a dinamica e o espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos. Para isso foi
considerado um modelo do tipo reagao-difusao-quimiotaxia onde os termos de reagao
foram obtidos de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias que descreve a
dinamica de interacao entre as subpopulagoes obtidas quando levamos em conta a
zigosidade das mesmas. Estas equacoes foram obtidas com base no sistema proposto
por Wyse et al [42] para um tipo de mutacao e posteriormente apresentadas em [32]
para dois tipos de mutacao. Em relagao ao espalhamento, foi considerado um efeito
difusivo para ambas subpopulagoes, juntamente com um efeito quimiotatico que
induz as subpopulagoes na direcao do fluxo de C'Os que, por sua vez, sofre apenas
o efeito da difusao.

Para a elaboracao da parte dinamica do modelo, que compoe os termos de reacao,

foram levadas em conta duas formas de interacao entre as subpopulagoes:

e Competicao - O crescimento da populacao de mosquitos nao é ilimitado, seu
quantitativo pode crescer até um certo patamar, definido pelo ponto de equili-
brio estavel, abaixo da capacidade de suporte do ambiente onde estao inseridos.
Além do limitante ocasionada pela taxa de mortalidade constante da espécie,
ha também uma taxa de mortalidade que cresce com o aumento da popula-
¢ao, sendo representada por um efeito competitivo entre cada subpopulagao

consigo mesma e com as demais;

e Acasalamento - O acasalamento entre os individuos ocorre de maneira aleato-
ria, sem preferéncias por tipo de subpopulacao, e a geracao de mosquitos se

da de acordo com a genética classica mendeliana.

As caracteristicas da espécie transgénica considerada foram aquelas descritas
por McMeninan et al [27], onde os mosquitos transgénicos sofreram alteragdes em

seus sensores detectores de C'O,, ocasionando uma desorientacao parcial das fémeas
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transgénicas homozigotas e heteroalélicas na busca por sangue, ja que o CO, emi-
tido na expiracao é o mais importante quimioatrator humano para os mosquitos.
Como os mosquitos transgénicos heterozigotos tiveram o mesmo comportamento
que os selvagens nos testes realizados em [27], podemos observar que o gene mu-
tado apresenta comportamento recessivo, se expressando apenas quando ocorre um
par de mutagoes, seja ele idéntico (homozigotos) ou distintos (heteroalélicos). No
modelo matematico proposto foram contemplados diferentes niveis de quimiotaxia,
proprios a cada uma das populagoes, e representados pelo parametro y;; nas simu-
lagoes numéricas realizadas foi considerada uma reducao em 50% na capacidade de
deteccao de C'O, para fémeas transgénicas homozigotas e heteroalélicas e foi veri-
ficada uma atracao ao fluxo de COy menos intensa do que aquela observada nos
selvagens e transgénicos heterozigotos. Esse comportamento obtido nas simulagoes
estd de acordo com as premissas adotadas na formulacao do modelo matematico.
Além disso, houve redugao notavel da populacao de mosquitos selvagens quando
esta interagiu com populacoes transgénicas.

Em relacao aos coeficientes do modelo, foi utilizada a genética classica men-
deliana para obtencao das frequéncias genotipicas, via quadro de Punnet, e todos
os demais coeficientes referentes ao comportamento dos mosquitos foram estimados
com base em informagcoes sobre o Aedes aegypti, de forma a obtermos cenarios o
mais realista possiveis.

O modelo mateméatico formulado neste trabalho apresenta os termos de reagao
fortemente nao-lineares, o que implica em maior dificuldade na obtencao das so-
lugoes numéricas. Para isso foi utilizada a técnica de decomposicao de operadores
sequencial, onde o modelo matematico proposto foi subdividido em dois sistemas que
foram resolvidos sequencialmente para cada intervalo de tempo. Foram utilizados os
métodos de Runge-kutta de quarta ordem para o subsistema puramente reativo e o
método de Crank-Nicolson para o subsistema difusivo-quimiotatico. As simulagoes
numéricas foram obtidas implementando os métodos numéricos e a técnica citada
utilizando

O tema deste trabalho apresenta a caracteristica de ser interdisciplinar, para sua
elaboracgao foram estudados conceitos de diversas areas como entomologia, genética,
métodos numéricos, sistemas de equacoes diferenciais e programacao. Além disso é
um tema recente, visto que o modelo proposto descreve caracteristicas de mosquitos
transgénicos concebidos em 2014 no trabalho de McMeninam et al [27] e sua for-
mulagdo matematica foi baseada no modelo proposto por Wyse et al [42]. Por esse
motivo, restam ainda muitas situacoes em aberto para serem discutidas como por
exemplo ampliar o dominio unimensional para bidimensional, avaliar o impacto dos
mosquitos transgénicos na propagacao de doencas e sazonalidade nos coeficientes

relacionados a pluviosidade.
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Apéndice A
Quadros de Punnet

O quadro de Punnet é um diagrama que foi desenvolvido por Reginald Punnet
(1875-1967) para prever o resultado dos cruzamentos entre espécies, representando
todas as suas possiveis combinagoes genéticas. Nesse quadro, representamos os
gametas do primeiro genitor em uma linha e do segundo em uma coluna. As entradas
desta tabela sao obtidas pela combinagao de cada um dos gametas da linha com cada
um dos gametas da coluna e a soma das proporc¢oes obtidas resulta em 100%. Vamos
formar a seguir os quadros de Punnet referentes aos cruzamentos das seis linhagens
consideradas neste trabalho (ver Tabela A.1).

Na Tabela A.1, a primeira coluna apresenta as seis linhagens de mosquitos utili-
zados em nosso trabalho. Na segunda coluna representamos os genétipo associados
a cada uma das linhagens de mosquitos. Na terceira coluna introduzimos a sim-
bologia das linhagens que utilizamos em nosso trabalho. Por fim, representamos a
simbologia dos gametas de cada um das linhagens que sera utilizada nos quadros de

Punnet.

Tabela A.1: Linhagens da populacao de mosquitos selvagens e transgénicos

Linhagem Genotipo Populagao | Simbologia dos gametas

Selvagens Gr3t/* Uy ++
Transgénicos heterozigotos | Gr3F¢H/+ Us E+
Transgénicos heterozigotos | Gr3** Us 4+
Transgénicos heteroalélicos | Gr3FCrr/4 Uy E4
Transgénicos homozigotos | Gra®cHP/ECHr Us, EE
Transgénicos homozigotos | Gr3*/* Ug 44

Os quadros de Punnet para todas as combinagoes possiveis de linhagens é apre-
sentado na Tabela A.2.
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Tabela A.2: Quadros de Punnet

up Xuy A+ o+ up Xuy +  + u X us  +  +
+ E  E+ E+ 4 A+ 4+
+ + A +
U X ug  + + U X us  + + U X ug + +
E E+ E+ E E+ E+ 4 4+ 4+
4 4+ 4+ E E+ E+ 4 4+ 4+
U X Uy E + Ug X Us E + U X Uy E +
E FE E+ 4 E4 44 E EFE E+
+ B+ 4+ + B+ ++ 4 B4 A+
U X Us E -+ U X Ug E + Uz X Usg 4 +
E EFE E+ 4 E4 44 4 44 44
E EFE E+ 4 E4 44 + 4+ ++
Uz X Uy 4 + Uz X Us 4 + Uz X Ug 4 +
E E4 E+ E E4 E+ 4 44 44
4 44 44 E E4 E+ 4 44 4+
Us X Uy F 4 us X us F 4 us X ug 4
E EFE F4 E FE FE4 4 E4 44
4 E4 44 E EFE FE4 4 E4 44
Us X Us FE FE Us X Ug FE FE Ug X Ug 4 4
E FE FEFE 4 E4 FA 4 44 44
E FE EFE 4 E4  FA 4 44 44
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