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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

TECNICA DE PROGRAMACAO SEMIDEFINIDA POR ARCO VIAVEL E
APLICACAO A MAXIMIZACAO DA FREQUENCIA NATURAL DE
ESTRUTURAS MECANICAS

Ligianne Nascimento Barros

Julho/2017

Orientador: José Miguel Aroztegui Massera

Programa: Modelagem Matemética e Computacional

A partir das técnicas de programacao semidefinida tornou-se possivel otimizar de
maneira eficiente problemas de engenharia estrutural. Neste trabalho, apresenta-se
o problema programacao semidefinida, suas aplicacoes e condi¢oes de otimalidade.
Também é proposta uma nova técnica de pontos interiores com arcos viaveis para o
problema nao convexos de programacao semidefinida. Apresenta-se o problema de
maximizagao da frequéncia natural de estruturas. Este problema é reescrito como
um problema de programacao semidefinida nao convexo. Sao apresentados alguns
testes numéricos que comprovam a eficicia da nova técnica quando aplicados ao

problema de maximizacao da frequéncia natural de estruturas.
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The semidefinite programming techniques allow to optimize structural engine-
ering problems efficiently. In this work, we present the problem semidefinite pro-
gramming, its applications and optimality conditions. In addition, a new method of
interior points by feasible arcs for the non-convex problem of semidefinite program-
ming is proposed. We present the problem of maximizing the natural frequency of
structures. This problem is rewritten as a non-convex semidefinite programming
problem. We present some numerical tests that prove the effectiveness of the new
technique when applied to the problem of maximizing the natural frequency of struc-

tures.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao da pesquisa

A programacao semidefinida representa uma importante teoria para resolver proble-
mas de otimizacao em varias adreas do conhecimento, como por exemplo na Otimi-
zagao Combinatoria [I], Teoria de Controle [2] e Otimizagao Estrutural [B].

Originalmente, problemas de programacao semidefinida sao problemas convexos,
onde se procura minimizar uma funcao linear com restricoes nos autovalores de
fungdes matriciais [3].

No final dos anos 80, com o desenvolvimento de métodos de pontos interiores,
tornou-se possivel a elaboracao de técnicas computacionais para se trabalhar com
programacao linear e nao linear [4], [5]. Posteriormente, algumas dessas técnicas de
pontos interiores foram generalizados para programacao semidefinida [B]. Esse fato
levantou o interesse dos estudiosos da época e, desde entao, foram propostos novos
algoritmos que buscam determinar uma solucao 6tima para problemas de otimizacao
a partir de: Diregoes Viaveis ou Arcos Viaveis. Algumas implementacoes para os
algoritmos propostos ja estao disponiveis, e seu uso encontra-se em processo de
aperfeicoamento [6] e |[7].

Através da criacao de familias de algoritmos para programacao semidefinida
tornou-se possivel a busca de solucoes 6timas para problemas de otimizacao. Tais al-
goritmos sao empregados com eficiéncia a problemas de grande porte, especialmente
na otimizagao combinatoria [I].

Entre as muitas razoes para o estudo da programacao semidefinida, podemos
destacar que: suas restrigoes semidefinidas positivas aparecem de imediato em varias
aplicagoes importantes; varios problemas de otimizacao convexa como por exemplo,
programacao linear e a programacao quadratica pode ser apresentados como um
problema de programacao semidefinida. Os fatos citados anteriormente indicam

que a programacao semidefinida possui caracteristicas que podem facilitar a busca



de solucoes para os problemas de otimizacao. Dessa maneira, com a disponibilidade
de software, pode-se resolver uma quantidade maior de problemas de otimizacao
através do uso da programacgao semidefinida, o que representa, juntamente com
a programacao linear e quadratica, uma ferramenta bésica para modelagem em

otimizacao [5].

1.2 Motivacao

A programacao semidefinida se apresenta como uma &area de estudo na qual se
consegue integrar varios problemas padroes. Tem importancia pratica pois, encontra
muitas aplicacoes em problemas de engenharia e anélise combinatoria.

A partir das ideias das técnicas de pontos interiores se pode construir algoritmos
inovadores para resolver problemas de otimizacao, como por exemplo, Feasible Direc-
tion Interior Point Algorithm (FDIPA) [8] e Feasible Arc Interior Point Algorithm
(FAIPA) [5]. No que diz respeito a programagao semidefinida, foi criado o Feasible
Direction Interior Point Algorithm for Semidefinite Programming (FDIPA-SDP) [1]
baseado nas ideias do FDIPA.

Este trabalho tem por interesse apresentar um algoritmo eficiente para resolver
problemas de programacao semidefinida ndao convexo com restri¢coes fortemente nao
lineares. Para tanto, utilizamos o método de pontos interiores por arcos viaveis.
Nossa analise se darad a partir do algoritmo Feasible Arc Interior Point Algorithm
(FAIPA) proposto por Herkovits [5].

1.3 Objetivos
Os objetivos da nossa pesquisa :

e Dissertar sobre conceitos fundamentais da programagao semidefinida e aplica-

¢oes relacionadas a maximizacao da frequéncia natural de estruturas.

e Dissertar sobre algoritmos de pontos interiores por dire¢oes e/ou arcos vidveis

desenvolvidos por Herskovits [5].

e Propor uma nova técnica de pontos interiores por arcos viaveis, empregando-a

na resolucao de problemas de programacao semidefinida nao convexa.

1.4 Resumo dos capitulos

Os proximos capitulos da dissertagao estao organizados da seguinte forma:



No Capitulo 2, apresenta-se algumas notacoes e definicoes fundamentais para
a formulagao dos problemas gerais de programacgao nao linear e de programacao
semidefinida, e também, sao expostas as condicoes de otimalidade para cada um
destes problemas.

O Capitulo 3 tem por objetivo apresentar a formulacao tradicional e a formulagao
para programacao semidefinida de um problema de otimizacao estrutural. Mostra-se
também uma introducao ao método dos elementos finitos para a anéalise estrutural
de Trelicas.

No Capitulo 4 apresenta-se o algoritmo Feasible Arc Interior Point Algorithm
(FATPA) para resolver problemas de otimizacio ndo linear. E também proposta
a nova técnica Feasible Arc Interior Point Algorithm of Semidefinite Programming
(FAIPA-SDP), que é um algoritmo de pontos interiores por arcos viaveis, utilizado
para resolver problemas de programacao semidefinida. Este algoritmo é obtido a
partir do algoritmo FDIPA-SDP, desenvolvido em [9] e baseando-se nas mesmas
ideias do FDIPA.

No capitulo 5, a partir da implementacao do algoritmo FAIPA-SDP, apresentam-
se os testes numéricos que mostram a utilizacao deste algoritmo na resolugao dos
problemas descritos no capitulo 3.

O capitulo 6 dedica-se as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Problema de otimizacao

Em um problema de otimizacao se procura determinar os valores extremos, isto é,
o valor méaximo ou minimo que uma funcao pode assumir em um dado conjunto.
Na formulacao de um problema de otimizacao com restrigoes precisamos definir, em
termos matematicos, qual é o vetor de variaveis de projeto, qual é a funcao objetivo
(fungdo que se pretende minimizar ou maximizar) e quais sao as fungdes de restrigao
do problema (limitagoes que devem ser verificada).

Neste capitulo, em primeiro lugar, serao apresentadas as notacoes adequadas e
defini¢oes necessarias que sao utilizadas nas formulagoes dos problemas de progra-
magao nao linear e de programacao semidefinida. Estes conceitos sao tuteis para a
definicao do problema de maximizagao da frequéncia natural, apresentado no pro-
ximo capitulo, assim como para a descricao das técnicas de otimizacao que serao
apresentadas no capitulo 4.

Posteriormente, sao tecidos comentarios acerca dos tipos de restricoes semide-
finidas, isto é, as restricoes de desigualdades de matriz linear e as restricoes de
desigualdades de matriz bilinear. Por fim, mostram-se as condi¢oes de otimalidade

de Karush-Kuhn-Tucker para estes dois problemas.

2.1 Notacoes e definicoes preliminares

Nesta secao se apresentam definicoes e notacoes que serao utilizadas em diversas
partes deste trabalho. Estes objetos sao apresentados na literatura |4], [L0], [11] e
12].

Para todo n € N, define-se m = sn(n + 1).

O espaco de matrizes de tamanho k£ X n com coeficientes reais denota-se por
kan.

Seja M € R* ", Denota-se por sym(M) a parte simétrica de M e por skw(M)



sua parte antissimétrica, isto é:

M+ MT M—MT

sym(M) 5 , skw(M) = 5

Dada uma matriz A € R**", denotamos o niicleo de A por Ker(A), sua entrada
(i, j) representamos por a;; e sua transposta por A'.

Chamaremos de I,, a matriz identidade de ordem n x n.

Definicao 1. O espago das matrizes simétricas com coeficientes reais e de tama-
nho m X m denota-se por S™. Os conjuntos das matrizes simétricas semidefinidas
positivas e definidas positivas de ordem k X k serao representado por Sﬁ e SLF,
respectivamente. Os conjuntos de matrizes simétricas semidefinidas negativas e de-

finidas negativas podem ser obtidos de maneira similar.

Definicao 2. A aplicacao que organiza em um vetor os componentes de uma matriz
A € SF € definida como
svec : SF — R*

onde
svec(A) = |an V2a12 az V2a13 V2ass ass - apk c RF. (2.1)

Denota-se por smat : RF — SF a inversa de svec.

Exemplo 1: Seja A uma matriz simétrica com k = 3, k = 6.

a1x Qa2 Q13
A= aiz2 Ag2 A3

@13 Qa23 33
Assim,
svec(A) = a1 V2a13 V2a13 asy V2a93 ass).

Exemplo 2: Dado o vetor v = [v; vy wvs3).

1
()
smat(v)zll1 *52].
75’02 U3

Definicao 3. Define-se o produto interno entre duas matrizes A, B € S™ como:

(A, B) = tr (AB) = svec(A) " svec(B). (2.2)



Definicao 4. No conjunto de matrizes simétricas A < B significa que A — B ¢é
semidefinida negativa. Se A = B significa que A — B € semidefinida positiva. De
maneira equivalente, A < B significa que A— B € definida negativa e A > B significa
A — B ¢ definida positiva.

Definigao 5. Sejam ( : R" — R", V C R" e L > 0 uma constante. Dizemos que C

¢ Lipschitz em V', com constante L, se

1<) = Sl < Lz = yll (2.3)

para x,y € V.

Definicao 6. Sejam as matrizes A, B € R™" simétricas com n € N. O produto
simétrico de Kronecker entre essas duas matrizes é denotado por A ® B e verifica,

para qualquer matriz C' € S™, a sequinte igualdade:

(A® B) svec (C) = svec (sym (BCA)) (2.4)

Proposicao 2.1.1. Para A, B,C e D € S™ e uma matriz nao singular P, o produto

simétrico de Kromecker e svec satifazem as sequintes propriedades:

1. (A® B)svec(C) = (B ® C)svec(A)

2. A®B=B®A

3. (A® B)(C® D) = 1(AC ® BD + AD ® BC)

4 (PeP) = (P) @ (P)

5. Se A,B =0, entao (A® B) = 0

6. Se A=0eB =0, entio (A® B) <0
Definicao 7. Seja v € R™. Define-se diag(v) como a matriz diagonal cujos compo-
nentes na diagonal sao v;, i =1,...,n.

Definigao 8. Seja C um subconjunto de R™. Dizemos que C' é um conjunto convexo
se, para qualquer par de pontos x,y € C, e para qualquer X € [0,1], o ponto A\x +
(1 — Ny pertence também a C.

Definicao 9. Uma funcao f : C' — R definida em um conjunto convexo C' € conveza

se, e somente se, para todo x,y € C' e para X € [0, 1], se verifica que:

fQz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =) f(y) (2:5)



Definicao 10. Uma funcao f € quasiconvera se, e somente se, para qualquer x e

y, e para qualquer X € [0, 1], a sequinte desigualdade € satisfeita:

fOx+ (1= Ny) <maz{f(x), f(y)}- (2.6)

Definicao 11. Uma funcao f : X — R é semi-continua superiormente no ponto

a € X quando, para cada ¢ > f(a), existe § > 0 tal que x € X, ||x — a|| < § implica

flz) <e.

2.2 Problema de Programacgao nao linear e semide-
finida

Sejam dadas f: R* = R, g : R® = R™ e G : R* — S*, funcoes suaves. Usa-se a

seguinte notagao:

91() Gu(z) - Gul(z)
g(z) = : , G(r) = : : : (2.7)
g () Gu(r) -+ Gr(w)

O problema de programacao nao linear ( Nonlinear Programming Problem, NLP),

empregado neste trabalho, se define como:

g /0 o
sujeito a g(x) <0
onde f ou g; sao nao lineares. A funcao f se denomina funcao objetivo e a funcao
g de restrigdo de desigualdade. A desigualdade g(x) < 0 significa g;(z) < 0 para
1=1,...,m.
O vetor x = |11, ...,2,]" denomina-se vetor de varidveis de projeto.

Similarmente, o problema de programagio semidefinida ( Semidefinite Program-

ming Problem, SDP) se define como:

il 2s)
sujeito a G(z) < 0.
A restri¢gio G(x) < 0 denomina-se de restrigao semidefinida negativa. A matriz
G(z) é simétrica de tamanho k x k.
O problema de programacao semidefinida ( se reduz ao problema de progra-
magao nao linear (2.8) quando G(z) = diag(g(x)). O significado de ambos proble-
mas é encontrar x € R™ que minimiza f(z) com x pertencendo a uma regiao do R

denominada conjunto de pontos vidveis ou regiao viavel como definida a seguir.

7



Definicao 12. O conjunto de pontos vidveis define-se por:
Q={zreR":G(zx) < 0}. (2.10)

Para o caso do problema (2.8) a regido viavel se reduz a:

Q={reR":g(x) <0}. (2.11)

Definicao 13. Um ponto x é dito ponto interior do conjunto X, se existe € > 0 tal
que B(x,e) C X, para todo © € X. B(x,e) C X denota uma bola aberta de centro

em T e raio €.

O conjunto formado por todos os pontos interiores de X denominamos interior
de X e se denota por int(X).

Na programacao nao linear, o interior do conjunto 2 é caracterizado por g(x) < 0.
Para programagao semidefinida, o interior de € se caracteriza como sendo G(x) < 0.

Neste trabalho usa-se a seguinte notacao para os gradientes das seguintes fungoes
f:R*" R, g:R*" >R e G:R" — Sk

Vi(z)= ggi'@) € R", (2.12)

V(@) = | Vai(s) - Vgila) - Vgule) | R e (213)

VG(z) = Vsvec(G(x)) = | svec <a§ (x))T e Rk (2.14)

onde g—G(x) é a derivada parcial de GG, em relacao a z;, i = 1, ..., n.
z;

A derivada direcional de G na direcao d, no ponto x escreve-se:

%_j(x) = Zdzg—i(x) = smat (VG(x)Td) . (2.15)

1=

A expansao de Taylor de uma func¢ao matricial G pode ser escrita da seguinte



forma:
Glxz+d) = Gx) + %(x) + R(z,d)

= G(z) + smat(VG(z)'d) + R(z,d) (2.16)

onde R(x,d) contém informacao das derivadas parciais de segunda ordem de G.

Definicao 14. Um problema de otimizacao convero ¢ um problema de otimizacao

onde a fungao objetivo f € convexa e a regiao vidvel 2 € um conjunto convero.

2.2.1 Restrigoes LMI/BMI

O problema (2.9) chama-se problema de programagao semidefinida (Semidefinite
Programming Problem, SDP) quando a fun¢do objetivo f é uma fungio linear e
a funcao G é uma combinacao afim de matrizes simétricas. Neste caso, a funcao

matricial G assume a seguinte forma:

G(z)=Ag+ > w4 (2.17)
i=1
onde A; € SF,i=0,...,n.
A restrigao semidefinida
i=1

denomina-se desigualdade matricial linear ( Linear Matriz Inequality, LMI).

Diversos problemas de otimizacao podem ser reescritos como problemas de pro-
gramacao semidefinida, dentre eles podemos citar os problemas de: programacao
quadratica, maximo autovalor, minimizacao da norma matricial, aproximacao lo-
garitmica de Chebyshev, otimizagao de estruturas e minimizacao do traco fatorial
[3].

Neste trabalho se consideram restricoes LMI contudo, se dara énfase em retri¢oes
onde a relagao entre G e x é bilinear. Neste caso a matriz de restricdo G(x) assume

o seguinte formato:
Glx) = Ao+ Y A+ D) 2,145 (2.19)
=1 p=1 ¢g=1

sendo a matriz A,, simétrica da mesma dimensao de A,.

A restrigao semidefinida

Ao + i .Z‘ZAz + i i .Tpl’quq < 0 (220)
=1 p=1 ¢q=1

chama-se desigualdade matricial bilinear ( Bilinear Matriz Inequality-BMI ).
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O projeto mecanico de maximizacao da frequéncia natural é um exemplo de
problema de otimizacao onde acontece a restricao BMI.

O presente trabalho propde resolver problemas onde a restrigao G(z) < 0 nao
se limita as formas LMI ou BMI. A tnica hipotese que G deve verificar é que seja
suave.

Tendo em conta (2.16), conclui-se que em problemas com restrigdoes LMI,
R(z,d) = 0. Contudo, para problemas com restrigoes BMI, R(z,d) é uma fun¢io
independente de z (constante em relagao a z).

Pode-se provar que um problema de programacao semidefinida com restrigoes
LMI é um problema de otimizacao convexo. Contudo, um problema de otimizacao

com restrigdes BMI nao é convexo [2], 8], [12].

2.3 Condicoes de otimalidade

Nesta secao se apresentam as condigoes necessarias de otimalidade de primeira or-
dem. Estas condicoes sao denominadas condicoes de Karush-Kuhn-Tucker, KKT.
A importancia destas condig¢oes é muito grande pois caracterizam o minimo relativo
do problema de otimizacao.

As condicoes de KKT para o problema ( sao discutidas por Shapiro [I1] e
Maurer [13]. As mesmas foram empregadas em |I4] e [9] como base para o desen-
volvimento de algoritmos gerais que resolvem o problema (R.9).

As condicoes de KKT para o problema ( sao amplamente apresentados na
literatura [15], [4] e também constituem a base para o desenvolvimento das técnicas

de pontos interiores apresentados neste trabalho.

Definicao 15. O ponto x* € 2 € um minimo relativo para o problema de otimizagao
(2.9) quando existe um € > 0 tal que f(z*) < f(z) para todo x € QN B(z*, ).

A seguinte funcao permite escrever as condi¢oes de otimalidade de forma com-

pacta.

Definigao 16. Define-se a func¢ao Lagrangeana L para o problema como L :
R" x S¥ — R onde

L(z,A) = f(z) 4+ (G (2),A) = f(z) 4 svec (G(z))" svec (A). (2.21)
Desta forma, o gradiente da funcao Lagrangeana ( com respeito a x é:

V.L(z,A) =V f(z) + VG(x)A. (2.22)

onde A = svec(A) e VG(x) foi definido em ([2.14)).
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Definicao 17. Define-se a funcao Lagrangeana L para o problema como L :
R™ x R™ — R onde
L(z,\) = f(x) + g(x) "\ (2.23)

Considerando (2.12) e (2.13), o gradiente da fungdo Lagrangeana (.23) respeito
de x é:

V.L(x,A) = Vf(z)+ Vg(z)\ (2.24)
Definicao 18. Define-se a matriz Hessiana da funcao Lagrengeana como

sendo:

H(rX) = Vool = V() + 3 Vg (a)h (2.25)

Para enunciar o teorema das condicoes de otimalidade do problema ( é ne-

cessario definir a condicao de Mangasarian-Fromovitz:

Definicao 19. A condicao de Mangasarian-Fromovitz se verifica no ponto x se

ezxiste d tal que:

G(z) + %—i(x) 0. (2.26)

Sob a condicao de regularidade apresentada, sao validas as seguintes condigoes

para o problema de programacao semidefinida (R.9).

Teorema 2.3.1. Se f e G sao funcoes da classe C', x* é um minimo relativo do
problema (@ e se x* verifica a condicao de Mangasarian-Fromouvitz, entao existe

uma matriz de multiplicadores de Lagrange A* € SF tais que:

Vi@*)+ VG )\ = 0
AG(x*) 0 (2.27)

Gz*) < 0

A = 0.

onde \* = svec(A*).

As condic¢oes ( sao denominadas condicoes de Karush-Kuhn-Tucker, KKT.
A igualdade A*G(z*) = 0 é chamada de condigao de complementaridade. A pro-
posi¢ao a seguir mostra outras formas equivalentes de representar a condicao de

complementaridade.

Proposicao 2.3.1. Se A <0 e B =0, entdo sao equivalentes as sequintes igualda-

des
AB = 0

tr(AB) = 0 (2.28)
MNANB) = 0,i=1,---,m

sendo A\;(A) o i-ésimo autovalor da matriz A com N\ (A) < N\i11(A).
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Como nas condigoes (2.27) G(z*) < 0 e A* = 0 a equagdo A*G(x*) = 0 equivale
a uma complementaridade nos autovalores de A* e G(z*).
A unicidade da matriz A* em ([2.27) ¢ garantida somente sob a hipotese de

complementaridade estrita e regularidade. Estes conceitos sao definidos a seguir.

Definigao 20. As matrizes A* e G(x*) verificam a condi¢ao de complementaridade

estrita quando verificam as condicoes de KKT (12.27) e
posto(A*) + posto(G(z*)) = k (2.29)

onde posto(A) é a dimensao do espago vetorial gerado pelas colunas de A.

Defini¢ao 21. Seja p = dim(ker(G(x))) a dimensao do nicleo de G(z), e, seja
{b1,...,b,} uma base ortonormal do nicleo de G(x). O ponto x* é um ponto reqular
da restricao G(z) < 0 se o conjunto de vetores:

b £ ()b

b 2% ()b,

1 Oxp
€ linearmente independente.

Quando as hipotese do teorema (2.3.1), as condigoes de complementaridade es-
trita (2.29)) e as condicoes de regularidade ( sao verdadeiras, é possivel provar
que a matriz (multiplicador de Lagrange) A* é tnica, [I1]. Neste trabalho nao se fara
uso das condigoes de complementaridade estrita. Contudo, a condigao de regulari-
dade (2.30) é uma hipotese empregada na justificagdo da técnica Feasible Direction
Interior Point Algorithm (FDIPA-SDP), que sera apresentado no capitulo 4.

A seguir se apresentam definicoes utilizadas para escrever o teorema das condi-

¢oes de otimalidade (KKT) do problema de programagao nao linear (R.8).

Defini¢ao 22. O conjunto I(x) = {j : g;j(z) = 0, j = 1,...,m} € denominado

conjunto de restri¢oes ativas em x.

Definigao 23. O ponto x* é um ponto regular da restrigao g(x) < 0 se o conjunto
de vetores:
{Vygi(x):ieI(x)} (2.31)

€ linearmente independente.

O teorema das condicoes de KK'T para o problema ( pode ser formulado da

seguinte forma:
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Teorema 2.3.2. Se x* é um minimo relativo do problema e x* € um ponto

reqular da restrigao g(z) < 0, entao existe \* € R™ tal que:

Vf(z®) + Vg(zm) A"
G(z*)\

g9(x")

)\*

*

o O O O

(2.32)

VoA

onde G(x) = diag(g(z)).

Definicao 24. Um ponto x* € um ponto estactondrio do problema se existe
A* € SF tal que verifica as trés primeiras condigoes de , isto é:

VL, (25, A*) =
AG(z*) = 0 (2.33)
G(z") <

Definicao 25. O ponto x* é um ponto de KKT do problema quando x* é um
ponto estaciondrio associado a matriz de multiplicadores de Lagrange A* € SF tal
que A* = 0.

Defini¢oes analogas sao empregadas para o problema (R.8).
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Capitulo 3
Problema de otimizacao estrutural

A engenharia de estruturas, nas tultimas décadas, vem levando em consideracao
varios problemas nos quais sao consideradas as vibracoes em estruturas quando sub-
metidas a acao de carregamentos dinamicos. Os impactos sofridos pelas estruturas
quando submetidas a acoes de cargas que variam ao longo do tempo podem ser
determinados através de andlise das propriedades que tratam dos modos naturais de
vibracao, dos fatores de amortecimento e das frequéncias naturais destas estruturas.

A otimizacao estrutural tem por objetivo buscar uma configuracao para uma
estrutura onde se obtenha um desempenho 6timo segundo alguns parametros pré-
definidos. Ao formular um problema de otimizacao estrutural é indispensavel deter-
minar quais sao as: variaveis de projeto, funcao objetivo e fungao de restricao.

Concretamente, nesta secao, aborda-se o problema de maximizagao da menor
frequéncia natural de uma estrutura com restricoes de volume e energia de deforma-
¢ao. Em [12] se apresenta resultados teoricos que vinculam o problema em questao
com outros problemas.

A formulagao classica do problema de maximizacao da menor frequéncia natural
possui dificuldades técnicas (como a nao diferenciabilidade e a nao continuidade).
Em [I6] é apresentado uma formulacao de programagao semidefinida que supera
todas essas dificuldades, contudo as restricdes deste problema de programacao se-
midefinida sao bilineares, portanto um problema nao convexo. A solu¢ao numérica
deste problema, em geral, é de dificil obtencao, uma vez que, ha poucos algoritmos
que resolvem o mesmo. Em [I6] é apresentado um algoritmo para obter suas solu¢oes
através do codigo PENBMI.

Sera definido na secao ( o problema de otimizacao estrutural comentado

anteriormente.
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3.1 Meétodo de elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um procedimento para resolver problemas
de valor de contorno (sistema de equagoes diferenciais em derivadas parciais definido
em um dominio e condigoes de contorno) [I7]. No contexto deste trabalho, modela-
se o problema de valor de contorno de elastoestatica por meio de um sistema de
barras interconectadas. O dominio é subdividido em sub-dominios denominados
elementos (barras). O dominio do problema original ¢ aproximado (discretizado)
por um conjunto finito de sub-dominios (malha de elementos finitos). Para cada
elemento é definido um conjunto de fungoes de interpolagao (denominadas fungoes
de forma). Quando se empregam fungoes definidas como combinagao linear das
funcoes de interpolagao, o sistema de equagoes diferenciais original ¢ transformado
em um problema numérico (um sistema de equagoes lineares).

No presente trabalho, o dominio é representado por uma estrutura denomidada
trelica. Uma trelica é conjunto de barras interconectadas nas extremidades. Cada
barra representa um elemento finito. Todo elemento possui dois nos (extremidades).
Um exemplo de tal dominio é o apresentado na figura Quando algum no6 é
submetido a uma forca, o conjunto de barras é deformado e os nos sao deslocados.
O sistema de equagoes diferenciais em derivadas parciais que governa a deformagao

das barras e portanto, o deslocamento dos nés, é um problema de elastoestatica.

Figura 3.1: Trelica bidimensional.

No modelo de trelicas as barras sao submetidas a forcas de tragao ou compressao.
Cada uma das barra da estrutura ( serd modelada com a seguinte geometria
apresentada na figura (, onde A é a area da secao transversal da barra e L o seu
comprimento.

Uma barra de comprimento L, quando submetida a uma forca axial f produz

um deslocamento u relacionado a f definido pela relacao constitutiva linear elastica:

EA
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Figura 3.2: Geometria de uma barra.

onde E é o modulo de elasticidade do material da barra (médulo de Young).
A figura (3.3) ilustra o deslocamento u do no6 (extremo) direito da barra, quando

submetida a uma forca axial de tracao f.

1 L | u |

— E I

Figura 3.3: Comportamento da barra quando submetida a uma forca axial

Em uma trelica, a discretizacao do dominio é imediata: uma barra representa
um elemento, cada elemento pode se conectar a outro elemento na extremidade (no
n6). Ao conjunto de elementos e nés, denomina-se de malha de elementos finitos,

como mostra a figura (3.4).

/né

ey 6

/ elemento

€g
eg ey

L

Figura 3.4: Malha de elementos finitos.

Denota-se por nge, como o numero de elementos da trelica. No exemplo da
figura , Nelem = 9.

Seja fixo um sistema de coordenadas cartesiano Oxyz, denominado sistema global
de coordenadas. Todo n6 da malha de elementos finitos possui uma posicao, definida
por trés nimeros reais que representam as coordenadas do n6. Dependendo do
modelo de treligas, se for 2D ou 3D, cada n6 poderé ter, no maximo, 2 ou 3 graus
de liberdade por n6. Um grau de liberdade representa um possivel movimento de

translacao. Um no6 podera se deslocar na direcao x, na direcao y e até na diregao z.
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Na figura , ilustra-se o caso de uma trelica 2D, portanto, todo n6 podera,
no maximo ter dois graus de liberdade (nao havera deslocamento na diregao z). No
n6 1 define-se uma condicao de contorno: o né 1 nao tem nenhum grau de liberdade
(o n6 1 esta fixo). No caso do no 4, define-se outra condi¢ao de contorno: o n6 4
tem apenas um grau de liberdade (o n6 4 pode se mover na dire¢do = mas nao na
direcao ).

Define-se eixo de uma barra a reta que passa por seus nés. Toda barra possui
um sistema de coordenadas local (Os) onde a coordenada local s é paralela ao eixo

da barra.

Sistema local de
coordenadas

(e)  (e)
2y Vg

(-]
ey st
25 .~

Sistema global de X
coordenadas

Figura 3.5: Elemento (barra) bidimensional.

A figura (3.5) mostra um elemento (barra) bidimensional de uma estrutura de
trelicas. Os nos estao representados por circulos pretos e niimerados com 1 ou 2.
O elemento é representado pela letra e e possui dois nos: o no inicial 1 (a origem
no sistema local de coordenadas) e o no final 2. Cada no6 apresenta dois graus de
liberdade no sistema global de coordenadas. O angulo ¢ é o angulo que forma o eixo
do elemento com a direcao x do sistema de coordenadas globais.

No sistema local de coordenadas sao definidos o vetor deslocamento e o vetor de

forca, respectivamente por:
T
i) = |uf o]
_ T
Fo=n 8

No sistema global de coordenadas sao definidos o vetor deslocamento e o vetor

(3.2)
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de forca, respectivamente por:
-
u(e) _ [uge) ,Uie) uge) Uée)]
T
= A 1) 12 1)

A partir dos nds do elemento, é possivel determinar o comprimento da barra da

(3.3)

segunte maneira:

2 2
L — \/(.Tée) o xge)) + (yge) _ yge)) (34)

onde (:L’ge), y§6)> e (a:'ge), yé‘e)> sao as coordenadas dos nos 1 e 2 do elemento e.

Define-se 1) e m(®) como sendo os co-senos diretores do angulo ¢®:

RONNO)

1) = cos ¢l = 5 (3.5)

m(©) = sin ¢©) = 17" '
L(e)

A partir dos valores encontrados para 19 e m(®, pode-se definir a matriz de

transformacao 7' como sendo:

1© me 0 0
() —
T [0 0 10 mo| (3.6)

Os componentes globais definidos em (B.3) e locais definidos em (B.2) podem ser

vinculados do seguinte modo:

7@ — Py

(T(e))Tf(e) — f@ (3.7)

No sistema local de coordenadas o equilibrio elastoestatico (para o elemento)
pode escrever-se:
K©q© = f

onde K(®) & a matriz de rigidez do elemento de barra no sistema local de coordenadas

definida por:

, 1 -1
. (&) le)
K@ = 49z [_1 ; ] . (3.8)

Considerando (3.7) e (B-8). o equilibrio elastoestdtico (para o elemento), no sis-

tema global de coordenadas pode escrever-se como:
K©y© = 5@ (3.9)
onde K(© & a matriz de rigidez do elemento de barra no sistema global de coor-
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denadas definida por:

K = T@ORETE, (3.10)

Substituindo 7(¢) definida em ( e K definida em (3.8) tem-se:

2O @me  _pE e
KO — A9E© 1@ e) m2© _1@me  _p2© -
L _lz(e) @ lg(e) 1)y © .
_1@me 2@ ) 20

A matriz de rigidez K(© se caracteriza por ser simétrica, semidefinida positiva e

dependente dos parametros L, E/, A e ¢.

3.1.1 Matriz de rigidez

Como é verificado para todo elemento da trelica, é possivel, por meio de um
processo de montagem (assembly), construir a equagao de equilibrio global da es-
trutura:

Ku=f (3.12)

onde K € S"/ ¢ denominada matriz de rigidez da estrutura, u € R"4/ é chamado
de vetor de deslocamentos nodais e f € R™ef de vetor de for¢cas nodais. O nimero
Ndof € chamado de nimero de graus de liberdade da estrutura (number of degree of
freedom, ndof) e corresponde a soma dos graus de liberdade de cada n6 da estrutura.

No exemplo da figura (B.6), nawy = 9 = 2(n6 2)+2(n6 3)+1(n6 4)+2(n6 5)+2(no
6). A ordem de como os graus de liberdade sdo organizados é arbitraria. O vetor

de deslocamentos u e o vetor de forcas nodais f pode ter o seguinte aspecto:

_ T
u = [Ulz U2 U3 U23 U4 Uls U5 Ule U26]

f =100 fio 0 fois 0 0 0 0 0

onde w;; e f;; representa o componente do deslocamento e o componente da for¢a
aplicada no no6 j na diregao i (i = 1 significa dire¢do x e ¢ = 2 significa diregao y),
respectivamente. Os componentes foo € fo3 sa0 neste caso niimeros negativos.

Sempre que as condicoes de contorno impossibilitem que a estrutura tenha um
movimento de corpo rigido, a matriz de rigidez da estrutura sempre resultard em
uma matriz definida positiva [17].

O vetor de forcas nodais f corresponde a forcas aplicadas em cada ndé. Por
estar do lado direito da equacao (B.12), f ¢ denominado de lado direito (Right Hand
Side, RHS). Para cada escolha do vetor de forcas, tem-se um deslocamento u. O

deslocamento u é a solugao tnica do sistema de equagoes (3.12).
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3 A

f f
Y ' Y 2\

vetor de forga

Figura 3.6: Vetor de forca nodais.

A matriz de rigidez K é uma func¢ao matricial que depende dos seguinte para-

metros do elemento (e):
o area: A
e comprimento: L(¢)
e modulo de elasticidade: E©

Neste trabalho, considera-se que todas as barras possuem o mesmo modulo de elas-
ticidade, isto &, todas as barras estao constituidas do mesmo material elastico (ago,
por exemplo). O comprimento de cada barra é definido por meio das coordenadas
dos nos, e também se considerara constante.

O que se considerara variavel neste trabalho é a area da secao transversal de
cada elemento, A®©).

Desse modo, o volume do elemento, . define-se por:
z, = AL, (3.13)

Desta forma é possivel definir o vetor de volumes da trelica x € R™lemcomo
sendo:

r=r; Ty ... T, ...xnelem]T. (3.14)

Assim, a matriz de rigidez K serad considerada uma funcao do vetor x. A mota-
gem (assembly) de K pode escrever-se como a soma de matrizes de rigidez elemen-

tares K.:

Nelem

K(z)= ) w.K. (3.15)

Com esta notacao:
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e 1. = 0 significa que o elemento (e) tem volume nulo (tem o mesmo efeito que

retirar a barra (e) da estrutura).

e x > 0 significa que x, > 0 qualquer que seja o elemento (e).

3.1.2 Matriz de massa

A equagao de movimento dos noés da estrutura é governada pela formulacao do
problema de elastodinamica [17]. Este modelo é resultado da formulacao das leis
fisicas da dinamica (leis de Newton) sobre um corpo deformével (desconsiderando
forgas de atrito). O Método dos Elementos Finitos também pode ser aplicado a
este modelo. Neste caso, o problema de elastodinamica resulta no seguinte modelo

numeérico de elementos finitos:

M(z)i+ K(z)u=f (3.16)

onde M(z) € S"ef é denominada matriz de massa da estrutura e i € R"ef &
chamado de vetor de aceleragbes nodais. A matriz K(x) e os vetores u € R™ef ¢
f € R™es tem os mesmos significados que na equacao (3.12).

De forma similar que para a matriz de rigidez, M é resultado da soma de matrizes

de massa elementares M,:

Nelem

M(z) =Y .M. (3.17)

onde z, é o volume do elemento (e) definido em (j3.13).

A matriz de massa do elemento M, depende, adicionalmente, da densidade do

mat
e

mat

j x. representa a massa do elemento,

material do elemento, p7"**. O produto p
Me:

me = p"x,. (3.18)

3.1.3 Complacéncia

A complacéncia (compliance) de uma estrutura se define como uma medida da ener-
gia de deformagao. Esta medida é relativa a forca f aplicada na estrutura.

Seja dada uma trelica com determinada distribuicao de volumes x > 0. Seja f
um vetor de focas aplicadas na trelica. O deslocamento u do equilibrio é a solucao

do sistema linear:

K(z)u=f. (3.19)

A complacéncia da estrutura, relativamente a f e x, se define como:

flu. (3.20)
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A complacéncia é um nimero ndo negativo pois, f'u = u' K(x)u e K(x) = 0,
qualquer que seja x > 0.

Fixado f e 4# > 0, o conjunto de restri¢oes:

=

— \

B 7

S =

WV
=Y

8
WV

(3.21)

representa um subconjunto de trelicas com distribuicao de volume x no qual a estru-
tura, no equilibrio, nao pode ter uma complacéncia maior que 7. De outra forma,
o conjunto de restricoes ( é o conjunto de trelicas com distribuicao de volume
x que podem se deformar até o nivel 7, devido a forca f. Quanto maior é 7, mais

"complacente"a estrutura pode ser (poderé se deformar mais).

3.1.4 Frequéncia natural e fundamental de uma estrutura

Para entender as vibracoes de uma trelica considera-se a equacao do movimento

com f =0:
M(z)ii+ K(z)u = 0. (3.22)

A equagdo (3.22) pode significar, por exemplo, 0 movimento dos nos da trelica,
ap6s uma "pancada', ou seja uma forca f que se aplica por um instante de tempo
e cessa imediatamente. Neste movimento nao se consideram forcas de atrito.

Seja j = v/—1. Assumindo a solucdo da forma:
u = wel! (3.23)
e substituindo-a em (B.22) tem-se:
—w’M(z)we™" + K (z)we’" = (—w?M (z)w + K(z)w) /' =0
portanto,

—w*M(2)w + K(z)w =0

ou também:

K(z)w =AM (z)w (3.24)

onde \ = w?.

A equagao define o problema de autovalor-autovetor generalizado [L8] em
que: dado z, pretende-se encontrar w e A de modo que ( seja verificada. O par
(A, w) denomina-se autovalor e autovetor do par de matrizes (K (x), M(x)) (matriz

pencil). Nesta secao mostra-se que a relagao funcional entre x e o par (A(z),w(x))
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satisfazendo ([3.24) pode ser nio suave e até discontinua [12].

Os autovalores A e autovetores w sao chamados de quadrado das frequéncias
naturais e de modos (ou formas) de vibragao da estrutura, repectivamente. Em
[12] mostra-se que se x > 0, entdo K(z) e M(x) sdo definidas positivas (matrizes
invertiveis). Contudo, se x > 0, as matrizes K(z) e M(x) podem ser singulares,
podendo-se afirmar, apenas que sao semidefinidas positivas. Quando K(x) = 0
e M(z) > 0, o problema de autovalor-autovetor generalizado ( admite ngof
autovalores reais:

Ndof

associados a ng,¢ autovetores (com componentes reais):
Wi, - .- 7wnndof

de modo que w; M(z)w; = 0 se i # j. A raiz quadrada do menor autovalor A, se
denomina frequéncia fundamental da estrutura.

Quando uma estrutura é submetida a forcas dinamicas (por exemplo: vento,
vibragdo de um motor) é desejavel que tal estrutura seja projetada de modo que
sua frequéncia fundamental esteja acima da frequéncia apresentada pelas tais forcas
dinamicas.

Por exemplo, se o motor de um carro vibra a uma frequéncia As e se quer projetar
uma treliga (com distribuigao de volume ) que sustente o motor, a seguinte restrigao
é muito desejavel:

onde a constante \ é escolhida de modo que A > As. Este tipo de restri¢oes previne
que a estrutura falhe pois, se a frequéncia fundamental da estrutura for proxima a
Af, a estrutura pode entrar em ressonancia: os deslocamentos podem aumentar até

que a estrutura quebre.

3.1.5 Definicao e propriedades da funcao \,,;,(x)

Seja X :={z € R": 2 > 0,2 # 0}. O artigo [12] realiza um estudo matemético da

seguinte fun¢ao A, (z) com x € X.
Amin() = min {\ : Jw € R/ : K(z)w = AM (z)w,w ¢ Ker(M(z))}. (3.25)

Mostra-se que Ay, @ X — RU {400} tem as seguintes propriedades:
Proposicao 3.1.1. 1. A\, € finito e nao negativo em X;

2. Para todo x € X, A\pin(x) = sup{\ : K(x) — AM(x) = 0};
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3. Amin € semi-continua superiormente em X;
4. Amin € continua em {x € R" : 2 > ¢ > 0};

5. —Amin € quasiconvexa em X.

3.2 Formulacao classica dos problemas de minimo

volume e de maxima frequéncia

Nesta secao se apresentam dois problemas de otimizacao de estruturas:

1. Problema da minimizacao do volume com restricoes de complacéncia e de

frequéncia natural.

2. Problema de maximizagao da frequéncia fundamental com restri¢oes de com-

placéncia e volume.

Os problemas 1 e 2 sao denominados de problemas classicos pois possuem restri-
¢Oes inicialmente abordadas na literatura da programagao nao linear (restrigoes de
igualdade e de desigualdade). Estes problemas apresentam grande destaque na en-
genharia mecanica uma vez que possuem importantes aplicacoes praticas.

Seja dada uma trelica com 7., barras, com um total de p = ng,r graus de

liberdade. Considera-se fixo, para todo elemento (e), o moédulo de elasticidade E©

mat

mat - Para cada elemento (e) da treliga, define-se uma variavel de

e a densidade p
projeto x. que significa o volume do elemento ( O vetor z € R"em corresponde
a uma distribuicao de volumes para todas as barras da trelica, como estabelecido
em . Seja f € RP, com f # 0, um vetor de carga nodais.

Pode-se definir o problema da minimizacao do volume com restri¢oes de compla-

céncia e de frequéncia natural como sendo:

. S S
sujeito a K(x)u = f
fTu < 7 (3.26)
Amin(T) = A
z =2 0

onde 7 e \ sdo constantes positivas.

O problema, ( significa encontrar uma trelica com distribuicao de volumes
x, com o menor volume possivel, dentre todas as trelicas que verificam determinado
nivel de deformacao (7) e tenham sua frequéncia fundamental maior ou igual a

determinada frequéncia minima admissivel (\). Quando se minimiza o volume de
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uma trelica, se minimiza a massa empregada em sua construcao. Isto tem significado
econdmico imediato pois o custo da estrutura esta diretamente relacionado com a
quantidade de material que se empregara. Assim, a solu¢do do problema (B.26) é
também a estrutura mais econOmica, dentre todas as estruturas que verificam as
restricoes de complacéncia e frequéncia.

O problema da méximizacao da frequéncia fundamental com restri¢oes de com-

placéncia e volume se define da seguinte forma:

max Amin ()
zER"elem ycR™dof
sujeitoa K(x)u = f
Sy, <V
z = 0

onde V & uma constante positiva.

O problema ( significa encontrar uma trelica com distribuicao de volumes
z, dentre todas as trelicas que verificam determinado nivel de deformagao (7) e
tenham seu volume limitado a uma quantidade méaxima (V). Este problema é um
dos desafios mais importantes da engenharia mecanica: encontrar a estrutura x com
a maior frequéncia possivel limitando-se apenas a quantidade de material (V) e
deformagao (7).

Tanto o problema ( como o problema ( possuem, como variaveis de pro-
jeto, o deslocamento u € R™/ e os volumes das barras x € R"<em, [sto representa
um total de ngo + Nejen, Nmero de variaveis.

Os problemas de otimizacao apresentados sao exemplos de problemas de topo-
logia. A restricao x > 0 significa que alguma barra com volume x; pode se anular.
Isto significa que a barra ¢ pode desaparecer durante o processo de otimizagao. Na

secao seguinte se indicam algumas dificuldades teodricas destes problemas.

3.2.1 Dificuldades da formulacao classica

Os problemas e (3.27) possuem sérias dificuldades técnicas.

Para ambos problemas o nimero de varidveis de projeto pode ser muito grande,
pois depende, nao somente do nimero de barras da trelica (7ee,), como também
do nimero de graus de liberdade (ng4.f).

A funcao A, SO serd uma funcao diferencidvel quando a multiplicidade do menor
autovalor de (3.24) for um.

Para tratar a nao diferenciabilidade de \,,;, é preciso utilizar métodos de oti-
mizagao nao suaveis, que utilizam informagoes do gradiente generalizado, os quais

levam em consideracao a nao suavidade. Para problemas numericamente trataveis

25



existe o célculo de Clarke [19], que trabalha com fung¢oes que sao localmente Lips-
chitz continuo. Para esse tipo de calculo ja existem alguns algoritmos e codigos que
calcula um 6timo local de uma funcgao localmente Lipschitz continuo. Dessa forma,
se A\min for uma funcao localmente Lipschitz continuo, pode-se usar o calculo de
Clarke e procedimentos numéricos conhecidos para resolver o problema (

Outro fato que mostra a dificuldade de se trabalhar com a fungao A\, é a
possibilidade de que seja descontinua em alguns pontos na fornteira de X.

A computagao de A, () apresenta-se como um desafio, pois, apesar da exis-
téncia de procedimentos numeéricos bem estabelecidos, ainda requer um tempo com-
putacional razoavel para que o resultado tenha uma precisao apropriada.

Para superar essas dificuldades na secao seguinte apresenta-se uma forma de
resolver os problemas em questao através de modelos de programacao semidefinida

equivalentes.

3.3 Formulacao SDP

A variavel de projeto u € R™>°f pode ser eliminada de ambos problemas ( e
(3.27), tendo em vista a seguinte proposigao (extraida de [12]):

Proposicao 3.3.1. Seja A = 0 e c € R. Portanto,

A — T
fTZ _ f — (_cf ji)%o. (3.28)

Substituindo A por K(z) e ¢ por 7 em (3.28]), tem-se:

K = 1 _, (7 —fT) o (3.29)
flu < 7 —f K(z)

Desta forma a restrigao de igualdade K(z)u = f e a de desigualdade f'u < 7 sao
substituiveis por uma restricao semidefinida onde nao aparece a variével de projeto
u € RMdor,

Para eliminar o uso da fun¢do A, (z), emprega-se a proposi¢ao (8.1.1). Em

particular, para todo x € X:
Amin(z) = sup{\: K(z) — AM(x) = 0} .
A restricao A (z) > A em (3.26) equivale a restricio semidefinida:

K(z) — AM(x) = 0.
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Portanto, ([3.26)) é equivalente a:

max 3T
sujeito a < 7 _fT>
—f K(z) (3.30)
K(x)—AM(z) = 0
z = 0.

O problema é um problema de programacao semidefinida onde possui
apenas restricoes LMI. Este problema é convexo. Portanto, grande ntimero de algo-
ritmos podem resolver o mesmo eficientemente [20], [21].

Por outro lado, para eliminar \,,;, da funcao objetivo de ( basta seguir o
seguinte raciocinio: maximizar A,;,(z) equivale a maximizar A onde A < Ayin(2).
Isto equivale a minimizar —\ onde A < A (). Portanto, K(x) — AM(x) = 0.

Desta forma, o problema ([3.27)) equivale a:

min —A
zER elem ACR

) ( 7 —fT>
sujeito a 0
—f K(2) (3.31)
Z?:l r <V
K(z)—AM(z) = 0
r = 0

onde agora as variaveis de projeto sao x e .
O problema ( é um problema de programacao semidefinida com uma restri-
cao BMI:
K(z) — AM(x) = 0.

Portanto, este problema é nao convexo, e nao pode ser resolvido com técnicas numé-

ricas para problemas convexos. Este problema sera resolvido com a técnica proposta
nesta dissertacao (FAIPA-SDP).

3.4 Relacao entre os modelos SDP

O motivo de apresentar os problemas ( e ( é por que estao vinculados entre

si como indica a seguinte proposigao [12]:

Teorema 3.4.1. Considere o problema com as constantes 5 e \. Seja x*
a solug¢ao dtima do problema e V* = Y e gt (volume dtimo da trelica).
Considere o problema (m com as constantes ¥ e V. = V*. Entdo o problema
terd solucdo dtima (x*, \*) onde \* = .
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O teorema ([3.4.1)) é empregado para a construcao dos testes numéricos apresen-

tados neste trabalho.
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Capitulo 4

Algoritmo de pontos interiores por
arcos viaveis para programacao

semidefinida

Este capitulo é dedicado a apresentacao de um conjunto de algoritmos que engloba
duas classes de problemas da programagao matematica: o problema nao linear com
restrigdes de igualdade e desigualdade vetorial (non-linear programming problem) e
o problema nao linear com restrigdes de desigualdade matriciais (semidefinite pro-
gramming problem).

Os algoritmos que iremos apresentar tem como foco um algoritmo proposto por
Herskovits [6], denominado FAIPA (Feasible Arc Interior Point Algorithm), que
¢ um algoritmo que utiliza o método de pontos interiores e resolve problemas de
programacao nao linear com restri¢oes de igualdade e desigualdade vetorial.

O FAIPA realiza iteracoes de pontos fixos para resolver as condigoes de otima-
lidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), onde a cada iteragao se
obtem uma direcao de descida e viavel que serd definida através da resolucao dois
sistemas lineares. Um terceiro sistema linear deve ser resolvido para a construcao
de um arco viavel. Posteriormente é feita uma busca linear ao longo do arco para
obter o novo ponto. A sequéncia gerada pelo algoritmo converge a pontos de KKT
do problema (2.8).

O FAIPA apresenta importantes propriedades tedricas, e vem sendo aprimorado
desde a década de 80, onde este algoritmo tem sido empregado a uma ampla gama,
de aplicacoes de engenharia.

Quando no FAIPA sao resolvidos apenas os dois primeiros sistemas lineares, e a
busca linear é realizada em uma diregao, o algoritmo em questao passa a ser chamado
de FDIPA.

A partir do FDIPA, foi desenvolvido em [9] o algoritmo de pontos interiores
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por dire¢des viaveis para programagao semidefinida (FDIPA-SDP). Este algoritmo é
uma generalizagdo do FDIPA para resolver problemas (convexos ou nao convexo) de
programacao semidefinida. Foi provado em [9] a convergéncia global do FDIPA-SDP
para pontos estacionarios do problema (convexo ou nao convexo) de programacao
semidefinida. O FDIPA-SDP vem sendo utilizado em algumas aplicagoes de otimi-
zagao estrutural [9], [7], [22].

Neste capitulo se apresenta um novo procedimento para resolver problemas (nao
necessariamente convexos) de programacao semidefinida. Este procedimento se de-
nomina algoritmo de pontos interiores por arcos viaveis para programacgao semidefi-
nida (Feasible Arc Interior Point Algorithm for Semidefinite Programming, FAIPA-
SDP). Este algoritmo pretende extender as ideias do FAIPA para programagao se-
midefinida.

O capitulo estda organizado da seguinte forma. Se apresentam as notagoes e
definicoes necessarias para a descricao do FAIPA e do FAIPA-SDP. Posteriormente,

descreve-se o algoritmo FAIPA e depois se apresenta a nova técnica FAIPA-SDP.

4.1 Notacoes e definicoes preliminares

Definicao 26. Seja f: R* — R. Um vetor d € R™ ¢ uma diregao de descida para
a fungao f no ponto x € R"™ se existir § > 0 tal que f(x +td) < f(z) para todo
t €(0,0).

Definicao 27. Um vetor d € R"™ é uma dire¢cao vidvel para o conjunto 2 C R™, no

ponto x € Q, se existir um 0 > 0 tal que x + td € Q para todo t € [0, 0].

4.2 FAIPA

A presente secao serd dedicada ao estudo do algoritmo de pontos interiores por
arcos viaveis (FAIPA) proposto por Herskovits [8]. Este algoritmo resolve problemas
de otimizagao com restricoes de igualdade e desigualdade vetoriais. Para fins do
presente estudo, somente se consideram restrigoes de desigualdade vetoriais g(x) < 0,

g(z) € R™, como definido no problema (R.8).

4.2.1 Descri¢ao do algoritmo

O FAIPA resolve problemas gerais de programagao nao linear com restri¢oes (R.8),
sendo esses problemas possivelmente nao convexos. Dado um ponto inicial z° dentro
da regido viavel € do problema de otimizacdo, o FAIPA gera uma sequéncia z* de
pontos interiores a esse conjunto viavel. Para isto, o FAIPA realiza calculos para

obter uma dire¢ao d e um arco A(t), ambos de descida para a fungao objetivo f e
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viavel para 2. Quando no FAIPA ¢ calculado apenas a direcao viavel d, este algo-
ritmo passa a se denominar FDIPA (Feasible Direction Interior Point Algorithm).
Depois do célculo da diregao viavel (e arco viavel) é feita uma busca linear (ao longo
de z* + td ou ao longo do arco A(t)) para calcular um passo t > 0 de modo que o

*1 seja interior a regido viavel. Se o problema de otimizaciao apre-

novo ponto, x*
sentar apenas restricoes de desigualdade a funcao objetivo se reduz a cada iteracao
do algoritmo, isto & f(zFt1) < f(a*).

Foi provado em [23] que o FDIPA possui convergéncia global a pontos de KKT.
Isto significa que a sequéncia gerada pelo FDIPA converge a um ponto de KKT, seja
qual for o ponto inicial 2° dentro da regido viavel do problema de otimizacdo. J4 no
FAIPA, foi provado em [24], que comprimento do passo na busca linear é unitario
em iteracoes proximas da solucao. Desta forma, sob algumas hipoteses o FAIPA

verifica a convergéncia superlinear em dois passos, isto é:

k+2 ¥

.
lim

=0 4.1
koo ||zk — 2| (4.1)

onde x* é um ponto de KKT.

O FAIPA é um método iterativo. Ele realiza iteragoes nas variaveis primais x
(variaveis de projeto) e duais A (multiplicadores de Lagrange) com o objetivo de
resolver as condicoes de otimalidade de KKT. Partindo de uma estimativa inicial
zo € int(Q), o FAIPA gera uma sequéncia de pontos (2%, \¥).en, g(z%) < 0 tal que
f(x*1) < f(2%) de modo que z* seja convergente a um ponto de KKT. A partir de
z* se calcula uma direcdo d*, viavel para o problema ( e de descida para f no

ponto x*.

4.2.2 Calculo da direcao de descida e viavel

Define-se a fungao @ : R" x R¥ — R" x R* composta pelas igualdades de (2.27) da

seguinte forma:

(4.2)

onde G(x) = diag(g(z)).
A solugao do sistema nao-linear ®(z, \) = 0, é obtida através de uma iteragao

de Newton como indicado a seguir:

B* Vg(z*)
AV T (2%)  G(a)

[a:'g“ — xk] _ [Vf(xk) + Vg(aF)\k

A= AF G (aF)\F ] 43

sendo (z*, \F) a estimativa inicial, (25, As*) uma nova estimativa e A = diag(\).
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Para o calculo do FAIPA, B* ¢ uma matriz simétrica positiva definida podendo
ser: a Matriz Identidade, a Hessiana da funcao Lagrangeana (, ol a aproximagcao
da Hessiana obtida através de um método quase-Newton.

Denominando df = xf*™ — 2%, o sistema (4.3) pode ser reescrito da seguinte

forma:
Brdf + Vg(aF )\ = =V f(2b)

4.4
AN g(2®)TdE + G(aF)NE = 0 (44)

onde dy é uma direcao de descida para f, no entanto pode nao ser viavel. A nao
viabilidade de dy ocorrerd sempre que alguma restrigao g;(z*) for proxima de zero.
Dessa maneira, a direcao dy torna-se tangente ao conjunto viavel 2.

Esse fato pode ser observado reescrevendo a segunda equagao de ({.4]

)\ngi(xk)leg + gi(svk))\lgjl =0, i=1,---.m (4.5)

que resulta em Vg;(2*)"ds = 0 para algum i tal que g;(z%) = 0.

Figura 4.1: Direcao viavel.

Buscando obter a viabilidade para uma dire¢do df, adicionamos um vetor ne-
gativo no lado direito de segunda equacao de (4.4). Com isso, define-se um novo

sistema linear nas variaveis d* e \*:

BFdF + Vg(zF) N = —V f(2) (4.6)
Ang(xk)Tdk + G(xk)jxkﬂ — _pk)\k )
onde p* é um namero positivo e A uma nova estimativa para \.
A segunda equacao de ( pode ser expressa igualmente por:
NV gi(2®)TdR 4 gi(aF)ANTL = —pFXNE i =1, m. (4.7)

32



Observa-se que, d* é uma direcdo viavel, pois Vg;(2*)Td* = —pF < 0 para todo
i€ I(z").

A inclusao de um termo negativo no lado direito da segunda equagao de (}1.6)
acarreta em um desvio na direcao dy para o interior da regiao viavel, sendo esse
desvio propocional ao parametro p.

Como dy é uma direcao de descida para f, podemos limitar superiormente o
parametro p fazendo com que a dire¢do d seja também uma direcao de descida [4].

Sendo dj V f(z) < 0, podemos impor a seguinte condigao:

(&) Vf@Eb) <) TVEY, ¢e(0,1) (48)

que resulta em (d’“)T Vf(2*) < 0. Logo, d* é uma direcao viavel e de descida para
f em z*.

Apesar da direcio d* ser de descida, a funcao f ainda apresenta um decrescimento
maior ao longo da diregao df.

O calculo da direcdo d* pode ser obtido através da combinacio de dois sistemas
lineares com a mesma matriz. Para isto, considera-se o sistema auxiliar nas variaveis

d¥ e \f dado a seguir:

BFdE 4+ Vg(xF) Nt = 0

4.9
AV g(a®)Tdb 4+ G(aF)MNT = )k (4.9)

Para obter a direcao viavel e de descida d*, calcula-se (df, \i*!) resolvendo o
sistema e depois calcula-se (d¥, \i*1) resolvendo o sitema (£.9). A direcdo d*
é obtida como sendo:

d* = di + p*dy. (4.10)
e para calcular \*+1:
R

Para calcular p* se substitui d* definido em (4.10), na condi¢do (4.8). Dessa

forma:

(df) ' V(")
(aF) " Vf(ah)
caso d V f(z) > 0. Se d{ V f(x) < 0, toma-se

PP<(E-1)

pk < ¥ Hd0H2’

para algum parametro ¢ > 0.
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4.2.3 CAalculo do arco

Alguns problemas de otimizacao apresentam restricoes de desigualdade altamente
nao lineares. Para esse tipo de problemas os algoritmos de pontos interiores de-
monstram uma baixa velocidade de convergéncia em consequéncia do comprimento
do passo ser inferior ao unitario.

Para resolver este problema, é realizada uma busca linear ao longo de um arco
no interior da regido viavel, com finalidade de definir um arco tangente a direcao d*
obtida em (4.10).

Para determinar o arco, leva-se em conta a curvatura das restricoes de desigual-
dade. Essa medida determina o fator de viabilidade, @, que pode ser estabelecido

como uma aproximacao de derivadas segundas das restrigoes.

O=g(x+d) —g(zr)—Vg' (z)d (4.11)

A partir disto, uma nova direcao d é obtida incluindo o fator de viabilidade &

no termo independente do sistema linear (4.9)

BFdF + Vg(zF) N = 0

~ - 4.12
AV g(a®)Tdx + G(aF) N = —AFQR. (4.12)

Dessa forma, define-se o arco tangente as diregoes d e d dado por:
A(t) = o* 4 td* + ¢2d* (4.13)

onde t € R.

O novo ponto da sequéncia, z**!, sera determinado por um ¢ > 0 que verifique
as condicoes de uma busca linear no arco. Isso significa que a partir do ponto x*
pode-se caminhar ao longo do arco até um novo ponto z**! dentro de Q. A figura
apresenta o arco viavel quando temos duas varidveis e uma restricao ativa.

O algoritmo FDIPA ¢ definido como sendo o FAIPA onde se considera d = 0.
Neste caso a busca linear é realizada através de uma reta ao longo da direcao d,
como se mostra na figura (4.3).

Essa busca linear pode ser feita através do critério de Armijo [L5].

4.2.4 Busca linear

k

Seja ¥ um ponto interior a Q e d uma direcdo de descida para f em z*. O critério

de Armijo para a busca linear define o passo t como sendo o primeiro da sequéncia
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Figura 4.2: Direcao de busca do FAIPA.

Xz
g1(x) =0

Xy

Figura 4.3: Direcao de busca do FDIPA.

{1,v,2,13, ...} tal que as seguintes condi¢oes sejam verificadas:

40) < s + TV f (%) )

0

onde v € (0,1), n € (0,1) e A esta definido em (4.13).

4.2.5 Atualizacoes do FAIPA

Ao final de cada iteracao, o algoritmo FAIPA realiza uma atualizagao dos dados que

serao empregados na proxima iteracao.
e Atualiza-se o ponto: zF! = zF 4 td* + 24"
e Atualiza-se a matriz B* por uma nova matriz simétrica definida positiva;
e Atualiza-se o vetor A*1 > 0.
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o) = f(x* + ed®)
#(0) = f(x*)

#'(0) = VTf(x¥yad¥*

| Py(1) = f(x¥) + md*vf(x¥)

L tu

Intervalo Admissivel

Figura 4.4: Busca linear de Armijo.

Na se¢ao seguinte coloca-se o passo a passo do FAIPA.

4.2.6 Algoritmo FAIPA

Parametro. &, n,v € (0,1) e p > 0.
Dados. z € int (), A€ R™, A >0, BeS",.
Passo 1. Calculo da direcao viavel de descida d.
1.1 Resolver o sistema linear ( para obter dy € R"e \g € R™.
1.2 Resolver o sistema linear ( para obter d; € R"e A\ € R™.

1.3 Se d| V f(z) > 0 faca

p=min{p|dol*, (& — 1)dy Vf(z)/d{ Vf(z)} (4.15)

caso contrario define-se

p=¢lldo||*. (4.16)

1.4 Calcule d como sendo

Passo 2. Busca em arco.
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2.1 Calcule

@:g(xk—i—dk) —g(a:k) — Vg (:L’k)Tdk. (4.18)
2.2 Resolva o sistema linear ( para obter d € R” e A € R™.

2.3 Encontre ¢, o primeiro na sequéncia {1,v,v? 13, ...} que verifique

Fla* + td* + 2d¥) < f(a*) + tnd* V f(2*) (819)
gi(a® +td* +2d*) <0, i=1,---,m. '

Passo 3. Atualizagoes.

3.1 Definir um novo ponto como sendo z*t1 = 2% + td* + t2d* e novos valores
para B €S}, A€ R™, A > 0.

3.2 Voltar ao Passo 1.

4.3 FAIPA-SDP

Nesta segao apresenta-se um novo algoritmo para programacao semidefinida denomi-
nado Feasible Arc Interior Point Algorithm for semidefinite programming, FAIPA-
SDP. A presente técnica resolve o problema de otimizacao (R.9).

Assume-se que a funcido de restricao esta definida como G : R" — S™, isto é
G(x) € S™.

Este algoritmo é uma extensao do FAIPA para atender restri¢oes semidefinidas.
Ele é considerado um algoritmo de pontos interiores, pois todo ponto gerado por ele
pertence ao interior da regiao viavel do problema. Igualmente como no FAIPA, é

feita uma busca linear em um arco para obter o novo ponto interior a regiao viavel.

4.3.1 Descri¢ao do algoritmo

Este algoritmo representa uma técnica geral para solucionar o problema de progra-
macao semidefinida (, podendo este problema ser nao convexo.
O procedimento é idéntico ao do FAIPA:

1. Calcular uma direcao de descida e viavel d = dy + pd;.

2. Calcular uma direcao de restauragao d.
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3. Fazer uma busca linear em arco A(t) = x + td + t2d para encontar o novo

ponto.

Os sistemas lineares que devem ser resolvidos no FAIPA-SDP sao diferentes aos
do FAIPA, pois as condi¢oes de KKT para o problema de programacao nao linear

sao diferentes aos do problema de programacao semidefinida.

4.3.2 Calculo da direcao de descida

Os sistemas lineares do FAIPA sao iteracoes tipo Newton para encontrar as raizes
da funcdo (4.2). Analogamente, os sistemas lineares do FATPA-SDP sdo iteragoes

tipo Newton para encontrar as raizes da seguinte funcao ¢ : R™ x R™ — R" x R™:

(4.20)

o)) = [w,(x,A)] _ [Vf(:l:)—i—VG(x))\
Ye(x, N) svec(sym(AG(x)))

onde A = svec(A) e A € S™.

Usa-se a parte simétrica do produto AG(x) para que o dominio e o contradominio
de 1 sejam iguais. Por outro lado, sym(AG(z)) = 0 é equivalente a AG(x) = 0 em
virtude das equivaléncias (2.28). Portanto, encontrar raizes de 1 significa encontrar
z e A tais que G(z)A = 0.

As raizes da funcao ¢ (z, A) sao calculadas através do método de Newton. Para
escrever o sistema linear do método de Newton é necessario calcular a matriz Jaco-
biana de . O cdlculo da Matriz Jacobiana serd dado através da derivada da funcao
1 com respeito a x e A.

A definicao do produto simétrico de Kronecker (@, facilita o calculo da matriz

Jacobiana de 1), pois:

Ye(x, N) = svec(sym(AG(x)I)) = [A ® [|svec(G(x))

(4.21)
Ye(x, N) = svec(sym(IANG(z))) = [I ® G(z)]|svec(A).

Da primeira equacio de ([£.21) e por (2.14) tem-se:
Vetbe(z,\) = (A® I)VG(2)".
Considerando-se a segunda equagao em (4.21):
Viate(z, A) = (I ® G(x)).

Desta forma, a matriz Jacobiana de ¢ serd dada por:
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Vi, \) = Vei(z,A)  Vah(z, \) _
’ vch($a)‘) VWC(%)\)

Vi L(z, N) VG(x)

(4.22)
(A® )VG(2)" (I ®G(x)).

A fim de obter um menor custo computacional, se utiliza uma matriz simétrica
definida positiva B no lugar da Hessiana do Lagrangeano V,,L(z, \). A matriz B
pode ser uma aproximacao quasi-Newton, a matriz identidade ou qualquer outra
matriz definida positiva. Dessa forma, define-se a matriz do sistema linear W, que

¢ dada por uma aproximagao de (§.22) como segue:

B vG(x)

W(z,B,A) = A®I)yv G (I®G(x))

. (4.23)

E demostrado por [9] que W (z, B, A) é invertivel quando B = 0, A comuta com
G(z) e = é regular no sentido da defini¢ao (2.30).
Desta forma, o sistema linear de um método tipo Newton para encontrar as

raizes de ¢ é o seguinte:

B VG(z) [wo — x] _ [Vf(x) + VG(z)\ w2
(A® VG(2)" (I®G(2))| |[Xo—A svec(sym(AG(x)))
Definindo a direcao dy = xy — x e simplificando tem-se:
B VG(z) [d0] Vi@ (425
(A® )VG(2)T (I®G(x))| | Ao 0
Bdy+VG(x)Ay = —Vf(z) (4.26)

(A® )VG(x)"dy+ (I ® G(z))Ng = 0.

Pode-se prova que se na solucao de ( resulta dy = 0, entao  é um ponto de
KKT.

Se dy nao é nulo, foi provado em [9] que dy é de descida para f em xj, no entanto,

quando xj esta proximo da fronteira da regiao viavel €2, dy é tangente a esta regiao.

Na proxima secao se mostra como calcular, usando a mesma matriz W, uma direcao

de descida e por sua vez viavel.

4.3.3 Calculo da direcao de descida viavel

Como apresentado por Herskovits em [23], para caracterizar a direcdo viavel

acrescenta-se uma quantidade negativa do lado direito da segunda equagao de (}£.26).
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Com isso, define-se um outro sistema linear com a mesma matriz W (z, B, A) na va-
ridveis (d, \):
Bd+VG(z)A = —Vf(z)

A® DVG(@)Td+ (I ®Ga)A = —p) (4.27)

onde p um niimero real positivo e A = svec(A).

Com base nos sistemas lineares (£.26) e (1.27) vemos que para um p > 0, quanto
menor for o seu valor mais a direcao d tenderda a dy. Por outro lado, se ao invés
disso tivermos um valor cada vez maior para p, a tendéncia é que a diregao d seja
desviada para o interior da regiao viavel [9]. Para garantir que esse desvio gere uma
diregao de descida, deve-se limitar superiormente o parametro p.

Uma forma de fazer isto é considerar:

d'Vf(x) < &)V f(z) (4.28)

onde & € (0,1).

O calculo de d pode realizado como sendo

ANCI

Usando as mesmas ideia que no FAIPA, considera-se ({1.28) e obtem-se:

onde d; ¢é solucao do seguinte sistema linear:

B VG(z)
(A® I)VG(z)" (I®G(x))

do)V§(x
<l

quando d] V f(x) > 0. Caso contrério, define-se:

p<plldol

4.3.4 CAalculo do arco

Utilizando informacdes estabelecidas na configuracao ¥, definimos o fator de via-
bilidade @, que serd obtido por meio de uma aproximacao das derivadas segunda
das restri¢oes no ponto x* + d, ao resolvermos um novo sistema linear com a mesma

matriz W, como segue:

oF = svec <G (2" + d*) — G (2F) — smat (VGT (:ﬂk)T d)) . (4.31)

Como definido no FAIPA, o fator de viabilidade serd acrescido no termo inde-
pendente do sistema ( de modo de obter d como solucio do seguinte sistema

linear:
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BF VG(z*) d* 0
- = (4.32)
MA@ )VGEh)T (TeGah))| A —(Af @ D)ok
ou, equivalentemente
BEdE + VG (aM)MH = 0
- - ~ (4.33)
(A*® )VG(2®)Td* + (I ® G(a®)) A\ = —(AF @ 1ot
Assim, define-se o seguinte arco tangente as direcoes d e d:
A(t) = o* + td* + ¢2d*. (4.34)

k+

Para encontrar uma nova estivativa z*t! realiza-se uma busca linear em arco.

4.3.5 Busca linear

De forma anédloga ao do FAIPA, o critério de Armijo define-se da seguinte forma:

2

Escolher ¢ como sendo o primeiro da sequéncia {1,v,v% v3,...} tal que:

f(A®) f f(a®) + tnd" "V f(a¥) (4.35)

0

onde v € (0,1), n € (0,1) e A esta definido em (4.34).
Considerando d = 0, este algoritmo se denomina Algoritmo de Pontos Interiores
por Direcoes Viaveis (Feasible Direction Interior Point Algorithm, FDIPA-SDP.

Este algoritmo foi proposto em [9].

4.3.6 Atualizagoes do FAIPA-SDP

Define-se agora um resultado que viabiliza a atualizacao dos parametros A e de B
para o algoritmo FAIPA-SDP.

Em [9], é provado que sendo x* um ponto regular do problema (2.9), B € S"_,
A e S’_Lr e se A¥ comutar com G(xk) em todas as iteracoes, teremos a garantia de
que a matriz do sistema W (z*, B¥, A¥) é invertivel. Para a atualizacao de B pode
ser empregada uma atualizacao Quasi-Newton.

Na proxima secao se enumeram os passos do FAIPA-SDP.

4.3.7 Algoritmo FAIPA-SDP

Parametro. &, n,v € (0,1) e p > 0.

41



Dados. z € int(2), B€S}, e A=pul €S},
Passo 1. Calculo da direcao viavel de descida d.
1.1 Resolver o sistema linear (4.26) para obter dy € R" e \g € R™.

Se dy = 0, parar.
1.2 Resolver o sistema linear ( para obter d; € R" e \; € R™,

1.3 Se d{ V f(z) > 0 faga

p=min{p|ld||*, (€ = 1)dg V f(2)/d V f(x)} . (4.36)

Se d] V f(z) < 0 define-se

p=ldol®. (4.37)
1.4 Calcule d como sendo
Passo 2. Busca em arco.
2.1 Calcule
oF = svec (G (2% + d*) — G (2F) — smat (VGT (x’“)T d>> . (4.39)

2.2 Resolva o sistema linear (4.32) para obter d* € R™.

2

2.3 Encontre ¢, o primeiro na sequéncia {1,v,v2,13,...} que verifique

Fab + td* + £2d%) < f(a*) + tnd" "V f(z*)

z 4.40
gi(xF + td* + 2d*) < 0. ( )

Passo 3. Atualizacgoes.

3.1 Defina um novo ponto como sendo z*t! = 2% + td* + 2d* e novos valores

para Be€S? e A=pul € ST .
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3.2 Voltar ao Passo 1.
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Capitulo 5
Testes numéricos

No presente capitulo, se apresentam problemas resolvidos com o FDIPA-SDP e o
FATPA-SDP. Sao resolvidos problemas de programagao semidefinida com restri¢oes
LMI e BMI.

5.1 Descricao dos problemas em termos do pro-

blema de programacao semidefinida

Problema de minimo volume

O problema de minimizagao do volume (B.30) tem n = ng.,, variaveis de projeto.
O tamanho da funcao de restricao é m = 1+ ngof + Naos + Netem- A fungao objetivo

é f(x) = > %™ z; e a fun¢do de restrigao G (z) € S™ &

nelem
szm}ol(l_) — Ggmn'uol + § ZL’Z'GZ-anOZ

=1

onde:
= T
[fv f0] 00
Ggm"rwol — (51)
0
0
e
0 O
[0 K] o 0
sz’rwol — ? B (52)
0 —K;+AM; 0
0 0 eie;

onde K; é a matriz de rigidez do elemento ¢, M; é a matriz de massa do elemento i

e e; é 0 1-ésimo vetor da base candnica de R™etem,
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A restricio G™"v!(x) < 0 é LMI, portanto, R(z,d) definido em (2.16)), ¢ nulo.
Por este motivo @¥, definido em (, também serd nulo em toda iteracao k.
Assim, o FATPA-SDP, quando aplicado ao problema ( terd o mesmo numero de
iteracoes que o FDIPA-SDP.

Em vista disso, para resolver o problema ( se executara apenas o FDIPA-
SDP, pois nao havera diferenca com o FAIPA-SDP.

Problema de maximizacao da frequéncia fundamental

O problema de maximizacao da frequéncia fundamental ( tem N = Neem +
1 variaveis de projeto (ntimero de elementos mais a variavel A\ que servird para
minimizar a frequéncia fundamental). O tamanho da fungao de restrigdo é m =
L+ Naor + 1+ Ndof + Netem- A funcdo objetivo é f(z, ) = —A e a fungdo de restricao
Gmazfred(z \) € S™ é

nelem nelem
Grelrea(z N) = G 4 N " G L XY T M € R™

i=1 i=1

onde:
_[_7 / T] 0 0 0_
fo0
Greeires — 0 -V 00 (5.3)
0
L 0 .
'[0 . ] ]
0 0 0
0 —K;
Greires — 0 1 0 0 (5.4)
0 0 —K;
| 0 0 0 epef]
e — -
[0 0] 0 0 0
00
;=] 0 0 0 0 (5.5)
0 M; 0
I 0 0 0

onde K;, M; e e; sao os mesmos objetos descritos na secao anterior.

A restrigao G™e@/med(z \) < 0 é BMI, portanto, R(z,d) definido em , é
nao nulo. Por este motivo @*, definido em , nao sera nulo em toda iteracao k.
Assim, o FAIPA-SDP, quando aplicado ao problema (B.31) podera ter um nimero
de iteragoes diferente que do FDIPA-SDP.
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Neste sentido, sera interessante executar o FDIPA-SDP ou o FAIPA-SDP para
resolver o problema (3.31) pois podem apresentar nimero de iteragoes diferentes.

5.1.1 Dados

Nesta secao se apresentam os dados fixos de todos os testes numéricos.
Em todos os testes realizados os dados para ambos algoritmos de otimizacao

foram os seguintes:
1. Calculo do p
e £=08(0<&<1, Vf(a)Td <EVF(x) do);
o ¢=1(¢>0,0|dof*).
2. Busca linear

e n=010<n<l1, fx+td) < f(z) +tnd"Vf(z));

e v=070<v<l,t=10v12.).
3. Condicao de parada

e TOLpy = 1074, tolerancia da norma de do;
e TOLgrac = 107%, tolerancia da norma do Lagrangeano;

e TOLcompr = 1074, tolerancia da complementaridade.
4. Atualizacao de B: BFGS.
5. Atualizacao de A: Ag + constante x I.

O algoritmo termina sua execugao quando sao verificados as seguintes condigoes,

simultaneamente:
1. |d¥| < TOLpy;
2. |V L(zF, AF)| < TOLgrac;
3. tr(AEG(2*))| < TOLcowmpr;

onde dy e Ay sdo calculados no sistema linear (4.26).

Foram considerados os seguintes dados para todas as estruturas:
e Area = 0.01, area inicial de todos os elementos;
e /= 10.0, moédulo de Young de todos os elementos;

m

e p" = 1.0, densidade de todos os elementos;
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e intensidade = 1.0, intensidade da forca no noé.

Os parametros dos problemas de otimizagao sao:

e 7 = 1.0, complacéncia méaxima admissivel;

e )\ = (.05, minima frequéncia admissivel.

5.1.2 Construcao dos problemas de otimizacgao

Os exemplos foram construidos para que a solu¢ao 6tima do problema de méaxima
frequéncia x* tenha A,,;,(z*) = 0.05. Para que a estrutura tenha esta frequéncia
minima como solugao 6tima, foi empregada a proposi¢ao ( Se encontra a
solucao 6tima do problema de minimo volume ( considerando os parametros 7
e A com os valores indicados na secdo anterior. Resolvendo o problema de minimo
volume ([3.30)) se obtém V* o valor 6timo da fungao objetivo. A proposigao (B.4.1)
afirma que a solucao 6tima de ( x*, quando se consideram os parametros 7 e
V = V*, tem-se \pin (%) = A

5.1.3 Geometria e condicoes de contorno

Sejam as seguintes estruturas:

1. Exemplo 1: Estrutura em formato de L com 8 nos, nejen, = 19, ngor = 16 — 3,
fixa no no inferior esquerdo, apoiada no né inferior direito, forca vertical para

abaixo aplicada no no6 inferior do lado direito.

2. Exemplo 2: Estrutura quadrada com 3 X 3 noés, neen = 27, ngor = 18 — 6,
fixa nos no6s do lado esquerdo e forca horizontal aplicada no né central do lado

direito.

3. Exemplo 3: Estrutura em formato de T com 10 nos, nejen = 28, ngoy = 20 — 3,
fixa no n6 do lado inferior esquerdo, apoiada no né inferior direito, forcas
verticais aplicada para abaixo no no inferior do lado esquerdo e no né inferior

do lado direito.

4. Exemplo 4: Estrutura em formato retangular com 10 nos, nejen, = 33, Naof =
20 — 3, fixa nos nos inferior esquerdo e direito, forcas verticais para abaixo

aplicada nos nos do lado inferior.
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Figura 5.1: Geometria das trelicas dos exemplos 1, 2, 3 e 4. As barras estao respre-
sentadas por linhas tracejadas.

5.2 Execucao dos algoritmos

A programacao do FAIPA-SDP foi realizada modificando o coédigo em MATLAB
existente do FDIPA-SDP desenvolvido em [9] e [25]. Foi adicionado a este codigo: a
resolucao do terceiro sistema linear ( e a modificacao da busca linear de Armijo
para que fosse feita no arco (4.34). Para o célculo das matrizes de rigidez e de massa

também foram feitas rotinas em MATLAB.

5.2.1 Ponto viavel

Em quase todas as execucoes dos testes foi necessario buscar um ponto viavel para
poder iniciar o processo de otimizacao.

Todas as execucoes dos algoritmos foram iniciadas com os dados apresentados
na secao (p.1.1]).

Para encontrar um ponto vidvel em (), caso a estrutura viole alguma restricao
do problema de otimizacao, resolve-se o seguinte problema auxiliar:

min z
z€R™ 2€R (56)

sujeito a: G(z) — 2 <0

onde G pode ser G™"° ou G™efe4 Quando, no processo de otimizacdo, z torna-se

negativo, G(x) < 0, portanto x é um ponto viavel.

5.2.2 Resultados

Todos os resultados apresentados correspodem ao problema de maxima frequéncia
(3-31)), otimizados com o FAIPA-SDP.
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Emprega-se a seguinte simbologia:
e iter: nimero de iteracao k;

e iter(): ntmero de iteragoes para obter um ponto viavel;

iter FDIPA-SDP: nimero de iteragdes do FDIPA-SDP;

iter FAIPA-SDP: ntimero de iteracoes do FAIPA-SDP;

LOmin FDIPA-SDP: menor autovalor de Ay do FDIPA-SDP;

LOmin FATPA-SDP: menor autovalor de Ag do FATPA-SDP;

f: valor da funcao objetivo f(x*);

|d0|: norma de dp;

|glag|: norma de VL(x*, A%);

tr(LO*G)|: trago de AFG(a*).

A matriz de multiplicadores de Lagrange A, obtida no final das execucgoes do
FDIPA-SDP e do FAIPA-SDP foram todas indefinidas, porém o menor autovalor de
Ay é muito proximo de zero. Concretamente, os valores do menor autovalor de Ag

na ultima iteracao para cada exemplo estao apresentadas na tabela (

Tabela 5.1: Convergéncia do FDIPA-SDP e FAIPA-SDP, menor autovalor de LO.
Exemplo LOmin FDIPA-SDP LOmin FAIPA-SDP

1 -3.15018e-010 -1.53521e-009
2 -3.72456e-010 -7.17332e-010
3 -1.16651e-009 -4.70084e-009
4 -2.18849e-011 -1.56644e-006

Tabela 5.2: Niimero de iteracoes do FDIPA-SDP e FAIPA-SDP.

Exemplo iter0) FDIPA-SDP iter0 FAIPA-SDP iter FDIPA-SDP iter FAIPA-SDP

1 18 44 18 44
2 17 18 17 18
3 14 14 26 26
4 68 76 45 117

Como se mostra na tabela (, o FATPA-SDP nao realiza menos iteracoes que
o FDIPA-SDP.
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Figura 5.2: Solucao 6tima do exemplo 1.
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Tabela 5.3: Exemplo 1: iteragoes da otimizacao.

iter f || |glag| [tr (LO*G)| ¢
1 0.290839
2 0.205382 0.0907318 0.0907318 1.23497 1
3 0.131131 0.185004 0.185004 0.721042 0.49
4 0.0193374 0.224638 0.108055 0.376146 0.7
5 -0.0248899 0.104216 0.0812591 0.158317 1
6 -0.0371396 0.12153 0.109304 0.0773835 0.7
7 -0.0407547 0.139398 0.0533722 0.0166432 0.2401
8 -0.0424362  0.0819317 0.0359998 0.0108481 0.2401
9 -0.0446522  0.0687643 0.0343492 0.00455813 0.49
10 -0.0478858  0.0688725 0.0261309 0.00264104 1
11 -0.048491 0.0418386 0.0080073 0.000559502 0.7
12 -0.0487333  0.0231799 0.00432084  0.000232086 1
13 -0.0487671 0.00491268 0.00256133  2.89659e-005 1
14 -0.0487777 0.00323195 0.00187831 5.4695e-006 1
15  -0.0487829 0.00457874 0.0010845 1.34027¢e-006 0.7
16 -0.0487853 0.00392557 0.000931005 1.02789e-006 0.7
17 -0.0487869 0.00253081 0.000838254 6.16084e-007 1
18  -0.0487882 0.00223526 0.000620384 1.82632e-007 1
19  -0.0487888 0.00267638 0.000549818 6.67794e-008 0.49
20  -0.0487896 0.00283955  0.00061332  2.62904e-007 1
21 -0.0487904 0.00238394 0.000660757 5.93467e-008 1
22 -0.0487922 0.00478218 0.000720056 1.73746e-007 1
23 -0.0487985 0.016804 0.000980396 3.83011e-007 1
24 -0.0488121 0.0394454 0.00201194  1.15222e-006 1
25 -0.0488339 0.071065 0.00328689  1.22929e-006 1
26  -0.0488644 0.097064 0.00431011  2.81964e-006 1
27  -0.0489447 0.22382 0.00525091  6.20932e-006 1
28  -0.0490517 0.582222 0.00653471  1.99158e-005 0.49
29 -0.04931 0.647317 0.0062122 6.23601e-005 1
30 -0.0494109 0.79828 0.00741341 0.000221171 0.343
31  -0.0495645 0.323412 0.0046041 0.000145674 1
32 -0.0496888 0.710761 0.0057973 0.000275698 0.49
33  -0.0497841 0.150717 0.0028666 9.87405e-005 1
34  -0.0498399 0.197852 0.00358257  9.02564e-005 0.7
35  -0.0498634  0.0444985 0.00183062  3.51555e-005 0.7
36 -0.0498775 0.0134733 0.00156735  1.54741e-005 1
37 -0.0498805 0.00219713 0.000558158  3.0076e-006 1
38  -0.0498816 0.00354951 0.000329084 6.33036e-007 1
39  -0.0498824 0.00636991 0.000467146  2.2206e-007 0.7
40  -0.0498837 0.0103756  0.000760147 2.52192e-007 1
41  -0.0498847 0.00801075 0.000990268  1.0659e-007 1
42 -0.0498876  0.0195482 0.00112634  1.88968e-007 1
43  -0.0498998  0.0747895 0.00135894  7.88189e-007 1
44  -0.0499338 0.293573 0.00195691  3.94848e-006 0.7

ol



Tabela 5.4: Exemplo 2: Iteragoes da otimizacao.

iter f |dO| lglag] [tr(LO*G)| ¢

1 0.0237014

2 0.00976814 0.303231 0.303231 0.0930998 0.057648
3 -0.0130335 0.0584369 0.0584369 0.0304335 0.49

4 -0.0245329 0.0211719 0.0935126 0.0393523 0.7

5 -0.0350955 0.0138335 0.282998 0.0480119 1

6 -0.0405581 0.0101071 0.103367 0.0194875 0.7

7 -0.0451457 0.00842121 0.0406135 0.0119428 0.7

8 -0.0480434 0.00529152 0.0641828 0.00536212 0.7

9 -0.0493714 0.00235241 0.0644739 0.00231581 0.7
10 -0.0500058  0.000996586  0.0672886  0.000979034 0.7

11 -0.0502412  0.000352148  0.0677007  0.000345164 0.7
12 -0.0503176  0.000112501 0.0688846 0.00010993 0.7
13 -0.0503412  3.76018e-005  0.0639819  3.36255e-005 0.7
14 -0.0503484  2.03345e-005 0.057541 1.01585e-005 0.7
15 -0.0503507  4.60899e-005  0.037672  3.07252e-006 0.7
16 -0.0503513  6.64586e-005  0.0122139  1.03285e-006 0.49
17 -0.0503517  5.49608e-005  0.00211868  6.96299e-007 0.7
18 -0.0503519  2.05856e-005 0.000171909  3.06248e-007 0.7

52

Figura 5.3: Solucao 6tima do exemplo 2.



Figura 5.4: Solugao 6tima do exemplo 3.
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Tabela 5.5: Exemplo 3: Iteracoes da otimizacao.

iter f |do| |glag| [tr(LO*G)| ¢
1 0.134206
2 0.0935115 0.0415168 0.0415168 0.650868 1
3 0.0213009 0.076835 0.076835 0.337451 1
4 -0.0039895 4 0.093545 0.0783184 0.182148 0.7
5 -0.015972 0.0566584 0.0485504 0.0437697 1
6 -0.0209288  0.0885145 0.0329903 0.0156439 0.7
7 -0.0265478 0.101276 0.0239513 0.00502055 1
8 -0.0341431 0.150443 0.0319689 0.00399549 1
9 -0.0368105  0.0808517 0.0280265 0.0047001 0.7
10 -0.0382641  0.0473543 0.0316906 0.00204217 0.7
11 -0.0402253 0.0651743 0.0281751 0.00105883 1
12 -0.0414751  0.0892661 0.0209861 0.000582812 0.7
13 -0.041628 0.0621133 0.0146313  0.000451713 0.16807
14 -0.0417962  0.0357037 0.0189867 0.00037984 0.343
15 -0.0424461  0.0508753 0.0173514 0.000268067 1
16  -0.0426719 0.0582984  0.00594253 0.000134903 0.49
17 -0.0428172 0.0467894 0.0051934 0.000171624 0.7
18  -0.0428979  0.0227052  0.00411481  7.1728e-005 1
19  -0.0429225 0.0065563  0.00348518 1.182e-005 1
20 -0.0429582  0.0129771  0.00318155 4.79319¢-006 1
21  -0.0429844  0.0237138  0.00312416 4.34151e-006 0.49
22 -0.0430248 0.0344146 0.00396385 1.34643e-005 0.7
23 -0.0430582  0.0244455 0.00397309 1.05943e-005 1
24 -0.0430995 0.0250389  0.00422559 3.46252e-006 1
25 -0.0431858  0.0490677  0.00566124 6.66189e-006 1
26 -0.0433021 0.0993277  0.00886928 1.24524e-005 0.7
27  -0.0436004 0.193349 0.0144765  3.05584e-005 1
28  -0.0438612 0.178566 0.0147089  3.49507e-005 1
29  -0.0443811 0.299917 0.018545 4.63711e-005 1
30 -0.0453182 0.456554 0.0233338  0.000137521 1
31  -0.0463712 0.371837 0.0157126 0.000428498 1
32  -0.0480705 0.778252 0.0375055 0.00106574 1
33 -0.0490005 0.230847 0.012789 0.000659335 1
34 -0.0491109 0.0531718 0.0102501 0.000253766 0.343
35 -0.0492952  0.0320564 0.0102269  0.000176277 0.7
36 -0.0495148  0.0380669 0.0344881 0.000101238 0.7
37 -0.0497044  0.0445994 0.033496 3.2547e-006 0.7
38  -0.0498109 0.0368918 0.0125461 0.000117385 0.7
39  -0.0498583  0.0252451 0.0025955  2.17678e-005 0.7
40  -0.0498893 0.0162466  0.00261421 1.78374e-005 1
41 -0.049903  0.00819687 0.00555332 5.89955e-006 1
42 -0.0499379  0.0215304 0.0084995 5.1315e-006 1
43  -0.0499612  0.0401529 0.0047613  9.89726e-006 0.343
44 -0.049973 0.0113626  0.00272985 1.73287e-005 0.49
45  -0.0499807 0.00571095 0.00199883 9.54259e-006 0.7

o4



Figura 5.5: Solugao 6tima do exemplo 4.
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Tabela 5.6: Exemplo 4: Iteragoes da otimizacao.

iter f |dO] |glag] [tr(LO*G)| t
1 0.997401
2 0.992585 0.0592839  0.0592839 2.32192 0.0823543
3 0.992515 0.0661156  0.0661156 2.29296 0.00113989
4 0.985652 0.148428 0.134925 2.1128 0.0096889
5 0.983023  0.00287603 0.00110067 2.34813 1
6 0.982465 0.482409 0.171868 1.91375 0.00113989
7 0.98033 0.566202 0.082383 2.02204 0.00332329
8 0.966706 0.123578 0.0174058 2.26905 0.117649

9 0.964613 0.576268 0.0921233 2.01614 0.00474756
10 0.959426 0.139297 0.0239154 2.24154 0.0403536

11 0.955313 0.571992 0.118774 1.98552 0.0096889
12 0.947247 0.165967 0.0358055 2.21842 0.057648

13 0.946387 0.514498 0.135728 1.99564 0.00162841
14 0.936934 0.134958 0.0383017 2.21971 0.0823543
15 0.935365 0.562104 0.140491 1.97171 0.00332329
16 0.919247 0.111936 0.0255836 2.19009 0.16807

17 0.917356 0.539801 0.114115 1.92269 0.00474756
18 0.908733 0.12291 0.0237699 2.17066 0.0823543
19 0.906137 0.463131 0.0794725 1.96838 0.00678223
20 0.904377 0.209655 0.0519502 2.0932 0.0096889

21 0.90138 0.374253 0.0768348 1.99924 0.0096889
22 0.900581 0.321358 0.0749315 2.02212 0.00332329

23 0.898362 0.388829 0.109914 1.98831 0.00678223
24 0.896137 0.293076 0.0925009 2.04103 0.0096889
25 0.892774 0.406594 0.14695 1.97952 0.0096889
26 0.891662 0.275218 0.0640238 2.04475 0.00474756
27 0.883371 0.164878 0.069281 2.13725 0.057648

28 0.880929 0.485572 0.062389 1.9427 0.00678223
29 0.875433 0.533684 0.0850108 1.90552 0.0138413
30 0.86284 0.123603 0.0362187 2.12636 0.117649

31 0.86156 0.514463 0.122705 1.89649 0.00332329
32 0.851329 0.100071 0.0201751 2.11843 0.117649

33 0.849155 0.492612 0.0798815 1.8984 0.00474756
34 0.843415 0.111329 0.0177454 2.08876 0.057648

35 0.840885 0.441122 0.0697086 1.92258 0.00678223
36 0.835941 0.213959 0.0458469 2.05047 0.0282475
37 0.833343 0.43603 0.114666 1.95207 0.00678223
38 0.82399 0.192212 0.0856131 2.08942 0.057648

39 0.820482 0.416202 0.118957 1.95666 0.0096889
117 -0.0500115  0.567081  0.00021476 4.11433e-005 0.7
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido o algoritmo FAIPA-SDP para resolver problemas
de programacao semidefinda. Este novo método foi baseado no algoritmo FAIPA
proposto por Herskovits [6].

Mostra-se aqui que problemas de programacao nao linear com restri¢coes vetoriais
podem ser resolvidos através dos algoritmos FDIPA e FAIPA. Estes dois algoritmos
partem de um ponto viavel e geram uma sequéncia de pontos viaveis com reducao
do valor da funcao objetivo a cada iteracao. No caso do FDIPA, a cada iteracao,
sao resolvidos dois sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes. Para o
FAIPA, além dos dois sistemas lineares, se resolve mais um sistema linear com a
mesma matriz para definir um arco viavel e de descida. Para obter um novo ponto,
é realizada uma busca linear inexata ao longo deste arco.

Com base nos algoritmos citados acima desenvolve-se o algoritmo FAIPA-SDP.
Essa técnica segue basicamente os mesmos passos do FAIPA para o calculo da direcao
viavel e de descida. No entanto, para expressar a matriz Jacobiana do sistema obtido
pelo método de Newton utiliza-se o produto simétrico de Kronecker.

O presente trabalho se concentra na busca de solugoes para problemas de pro-
gramagao semidefinida onde exitem restri¢coes nos autovalores de fungoes matriciais.

Apresenta-se os seguintes problemas de otimizacao estrutural: minimizacao do
volume e maximizacgao da frequéncia natural de estruturas. Para estes problemas fo-
ram desenvolvidas duas formulagoes diferentes: a formulacao classica e a formulacao
de programagio semidefinida. Além disso, mostra-se em (B.4.1) a relagao existente
entre estes dois problemas.

Para fins do nosso estudo sao consideradas estruturas trelicas bidimensionais.

Essas estrutura sao discretizada e analisada através do método dos elementos finitos.
Foram feitos testes numericos onde se resolvem os problemas (B.30) e (B.31). O
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primeiro deles é um problema convexo, contudo o segundo é nao convexo.

Todas as aplicacoes que apresentamos neste trabalho foram resolvidas utilizando
o mesmo conjunto de parametros.

Os resultados numéricos obtidos mostram que o FAIPA-SDP converge para pon-
tos de KKT dos problemas ( e (B.31), pois as condiges de parada foram veri-
ficadas em todos os testes. Adicionalmente observou-se, como indica a tabela (,
que o menor autovalor de Ag é quase nulo. No entanto, o nimero de iteracoes
do FATPA-SDP nao foi menor que o ntimero de iteracoes do FDIPA-SDP como se
mostra na tabela ([5.2).

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros
Destacam-se os seguintes topicos como sugestoes para trabalhos futuros:

1. Investigar problemas de programacao semidefinida onde a derivada segunda de
G em relacao as variaveis de projeto seja significativa. Talvez para estes pro-
blemas o FAIPA-SDP apresente melhor desempenho que o FDIPA-SDP, pois
a busca linear no arco A(t) poderia ser melhor que a busca linear na direcao

d uma vez que a curvatura na fronteira de {2 é maior para estes problemas.
2. Provar a convergéncia global do FATPA-SDP.

3. Propor e resolver com o FAIPA-SDP, novos problemas de otimizacao de progra-

magao semidefinida com restrigoes mecanicas de deslocamento e/ou de tensao.

4. Propor uma implementagao computacional eficiente do FAIPA-SDP para re-
solver problemas com um grande ntmero de elementos. Isto significa estu-
dar como resolver numericamente os sistemas lineares do FAIPA-SDP quando
n >>1em >> 1, ou seja resolver um problema de otimizacao de grande

porte.
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