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Resumo

MEDEIROS, E. M.Analise de confiabilidade estrutural com expansao polinomial,
2018. 44p. Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal da Paraiba, Jodo Pessoa, 2018.

Toda estrutura de engenharia deve cumprir uma série de requisitos e critérios, que podem
ser relacionados a seguranca estrutural, ¢ a limitagoes no dano de certos elementos ou pegas
estruturais a excessivas deformacoes que podem causar desconforto ou inseguranca. Ademas,
a forma que a estrutura responderad as agoes externas dependerd do tipo e da intensidade
das cargas, da sua secao transversal, das propriedades dos materiais, entre outros fatores.
Uma das maneiras de avaliar o nivel desses critérios e a seguranca da estrutura é através
do calculo da probabilidade de falha estrutural. Contudo, de maneira geral, o cédlculo da
probabilidade de falha gera um grande custo computacional. Desse modo, com o objetivo
de diminuir o esforco computacional e manter a eficicia nos resultados obtidos, a proposta
deste estudo é usar a expansao polinomial na analise de confiabilidade estrutural. Para isso,
a funcao performance original é substituida por polindmios, resultando em uma analise com
resultados satisfatorios e com baixo custo computacional. Assim, aplicagdes numéricas para
diferentes tipos de estruturas sado apresentadas e os resultados obtidos sdo comparados com
outros métodos da literatura, demonstrando convergéncia nos resultados e um menor esforco

computacional.

Palavras-chave: andlise confiabilidade; confiabilidade estrutural; probabilidade de falha;

expansao polinomial.



Abstract

MEDEIROS, E. M.Structural Reliability Analysis with Polynomial Expansion, 2018.
44p. Master’s Thesis - Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2018.

All engineering structures must accomplish a series of requisites and criteria, which may be
related to structural safety, and some admissible deformations that may cause discomfort and
insecurity. Moreover, the structure’s response to external forces depends on its cross section,
its materials properties, the type and intensity of the loads and other factors. One of the
ways of assessing these criteria and structural safety is evaluating the probability of failure.
In general, the evaluation of the probability of structural failure generates a significant com-
putational cost. Therefore, aiming to reduce the computational effort and maintaining the
efficiency of the obtained results, the proposal of this study is to use the polynomial expan-
sion in structural reliability analysis. For this purpose, the original functions are replaced by
polynomials, resulting in a accurate analysis with low computational cost. Thus, numerical
applications for truss and beam structures are presented and the results obtained show the

effectiveness of the proposed formulation.

Keywords: reliability analysis; structural reliability; probability of failure; polynomial ex-

pansion.
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1 Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

Todo projeto estrutural deve atender a uma série de critérios e valores admissiveis para que
os danos estruturais sejam minimos durante a vida 1til da estrutura. Esses parametros estao
relacionados, principalmente, a seguranga e ao conforto da obra durante sua utilizacao. Cada
um desses critérios e parametros é chamado de estado limite, e a violagao de um determinado
estado limite resulta em uma situagao indesejavel para a estrutura (MELCHERS, 1999).

Nos métodos deterministicos se conhecem de forma exata todos os valores dos parametros
envolvidos no problema analisado, porém, devido as incertezas do problema e a influéncia
de diversos fatores externos, esses valores devem ser avaliados como variaveis aleatorias com
uma probabilidade de falhar nao nula.

Com isso, durante os tltimos anos intensificaram-se as pesquisas no ramo da analise da
confiabilidade devido a necessidade de levar esse fator em consideragdo nos problemas anali-
sados. E importante incorporar essas incertezas dentro dos projetos, porque o projeto final
de engenharia deve atender a uma série de critérios e alguns desses dependem de diversas fon-
tes (tipos de forgas e cargas, por exemplo) (MELCHERS, 1999; HALDAR; MAHADEVAN,
2000)

Além de incorporar incertezas aos problemas, outro fator importante é avaliar o compor-
tamento de uma estrutura quando submetida a agoes externas. Esta avaliagao pode ser feita
através de uma analise estrutural, sendo escolhida aquela que mais se ajusta as caracteristicas
do problema analisado.

Entre os diversos tipos de anélise estrutural, a principal diferenca é na consideracao ou
nao da linearidade fisica e geométrica da estrutura. Vale salientar qu,e quanto mais préximo
forem os parametros adotados na analise com os parametros da estrutura real, mais preciso
e proximo da realidade serd a andlise e os resultados obtidos.

A partir da andlise estrutural, pode-se verificar se a mesma entrard em colapso para as
acoes externas que estao submetidas. Na analise nao linear, uma das maneiras de avaliar o
colapso estrutural é no momento em que os deslocamentos crescem indefinidamente sob a
aplicacdo de uma carga externa constante (BATHE, 1996; REDDY, 2015).

Com os avancos na area de confiabilidade estrutural, as normas e os cédigos (NBR 8800,
AISC e EUROCODE, por exemplo) relacionados & &rea de projetos estruturais estdo re-
formulando seus coeficientes e valores admissiveis através da consideracao de incertezas nos

projetos. Assim, pesquisas recentes tratam da reformulagao, com a consideracao da analise
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de confiabilidade, desses antigos valores, como consta em Beck e Corréa (2013), Honfi, Mar-
tensson e Thelandersson (2012) e Deftyarev (2012).

1.2  Justificativa

Por se tratar de um processo custoso do ponto de vista computacional, calcular a probabili-
dade de falha estrutural as vezes pode se tornar algo inviavel para fins académicos e praticos
por causa do seu elevado tempo no processamento dos resultados, embora seja importante
para avaliar a seguranga da estrutura,.

Com o intuito de realizar uma andlise mais proxima do comportamenteo real da estrutura,
nesta dissertagao realizou-se uma andlise nao linear de segunda ordem, considerando as nao
linearidades fisica e geométrica nos problemas analisados. Por se tratar de um método
incremental, a andlise nao linear também é custosa computacionalmente, contribuindo para
o aumento do esfor¢co computacional no processo de anélise de confiabilidade.

Com isso, nos ultimos anos vem aumentando as pesquisas por métodos alternativos que
viabilizem o calculo da probabilidade de falha estrutural, diminuindo o esfor¢o computacional
e obtendo os resultados desejados, o qual serd o foco principal desta dissertacao. Além disso,
os resultados obtidos poderao ser utilizados em futuras pesquisas, por exemplo, no ramo de

otimizacao estrutural baseada em incertezas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo principal deste trabalho consiste em calcular a probabilidade de falha estrutural
pelo método da expansao polinomial, ou seja, a analise de confiabilidade é feita com o uso de
polinomios. Por fim, pretende-se avaliar o custo computacional e a precisao nos resultados

obtidos para todos os casos analisados.

1.3.2  Objetivos especificos
Entre os objetivos especificos desta pesquisa estao:
e Desenvolver rotinas computacionais associadas a metodologia aplicada;
e Implementar o método de expansao polinomial para analise de confiabilidade;

e Calcular a probabilidade de falha estrutural;
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e Comparar e validar os resultados obtidos;

e Avaliar o custo computacional e a precisao entre os resultados encontrados.

1.4 Organizacio do Trabalho

O texto da dissertacao foi subdividido em mais seis capitulos. Inicialmente, foi apresentado
um detalhamento dos temas relacionados ao objetivo dessa pesquisa. Em seguida, exemplos
numéricos foram resolvidos para mostrar a eficacia do método aqui proposto e, por fim, foram
comentadas as conclusoes mais importantes da realizacao desse trabalho.

No Capitulo 2, os conceitos relacionados ao tema de confiabilidade estrutural foram
discutidos, dando um destaque para o processo de determinacao da probabilidade de falha
da estrutura pelo método de Monte Carlo.

No Capitulo 3, foi detalhado a construc¢ao do método da expansao polinomial, mostrando
a funcao de base adotada e os tipos de métodos utilizados para encontrar os coeficientes da
fun¢ao polinomial.

No Capitulo 4, os conceitos relacionados a andlise estrutural foram discutidos, focando
nas fontes de nao linearidade, nos tipos de andlise estrutural e no critério de colapso adotado
nessa dissertacao.

No Capitulo 5 e Capitulo 6, o procedimento de implementagao computacional e os
exemplos numeéricos foram mostrados, tendo sido aplicado, em todos eles, o0 método da ex-
pansao polinomial para o calculo da probabilidade de falha e, posteriormente, feito a com-
paracao desses resultados para validagao do método desenvolvido.

Finalmente, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusoes da pesquisa realizada. Além
disso, sugestoes de futuras pesquisas sao comentadas, expandindo e dando continuidade a

aplicacao desse método aqui proposto em outras areas de atuagao.



2 Confiabilidade Estrutural

2.1 Introducido

A probabilidade de falha pode ser avaliada por varios métodos, sendo o First and Second
Order Reliability Methods (FORM e SORM, respectivamente) e a Simulagdo de Monte Carlo
(MCS) os mais utilizados (HALDAR; MAHADEVAN; 2000).

Os métodos FORM/SORM, embora sejam computacionalmente eficientes e rapidos, tem
sua precisao limitada no resultado final para os casos onde a fungdo ¢g é nao linear e para
uma distribuicao probabilistica diferente da Gaussiana, como exemplificado em Lopez et al.
(2015) e Lopez et al. (2014).

Em contrapartida, o Método de Monte Carlo, embora seja computacionalmente custoso,
pode ser aplicado a qualquer tipo de fungao g (linear ou nao linear) e para qualquer tipo de
distribuigao probabilistica (Gaussiana, Lognormal, Betta, etc), tornando-se um dos métodos
mais utilizados para estimar o valor da probabilidade de falha de um sistema (RUBINSTEIN;
KROESE, 2007).

2.2 Variaveis aleatodrias

2.2.1 Funcdes densidade de probabilidade

Como consta em Montgomery, Runger e Hubele (2001), para uma variavel aleatéria X, pode-
se calcular a probabilidade P que o valor de X seja menor ou igual a um determinado valor

x, através da fungao F,(z) de distribui¢do acumulada (FDA)

Fy(2) = P{X < 2} (2.1)

Uma maneira de representar a frequéncia que os valores de X aparecem em uma determi-
nada amostra ou populagao é através do valor da fun¢ao densidade de probabilidade (FDP)
ou fungao densidade f,(z). Com isso, para calcular a probabilidade de um valor X ser menor

ou igual a um valor z, pode-se relacionar o valor de F,(z) com o de f,(z) da seguinte forma

Fola) = P{X € (~o0.al} = [ [(@)do (2.2)

Graficamente, a Eq.2.2 pode ser representada pela Fig.1, onde a probabilidade P{X < z}
corresponde ao valor de F,(r) e serd igual a drea abaixo da curva f,(z) no intervalo de

X € (—o0, .
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4 fx(x)

P(X < x)

>

X

Figura 1 — Relagao entre FDA e FDP.

No caso de X € [x1, 9], a probabilidade de um valor X se encontrar entre dois valores

1 e T9 pode ser calculada por

Plr; < X <x9) = P(X <13) — P(X <) = Fy(x) — Fp(xq) (2.3)

substituindo os valores de F,(z) da Eq. 2.2

Pz < X <uzy) = /x; fo(x)dx — /I:O fu(x)dx (2.4)

resultando em

P(x1§X§x2)=/

x

Tz fu(x)dx (2.5)

Como se trata de uma integral, a Eq. 2.5 também pode ser interpretada como a drea
abaixo da curva f,(x) entre os valores x; e x5, como mostrado na Fig 2.

Com relacao as propriedades e os tipos de f,(x), trata-se de uma fungao que satisfaz:
o [o(z) 203

o 23 Jolw)de =1

o Pl <X <o) = [ fulx)d.

e com relacao aos tipos de curvas ou distribui¢oes probabilisticas, podem-se citar:
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t fx(0)

x

X1 X2

Figura 2 — Valor da probabilidade P(z; < X < x3).

e Distribuicio Gaussiana;
e Distribuicao Uniforme;
e Distribuicao Gamma,;

e Distribuicao Betta.

Assim, como os valores de f,(x) > 0 e definindo o suporte {2 de uma funcdo continua

fz(x) como

Q={zeR"|f.(x) >0} (2.6)

o valor de F,(x) da Eq. 2.2 pode ser simplificada na forma
Fo@) = [ L) 2.

2.2.2  Valor esperado e variancia

Quando sao consideradas varidveis aleatorias, outro conceito muito importante é o do Valor

Esperado E[ ] ou Valor Médio de uma varidvel aleatéria X, que pode ser calculado por

B = | T (@) = [ whtw) (2.8)

—00
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sendo 2 o suporte da fungao f,(z).

Embora o valor esperado represente uma média ponderada dos possiveis valores de X,
ele nao fornece informacao sobre a dispersao dos valores de X com relagao a média. Logo,
uma alternativa de quantificar esta dispersao de valores é através da Variancia Var, definida

e calculada por

Var[X] = B[(X - E[X])’] = [13(z — E[X]) fs()dx

Var[X] = F[(X — E[X])?] = E[(X? - 2X E[X] + E[X])?]

(2.9)
Var[X] = B[X?] — E2XE[X]] + E[E[X]?]

Var[X] = E[X?] — 2B[X]E[X] + E[X]?

Var[X] = E[X?] — E[X]*
com isso, percebe-se que a variancia de X é o valor esperado da distancia ao quadrado em
relacado a media e, portanto, é capaz de avaliar dispersao da variavel aleatoria em relacao a
média.
Na proxima subsecao deste trabalho, serd apresentada a Distribuicao Gaussiana, por
se tratar de uma das principais e mais usuais no meio académico, sendo posteriormente
mostrado uma tabela com os valores desses parametros para outros tipos de distribuigoes

probabilisticas.

2.2.3 Distribuicdo Gaussiana

Na Distribuicao Gaussiana, a fungdo densidade de probabilidade f,(z) para uma variavel

aleatéria X é calculada por

1

oV 21

(58

el , —00 < 7 < 400. (2.10)

fo(x) =

onde p é a média e o o desvio-padrao. Com isso, de acordo com a Eq.2.2, a funcao de

distribuigdo acumulada F,(z) resultard em

z 1 —1 =
F.(z) = /_OOO 27Te[Tl(_oE)z]d:E (2.11)

Os valores do Valor Esperado F| | e da variancia Var, através das Eq.2.8 e 2.9, resultarao

em
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E X — - x;e[%(x_;&)z] —_——
(X]=Jq oon K (2.12)

Var[X] = Jo(r = p)* Jmel7 5 = 02

2.2.4 Qutras distribuicdes padroes

Na Tabela 1 mostrada a seguir, constam os valores das fungoes f,(x), do valor esperado
E[], da variancia Var e dos parametros envolvidos para alguns tipos de distribuigoes proba-

bilisticas.
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2.3 Analise de Confiabilidade

Como mostrado em Melchers (1999), Haldar e Mahadevan (2000), para o cdlculo da proba-
bilidade de falha, usa-se uma fungao performance g(X), sendo X o conjunto das variaveis
aleatérias que estao relacionadas a seguranga da estrutura, tal que g(x) < 0 indica a falha do
sistema, g(x) > 0 indica que o sistema estd seguro e g(x) = 0 define a funcao de estado limite
do problema de confiabilidade, como mostrado na Fig.3 com X; e X5 sendo duas variaveis

aleatorias.

g(X)<0

Regido de falha

g(X)>0

Regido Segura

g(X)=0

Funcdo estado limite

0
N~

f (X) = constante

Figura 3 — Funcao performance g(X).

Assim, a probabilidade de falha P pode ser definida como

Pr=Plg<0)= [ fx)dr = [ (x)dr (2.13)

onde D = {x € R, g < 0} representa o dominio de falha do sistema. Em outras palavras, o
dominio de falha D do sistema pode ser entendido como o conjunto de valores de X onde
9(X) < 0, indicando a falha do sistema.

No entanto, uma maneira mais usual de representar a probabilidade de falha da Eq. 2.13

é dada por

Py = | HgGol (). (2.14)

sendo [ uma fungao indicadora e € o suporte da fungao f,(x). A fungao indicadora I pode

ser definida como
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0, t>0
I(t) = T 2.15
) {1 , 1<0 (2.15)

Fazendo a substituicao da Eq.2.8 na Eq.2.14 resulta por fim em

Py = [ 191100 = Bl (9)], (2.16)

indicando que a probabilidade de falha I’y de um sistema ¢é igual ao valor esperado E[/(g)]

da func¢ao indicadora I(g).

2.4 Simulacdo de Monte Carlo

Por se tratar de um método probabilistico, o método de Monte Carlo simula uma grande
amostra com possiveis resultados das variaveis randomicas X. Em outras palavras, o método
de Monte Carlo faz varias andlises deterministicas do problema para se obter uma distribuigao
ou amostra estatistica.

Vale salientar que, quanto maior a amostra, maior sera o nimero de observacoes e melhor
serd a precisao do resultado final. Com isso, para calcular a Py, varias amostras sao simuladas

e os valores da fungao g e I(g) sao calculados.

2.4.1 Probabilidade de Falha

Realizando um niimero total de simulagoes ng por Monte Carlo, a probabilidade de falha da
Eq.2.16 pode ser estimada por ]5f (MELCHERS, 1999; HALDAR; MAHADEVAN, 2000)
Py~ Py = i.%[(xi) = (2.17)
Nsi 521 Mg
no qual n, indica o numero de simulagoes onde g < 0. Em outras palavras, a probabilidade
de falha pode ser calculada a partir da razao entre a quantidade de simulagoes n; onde o
sistema falha e o total de simulacoes ng; realizadas.

Graficamente, para o caso de duas variaveis aleatérias (X7, Xs) e representando cada
simulac¢ao pelo simbolo +, como mostrado na Fig. 4, a simulacao de Monte Carlo estima a
P; como a razao do nimero de simulagoes que estao na regiao de falha do sistema g < 0
sobre o nimero total de simulagoes.

Vale ressaltar que o esfor¢o computacional e a precisao do método de Monte Carlo estao
diretamente ligados a quantidade de simulacoes realizadas ng;, onde uma maior quantidade

ng indica que mais casos serao analisados, gerando um maior esforco computacional.
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g(X)<0

Regido de falha

g(X)>0

Regido Segura

g(X)=0

Fungdo estado limite

f (X) = constante

Figura 4 — Método de Monte Carlo.

2.4.2 Erro

Por se tratar de um método probabilistico e aproximado, a probabilidade de falha estimada

por Monte Carlo possui um erro e

e= P — P; (2.18)

que esté relacionado ao ntimero de simulacoes ng e com a precisao do valor da Pj.

Com o uso da Eq.2.16 e da Eq.2.17, o valor esperado de Pf vale

E[Py] = B[ 30 1(x,)]

Nsi

B[Py = L5730 Bl (x;)] (2.19)

) ngi P
ElPfl ==t

Nsi

E[Py] = Py.

indicando que o valor esperado da ﬁ’f ¢ igual ao valor da probabilidade de falha P.

Uma das maneiras de encontrar a quantidade adequada de simulagoes é através da quan-
tificacao do erro esperado da ]E’f. A quantificagao desse erro esperado pode ser feito através
do valor do erro médio quadrético esperado (eleva-se ao quadrado para evitar que ”erros

positivos”se cancelem com ”erros negativos”) de Py
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Ele?] = E[(Py — Py)?] = E[(Py — E[Pf])?]

E[e?] = Var[Py] = Var[;5. X0 I()] (2.20)

E[ ] an Var[ ( )] _ 7lsi-"]a£[1(wz)]

Ble?] = Vel — yar[py]

mostrando que o erro da Py é inversamente proporcional ao nimero de simulagoes n;, ou seja,
quanto maior o nimero de simulagoes ny;, menor sera o erro e e mais preciso é o resultado.

Substituindo o valor da variancia da Eq.2.9 na Eq. 2.20, resulta em

D1 _ Var[l] _ E[I?=E[)> _ E[]-E[I]?
Var[Pf] I Ngi - Ngi (2'21)

Pf _ Pr(1-Py)

Ngi

Var [Pf] f

Com o valor da variancia de Pf calculado, o desvio-padrao o sera

=\ Var[Pf] = ,/ r(1= Pf (2.22)

Para medir o niimero de simulagoes ng;, deve-se deﬁmr a precisao desejada para o resultado

de ]—:’f através do valor do coeficiente de variacao o B

Op 1—-P
§p = —A— =/ I 2.23
Pf E[Pf] nsi-Pf ( )

o coeficiente de variacao dp pode ser interpretado como o erro relativo de Pf, ou seja, 0 erro

esperado de P; (representado por op,) dividido pelo valor exato (representado por E[Py)).
Por exemplo, um coeficiente de variacao igual a 0.05 indica que o erro esperado de Pf é de
5%.

Como o valor de Py geralmente nao é conhecido, pode-se fazer a aproximagao P; =~ Pf,

ficando a Eq.2.23 na forma

0p, ~ | (2.24)

Além disso, para os casos onde a probabilidade de falha é muito pequena, pode-se apro-

ximar o valor de 1 — Pf ~ 1, resultando em
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1 1
Op, X~ — N B - (2.25)

onde o ng; indica o nimero de simulagoes necessarias para se obter a precisao 0 p; bara o valor
da probabilidade de falha P;.

A partir da Eq.2.25, nota-se que quanto menor o valor da Pf, maior serd o numero de
simulacoes ng. No caso de uma probabilidade de falha Py ~ 10" e para um erro esperado

de 10% (6pf = 0.1), por exemplo, o valor de ng; sera

N 1
701210
Com isso, através da Eq. 2.26, percebe-se que para o calculo da probabilidade de falha

= 10"+ (2.26)

Nsi

’r pela Simulagao de Monte Carlo, quanto menor for o valor da probabilidade de falha,
maior serd o numero de simulagoes ng necessarias e, consequentemente, maior sera o custo
computacional.

Como nos problemas de engenharia geralmente se trabalha com uma probabilidade de
falha da ordem de 1073 ou 107, serdo necessarias em torno de 10° a 10° simulacdes para
estimar com precisao o valor da Py. Neste trabalho, usou-se um valor de ng = 105 com uma
probabilidade de falha na ordem de 10~* (MELCHERS, 1999).



3 Expansao Polinomial

3.1 Introducido

Criado inicialmente por Wiener (1938) e, posteriormente, empregada no ramo da engenharia
por Ghanem e Spanos (1991) e Xiu e Karniadakis (2002), o método da expansao polinomial
utiliza os polindmios para reduzir a complexidade dos problemas em que a fungao performance
original g(X) é custosa do ponto de vista computacional e matematico.

No método da expansao polinomial, utilizam-se as fung¢oes polinomiais como fungoes de
base. O uso de fungoes polinomiais se da principalmente pelas vantagens de se manipu-
lar e operar polinomios. Além disso, para as operacoes de derivacao e integracao, o custo

matematico torna-se menor quando comparado aos outros tipos de fungoes de base.

3.2 Construcdo da Expansdo Polinomial
No método da expansao polinomial, a fungao performance original g(X) é substituida por
uma fungao polinomial gi(X) de ordem k

m

gr(X) = (X)), (3.1)

i=1

onde 1; forma uma base para o espago polinomial de ordem k, denominado P, em n di-

mensoes, ¢; sao os coeficientes a serem determinados e m é o ntmero de fungdes de base
empregadas.

A obtencao dos coeficientes ¢; das fungoes gp(X) pode ser feita por diversas maneiras,

sendo apresentadas neste trabalho:

e Método da Colocagao;
e Método dos Minimos Quadrados Discreto (MQD);

e Método dos Minimos Quadrados Continuo (MQC).

3.2.1 Colocacdo

No Método da Colocacgao os coeficientes ¢; sao obtidos por imposicao da condicao

gr(x;) = g(x5), =1,2,...,nc, (3.2)
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resultando em um sistema de equagoes lineares

m

Zciwi(l'j) = g(l'j% j = 1727 ey N (33)

i=1
sendo x; pontos nao repetidos e n, o niimero de pontos adotados. Assim, este método garante
que gx(z;) tenha o mesmo valor de g(x;) nos pontos x;.

No entanto, para que o sistema da Eq. 3.3 tenha solugao tinica, deve-se ter um nimero de
coeficientes m igual ao niimero de pontos n.. No caso de n. < m, o sistema pode ser possivel
e indeterminado (com infinitas solugdes), e para n. > m o sistema linear nao tem solugao.

Com isso, a pratica comum dos pesquisadores em aumentar o nimero de pontos n. para
ter uma melhor funcao interpoladora final pode resultar no caso de n, > m, com um sistema
final sem solugao. Uma alternativa viavel é usar uma curva de aproximagao que melhor se
aproxime da solugao exata nos pontos analisados, através do Método do Minimos Quadrados

Discreto ou Continuo.

3.2.2 Método dos Minimos Quadrados Discreto

No Método dos Minimos Quadrados Discreto, procura-se uma fungao g(X) que se aproxime
da fungao original g(X) e que possua o menor residuo entre as duas fungoes. Sendo o residuo
r(z) igual a diferenca entre a aproximagao e a fungao original em um intervalo fechado [a, b]

da aproximacao

r(z) = gr(x) — g(z) (3.4)

Para evitar que erros negativos se cancelem com erros positivos, eleva-se o residuo total
R(z) ao quadrado para considerar todos os erros existentes na aproximacao, independente

do seu sinal algébrico

R(z) = Z [gx(z:) — g(z))?, i=1,2,....,n (3.5)

z€a,b|
Com isso, o objetivo do método dos Minimos Quadrados Discreto é encontrar os coefi-
cientes da fungao aproximada gi(x) que minimize o residuo total R(x). Isto pode ser feito
derivando-se o residuo total em relagao aos coeficientes e igualando-se a zero, o que resulta
no sistema de equagoes lineares (ATKINSON, 1989)

ZAUC] = bj,, 1= 1,2, S, m. (36)
j=1

COo1m
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n

z_: l’k 77/1] l’k (37)
m:ﬁwmmm (3.8)

Analisando os possiveis valores de n e m, percebe-se que para n = m o Método dos
Minimos Quadrados Discreto se reduz no Método da Colocagdao com um residuo total nulo
nos pontos z € X, logo, a Colocacao serd um caso particular do Método dos Minimos
Quadrados Discreto. Além disso, para n > m a Colocag¢ao deverd ser chamada de Método

dos Minimos Quadrados Discreto, do ponto de vista conceitual.

3.2.3 Método dos Minimos Quadrados Continuo

Na situagao onde o valor da fungao original g(z) seja conhecida em todo o dominio x € [a, b],
outra maneira de construir a fungdo polinomial gi(z) é através do Método dos Minimos
Quadrados Continuo. O procedimento é feito encontrando os coeficientes que minimizem o

residuo total R

R = [ lgu(2) = ga)ua). (39)

sendo w(x) uma funcdo peso e 2 o dominio de integragdo. Como resultado da minimizacao

de R(x), tem-se um sistema de equacgoes lineares

ZA,L‘]‘CJ‘ = bi, 1= 1,2, NN (310)

COo11
Aij =< wiawj >, (311)
b =< i, g(x) >, (3.12)

onde o produto interno entre duas fungoes u(x) e v(z) é definido como

< u,v >= /&zu(x)v(x)w(x) (3.13)

Como o €2 pode ser ilimitado, uma forma de garantir um valor finito para o produto
interno da Eq. 3.13 é atribuir fungoes de distribui¢oes as fungoes peso w(zx). Assim, a
escolha mais natural seria adotar a fungao peso w(x) como sendo uma fungao densidade de

probabilidade f,(X), garantindo que os erros sejam ponderados pela mesma fungao usada
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para calcular o valor da probabilidade, além de dar énfase variada nas diferentes regioes do
dominio de integracao (XIU; KARNIADAKIS, 2002).
Logo, substituindo w por fx nas Equagoes 3.9, 3.11 e 3.12, resulta em

R = | lon(x) = 9@ () = E[r”) (3.14)
Ay = [ i@y @) fx (@) = Bl @) (3.15)
b= [ vil@)g(@)fx(@) = Blt(@)g(x)] (3.16)

mostrando que os valores da Eq. 3.14, 3.15 e 3.16 resultam em valores esperados quando a
fungao densidade probabilidade fx(z) é usada como a fungao peso w(z).

Vale ressaltar que o sistema final para o caso continuo (Eq.3.10) é igual ao do caso
discreto (Eq.3.6), porém, a diferenga ¢ que no caso discreto o produto interno ¢é feito entre
dois vetores e para o caso continuo é feito entre duas fungoes. Da mesma forma que foi
empregado anteriormente em Torii, Lopez e Miguel (2017), neste trabalho os coeficientes c;

da funcao gi(r) foram encontrados pelo Método dos Minimos Quadrados Continuo.

3.3 Funcoes de Base

Como detalhado em Torii, Lopez e Miguel (2017), para a composicao das fungoes de base

foram utilizados conjuntos de polinomios Py(z) de ordem até k

Pyp(z) = {2° o' 2% . 2h 2k (3.17)

que formam uma base para o espago dos polinomios de ordem até k em uma dimensao. Para
o caso n-dimensional, uma base completa para o espaco de polinomios de ordem até k dos

vetores x = 1, Ta, ..., L, pode ser construida como

Pl (z) = Pe(r1) @ Pi(x) @ ... ® Pr(xy,). (3.18)

onde ® é o produto diddico e indica a multiplicacao entre todos as componentes de dois
conjuntos de polinémios Pg(x) entre si, resultando em (k + 1)" fungoes de base. Com isso,

as fungoes de base 1); da fungao polinomial g, sdo compostas pelos elementos de PJ(z)

dilz) € P, i=1,2, .., (k+1)" (3.19)

Por exemplo, no caso de uma expansao bidimensional de segunda ordem, tem-se n = 2 e

k=2, 0 que resulta em Pi(x) = {1, x1,x9, 1179, T3To, 11735, 13, 25, 2303}



CAPITULO 3. EXPANSAO POLINOMIAL 19

3.4 Integracao Numérica

Para encontrar os coeficientes ¢; da Eq. 3.10 é necessério calcular as integrais dos produtos
internos da Eq. 3.11 e Eq. 3.12. Assim, como essas integrais sao compostas por polinomios e
pela fungao densidade de probabilidade, com base em Hildebrand (2013) e Atkinson (1989),
fez-se o uso dos seguintes tipos de integragao numérica:

e Gauss-Legendre ;

o Gauss-Hermite ;

e Gauss-Laguerre.

3.4.1 Gauss-Legendre

No caso da funcao densidade de probabilidade ser uniforme no intervalo [a, b], a funcdo fx(z)

pode ser representada por

fx(x)=0 , x¢][a,b] (3.20)

Assim, assumindo que f(x) seja uma funcdo polinomial, pela integracdo numérica de

{ fx(@) =3, z€lab]

Gauss-Legendre, a integral de f(z) em um dado intervalo z € [a, b] é aproximada por

n

/abf(m)dq: ~ Y flz)w (3.21)

i=1
onde w; é uma fungao peso e f(z;) corresponde ao valor da fungao f(z) no ponto x;. Vale
ressaltar que a quantidade n e a posigao dos pontos z; estao relacionados ao grau do polinomio
da fungao f(x). No entanto, quando n pontos e pesos sao utilizados, a integracao sera exata
para polindmios até a (2n — 1)-ordem (HILDEBRAND, 2013; ATKINSON, 1989).
Como forma de exemplificagao, para um intervalo [a, b] = [—1, +1] e utilizando dois pontos

de integragdo n = 2, integra-se exatamente uma funcao f(z) cibica

f@)=1+x+2°+2° (3.22)
Substituindo a Eq. 3.22 na Eq. 3.21

3.23
[T de + [ wde + (1 22de + [T 23de = f(z)w + f(22)w, (3.23)

e analisando cada parcela separadamente
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[ lde = 1wy + 1wy — 2 = 1w, + 1w,

fll rdx = T1w1 + Towe — 0 = T1w1 + Towo
(3.24)

1,20, .2 22, 2 _ 2 2,
JO1 2fde = 2wy + v3we — 5 = wjwy + Tjws

1
Y 2¥dr = 2w, + 23wy — 0 = 23wy + 23wy

A posic¢ao dos pontos e seus respectivos pesos sao encontrados através do sistema da Eq.

3.24

T =—7% (3.25)

Com isso, a integral de uma fungao cibica para um intervalo [—1,41] pode ser calculada

exatamente por

[ F(@)de = f(= )1+ f(+2)1 (3.26)

Para integracao de polinomios de ordem superior, na Tabela 2 sao mostrados os ntimeros
de pontos n, a posigao dos pontos x;, os pesos w; e a ordem do polinomio (2n — 1) que sera

integrado exatamente para um intervalo r = [—1, 1].

Tabela 2 — Pontos de integragao de Gauss-Legendre

n T; w; 2n —1
2 £0,577350 1 3
3 0 8/9 5

+0, 774597 5/9
4 +£0,339981 0,6521450 7
+0,861136  0,347855

3.4.2 Gauss-Hermite

No caso da distribuigdo gaussiana, a funcao fx(x) é dada por

frxl@) = ——exp [—1 (Z ‘“)2] (3.27)

2 o
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A integracao de Gauss-Hermite aproxima a integral de uma fungao polinomial f(z) no

dominio z € (—o0, +00) por

/ e (a)de ~ Y S (3.28)

> i=1
onde w; é uma funcdo peso e f(x;) corresponde ao valor da fungdo f(z) no ponto z;.
Da mesma maneira como acontece na integragao de Gauss-Legendre, a quantidade n e a
posigao dos pontos z; estao relacionados ao grau do polinémio da fungdo f(z). Na Tab. 3
sao mostrados alguns exemplos da quantidade de pontos integracao, posicoes, pesos e o grau

do polinomio onde o valor da aproximagcao sera exato.

Tabela 3 — Pontos de integragao de Gauss-Hermite

n T; W; 2n—1
2  +0,707107 0,886227 3
3 0 1,18164 5

1£1,22474  0,295409
4 10,524648 0,804914 7
+1,65068 0,0813128

Nos casos onde a distribuigdao é do tipo Gamma, pode-se utilizar a integracao de Gauss-
Laguerre. Vale ressaltar que outros tipos de distribui¢oes probabilisticas podem ser tratadas

por outros esquemas de integragao Gaussiana.



4 Analise Estrutural

De maneira geral, a andlise estrutural simula o comportamento de uma estrutura quando
solicitada a agoes externas. Assim, pode-se avaliar os valores dos esforgos internos para
tomar como base na elaboracao de um projeto estrutural preciso e seguro.

A andlise estrutural é realizada, basicamente, através dos valores da rigidez K, da forga
aplicada f e dos deslocamentos u nos pontos da estrutura. Contudo, esses parametros podem
ter uma relacao linear ou nao linear, dependendo do comportamento fisico e geométrico
adotado para a estrutura e o material durante a anélise estrutural.

No comportamento linear, as propriedades do material sao invariaveis durante toda a
analise estrutural e as equacoes de equilibrio sao formuladas na geometria inicial indeformada
da estrutura, sendo adotada a relagao linear K.u = f. Além disso, os deslocamentos sao
tratadas como infinitesimalmente pequenos, sendo desconsiderado seus efeitos no equilibrio
do sistema.

No comportamento néao linear, a anélise estrutural é feita através de incrementos de carga
df, e a matriz de rigidez K depende do deslocamento du correspondente a cada incremento
de carga, podendo assumir diversos valores durante a andlise e fazendo com a que a relagao
linear K.u = f nao necessariamente seja atendida. Vale salientar que esse comportamento

nao linear ¢ causado por varias fontes, que serao comentadas na préxima segao.

4.1 Fontes de nao linearidade

Segundo Bathe (1996), Reddy (2015), McGuire, Gallagher e Ziemian (2000), dentre as varias
fontes de nao linearidade, destacam-se as fisicas e as geométricas. Vale ressaltar que, de-
pendendo do problema e da estrutura analisada, pode-se considerar apenas um tipo de nao
linearidade, assim como também pode ser feito a combinagao de efeitos de varios tipos de
fontes diferentes.

Com relagao a nao linearidade fisica do material, apds o inicio de aplicacao da carga, os
efeitos das mudangas das propriedades do material sao levados em consideracao no equilibrio
do sistema. Uma maneira de representar graficamente este comportamento é através do
diagrama tensao o x deformacao €, fazendo com que o valor do médulo de elasticidade do
material ¥ = ¢ varie ao longo da andlise estrutural, como mostrado na Fig. 5.

Com relagdo a nao linearidade geométrica, neste caso sao considerados os efeitos das
deformagoes e deslocamentos finitos (anteriormente considerados infinitesimais e desprezados

na analise linear) nas equagoes de equilibrio do sistema. Assim, o equilibrio da estrutura é
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Figura 5 — (a) linearidade fisica do material;(b) ndo linearidade fisica do material.

baseado na estrutura deformada. Este efeito pode ser exemplificado graficamente pelo efeito
P—A, onde o deslocamento finito A ocasiona um acréscimo nos esforcos internos da estrutura,

como mostrado na Fig. 6.

P AP "
|74 -
L L
ch——
(a) (b)

Figura 6 — (a) linearidade geométrica do material;(b) nao lienaridade geomérica do material.

4.2 Tipos de Analise Estrutural

Com base em McGuire, Gallagher e Ziemian (2000), a anélise de uma estrutura pode ser

realizada de diversas maneiras, entre as quais estao:

e Anélise linear de primeira ordem;
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e Analise linear de segunda ordem;
e Anélise ndo linear de primeira ordem;

e Anadlise nao linear de segunda ordem.

4.2.1 Andlise linear de primeira ordem

Neste tipo de andlise, sdo excluidas as nao linearidades fisicas e geométricas, sendo valida
durante toda a andlise a relacao linear K.u = [ para simular e calcular os esforcos da
estrutura. Neste caso, a matriz de rigidez K pode ser entendida como uma matriz de rigidez

eldstica linear K, resultando em

[Ke].u=f (4.1)

4.2.2 Andlise linear de segunda ordem

Na andlise linear de segunda ordem, embora as propriedades do material permanecam inalte-
radas durante toda a andlise, os efeitos de 2* ordem dos deslocamentos e deformagoes finitos
sao considerados no calculo das equacoes de equilibrio do sistema. Usando esse tipo de
andlise estrutural ja é possivel perceber o efeito da instabilidade geométrica (principalmente
em treligas e pérticos) e o efeito P — A.

De modo geral, por se tratar de uma anélise nao linear, os deslocamentos du sao encon-

trados para cada incremento de carga df pela seguinte relacao

(K, + K,].du = df (4.2)

onde a matriz de rigidez geométrica K, surge por causa do efeito dos deslocamentos e de-
formagoes finitos e pode ser entendida como uma maneira de penalizar a rigidez da estrutura

por causa da nao linearidade geométrica.

4.2.3 Anidlise n3o linear de primeira ordem

Na analise nao lincar de primeira ordem, ainda que seja considerada a estrutura na sua
posigao inicial indeformada, a nao linearidade fisica é considerada e as propriedades do ma-
terial podem ter uma relagdo nao linear dependendo do valor do incremento de forga df e

deslocamento du, sendo calculado por

(K. + Ky).du = df (4.3)
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com K, sendo uma matriz de rigidez do material, também conhecida como matriz de redugao
plastica. A matriz K, surge por causa da nao linearidade fisica e representa a mudanga na

rigidez causada pelo comportamento nao linear do material da estrutura.

4.2.4 Anilise ndo linear de segunda ordem

Neste tipo de anélise, ambas nao linearidades fisica e geométrica sao adotadas, ou seja, as
equacoes de equilibrio sao formuladas em termos da geometria do sistema deformado e as pro-
priedades do material sao consideradas nao lineares. Na analise nao linear de segunda ordem
é possivel detectar tanto os problemas de instabilidade geométrica (flambagem inelastica, por

exemplo) como a plastificagdo do material. A equagao geral nesse caso é dado por

(K, + Ko + K,].du = df (4.4)

onde a matriz de rigidez do sistema é composta pela matriz de rigidez elastica K., matriz de
rigidez geométrica K, e pela matriz de rigidez do material K,,.

Nesse trabalho, adotou-se em todos os exemplos a analise nao linear de segunda ordem,
por se tratar de uma anélise onde o maior ntimero de imperfei¢oes (ou nao linearidades) da
estrutura e do material sao consideradas, aproximando-se cada vez mais do comportamento
real da estrutura.

Além disso, nesse tipo de analise é possivel detectar tanto os problemas de instabilidade
estrutural como o ponto onde a estrutura perde sua capacidade de resisténcia mecéanica. Por
nao ser o foco deste trabalho, nao sera detalhado o procedimento matemaéatico e numérico
usado para calcular cada tipo de andlise. No entanto, esses procedimentos podem ser vistos
detalhadamente em Bathe (1996) e Reddy (2015).

Como visto anteriormente, a principal diferenga entre os tipos de andlises é com relagao a
consideracao da linearidade ou nao linearidade fisica e geométrica do material, como mostrado

esquematicamente na Fig. 7.

4.3 Critério de Colapso

Como foi utilizado a andlise nao linear de segunda ordem, adotou-se neste trabalho o critério
de colapso da estrutura baseado na sua perda de rigidez, ou seja, a estrutura falha no momento
que sua rigidez atinge um valor significativamente baixo. Em outras palavras, o colapso ocorre
quando o equilibrio ndao pode ser satisfeito para o carregamento aplicado (BATHE, 1996).
Por se tratar de um método incrementeal, uma das maneiras de identificar esse momento
de colapso estrutural é com o grafico do deslocamento ||u|| pelo multiplicador do carregamento

A durante a andlise nao linear, como mostrado na Fig. 8.
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Figura 7 — Tipos de Analise Estrutural

Na 8, o ponto A indica o momento a partir do qual um incremento infinitesimal de carga
A faz com que o valor do deslocamento ||u|| tenda ao infinito, ou seja, nesse ponto a estrutura
perde a sua rigidez e acontece a falha estrutural.
Para identificar este ponto de falha A, foi entao definido o seguinte critério de colapso
estrutural
Sllull

Allw
b~ 2l <ac, (4.5)

com C, sendo uma contante elastica e @ um fator de falha. Assim, a estrutura estard segura
caso satisfaga a Eq.4.5 durante toda a andlise estrutural. Caso contrario, a estrutura falha e
o ponto A é o momento inicial onde a relagdo da Eq. 4.5 deixa de ser satisfeita.

Neste trabalho, o valor da constante C, foi calculado a partir da razao inicial de u; por
AL

| uy ||
A1

para os primeiros incrementos de carga, onde a estrutura ainda estd com um comportamento

C. =

(4.6)

linear, como mostrado na Fig. 9.
Para o valor do fator de falha «, adotou-se para todos os casos o a = 10, indicando que,
no momento onde a rigidez assumir um valor de 10% do valor inicial, serd considerado que a

estrutura falhou. Como mostrado na Fig.10, Fig.11 e na Fig.12 para uma trelica plana, viga
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Figura 8 — Anélise nao linear de uma Trelica Plana

e trelica espacial, respectivamente, a estrutura pode ter comportamentos diferentes da Fig.
8 durante a andlise estrutural.

Nas figuras 10, 11 e 12, inicialmente é mostrado (lado esquerdo das imagens) o diagrama
|lu|| x A sem considerar o critério de colapso definido na Eq. 4.5 e posteriormente (lado
direito das imagens) é mostrado o resultado onde a anédlise é interrompida quando o critério
de colapso da Eq. 4.5 é violado.

Vale ressaltar que, em todos os casos analisados, o valor de @ = 10 mostrou-se eficaz
para se obter o ponto de falha A e, além disso, evitou-se instabilidades numéricas observadas
quando a rigidez estrutural torna-se muito baixa.

Vale ressaltar ainda que, outro tipo de analise estrutural poderia ser utilizado, porém, o
critério de colapso deve se adequar a cada tipo de andlise. Por exemplo, no caso de utilizar
a analise linear de primeira ordem, o critério de colapso poderia ser feito com base nos
valores dos esforcos internos ou deslocamentos e comparados com os seus respectivos valores

admissiveis.
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Figura 9 — Valor da constante elastica de uma Trelica Plana
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Figura 10 — Ponto de colapso para uma Trelica Plana
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Figura 11 — Ponto de colapso para uma Viga
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Figura 12 — Ponto de colapso para uma Trelica Espacial



5 Implementacdao Computacional

Com relacao ao processo de implementacao computacional, todas as rotinas desenvolvidas
foram elaboradas no software Matlab e Mastan. A utilizagao do Matlab foi, principalmente,
pela sua grande capacidade de calculo, demonstrando-se capaz de simular de forma eficiente
todos os exemplos analisados, e por ser facilmente acoplado ao software Mastan.

Criado por McGuire, Gallagher e Ziemian (2000), o software Mastan é capaz de executar
diversos tipos de andlise estrutural (andlise linear/nao linear de primeira/segunda ordem,
andlise dinamica, entre outras) e podem ser simuladas a partir do software Matlab. Assim,
as estruturas foram criadas inicialmente no software Mastan e, posteriormente, simuladas
junta com o Matlab.

Com relagao as etapas do processo computacional, um fluxograma ilustrando o procedi-
mento realizado ¢ mostrado na Fig. 13 e todo o procedimento pode ser resumido nas seguintes

etapas:

e Etapa 1: a estrutura é modelada no software Mastan. As propriedades do material, as
cargas aplicadas, os tipos de apoios, a secao transversal e as dimensoes da estrutura sao

definidas nesse software, assim como o tipo de andlise estrutural que sera executada;

e Etapa 2: as varidveis aleatorias do problema sao definidas no Matlab. Com a estrutura
modelada, define-se quais sao as variaveis aleatorias do problema, atribuindo o valor
da média, desvio padrao e o tipo de distribuicao probabilistica para cada variavel
aleatoria. Além disso, define-se o grau k do polinomio que sera usado para construir a

funcao polinomial gg;

e Etapa 3: executa-se o método da expansao polinomial. Com o grau k do polindmio
e o numero de varidveis aleatorias ja conhecidos, os polinomios para cada variavel sao
criados, sendo feito a seguir o produto diadico entre todos eles. Por fim, os coeficientes
da funcao g, sao encontrados com o uso da integragdo numérica e do Método dos
Minimos Quadrados Continuo. Vale salientar que, para cada ponto de integracao, uma

analise estrutural é realizada automaticamente pelo Mastan;

e Etapa 4: a simulagao de Monte Carlo é realizada com a aproximagao polinomial gy,
o que permite um grande numero de simulagoes com baixo esfor¢co computacional,
encontrando o valor da probabilidade de falha P; e do coeficiente de confiabilidade

para a estrutura analisada.
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Com relagao ao custo computacional, pode-se dizer que as simulagoes estruturais ne-
cessarias para se determinar os coeficientes de g, na Etapa 3, sao responsaveis por quase
todo o custo computacional do procedimento completo. Assim sendo, com o uso de fungoes

polinomiais, o processo completo se torna menos custoso e a simulagao de monte carlo resulta

em baixo custo computacional.
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Figura 13 — Procedimento computacional
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6 Exemplos

Neste secao, alguns exemplos de analise de confiabilidade estrutural sao resolvidos pelo
método da expansao polinomial. A analise nao linear de segunda ordem foi aplicada em
todos os casos com a utilizagdo do software MASTAN. Com relacdo aos tipos de estruturas
analisados, escolheu-se a trelica e a viga.

A fungao performance adotada é dada por

g=XA—1 (6.1)

onde o A é o multiplicador da carga de colapso. Note que, neste caso, assume-se que a falha
estrutural ocorre quando o multiplicador da carga de colapso é menor que 1, ou seja, quando
a estrutura entra em colapso para uma carga menor que a carga total aplicada.

Nos exemplos analisados, o nivel de seguranca da estrutura foi mensurado usando o indice
de confiabilidade

B=0"1(1-P) (6.2)

sendo @71 a funcao densidade acumulada inversa da distribuicao normal. Neste caso, quanto
maior for o valor de 3, menor sera o valor da P;. A razao de substituir Py por 3 como
medida do nivel de seguranga estrutural ¢ para evitar trabalhar com valores pequenos de Py,

frequentemente encontrado nos casos de confiabilidade estrutural.

6.1 Exemplo 1: Trelica plana com 6 barras

O primeiro exemplo analisado se trata de uma treliga plana com 6 barras, biapoiada e sub-
metida a carga concentrada, como apresentada na Fig. 14. A estrutura é formada por perfis
I de aco, sendo utilizada a secao W150x13 para todas as barras.

O comprimento L e a 4rea A da secdo transversal de cada barra sao 800mm e 1620mm?,
respectivamente, o Momento de Inércia é I = 6160000mm* e Médulo de Plasticidade Z =
25400mm3. Além disso, foi adotado um coeficiente de Poisson v = 0.3.

As varidveis aleatorias adotadas neste exemplo sao o médulo de elasticidade F, a tensao
de escoamento f, ¢ a carga concentrada P. O tipo de distribuicao probabilistica, o valor da
média e do desvio padrao adotados para as essas variaveis aleatorias sao mostrados a seguir
na Tab. 4.

Essa estrutura foi escolhida pelo fato de que é possivel obter o valor de /3 analiticamente

e pela simulagao de Monte Carlo, como calculado anteriormente em Silva (2016) e Torii et
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Figura 14 — Exemplo 1: Trelica plana com 6 barras

Tabela 4 — Exemplo 1 : Varidaveis Aleatorias

Variavel Aleatoria Distribuicao Média Desvio Padrao

E(N/mm?) Normal 210000 20000
fy(N/mm?) Normal 345 35
P(N) Normal 215000 21500

al. (2016), servindo de parametro de comparagao e validagao para os valores obtidos pela
expansao polinomial.

A partir do equilibrio do sistema, a maior forga axial T nas barras da estrutura é T' = 2P
(barra na parte inferior esquerda). Consequentemente, a tensdo maxima na estrutura é dada
por o = 2P/A, onde o rompimento de uma barra levard ao colapso estrutural. Com isso,
o indice de confiabilidade considerando o colapso pode ser calculado analiticamente com a
funcéo de estado limite g = f,—2P/A, resultando em 8 = 1.8113 (HALDAR; MAHADEVAN,
2000).

Para efeito de comparagao dos resultados, foi feito a variacao do grau k do polindmio
adotado para a fungao gx(X) e do tamanho do incremento de carga A adotado em cada
analise nao linear, sendo mostrado na Tab. 5 os resultados obtidos para os valores de 3. O
nimero de analises estruturais nae também é apresentado na Tab. 5.

De acordo com os resultados de g da Tab. 5, percebe-se uma convergéncia dos resultados
obtidos com a expansao polinomial com aqueles obtidos analiticamente e por Monte Carlo em
, ficando a diferenga méxima em torno de 2.75% . Vale ressaltar que, o uso de um polinémio
de baixa ordem (k = 2) é suficiente para obter os resultados desejados, evitando o uso de um

polinomio de maior ordem k e de um maior esforco computacional.
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Tabela 5 — Exemplo 1 : Resultados de

k 2 3 4
A=0.1 1.8365 1.8099 1.8287
A =0.01 1.7695 1.7664 1.7615

nae* 27 64 125

*nae: ntmero de analises estruturais

A comparagao do esforco computacional foi medido pelo niimero de andlises estruturais
nae da funcao performance, que é o nimero de analises estruturais requeridas em cada
caso. Como consta na Tab. 5, os valores de nae indicam a ordem de grandeza do esforgo
computacional exigida no método da expansao polinomial.

Com relagdo ao tempo total computacional, o método da expansao polinomial demorou
aproximadamente 15 segundos (para nae = 27) enquanto que a aplicagao direta do Método
de Monte Carlo ao mesmo problema, realizada por Torii et al. (2016) e Silva (2016), demo-
rou aproximadamente 15 horas, ressaltando também a eficiéncia computacional do uso da

expansao polinomial.

6.2 Exemplo 2: Viga sujeita a carregamento distribuido uniforme-

mente

Neste exemplo, a viga sujeita a carregamento ¢ distribuido uniformemente foi analisada,
como mostrado na Fig. 15. A viga é constituida por perfil metdlico com comprimento
L = 5000mm, &rea da secao transversal A = 1910mm?, inércia I = 12800000mm?* e Médulo
de Plasticidade Z = 145000mmS3.

HHHHHHI
A

L

| |
[~ I

Figura 15 — Exemplo 2: Viga uniformemente distribuida

Como variaveis aleatérias, adotaram-se o médulo de elasticidade F, a tensao de escoa-

mento f, e a intensidade da carga distribuida ¢. O tipo de distribuicao probabilistica, o
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valor da média e do desvio padrao adotados para as essas variaveis aleatorias sao mostrados

a seguir na Tab. 6.

Tabela 6 — Exemplo 2 : Varidveis Aleatorias

Variavel Aleatéria Distribuicao Média Desvio Padrao

E(N/mm?) Normal 210000 2000
Jy(N/mm?) Normal 250 25
q(N/mm) Normal 15 1.25

A viga foi subdividada e modelada com 10 elementos finitos, adotando-se um modelo de
viga plana e realizando uma analise estrutural nao linear de segunda ordem. Para comparagao
dos resultados, variou-se o grau k do polinomio adotado para a fungao gi(X) e o tamanho
do incremento de carga A adotado em cada analise, sendo mostrado na Tab. 7 os resultados

obtidos para os valores de /3.

Tabela 7 — Exemplo 2 : Resultados de 8

k 2 3 4
A=0.1 1.8094 2.0050 2.0347
A =0.01 0.9543 0.9562 0.9681

A = 0.001 0.9372 0.9399 0.9381
nae* 27 64 125

*nae: ntmero de anilises estruturais

A partir dos resultados da Tab. 7, para o incremento de carga A = 0.1, percebe-se que
os valores de 8 nao convergem para um tnico resultado, alcancando um erro de 12.5%, e nao
convergem para os resultados encontrados para A = 0.01 e A = 0.001.

Essa nao convergéncia é explicada pelo incremento de carga A = 0.1 ser considerado
grande para a analise nao linear realizada. Em alguns casos, devido ao incremento ser muito
alto, a estrutura falha em um ponto diferente da realidade, podendo ser antes ou depois do
ponto de falha adotado nesse trabalho.

No entanto, para o incremento de carga A = 0.01, a andlise estrutural é mais precisa e os
valores de 3 apresentam uma convergéncia nos resultados, com um erro maximo de 1.43%.

Para mostrar mais seguranca nos resultados de (3, neste exemplo foi feito ainda a analise
estrutural para A = 0.001, percebendo-se também uma convergéncia com os resultados
obtidos para a situacao de A = 0.01, com um erro maximo de aproximadamente 3.2%.

Vale salientar que, assim como ocorreu no exemplo anterior, os resultados da Tab. 7
mostram que o uso de um polinémio de baixa ordem (k = 2) é suficiente para se obter os

resultados desejados, resultando em pouco esfor¢o computacional.



CAPITULO 6. EXEMPLOS 36

6.3 Exemplo 3: Trelica espacial de 18 barras

Neste terceiro exemplo foi analisado uma trelica espacial composta por 18 barras tubulares,
como apresentado na Fig. 16. Todas as barras possuem é&rea A = 59.6903mm?, inércia [ =
2700.9843mm*, Médulo de Plasticidade Z = 45.1667mm? e comprimentos L, = L, = 400mm
¢ L, = 100mm. O mdédulo de elasticidade I, a tensao de escoamento f, ¢ a carga concentrada
P foram adotadas como variaveis aleatérias, com média e desvio-padrao mostrados na Tab.
8.

Figura 16 — Exemplo 3: Trelica Espacial

Tabela 8 — Exemplo 3 : Varidveis Aleatérias

Varidvel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio Padrao

E(N/cm?) Normal 210000 20000
fy(N/em?) Normal 350 30
P(N) Normal 750000 100000

A andlise estrutural nao linear também foi realizada neste exemplo, adotando-se um
modelo de treliga espacial. Os resultados obtidos para os valores de [ estao mostrados na
Tab. 9, onde foi feito uma variagao do grau k do polinomio adotado para a func¢ao gi(X) e

do tamanho do incremento de carga A.
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Tabela 9 — Exemplo 3 : Resultados de 3

k 2 3 4
A=0.1 1.9540 1.9065 1.8810
A =0.01 1.8903 1.8580 1.8577

nae* 27 64 125

*nae: ntmero de analises estruturais

Com os resultados da Tab. 9, contata-se que os valores de [ convergiram para ambos
os incrementos, com uma diferenca maxima de aproximadamente 4.9%, mostrando a eficacia
do uso da expansao polinomial no calculo da probabilidade de falha estrutural. Ademas, da
mesma forma que aconteceu nos exemplos anteriores, o uso de um polinémio de baixa ordem
(k = 2) é suficiente e preciso para obter os valores de 3.

Ademais, para verificar o comportamento e a eficicia do uso da expansdo polinomial para
outros tipos de distribuig¢oes probabilisticas diferente da Distribuicao Normal, neste exemplo
também foi empregado a Distribuigao Uniforme, mantendo as mesmas variaveis aleatorias,
média e desvio padrao apresentados na Tab. 8. Os resultados obtidos para os valores de
estao mostrados na Tab. 10, onde também foi constatado uma convergencia entre os valores

de (8 para uma distribuicao diferente da Normal.

Tabela 10 — Exemplo 3 : Resultados de 3 para Distribuicao Uniforme

k 2 3 4
A=0.1 2.0298 1.9555 2.0522
A =0.01 1.9160 1.9021 1.9076

nae* 27 64 125

*nae: ntmero de anilises estruturais



7 Conclusoes

O presente trabalho se refere a andlise de confiabilidade estrutural com o uso da expansao
polinomial para diferentes tipos de estruturas. A formulacao proposta baseou-se em substituir
a funcao original do problema por polinomios através do Método dos Minimos Quadrados
Continuo.

A anadlise estrutural foi feita usando o software Mastan. Os exemplos numéricos indi-
cam que resultados satisfatérios podem ser obtidos com pouco esfor¢co computacional em
comparagao com o método de Monte Carlo.

A diminui¢ao do esfor¢o computacional ¢ do tempo total gasto sao explicados, princi-
palmente, pela diminuicao da quantidade de analise estrutural realizada no Mastan. Nos
exemplos estudados, 27 andlises estruturais foram suficientes para se obter resultados satis-
fatérios, enquanto que pelo método de Monte Carlo seriam necesséarias aproximadamente 10°
analises estruturais.

Para efeito comparativo, usando g o tempo total gasto ficou na ordem de segundos e mi-
nutos, enquanto que na utilizagao de g demoraria na ordem de horas e dias. Essa diminuigao
no tempo se deve também ao uso de polinomios, pois, do ponto de vista computacional, o
calculo de polinomios é algo que pode ser feito de maneira rapido e com pouco esforco.

Além disso, percebe-se uma convergencia dos resultados finais com o uso de polinomios
de baixa ordem, resultando também em menos custo computacional. Com o intuito de
expandir o campo de atuagao e conhecimento desta dissertagao, futuros trabalhos poderao

ser realizados com a aplicagao do método aqui estudado, entre os quais estao:

Utilizagao de outros tipos de estruturas;

Simular a estrutura em outros programas de anélise estrutural (Ansys, Abaqus, entre

outros);

Inclusdo de outras fungoes de distribui¢ao probabilistica;

Definir outras variaveis aleatérias;

Aplicar outro tipo de andlise estrutural, com seu respectivo critério de colapso;

Otimizar estruturas bascada em confiabilidade usando expansao polinomial.
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