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"Imagination is more important than knowledge. For knowledge is
limited to all we now know and understand, while imagination

embraces the entire world, and all there ever will be to know and
understand"

— Albert Einstein



Resumo

O foco dessa dissertação é a obtenção de soluções tipo defeitos em Teoria de Campos.
Defeitos topológicos são soluções localizadas que possuem energia finita. Iniciaremos
nossa discussão para modelos de um campo escalar real, com termo canônico em (1+1)
dimensões do espaço-tempo. Daremos continuidade fazendo uma generalização desse
formalismo e obteremos as equações de campo para modelos com dinâmica não-usual.
Soluções de modelos generalizados são chamados de k-defeitos e geralmente são bastante
diferentes das soluções dos modelos usuais.

Palavras-chave: campo escalar; defeitos topológicos; dinâmica generalizada.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to obtain defects solutions in Field Theory. Topolo-
gical defects are localized solutions with finite energy. We begin the discussion for models
with one real scalar field with standard lagragian in (1+1) spacetime dimensions. We
generalize this formalism to obtain field equations for models with no standard dynamics.
Solutions of generalized models are called k-defects and are distinct of the solutions of
the standard model.

Keywords: scalar field; topological defects; generalized dynamics.
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Capítulo 1

Introdução

Um defeito topológico pode ser entendido como uma região de transição entre dois
possíveis estados de um sistema que detêm o mesmo valor de energia mínima [1, 2, 3, 4].
Um exemplo didático é imaginarmos uma flor que possua duas cores, podemos associar
cada cor como um estado possível e entre as duas cores existirá uma região de conflito,
que não saberemos dizer em qual cor está, essa faixa de transição tem um custo energético
e é chamado de defeito topológico [5].

Usaremos Teoria de Campos para investigar defeitos topológicos, em particular com
um campo escalar real, o campo mais simples, que tem grande importância por possuir
diversas aplicações em vários ramos da física. Defeitos topológicos podem ser encontrados
na cosmologia, onde surgem naturalmente na transição de fase do universo primordial
[6, 7] e na matéria condensada para descrever interfaces em matériais [8, 9], como por
exemplo em espumas [10, 11] e em crescimento de grãos [12].

Geralmente, os defeitos estão associados a alguma quebra de simetria que dá origem a
um conjunto não trivial de estados degenerados. Modelos em Teoria de Campos descritos
por um campo escalar real, têm soluções topológicas estáveis em apenas (1+1) dimensões
no espaço-tempo, como foi mostrado por Derrick [13]. Focaremos nossa análise em obter
soluções em (1+1) dimensões e iremos distinguir dois tipos de soluções possíveis, os
kinks e os lumps, que podem ser determinadas a partir da contrução de uma corrente
topológica conservada, onde sua forma depende da dimensão espaço-temporal e do modelo
em questão [14, 15].

Em 1998, por meio de observações astronômicas [16, 17], constatou-se que o universo
está em expansão acelerada. O fato do universo estar acelerado contraria a lei da gra-
vitação universal, onde os corpos exercem apenas forças atrativas. Uma das explicações
de que se tem para essa expansão acelerada é devido a um componente estranho, que
chamamos de energia escura [18]. Dentre as diversas descrições teoricas para a energia
escura, podemos citar k-inflação e k-essência [19, 20, 21], com modelos dados por lagran-
gianas não usuais. Soluções topológicas encontrados para esses modelos, são chamados
de k-defeitos [22].

Estudaremos modelos de campos escalares com dinâmica não-canônica, escrevendo a
densidade lagrangiana de uma forma geral L(φ,X), como realizado em [23, 24]. Veremos
que as equações de movimento serão mais complicadas e que a equação de estabilidade
não será mais do tipo Schödinger, e sim de uma forma geral Sturm-Liouville. Vamos
ver também que o teorema de Derrick continuará válido para essa generalização. Os
modelos generalizados normalmente possuem soluções com comportamento distintos do
modelo usual. Entretanto, existem modelos que têm comportamentos semelhantes ao do
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CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 2

modelo usual, como soluções, densidade de energia e estabilidade linear. Por essa razão,
chamamos de modelos gêmeos [25, 26, 27].

Essa dissertação está organizada da seguinte maneira: no capítulo 2, introduzimos o
embasamento teórico de como obter as equações de movimento para um campo escalar
real a partir do princípio da mínima ação e uma breve análise sobre uma quantidade
conservada, o tensor energia-momento. Apresentaremos um método para obter equações
de primeira ordem com soluções de energia mínima. Ainda nesse capítulo discutiremos a
estabilidade linear dessas soluções, seguido de vários exemplos de modelos que suportam
soluções topológicas e não-topológicas. Por fim, discutiremos o método da deformação.

Os capítulos 3 e 4 serão dedicados as teorias com dinâmica generalizada que suportam
defeitos topológicos. No capítulo 3, desenvolveremos o formalismo dessa generalização em
(1+1) dimensões, comparando sempre com a teoria usual, que é um caso dessa generali-
zação. Finalizamos esse capítulo com alguns exemplos. Já no capítulo 4, introduziremos
um novo modelo que possui as mesmas equações de movimentos do modelo usual. En-
tretanto, essa teoria se diferencia em muitos outros aspectos do modelo usual.

Finalizaremos no capítulo 5 com as conclusões e comentários acerca dessa dissertação.
Ao longo dessa dissertação utilizaremos a notação padrão de tensores e a convenção

de soma de Einstein. As coordenadas do espaço-tempo no espaço de Minkowski em
(D,1) dimensões espaço-temporal são representados por xµ = (t,xi), para i = 1,2, ...,D,
com tensor métrico gµν , onde g00 = 1, g11 = g22 = ... = gDD = −1 e gµν = 0 para µ 6= ν.
Quanto as unidades, usaremos o sistema de unidades naturais, onde a constante de Planck
reduzida (}) e a velocidade da luz (c), possuem valores unitário (} = c= 1).



Capítulo 2

Campos Escalares e Soluções de Defeitos

Teorias de Campos podem ser descritas pela formulação lagrangiana, onde as equações
de movimento são obtidas com o uso do método variacional [28, 29, 30]. Os campos esca-
lares são representados por uma função genérica φ= φ(xµ), que é uma função do espaço
e do tempo. Campos escalares reais possuem uma transformação de simetria que deixam
a ação invariante, desde que a lagrangiana não dependa explicitamente das coordenadas
do espaço-tempo. Essa transformação de simetria implica numa lei de conservação.

Usaremos campos escalares para descrever defeitos topológicos em uma dimensão
espacial. Conseguiremos obter soluções que tem características topológicas e outras não,
que se diferenciarão em diversos aspectos.

2.1 Modelo de um Campo Escalar Real

A densidade lagrangiana L, para um único campo escalar real, é uma função do campo
φ= φ(xµ) e de suas derivadas ∂µφ= ∂φ/∂xµ, com ação dada por:

S =
∫
dD+1xL(φ,∂µφ) (2.1)

onde a integração é realizada em todo o espaço-tempo. O requerimento básico da densi-
dade lagrangiana é que seja um escalar de Lorentz.

A partir do princípio da mínima ação, temos a equação de movimento:

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= ∂L
∂φ

(2.2)

Podemos usar o teorema de Noether [31] para fazer uma transformação infinitesimal
nas coordenadas do campo, do tipo x′µ = xµ+ δxµ e obter uma quantidade conservada,
já que o campo é invariante por translação devido a homogeneidade do espaço-tempo.
Essa quantidade é chamada de tensor energia-momento e tem a forma:

Tµν = ∂L
∂(∂µφ)∂

νφ−gµνL (2.3)

temos que ∂νTµν = 0. O tensor energia-momento é simétrico sob permutação de índices,
ou seja Tµν = T νµ.

A densidade lagrangiana para o modelo usual pode ser escrita como:

3



2.1 MODELO DE UM CAMPO ESCALAR REAL 4

L= 1
2∂µφ∂

µφ−V (φ) (2.4)

onde V (φ) é a densidade potencial, que por conveniência vamos chamá-lo apenas de
potencial e é função do campo escalar φ. Essa densidade lagrangiana é real, invariante
de Lorentz e quadrático nas derivadas.

A equação de movimento (2.2), para o modelo usual (2.4) será:

∂µ∂
µφ+Vφ = 0 (2.5)

onde Vφ = dV/dφ.
O tensor energia-momento (2.3) relacionado as soluções da equação de movimento

(2.5), é dado por:

Tµν = ∂µφ∂νφ−gµνL (2.6)

onde a componente T 00 é a densidade de energia da solução:

T 00 = ρ= 1
2

(
∂φ

∂t

)2
+ 1

2 (∇φ)2 +V (φ) (2.7)

e cada termo caracteriza uma contribuição para densidade de energia:

ρC = 1
2

(
∂φ

∂t

)2
, ρG = 1

2 (∇φ)2 e ρP = V (φ) (2.8)

que são as densidades de energia cinética, gradiente e potencial, respectivamente. As
componentes T 0i é o fluxo de energia na direção i e T i0 é a densidade de momento da
componente i, ambas com mesmo valor:

T 0i = T i0 =−∂φ
∂t

∂φ

∂xi
(2.9)

As componentes restantes, T ij , é o fluxo da componente i do momento na direção j,
também conhecido como tensor das tensões. Se i= j, temos a pressão:

T ii = pi = 1
2

(
∂φ

∂t

)2
+
(
∂φ

∂xi

)2
− 1

2 (∇φ)2−V (φ) (2.10)

que é a tensão normal na direção i, também chamado de estresse ou apenas de tensão.
Para i 6= j, temos a tensão de cisalhamento:

T ij = ∂φ

∂xi
∂φ

∂xj
(2.11)

Escrevendo a conservação do tensor energia momento, ∂νTµν = 0, em componentes:

∂0T
µ0 +∂iT

µi = 0 (2.12)
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obtemos um conjunto de D+1 equações de continuidade, onde indentificamos o Tµ0 como
a densidade e o Tµi como o fluxo. Em três dimensões espaciais:

dQ

dt
=−

∫
V
d3x∇·~j =−

∮
S
d2xn̂ ·~j (2.13)

onde n̂ é o vetor normal à superfície S que delimita o volume V . Fazendo uma integra-
ção em todo o espaço, obtemos uma quantidade conservada Q ≡

∫
d3xTµ0, desde que o

fluxo ~j ≡ Tµi, desaparaça suficientemente rápido no infinito. Para ν = 0, a quantidade
conservada é a energia e temos a conservação do momento para µ= j, com j = 1,2 e 3.

2.2 Defeitos Topológicos e Não-Topológicos

Em teoria de campos, um dos modelos mais conhecidos da literatura é o modelo λφ4.
Esse modelo gera o fenômeno conhecido como quebra espontânea de simetria [32, 33, 34]
e possui a forma:

V (φ) = 1
2µφ

2 + 1
4λφ

4 (2.14)

onde µ e λ são constantes reais. Em unidades naturais, a ação é adimensional e as
coordenadas espaço-temporais terão dimensão de inverso da energia. Dessa maneira, em
(D,1) dimensões espaço-temporal, o campo terá dimensão de energia elevado à potência
(D−1)/2, ou simplismente dimensão (D−1)/2. O potencial deve ter dimensão (D+1),
com isso, µ e λ terão dimensão 2 e 3−D, respectivamente.

(a) Para µ > 0 e λ > 0. (b) Para µ < 0 e λ > 0.

Figura 2.1: Potencial do modelo λφ4, dado pela equação (2.14).

Esse potencial tem simetria discreta de reflexão φ→−φ, ou simetria Z2. Para µ e
λ > 0, o potencial terá mínimo em φ = 0 e massa clássica m2 = µ, ilustrado na Figura
2.1(a). Já para µ < 0 e λ > 0, o potencial terá dois mínimos, em φ = ±

√
−µ/λ, como
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mostrado na Figura 2.1(b). O surgimento de dois mínimos degeneralizados, ocasiona o
fenômeno da quebra espontânea de simetria. A massa clássica parece ser imaginária,
porém, ela é bem definida e é dada por:

m2 = d2V

dφ2

∣∣∣∣∣∣
φ=±
√
−µ/λ

=−2µ (2.15)

nos mínimos do potencial. Afim de fazer uma análise do fenômeno da quebra espontânea
de simetria, escolhemos um dos mínimos φ=±

√
−µ/λ, na escolha do mínimo deixamos

o modelo bem definido, porém, quebramos a simetria existente. Uma maneira de consta-
tarmos esse acontecimento é fazendo um deslocamento φ→ φ±

√
−µ/λ e substituirmos

no potencial (2.14):

V (φ) =−µφ2±
√
−µλφ3 + 1

4λφ
4− 1

4
µ2

λ
(2.16)

esse modelo tem a massa clássica bem definida, mas não tem mais a simetria Z2, por
causa do termo cúbico em φ, dizemos então que a simetria foi quebrada espontaneamente
ao fazermos a escolha de um mínimo.

Em (1+1) dimensões espaço-temporal, a equação de movimento (2.5) torna-se:

∂2φ

∂t2
− ∂

2φ

∂x2 +Vφ = 0 (2.17)

como estamos procurando defeitos topológicos, nos interessa apenas as soluções estáticas,
φ= φ(x), a equação (2.17) se reduz a:

φ′′ = Vφ (2.18)
onde φ′′ = d2φ/dx2. A invariância relativística da teoria permite obtermos soluções de
onda viajante para o campo, com velocidade constante v. Obtemos a solução de onda
viajante fazendo a substituição x→ γ(x−vt), onde γ = (1−v2)−1/2 é o fator de contração
de Lorentz. Logo, se existir um campo φ = φ(x), que resolva a equação de movimento
(2.18), existirá uma solução do tipo onda viajante que satisfaz a equação (2.17).

Para o caso estático unidimensional, as únicas componentes não-nula do tensor energia-
momento (2.6), serão a densidade de energia e o estresse, dados respectivamente por:

ρ= 1
2φ
′2 +V (φ) (2.19a)

p= 1
2φ
′2−V (φ) (2.19b)

com φ′ = dφ/dx. O primeiro e o segundo termo da densidade de energia (2.19a), represen-
tam as densidades de energia gradiente e potencial, respectivamente. A energia é obtida
pela integração em todo o espaço:

E =
∫ +∞

−∞
dxρ=

∫ +∞

−∞
dx
[1
2φ
′2 +V (φ)

]
(2.20)
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Soluções estáticas e uniformes, satisfazem a equação:

Vφ = 0 (2.21)

onde simbolizamos essas soluções como φ̄i, que são extremos do potencial Vφ(φ̄i) = 0.
Além disso, para que tenha relevância física, elas devem ser raízes do potencial, V (φ̄i) = 0,
pois, como não tem dinâmica, a energia (2.20) deve ser nula.

Já as soluções estáticas, φ= φ(x), devem satisfazer as seguintes condições:

lim
x→±∞

φ(x) → vi (2.22a)

lim
x→±∞

φ′(x) → 0 (2.22b)

onde vi são mínimos do potencial. Caso contrário, teremos divergência nas energias
potencial e gradiente. A condição (2.22a) estabelece que nos extremos o campo deve ser
um dos zeros do potencial, podemos analisar melhor essa condição a partir da definição
da corrente topológica [4, 14]:

jµT ≡ ε
µν∂νφ (2.23)

onde εµν é o símbolo de Levi-Civita e essa corrente é conservada, ∂µjµT = 0. Para as
soluções estáticas, apenas a componente temporal permanece, podendo ser integrada em
todo o espaço para obtermos a carga topológica:

QT = φ(x→∞)−φ(x→−∞) (2.24)

analisamos o comportamento assintótico das soluções estáticas a partir da carga topoló-
gica, nos permitindo diferenciar dois tipos de soluções: soluções topológicas e soluções
não-topológicas.

As soluções topológicas, também conhecida como kinks, têm limites assintóticos,
φ(x→−∞) e φ(x→∞) distintos, fazendo com que tenham uma carga topológica não-
nula. Soluções como essas se iniciam em um valor e crescem ou decrescem até um outro
valor.

As soluções não-topológicas, também conhecida como lumps, tendem assintoticamente
ao mesmo valor, φ(x→−∞) = φ(x→∞), resultando numa carga topológica nula. So-
luções como essas se iniciam em um valor, crescem ou decrescem até um outro valor,
denominado como ponto de retorno e decrescem ou crescem até o valor inicial.

Pelo método da quadratura, podemos reduzir a equação de movimento de segunda
ordem (2.18), para uma equação de primeira ordem. Multiplicando a equação (2.18) por
φ′ e fazendo uma integração, obtemos:

φ′ =±
√

2(V (φ) +C) (2.25)

onde C é uma constante de integração. Se substituirmos a equação (2.25) na equação da
energia para soluções estáticas (2.20), teremos:
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E = 2
∫ +∞

−∞
dxV (φ(x)) +

∫ +∞

−∞
dxC (2.26)

dessa maneira a energia irá divergir, tomamos C = 0 para que tenhamos energia finita,
reduzindo assim a equação (2.25) para φ′ = ±

√
2V . A energia (2.20) pode ser reescrita

como:

E = 2
∫ +∞

−∞
dxV (φ(x)) =

∫ +∞

−∞
dxφ′2(x) (2.27)

nota-se que a contribuição da energia gradiente é equivalente a contribuição da energia
potencial. Comparando a equação (2.25) com a equação (2.19b), identificamos a constante
C como o estresse da solução. Como C = 0, concluimos que soluções com energia finita
têm estresse nulo. Obtemos essa mesma restrição pelo teorema de Derrick, que será
apresentado posteriormente.

2.3 Soluções BPS

Existe um método muito eficiente para se obter soluções de defeitos topológicos, esse
método foi desenvolvido por Bogomol’nyi [35], cujas soluções são chamadas de soluções
BPS, em homenagem aos físicos Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield [35, 36].

Para potenciais não negativos podemos escrever o potencial como função de W (φ):

V (φ) = 1
2W

2
φ (2.28)

onde Wφ = dW/dφ. W =W (φ) são funções contínuas do campo escalar, denominada de
superpotencial e estão relacionadas com a descrição de setores bosônicos reais em teorias
supersimétricas [37, 38, 39, 40], como veremos ao fazer o estudo da estabilidade linear
das soluções.

Podemos reescrever a equação de movimento (2.18), como:

φ′′ =WφWφφ (2.29)
e a energia (2.20), como:

E = 1
2

∫ +∞

−∞
dx
[
φ′

2 +W 2
φ

]
(2.30)

completando o quadrado, teremos:

E =
∫ +∞

−∞
dx

[
1
2
(
φ′∓Wφ

)2
± dφ
dx

dW

dφ

]
= 1

2

∫ +∞

−∞
dx
(
φ′∓Wφ

)2
+EB (2.31)

onde:

EB = ∆W = |W (φ(x→∞))−W (φ(x→−∞))| (2.32)
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é chamada de energia de Bogomol’nyi. Ela depende apenas dos limites assintóticos do
campo e ainda é o menor valor da energia, desde que:

φ′∓Wφ = 0 ⇒ φ′ =±Wφ (2.33)

essas equações resolvem a equação de movimento (2.18) e são chamadas de equações
BPS. Obtemos a função W (φ) integrando a equação (2.28) e descartamos a constante de
integração por não ser necessário para nossos estudos, já que estamos interessados apenas
na diferença da equação (2.32).

Observa-se que além de termos uma equação diferencial de primeira ordem para resol-
vermos ao invés de uma de sergunda ordem, ainda minizamos a energia e ela dependerá
apenas dos valores assintóticos das soluções, ou seja, podemos determinar o valor da
energia das soluções sem sabermos sua forma explícita.

2.4 Teorema de Derrick

O teorema de Derrick examina as condições necessárias para a estabilidade das solu-
ções estáticas [13]. O teorema diz que só existem soluções estáticas de energia finita em
uma dimensão espacial e para um caso particular em duas dimensões.

Para uma teoria de campo escalar em D dimenões espaciais com densidade lagrangi-
ana:

L= 1
2∂µφ∂

µφ−V (φ) (2.34)

e solução estática, φ= φ(xi), que satisfaz a equação de movimento:

∇2φ= Vφ (2.35)

com energia:

E =
∫ +∞

−∞
dDx

[1
2(∇φ)2 +V (φ)

]
= EG+EP (2.36)

onde EG e EP são as energias gradiente e potencial, respectivamente.
A solução estática, φ= φ(xi), deve ser estável para qualquer tipo de variação, inclusive

para mudanças de escala. Vamos considerar a solução reescalada da seguinte maneira:

φλ(xi) = φ(λxi) (2.37)

a solução é contraída para λ > 1 e dilatada para λ < 1. Teremos a energia da solução
reescalada Eλ, dada por:

Eλ =
∫ +∞

−∞
dDx

[1
2(∇φλ)2 +V (φλ)

]
(2.38)

onde Eλ|λ=1 = E. Fazendo uma mudança de variável de λxi para xi, obtemos:
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Eλ = λ2−DEG+λ−DEP (2.39)
essa expressão deve ser mínima para λ= 1, logo:

∂Eλ
∂λ

∣∣∣∣∣∣
λ=1

= (2−D)EG−DEP = 0 (2.40)

como já se sabe, EG e EP são não negativas e em uma dimensão espacial (D = 1),
conseguimos satisfazer a equação (2.40), já que EG = EP . A partir de duas dimensões
espaciais (D ≥ 2), não conseguimos mais cumprir essa exigência, apenas para o caso
especial em duas dimensões, quando EP = 0. Podemos fazer o teste da derivada segunda
para verificarmos se Eλ|λ=1 é mínimo:

∂2Eλ
∂λ2

∣∣∣∣∣∣
λ=1

= (2−D)(1−D)EG+D(1 +D)EP ≥ 0 (2.41)

em D = 1 ficamos com ∂2Eλ
∂λ2

∣∣∣∣
λ=1

= 2EP > 0, comprovando que a solução é estável por
mudança de escala. Podemos reescrever a equação (2.40) para D = 1, como:

∂Eλ
∂λ

∣∣∣∣∣∣
λ=1

=
∫ +∞

−∞
dx

1
2

(
dφ

dx

)2
−V (φ)

=
∫ +∞

−∞
dxp= 0 (2.42)

concluimos que teremos soluções estáveis por reescala apenas para estresse nula. Através
de outra argumentação chegamos a mesma exigência já mencionada, da condição de
estresse nulo das soluções.

2.5 Estabilidade Linear

Defeitos topológicos geralmente são estruturas estáveis, porém, podemos fazer um
procedimento para fazer essa análise. Esse procedimento consiste em executar pequenas
pertubações em torno da solução estática, vamos considerar a solução pertubada como:

φ(x,t) = φ0(x) +η(x,t) (2.43)
onde φ0(x) é a solução estática e η(x,t) a pertubação. Substituindo na equação de movi-
mento (2.17) e fazendo uma expansão de Taylor no potencial V (φ) em torno da solução,
mantendo apenas a contribuição linear em η, já que trata-se de pequenas pertubações,
obtemos:

∂2η

∂t2
− ∂

2η

∂x2 + d2V

dφ2

∣∣∣∣∣∣
φ0(x)

η = 0 (2.44)

uma equação diferencial parcial de segunda ordem. Utilizamos o método de separação de
variáveis e escrevemos η(x,t) como combinação linear:
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η(x,t) =
∑
n
ηn(x)cos(ωnt) (2.45)

para reescrevermos a equação (2.44) como:[
− d2

dx2 +U(x)
]
ηn(x) = ω2

nηn(x) (2.46)

onde:

U(x)≡ d2V

dφ2

∣∣∣∣∣∣
φ0(x)

(2.47)

é chamado de potencial de estabilidade pelo fato de fazer o mesmo papel do potencial da
equação de autovalores de Schrödinger na mecânica quântica. Apesar de ser um análogo
aos problemas da mecânica quântica, todo o tratamento desse trabalho envolve apenas
fenômenos clássicos. Pela condição (2.22a), sabemos que a solução tende para os mínimos
do potencial no limite em que x→±∞, fazendo com que o potencial de estabilidade (2.47)
tenda para os valores das massas clássica nos mínimos que a solução liga.

Podemos reescrever a equação tipo Schrödinger (2.46), como:

Hηn(x) = ω2
nηn(x) (2.48)

onde:

H =− d2

dx2 +U(x) (2.49)

os autovalores da equação (2.48) devem ser não-negativos, pois, para autovalores negati-
vos, teremos um argumento imaginário no cosseno, tornando-se um cosseno hiperbólico,
que ao evoluir no tempo, o termo da pertubação divergirá, violando o fato de ser pequenas
pertubações, para esses casos dizemos que as soluções são instáveis.

Em toda equação (2.48) vai existir um estado com autovalor zero, decorrente da
invariância translacional da teoria, chamado de modo zero ou modo translacional [41]. O
modo zero não contribui para a energia da solução pertubada e pode ser obtido derivando
a equação de movimento (2.18) em relação a x:[

− d2

dx2 +U(x)
]
φ′0(x) = 0 (2.50)

identificamos a derivada da solução estática com respeito a variável como o modo zero:

η0(x) =Nφ′0(x) (2.51)

onde N é uma constante de normalização. Uma maneira de entender a ocorrência do
modo zero é levando em consideração que se φ0(x) é solução da equação de movimento
então φ0(x+x0) também é, expandindo φ0(x+x0) = φ0(x)+x0φ′0(x) e comparando com
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(2.43), notamos que φ′0(x) é uma pequena pertubação com autovalor zero. O modo zero é
útil para identificarmos a estabilidade das soluções, se o modo zero possuir nó, saberemos
que ele não corresponde ao estado de menor autovalor [42], nesse caso, têm-se autovalor
negativo.

Para potencias não-negativos, existem as soluções do tipo BPS. A estabilidade desses
estados podem ser mostradas de maneira geral quando reescrevemos o H da equação
(2.49), com uso da equação (2.28), como:

H =− d2

dx2 +W 2
φφ+WφWφφφ (2.52)

onde o potencial de estabilidade toma forma, U(x) = W 2
φφ +WφWφφφ, com φ = φ0(x)

dado pela solução estática. A motivação para escrevermos o H dessa maneira é porque
podemos fatorá-lo com uso dos operadores:

S± =− d

dx
±Wφφ (2.53)

e construir H+ e H− parceiros supersimétricos [37]:

H± = S†±S± (2.54)

O H+ reproduz o H da equação (2.49), com potencial de estabilidade, U+(x) = W 2
φφ +

WφWφφφ, e o potencial do seu respectivo parceiro supersimétrico H−, como U−(x) =
W 2
φφ−WφWφφφ. Como conseguimos fatorar o operador H, garantimos que ele é não-

negativo, logo não possuirá autovalores negativos:

ω2
n = 〈ηn|H |ηn〉= 〈ηn|S†S |ηn〉=

∑
m
〈ηn|S† |ηm〉〈ηm|S |ηn〉

=
∑
m
〈ηn|S |ηm〉∗ 〈ηm|S |ηn〉=

∑
m
|〈ηn|S |ηm〉|2 ≥ 0 (2.55)

as soluções BPS sempre serão soluções estáveis.
Podemos determinar o modo zero com uso do superpotencial W (φ). Se fizermos

S±η0 = 0, satisfazemos H±η0 = S†±S±η0 = 0 e podemos escrever:

dη0
dx

=±Wφφη0 ⇒ η0 =N exp
(
±
∫ x

dxWφφ

)
(2.56)

temos ainda uma forma alternativa de escrevermos o modo zero, fazendo uso das equações
(2.33) e (2.51):

η0 =±NWφ (2.57)

Geralmente, em modelos descritos por campos escalares, soluções topológicas são
estáveis, como defeitos do tipo kink e soluções não-topológicas são instáveis, como defeitos
do tipo lump.
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2.6 Exemplos de Soluções Topológicas

Soluções topológicas ou simplismente kinks, são funções que vão de um valor a outro,
possuindo assim uma carga topológica. Chamamos os setores que suportam kinks de
setores topológicos. Pelo fato do modelo (2.4) ser invariante por paridade, num mesmo
setor topológico existirá duas soluções tipo kink com valores assintóticos invertidos.

Como os kinks são soluções monotônicas, sua derivada não troca de sinal, a equação
de primeira ordem (2.33), pode ser dividida em duas:

φ′ =Wφ ou φ′ =−Wφ (2.58)

uma para o kink e a outra para o que denominaremos de antikink. Podemos integrar a
equação acima e obter:

x−x0 =±
∫ dφ

Wφ
=±G(φ) (2.59)

onde x0 é uma constante de integração e caracteriza o centro da solução. Como os modelos
a serem estudados apresentam invariância translacional, o centro da solução é arbitrário,
centralizamos a solução na origem, ou seja, x0 = 0. Sempre que possível, tomamos a
inversa da função G(φ) e obtemos a solução estática:

φ(x) =±G−1(x) (2.60)

para o sinal positivo nossa solução é monotonicamente crescente (kink) e para o sinal
negativa, monotonicamente decrescente (antikink). A seguir iremos mostrar exemplos de
modelos que suportam soluções topológicas.

2.6.1 Modelo φ4

O modelo φ4 com quebra espontânea de simetria, pode ser escrito de maneira mais
simplificada, de maneira que o potencial toma a forma:

V (φ) = 1
2(1−φ2)2 (2.61)

esse pontecial tem mínimos em φ=±1 e um máximo local em φ= 0, como pode ser visto
na Figura 2.2(a). Com massas clássica m2 = 4, para ambos os mínimos.

A equação de movimento (2.18) para esse modelo é dada por:

φ′′ = 2φ(φ2−1) (2.62)

com soluções uniformes φ̄± = ±1, que satisfazem as condições de serem mínimos do
potencial e terem energia nula.

Para determinarmos as soluções estáticas vamos fazer uso da equação (2.59):

x=±G(φ) =±
∫ dφ

1−φ2 =± arctanh(φ) (2.63)
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com x0 = 0 e tomando a função inversa, obtemos:

φ(x) =±tanh(x) (2.64)

que são o kink e o antikink. Essas soluções ligam um mínimo a outro, ilustrado na Figura
2.2(b).

(a) Potencial da equação (2.61) com míni-
mos em φ=±1. A seta representa o setor
topológico que conecta os mínimos.

(b) Soluções dado pela equação (2.64). A
linha sólida representa o kink, a linha com
traços e pontos o antikink e as linhas tra-
cejadas os valores que as soluções ligam.

Figura 2.2: Potencial e soluções estática, respectivamente, para o modelo φ4.

A densidade de energia dada pela equação (2.19a) para as soluções (2.64) será:

ρ(x) = sech4(x) (2.65)

note que a densidade de energia está localizada na origem, como mostrado na Figura
2.3(a). Podemos calcular a energia das soluções fazendo uma integração em todo o
espaço ou de forma direta pelo superpotencial W (φ), que para esse modelo tem forma:

W (φ) = φ− 1
3φ

3 (2.66)

ilustrado na Figura 2.3(b). Com energia mínima dada pela equação (2.32):

EB = |W (φ=±1)−W (φ=∓1)|= 4
3 (2.67)

para o kink e o antikink.
Podemos ainda estudar a estabilidade linear das soluções, onde o potencial de estabi-

lidade da equação (2.47) será dado por:

U+(x) = 4−6sech2(x) (2.68)
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(a) Densidade de energia dada pela equação
(2.65). Observe que ela é simétrica em x.

(b) Superpotencial da equação (2.66), para
φ de −1 a +1.

Figura 2.3: Densidade de energia e superpotencialW (φ), respectivamente, para o modelo
φ4.

que é o potencial Pöschl-Teller modificado [43, 44], é um exemplo famoso na mecânica
quântica, conhecido como potencial sem reflexão. Com espectro de energia para os estados
ligados dado por ω2

n = 4n−n2. Nesse caso, temos dois estados ligados, com autovalores
ω2

0 = 0 e ω2
1 = 3. O modo zero e seu estado exitado são respectivamente:

η+
0 (x) =

√
3

2 sech2(x) e η+
1 (x) =

√
3
2 sech(x)tanh(x) (2.69)

podemos concluir que as soluções do modelo φ4 são estáveis sob pequenas pertubações,
pois seus autovalores são não negativos, ω2

n ≥ 0.
O potencial parceiro supersimétrico de U+(x) é dado por:

U−(x) = 4−2sech2(x) (2.70)

contendo apenas um estado ligado, com autovalor ω2
0 = 3:

η−0 (x) = 1√
2

sech(x) (2.71)

os potenciais U+(x) e U−(x), juntamente com seus respectivos estados ligados podem ser
visualizados na Figura 2.4.

2.6.2 Modelo φ6

Um outro exemplo que suporta soluções topológicas é o modelo φ6, onde o potencial
é dado por:

V (φ) = 1
2φ

2(1−φ2)2 (2.72)
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(a) Potencial de estabilidade (linha sólida)
dado pela equação (2.68), juntamente com
seu modo zero e estado exitado (linhas com
traços e pontos) dados na equação (2.69).

(b) Potencial de estabilidade (linha sólida)
dado pela equação (2.70), juntamente com
seu modo zero (linha com traços e pontos)
dado na equação (2.71).

Figura 2.4: Pontencial de estabilidade e seu parceiro supersimétrico, respectivamente,
para o modelo φ4.

diferentemente do modelo φ4, vamos ter três mínimos, φ = ±1 e φ = 0, com máximos
locais em φ=±1/

√
3, veja na Figura 2.5(a). Teremos dois setores topológicos, um entre

−1 e 0 e outro entre 0 e +1. As massas clássica nos mínimos serão:

m2
± = d2V

dφ2

∣∣∣∣∣∣
φ=±1

= 4 e m2
0 = d2V

dφ2

∣∣∣∣∣∣
φ=0

= 1 (2.73)

veja que as massas nos mínimos φ = ±1 é maior do que em φ = 0, fazendo com que o
potencial seja mais côncavo em φ=±1.

A equação de movimento (2.18) para esse modelo será:

φ′′ = φ(φ2−1)(1−3φ2) (2.74)
com soluções uniformes de energia nula φ̄0 = 0 e φ̄± =±1.

Como existem dois setores topológicos, teremos quatro soluções, dois kinks e dois
antikinks:

φ(−1,0)(x) =−
√

1− tanh(x)
2 e φ(0,−1)(x) =−

√
1 + tanh(x)

2 (2.75a)

φ(0,+1)(x) =
√

1 + tanh(x)
2 e φ(+1,0)(x) =

√
1− tanh(x)

2 (2.75b)

na equação (2.75a), temos o kink e o antikink, respectivamente, do primeiro setor to-
pológico e na equação (2.75b), o kink e o antikink, respectivamente, do segundo setor
topológico. As soluções não são simétricos em relação ao centro por causa das massas dos
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mínimos que cada setor topológico liga, veja que na Figura 2.5(b) as soluções crescem
(decrescem) mais rápido perto dos mínimos φ = ±1. Uma maneira de se observar essa
assimetria da solução pode ser feita na análise da estabilidade linear das soluções, que
será mostrada mais adiante.

(a) Potecial da equação (2.72), com os mí-
nimos em φ=±1 e φ= 0. A seta vermelha
indica o primeiro setor topológico e a seta
azul o segundo.

(b) Soluções (2.75). As linhas sólidas re-
presentam os kinks e as linhas com traços
e pontos os antikinks, a cor vermelha é para
o primeiro setor topológico e a azul para o
segundo.

Figura 2.5: Potencial e suas soluções do modelo φ6.

Pela equação (2.19a) vamos ter duas densidades de energia:

ρ(x) = 1
8 (1± tanh(x))sech2(x) (2.76)

onde o sinal positivo são para o kink do primeiro setor e o antikink do segundo setor,
já o negativo para o antikink do primeiro setor e o kink do segundo setor. Observe na
Figura 2.6 que as densidades de energia não estão centradas na origem, com picos em
x=± ln(2)/2.

O superpotencial W (φ) para cada setor pode ser visualizado na Figura 2.7 e tem
forma geral:

W (φ) = 1
2φ

2− 1
4φ

4 (2.77)

com energia mínima E = 1/4, para todas as soluções.
Fazendo uma análise da estabilidade linear das soluções para esse modelo, com uso

da equação (2.47), teremos dois potenciais de estabilidade:

U(x) = 5
2 ∓

3
2 tanh(x)− 15

4 sech2(x) (2.78)
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(a) De linha sólida para o kink e de linha
com traços e pontos o antikink, para o pri-
meiro setor topológico.

(b) De linha sólida para o kink e de linha
com traços e pontos o antikink, para o se-
gundo setor topológico.

Figura 2.6: Densidades de energia para as soluções do primeiro e segundo setor topológico,
respectivamente, do modelo φ6, dado pela equação (2.76).

(a) Superpotencial W (φ) para o primeiro
setor topológico, com φ de −1 a 0.

(b) Superpotencial W (φ) para o segundo
setor topológico, com φ de 0 a +1.

Figura 2.7: Superpotencial W (φ) para o modelo φ6, dado pela equação (2.77).

o primeiro potencial é para as soluções do tipo kink do primeiro setor e do antikink do
segundo setor, já o segundo potencial é para o kink do segundo setor e o antikink do
primeiro setor.

Observe na Figura 2.8 que os potenciais de estabilidade possuem uma assimetria,
essa assimetria é causada pelos diferentes valores da massa clássica dos mínimos que as
soluções conectam. Por causa dessa assimetria no potencial, admiti-se estados de reflexão
para ω2 entre 1 e 4. Teremos apenas um estado ligado para ambos potencial, os seus
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respectivos modos zeros:

η0(x) = sech2(x)√
2∓2tanh(x)

(2.79)

Concluimos que todas as soluções são estáveis para o modelo φ6. Os parceiros super-
simétrico dos potenciais da equação (2.78) não possuem estados ligados.

(a) Potencial de estabilidades (linha sólida)
da equação (2.78) com sinal negativo e seu
respectivo modo zero (traços e pontos).

(b) Potencial de estabilidades (linha sólida)
da equação (2.78) com sinal positivo e seu
respectivo modo zero (traços e pontos).

Figura 2.8: Potenciais de estabilidade (2.78) e seus únicos estados ligados, dado pela
equação (2.79), para o modelo φ6.

Como vimos nesses dois exemplos, as soluções topológicas são estáveis sob pequenas
pertubações.

2.6.3 Outros modelos

Existem diversos outros modelos que suportam soluções topológicas [45, 46], um mo-
delo bastante interessante e bem conhecido na literatura é o seno-Gordon e pode ser
descrito pelo potencial:

V (φ) = 1
2 sin2(φ) (2.80)

distintamente dos dois modelos anteriores, esse modelo possui uma infinidade de mínimos,
em φ= kπ, onde k pode ser qualquer número inteiro. Com máximos em φ= (2k−1)π/2
e massa nos mínimos m2 = 1, veja sua forma na Figura 2.9(a).

Com soluções estáticas simétricas:

φ(x) = 2 arctanh(exp(±x)) +kπ (2.81a)
φ(x) =−2 arctanh(exp(∓x))−kπ (2.81b)
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as soluções da equação (2.81a) são respectivamente os kinks e antikinks, dos setores
topológicos do lado direito e as da equação (2.81b) dos setores do lado esquerdo, veja na
Figura 2.9(b).

As soluções têm densidade de energia centrada na origem, mostrada na Figura 2.9(c),
e sua forma pela equação (2.19a) é dada por:

ρ(x) = sech2(x) (2.82)

com energia E = 2.
Podemos fazer a análise da estabilidade linear de maneira análoga aos modelos an-

teriores e verificaremos que as soluções estáticas para esse modelo são estáveis. Com
potencial de estabilidade e seu único estado ligado, o modo zero, dados por:

U(x) = 1−2sech2(x) e η0(x) = 1√
2

sech(x) (2.83)

e ilustrados na Figura 2.9(d).
Um modelo particulamente interessante é o vacuumless [47, 48], cujo potencial tem

forma:

V (φ) = 1
2 sech2(φ) (2.84)

com máximo em φ = 0, o gráfico do potencial é mostrado na Figura 2.10(a). O que
torna esse potencial especial é o fato de não conter mínimos, porém suportar soluções
topológicos de energia finita.

As soluções estáticas são dadas por:

φ(x) =± arcsinh(x) (2.85)

o kink e o antikink. Veja na Figura 2.10(b) que essas soluções apresentam amplitudes
infinitas.

Com densidade de energia bastante difusa:

ρ(x) = 1
x2 + 1 (2.86)

observe na Figura 2.10(c) como a densidade de energia demora a decrescer. Entretanto,
as soluções possuem energia finita E = π.

O potencial de estabilidade e modo zero são dados por:

U(x) = 2x2−1
(x2 + 1)2 e η0(x) = 1√

π

1√
x2 + 1

(2.87)

e mostrados na figura 2.10(d). Esse potencial é conhecido como potencial vulcão [49]. Ele
não apresenta lacuna entre o estado ligado e o contínuo, já que ele tende assintoticamente
a zero nos extremos, com picos em x=±

√
2.
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(a) Potencial dado pela equação (2.80) com
mínimos em φ= kπ, com alguns de seus se-
tores topológicos, representados pelas setas
amarela, vermelha azul e verde.

(b) Gráficos das soluções (2.81), as do tipo
kink com linhas sólidas e antikink com li-
nhas de pontos e traços, para seus respec-
tivos setores topológicos, dado pelas cores.

(c) Densidade de energia (2.82). (d) Potencial de estabilidade com linha só-
lida e seu modo zero com linha de pontos e
traços, dados pela equação (2.83).

Figura 2.9: Potencial, soluções, densidade de energia e potencial de estabilidade com seu
modo zero para o modelo seno-Gordon.

Teremos problema em calcular a carga topológica pela definição usual da corrente
topológica dada na equação (2.23), entretanto a definição de corrente topológica não é
única [15], podemos escrever de maneira geral como:

jµT = εµν∂νW (φ) (2.88)

notamos que essa corrente é conservada por construção. Com carga topológica QT ,
diretamente relacionada com ∆W , da equação (2.32). De maneira análoga a (2.24),
quando QT 6= 0 dizemos que as soluções são topológicas, como todos os exemplos dessa
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(a) Potencial sem vácuo da equação (2.84). (b) Soluções topológicas do modelo (2.84),
dado pela equação (2.85). A linha sólida
representa a solução tipo kink e a linha com
traços e pontos o antikink.

(c) Densidade de energia (2.86) para as so-
luções (2.85)

(d) Potencial de estabilidade com a linha
sólida e seu modo zero com linha de pontos
e traços, descritos pela equação (2.87).

Figura 2.10: Potencial, soluções, densidade de energia e potencial de estabilidade com
seu modo zero para o modelo sem vácuo.

seção, inclusive para o vacuumless e quando QT = 0, temos as soluções não-topológicas.
Um outro exemplo de potencial que não contêm estados de vácuo está sendo desen-

volvido [50] e é dado por:

V (φ) = b2

2a2 (|φ|+ 1)2(1−a) (2.89)
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com máximo em φ= 0 igual a b2/2a2 e com soluções tipo kink dada por:

φ(x) = sgn(x)
[
(b|x|+ 1)

1
a −1

]
(2.90)

lembrando que esse modelo também apresentam as soluções anti-kink.

(a) Potencial da equação (2.89). (b) Soluções tipo kink (2.90).

(c) Densidade de energia (2.91). (d) Superpotencial (2.92).

Figura 2.11: Potenciais, soluções, densidade de energia e superpotencial do modelo (2.88).
Para b= 1, a= 3 para a linha sólida, a= 4 para a linha tracejada, a= 5 para a linha com
traços e pontos e a= 6 para a linha pontilhada.

A densidade de energia terá forma:

ρ(x) = b2

a2 (b|x|+ 1)
2(1−a)
a (2.91)

simétrica em relação a origem com pico igual a b2/a2. Só teremos energia finita para a> 2
e fazemos b > 0 para que a energia seja positiva definida. A energia para essas soluções
é dada por:
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E = 2b
a(a−2) (2.92)

para b = 1 e a = 3,4,5 e 6, teremos energias E3 = 2/3,E4 = 1/4,E5 = 2/15,E6 = 1/12,
respectivamente.

O superpotencial para esse modelo será:

W (φ) = sgn(φ)
[
b(|φ|+ 1)2−a

a(2−a) + b

a(a−2)

]
(2.93)

os gráficos dos potenciais, soluções, densidade de energia e superpotencial podem ser
vistos na Figura 2.11 para alguns valores de a e b. Note que para o limite a→∞, s
potencial, a solução o superpotenail e a energia serão nulos.

O potencial de estabilidade nesse caso é:

U(x) = b2(a−1)(2a−1)
a2(b|x|+ 1)2 − 2b(a−1)δ(x)

a(b|x|+ 1) 2a−1
a

(2.94)

com modo zero:

η0(x) =
√
b(a−2)

2a (b|x|+ 1)
1−a
a (2.95)

veja a Figura 2.12.

Figura 2.12: Potencial de estabilidade (2.94) de linha sólida e seu respectivo modo zero
(2.95) de linha com traços e pontos, para b = 1 e a = 3. Aparentemente esse potencial
não parece suportar estados ligados, mas devido a sua descontinuidade na origem com a
presença de um delta com sinal negativo, teremos apenas o estado fundamental.
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2.7 Exemplos de Soluções Não-Topológicas

Soluções não-topológicas ou simplismente lumps, possuem carga topológica nula, pois
seus limites tendem assintoticamente a um mesmo valor. Logo, não são funções monotô-
nicas, pois terá uma hora que sua derivada primeira irá inverter de sinal. Essas soluções
trocam de sinal no centro da solução, que tomamos como x0 = 0. No caso de lumps, não
faz sentido falar de antilump, pois o antilump é o próprio lump.

Potenciais que suportam soluções do tipo lump, são potenciais que têm valores ne-
gativos. Entretanto, a solução existe apenas na parte positiva desse potencial, com isso,
não teremos problemas em introduzir o superpotencial W = W (φ), para soluções não-
topológicas. Diferentemente dos kinks não podemos escrever da mesma maneira que
(2.58), ainda assim, escrevemos:

φ′ =Wφ e φ′ =−Wφ (2.96)
utilizamos a primeira equação para obter o lump na região quando φ′ for positivo e a
segunda quando φ′ for negativo. Teremos:

x=



∫ dφ

Wφ
=G(φ), para φ′ > 0

−
∫ dφ

Wφ
=−G(φ), para φ′ < 0

(2.97)

com centro na origem e sendo G(φ) uma função inversível, obtemos:

φ(x) =

G
−1(x), para φ′ > 0

G−1(−x), para φ′ < 0
(2.98)

para lumps, G−1 é sempre uma função par, compactificamos as equações (2.98) numa só:

φ(x) =G−1(x) (2.99)

Nesse caso, a energia associada a soluções tipo lump [51], será:

EB = |W (φ(x→∞))−W (φ(0))|+ |W (φ(0))−W (φ(x→−∞))|
= 2|W (φ(x→∞))−W (φ(0))| (2.100)
= 2|W (φ(0))−W (φ(x→−∞))|

seguiremos com um exemplo ilustrativo.

2.7.1 Modelo φ4 Invertido

Vamos considerar agora o potencial da forma:

V (φ) = 1
2φ

2(1−φ2) (2.101)
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com um mínimo local em φ= 0 e máximos em φ=±1/
√

2, como pode-se ver na Figura
2.13(a). Com massa clássica m2 = 1.

A equação de movimento (2.18) para soluções estáticas será:

φ′′ = φ(1−2φ2) (2.102)

com solução estática e uniforme φ̄0 = 0, que é um ponto de mínimo e raíz do potencial.
Vamos ter duas soluções estáticas:

φ(x) =±sech(x) (2.103)

veja na Figura 2.13(b) que essas soluções se iniciam no mínimo do potencial φ = 0 e
crescem/decrescem até φ=±1 e depois retornam para o mínimo.

(a) Potecial da equação (2.101), com um
mínimo local em φ = 0, que suporta duas
soluções do tipo lump.

(b) Soluções estáticas dada pela equação
(2.103), de vermelho a solução do lado es-
querdo do potencial e de azul a do lado
direito.

Figura 2.13: Potencial e soluções para o modelo φ4 invertido.

Com densidade de energia (2.19a) dada por:

ρ(x) = tanh2(x)sech2(x) (2.104)

a densidade de energia é nula na origem e possui dois picos simétricos, em x=± arcsech(1/
√

2),
mostrada na Figura 2.14.

O superpotencial W (φ) é dado por:

W (φ) =−1
3
(
1−φ2

) 3
2 (2.105)

a Figura 2.15, mostra o comportamento dela em cada região. A energia de cada solução
será E = 2/3.

O potencial de estabilidade segundo a equação (2.47) é:
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Figura 2.14: Densidade de energia para o modelo φ4 invertido, dada pela equação (2.104),
com picos em x=± arcsech(1/

√
2).

(a) W (φ) para região entre −1 e 0. (b) W (φ) para região entre 0 e +1.

Figura 2.15: SuperpotencialW (φ) para o modelo φ4 invertido dado pela equação (2.105).

U(x) = 1−6sech2(x) (2.106)
esse pontencial tem a mesma forma do potencial de estabilidade (2.68) do modelo φ4,
porém com uma altura menor em 3. Logo, seu espectro dos estados ligados é dado por
ω2
n =−3+4n−n2. Teremos dois estados ligados, com autovalores ω2

0 =−3 e ω2
1 = 0. Seus

estado ligados são respectivamente:

η0(x) =
√

3
2 sech2(x) e η1(x) =

√
3
2 sech(x)tanh(x) (2.107)

podemos concluir que as soluções do modelo φ4 invertido não são estáveis sob pequenas
pertubações, pois possui autovalor negativo.
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Figura 2.16: Potencial de estabilidade (linha sólida) do modelo φ4 invertido, dado pela
equação (2.106). E seus estados ligados (linhas com traços e pontos), escritos na equação
(2.107).

Existem vários outros modelos que suportem soluções tipo lump, alguns exemplos
podem ser vistos nas referências [51, 52].

2.8 Método da Deformação

Dificilmente encontramos modelos com soluções analíticas, muitas vezes precisamos
fazer uso do cálculo númerico para analisarmos os comportamentos de tais soluções. O
método da deformação [53] permite gerarmos novos modelos com suas respectivas soluções
analíticas a partir de modelos já conhecidos [54]. Mediante uma função inversível do
campo, f = f(φ), denominada de função deformadora.

Consideraremos dois modelos distintos, V (φ) e Ṽ (χ), podemos determinar as soluções
estáticas resolvendo as equações de primeira ordem (2.25) associadas a cada modelo, que
são respectivamente:

φ′ =±
√

2V (φ) (2.108a)

χ′ =±
√

2Ṽ (χ) (2.108b)

essas duas equações podem ser relacionadas a partir da função deformadora, fazendo
φ= f(χ), temos:

dφ

dx
= df

dχ

dχ

dx
⇒

√
2V (φ) =± df

dχ

√
2Ṽ (χ) (2.109)

elevando ambos lados ao quadrado, obtemos a relação:

Ṽ (χ) = V (φ= f(χ))
(df/dχ)2 (2.110)
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Supondo que o primeiro modelo, V (φ), seja um modelo com soluções φ= φ(x) já co-
nhecidas, conseguimos gerar um novo modelo descrito pelo potencial da equação (2.110),
com suas respectivas soluções estáticas:

χ(x) = f−1(φ(x)) (2.111)
onde f−1 é a inversa da função deformadora.

Para modelos que admitem soluções BPS, podemos relacionar os dois modelos de
maneira ainda mais simples. Usando as equações (2.33) e fazendo o mesmo procedimento
feito (2.109), temos:

dφ

dx
= df

dχ

dχ

dx
⇒ Wφ =± df

dχ
W̃χ ⇒ W̃χ =±Wφ(φ= f(χ))

df/dχ
(2.112)

Podemos fazer esse processo consecutivamente e ir gerando novos modelos a cada
reformação realizada. Além disso, ainda pode-se fazer a deformação no sentido contrário,
usando a inversa da função deformadora, f−1, no modelo deformado, recuperamos o
modelo original não deformado.

2.8.1 Exemplo

Como ilustração desse método, consideremos o modelo φ4 dado pela equação (2.61)
com soluções φ(x) = ±tanh(x) e uma função deformadora f(χ) = 1− 2χ2. A equação
(2.112) torna-se:

W̃χ =±1−f2(χ)
df/dχ

=∓χ(1−χ2) (2.113)

com potencial deformado:

Ṽ (χ) = 1
2W̃

2
χ = 1

2χ
2(1−χ2)2 (2.114)

é o potencial do modelo φ6, já mencionado anteriormente na equação (2.72). Pegando a
inversa da função deformadora teremos as seguintes soluções:

χ(x) =±
√

1− (f = φ(x))
2 =±

√
1± tanh(x)

2 (2.115)

obtemos as soluções do modelo φ6 de maneira muito simples sem resolver qualquer equa-
ção diferencial. Aplicando a mesma função deformadora no modelo φ6, equação (2.72),
geramos um novo potencial, conhecido como modelo φ10 [55]:

Ṽ (χ) = 1
2χ

2(1−2χ2)2(1−χ2)2 (2.116)

esse modelo possui quatro setores topológicos, com mínimos em mínimos em φ = ±1,
φ=±1/

√
2 e φ= 0, gráfico na Figura 2.17(a). Consequentemente, teremos oito soluções,

dadas por:
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φ(x) =±

√√√√1±
√

1±tanh(x)
2

2 (2.117)

e mostradas na Figura 2.17(b).
Se deformarmos o potencial φ10 acima, com uma função deformadora f−1, ou seja,

g(φ) =±
√

1−φ
2 . Recuperamos o potencial φ6 e aplicando novamente, o potencial φ4.

(a) Potecial da equação (2.116), com os mí-
nimos em φ=±1, φ=±1/

√
2 e φ= 0, jun-

tamente com seus setores topológicos, nas
cores amarelo, vermelho, azul e verde.

(b) Soluções (2.117), onde os kinks são re-
presentados pelas linhas sólidas e os anti-
kinks pelas linhas com traços e pontos para
cada setor indicado pelas cores.

Figura 2.17: Potencial e suas soluções do modelo φ10.

Como pode-se ver, o método da deformação é um método muito poderoso, com ele,
obtemos uma classe de modelos com suas respectivas soluções. Vale ressaltar que esse
método não é restrito apenas para modelos que suportam soluções topológicas.



Capítulo 3

Dinâmica Generalizada

Em Teoria de Campos podemos escrever a densidade lagrangiana do modelo usual
como L = X −V (φ), onde X é o termo da canônico, X = (1/2)∂µφ∂µφ. A motivação
de escrevermos dessa forma, é com finalidade de generalizarmos essa teoria para modelos
com densidade lagrangiana de dinâmica modificada. Descreveremos o formalismo para
dinâmicas onde a densidade lagrangiana tem a forma geral L(φ,X). Teoria com dinâ-
mica generalizada também suportam defeitos topológicos e vários exemplos podem ser
encontrados nas referências [23, 24, 52, 56].

Generalizações como essas não é novidade. Em mecânica clássica [57, 58], para sis-
temas conservativos a lagrangiana é dada matematicamente pela subtração da energia
cinética pela energia potencial L=K−V . Para uma partícula de massa m sujeita a um
potencial V = V (~r) que depende apenas da posição, a energia cinética é K = (1/2)mv2,
onde v é a velocidade da partícula, determinamos sua trajetória resolvendo a equação de
Euler-Lagrange. Entretando, para uma partícula relativística a lagrangiana não é mais
escrita de forma usual, existe uma modificação em seu termo cinético. A lagrangiana
relativística é dada por:

L=−mc2
√

1− v
2

c2
−V (~r)≈−mc2 + 1

2mv
2−V (~r) (3.1)

onde c é a velocidade da luz. Veja na aproximação acima, que no limite de baixas
velocidades v << c, recupera-se a dinâmica usual.

Podemos ressaltar que existem diversas maneiras de fazermos uma generalização. Nor-
malmente, teorias com densidade lagrangiana da forma L(φ,X), levam a equações dife-
renciais com derivadas de segunda ordem. Enquanto modelos cuja ação tem derivadas
de ordem superiores, as equações diferenciais, em geral, tem ordem maior que dois. O
mais importante é lembrar que existem modelos específicos que apesar de terem derivadas
superiores na ação preservam a segunda ordem nas equações do campo [59].

3.1 Formalismo Generalizado

Consideraremos a densidade lagrangiana generalizada L(φ,X) em (1,1) dimensões,
com ação dada por:

S =
∫
d2xL(φ,X) (3.2)

31
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assumiremos que a densisade lagrangiana não dependa expliticamente das coordenadas
no espaço-tempo, para que essa representação tenha simetria de Poincaré.

Escreveremos a equação de movimento (2.2) como:

∂µ(LX∂µφ) = Lφ (3.3)

onde LX = ∂L/∂X e Lφ = ∂L/∂φ. Expandindo essa equação, obtemos:

LXφ∂µφ∂µφ+LXX∂µφ∂νφ∂µ∂νφ+LX∂µ∂µφ= Lφ (3.4)

ou então de forma compacta:

Gµν∂µ∂νφ+ 2XLXφ = Lφ (3.5)

onde definimos Gµν ≡LXX∂µφ∂νφ+gµνLX . Essa generalização deve nos fornecer todos
os resultados conhecidos do modelo usual (2.4), onde L=X−V (φ). Temos que LX = 1
e Lφ =−Vφ, recuperando a equação de movimento (2.5).

O tensor energia-momento (2.3) terá forma:

Tµν = LX∂µφ∂νφ−gµνL (3.6)

ou escritas por componentes em (1+1) dimensões:

T 00 = ρ= LX φ̇2−L (3.7a)
T 01 = T 10 =−LX φ̇φ′ (3.7b)
T 11 = p= LXφ′

2 +L (3.7c)

onde φ̇= ∂φ/∂t e φ′ = ∂φ/∂x. É de suma importância termos em mente que essas quan-
tidades devem ser calculadas para um φ = φ(x,t), que resolva a equação de movimento
(3.3). Poderiamos escrever, LX |φ=φ(x,t), porém, abriremos mão da simbologia |φ=φ(x,t),
para simplificar a notação. Na situação de dinâmica usual (2.4), é fácil ver que o tensor
energia-momento da equação (3.6) recai em (2.6).

Como estamos trabalhando com modelos generalizado, faremos uso da condição de
energia nula como guia [60]. Impõe-se que Tµνnµnν ≥ 0, onde nµ é um vetor nulo e que
gµνnµnν = 0. Restringindo nosso modelo a obedecer:

LX ≥ 0 (3.8)

Como estamos procurando defeitos topológicos, estamos interessados apenas nas so-
luções estáticas, φ= φ(x), a equação de movimento (3.3) toma forma:

−
(
LXsφ′

)′
= Lφ (3.9)

expandindo:

(2LXsXsXs+LXs)φ′′ = 2LXsφXs−Lφ (3.10)
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onde Xs é o X para campos estáticos, ou seja, Xs =−φ′2/2≤ 0.
Podemos reduzir a equação de movimento (3.10) para uma equação de primeira ordem

pelo método da quadratura e obter:

Ls−2LXsXs = C (3.11)

onde C é uma constante de integração. Comparando a equação (3.11) com a equação
(3.7c), verificamos que a constante C corresponde ao estresse da solução estática, ou seja,
a solução estática tem estresse constante.

A energia para essas soluções é dada pela integração da densidade de energia (2.7a):

E =−
∫ +∞

−∞
dxL(φ,Xs) (3.12)

se usarmos a equação (3.11) para calcular a energia, verificaremos que a constante C tem
que ser nulo para que se tenha energia bem definica.

Podemos também obter essa restrição de estresse nulo, a partir do estudo que garante
a estabilidade das soluções estáticas, sob contração ou dilatação espacial. Para isso,
generalizaremos o teorema de Derrick [13], definindo φλ(x) = φ(λx), teremos Eλ:

Eλ =−
∫ +∞

−∞
dxL

φλ,−1
2

(
φλ
dx

)2 (3.13)

onde Eλ|λ=1 = E. Fazendo:

∂Eλ
∂λ

=−
∫ +∞

−∞
dx
(
λ−2Ls−2XsLXλ

∣∣∣
Xλ=λ2Xs

)
(3.14)

minimizamos essa expressão para λ= 1 e obtemos:

Ls−2XsLXs = 0 (3.15)

que é equivalente a equação (3.11), com C = 0. Concluimos que para garantir a condição
de estabilidade de φ(x), teremos que ter estresse nulo. Além disso, a equação (3.15)
depende apenas do campo escalar e de sua derivada primeira, obtemos uma equação de
primeira ordem a partir do teorema de Derrick.

Podemos ainda introduzir um formalismo de primeira ordem usando uma funçãoW =
W (φ). Escrevendo a densidade de energia (3.7a) com uso da equação (3.15):

ρ=−Ls = LXsφ′
2 (3.16)

de modo que a função W (φ) seja:

LXsφ′ =Wφ (3.17)

onde Wφ = dW/dφ. Para reescrevemos a densidade de energia como:

ρ=Wφφ
′ =W ′ (3.18)
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onde W ′ = dW/dx. A energia será dada pela variação de W :

E = ∆W = |W (φ(x→∞))−W (φ(x→−∞))| (3.19)

repare que a energia não depende da forma explícita da solução, mas sim, em termos de
W , calculado nos limites assintóticos do campo.

Substituindo a equação (3.17) na equação de movimento (3.9), obtemos:

Wφφφ
′ =−Lφ (3.20)

que também é uma equação de primeira ordem que resolve a equação de movimento.
Para o modelo usual, a função W (φ) será o superpotencial.

3.1.1 Estabilidade Linear

Introduzimos pertubações nas soluções da mesma maneira de como já foi feito anteri-
ormente em (2.43). Expandindo a densidade lagrangiana em torno da solução estática e
considerando os termos quadráticos de η. Fazendo algumas integrações por parte, a ação
pode ser escrita como:

S(2) =
∫
d2xL(2) (3.21)

= 1
2

∫
d2x

{
LX∂µη∂µη+LXX(∂µφ0∂

µη)2 + [Lφφ−∂µ(LφX∂µφ0)]η2
}

A equação de movimento para η é dada por:

∂µ

(
∂L(2)

∂(∂µη)

)
= ∂L
∂η

(2)
(3.22)

teremos:
∂µ(LX∂µη+LXX∂µφ0∂

αφ0∂αη) = [Lφφ−∂µ(LφX∂µφ0)]η (3.23)

como φ0 = φ0(x) é uma solução estática, ficamos com:

LXs η̈−
[
(2LXsXsXs+LXs)η′

]′
=
[
Lφφ+

(
LφXsφ′0

)′]
η (3.24)

Fazendo η(x,t) =∑
n ηn(x)cos(ωnt) e substituindo na equação (3.24), obtemos:

−
[
(2LXsXsXs+LXs)η′n

]′
=
[
Lφφ+

(
LφXsφ′0

)′
+ω2

nLXs
]
ηn (3.25)

no caso do modelo usual (2.4), temos que LXsXs = LφXs = 0 e Lφφ =−Vφφ, recuperando
a equação de Schrödinger (2.46). Para que as soluções ηn(x), da equação (3.25), não
cresça exponencialmente, temos que assegurar a hiperbolicidade da equação [22, 61],
estabelecendo que:

A2 ≡ (2LXsXsXs+LXs)
LXs

≥ 0 (3.26)
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iremos chamar a quantidade A2 de hiperbolicidade, para o modelo usual, temos que
A2 = 1.

Podemos reescrever a equação (3.25) de maneira compacta:

−
[
a(x)η′n

]′
= b(x)ηn (3.27)

com:

a(x) = 2LXsXsXs+LXs (3.28a)
b(x) = Lφφ+

(
LφXsφ′0

)′
+ω2

nLXs (3.28b)

funções da posição. A equação (3.27) é uma equação de Sturm-Liouville. Porém, podemos
transforma-lá numa equação tipo Schrödinger fazendo a seguinte mudança de variáveis:

dx= Adz e ηn = un√
LXsA

(3.29)

substituindo em (3.25) obtemos:

−unzz +U(z)un = ω2
nun (3.30)

onde o subíndice z, representa uma derivada na nova variável z e a função U(z) será:

U(z) =

(√
ALXs

)
zz√

ALXs
− 1
LXs

[
Lφφ+ 1

A

(
LφXs

φ0z
A

)
z

]
(3.31)

representando o novo potencial quântico que precisamos resolver. Para o modelo usual
esse potencial se reduz a U(z) = Vφφ.

Novamente teremos que ter ω2
n não-negativo para que nossas soluções sejam estáveis

e para ω2
n = 0 teremos o autovalor correspondente ao modo zero. O modo zero não tem

custo energético, já que corresponde ao modo translacional. Verificamos isso com uso do
integrando equação (3.21) e reorganizando para obter:

1
2

{[
(2LXsXsXs+LXs)η0

′
]′

+
[
Lφφ+

(
LφXsφ′0

)′]
η0

}
η0 (3.32)

que pode ser integrado para adquirir a contribuição na energia. Esse termo desaparece
se fizermos uso da equação (3.25) com ω2

n = 0, mostrando que de fato o modo zero não
contribui para a energia.

O modo zero da equação (3.30) é dado por:

u0(z) =N
√
LXs
A

φ0z (3.33)

onde N é uma constante de normalização. O potencial U(z) da equação (3.31), pode ser
escrito em termos do modo zero como:
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U(z) = u0zz
u0

(3.34)

se o modo zero for o estado de menor autovalor, ou seja, uma função sem nó. Podemos
fatorar a equação (3.30) da seguinte maneira:[

− d

dz
+g(z)

][
d

dz
+g(z)

]
u= ω2

nu (3.35)

onde:

g(z) =
ln

√LXs
A

φ0z


z

(3.36)

o potencial quântico (3.31) pode ser escrito como U+(z) = g2 +gz, com parceiro supersi-
métrico dado por U−(z) = g2−gz.

3.2 Modelo Monomial

Como primeira exemplo de dinâmica generalizada, vamos considerar uma teoria com
potencias superiores no termo canônico X, estudada em [24]. Dada pela seguinte densi-
dade lagrangiana:

L= X

N
|2X|N−1−V (φ) (3.37)

onde V (φ) é o potencial e N um número inteiro positivo. Para N = 1 recuperamos o
modelo usual (2.4).

A equação de movimento (3.3) para esse modelo é dado por:

∂µ(|2X|N−1∂µφ) +Vφ = 0 (3.38)
expandindo:

Gµν∂µ∂νφ+Vφ = 0 (3.39)

com Gµν = |2X|N−1
[
(N −1)X−1∂µφ∂νφ+gµν

]
.

O tensor energia-momento, pela equação (3.6) será:

Tµν = |2X|N−1∂µφ∂νφ−gµνL (3.40)
em (1,1) dimensões, suas componentes serão:

T 00 = |2X|N−1
(
φ̇2−X

N

)
+V (φ) (3.41a)

T 01 = T 10 =−|2X|N−1φ̇φ′ (3.41b)

T 11 = |2X|N−1
(
φ′

2 + X

N

)
−V (φ) (3.41c)
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para soluções estáticas e uniformes φ̄i, temos que Vφ(φ̄i) = 0 para satisfazer a equação de
movimento (3.38) e para que a energia seja nula, impomos que V (φ̄i) = 0, assim como no
caso de dinâmica usual.

Pela condição de energia nula temos que |2X|N−1 ≥ 0, restringindo nosso modelo a
obedecer essa desigualdade, para um φ = φ(t,x) que satisfaça a equação de movimento
(3.38). Essa condição implica que N ≥ 1.

Para o caso estático φ= φ(x), a equação de movimento (3.38) torna-se:

(2N −1)φ′2(N−1)
φ′′ = Vφ (3.42)

e as componentes não-nula do tensor energia-momento (3.41), serão:

T 00 =−Xs

N
|2Xs|N−1 +V (φ) = 1

2Nφ′
2N +V (φ) (3.43a)

T 11 = |2Xs|N−1
(
φ′

2 + Xs

N

)
−V (φ) = 2N −1

2N φ′
2N −V (φ) (3.43b)

para que essas soluções estáticas φ = φ(x) tenham energia bem definidas, impomos que
φ′(x)→ 0 e que φ(x)→ vi, onde vi é um mínimo do potencial, quando x→±∞.

Pela condição de estresse nulo, podemos escrever o potencial V (φ) pela equação
(3.43b), como:

V (φ) = 2N −1
2N φ′

2N (3.44)

que é uma equação de primeira ordem que resolve a equação de movimento (3.42). Subs-
tituindo a expressão acima na densidade de energia (3.43a), teremos:

ρ= φ′
2N = 2N

2N −1V (φ) (3.45)

Também podemos escrever uma equação de primeira ordem usando a definição da
função W (φ), dada pela equação (3.17):

φ′ =W
1

2N−1
φ (3.46)

o potencial da equação (3.44) pode ser reescrito como:

V (φ) = 2N −1
2N W

2N
2N−1
φ (3.47)

e a densidade de energia (3.45) como:

ρ=W
2N

2N−1
φ (3.48)

Afim de fazer um estudo na estabilidade linear das soluções, usamos a equação (3.25)
para obter a equação de Sturm-Liouville:

−
[
φ′2(N−1)η′n

]′
+ Vφφ
A2 ηn = ω2

n

A2φ
′2(N−1)ηn (3.49)
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com A2 sendo hiperbolicidade dada pela equação (3.26) e tem forma:

A2 = 2N −1 (3.50)

a hiberbolicidade é constante e sempre será satisfeita, já que nosso modelo deve ter N ≥ 1
pela condição de energia nula.

Fazendo uma mudança de variável do tipo:

x=
√

2N −1z e ηn =
W
− N−1

2N−1
φ

(2N −1) 1
4
un (3.51)

obtemos uma equação do tipo Schrödinger dada pela equação (3.30) com potencial quân-
tico:

U(z) =NW
− 2N−3

2N−1
φ Wφφφ−

N(N −2)
2N −1 W

− 4(N−1)
2N−1

φ W 2
φφ (3.52)

e modo zero normalizado:

u0(z) =
√
A

E
W

N
2N−1
φ (3.53)

onde E é a energia da solução.
Podemos assumir que esta teoria tenha as mesmas soluções do modelo da equação

(2.89), ou seja, soluções tipo kink da forma φ(x) = sgn(x)
[
(b|x|+ 1) 1

a −1
]
. Com isso,

construimos uma classe de ponteciais a partir da equação (3.44), que satisfaz a equação
de movimento (3.42):

V (φ) = 2N −1
2N

[
b

a
(|φ|+ 1)1−a

]2N
(3.54)

para N = 1, recuperamos o modelo da equação (2.89).
A densidade de energia (3.45) terá forma:

ρ(x) =
[
b

a
(b|x|+ 1)

1−a
a

]2N
(3.55)

com energia finita apenas para a > 2N/(2N −1) e será dada por:

E = 2b
a[(2N −1)a−2N ] (3.56)

desde que b > 0.
Fazendo um estudo da estabilidade linear das soluções, obtemos a equação de Sturm-

Liouville (3.49), que podemos transformar numa equação tipo Schrödinger pela seguinda
mundança de variáveis:
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x= Az e ηn = 1√
E

[
b

a
(bA|z|+ 1)

1−a
a

]1−N
un (3.57)

onde A é a hiperbolicidade (3.50). Com potencial quântico:

U(z) = ND2(a−1)[(N + 1)a−N ]
(bA|z|+ 1)2 − 2ND(a−1)δ(z)

(bA|z|+ 1) 2a−1
a

(3.58)

onde D = Ab/a e seu modo zero segundo a equação (3.53) será:

u0(z) =
√
A

E

[
b

a
(bA|z|+ 1)

1−a
a

]N
(3.59)

com E dado pela equação (3.56).

3.3 Modelo Gêmeos

Motivado pelo trabalho [25], que apresenta uma teoria com natureza gêmea ao modelo
usual (2.4). Iremos apresentar uma uma teoria que possui uma família de modelos com
natureza gêmea da teoria apresentada na equação (3.37), que inclui o modelo usual (2.4)
quando N = 1. Vamos considerar a seguinte densidade lagrangiana [62]:

L=−V (φ)F (Y ) (3.60)
onde V (φ) será o potencial que especifica o modelo e Y é função do campo φ e de suas
derivadas de primeira ordem, definida como:

Y ≡−X
N

|2X|N−1

V (φ) (3.61)

a função F (Y ) = 1 +Y recai no modelo (3.37). Para N = 1 temos o modelo investigado
em [26], que para um F (Y ) = 1 +Y recuperamos o modelo usual (2.4).

A equação de movimento segundo a equação (3.3) é dada por:

N∂µ

(
V (φ)Y

X
FY ∂

µφ
)

+Vφ(FY Y −F ) = 0 (3.62)

onde FY = dF/dY . O tensor energia-momento (3.6) terá forma:

Tµν = gµνV (φ)F −NV (φ)FY
Y

X
∂µφ∂νφ (3.63)

e em (1,1) dimensões, suas componentes serão:

T 00 = V (φ)F −NV (φ)FY
Y

X
φ̇2 (3.64a)

T 01 = T 10 =NV (φ)FY
Y

X
φ̇φ′ (3.64b)

T 11 =−V (φ)F −NV (φ)FY
Y

X
φ′

2 (3.64c)
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Fazendo uso da condição de energia nula, teremos a restrição FY ≥ 0, para um campo
geral φ= φ(x,t), que satisfaça a equação de movimento (3.62).

Vamos agora nos restringir ao caso de soluções estáticas, φ = φ(x), a equação de
movimento (3.10) torna-se:

NV (φ)Y
X

[2NFY Y Y + (2N −1)FY ]φ′′+Vφ(F −FY Y + 2NFY Y Y 2) = 0 (3.65)

com Y = φ′
2N
/2NV (φ). As componentes do tensor energia-momento (3.64) não-nula

serão:

T 00 = V (φ)F (3.66a)
T 11 = V (φ)(2NFY Y −F ) (3.66b)

Usando a equação (3.11), temos a equação de primeira ordem para essa teoria:

(2NFY Y −F ) = C

V (φ) (3.67)

onde C é o estresse. Note que o lado esquerdo dessa equação é função apenas de Y , que
assumiremos ser uma função inversa H−1(Y ) = 2NFY Y −F , para que possamos escrever:

φ′
2N = 2NH

(
C

V (φ)

)
V (φ) (3.68)

No caso de estresse nulo, C = 0, a relação (3.67) torna-se uma equação algébrica
F = 2NFY Y . Não sabemos a forma que a função H tem, mas assumiremos que H(0) = c,
onde c seja uma constante real. A equação (3.68) fica:

φ′
2N = 2NcV (φ) (3.69)

a solução φ(x) dessa equação, corresponde a mesma solução da equação (3.44) reescalada,
que denominarei de φs(x). Fazendo x→

√
mx, onde m= [c(2N −1)]1/N , temos que:

φ(x) = φs(
√
mx) (3.70)

a espessura da solução é dada por δ = δs/
√
m, podendo assim a solução ser mais fina ou

mais grossa, conforme o valor de c. Para que o campo seja real, a constante c não pode
ser negativa e ressaltamos que a equação (3.69) tem essa forma apenas para teorias com
estresse nulo.

A densidade de energia (3.66a), no caso de estresse nulo é:

ρ(x) = F (c)V (φ) (3.71)
com energia E = F (c)

∫∞
−∞ dxV (φ(x)), ou melhor:

E = F (c)√
m

∫ ∞
−∞

dyV (φs(y)) = (2N −1)F (c)
2N
√
m

∫ ∞
−∞

dyρ(y) = (2N −1)F (c)
2N
√
m

Es (3.72)
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onde Es é a energia para F = 1 +Y .
Usando a função W (φ), escrevemos a equação de primeira ordem (3.17) como:

φ′ = FY
− 1

2N−1Wφ
1

2N−1 (3.73)
com isso, podemos escrever o potencial como:

V (φ) = FY
− 2N

2N−1

2Nc Wφ
2N

2N−1 (3.74)

e a densidade de energia como:

ρ= FFY
− 2N

2N−1

2Nc Wφ
2N

2N−1 = FY
− 1

2N−1Wφ
2N

2N−1 (3.75)

Fazendo um estudo da estabilidade linear das soluções, a partir da equação (3.25),
temos:

N
[
V (φ)Y

X
(2NFY Y Y + (2N −1)FY )η′

]′
(3.76)

=
Vφφ(FY Y −F )−

V 2
φ

V (φ)FY Y Y
2 +N

(
VφFY Y

Y 2

X
φ′0

)′
+ω2

nNV (φ)FY
Y

X

η
Na condição de estresse nulo, Y = c é uma constante e a equação (3.76) se reduz a:

−
[
φ′

2(N−1)
η′(x)

]′
+ cVφφη(x) = ω2

n

A2φ
′2(N−1)

η(x) (3.77)

onde A2 é a hiperbolicidade definida em (3.26) e tem forma:

A2 = 2NFY Y Y + (2N −1)FY
FY

(3.78)

na condição de estresse nulo A2 é constante.
Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

x= Az e ηn = FY
− 1

2(2N−1)

√
AW

N−1
2N−1
φ

un (3.79)

recuperamos a equação (3.30), com potencial quântico:

U(z) = A2FY
− 2

2N−1

2N −1

N Wφφφ

W
2N−3
2N−1
φ

− N(N −2)
2N −1

W 2
φφ

W
4(N−1)
2N−1
φ

 (3.80)

A natureza gêmea dessa teoria com o modelo (3.37) é evidente. Entretanto existem
algums condições para que essas teorias sejam verdadeiramente gêmeos. Exigi-se que:
i) m = 1, para que tenham mesmas soluções (3.70), isso implica que c = (2N − 1)−1; ii)
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F ((2N−1)−1) = 2N/(2N−1), para que a energia (3.72) seja igual; iii) FY ((2N−1)−1) = 1
para que a densidade de energia (3.64a) seja idêntica; iv) FY Y ((2N − 1)−1) = 0 para
que a hiperbolicidade (3.78) mantenha-se inalterada, fazendo com que tenha os mesmos
autovalores da equação (3.49). Essa última restrição é chamada de condição forte [26],
pois existem modelos gêmeos que não satisfaz tal restrição.

Note que a função F (Y ) = 1+Y satisfaz todas as exigências, o que já era de se esperar,
porém existem outros F (Y ) que obedecem as mesmas [26, 27, 56, 62, 63].

3.4 Modelo do Tipo Born-Infeld

Iremos agora estudar um modelo que apresenta natureza gêmea com o modelo usual
(2.4), controlada por dois parâmetros, M2 e a. Esse modelo é similar aos estudados no
contexto de aceleração do universo [19, 20, 21], com alguns conceitos de Born-Infeld, que
foi originalmente usado para descrever eletrodinâmica não-linear [64, 65]. Consideraremos
a seguinte densidade lagrangiana [66]:

La = M2

2(1−a)

1−
(

1− 2X
M2

)a(
1 + 2V (φ)

M2

)1−a+ 1−2a
1−a X (3.81)

onde X é o termo canônico e V (φ) o potencial. M2 é uma escala de massa e a um
parâmetro real positivo. Para a = 0 recuperamos o modelo usual L0 = X−V (φ) e para
a= 1, o modelo torna-se:

L1 = 2X− 1
2
(
M2−2X

)
ln(P ) (3.82)

onde P = (M2 + 2V )/(M2−2X). Agora para a= 1/2, nossa lagrangiana terá forma:

L1/2 =M2−M2

√√√√(1 + 2V (φ)
M2

)(
1− 2X

M2

)
(3.83)

esse modelo foi estudado em [25] e é denominado de modelo ATLW em homenagem
aos autores (Andrews, Trodden, Lewandowski e Wesley). Essa teoria também apresenta
natureza gêmea com o modelo usual (2.4).

No limite de massa M2 grande, podemos fazer uma expansão na lagrangiana (3.81) e
escrever:

La =X−V + a

M2 (X−V )2 +O
( 1
M4

)
(3.84)

quando 1/M2→ 0, a densidade lagrangiana recai no modelo usual (2.4).
A equação de movimento (3.3) tem forma:

∂µ

[(
1−2a+aP 1−a

1−a

)
∂µφ

]
+P−aVφ = 0 (3.85)
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essa equação pode ser reescrita como:

Gµν∂µ∂νφ+
(

1 + 4aX
M2−2X

)
P−aVφ = 0 (3.86)

onde:

Gµν =
(

1−2a+aP 1−a

1−a

)
gµν + 2aP 1−a

M2 + 2X∂µφ∂νφ (3.87)

para a= 1 a equação de movimento (3.85) fica:

∂µ [(1 + ln(P ))∂µφ] +P−1Vφ = 0 (3.88)

O tensor energia-momento (3.6) é dado por:

Tµνa =
(

1−2a+aP 1−a

1−a

)
∂µφ∂νφ−gµνLa (3.89)

com componentes em (1,1) dimensões:

T 00
a =

(
1−2a+aP 1−a

1−a

)
φ̇2−La (3.90a)

T 01
a = T 10

a =
(

1−2a+aP 1−a

1−a

)
φ̇φ′ (3.90b)

T 11
a =

(
1−2a+aP 1−a

1−a

)
φ′

2 +La (3.90c)

soluções estáticas e uniformes φ̄i, serão mínimos do potencial Vφ(φ̄i) = 0 e raízes do
potencial V (φ̄i) = 0.

Pela condição de energia nula, impomos esse modelo a obdecer:

a
(
1−P 1−a

)
1−a ≤ 1 (3.91)

para a 6= 1, quando a= 1 temos que ln(P )≥−1.
Considerando o caso estático φ = φ(x), temos que P = (M2 + 2V )/(M2 + φ′

2). A
equação de movimento (3.85) torna-se:[(

1−2a+aP 1−a

1−a

)
φ′
]′

= P−aVφ (3.92)

com [(1 + ln(P ))φ′]′ = P−1Vφ para a= 1.
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As componentes não-nulas do tensor energia-momento (3.90) para as soluções estáticas
serão:

T 00
a =

(1−2a)φ′2 +
(
M2 +φ′

2)
P 1−a−M2

2(1−a) (3.93a)

T 11
a =

(
M2 + (1−2a)φ′2

)(
1−P 1−a

)
2(1−a) (3.93b)

em particular para a = 1, as componentes são T 00
1 = φ′

2 + (M2 +φ′
2) ln(P )/2 e T 11

1 =
(φ′2−M2) ln(P )/2.

Pelo teorema de Derrick, para termos soluções estáveis temos que ter a condição de
estresse nulo, T 11

a = 0. Podemos satisfazer essa condição fazendo P = 1. Nesse caso, a
condição de energia nula é válida para qualquer valor de a. A equação de movimento
(3.92) fica φ′′ = Vφ, que é a equação de movimento para o modelo usual (2.18), que pode
ser integrado para obtermos a equação de primeira ordem:

1
2φ
′2 = V (φ) (3.94)

a densidade lagrangiana (3.81) e o modelo usual (2.4) admitem as mesmas soluções para
estresse nulo.

A densidade de energia (3.93a), fica:

ρ(x) = 2V (φ(x)) (3.95)

para qualquer valor de a. Além de termos as mesmas equações do movimento do modelo
usual, também temos a mesma densidade de energia. Dizemos então que essa teoria
generalizada é modelo gêmeo do modelo usual (2.4).

A função W (φ) dada pela equação (3.17), tem forma:

Wφ =
(

1−2a+aP 1−a

1−a

)
φ′ (3.96)

e usando a condição de estresse nulo, P = 1, obtemos uma equação de primeira ordem:

φ′ =Wφ (3.97)

substituindo em (3.94) podemos escrever o potencial como:

V (φ) =Wφ
2 (3.98)

e a densidade de energia (3.95) como:

ρ(x) =W ′ (3.99)

ondeW ′ = dW/dx, com energia dada pelos limites assintóticos (3.21), da solução estática
da equação de movimento (3.92).
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Daremos continuidade ao estudo desse modelo fazendo uma análise na sua estabilidade
linear. Pela equação (3.25) temos:

−
[(

1− 4aV
M2 + 2V

)
η′n

]′
+
(

1− 4aV
M2 + 2V

)
(3.100)

×
(
Vφφ−

4aM2Vφ
2

(M2 + 2V )(M2−2(2a−1)V )

)
ηn = ωn

2ηn

uma equação de autovalores do tipo Sturm-Liouville. A hiperbolicidade (3.26) na condi-
ção de estresse nulo é dada por:

A2 = 1− 4aV
M2 + 2V ≥ 0 (3.101)

isso implica que M2 ≥ 2(2a− 1)V . Apesar de terem as mesmas soluções e a mesma
densidade de energia, o estudo a estabilidade linear dessa teoria se diferencia do modelo
usual (2.4), o que nos permite distingui-lás. Vamos fazer a transformação de variáveis:

dz = dx

A
e un = ηn

√
A (3.102)

para transformar a equação (3.100) numa equação de Schrödinger (3.30) com potencial
quântico dado por:

U(z) =
1−

2a
(
3M2 + 4V

)
V

(M2 + 2V )2

Vφφ (3.103)

−
aM2

(
5M4−6(3a−2)M2V −4(2a−1)V 2

)
(M2 + 2V )3 (M2−2(2a−1)V )

Vφ
2

é fácil ver que para a = 0 recuperamos o potencial de estabilidade usual (2.47). Com
modo zero dado por:

u0(z) =N
[

M2 + 2V
M2−2(2a−1)V

] 1
4
φ0z (3.104)

onde N é uma constante de normalização.
Verificamos que essa teoria suporta as mesmas soluções do modelo usual e a mesma

densidade de energia, se diferenciando apenas no estudo da estabilidade linear. Além
disso, esse modelo é uma generalização do modelo ATLW [25].



Capítulo 4

Modelo Usual com Termo de Cuscuton

Iremos apresentar uma nova classe de modelos com ação de dinâmica não usual. Essa
teoria tem densidade lagrangiana da forma usual (2.4) com um termo extra, chamado de
Cuscuton [67, 68]. Esse modelo pode ser usado para descrever a energia escura. Cuscuton
as vezes é considerado uma teoria de evolução mínima para energia escura, por não conter
dinâmica interna.

Apresentaremos seu formalismo para campos escalar real em (1+1) dimensões no
espaço-tempo na métrica de Minkowski. Em seguida faremos um estudo da estabilidade
linear de suas soluções estáticas. Concluiremos com alguns exemplos ilustrativos com uso
do potencial φ4.

4.1 O Modelo

Estamos trabalhando em um modelo [69], onde sua densidade lagrangiana é dada por
:

L=X+ 2f(φ)X√
|2X|

−V (φ) (4.1)

onde X é o termo de dinâmica usual, f(φ) é uma função qualquer do campo escalar φ e
V (φ) o potencial, geralmente f(φ) e V (φ) mostra como o campo escalar auto-interage.
Para f(φ) = 0 recuperamos o modelo usual (2.4).

A equação de movimento (3.3) é dada:

∂µ

1 + f(φ)√
|2X|

∂µφ
= 2fφX√

|2X|
−Vφ (4.2)

expandindo, podemos escrever como:1 + f(φ)√
|2X|

gµν− f(φ)
2X

√
|2X|

∂µφ∂νφ

∂µ∂νφ+Vφ = 0 (4.3)

Pela equação (3.6) o tensor energia-momento tem forma:

Tµν =
1 + f(φ)√

|2X|

∂µφ∂νφ−gµνL (4.4)

46
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com componentes em (1,1) dimensões:

T 00 =
1 + f(φ)√

|2X|

 φ̇2−X− 2f(φ)X√
|2X|

+V (φ) (4.5a)

T 01 = T 10 =
1 + f(φ)√

|2X|

 φ̇φ′ (4.5b)

T 11 =
1 + f(φ)√

|2X|

φ′2 +X+ 2f(φ)X√
|2X|

−V (φ) (4.5c)

soluções estáticas e uniformes φ̄i, são mínimos do potencial V (φ̄i) = 0. Além disso,
impomos que essas soluções sejam raízes do potencial V (φ̄i) = 0 para que tenhamos
energia nula.

Pela condição energia nula impomos nosso modelo a obdecer a restrição:

1 + f(φ)√
|2X|

≥ 0 (4.6)

para um φ= φ(x,t) que satisfaça a equação de movimento (4.2).
Para soluções estáticas φ= φ(x), a equação de movimento (4.3) se reduz a:

φ′′ = Vφ (4.7)

veja que a equação de movimento não depende de f(φ), ou seja, para um determinado
potencial V (φ) teremos um conjunto de soluções para qualquer f(φ). Além disso, esse
modelo generalizado suporta as mesmas soluções do modelo usual (2.4).

As componentes não-nula do tensor energia-momento (4.5) serão:

T 00 = ρ= 1
2φ
′2 +f(φ)|φ′|+V (φ) (4.8a)

T 11 = p= 1
2φ
′2−V (φ) (4.8b)

que são respectivamente a densidade de energia e o estresse das soluções. Com energia
dada pela integração em todo o espaço:

E =
∫ +∞

−∞
dxT 00 =

∫ +∞

−∞
dx
(1

2φ
′2 +f(φ)|φ′|+V (φ)

)
(4.9)

apesar desse modelo ter as mesmas soluções do modelo usual, a energia dessas soluções são
diferentes e elas dependem de f(φ). Observe que para termos energia finita, as soluções
estáticas devem satisfazer as mesmas condições do modelo usual (2.22), onde φ′(x)→ 0
e φ(x)→ vi para x→±∞, desde que vi sejam mínimos do potencial.

Podemos integrar a equação de movimento (4.7) e obter uma equação de primeira
ordem:
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1
2φ
′2−V (φ) = C (4.10)

onde C é uma constante de integração e pode ser identificado como o estresse pela equação
(4.8b). Pelo teorema de Derrick generalizado, temos a condição de estresse nulo para que
tenhamos soluções estáveis (3.15). A equação (4.10) torna-se:

φ′
2 = 2V (φ) (4.11)

Reescrevemos a densidade de energia (4.8a) como:

ρ=
√

2V
(√

2V +f(φ)
)

(4.12)
diferentemente da equação de movimento a densidade de energia depende explicitamente
de f(φ).

Pela definição da função W (φ) dada pela equação (3.17), temos que:

Wφ =
√

2V +f(φ) (4.13)
e podemos obter a energia de maneira bastante simples, fazendo:

E = |W (vi)−W (vj)| (4.14)
com vi e vj mínimos distintos do potencial, degenerados de energia. Para que a condição
de energia nula seja válida, temos que Wφ ≥ 0, portanto a função W é monotônica na
região em que a solução existe.

4.2 Estabilidade Linear

Fazendo pequenas pertubações na solução estática, podemos fazer um estudo de sua
estabilidade linear. A partir da equação de estabilidade (3.25), temos que:

−η′′n+Vφφηn = ω2
nA
−2ηn (4.15)

onde A2 é a hiberbolicidade (3.26) e tem forma:

A2 =
1 + f(φ)√

|2Xs|

−1

(4.16)

a equação (4.15) é uma equação de Sturm-Liouville e torna-se uma equação de Schrödinger
para f(φ) = 0. Apesar de não ser uma equação de Schrödinger, ainda teremos o modo
zero da mesma maneira como no modelo usual:

η0(x) =Nφ′0(x) (4.17)
onde N é uma constante de normalização e φ′0 = dφ0/dx, para φ0(x) solução da equação
de movimento (4.7).
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Transformamos a equação de Sturm-Liouville numa equação tipo Schrödinger (3.32),
fazendo a seguinte mudança de variáveis:

dz = dx

A
a un = ηn√

A
(4.18)

teremos:

−unzz +U(z)un = ω2
nun (4.19)

com potencial quântico U(z) dado por:

U(z) =

(
A−

1
2
)
zz

A−
1
2

+ Vφφ
A−2 (4.20)

e modo zero:

u0(z) =N
√

2V
A

(4.21)

podemos reconstruir o potencial U(z) com uso do modo zero, a partir da equação (4.19)
para ω2

0 = 0:

U(z) =
√
A

2V

√2V
A


zz

(4.22)

que é equivalente a equação (4.20). Se o modo zero for o estado fundamental, podemos
fatorar a equação (4.19) da seguinte maneira:[

− d

dz
+g(z)

][
d

dz
+g(z)

]
u= ω2

nu (4.23)

onde:

g(z) =
ln

√2V
A


z

(4.24)

o potencial (4.22) pode ser escrito como U+(z) = g2 + gz com parceiro supersimétrico
dado por U−(z) = g2−gz.

4.3 Exemplos

Seguiremos com alguns exemplos para essa teoria. Por questão de simplicidade, esco-
lhemos o modelo φ4. Potencial da forma:

V (φ) = 1
2(1−φ2)2 (4.25)
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com tem simetria Z2, possuindo com dois mínimos degenerados de energia em φ=±1 e
um máximo local em φ0 = 0.

Resolvendo equação de movimento (4.7) dessa teoria, escolhemos a solução tipo kink
dada por:

φ(x) = tanh(x) (4.26)

Para f(φ) = 0, recuperamos o modelo usual (2.4) e sua densidade de energia (4.8a)
será:

ρ(x) = sech4(x) (4.27)

com energia E = 4/3 e potencial de estabilidade:

U(x) = 4−6sech2(x) (4.28)

potencial Pöschl-Teller modificado.

4.3.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo, vamos pegar o caso em que a função f(φ) é uma constante,
f(φ) = f0. Pela condição de energia nula, a constante f0 tem que ser não negativo, f0≥ 0.

A densidade de energia (4.8a) para solução (4.26) será:

ρ= (1−φ2)(1−φ2 +f0) = sech2(x)(sech2(x) +f0) (4.29)

com energia E = 4/3 + 2f0.
A função W (φ) é obtido pela integração da equação (4.13) e tem forma:

W (φ) = (1 +f0)φ− 1
3φ

3 = (1 +f0)tanh(x)− 1
3 tanh3(x) (4.30)

A hiperbolicidade (4.16) é satisfeita e é dada por:

A2 =
(

1 + f0
|φ′|

)−1
= 1

1 +f0 cosh2(x)
(4.31)

com equação de estabilidade linear (4.15):

η′′+ (4−6sech2(x))η = (1 +f0 cosh2(x))ω2η (4.32)

sabemos que nossa solução é estável, pois o modo zero η0 ∝ sech2(x), é uma função sem
nó.
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4.3.2 Exemplo 2

Para não sobrecarregar a notação, a partir de agora irei definir que T ≡ tanh(x) e
S ≡ sech(x). Introduziremos agora uma função f(φ), que depende de um parâmetro a:

fa(φ) = (a−1)φ2(1−φ2)
a− (a−1)φ2 (4.33)

na Figura 4.1(a) temos os gráficos da função fa(φ) para diversos valores de a. Pela
condição de energia nula, temos que:

a

a− (a−1)φ2 ≥ 0 (4.34)

que so é válida para a > 0. Desconsideramos o caso de a= 0, pois a densidade de energia
seria nula, mas é relevante avaliarmos pequenos valores de a, ou seja a→ 0+, onde essa
condição continua válida, aφ−2 ≥ 0.

Quando a = 1, temos que f1(φ) = 0, recuperando o modelo usual. Já para pequenos
valores de a, a função aproxima-se de uma parábola, f0+ ≈ φ2−1, e para valores muito
alto de a também, a→∞, temos que f∞(φ) = φ2.

Podemos ainda escrever fa(x) para solução kink (4.26) como:

fa(x) = (a−1)S2(1−S2)
1 + (a−1)S2 (4.35)

ilustrado na Figura 4.1(b).

(a) Gráfico da função fa(φ) dada pela equa-
ção (4.33) para φ de -1 a 1.

(b) Função fa(x) da equação (4.35) para
variável x.

Figura 4.1: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

A densidade de energia (4.8a) é dada por:
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ρa = a(1−φ2)2

a− (a−1)φ2 = aS4

1 + (a−1)S2 (4.36)

para a= 1 a densidade de energia é ρ1 = sech4(x), com energia E = 4/3. Para a→ 0+ a
energia vai diminuindo até ser nula, a densidade de energia tende a zero ρ0+→ 0. Já para
a→∞, a energia vai aumentando, com densidade de energia ρ∞ = sech2(x) e energia
máxima E = 2. Os gráficos da densidade de energia para alguns valores de a podem ser
vistos na Figura 4.2.

(a) Densidade de energia (4.36) em função
do campo φ. Com pico centrado na origem
e valor máximo igual a unidade.

(b) Densidade de energia (4.36) para variá-
vel x.

Figura 4.2: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

Escrevemos a função Wa(φ) como:

Wa(φ) = aφ

a−1 +
√
aM(φ)
|a−1| 32

(4.37)

onde:

M(φ) =


arctan

√1−a
a

φ

 , para a < 1

− arctanh
√a−1

a
φ

 , para a > 1
(4.38)

comW1(φ) = φ− 1
3φ

3 para a= 1,W0+(φ)→ 0 para a próximo de zero a→ 0+ eW∞(φ) = φ
para a→∞. Ilustrado na Figura 4.3.

A hiperbolicidade (4.16) será:
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(a) Função Wa(φ) dada pela equação
(4.37).

(b) FunçãoWa(x) para solução kink (4.26).

Figura 4.3: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traçõs e pontos são para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

A2
a = 1− a−1

a
φ2 = 1

a
+ a−1

a
S2 (4.39)

onde A2
1 = 1 para a= 1 e A2

∞ = sech2(x) para a→∞. Mostrado na Figura 4.4.

(a) Hiperbolicidade (4.39) para φ entre -1
e 1.

(b) Hiperbolicidade em função de x.

Figura 4.4: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
0.9,0.75,0.5,0.25,0.1 e 0.01.

Sabemos que ao fazer estudo da estabilidade linear das soluções, obtemos uma equa-
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ção do tipo Sturm-Liouville, que pode ser transformada numa equação de Schrödinger.
Usando a equação (4.18), obtemos:

un(z) =
(

a

1 + (a−1)S2

) 1
4
ηn(x) (4.40a)

z =
√
a arcsinh

(
sinh(x)√

a

)
(4.40b)

Definiremos também que:

Sa ≡ sech
(
z√
a

)
e Ta ≡ tanh

(
z√
a

)
(4.41)

com uso das equações (4.40) e (4.17) conseguimos determinar o modo zero do novo po-
tencial de estabilidade sem sabermos a sua forma:

u+
0 (z) =

√
3

2 S2
a

[
(1−a)S2

a +a
]− 3

4 (4.42)

A partir da equação (4.24) obtemos ga(z):

ga(z) =−1
2Ta

(
(a−1)S2

a−4a
)

√
a((a−1)S2

a−a) (4.43)

note que para a= 1, temos g1(z) =−2tanh(z) e para a→∞, temos g∞(z) =−3z/(2z2 +
2). Escrevemos o potencial de estabilidade da equação (4.20) como:

U+
a (z) =−1

4
3(a−1)2S6

a− (7a−1)(a−1)S4
a + 4a(5a+ 1)S2

a−16a2

a((a−1)S2
a−a)2 (4.44)

e seu parceiro supersimétrico como:

U−a (z) = 1
4

(a−1)2S6
a + (11a−1)(a−1)S4

a−4a(7a−5)S2
a + 16a2

a((a−1)S2
a−a)2 (4.45)

os gráficos do potencial (4.44) e de seu parceiro supersimétrico (4.45) podem ser visuali-
zamos na Figura 4.5.

Para a = 1, temos que u(z) = η(x) e z = x com potencial de estabilidade U(z) =
4−6sech2(z). Já para a→∞, a equação (4.40) torna-se:

un(z) =
√

cosh(x)ηn(x) (4.46a)
z = sinh(x) (4.46b)

com potencial de estabilidade:

U(z) = 3
4

5z2−2
(z2 + 1)2 (4.47)
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obtemos o potencial vulcão, que apresenta apenas um estado ligado, o modo zero:

u0(z) = 1√
2

1
(z2 + 1) 3

4
(4.48)

(a) Gráficos do potencial de estabilidade
(4.44) para 0< a≤ 1.

(b) Parceiro supersimétrico (4.45) para a≤
1.

(c) Gráficos do potencial de estabilidade
(4.44) para a≥ 1.

(d) Parceiro supersimétrico (4.45) para a≥
1.

Figura 4.5: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
0.9,0.75,0.5,0.25 e 0.1.

4.3.3 Exemplo 3

Um outro exemplo de função f(φ) dependente de um parâmetro a é dada por:
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fa(φ) =
(a−1)φ2(1−φ2)

(
(a+ 1)φ2−2a

)
(a−φ2)2 (4.49)

mostrado na Figura 4.6. Usando a condição de energia nula, impomos que:

a2(1−φ2)
(a−φ2)2 ≥ 0 (4.50)

sendo válida para qualquer valor de a. Porém descartaremos os valores de 0≤ a < 1, pois,
para a= 0 temos energia nula e para 0<a< 1 a energia diverge. Recuperamos novamente
o modelo usual para a= 1, já que f1(φ) = 0. Quando a→±∞, temos f±∞(φ) =−φ2(1−
φ2)(2− φ2). Já para valores próximos de zero pelo lado esquerdo, a→ 0−, a função
aproxima-se de uma parábola f0−(φ)≈ φ2−1.

Exprimimos fa(x) para solução (4.26), como:

fa(x) = (a2−1)S6−2(a−1)S4− (a−1)2S2

(S2 + (a−1))2 (4.51)

também pode ser visualizado na figura 4.6.

(a) Função fa(φ) para diversos valores de
a dada pela equação (4.49).

(b) Função fa(x) dada pela equação (4.51).

Figura 4.6: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
−100,−10,−4,−1,−0.25 e −0.1.

Com densidade de energia (4.8a) da forma:

ρa =
a2
(
1−φ2

)4

(a−φ2)2 = a2S8

(S2 + (a−1))2 (4.52)
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onde a densidade de energia será ρ1 = sech4(x) com energia máxima E = 4/3, para a= 1.
A energia decresce quando o valor de a cresce até atingir uma energia E = 32/35, quando
a→∞, com densidade de energia ρ1 = sech4(x). Para altos valores negativos de a,
a→−∞, teremos a mesma densidade de energia que para a→∞ e vai reduzindo quando
a se aproxima de zero, a→ 0−, onde a densidade de enegia praticamente zera, ρ0− ≈ 0,
sendo nula em a= 0. Os gráficos da densidade de energia podem ser vistos na Figura 4.7.

(a) Densidade de energia (4.36) como fun-
ção de φ.

(b) Densidade de energia (4.36) como fun-
ção de x.

Figura 4.7: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
−100,−10,−4,−1,−0.25 e −0.1.

A função Wa(φ) dessa modelo será:

Wa(φ) = −a
2

3 φ
3−a2(2a−3)φ+ a

2
(a−1)3

(a−φ2)φ

+
√
a

2 (a−1)2(5a+ 1) arctanh
(
φ√
a

)
(4.53)

onde para a = 1 a função torna-se W1(φ) = φ− 1
3φ

3, para a → ±∞ será W±∞(φ) =
−1

7φ
7 + 3

5φ
5−φ3 +φ e para a→ 0− temos W0−(φ)≈ 0. Ilustrado na Figura 4.8.

Com hiperbolicidade (4.16) dada por:

A2 =

(
a−φ2

)2

a2 (1−φ2)2 =

(
S2 +a−1

)2

a2S4 (4.54)

onde A2
1 = 1 para a= 1 e A2

±∞ = sech(x)−4 para a→±∞. Visualizamos seus gráficos na
Figura 4.9.
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(a) Função Wa(φ) dada pela equação
(4.53).

(b) Função Wa(x) da equação (4.53) para
a solução (4.26).

Figura 4.8: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
−100,−10,−4,−1,−0.25 e −0.1.

(a) Hiperbolicidade (4.54) como função de
φ.

(b) Hiperbolicidade (4.54) como função de
x.

Figura 4.9: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são para
a = 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
−100,−10,−4,−1,−0.25 e −0.1.

Utilizando as equações (5.21), adquirimos:

un(z) =

√√√√ aS2

S2 + (a−1)ηn(x) (4.55a)

z =
√
a arctanh

(
tanh(x)√

a

)
(4.55b)
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a variável z é limitada entre z=±
√
a arctanh(1/

√
a) para a> 1 e z=±

√
|a|arctan

(
1/
√
|a|
)

para a < 0. Apenas quando a= 1 a variável z→±∞, que é o modelo usual. Como pode
ser visto na Figura 4.10.

Figura 4.10: Variável z dada pela equação (4.55b). A linha preta sólida é para a= 1, as
linhas azul com traçõs são para a= 1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com traços
e pontos são para a=−100,−10,−4,−1,−0.25 e −0.1.

Com uso das equações (4.55a) para n = 0 e (4.24), obtemos a função ga(z) para esse
exemplo:

ga(z) =−Ta

(
2aS2

a + (a−1)
)

√
a(aS2

a− (a−1)) (4.56)

onde g1(z) =−2tanh(z) para a = 1 e g±∞(z) = 3z/(z2−1). O potencial de estabilidade
resultará em:

U+
a (z) =−6a2S6

a−a(7a−3)S4
a + 2a(a−1)S2

a− (a−1)2

a(aS2
a− (a−1))2 (4.57)

com modo zero:

u+
0 (z) =

√
3

2 S2
a

[
(1−a)S−2

a +a
]3/2

(4.58)

e o parceiro supersimétrico será:

U−a (z) =−2a2S6
a +a(7a−11)S4

a−2(4a+ 1)(a−1)S2
a− (a−1)2

a(aS2
a− (a−1))2 (4.59)

os potenciais (4.57) e (4.59) são mostrados na Figura 4.11 para diversos valores de a.
Para a= 1, o potencial de estabilidade será o Pöschl-Teller modificado (4.28). Já para

a→±∞, temos o potencial da forma:
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U(z) = 3(2z2−1)
(z2−1)2 (4.60)

e seu respectivo modo zero:

u0(z) =
√

3
2
(
1− z2

) 3
2 (4.61)

(a) Potencial de estabilidade (4.57) para
a > 1.

(b) Parceiro supersimétrico do potencial
(4.57), dado pela equação (4.59) para a> 1.

(c) Potencial de estabilidade (4.57) para
a < 0.

(d) Parceiro supersimétrico do potencial
(4.57), dado pela equação (4.59) para a< 0.

Figura 4.11: A linha preta sólida é para a = 1, as linhas azul com traços são
para a = 1.1,1.25,2 e 100 e as linhas vermelha com traços e pontos são para a =
−100,−4,−1,−0.25 e −0.1.

Os números de estados ligados podem ser encontrados numericamente para todos os
exemplos estudandos neste capítulo.



Capítulo 5

Conclusões

Nessa dissertação expomos diversos modelos de campos escalares, tanto para teo-
rias com dinâmica usual como também para teorias com dinâmica generalizada L(φ,X).
Apresentamos todo formalismo generalizado, onde vimos que as equações são muito mais
complicadas, porém ainda é possível obtermos soluções analíticas e fisicamente aceitáveis.
Apesar dos modelos generalizados apresentarem resultados distintos do usual, existem te-
orias que suportam a mesma estrutura de defeito. Tais teorias são denominadas gêmeas,
pois apresentam mesmas soluções, densidades de energia e potencial de estabilidade, ex-
ceto para o Born-Infeld-Like, como vimos.

Finalizamos com um novo modelo, ainda em desenvolvimento, com termo de Cuscuton
na densidade lagrangiana usual. Esse modelo apresenta a mesmas soluções do modelo
usual e se diferem nas densidades de energia e no potencial de estabilidade. Com esse
modelo obtemos uma classe de potenciais quânticos juntamente com seus respectivos
modos zeros. Esses potenciais quânticos ainda podem ser melhor investigados, analisando
seus estados ligados e de espalhamento com auxílio do seu parceiro supersimétrico.

Nossos estudos podem ser estendidos ao mundo brana, que são soluções de defeitos do
tipo paredes de domínio imerso em dimensões extras. Ao fazer o estudo da estabilidade
linear das soluções para modelos generalizados, obtemos uma equação de Sturm-Liouville,
estamos interessados em fatorar essa equação de maneira análoga a fatorização da equação
de Schrödinger.
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