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"Imagination is more important than knowledge. For knowledge is
limited to all we now know and understand, while imagination
embraces the entire world, and all there ever will be to know and
understand”

— Albert Einstein



Resumo

O foco dessa dissertagao é a obtencao de solugoes tipo defeitos em Teoria de Campos.
Defeitos topoldgicos sao solugdes localizadas que possuem energia finita. Iniciaremos
nossa discussao para modelos de um campo escalar real, com termo canénico em (1+41)
dimensoes do espago-tempo. Daremos continuidade fazendo uma generalizacao desse
formalismo e obteremos as equacoes de campo para modelos com dinamica nao-usual.
Solugoes de modelos generalizados sao chamados de k-defeitos e geralmente sao bastante
diferentes das solugoes dos modelos usuais.

Palavras-chave: campo escalar; defeitos topologicos; dinamica generalizada.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to obtain defects solutions in Field Theory. Topolo-
gical defects are localized solutions with finite energy. We begin the discussion for models
with one real scalar field with standard lagragian in (14+1) spacetime dimensions. We
generalize this formalism to obtain field equations for models with no standard dynamics.
Solutions of generalized models are called k-defects and are distinct of the solutions of
the standard model.

Keywords: scalar field; topological defects; generalized dynamics.
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CapriTuLO 1

Introducao

Um defeito topoldgico pode ser entendido como uma regido de transicao entre dois
possiveis estados de um sistema que detém o mesmo valor de energia minima [1, 2, 3, 4].
Um exemplo didatico é imaginarmos uma flor que possua duas cores, podemos associar
cada cor como um estado possivel e entre as duas cores existird uma regiao de conflito,
que nao saberemos dizer em qual cor estd, essa faixa de transicdo tem um custo energético
e é chamado de defeito topoldgico [5].

Usaremos Teoria de Campos para investigar defeitos topolégicos, em particular com
um campo escalar real, o campo mais simples, que tem grande importancia por possuir
diversas aplicagoes em varios ramos da fisica. Defeitos topoldgicos podem ser encontrados
na cosmologia, onde surgem naturalmente na transicao de fase do universo primordial
[6, 7] e na matéria condensada para descrever interfaces em matériais [8, 9], como por
exemplo em espumas [10, 11] e em crescimento de graos [12].

Geralmente, os defeitos estao associados a alguma quebra de simetria que da origem a
um conjunto nao trivial de estados degenerados. Modelos em Teoria de Campos descritos
por um campo escalar real, tém solucoes topologicas estéveis em apenas (1+1) dimensoes
no espago-tempo, como foi mostrado por Derrick [13]. Focaremos nossa anélise em obter
solugbes em (141) dimensoes e iremos distinguir dois tipos de solugbes possiveis, os
kinks e os lumps, que podem ser determinadas a partir da contrucao de uma corrente
topolodgica conservada, onde sua forma depende da dimensao espago-temporal e do modelo
em questao [14, 15].

Em 1998, por meio de observagoes astrondmicas [16, 17], constatou-se que o universo
estd em expansao acelerada. O fato do universo estar acelerado contraria a lei da gra-
vitagdo universal, onde os corpos exercem apenas forcas atrativas. Uma das explicagoes
de que se tem para essa expansao acelerada é devido a um componente estranho, que
chamamos de energia escura [18]. Dentre as diversas descrigdes teoricas para a energia
escura, podemos citar k-inflacdo e k-esséncia [19, 20, 21], com modelos dados por lagran-
gianas nao usuais. Solugoes topoldgicas encontrados para esses modelos, sdo chamados
de k-defeitos [22].

Estudaremos modelos de campos escalares com dindmica nao-canoénica, escrevendo a
densidade lagrangiana de uma forma geral £(¢, X), como realizado em [23, 24]. Veremos
que as equagoes de movimento serdao mais complicadas e que a equacao de estabilidade
nao sera mais do tipo Schédinger, e sim de uma forma geral Sturm-Liouville. Vamos
ver também que o teorema de Derrick continuara valido para essa generalizagao. Os
modelos generalizados normalmente possuem solu¢ées com comportamento distintos do
modelo usual. Entretanto, existem modelos que tém comportamentos semelhantes ao do



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

modelo usual, como solugoes, densidade de energia e estabilidade linear. Por essa razao,
chamamos de modelos gémeos [25, 26, 27].

Essa dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2, introduzimos o
embasamento tedrico de como obter as equagoes de movimento para um campo escalar
real a partir do principio da minima ac¢ao e uma breve analise sobre uma quantidade
conservada, o tensor energia-momento. Apresentaremos um método para obter equagoes
de primeira ordem com solugoes de energia minima. Ainda nesse capitulo discutiremos a
estabilidade linear dessas solugoes, seguido de varios exemplos de modelos que suportam
solugoes topologicas e nao-topoldgicas. Por fim, discutiremos o método da deformacao.

Os capitulos 3 e 4 serao dedicados as teorias com dinamica generalizada que suportam
defeitos topolégicos. No capitulo 3, desenvolveremos o formalismo dessa generalizacdo em
(141) dimensoes, comparando sempre com a teoria usual, que é um caso dessa generali-
zacao. Finalizamos esse capitulo com alguns exemplos. Ja no capitulo 4, introduziremos
um novo modelo que possui as mesmas equagoes de movimentos do modelo usual. En-
tretanto, essa teoria se diferencia em muitos outros aspectos do modelo usual.

Finalizaremos no capitulo 5 com as conclusoes e comentarios acerca dessa dissertacao.

Ao longo dessa dissertacao utilizaremos a notacao padrao de tensores e a convencao
de soma de Einstein. As coordenadas do espago-tempo no espaco de Minkowski em
(D,1) dimensdes espaco-temporal sio representados por x# = (t,z'), para i = 1,2,..., D,
com tensor métrico g"¥, onde g0 =1, gt = ¢?> = ... =gPP = —1 e ¢ =0 para u # v.
Quanto as unidades, usaremos o sistema de unidades naturais, onde a constante de Planck
reduzida (h) e a velocidade da luz (c), possuem valores unitério (h=c=1).



CAPITULO 2

Campos Escalares e Solucoes de Defeitos

Teorias de Campos podem ser descritas pela formulagao lagrangiana, onde as equagoes
de movimento sdo obtidas com o uso do método variacional [28, 29, 30]. Os campos esca-
lares sdo representados por uma func¢do genérica ¢ = ¢(x*), que é uma fungao do espago
e do tempo. Campos escalares reais possuem uma transformacao de simetria que deixam
a acao invariante, desde que a lagrangiana nao dependa explicitamente das coordenadas
do espago-tempo. Essa transformacao de simetria implica numa lei de conservacao.

Usaremos campos escalares para descrever defeitos topoldgicos em uma dimensao
espacial. Conseguiremos obter solugoes que tem caracteristicas topoldgicas e outras nao,
que se diferenciarao em diversos aspectos.

2.1 Modelo de um Campo Escalar Real

A densidade lagrangiana £, para um tinico campo escalar real, ¢ uma fungao do campo
¢ = ¢(z") e de suas derivadas 0,¢ = 0¢/0z", com a¢ao dada por:

g — /dDHxE(gzﬁ,augb) (2.1)

onde a integracao ¢ realizada em todo o espaco-tempo. O requerimento basico da densi-
dade lagrangiana ¢ que seja um escalar de Lorentz.
A partir do principio da minima agao, temos a equacao de movimento:

oL oL
o (5057) = 5 (29

Podemos usar o teorema de Noether [31] para fazer uma transformacao infinitesimal
nas coordenadas do campo, do tipo 2" = z# + dz* e obter uma quantidade conservada,
ja que o campo é invariante por translacao devido a homogeneidade do espago-tempo.
Essa quantidade é chamada de tensor energia-momento e tem a forma:

~oc
9(0u9)
temos que 0,T"” = 0. O tensor energia-momento é simétrico sob permutacao de indices,
ou seja TH =TV,
A densidade lagrangiana para o modelo usual pode ser escrita como:

uy

8¢ — gL (2.3)
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L= 0u00"6—V(0) 2.4

onde V(¢) é a densidade potencial, que por conveniéncia vamos chama-lo apenas de
potencial e é fungao do campo escalar ¢. Essa densidade lagrangiana é real, invariante
de Lorentz e quadratico nas derivadas.

A equagao de movimento (2.2), para o modelo usual (2.4) sera:

onde Vy = dV/d¢.
O tensor energia-momento (2.3) relacionado as solugdes da equacao de movimento
(2.5), é dado por:

T = 9Fpd" o — g’ L (2.6)
onde a componente 7% é a densidade de energia da solucéo:
00 1(9s\* 1 2
- ,-1 (m) V0 +V () 27)
e cada termo caracteriza uma contribuicao para densidade de energia:
1/96\> 1.
=3 (5)  pa=3F0F ¢ =Vl (25)

que sao as densidades de energia cinética, gradiente e potencial, respectivamente. As
componentes T% é o fluxo de energia na direcio i e T é a densidade de momento da
componente ¢, ambas com mesmo valor:

_ 0009
ot Ox'

As componentes restantes, T%, é o fluxo da componente ¢ do momento na direcdo 7,
também conhecido como tensor das tensoes. Se i = j, temos a pressao:

2 2
== (%) +(5s) ~ 350 -vie) (210

que é a tensdo normal na direcao 7, também chamado de estresse ou apenas de tensao.
Para i # j, temos a tensao de cisalhamento:

09 0¢
ij _ Y9 Y9
r oxt OxI

Escrevendo a conservagao do tensor energia momento, 0,7 =0, em componentes:

TOi _ TiO _

(2.9)

(2.11)

AT + 0,7 =0 (2.12)
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obtemos um conjunto de D+ 1 equacdes de continuidade, onde indentificamos o T como
a densidade e o T" como o fluxo. Em trés dimensoes espaciais:

dQ_ 3 > 2 . =
i /deVj— ?gdxnj (2.13)

onde 7 é o vetor normal a superficie S que delimita o volume V. Fazendo uma integra-
cdo em todo o espaco, obtemos uma quantidade conservada Q = [d®z T, desde que o
fluxo jE TH | desaparaca suficientemente rapido no infinito. Para v =0, a quantidade
conservada é a energia e temos a conservacao do momento para =7, com j=1,2 e 3.

2.2 Defeitos Topolégicos e Nao-Topolégicos

Em teoria de campos, um dos modelos mais conhecidos da literatura é o modelo \¢?.
Esse modelo gera o fenémeno conhecido como quebra espontanea de simetria [32, 33, 34|
e possui a forma:

1

V() = gné’+ iw“ (2.14)

onde p e A\ sdo constantes reais. Em unidades naturais, a acdo é adimensional e as
coordenadas espaco-temporais terao dimensao de inverso da energia. Dessa maneira, em
(D,1) dimensdes espago-temporal, o campo terd dimensao de energia elevado a poténcia
(D —1)/2, ou simplismente dimensao (D —1)/2. O potencial deve ter dimensao (D +1),
com isso, p e A terdo dimensao 2 e 3 — D, respectivamente.

>|=
1
\

o
(a) Para u>0e A>0. (b) Para p<0e A>0.

Figura 2.1: Potencial do modelo A\¢?, dado pela equacao (2.14).

Esse potencial tem simetria discreta de reflexdo ¢ — —¢, ou simetria Z5. Para u e
A > 0, o potencial terd minimo em ¢ = 0 e massa classica m? = y, ilustrado na Figura

2.1(a). Ja para p <0 e A >0, o potencial terd dois minimos, em ¢ = 4+/—u/\, como
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mostrado na Figura 2.1(b). O surgimento de dois minimos degeneralizados, ocasiona o
fenomeno da quebra espontanea de simetria. A massa classica parece ser imaginaria,
porém, ela é bem definida e é dada por:

2V
¢2
p==%/—p/A

nos minimos do potencial. Afim de fazer uma analise do fendmeno da quebra espontanea

= 2 (2.15)

de simetria, escolhemos um dos minimos ¢ = £+,/—p /A, na escolha do minimo deixamos
o modelo bem definido, porém, quebramos a simetria existente. Uma maneira de consta-
tarmos esse acontecimento é fazendo um deslocamento ¢ — ¢+ 1/—pu/A e substituirmos
no potencial (2.14):

V(6) =~ urd® + {A6* - ;iﬁ (2.16)

esse modelo tem a massa classica bem definida, mas nao tem mais a simetria Zs, por
causa do termo ciibico em ¢, dizemos entao que a simetria foi quebrada espontaneamente
ao fazermos a escolha de um minimo.

Em (1+1) dimensbes espago-temporal, a equagao de movimento (2.5) torna-se:

P o ¢

oz 9z
como estamos procurando defeitos topolégicos, nos interessa apenas as solugdes estéticas,
¢ = ¢(x), a equagao (2.17) se reduz a:

+V¢ =0 (2.17)

"=V, (2.18)

onde ¢" = d?¢/dz?. A invaridncia relativistica da teoria permite obtermos solucdes de
onda viajante para o campo, com velocidade constante v. Obtemos a solugdao de onda
viajante fazendo a substituicao o — y(x —wvt), onde y = (1 —v?)~ 1/2 6 ¢ fator de contragao
de Lorentz. Logo, se existir um campo ¢ = ¢(x), que resolva a equac¢do de movimento
(2.18), existird uma solucao do tipo onda viajante que satisfaz a equagao (2.17).

Para o caso estatico unidimensional, as inicas componentes nao-nula do tensor energia-
momento (2.6), serdo a densidade de energia e o estresse, dados respectivamente por:

1,2
= §¢’ +V(9) (2.19a)
1,2
= 0"~ V(9) (2.19b)
com ¢ =d¢/dx. O primeiro e o segundo termo da densidade de energia (2.19a), represen-

tam as densidades de energia gradiente e potencial, respectivamente. A energia é obtida
pela integracao em todo o espago:

o /+Oodxp / [ +V(¢)} (2.20)
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Solugoes estaticas e uniformes, satisfazem a equacao:

Vy=0 (2.21)

onde simbolizamos essas solucoes como ¢;, que sao extremos do potencial Vi(¢;) = 0.
Além disso, para que tenha relevancia fisica, elas devem ser raizes do potencial, V' (¢;) =0,
pois, como nao tem dindmica, a energia (2.20) deve ser nula.

J& as solugoes estaticas, ¢ = ¢(x), devem satisfazer as seguintes condigoes:

xgrinood:v) — U (2.22a)
. /
mgriloogb () — 0 (2.22b)

onde v; sao minimos do potencial. Caso contrario, teremos divergéncia nas energias
potencial e gradiente. A condigao (2.22a) estabelece que nos extremos o campo deve ser
um dos zeros do potencial, podemos analisar melhor essa condi¢do a partir da defini¢ao
da corrente topolégica [4, 14]:

jp =", (2.23)

onde e ¢ o simbolo de Levi-Civita e essa corrente é conservada, d,jf = 0. Para as
solugoes estaticas, apenas a componente temporal permanece, podendo ser integrada em
todo o espaco para obtermos a carga topoldgica:

Qr = ¢(x — 00) —p(x — —00) (2.24)

analisamos o comportamento assintético das solugoes estaticas a partir da carga topolo-
gica, nos permitindo diferenciar dois tipos de solugoes: soluc¢oes topoldgicas e solugoes
nao-topologicas.

As solugoes topologicas, também conhecida como kinks, tém limites assintoticos,
¢(r — —00) e ¢(xr — o) distintos, fazendo com que tenham uma carga topoldgica nao-
nula. Solugoes como essas se iniciam em um valor e crescem ou decrescem até um outro
valor.

As solugoes nao-topoldgicas, também conhecida como lumps, tendem assintoticamente
ao mesmo valor, ¢(zr — —o0) = ¢(z — o0), resultando numa carga topologica nula. So-
lugdoes como essas se iniciam em um valor, crescem ou decrescem até um outro valor,
denominado como ponto de retorno e decrescem ou crescem até o valor inicial.

Pelo método da quadratura, podemos reduzir a equagdo de movimento de segunda
ordem (2.18), para uma equagao de primeira ordem. Multiplicando a equagao (2.18) por
¢’ e fazendo uma integracio, obtemos:

¢ =44/2(V(¢) +CO) (2.25)

onde C é uma constante de integragao. Se substituirmos a equagao (2.25) na equagao da
energia para solugoes estaticas (2.20), teremos:
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E:Q/:de‘/(dm))jt/zodxC (2.26)

dessa maneira a energia ira divergir, tomamos C' = 0 para que tenhamos energia finita,
reduzindo assim a equagdo (2.25) para ¢/ = +v/2V. A energia (2.20) pode ser reescrita
como:

p=2f T: drV(6(n) = | :O dz ¢ (x) (2.27)

nota-se que a contribuicdo da energia gradiente é equivalente a contribuicdo da energia
potencial. Comparando a equagao (2.25) com a equacao (2.19b), identificamos a constante
C' como o estresse da solu¢ao. Como C' = 0, concluimos que solugdes com energia finita
tém estresse nulo. Obtemos essa mesma restricao pelo teorema de Derrick, que sera
apresentado posteriormente.

2.3 Solucoes BPS

Existe um método muito eficiente para se obter solugoes de defeitos topologicos, esse
método foi desenvolvido por Bogomol'nyi [35], cujas solugoes sdo chamadas de solugoes
BPS, em homenagem aos fisicos Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield [35, 36].

Para potenciais ndo negativos podemos escrever o potencial como fungao de W (¢):

~W3 (2.28)

onde Wy, = dW/d¢. W = W(¢) sao funcoes continuas do campo escalar, denominada de
superpotencial e estao relacionadas com a descrigao de setores bosonicos reais em teorias
supersimétricas [37, 38, 39, 40], como veremos ao fazer o estudo da estabilidade linear
das solugoes.

Podemos reescrever a equagao de movimento (2.18), como:

"= WysWee (2.29)
e a energia (2.20), como:
B 1 ptoo 2 9

E— 5/_00 de [¢% + W] (2.30)

completando o quadrado, teremos:

do dW

E= / d + 204 / E 2.31
x[ ¢$W) dd¢] 5 ¢:FW¢)‘|‘B (2.31)

onde:

Ep = AW = [W(é(x — 00)) — W (é(x = —o0))| (2.32)
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¢ chamada de energia de Bogomol’'nyi. Ela depende apenas dos limites assintoticos do
campo e ainda é o menor valor da energia, desde que:

PFWs=0 = ¢ =+W, (2.33)

essas equacgoes resolvem a equacao de movimento (2.18) e sdo chamadas de equagoes
BPS. Obtemos a fungao W(¢) integrando a equagao (2.28) e descartamos a constante de
integracdo por nao ser necessario para nossos estudos, ja que estamos interessados apenas
na diferenga da equacao (2.32).

Observa-se que além de termos uma equacao diferencial de primeira ordem para resol-
vermos ao invés de uma de sergunda ordem, ainda minizamos a energia e ela dependera
apenas dos valores assintoticos das solugoes, ou seja, podemos determinar o valor da
energia das solugdes sem sabermos sua forma explicita.

2.4 Teorema de Derrick

O teorema de Derrick examina as condi¢oes necessarias para a estabilidade das solu-
goes estaticas [13]. O teorema diz que s6 existem solugoes estéticas de energia finita em
uma dimensao espacial e para um caso particular em duas dimensoes.

Para uma teoria de campo escalar em D dimenoes espaciais com densidade lagrangi-
ana:

1
L= 50,00"9~V(6) (2:34)
e solucdo estatica, ¢ = ¢(z'), que satisfaz a equacdo de movimento:

V=1V, (2.35)

com energia:

E:/_+OOdD:r B(v¢)2+‘/(¢) — Eq+Ep (2.36)

onde Fg e Ep sao as energias gradiente e potencial, respectivamente.

A solugao estatica, ¢ = ¢(x"), deve ser estavel para qualquer tipo de variagao, inclusive
para mudancas de escala. Vamos considerar a solucao reescalada da seguinte maneira:

or(a") = p(Aa”) (2.37)

a solugdo é contraida para A > 1 e dilatada para A < 1. Teremos a energia da solucao
reescalada Fy, dada por:

By= [ aPa [ (Vo V(o) (2.3%)

onde Ey|,_; = E. Fazendo uma mudanca de variavel de Az para z', obtemos:
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Ex=X"PE;+\PEp (2.39)
essa expressao deve ser minima para A =1, logo:

o,

5| =(2-D)Eg—DEp=0 (2.40)

A=1

como ja se sabe, Eg e Ep sao nao negativas e em uma dimensao espacial (D = 1),
conseguimos satisfazer a equagao (2.40), ja que Eg = Ep. A partir de duas dimensoes
espaciais (D > 2), ndo conseguimos mais cumprir essa exigéncia, apenas para O caso
especial em duas dimensoes, quando Ep = 0. Podemos fazer o teste da derivada segunda
para verificarmos se Ey|,_; é minimo:

O*E
W?A —(2—D)(1—D)Eg+D(1+D)Ep >0 (2.41)
A=1
em D =1 ficamos com 8;5@ = 2Fp > 0, comprovando que a solugao é estavel por
A=1

mudanga de escala. Podemos reescrever a equacao (2.40) para D = 1, como:

2
+oo 1 (do +o0
A A :/d:o 2.42
A=1
concluimos que teremos solugoes estaveis por reescala apenas para estresse nula. Através

de outra argumentacao chegamos a mesma exigéncia ja mencionada, da condicao de
estresse nulo das solugoes.

O,
o\

2.5 Estabilidade Linear

Defeitos topolégicos geralmente sao estruturas estaveis, porém, podemos fazer um
procedimento para fazer essa andlise. Esse procedimento consiste em executar pequenas
pertubacoes em torno da solugao estatica, vamos considerar a solugao pertubada como:

¢(I7 t) = gb()(x) + U(I,t) (243)
onde ¢g(x) é a solugdo estatica e n(x,t) a pertubagao. Substituindo na equagao de movi-
mento (2.17) e fazendo uma expansao de Taylor no potencial V(¢) em torno da solugdo,
mantendo apenas a contribuicao linear em 7, ja que trata-se de pequenas pertubagoes,
obtemos:

o’n  0*n &’V

2 " am tag| "0 (2.44)

bo(x)
uma equacao diferencial parcial de segunda ordem. Utilizamos o método de separagao de
varidveis e escrevemos 7)(z,t) como combinagao linear:
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n(x,1) = > _ () cos(wnt) (2.45)
n
para reescrevermos a equagao (2.44) como:
d? 5
[_dxz tU (93)] 1 () = Wi () (2.46)
onde:
d2v
U(z) = 7 (2.47)
do(x)

¢é chamado de potencial de estabilidade pelo fato de fazer o mesmo papel do potencial da
equagao de autovalores de Schrodinger na mecénica quantica. Apesar de ser um analogo
aos problemas da mecanica quantica, todo o tratamento desse trabalho envolve apenas
fendmenos cldssicos. Pela condigdo (2.22a), sabemos que a solucao tende para os minimos
do potencial no limite em que x — 00, fazendo com que o potencial de estabilidade (2.47)
tenda para os valores das massas classica nos minimos que a solugao liga.

Podemos reescrever a equagao tipo Schrodinger (2.46), como:

Hnp(x) = W%nn(x) (2.48)
onde:

2

H= s+ U(x) (2.49)

os autovalores da equagao (2.48) devem ser nao-negativos, pois, para autovalores negati-
vos, teremos um argumento imaginario no cosseno, tornando-se um cosseno hiperbélico,
que ao evoluir no tempo, o termo da pertubacao divergird, violando o fato de ser pequenas
pertubagoes, para esses casos dizemos que as solucgoes sao instaveis.

Em toda equagao (2.48) vai existir um estado com autovalor zero, decorrente da
invaridncia translacional da teoria, chamado de modo zero ou modo translacional [41]. O
modo zero nao contribui para a energia da solucao pertubada e pode ser obtido derivando
a equagao de movimento (2.18) em relagdo a z:

dz?

identificamos a derivada da solucao estatica com respeito a variavel como o modo zero:

[—dQ + U(:c)] $o(x) =0 (2:50)

no(z) = Ngg(z) (2.51)

onde N é uma constante de normalizacao. Uma maneira de entender a ocorréncia do
modo zero é levando em consideragdo que se ¢g(x) é solugdo da equagdo de movimento
entdo ¢o(x + o) também é, expandindo ¢o(z + x¢) = ¢o(z) + zody(x) e comparando com
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(2.43), notamos que ¢p(z) é uma pequena pertubagao com autovalor zero. O modo zero é
util para identificarmos a estabilidade das solugoes, se 0 modo zero possuir nd, saberemos
que ele nao corresponde ao estado de menor autovalor [42], nesse caso, tém-se autovalor
negativo.

Para potencias nao-negativos, existem as solucoes do tipo BPS. A estabilidade desses
estados podem ser mostradas de maneira geral quando reescrevemos o H da equagao
(2.49), com uso da equagao (2.28), como:

d2
H= T2 + W¢¢ + W¢W¢¢¢ (2.52)
onde o potencial de estabilidade toma forma, U(z) = W£¢+W¢W¢¢¢, com ¢ = ¢o(x)
dado pela solugao estatica. A motivagao para escrevermos o H dessa maneira é porque
podemos fatora-lo com uso dos operadores:

d
St = + W, 2.53
£ dx ¢ ( )

e construir H; e H_ parceiros supersimétricos [37]:

Hy=S15, (2.54)

O Hy reproduz o H da equagao (2.49), com potencial de estabilidade, U™t (z) = W£¢+
WyWsee, € 0 potencial do seu respectivo parceiro supersimétrico H_, como U~ (x) =
W£¢ — WyWyes. Como conseguimos fatorar o operador H, garantimos que ele é nao-
negativo, logo nao possuira autovalores negativos:

w?z = <77n| H|nn> = <77n| STS|77n> = Z <77n| ST |77m> <77m| 5’7777)

= S 0l S ) @l S 1) = S 10l S 1nm) > > 0 (2.55)

m

as solugoes BPS sempre serdao solugoes estaveis.
Podemos determinar o modo zero com uso do superpotencial W(¢). Se fizermos

Sing =0, satisfazemos Hiny = SlSino =0 e podemos escrever:

d
W Wy = no—NeXp< /de¢¢) (2.56)

temos ainda uma forma alternativa de escrevermos o modo zero, fazendo uso das equagoes

(2.33) e (2.51):

o = :ENqu (257)

Geralmente, em modelos descritos por campos escalares, solugdes topologicas sao
estaveis, como defeitos do tipo kink e solug¢oes nao-topolédgicas sao instaveis, como defeitos
do tipo lump.
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2.6 Exemplos de Solugoes Topoldgicas

Solugoes topoldgicas ou simplismente kinks, sdo fungoes que vao de um valor a outro,
possuindo assim uma carga topolégica. Chamamos os setores que suportam kinks de
setores topolégicos. Pelo fato do modelo (2.4) ser invariante por paridade, num mesmo
setor topoldgico existirda duas solugoes tipo kink com valores assintoticos invertidos.

Como os kinks sao solu¢oes monotonicas, sua derivada nao troca de sinal, a equagao
de primeira ordem (2.33), pode ser dividida em duas:

gb/ = W¢ ou QZS/ = _W¢ (258)

uma para o kink e a outra para o que denominaremos de antikink. Podemos integrar a
equagao acima e obter:

T —wp= i/;;i — £G() (2.59)

onde xg é uma constante de integracao e caracteriza o centro da solugdo. Como os modelos
a serem estudados apresentam invariancia translacional, o centro da solucao ¢é arbitrario,
centralizamos a solucao na origem, ou seja, xg = 0. Sempre que possivel, tomamos a
inversa da fungdo G(¢) e obtemos a solugao estatica:

o(z) =G (z) (2.60)

para o sinal positivo nossa solu¢do é monotonicamente crescente (kink) e para o sinal
negativa, monotonicamente decrescente (antikink). A seguir iremos mostrar exemplos de
modelos que suportam solucoes topologicas.

2.6.1 Modelo ¢*

O modelo ¢* com quebra espontinea de simetria, pode ser escrito de maneira mais
simplificada, de maneira que o potencial toma a forma:

1

Vig)= 51—

esse pontecial tem minimos em ¢ = +1 e um méximo local em ¢ = 0, como pode ser visto
na Figura 2.2(a). Com massas cldssica m? = 4, para ambos os minimos.
A equagao de movimento (2.18) para esse modelo é dada por:

? (2.61)

¢ =20(¢" 1) (2.62)
com solugdes uniformes ¢y = £1, que satisfazem as condicoes de serem minimos do
potencial e terem energia nula.

Para determinarmos as solugoes estaticas vamos fazer uso da equagao (2.59):

r=+G(g) =+ / 49 _ | arctanh(e) (2.63)

1— 2
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com zg =0 e tomando a funcao inversa, obtemos:

¢(x) = £tanh(x) (2.64)

que sao o kink e o antikink. Essas solu¢oes ligam um minimo a outro, ilustrado na Figura

2.2(b).

V-1
!
\
\
\
\
|

+
1
\
\
\
‘I
f
!
|

(a) Potencial da equagdo (2.61) com mini- (b) Solucdes dado pela equacdo (2.64). A

mos em ¢ = +1. A seta representa o setor linha sélida representa o kink, a linha com

topolégico que conecta os minimos. tracos e pontos o antikink e as linhas tra-
cejadas os valores que as solugoes ligam.

Figura 2.2: Potencial e solucdes estatica, respectivamente, para o modelo ¢*.
A densidade de energia dada pela equagao (2.19a) para as solugoes (2.64) sera:
p(z) = sech? (z) (2.65)

note que a densidade de energia esta localizada na origem, como mostrado na Figura
2.3(a). Podemos calcular a energia das solugoes fazendo uma integragdo em todo o
espago ou de forma direta pelo superpotencial W (¢), que para esse modelo tem forma:

1
W(e)=¢- 3¢’ (2.66)
ilustrado na Figura 2.3(b). Com energia minima dada pela equagao (2.32):
4
Ep=|W(¢==£1)-W(p=7F1)| =3 (2.67)

para o kink e o antikink.
Podemos ainda estudar a estabilidade linear das soluc¢oes, onde o potencial de estabi-
lidade da equagdo (2.47) serd dado por:

Ut (z) = 4— 6sech?(z) (2.68)
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0.6

0.2

-0.21

-0.41

1 2 3
X

-0.6

(a) Densidade de energia dada pela equagao  (b) Superpotencial da equacgao (2.66), para
(2.65). Observe que ela é simétrica em z. ¢ de —1 a +1.

Figura 2.3: Densidade de energia e superpotencial W (¢), respectivamente, para o modelo

¢*.

que é o potencial Poschl-Teller modificado [43, 44], é um exemplo famoso na mecanica
quantica, conhecido como potencial sem reflexdao. Com espectro de energia para os estados
ligados dado por w% = 4n —n?. Nesse caso, temos dois estados ligados, com autovalores
wi =0 e w?=3. O modo zero e seu estado exitado sido respectivamente:

ng (z) = ?sech%x) e ni(z)= \/gsech(x)tanh(x) (2.69)

podemos concluir que as solucdes do modelo ¢* sdo estdveis sob pequenas pertubacoes,
pois seus autovalores sao nao negativos, w% > 0.
O potencial parceiro supersimétrico de U™ (z) ¢ dado por:

U~ (z) = 4—2sech?(z) (2.70)

contendo apenas um estado ligado, com autovalor w% =3

no (x) = \}ésech(:v) (2.71)

os potenciais UT (x) e U™ (), juntamente com seus respectivos estados ligados podem ser
visualizados na Figura 2.4.

2.6.2 Modelo ¢°

Um outro exemplo que suporta solucdes topolégicas é o modelo ¢, onde o potencial
¢é dado por:

V(o) = 561’ (272
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(a) Potencial de estabilidade (linha sélida) (b) Potencial de estabilidade (linha s6lida)
dado pela equagao (2.68), juntamente com dado pela equacao (2.70), juntamente com
seu modo zero e estado exitado (linhas com  seu modo zero (linha com tragos e pontos)
tragos e pontos) dados na equacio (2.69).  dado na equacgio (2.71).

Figura 2.4: Pontencial de estabilidade e seu parceiro supersimétrico, respectivamente,
para o modelo ¢

diferentemente do modelo ¢?*, vamos ter trés minimos, ¢ = +1 e ¢ = 0, com méximos
locais em ¢ = £1/4/3, veja na Figura 2.5(a). Teremos dois setores topolégicos, um entre
—1 e 0 e outro entre 0 e +1. As massas classica nos minimos serao:
2 2
mi:i,(; =4 e m(z):(;gg =1 (2.73)
p==+1 $=0
veja que as massas nos minimos ¢ = +1 é maior do que em ¢ = 0, fazendo com que o
potencial seja mais concavo em ¢ = £1.
A equacao de movimento (2.18) para esse modelo seré:

¢" = p(¢* —1)(1—3¢%) (2.74)

com solucdes uniformes de energia nula ¢g =0 e ¢4 = +1.
Como existem dois setores topologicos, teremos quatro solugoes, dois kinks e dois

antikinks:
1— h 1 h
1 h 1 —tanh
Soan(@ = D g = g

na equagao (2.75a), temos o kink e o antikink, respectivamente, do primeiro setor to-
polégico e na equagdo (2.75b), o kink e o antikink, respectivamente, do segundo setor
topologico. As solugoes nao sao simétricos em relagao ao centro por causa das massas dos
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minimos que cada setor topoldgico liga, veja que na Figura 2.5(b) as solugdes crescem
(decrescem) mais réapido perto dos minimos ¢ = +1. Uma maneira de se observar essa
assimetria da solugdo pode ser feita na andlise da estabilidade linear das solugoes, que
sera mostrada mais adiante.

0.20

0.15

-15 -0 0 05 ;1 15
e i

(a) Potecial da equagdo (2.72), com os mi- (b) Solugdes (2.75). As linhas sélidas re-

nimos em ¢ =+1 e ¢ =0. A seta vermelha presentam os kinks e as linhas com tragos

indica o primeiro setor topolégico e a seta e pontos os antikinks, a cor vermelha é para

azul o segundo. o primeiro setor topolégico e a azul para o

segundo.

-1

Figura 2.5: Potencial e suas solucdes do modelo ¢S.

Pela equacao (2.19a) vamos ter duas densidades de energia:

pz) = ; (1 + tanh(z))sech?(z) (2.76)

onde o sinal positivo sao para o kink do primeiro setor e o antikink do segundo setor,
j& o negativo para o antikink do primeiro setor e o kink do segundo setor. Observe na
Figura 2.6 que as densidades de energia nao estao centradas na origem, com picos em
x==1In(2)/2.

O superpotencial W (¢) para cada setor pode ser visualizado na Figura 2.7 e tem
forma geral:

1

W(p)= 56" - 10" (2.77)

com energia minima E = 1/4, para todas as solugdes.
Fazendo uma anadlise da estabilidade linear das solugdes para esse modelo, com uso
da equagao (2.47), teremos dois potenciais de estabilidade:

1
U(z) = Z F gtanh(x) - 45 sech? () (2.78)



2.6 EXEMPLOS DE SOLUCOES TOPOLOGICAS 18

(a) De linha sélida para o kink e de linha (b) De linha sélida para o kink e de linha
com tragos e pontos o antikink, para o pri- com tracos e pontos o antikink, para o se-
meiro setor topoldgico. gundo setor topoldgico.

Figura 2.6: Densidades de energia para as solugoes do primeiro e segundo setor topoldgico,
respectivamente, do modelo ¢%, dado pela equacio (2.76).

0.25 0.25
0.20 0.20
0.151 0.15
w(9) _
0.10- 0.10
0.05- 0.05
-1 -0.8 -0.6 04 -0.2 0 0 02 0.4 0.6 0.8 1
o o
(a) Superpotencial W(¢) para o primeiro (b) Superpotencial W (¢) para o segundo
setor topoldgico, com ¢ de —1 a 0. setor topoldgico, com ¢ de 0 a +1.

Figura 2.7: Superpotencial W (¢) para o modelo ¢%, dado pela equacao (2.77).

o primeiro potencial é para as solugoes do tipo kink do primeiro setor e do antikink do
segundo setor, ja o segundo potencial é para o kink do segundo setor e o antikink do
primeiro setor.

Observe na Figura 2.8 que os potenciais de estabilidade possuem uma assimetria,
essa assimetria é causada pelos diferentes valores da massa classica dos minimos que as
solugoes conectam. Por causa dessa assimetria no potencial, admiti-se estados de reflexao
para w? entre 1 e 4. Teremos apenas um estado ligado para ambos potencial, os seus
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respectivos modos zeros:
sech? ()

(@) = \/2 F 2tanh(x)

Concluimos que todas as solucdes sdo estéveis para o modelo ¢5. Os parceiros super-
simétrico dos potenciais da equagao (2.78) nao possuem estados ligados.

(2.79)

(a) Potencial de estabilidades (linha sélida)  (b) Potencial de estabilidades (linha s6lida)
da equagdo (2.78) com sinal negativo e seu da equagdo (2.78) com sinal positivo e seu
respectivo modo zero (tragos e pontos). respectivo modo zero (tragos e pontos).

Figura 2.8: Potenciais de estabilidade (2.78) e seus tnicos estados ligados, dado pela
equacao (2.79), para o modelo ¢S.

Como vimos nesses dois exemplos, as solugoes topologicas sao estaveis sob pequenas
pertubacoes.

2.6.3 Outros modelos

Existem diversos outros modelos que suportam solugoes topolégicas [45, 46], um mo-
delo bastante interessante e bem conhecido na literatura é o seno-Gordon e pode ser
descrito pelo potencial:

V(9) = 5sin*(9) (2.50)

distintamente dos dois modelos anteriores, esse modelo possui uma infinidade de minimos,
em ¢ = km, onde k pode ser qualquer niimero inteiro. Com méximos em ¢ = (2k —1)7/2
e massa nos minimos m? = 1, veja sua forma na Figura 2.9(a).

Com solugoes estaticas simétricas:

¢(z) =2 arctanh(exp(£x)) + k7 (2.81a)
¢(x) = —2 arctanh(exp(Fx)) — k7 (2.81Db)
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as solugoes da equagao (2.81a) sdao respectivamente os kinks e antikinks, dos setores
topoldgicos do lado direito e as da equagao (2.81b) dos setores do lado esquerdo, veja na
Figura 2.9(b).

As solugoes tém densidade de energia centrada na origem, mostrada na Figura 2.9(c),
e sua forma pela equagdo (2.19a) é dada por:

p(z) = sech? (z) (2.82)

com energia F = 2.

Podemos fazer a andlise da estabilidade linear de maneira andloga aos modelos an-
teriores e verificaremos que as solucgoes estaticas para esse modelo sao estaveis. Com
potencial de estabilidade e seu tinico estado ligado, o modo zero, dados por:

1
U(z) =1—2sech?(x) e no(xr) = —=sech(x) (2.83)
V2
e ilustrados na Figura 2.9(d).
Um modelo particulamente interessante é o vacuumless [47, 48], cujo potencial tem
forma:

V(p) = ;sechQ(qﬁ) (2.84)

com maximo em ¢ = 0, o grafico do potencial é mostrado na Figura 2.10(a). O que
torna esse potencial especial é o fato de nao conter minimos, porém suportar solugoes
topoldgicos de energia finita.

As solucoes estaticas sao dadas por:

¢(x) = £ arcsinh(x) (2.85)

o kink e o antikink. Veja na Figura 2.10(b) que essas solugbes apresentam amplitudes
infinitas.
Com densidade de energia bastante difusa:

1
r)=—5—7 2.86
o) = —— (2.56)
observe na Figura 2.10(c) como a densidade de energia demora a decrescer. Entretanto,
as solugoes possuem energia finita £ = 7.

O potencial de estabilidade e modo zero sao dados por:

Ua) 222 —1 () 11

T)=——F5——5 € T) = —=————
e NV VRS

e mostrados na figura 2.10(d). Esse potencial é conhecido como potencial vulcao [49]. Ele

nao apresenta lacuna entre o estado ligado e o continuo, ja que ele tende assintoticamente
a zero nos extremos, com picos em = 4/2.

(2.87)
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(a) Potencial dado pela equagdo (2.80) com (b) Gréficos das solugbes (2.81), as do tipo
minimos em ¢ = k7, com alguns de seus se- kink com linhas sélidas e antikink com li-
tores topolégicos, representados pelas setas nhas de pontos e tragos, para seus respec-
amarela, vermelha azul e verde. tivos setores topoldgicos, dado pelas cores.

1

(¢) Densidade de energia (2.82). (d) Potencial de estabilidade com linha s6-
lida e seu modo zero com linha de pontos e
tragos, dados pela equagdo (2.83).

Figura 2.9: Potencial, solugoes, densidade de energia e potencial de estabilidade com seu
modo zero para o modelo seno-Gordon.

Teremos problema em calcular a carga topoldgica pela definicao usual da corrente
topoldgica dada na equacao (2.23), entretanto a definicdo de corrente topoldgica nao é
tnica [15], podemos escrever de maneira geral como:

i =" o,W(¢) (2.88)

notamos que essa corrente ¢ conservada por construcao. Com carga topolégica Qr,
diretamente relacionada com AW, da equagao (2.32). De maneira andloga a (2.24),
quando Q7 # 0 dizemos que as solugoes sao topologicas, como todos os exemplos dessa
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(a) Potencial sem vicuo da equagéo (2.84). (b) Solugdes topoldgicas do modelo (2.84),
dado pela equacao (2.85). A linha sélida
representa a solucao tipo kink e a linha com
tragos e pontos o antikink.

0.6
N

(c) Densidade de energia (2.86) para as so- (d) Potencial de estabilidade com a linha
lugoes (2.85) solida e seu modo zero com linha de pontos
e tragos, descritos pela equagao (2.87).

Figura 2.10: Potencial, solugoes, densidade de energia e potencial de estabilidade com
seu modo zero para o modelo sem vacuo.

se¢ao, inclusive para o vacuumless e quando Q7 = 0, temos as solugoes nao-topoldgicas.
Um outro exemplo de potencial que nao contém estados de vacuo esta sendo desen-
volvido [50] e é dado por:

b2

= 5 (19l+1)207 (289

V(o)
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com maximo em ¢ = 0 igual a b%/2a® e com solucdes tipo kink dada por:

() = sen(z) [(b|x| b 1)E - 1] (2.90)

lembrando que esse modelo também apresentam as solugoes anti-kink.

—
//
0(x) T
0.5 ///_/ -
[l
7
10 -5 ., 5 10
A
Y7
s
PR Ve
-
S 7 J0s
- -
~

(b) Solugoes tipo kink (2.90).

0.31
0.10
0.2
we) 1/
N
0 S 5 1o
_______________ / q)
——————— /_d 1
0.21
-034
(¢) Densidade de energia (2.91). (d) Superpotencial (2.92).

Figura 2.11: Potenciais, solugoes, densidade de energia e superpotencial do modelo (2.88).
Para b=1, a = 3 para a linha sdlida, a =4 para a linha tracejada, a =5 para a linha com
tragos e pontos e a = 6 para a linha pontilhada.

A densidade de energia tera forma:

b2 2(1—a)
pla) = Ty O] +1) 2.00)

simétrica em relacdo a origem com pico igual a b%/a?. Sé teremos energia finita para a > 2
e fazemos b > 0 para que a energia seja positiva definida. A energia para essas solugoes
¢ dada por:
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2b
E= 2.92
a(a—2) (2.92)
para b=1 e a=3,4,5 e 6, teremos energias F3 =2/3, Ey =1/4,E5 =2/15,FEs = 1/12,
respectivamente.
O superpotencial para esse modelo sera:

b(|¢l +1)*~° b
a(2—a) a(a—2)

os graficos dos potenciais, solugoes, densidade de energia e superpotencial podem ser
vistos na Figura 2.11 para alguns valores de a e b. Note que para o limite a — oo, s
potencial, a solugdo o superpotenail e a energia serao nulos.

O potencial de estabilidade nesse caso é:

(2.93)

W(¢) = sgn(¢)

_ b*a—1)(2a—1) _ 2b(a—1)é(x)

Ulx) = — 2.94
)= "Rl T1E o] s 1) (299
com modo zero:
bla—2 l-a
no(x) = ( 5 ) (blx|4+1) @ (2.95)

veja a Figura 2.12.

Figura 2.12: Potencial de estabilidade (2.94) de linha sélida e seu respectivo modo zero
(2.95) de linha com tragos e pontos, para b =1 e a = 3. Aparentemente esse potencial
nao parece suportar estados ligados, mas devido a sua descontinuidade na origem com a
presenca de um delta com sinal negativo, teremos apenas o estado fundamental.
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2.7 Exemplos de Solugoes Nao-Topolbgicas

Solugoes nao-topolédgicas ou simplismente lumps, possuem carga topoldgica nula, pois
seus limites tendem assintoticamente a um mesmo valor. Logo, nao sao fungoes monoto-
nicas, pois tera uma hora que sua derivada primeira ird inverter de sinal. Essas solugoes
trocam de sinal no centro da soluc¢ao, que tomamos como zg = 0. No caso de lumps, nao
faz sentido falar de antilump, pois o antilump é o proprio lump.

Potenciais que suportam solucgoes do tipo lump, sao potenciais que tém valores ne-
gativos. Entretanto, a solucao existe apenas na parte positiva desse potencial, com isso,
nao teremos problemas em introduzir o superpotencial W = W (¢), para solugdes nao-
topoldgicas. Diferentemente dos kinks nao podemos escrever da mesma maneira que
(2.58), ainda assim, escrevemos:

=Wy e ¢=-W, (2.96)

utilizamos a primeira equacao para obter o lump na regido quando ¢’ for positivo e a
segunda quando ¢’ for negativo. Teremos:

@ZG(@, para ¢ > 0
W
r= do (2.97)
“w, =—G(¢), para ¢’ <0

com centro na origem e sendo G(¢) uma fungao inversivel, obtemos:

Gil(x), para ¢ >0

Pz) =14 4 ) (2.98)
G (—x), para¢ <0

para lumps, G~! é sempre uma funcao par, compactificamos as equacgoes (2.98) numa sé:

o) =G (x) (2.99)

Nesse caso, a energia associada a solugoes tipo lump [51], sera:

Ep = [W(o(x = 00)) = W(¢(0))|+[W((0)) = W(e(z = —o0))|
= 2IW(o(x = 00)) = W(¢(0))| (2.100)
= 2[W(¢(0)) - W(p(x = —o0))|

seguiremos com um exemplo ilustrativo.

2.7.1 Modelo ¢* Invertido

Vamos considerar agora o potencial da forma:

V(9) = 561~ ) (2:101)
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com um minimo local em ¢ = 0 e maximos em ¢ = +1/4/2, como pode-se ver na Figura
2.13(a). Com massa classica m? = 1.
A equagao de movimento (2.18) para solugoes estaticas seré:

¢ = p(1—2¢°) (2.102)

com solugao estatica e uniforme ¢g =0, que é um ponto de minimo e raiz do potencial.
Vamos ter duas solugoes estaticas:

o(z) = £sech(x) (2.103)

veja na Figura 2.13(b) que essas solugdes se iniciam no minimo do potencial ¢ =0 e
crescem/decrescem até ¢ = +1 e depois retornam para o minimo.

0.2

-0.24

-0.6

-1

(a) Potecial da equagdo (2.101), com um (b) Solugdes estaticas dada pela equagio

minimo local em ¢ =0, que suporta duas (2.103), de vermelho a solugdo do lado es-

solugoes do tipo lump. querdo do potencial e de azul a do lado
direito.

Figura 2.13: Potencial e solucées para o modelo ¢* invertido.

Com densidade de energia (2.19a) dada por:

p(z) = tanh?(z) sech?(x) (2.104)

a densidade de energia é nula na origem e possui dois picos simétricos, em z = + arcsech(1/ \/5),
mostrada na Figura 2.14.
O superpotencial W (¢) é dado por:

_ 1 2\ 2
W (o) ——§<1—gb> (2.105)
a Figura 2.15, mostra o comportamento dela em cada regido. A energia de cada solucao

serd £ =2/3.
O potencial de estabilidade segundo a equagao (2.47) é:
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0.251

.20

0.101

0.03

Figura 2.14: Densidade de energia para o modelo ¢* invertido, dada pela equacio (2.104),
com picos em x = =+ arcsech(1/v/2).

(a) W(¢) para regido entre —1 e 0. (b) W(¢) para regido entre 0 e +1.

Figura 2.15: Superpotencial W (¢) para o modelo ¢* invertido dado pela equacio (2.105).

U(z) = 1 — 6sech?(x) (2.106)

esse pontencial tem a mesma forma do potencial de estabilidade (2.68) do modelo ¢,
porém com uma altura menor em 3. Logo, seu espectro dos estados ligados ¢ dado por
w2 = —3+4n—n?. Teremos dois estados ligados, com autovalores w3 = —3 e w? = 0. Seus

estado ligados sao respectivamente:

no(x) = \fsech%x) e m(x)= \/gsech(x)tanh(x) (2.107)

podemos concluir que as solucdes do modelo ¢* invertido ndo sio estaveis sob pequenas
pertubacoes, pois possui autovalor negativo.
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Figura 2.16: Potencial de estabilidade (linha sélida) do modelo ¢* invertido, dado pela
equagao (2.106). E seus estados ligados (linhas com tragos e pontos), escritos na equacao
(2.107).

Existem varios outros modelos que suportem solugoes tipo lump, alguns exemplos
podem ser vistos nas referéncias [51, 52].

2.8 Método da Deformacao

Dificilmente encontramos modelos com solug¢oes analiticas, muitas vezes precisamos
fazer uso do calculo niimerico para analisarmos os comportamentos de tais solugoes. O
método da deformacao [53] permite gerarmos novos modelos com suas respectivas solugoes
analiticas a partir de modelos ji conhecidos [54]. Mediante uma funcao inversivel do
campo, f = f(¢), denominada de fun¢ao deformadora.

Consideraremos dois modelos distintos, V(¢) e V(x), podemos determinar as solucoes
estaticas resolvendo as equagoes de primeira ordem (2.25) associadas a cada modelo, que

sao respectivamente:
¢ =+£\/2V () (2.108a)

Y =+y/2V(x) (2.108b)

essas duas equagoes podem ser relacionadas a partir da funcao deformadora, fazendo
¢ = f(x), temos:

do _ df dx _ Y o7
o avde T VRV@ =22V (2.109)

elevando ambos lados ao quadrado, obtemos a relacao:

() = W (2.110)
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Supondo que o primeiro modelo, V' (¢), seja um modelo com solugdes ¢ = ¢(x) ja co-
nhecidas, conseguimos gerar um novo modelo descrito pelo potencial da equacao (2.110),
com suas respectivas solucoes estaticas:

x(@) = 1 (¢(x)) (2.111)
onde f~! é a inversa da funcio deformadora.
Para modelos que admitem solugoes BPS, podemos relacionar os dois modelos de
maneira ainda mais simples. Usando as equagoes (2.33) e fazendo o mesmo procedimento
feito (2.109), temos:

o _ddx qu:iﬂﬁ/x = WX:iW

dr  dyxdx dx
Podemos fazer esse processo consecutivamente e ir gerando novos modelos a cada
reformacao realizada. Além disso, ainda pode-se fazer a deformacao no sentido contrario,
usando a inversa da funcdo deformadora, f~', no modelo deformado, recuperamos o
modelo original nao deformado.

(2.112)

2.8.1 Exemplo

Como ilustracdo desse método, consideremos o modelo ¢* dado pela equacio (2.61)
com solugdes ¢(r) = +tanh(x) e uma funcio deformadora f(x) =1—2x2 A equacio
(2.112) torna-se:

)
Wx:im — (1) (2.113)

com potencial deformado:

1.- 1
Vi) =W =X’

12
SX (1=x7)
é o potencial do modelo ¢%, j4 mencionado anteriormente na equacio (2.72). Pegando a
inversa da funcao deformadora teremos as seguintes solugoes:

X(x):i\/l_(f;¢(x)) . 1ita2nh($) (2.115)

obtemos as solucoes do modelo ¢% de maneira muito simples sem resolver qualquer equa-
cao diferencial. Aplicando a mesma funcao deformadora no modelo ¢%, equagdo (2.72),
geramos um novo potencial, conhecido como modelo ¢° [55]:

? (2.114)

~ 1 2
Vi) =X (=27 (1-x%)
esse modelo possui quatro setores topoldgicos, com minimos em minimos em ¢ = 41,
¢ ==41/v2e ¢ =0, grafico na Figura 2.17(a). Consequentemente, teremos oito solucoes,
dadas por:

? (2.116)
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1+ 1+tanh(x)
2 (2.117)

$la) =\ —

e mostradas na Figura 2.17(b).
Se deformarmos o potencial ¢! acima, com uma funcdo deformadora f~!, ou seja,

g(9p) =14/ % Recuperamos o potencial ¢% e aplicando novamente, o potencial ¢*.

0.06 7 s = mean

0.05 1 e B
o(x) sl f
0.04 | N

(a) Potecial da equagao (2.116), com os mi- (b) Solugdes (2.117), onde os kinks sdo re-
nimos em ¢ ==+1, ¢ =+1/v/2 e ¢ =0, jun- presentados pelas linhas sélidas e os anti-
tamente com seus setores topoldgicos, nas kinks pelas linhas com tracos e pontos para
cores amarelo, vermelho, azul e verde. cada setor indicado pelas cores.

Figura 2.17: Potencial e suas solucdes do modelo ¢'.

Como pode-se ver, o método da deformacao é um método muito poderoso, com ele,
obtemos uma classe de modelos com suas respectivas solugoes. Vale ressaltar que esse
método nao ¢ restrito apenas para modelos que suportam solugoes topologicas.
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Dinamica Generalizada

Em Teoria de Campos podemos escrever a densidade lagrangiana do modelo usual
como £ =X —V(¢), onde X é o termo da candnico, X = (1/2)0,¢0"¢. A motivacao
de escrevermos dessa forma, é com finalidade de generalizarmos essa teoria para modelos
com densidade lagrangiana de dindmica modificada. Descreveremos o formalismo para
dindmicas onde a densidade lagrangiana tem a forma geral L£(¢, X ). Teoria com dina-
mica generalizada também suportam defeitos topologicos e varios exemplos podem ser
encontrados nas referéncias [23, 24, 52, 56].

Generalizagdes como essas nao é novidade. Em mecénica classica [57, 58|, para sis-
temas conservativos a lagrangiana é dada matematicamente pela subtracao da energia
cinética pela energia potencial L = K — V. Para uma particula de massa m sujeita a um
potencial V = V() que depende apenas da posicdo, a energia cinética é K = (1/2)mov?,
onde v ¢ a velocidade da particula, determinamos sua trajetoria resolvendo a equagao de
Euler-Lagrange. Entretando, para uma particula relativistica a lagrangiana nao ¢ mais
escrita de forma usual, existe uma modificagdo em seu termo cinético. A lagrangiana
relativistica é dada por:

1
L=—mc|1—— - V() ~ —m02+§mv2—V(F) (3.1)

onde ¢ é a velocidade da luz. Veja na aproximacao acima, que no limite de baixas
velocidades v << ¢, recupera-se a dinamica usual.

Podemos ressaltar que existem diversas maneiras de fazermos uma generalizacao. Nor-
malmente, teorias com densidade lagrangiana da forma L£(¢, X), levam a equagoes dife-
renciais com derivadas de segunda ordem. Enquanto modelos cuja acao tem derivadas
de ordem superiores, as equagoes diferenciais, em geral, tem ordem maior que dois. O
mais importante é lembrar que existem modelos especificos que apesar de terem derivadas
superiores na agao preservam a segunda ordem nas equagoes do campo [59].

3.1 Formalismo Generalizado

Consideraremos a densidade lagrangiana generalizada £(¢,X) em (1,1) dimensdes,
com acao dada por:

5= / &L L6, X) (3.2)

31
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assumiremos que a densisade lagrangiana nao dependa expliticamente das coordenadas
no espago-tempo, para que essa representacao tenha simetria de Poincaré.
Escreveremos a equagao de movimento (2.2) como:
Ou(Lx0M'g) =Ly (3.3)
onde Lx =0L/0X e Ly =0L/0¢. Expandindo essa equagao, obtemos:

Lx¢0,00" ¢+ Lx x 0" 90" $0,0,¢ + Lx0,0"p = Ly (3.4)
ou entao de forma compacta:

onde definimos G* = Lx x 0" 90" ¢+ g L x. Essa generalizagdo deve nos fornecer todos
os resultados conhecidos do modelo usual (2.4), onde £L =X —V(¢). Temos que Lx =1
e L4 = —Vj, recuperando a equacdo de movimento (2.5).

O tensor energia-momento (2.3) terd forma:

TH = Lx 0" pd" ¢ — gM"' L (3.6)
ou escritas por componentes em (1+1) dimensoes:
TV =p=Lxd*—L (3.7a)
T =710 = _Lxo¢ (3.7b)
T = p=Lyd* 4 L (3.7¢)

onde ¢ = d¢ Jot e ¢ =0¢/0z. E de suma importancia termos em mente que essas quan-
tidades devem ser calculadas para um ¢ = ¢(x,t), que resolva a equagdo de movimento
(3.3). Poderiamos escrever, Lx| 6=p(z,1)» Porém, abriremos mao da simbologia | p—o(a,t)
para simplificar a notagao. Na situacdo de dindmica usual (2.4), é facil ver que o tensor
energia-momento da equagao (3.6) recai em (2.6).

Como estamos trabalhando com modelos generalizado, faremos uso da condigao de
energia nula como guia [60]. Impoe-se que T*n,n, > 0, onde n, é um vetor nulo e que
g"nyn, = 0. Restringindo nosso modelo a obedecer:

Lx >0 (3.8)

Como estamos procurando defeitos topolégicos, estamos interessados apenas nas so-
lugdes estaticas, ¢ = ¢(x), a equacao de movimento (3.3) toma forma:

- (ﬁxs cb’)/ =Ly (3.9)

expandindo:

(2Lx,x, X5+ Lx,)0" =2Lx,6Xs— Ly (3.10)
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onde X é o X para campos estaticos, ou seja, Xg = —¢’2/2 <0.
Podemos reduzir a equagao de movimento (3.10) para uma equagao de primeira ordem
pelo método da quadratura e obter:

Lo—2Lx. Xs=C (3.11)

onde C é uma constante de integragdo. Comparando a equagao (3.11) com a equagao
(3.7c), verificamos que a constante C' corresponde ao estresse da solugao estética, ou seja,
a solucao estatica tem estresse constante.

A energia para essas solugoes é dada pela integragido da densidade de energia (2.7a):

E= —/_+Ooda:£(gb,X5) (3.12)

se usarmos a equacao (3.11) para calcular a energia, verificaremos que a constante C' tem
que ser nulo para que se tenha energia bem definica.

Podemos também obter essa restricao de estresse nulo, a partir do estudo que garante
a estabilidade das solugoes estaticas, sob contracao ou dilatagdo espacial. Para isso,
generalizaremos o teorema de Derrick [13], definindo ¢ (z) = ¢(Az), teremos E)y:

00 2
By — —/_; dz L (@,—; (3;) ) (3.13)

onde E)|,_; = E. Fazendo:

aE')\ +00 _9
S /_ e ()\ L, _2XS£X/\’X,\:>\2XS> (3.14)
minimizamos essa expressao para A =1 e obtemos:

que é equivalente a equacgao (3.11), com C'=0. Concluimos que para garantir a condigao
de estabilidade de ¢(x), teremos que ter estresse nulo. Além disso, a equagao (3.15)
depende apenas do campo escalar e de sua derivada primeira, obtemos uma equacao de
primeira ordem a partir do teorema de Derrick.

Podemos ainda introduzir um formalismo de primeira ordem usando uma fungao W =
W (¢). Escrevendo a densidade de energia (3.7a) com uso da equagao (3.15):

p=—Ly=Lx,¢" (3.16)
de modo que a funcao W(¢) seja:

Lx, ¢ =W, (3.17)

onde Wy = dW/d¢. Para reescrevemos a densidade de energia como:

p=Wyd' =W (3.18)
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onde W' = dW/dx. A energia serd dada pela variacao de W:

E =AW = |[W((x — 00)) — W(d(z — —00))| (3.19)

repare que a energia nao depende da forma explicita da solug¢ao, mas sim, em termos de
W, calculado nos limites assintéticos do campo.
Substituindo a equacao (3.17) na equacao de movimento (3.9), obtemos:

Wosd = —Ls (3.20)

que também é uma equacao de primeira ordem que resolve a equacao de movimento.
Para o modelo usual, a fungdo W (¢) serd o superpotencial.

3.1.1 Estabilidade Linear

Introduzimos pertubacoes nas solugdes da mesma maneira de como ja foi feito anteri-
ormente em (2.43). Expandindo a densidade lagrangiana em torno da solucao estatica e
considerando os termos quadraticos de 1. Fazendo algumas integracées por parte, a agao
pode ser escrita como:

s@ = / &2z L (3.21)
1
= 5 [ o {£x0m0 0+ Lxcx (Dub0dn) + (L5 — Dl Lox 0 d0)n}

A equagdo de movimento para n é dada por:

(2) 2)
ol ( oL ) = ai (3.22)
a<au77) on
teremos:
Ou(Lx0"n+ Lxx0" P00 P00an) = [Lpp — Ou(Lpx 0" do)|n (3.23)
como ¢ = ¢g(x) é uma solugdo estética, ficamos com:
/ /
Lx,i—[(2Lx,x, X5+ Lx )] = [ﬁw +(Lox. %) ] U (3.24)
Fazendo n(z,t) = 3, mn(x) cos(w,t) e substituindo na equagao (3.24), obtemos:
1 N 2
—CLxx, Xo+ Lx)m) = [£¢¢+ (Lox.0) +wn£Xs:| n (3.25)

no caso do modelo usual (2.4), temos que Lx, x, = Lyx, =0 e Ly = — Vg, recuperando
a equacao de Schrodinger (2.46). Para que as solugbes n,(x), da equagao (3.25), nao
cresca exponencialmente, temos que assegurar a hiperbolicidade da equacao [22, 61],
estabelecendo que:

(2£XSXSXS + EXS)

A2
Lx,

>0 (3.26)
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iremos chamar a quantidade A? de hiperbolicidade, para o modelo usual, temos que
A% =1.
Podemos reescrever a equagao (3.25) de maneira compacta:

/
— |a(@)n,] = b, (3.27)
co1:
a(x) = 2£X3X5X3+»CXS (3.28&)
b(x) = Loy + <£¢XS %)l +uwalx, (3.28b)

fungoes da posi¢ao. A equagio (3.27) é uma equagao de Sturm-Liouville. Porém, podemos
transforma-l4 numa equagao tipo Schrodinger fazendo a seguinte mudanga de variaveis:
Un,

Lx A

S

de=Adz e n,= (3.29)

substituindo em (3.25) obtemos:

—Up ., +U(2)up = w%un (3.30)

onde o subindice z, representa uma derivada na nova variavel z e a fungao U(z) sera:

U(z) = ngxizz - EL lc¢¢+; (£¢Xs %Z)j (3.31)

representando o novo potencial quantico que precisamos resolver. Para o modelo usual
esse potencial se reduz a U(z) = V.

Novamente teremos que ter w% nao-negativo para que nossas solugoes sejam estaveis
e para w,% = 0 teremos o autovalor correspondente ao modo zero. O modo zero nao tem
custo energético, ja que corresponde ao modo translacional. Verificamos isso com uso do
integrando equagao (3.21) e reorganizando para obter:

1 / /
5 { (2Lx,x, Xs+Lx,)no'] + [ﬁw +(Lox,00) ] 770} m (3.32)
que pode ser integrado para adquirir a contribuicao na energia. Esse termo desaparece
se fizermos uso da equacdo (3.25) com w? = 0, mostrando que de fato o modo zero nio
contribui para a energia.

O modo zero da equagao (3.30) é dado por:

Lx,
A

onde N é uma constante de normalizagdo. O potencial U(z) da equacao (3.31), pode ser
escrito em termos do modo zero como:

uo(z) =N 0. (3.33)
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U(z) = 2022 (3.34)
U

se o modo zero for o estado de menor autovalor, ou seja, uma funcdo sem né. Podemos
fatorar a equagao (3.30) da seguinte maneira:

o) | o) = (3.39

9(2) = lln ( ﬁjf cboz)] (3.36)

o potencial quantico (3.31) pode ser escrito como U%(z) = g% + g, com parceiro supersi-
métrico dado por U~ (z) = g% — g,.

onde:

3.2 Modelo Monomial

Como primeira exemplo de dindmica generalizada, vamos considerar uma teoria com
potencias superiores no termo candnico X, estudada em [24]. Dada pela seguinte densi-
dade lagrangiana:

_ X oy N1 _
£=5X] V(o) (3.37)

onde V(¢) é o potencial e N um nimero inteiro positivo. Para N =1 recuperamos o
modelo usual (2.4).
A equagao de movimento (3.3) para esse modelo é dado por:

(12X N 1org) +Vy =0 (3.38)
expandindo:
G 9,0,0+Vy =0 (3.39)
com G = [2X[N=L[(N = 1) X 10460 ¢+ g .

O tensor energia-momento, pela equagao (3.6) sera:

T = 12X [N TLored” ¢ — g L (3.40)
em (1,1) dimensoes, suas componentes serao:
g X
T = ]2x|V-1 <¢>2 — N) +V(¢) (3.41a)
T =710 = _j2x N1 (3.41b)

(.2 X
T = 2x |V 1<¢ +N)—V(¢>) (3.41c)
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para solugdes estaticas e uniformes ¢;, temos que Vd,(qz_ﬁi) = 0 para satisfazer a equacao de
movimento (3.38) e para que a energia seja nula, impomos que V(¢;) = 0, assim como no
caso de dinamica usual.

Pela condigao de energia nula temos que |2X \N ~1 >0, restringindo nosso modelo a
obedecer essa desigualdade, para um ¢ = ¢(t,z) que satisfaga a equagdo de movimento
(3.38). Essa condicao implica que N > 1.

Para o caso estético ¢ = ¢(z), a equagdo de movimento (3.38) torna-se:

/2(]\771) 17

(2N —1)¢ =V (3.42)

e as componentes nao-nula do tensor energia-momento (3.41), serao:

T = —)]i;szqN—l +V(p) = ;ngﬁmv—i—‘/(qb) (3.43a)
1 _ N-1f g2 Xs\ _2N-1 on
T = XN (04 ) Vi) = T V) (a3

para que essas solugoes estéticas ¢ = ¢(x) tenham energia bem definidas, impomos que
¢ (x) = 0 e que ¢(x) — v;, onde v; ¢ um minimo do potencial, quando x — Fo0.

Pela condi¢ao de estresse nulo, podemos escrever o potencial V(¢) pela equagio
(3.43b), como:

2N —1
V(9) = =

que é uma equagao de primeira ordem que resolve a equagdo de movimento (3.42). Subs-
tituindo a expressao acima na densidade de energia (3.43a), teremos:

12N

(3.44)

2N 2N
p=¢" = V() (3.45)

Também podemos escrever uma equacao de primeira ordem usando a definicao da
fungao W (¢), dada pela equacao (3.17):

1

¢ =Wt (3.46)
o potencial da equagdo (3.44) pode ser reescrito como:
V(g) = QZA_[ 1W512V]X1 (3.47)
e a densidade de energia (3.45) como:
2N
p= W;N’l (3.48)

Afim de fazer um estudo na estabilidade linear das solugdes, usamos a equagao (3.25)
para obter a equacao de Sturm-Liouville:

_ {¢/2(N—1) /}’+ Voo —_ %¢’2(N—1) (3.49)
Mn, A2 h = A2 "In ’
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com A? sendo hiperbolicidade dada pela equacio (3.26) e tem forma:

A2=2N -1 (3.50)

a hiberbolicidade ¢é constante e sempre sera satisfeita, ja que nosso modelo deve ter N > 1
pela condicao de energia nula.
Fazendo uma mudanca de variavel do tipo:

W_;YV;—ll
r=vV2N—-1z e nn:(;)lun (3.51)
2N —1)1

obtemos uma equagao do tipo Schrodinger dada pela equagao (3.30) com potencial quan-
tico:

_2N-3 N(N —92) _4nN-1)
U(Z) — NWd’ 2N=l W¢¢¢ - 2(N_1)W¢ 2N=1 W£¢ (352)

ug(z) =4/ éVV”][V_1 (3.53)
E ¢
onde E ¢ a energia da solugao.

Podemos assumir que esta teoria tenha as mesmas solu¢oes do modelo da equacao
1
(2.89), ou seja, solugoes tipo kink da forma ¢(z) = sgn(z) [(b\x| +1)a — 1}. Com isso,

e modo zero normalizado:

construimos uma classe de ponteciais a partir da equagdo (3.44), que satisfaz a equagio
de movimento (3.42):

2N
ON—1[b L
V(p)= - 1 3.54
0= 255 Lo+~ (350
para N = 1, recuperamos o modelo da equagao (2.89).
A densidade de energia (3.45) tera forma:
b a 2N
plo) = |2 0k 1) (3.59
com energia finita apenas para a > 2N/(2N —1) e serda dada por:
2b
E (3.56)

" a[(2N—1)a—2N]
desde que b > 0.
Fazendo um estudo da estabilidade linear das solugoes, obtemos a equagao de Sturm-

Liouville (3.49), que podemos transformar numa equagao tipo Schrodinger pela seguinda
mundanca de variaveis:
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1 [b 10N
r=Az e nn:ﬁ [a (bA|z|+1) @ ] Un, (3.57)

onde A é a hiperbolicidade (3.50). Com potencial quantico:

_ ND*(a=1)[(N+1)a=N] 2ND(a—1)i(2)
Y= Al A+ 1) 5 (3.58)

onde D = Ab/a e seu modo zero segundo a equagao (3.53) seré:

uo(2) = \/g [2 (bAl2] +1)1a“1N (3.59)

com E dado pela equagio (3.56).

3.3 Modelo Gémeos

Motivado pelo trabalho [25], que apresenta uma teoria com natureza gémea ao modelo
usual (2.4). Iremos apresentar uma uma teoria que possui uma familia de modelos com
natureza gémea da teoria apresentada na equacao (3.37), que inclui o modelo usual (2.4)
quando N = 1. Vamos considerar a seguinte densidade lagrangiana [62]:

L=-V(p)F(Y) (3.60)
onde V(¢) seré o potencial que especifica o modelo e Y é fungao do campo ¢ e de suas
derivadas de primeira ordem, definida como:

X |2x N1

Y = N Vo) (3.61)

a fungao F(Y)=14Y recai no modelo (3.37). Para N =1 temos o modelo investigado
em [26], que para um F(Y) =1+Y recuperamos o modelo usual (2.4).
A equagao de movimento segundo a equagao (3.3) é dada por:

Y
NO, <V(¢)XFy8“¢> FVy(FyY —F) =0 (3.62)
onde Fy =dF/dY. O tensor energia-momento (3.6) terd forma:
Y
T = gV (6)F = NV (9)Fy 060" (3.63)
e em (1,1) dimensoes, suas componentes serao:
Y .
T =V(¢)F — NV(¢)FY§¢2 (3.64a)
Y .
T =710 = NV((b)FquSgb’ (3.64b)

TV = V($)F - NV(9)Fy =o'

e (3.64c¢)
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Fazendo uso da condicao de energia nula, teremos a restricao Fy > 0, para um campo
geral ¢ = ¢(x,t), que satisfaga a equagao de movimento (3.62).

Vamos agora nos restringir ao caso de solugoes estéticas, ¢ = ¢(z), a equagao de
movimento (3.10) torna-se:

Y
NV(gzs)X 2NFyyY + (2N —1)Fy|¢" +Vy(F — FyY +2NFyyY?) =0 (3.65)
com YV = ¢/*" /2NV (). As componentes do tensor energia-momento (3.64) nado-nula
serao:

T =V(¢)F (3.66a)
T =V (¢)2NFyY — F) (3.66D)

Usando a equagao (3.11), temos a equacao de primeira ordem para essa teoria:

(ONFyY — F) = Vib) (3.67)

onde C' ¢ o estresse. Note que o lado esquerdo dessa equagao é funcao apenas de Y, que
assumiremos ser uma funcio inversa H~'(Y) = 2N FyY — I, para que possamos escrever:

=2NH (VC(;)> V(o) (3.68)

No caso de estresse nulo, C' =0, a relagdo (3.67) torna-se uma equagao algébrica
F =2NFyY. Nao sabemos a forma que a fun¢do H tem, mas assumiremos que H(0) = ¢,
onde ¢ seja uma constante real. A equacao (3.68) fica:

12N

¢

o™ = 2NV (9) (3.69)

a solugdo ¢(x) dessa equacao, corresponde a mesma solucao da equagao (3.44) reescalada,
que denominarei de ¢4(z). Fazendo # — /mz, onde m = [¢(2N — 1)]'/N | temos que:

¢(z) = ¢s(vVmz) (3.70)

a espessura da solugdo é dada por § = d5/+/m, podendo assim a solugdo ser mais fina ou
mais grossa, conforme o valor de ¢. Para que o campo seja real, a constante ¢ ndo pode
ser negativa e ressaltamos que a equagao (3.69) tem essa forma apenas para teorias com
estresse nulo.

A densidade de energia (3.66a), no caso de estresse nulo é:

plz) = F(c)V(9) (3.71)
com energia E = F(c) [22 dzV (¢4(x)), ou melhor:

E =

F(c) [ _ @N—1)F(c) [ 2N -1)F(c)
T [ Vo) =S [ dupl) =R, (372)
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onde Fs é a energia para FF=1+Y.
Usando a fun¢ao W (¢), escrevemos a equagao de primeira ordem (3.17) como:

¢ = Fy W11y, 281 (3.73)
com isso, podemos escrever o potencial como:
V(g) = L%W T
= oNe ) (3.74)
e a densidade de energia como:
FRy S0 x4y
p=———Wy2N-T = Fy 2N-TW,2N-T (3.75)

2Nc

Fazendo um estudo da estabilidade linear das solugoes, a partir da equagao (3.25),
temos:

/

N [V(¢)§ 2N FyyY + (2N — 1)Fy) n’} (3.76)
V2 ) /
= V¢¢(FyY—F)—‘/{;ﬁ)FyszJrN(%Fwi(%) +w3LNV(¢)Fy§ n

Na condicao de estresse nulo, Y = ¢ é uma constante e a equagao (3.76) se reduz a:

_ ! w? -
| @)+ Vagn(@) = S () (3.77)

onde A? é a hiperbolicidade definida em (3.26) e tem forma:

2 2NFyvY + (QN— 1)Fy

A 7y (3.78)
na condicdo de estresse nulo A2 é constante.
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:
Fy 2 1\1’ )
2(2N—-1
r=Az e n,= Yij\,_lun (3.79)
N1
VAW
recuperamos a equagao (3.30), com potencial quantico:
__2 2
U(e) = BT Wogs NV —2)  Wog (3.80)
T TN 2N=3 T 9N _] AN '
W(;Nfl W¢2N71

A natureza gémea dessa teoria com o modelo (3.37) é evidente. Entretanto existem
algums condicoes para que essas teorias sejam verdadeiramente gémeos. FExigi-se que:
i) m = 1, para que tenham mesmas solucoes (3.70), isso implica que ¢ = (2N —1)~1; ii)
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F((2N —1)"1')=2N/(2N —1), para que a energia (3.72) seja igual; iii) Fy (2N —1)"1) =1
para que a densidade de energia (3.64a) seja idéntica; iv) Fyy((2N —1)"!) =0 para
que a hiperbolicidade (3.78) mantenha-se inalterada, fazendo com que tenha os mesmos
autovalores da equagao (3.49). Essa tltima restri¢do é chamada de condicao forte [26],
pois existem modelos gémeos que nao satisfaz tal restrigao.

Note que a fungao F'(Y) = 1+Y satisfaz todas as exigéncias, o que ja era de se esperar,
porém existem outros F'(Y) que obedecem as mesmas [26, 27, 56, 62, 63].

3.4 Modelo do Tipo Born-Infeld

Iremos agora estudar um modelo que apresenta natureza gémea com o modelo usual
(2.4), controlada por dois pardmetros, M? e a. Esse modelo ¢ similar aos estudados no
contexto de aceleragao do universo [19, 20, 21], com alguns conceitos de Born-Infeld, que
foi originalmente usado para descrever eletrodindmica nao-linear [64, 65]. Consideraremos
a seguinte densidade lagrangiana [66]:

M2 2X\ (. 2V(9)) ), 1-2a
L, = 1— (1 - > 1 X 3.81
“ 2(1—a)< M? ( LYE 1 (381)
onde X é o termo canénico e V(¢) o potencial. M? é uma escala de massa e a um

parametro real positivo. Para a = 0 recuperamos o modelo usual Ly = X —V(¢) e para
a =1, o modelo torna-se:

1
£1=2X -3 (M?—2X)In(P) (3.82)
onde P = (M?+2V)/(M?—2X). Agora para a = 1/2, nossa lagrangiana terd forma:
2V (6) 2X

esse modelo foi estudado em [25] e é denominado de modelo ATLW em homenagem
aos autores (Andrews, Trodden, Lewandowski e Wesley). Essa teoria também apresenta
natureza gémea com o modelo usual (2.4).

No limite de massa M? grande, podemos fazer uma expansao na lagrangiana (3.81) e
escrever:

£a:X—V+&(X—V)2+O(1> (3.84)

M? M4
quando 1/M? — 0, a densidade lagrangiana recai no modelo usual (2.4).
A equacao de movimento (3.3) tem forma:

_ 1—a
9, Kl 2afal ) 8“@5] P, =0 (3.85)

1—a
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essa equacao pode ser reescrita como:

4aX _
G“W‘?,ﬁ,,qﬁ—i— (1 + M) P aV¢ =0 (386)
onde:
1—2a+aPl—@ 2aP—¢
ny Nz a2
G ( - )g +7M2+2Xa $0” ¢ (3.87)

para a = 1 a equagdo de movimento (3.85) fica:

Ou[(1+1In(P)) o]+ PV, =0 (3.88)
O tensor energia-momento (3.6) é dado por:
1—2a+aP!°
T = ( ‘1L+ a4 ) oD b — g" Lo, (3.89)
—a
com componentes em (1,1) dimensoes:
1—2a+aP!"%\ .
700 = < ata ) 02— L, (3.90a)
l1—a
1—2a+aPl=%\ .
Tl — 710 = ( ‘i” ) o' (3.90b)
—a
1—2a+aPt™®
T ( Cl‘” >¢’2+La (3.90¢)
—a

solucoes estdticas e uniformes ¢;, serdo minimos do potencial V¢(g5¢) =0 e raizes do
potencial V' (¢;) = 0.
Pela condigao de energia nula, impomos esse modelo a obdecer:
a (1 — Pl_“)
1—a

<1 (3.91)

para a # 1, quando a =1 temos que In(P) > —1.
Considerando o caso estatico ¢ = ¢(z), temos que P = (M2 +2V)/(M? + ¢/2). A
equagao de movimento (3.85) torna-se:

1—2a+aP'™¢
l—a

) sb/]/ =P~V (3.92)

com [(1+1n(P))¢]' = P~'V, para a = 1.



3.4 MODELO DO TIPO BORN-INFELD 44

As componentes nao-nulas do tensor energia-momento (3.90) para as solugoes estéticas
Serao:

 (1-2a)¢” + (M2 +¢) Pl — M2

TV = 20— a) (3.93a)
2 —%a 12 _ pl—a
m_ (M2+(1 22(1):)) (1-pPt-a) o

em particular para a = 1, as componentes sio TV = ¢+ (M? +¢'2)ln(P)/2 e TH =
(6% = M2)In(P)/2.

Pelo teorema de Derrick, para termos solucoes estaveis temos que ter a condig¢ao de
estresse nulo, 711 = 0. Podemos satisfazer essa condicdo fazendo P = 1. Nesse caso, a
condi¢ao de energia nula é valida para qualquer valor de a. A equacdao de movimento
(3.92) fica ¢" =V}, que é a equacdo de movimento para o modelo usual (2.18), que pode
ser integrado para obtermos a equagao de primeira ordem:

S =V(9) (3.94)

a densidade lagrangiana (3.81) e o modelo usual (2.4) admitem as mesmas solugoes para
estresse nulo.

A densidade de energia (3.93a), fica:

plx) =2V (6(x)) (3.95)

para qualquer valor de a. Além de termos as mesmas equagoes do movimento do modelo
usual, também temos a mesma densidade de energia. Dizemos entao que essa teoria
generalizada é modelo gémeo do modelo usual (2.4).

A funcao W(¢) dada pela equagao (3.17), tem forma:

. l—a
W, — <1 2a+aP > o (3.96)

1—a

e usando a condi¢ao de estresse nulo, P =1, obtemos uma equagao de primeira ordem:

¢ =W, (3.97)
substituindo em (3.94) podemos escrever o potencial como:
V() =Wy’ (3.98)
e a densidade de energia (3.95) como:

p(z) =W’ (3.99)

onde W' = dW/dx, com energia dada pelos limites assintéticos (3.21), da solugao estética
da equacdo de movimento (3.92).
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Daremos continuidade ao estudo desse modelo fazendo uma andlise na sua estabilidade
linear. Pela equagao (3.25) temos:

4aV 1 4aV
_{<1_M2+2v>"”] +<1_M2+2v> (3-100)

v 4aM?Vy? .
9T M2+ 2V) (M2 —2(2a—1)v) ) I = n T

uma equacao de autovalores do tipo Sturm-Liouville. A hiperbolicidade (3.26) na condi-
¢ao de estresse nulo é dada por:

4aV
>
M2 +2V ~
isso implica que M? > 2(2a —1)V. Apesar de terem as mesmas solucdes e a mesma

densidade de energia, o estudo a estabilidade linear dessa teoria se diferencia do modelo
usual (2.4), o que nos permite distingui-las. Vamos fazer a transformagao de varidveis:

A% =1 0 (3.101)

dz = CZ e u,=n,VA (3.102)

para transformar a equagao (3.100) numa equagao de Schrodinger (3.30) com potencial
quantico dado por:

v~ (4 2a (3M%+4V)V y 4103
() = (— A 1av) ) 60 (3.103)
aM? (5M* —6(3a—2)M?V — 4(2a—1)V?)

- (M242V)? (M2 —2(2a—1)V) Yo

2

é facil ver que para a = 0 recuperamos o potencial de estabilidade usual (2.47). Com
modo zero dado por:

M?+2V 4¢
MZ=22a—1)V| "%

onde A é uma constante de normalizacao.

Verificamos que essa teoria suporta as mesmas solugoes do modelo usual e a mesma
densidade de energia, se diferenciando apenas no estudo da estabilidade linear. Além
disso, esse modelo é uma generalizagdo do modelo ATLW [25].

up(2) :/\/’[ (3.104)
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Modelo Usual com Termo de Cuscuton

Iremos apresentar uma nova classe de modelos com acao de dindmica nao usual. Essa
teoria tem densidade lagrangiana da forma usual (2.4) com um termo extra, chamado de
Cuscuton [67, 68]. Esse modelo pode ser usado para descrever a energia escura. Cuscuton
as vezes ¢ considerado uma teoria de evolugao minima para energia escura, por nao conter
dindmica interna.

Apresentaremos seu formalismo para campos escalar real em (1+1) dimensoes no
espago-tempo na métrica de Minkowski. Em seguida faremos um estudo da estabilidade
linear de suas solugoes estaticas. Concluiremos com alguns exemplos ilustrativos com uso
do potencial ¢*.

4.1 O Modelo

Estamos trabalhando em um modelo [69], onde sua densidade lagrangiana ¢ dada por

£—x+ 20X g (4.1)

2X]
onde X é o termo de dindmica usual, f(¢) é uma fungdo qualquer do campo escalar ¢ e
V(¢) o potencial, geralmente f(¢) e V(¢) mostra como o campo escalar auto-interage.

Para f(¢) =0 recuperamos o modelo usual (2.4).
A equagao de movimento (3.3) é dada:

o | (1419 ) gug| = 21Xy, (4.2)
12X | 12X |
expandindo, podemos escrever como:

1+ /9) gt — 7f(¢) 090" ¢| 0,0,0+Vy =0 (4.3)

12X | 2X,/12X]|

Pela equagao (3.6) o tensor energia-momento tem forma:
™ =1+ M Mpd" p— g L (4.4)
2X]

46
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com componentes em (1,1) dimensoes:

700 _ (1+ f(9) )QBQ_X_ 2f(¢)X +V(0) (4.5a)
2X| 2X|
701 _ 10 _ (1+f(¢)) b’ (4.5b)
2X]
Tll _ (1+M) ¢’2+X+M_V(¢) (45C)
2X| 2X|

solucoes estdticas e uniformes ¢;, sdo minimos do potencial V(¢;) = 0. Além disso,
impomos que essas solucdes sejam rafzes do potencial V(¢;) = 0 para que tenhamos
energia nula.

Pela condigao energia nula impomos nosso modelo a obdecer a restrigao:

f(9)
2X]

1+ >0 (4.6)
para um ¢ = ¢(z,t) que satisfaga a equacao de movimento (4.2).
Para solugdes estéticas ¢ = ¢(x), a equagao de movimento (4.3) se reduz a:

"=V, (4.7)

veja que a equagao de movimento ndo depende de f(¢), ou seja, para um determinado
potencial V(¢) teremos um conjunto de solugdes para qualquer f(¢). Além disso, esse
modelo generalizado suporta as mesmas solugoes do modelo usual (2.4).

As componentes nao-nula do tensor energia-momento (4.5) serao:

T = p= 26"+ (&)l + V() (1.8)

T ;¢'2 —V(¢) (4.8b)

p

que sao respectivamente a densidade de energia e o estresse das solugoes. Com energia
dada pela integragdo em todo o espago:

B= [Tar® = [ (3074 101614 V() (4.9)

[0.9]

apesar desse modelo ter as mesmas solugoes do modelo usual, a energia dessas solucoes sao
diferentes e elas dependem de f(¢). Observe que para termos energia finita, as solugoes
estdticas devem satisfazer as mesmas condigoes do modelo usual (2.22), onde ¢'(x) — 0
e ¢(x) — v; para x — 00, desde que v; sejam minimos do potencial.

Podemos integrar a equagdo de movimento (4.7) e obter uma equagao de primeira
ordem:
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L2y = 10

onde C' é uma constante de integracao e pode ser identificado como o estresse pela equagao
(4.8b). Pelo teorema de Derrick generalizado, temos a condicao de estresse nulo para que
tenhamos solugoes estaveis (3.15). A equagao (4.10) torna-se:

¢ =2V (¢) (4.11)

Reescrevemos a densidade de energia (4.8a) como:

p=V2V (V2V + f(9)) (4.12)

diferentemente da equacao de movimento a densidade de energia depende explicitamente

de f(¢).
Pela definigao da fungao W (¢) dada pela equagao (3.17), temos que:

Wy = V2V + f(9) (4.13)

e podemos obter a energia de maneira bastante simples, fazendo:

E = |W(v) — W(v) (4.14)

com v; e v; minimos distintos do potencial, degenerados de energia. Para que a condigao
de energia nula seja valida, temos que Wy > 0, portanto a funcao W é monotonica na
regiao em que a solugao existe.

4.2 Estabilidade Linear

Fazendo pequenas pertubagoes na solucao estatica, podemos fazer um estudo de sua
estabilidade linear. A partir da equacao de estabilidade (3.25), temos que:

~ 1l 4 Vogiin = win A~ 21y (4.15)
onde A2 é a hiberbolicidade (3.26) e tem forma:

—1
A? = (1+ J(9) ) (4.16)
12X, |

a equacao (4.15) é uma equagao de Sturm-Liouville e torna-se uma equagao de Schrodinger
para f(¢) =0. Apesar de ndo ser uma equagido de Schrodinger, ainda teremos o modo
zero da mesma maneira como no modelo usual:

mo(z) = N ¢p() (4.17)
onde A é uma constante de normalizagdo e ¢ = d¢g/dx, para ¢p(x) solucao da equagao
de movimento (4.7).
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Transformamos a equacao de Sturm-Liouville numa equagao tipo Schrodinger (3.32),
fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

dx
dz:q a un:j}% (4.18)

teremos:

s+ U(2)Up = w2ty (4.19)

com potencial quantico U(z) dado por:

(i), v
_ 2z 1)
U(z) = e 2 (4.20)
e modo zero:
2V
up(z) =N 0 (4.21)

podemos reconstruir o potencial U(z) com uso do modo zero, a partir da equagao (4.19)

para w% =0:
-5 () o

zZz

que é equivalente a equacao (4.20). Se o modo zero for o estado fundamental, podemos
fatorar a equagao (4.19) da seguinte maneira:

(o) | o) = (4.23

o)

o potencial (4.22) pode ser escrito como U™ (z) = g? + g, com parceiro supersimétrico
dado por U~ (z) = g*> — g,.

onde:

(4.24)

z

4.3 Exemplos

Seguiremos com alguns exemplos para essa teoria. Por questao de simplicidade, esco-
lhemos o modelo ¢*. Potencial da forma:

(4.25)
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com tem simetria Zs, possuindo com dois minimos degenerados de energia em ¢ = £1 e
um maximo local em ¢g = 0.

Resolvendo equagao de movimento (4.7) dessa teoria, escolhemos a solucao tipo kink
dada por:

¢(z) = tanh(x) (4.26)

Para f(¢) =0, recuperamos o modelo usual (2.4) e sua densidade de energia (4.8a)
sera:

p(z) = sech? (z) (4.27)
com energia E =4/3 e potencial de estabilidade:
U(z) = 4 —6sech?(x) (4.28)

potencial Poéschl-Teller modificado.

4.3.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo, vamos pegar o caso em que a funcao f(¢) é uma constante,
f(#) = fo. Pela condi¢ao de energia nula, a constante fy tem que ser nao negativo, fo > 0.
A densidade de energia (4.8a) para solugao (4.26) sera:

p=(1=¢?)(1- ¢+ fo) = sech? (x) (sech(z) + fo) (4.29)

com energia £ =4/3+2f.
A fungao W(¢) é obtido pela integracdo da equagao (4.13) e tem forma:

Wi(p)= 1+ fo)o— ;qﬁ?’ = (1+ fo) tanh(x) — ;tanhS(x) (4.30)

A hiperbolicidade (4.16) é satisfeita e é dada por:

A? = (1 + fo>_1 = ! (4.31)
|¢'] 14 focosh?(z)

com equagcao de estabilidade linear (4.15):

" 4 (4 —6sech?(z))n = (1+ focosh? (z))w?n (4.32)

- , . 9 , -
sabemos que nossa solugao é estével, pois o modo zero 79 o sech”(z), é uma fungdo sem
no.
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4.3.2 Exemplo 2

Para nao sobrecarregar a notacdo, a partir de agora irei definir que 7' = tanh(z) e
S = sech(z). Introduziremos agora uma fungao f(¢), que depende de um pardmetro a:

(a—1)¢*(1—¢%)
a—(a—1)¢?
na Figura 4.1(a) temos os graficos da funcao f,(¢) para diversos valores de a. Pela

condi¢ao de energia nula, temos que:

fa(¢) =

(4.33)

a

0 (a—1)32 >0 (4.34)
que so ¢é valida para a > 0. Desconsideramos o caso de a =0, pois a densidade de energia
seria nula, mas é relevante avaliarmos pequenos valores de a, ou seja a — 0T, onde essa
condicao continua valida, a¢=2 > 0.

Quando a = 1, temos que fi(¢) = 0, recuperando o modelo usual. J& para pequenos
valores de a, a funcdo aproxima-se de uma parabola, fy+ ~ ¢> — 1, e para valores muito
alto de a também, a — 0o, temos que foo (@) = &°.

Podemos ainda escrever f,(z) para solugao kink (4.26) como:

(a—1)S%(1—S?)
1+ (a—1)S?

fa(z) =

(4.35)

ilustrado na Figura 4.1(b).

N~ ~-

(a) Gréfico da funcéo f,(¢) dada pela equa- (b) Fungao f,(z) da equagdo (4.35) para
¢do (4.33) para ¢ de -1 a 1. varidvel x.

Figura 4.1: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdo para
a=1.1,1.25,2,5,10 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sao para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

A densidade de energia (4.8a) é dada por:
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a(l— ¢?)? as*

Pa s e (a—1)¢2 1+ (a—1)52 (4.36)

para a = 1 a densidade de energia é p; = sech?(z), com energia F =4/3. Para a — 0% a
energia vai diminuindo até ser nula, a densidade de energia tende a zero pp+ — 0. Ja para
a — 00, a energia vai aumentando, com densidade de energia po, = sechg(:r) e energia
maxima F = 2. Os graficos da densidade de energia para alguns valores de a podem ser
vistos na Figura 4.2.

(a) Densidade de energia (4.36) em funcdo (b) Densidade de energia (4.36) para varia-
do campo ¢. Com pico centrado na origem  vel x.
e valor maximo igual a unidade.

Figura 4.2: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tracos sdo para
a=1.1,1.252510 e 100 e as linhas vermelha com tracos e pontos sao para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

Escrevemos a fungao Wy (¢) como:

M
Wa(9) = a‘fbl + f_ 1(|¢§) (4.37)
onde:
arctan nga¢ , para a < 1
M(6) = (4.38)

la—1
— arctanh a—(b , paraa>1
a

com Wy (¢)=o¢— %Qﬁ?’ para a=1, Wyt (¢) — 0 para a proximo de zero a — 07 e W (¢) = ¢
para a — oco. Ilustrado na Figura 4.3.
A hiperbolicidade (4.16) sera:
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Z
0.8 y
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A
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0.6 S —
w(9) =
0.4 O
024 A7
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021 [0}
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o
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_;///
— 7
Z7 -0.8
=7
s

(a) Funcdo W,(¢) dada pela equagdo (b) Fungdo W, (x) para solugdo kink (4.26).
(4.37).

Figura 4.3: A linha preta solida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdo para
a=1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com tracds e pontos sao para a =
0.9,0.75,0.5,0.1,0.01 e 0.001.

9 a—1 o 1 a—1
A, =1- " O =—+

a

52 (4.39)

onde A? =1 paraa=1e A% = sechQ(x) para a — co. Mostrado na Figura 4.4.

. 12.97 .
v
Vo I | ['
\ (I N
— . .|2'|—' I C—
Tr=-. o i T
N, \ ||| ' ; /‘/
oS
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\ \].§§!‘I 7
_______ _ N M s [P
SN s
_____________ 4‘\:\\‘.{{!//;f_____._._._._
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I . < —_———
/// \\\

// \\
T /;// 031 \\\\\\ T
=77 N3--
_.:::/ \\\::_
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

a) Hiperbolicidade (4.39) para ¢ entre -1 (b) Hiperbolicidade em fungéo de x.
el

Figura 4.4: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdo para
a=1.1,1.25,2,5,10 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sao para a =
0.9,0.75,0.5,0.25,0.1 e 0.01.

Sabemos que ao fazer estudo da estabilidade linear das solu¢oes, obtemos uma equa-
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¢ao do tipo Sturm-Liouville, que pode ser transformada numa equagao de Schrodinger.
Usando a equagao (4.18), obtemos:

) = (ratng) @ (4.400)

© = y/a arcsinh (Sm%x)) (4.40D)

Definiremos também que:
z

Sazsech< \/a> e T,=tanh (%) (4.41)

com uso das equagoes (4.40) e (4.17) conseguimos determinar o modo zero do novo po-
tencial de estabilidade sem sabermos a sua forma:

IR

oo

ug (2) = 752 {(1 —a)S? ~|—a} - (4.42)
A partir da equagao (4.24) obtemos gq4(z):
1 a—1)S2—4a
((2-1) ) (4.43)

= a8z a)

note que para a = 1, temos g1(z) = —2tanh(z) e para a — 0o, temos goo(2) = —32/(22% +
2). Escrevemos o potencial de estabilidade da equagao (4.20) como:

13(a—1)2S8 — (Ta—1)(a—1)S; +4a(5a+1)S; — 160

Ul(z) = 4.44
= a((a—1)S2~a)’ .
e seu parceiro supersimétrico como:
1(a—1)288+(11a—1)(a—1)S% —4a(7a —5)S? + 164>
U5y La= S8+ (o= D(a— DS} —da(fa—5)S2 +16a |

4 a((a—1)52—a)?

os graficos do potencial (4.44) e de seu parceiro supersimétrico (4.45) podem ser visuali-
zamos na Figura 4.5.

Para a =1, temos que u(z) =n(z) e z =2 com potencial de estabilidade U(z) =
4— 6S€Ch2(2). Ja para a — 00, a equagao (4.40) torna-se:

up(z) = y/cosh(z)n,(x) (4.46a)
z = sinh(z) (4.46b)
com potencial de estabilidade:
3 522 -2
U(z)=°"2 "2 (4.47)

4(22+1)2



4.3 EXEMPLOS 95

obtemos o potencial vulcao, que apresenta apenas um estado ligado, o modo zero:

1 1
up(2) = N TR (4.48)
i Q407 e _ . <40 [ _
\ | \ !
| I ! !
I i L
el W07 |
i | L
| i bl
+ b _ | |
UT(z) 20 U () i
S BN T N -
Vil \‘\ N /'/
V0T g V|
_____________ L. [ L m i — = !07"/
e \ \|. l/ e e e e \'\I'I e
— ~. | e e N !
\\\\ll :’/V e \‘\\ //'/ ______________
\ / - - - _— QD e
-6 - 2 \?",/ 2 24 6 -6 -4 -2 2 4 6

(a) Graficos do potencial de estabilidade
(4.44) para 0 <a < 1.

1.

(d) Parceiro supersimétrico (4.45) para a >

(¢) Gréficos do potencial de estabilidade
1.

(4.44) para a > 1.

Figura 4.5: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdao para
a=1.1,1.25,2,5,10 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sdo para a =

0.9,0.75,0.5,0.25 e 0.1.

4.3.3 Exemplo 3

Um outro exemplo de fungao f(¢) dependente de um pardmetro a é dada por:
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(a—1)¢*(1—¢?) ((a+1)9* - 2a)

fa(0) = 4.49
o9 (a—¢?)* -
mostrado na Figura 4.6. Usando a condi¢ao de energia nula, impomos que:
2 1— 2
L@ >0 (4.50)
(a—¢?)

sendo valida para qualquer valor de a. Porém descartaremos os valores de 0 < a < 1, pois,
para a = () temos energia nula e para 0 < a < 1 a energia diverge. Recuperamos novamente
o modelo usual para a = 1, j4 que f1(¢) =0. Quando a — £00, temos fiso(¢) = —p?(1 —
$?)(2 — ¢*). Ja para valores préximos de zero pelo lado esquerdo, a — 07, a funcio
aproxima-se de uma parabola f;- (¢) ~ ¢ — 1.

Exprimimos f,(x) para solugao (4.26), como:

a?—1)8%—2(a—1)S*— (a—1)252
fa(x)=< D (522<+<a131))2( D) (4.51)

também pode ser visualizado na figura 4.6.

(a) Fungdo f,(¢) para diversos valores de (b) Fungdo f,(x) dada pela equacao (4.51).
a dada pela equagao (4.49).

Figura 4.6: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdao para
a=1.1,1.25,2,5,10 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sao para a =
—100,—10,—4,—1,—-0.25 e —0.1.

Com densidade de energia (4.8a) da forma:

- e
" e (e ) e
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onde a densidade de energia sera p; = sech4(x) com energia maxima £ =4/3, para a=1.
A energia decresce quando o valor de a cresce até atingir uma energia E = 32/35, quando
a — 0o, com densidade de energia p; = sech4(a:). Para altos valores negativos de a,
a — —o00, teremos a mesma densidade de energia que para a — oo e vai reduzindo quando
a se aproxima de zero, a — 0, onde a densidade de enegia praticamente zera, py—- ~ 0,
sendo nula em a = 0. Os graficos da densidade de energia podem ser vistos na Figura 4.7.

(a) Densidade de energia (4.36) como fun- (b) Densidade de energia (4.36) como fun-
¢ao de ¢. cao de .

Figura 4.7: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdao para
a=1.1,1.25,2,5,10 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sao para a =
—100,—10,—4,—1,—-0.25 e —0.1.

A funcao W,(¢) dessa modelo sera:

Wal) = —“ b a2@a-3)04 2071
o(9) = —5 ¢’ —a’ Qa3+ g o5
Va ¢
—1—7(@— 1)2(5a+1) arctanh <\/E> (4.53)

onde para a =1 a fungdo torna-se Wi(¢) = ¢ — %¢3, para a — +0o serd Wi (o) =
—%(b? + %¢5 — ¢34+ ¢ e para a — 0~ temos W, (¢) ~ 0. Ilustrado na Figura 4.8.
Com hiperbolicidade (4.16) dada por:

—¢?)" (?+a-1)’
T .

onde A2=1paraa=1e¢ A% = sech(:v)_4 para a — Foo. Visualizamos seus graficos na
Figura 4.9.
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(a) Funcdo W,(¢) dada pela equagao

(b) Fungdo Wy (z) da
(4.53).

a solucao (4.26).

equacao (4.53) para

Figura 4.8: A linha preta solida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdo para

a=1.1,1.252,510 e 100 e as linhas vermelha com tracos e pontos sao para a =
—100,—10,—4,—1,—-0.25 ¢ —0.1.
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hoA Wi Pl RN [ /-’//;’ /
HERR IR N VW P
VUV o NN o
LU VW i) Wy s i
VA AWy i) ] \ X Ny
Vi .‘..‘//// / \\ W ////
4 i
N
~
037 0.5
1 03 0 05 1 N 05 05 1
q) X

(a) Hiperbolicidade (4.54) como fungdo de

¢.

x.

(b) Hiperbolicidade (4.54) como fungdo de

Figura 4.9: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sdo para

a=1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sdo para a =
—100,—10,—4,—1,-0.25 ¢ —0.1.

Utilizando as equagoes (5.21), adquirimos:
aS?
tanh
z = +/a arctanh (ar;_(ix)) (4.55b)
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a varidvel z é limitada entre z = +/a arctanh(1/y/a) paraa>1e z==+,/|a| arctan(l/\ / |a|>
para a < 0. Apenas quando a =1 a variavel z — 00, que é o modelo usual. Como pode
ser visto na Figura 4.10.

Figura 4.10: Variavel z dada pela equagao (4.55b). A linha preta sélida é para a =1, as
linhas azul com tracos sdo para a=1.1,1.25,2,5,10 e 100 e as linhas vermelha com tracos
e pontos sao para a = —100,—10,—4,—1,—-0.25 e —0.1.

Com uso das equagoes (4.55a) para n =0 e (4.24), obtemos a funcao g,(z) para esse
exemplo:

B (2@5’&2—1- (a— 1))
) = ast = @ 1)

onde g1(z) = —2tanh(z) para a =1 e g+oo(2) = 32/(2?> —1). O potencial de estabilidade
resultard em:

(4.56)

_6@25’2 —a(7a—3)S2+2a(a—1)S2 — (a—1)?

Ul(z)= 4.57
=) a(aSc%—(a—l))2 (4.57)
com modo zero:
3 3/2
ug (z) = fsg [(1—a)5;2+a} / (4.58)
e o parceiro supersimétrico sera:
24258 —11)S4 —2(4a+1)(a—1)S2 — (a—1)?
U (2) = — a“S, +a(7a )S; —2(4a+1)(a—1)S; —(a—1) (4.59)

a(aS2—(a—1))

os potenciais (4.57) e (4.59) sdo mostrados na Figura 4.11 para diversos valores de a.
Para a = 1, o potencial de estabilidade serda o Poschl-Teller modificado (4.28). Ja para
a — +o0o, temos o potencial da forma:
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(4.60)

e seu respectivo modo zero:

up(z) = V3 (1 - z2>g (4.61)

-4 X

(a) Potencial de estabilidade (4.57) para (b) Parceiro supersimétrico do potencial

a>1. (4.57), dado pela equagéo (4.59) para a > 1.
(R 1 57 | [N o 1107 ; . ,
noo P! o
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(c) Potencial de estabilidade (4.57) para (d) Parceiro supersimétrico do potencial
a <0. (4.57), dado pela equagéo (4.59) para a < 0.

Figura 4.11: A linha preta sélida é para a = 1, as linhas azul com tragos sao
para a = 1.1,1.25,2 ¢ 100 e as linhas vermelha com tragos e pontos sdo para a =
—100,—4,—1,-0.25 e —0.1.

Os numeros de estados ligados podem ser encontrados numericamente para todos os
exemplos estudandos neste capitulo.



CAPITULO 5

Conclusoes

Nessa dissertacao expomos diversos modelos de campos escalares, tanto para teo-
rias com dindmica usual como também para teorias com dindmica generalizada L£(¢, X).
Apresentamos todo formalismo generalizado, onde vimos que as equagoes sao muito mais
complicadas, porém ainda é possivel obtermos solugoes analiticas e fisicamente aceitaveis.
Apesar dos modelos generalizados apresentarem resultados distintos do usual, existem te-
orias que suportam a mesma estrutura de defeito. Tais teorias sdo denominadas gémeas,
pois apresentam mesmas solugoes, densidades de energia e potencial de estabilidade, ex-
ceto para o Born-Infeld-Like, como vimos.

Finalizamos com um novo modelo, ainda em desenvolvimento, com termo de Cuscuton
na densidade lagrangiana usual. Esse modelo apresenta a mesmas solug¢oes do modelo
usual e se diferem nas densidades de energia e no potencial de estabilidade. Com esse
modelo obtemos uma classe de potenciais quanticos juntamente com seus respectivos
modos zeros. Esses potenciais quanticos ainda podem ser melhor investigados, analisando
seus estados ligados e de espalhamento com auxilio do seu parceiro supersimétrico.

Nossos estudos podem ser estendidos ao mundo brana, que sao soluc¢oes de defeitos do
tipo paredes de dominio imerso em dimensoes extras. Ao fazer o estudo da estabilidade
linear das solugoes para modelos generalizados, obtemos uma equacao de Sturm-Liouville,
estamos interessados em fatorar essa equacao de maneira analoga a fatorizagao da equagao
de Schrodinger.
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