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Resumo

Teorias de Unificacdo que incluem a gravitacdo, como a teoria de Kaluza-Klein e a
teoria de cordas, preveem a existéncia de um espaco suplementar. Motivados pelas
teorias de dimensoes extras de larga escala, examinamos explicitamente a influéncia
da postulada extra-dimensionalidade do espaco-tempo sobre sistemas atomicos onde os
efeitos gravitacionais quadrimensionais usuais sdo despreziveis. Inicialmente, apresen-
tamos um método complementar de vincular os modelos extra-dimensionais através da
espectroscopia de atomos do tipo hidrogénio. Admitindo que a energia potencial gra-
vitacional, modificada pela existéncia de dimensdes extras, pode ser tratada como uma
perturbacdo em relacdo a Hamiltoniana atomica, encontramos vinculos sobre o raio das
dimensdes extras — ou alternativamente sobre a massa de Planck do espaco de dimen-
sdo superior — mais restritivos do que aqueles obtidos através do Large Hadron Collider
(LHC), em determinados regimes. Posteriormente, abordamos o problema do raio do
proton que versa sobre a incompatibilidade entre as predicOes tedricas derivadas da
Eletrodindmica Qudntica (QED) e medidas experimentais envolvendo transi¢des em ato-
mos de hidrogénio eletrénico e mudnico. Esse enigma apresenta-se COmo um excesso
de energia na medida do Lamb Shift do hidrogénio mudnico comparado com a previsao
teorica calculada com o valor do raio do préton recomendado pelo CODATA. Mostramos
que esse excesso de energia pode ser explicado, no cendrio de branas com espessura,
por meio da interacdo gravitacional amplificada pelas dimensdes extras. Assim sendo,

essa seria a primeira evidéncia das supostas dimensoes extras espaciais.

Palavras-chave: dimensoes extras, brana, espectroscopia, problema do raio do pro-

ton.



Abstract

Unification theories that include gravitation, such as the Kaluza-Klein theory and
string theory, predict the existence of the supplementary space. Motivated by large
extra dimensions theory, we explicitly examined the influence of the postulates extra-
dimensionality of spacetime on atomic systems where the usual four-dimensional grav-
itational effects are negligible. Initially, we present a complementary method to con-
strain the extra-dimensional models through the spectroscopy of hydrogen-like atoms.
Assuming that the gravitational potential energy, modified by the existence of extra
dimensions, can be treated as a small perturbation in comparison to the atomic Hamil-
tonian, we found empirical bounds on the radius of the extra dimensions — or, alter-
natively, on the higher-dimensional Planck mass — more stringent than those obtained
through the Large Hadron Collider (LHC). Subsequently, we addressed the proton radius
puzzle that deals with the incompatibility between the theoretical predictions derived
from Quantum Electrodynamics (QED) and experimental measurements involving transi-
tions in electronic and muonic hydrogen atoms. This puzzle presents itself as an energy
excess in the measurement of the Lamb Shift in muonic hydrogen compared to the the-
oretical prediction calculated with the proton radius value recommended by CODATA.
We show that this energy excess, in the thick brane scenario, can be explained by the
gravitational interaction amplified by the extra dimensions. Thus, this would be the

first evidence of the supposed spatial extra dimensions.

Keywords: extra dimensions, braneworld, spectroscopy, proton radius puzzle.
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1 Introducao

€C¢ Icall our world Flatland, not because we call it so, but to make its nature

clearer to you, my happy readers, who are privileged to live in Space.

7

Edwin A. Abbot, Flatland: A romance of many dimensions, 1884

As pesquisas em Fisica de altas energias tém dedicado grande atencdo ao estudo
da dimensionalidade do espacgo-tempo. A despeito da renovada e efervescente busca
atual, esse interesse vem sendo demonstrado recorrentemente ao longo da histédria.
Para J. Kepler, por exemplo, a geometria se manifestava como o arquétipo da beleza do
mundo e a tridimensionalidade da esfera refletia a mais bela imagem, por espelhar, em

simbolismo, a Santissima Trindade [1].

No inicio do século passado, T Kaluza e O. Klein propuseram uma teoria da Gra-
vitacdo em cinco dimensdes que unificava, geometricamente, as forcas gravitacional
e eletromagnética, supondo a existéncia de uma dimensao extra acrescida ao espago-
tempo quadrimensional. Neste caso, a dimensao espacial extra seria compacta e teria a
topologia de um circulo (S'), cujo tamanho estaria compreendido na escala do infimo
comprimento de Planck, que, por sua vez, garantiria a ndo observacado de efeitos diretos

da postulada dimensao adicional sobre as leis da Fisica quadrimensional [2,[3].

Recentemente, as teorias de dimensdes extras ressurgiram com os conhecidos mo-
delos de branas. Inicialmente, motivadas pela possibilidade de explicar o problema da
hierarquia. Posto resumidamente, este problema refere-se a discrepante razdo entre as
escalas gravitacional e eletrofraca. A existéncia de um espaco suplementar justificaria
fisicamente a fraqueza da interacdo gravitacional ante as outras interacdes fundamen-
tais da natureza. Contrariamente ao predecessor modelo de dimensao extra, no cenario
de branas, as dimensdes extras podem ter comprimentos muito superiores ao compri-

mento de Planck — inclusive serem infinitas — sem apresentar quaisquer conflitos com



os dados empiricos [4,5,/6,7,8]. No modelo de brana, a gravidade tem acesso ao
espaco extra-dimensional, embora as particulas e os campos do Modelo Padrdo este-
jam aprisionados a hipersuperficie quadrimensional (3-brana), contanto que ndo sejam
excitados a uma escala de energia maior do que TeV [9,/10]. Para distancias muito
maiores do que a escala caracteristica do espaco suplementar (¢), o comportamento
quadrimensional da forca gravitacional é recuperado, devido a existéncia de um modo
zero localizado sobre a brana. Por sua vez, os campos do Modelo Padrdo sentirdo os
efeitos das dimensoes extras numa escala L,, que pode ser muito menor do que a escala
do espaco extra-dimensional ¢. Esta escala, L,,, ird regular a penetracdo da funcio de

onda das particulas do Modelo Padrdo na direcdo transversal a brana.

Embora, sob a perspectiva fenomenoldgica, as teorias de branas sejam riquissimas,
por ora, nao ha sinais de deteccdo dos efeitos extra-dimensionais, ao menos na escala
de energia dos atuais experimentos [[10]. Em consequéncia disso podemos estabelecer
vinculos experimentais sobre os parametros das teorias, como a massa de Planck do
espaco de dimensao maior ou, equivalentemente, sobre o raio da dimensao extra. No
caso em que o numero de dimensodes extras (§) é maior que 3, os mais fortes vinculos
sdo obtidos pelo colisor de particulas, LHC [9,10], enquanto que, para 6 = 2 e § =
3, os vinculos Astrofisicos e Cosmoldgicos nos fornecem as mais fortes restricoes sobre
o raio das dimensoes extras [11,12,13,14]. Por sua vez, na escala submilimétrica,
os experimentos recentes utilizando balanca de tor¢do, buscando testar o ntimero e
a topologia das dimensdes do espaco-tempo através de desvios na lei do inverso do
quadrado, tém encontrado os limites mais restritivos para 6 = 1 [para uma revisao
ver a Ref. [[15]. Outras propostas procuram encontrar vinculos para os modelos de
dimensodes extras através da espectroscopia. Neste contexto, calcula-se a contribuicdo
da energia potencial gravitacional aos niveis de energia de 4tomos ou moléculas via

teoria de perturbacdo [16,/17,18,(19,/20,21,22].

Diante do exposto, podemos afirmar que a crescente busca pelas supostas dimensoes
ocultas do espaco-tempo surge como uma questdo relevante que pode ser investigada

empiricamente. Entretanto, a resposta a indagacao se 0 nosso universo possui um es-

2



paco suplementar tem sido elusiva.

Neste contexto, esta tese estd inserida no seguimento de propostas alternativas de
vinculacdo das teorias extra-dimensionais. Considerando o cendrio de branas com es-
pessura, obteremos limites para a massa de Planck do espaco de dimensao maior através

da andlise dos efeitos da interacdo gravitacional sobre sistemas atémicos.

No capitulo 2, iniciamos apresentando uma revisao acerca das teorias extra-dimensi-
onais de Kaluza-Klein e Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD) [2,|3,4,/5,/6]. Também
exploramos algumas caracteristicas cldssicas de ambos os modelos, como, por exemplo,
o mecanismo de aprisionamento de matéria a brana no modelo ADD. Na segunda parte
do capitulo, apresentamos os vinculos mais recentes encontrados para os modelos de

dimensdes extras, oriundos de diferentes sistemas fisicos, e discutimos sua obtencéao.

Em seguida, no capitulo 3, mostraremos como os niveis de energia do atomo de
hidrogénio sdo afetados pela energia potencial gravitacional modificada pela existén-
cia de um espaco suplementar. No regime de curtas distancias, i.e., para distancias da
ordem do raio da dimenséo extra, a interacao gravitacional entre o préton e o elétron
sera amplificada, no cendrio de brana. Deste modo, se considerarmos a interacao gravi-
tacional como um termo pequeno da Hamiltoniana atémica, podemos encontrar a con-
tribuicdo gravitacional aos niveis de energia atomica, via teoria de perturbacdo. Como
a funcado de onda das particulas tem uma penetracdo na direcdo transversal a brana,
entdo, considerando a transi¢do 2S5 — 1.5 no atomo de hidrogénio, encontramos vincu-
los independentes para o numero e o tamanho do espaco suplementar em funcao do

parametro de confinamento ¢ dos campos [|16].

No capitulo 4, abordaremos o problema do raio do préton sob a perspectiva de branas
espessas. Este problema refere-se a incompatibilidade entre as medidas do Lamb shift
no hidrogénio muonico e seu valor tedrico predito pela QED calculado com o valor do
raio do proton recomendado pelo CODATA [23,124]. O resultado inferido por meio desta
medida mostra um excesso de energia de 0.3 meV. Assim, considerando o cenario de

branas espessas, mostraremos como a interagdo gravitacional entre o mion e o proton,

3



modificada pelas dimensoes extras, pode fornecer essa separacdo adicional entre os
estados 25 e 2P no hidrogénio muonico. Por fim, analisando a energia gravitacional
com respeito ao pardmetro de confinamento o em limites realisticos, apresentamos os
vinculos sobre a massa de Planck fundamental que resolvem o problema do raio do

proton e sdo consistentes com os resultados empiricos atuais [25]].

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclusoes.



2 Teorias de Dimensoes Extras: Mode-

los e Vinculos

¢ YetIexist in the hope that these memoirs [...] may find their way to the
minds of humanity in Some Dimension, and may stir up a race of rebels

who shall refuse to be confined to limited Dimensionality.

7

Edwin A. Abbot, Flatland: A romance of many dimensions, 1884

Esse capitulo serd dividido em duas partes correlatas. Na primeira, focamos no es-
tudo de alguns modelos de dimensdes extras. Inicialmente, tratamos do modelo de
Kaluza-Klein e em seguida estudamos o modelo tedrico de dimensdes extras de larga
escala conhecido como ADD (abreviatura para Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali). A des-
peito de ambas tratarem-se de teorias de dimensdes extras compactas, o segundo mo-
delo, inserido no cendrio de branas, tem um poder preditivo excitante do ponto de
vista experimental; com isso tem ganhado crescente atencido nos ultimos anos. Esse
fato é justificado pela possibilidade de medirmos efeitos das dimensdes extras em uma
escala de energia acessivel aos patamares de resolucdo dos experimentos em atividade

atualmente (~ TeV).

Na parte final do capitulo, apresentamos uma revisdo acerca do estado recente
dos vinculos experimentais sobre os modelos extra-dimensionais dentro do cendrio de
branas e que sdo obtidos por meio de diferentes sistemas fisicos. Dentre varios métodos
de obtencdo de vinculos, dedicamos especial aten¢do aos vinculos oriundos de expe-
rimentos envolvendo balanca de torcdo que tem por objetivo buscar desvios a lei do
inverso do quadrado, os vinculos cosmolégicos e astrofisicos, e por fim os vinculos que

sdo produzidos e/ou inferidos através dos colisores de particulas.



2.1 Teorias de Dimensoes Extras

Nesta secdo, vamos dar inicio ao estudo dos modelos de dimensoes extras. Ini-
cialmente, partimos da teoria de Kaluza-Klein e abordamos alguns aspectos classicos
relevantes deste modelo. Apresentamos o mecanismo de oculta¢do da dimensao extra e
discutimos brevemente os possiveis tracos que a dimensao extra fornece a Fisica quadri-
mensional através dos modos Kaluza-Klein que devem se manifestar em experimentos

de colisdo no regime de altas energias.

Ao final da secdo, vamos analisar o modelo de Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali.
Ainda estudamos um mecanismo de aprisionamento de matéria a brana que assegura
a aparente quadrimensionalidade das leis da Fisica. Posteriormente, estendemos esse
estudo para o caso da localizacdo de varios férmions em uma brana espessa. Por fim,
verificamos as modificacoes que as dimensoes extras impdem ao potencial gravitacional
e os limites encontrados sobre o raio da dimensao extra, admitindo que a massa de

Planck fundamental é da ordem de TeV.

2.1.1 Teoria de Kaluza-Klein

A busca por teorias de unificacdo tem motivado o recente e renovado interesse pela
dimensionalidade do espago-tempo. A nossa experiéncia sensorial, por sua vez, nos
lanca diante de um questionamento: por que o universo observavel nos parece ser
quadrimensional, ou dito de outro modo, por que ndo observamos uma quinta dimen-
sdo na natureza? No inicio da década de 1920, Theodor Kaluza defrontou-se com essa

indagacdo e a explicou com a atualmente conhecida teoria de Kaluza-Klein.

Através de um ansatz matematico, Kaluza propos um modelo tedrico que unificava as
Unicas, até entdo conhecidas, forcas fundamentais da natureza [2]. Sua teoria tratava-
se de uma extensdo puramente classica da Teoria Geral da Relatividade de Einstein e

pode ser entendida como uma teoria de unificagdo geométrica. Sua proposta baseava-se



na simples ideia de acrescentarmos uma dimensao espacial extra a teoria da gravitagcdo
de Einstein. Desse modo, o espaco-tempo passaria a ser uma variedade 5-dimensional

com as coordenadas denotadas como 24 = (z#, 2% = 2)[1]

De um modo direto, podemos parametrizar a métrica do espago-tempo na seguinte

forma [2]:

L+ R2P2ALA, KPPA
Gag = | e T A O @2.1)
kP A, &

onde g,, ¢ a métrica do espaco-tempo quadrimensional usual, ¢ € um campo escalar,

A, € o potencial eletromagnético e « € uma constante.

Entretanto, Kaluza necessitava justificar a aparente quadrimensionalidade do espago-
tempo. Através de um artificio puramente matematico, conhecido como condi¢do cilin-
drica, ele conseguiu fundamentar a ndo-observada existéncia da quinta dimensao. Isso

foi obtido admitindo-se que os campos nao dependem da coordenada extra, i.e.,

aQAB
0z

=0. (2.2)

Se partimos da métrica (2.1) e admitirmos que o tensor de Ricci e os simbolos de
Christoffel no espaco de dimensdo maior tem a mesma forma que os seus correspon-

dentes quadrimensionais, podemos mostrar que [26],

G, = 81> TEM, (2.3)

p

V*FE,, = 0. (2.4)

Os resultados (2.3) e (2.4) foram obtidos assumindo que o campo escalar é cons-

10s indices latinos maidsculos assumem os valores 0,1,2,3 ou 4, enquanto que os indices gregos
assumem os valores 0, 1, 2 ou 3.



Figura 2.1: Representacdo pictérica da dimensao extra no modelo Kaluza-Klein.

tante por todo o espaco-tempo. Desse modo, a Teoria Geral da Relatividade em cinco
dimensoes no vacuo contém a Relatividade Geral quadrimensional acrescida do eletro-

magnetismo de Maxwell.

2.1.1.1 Mecanismo de Compactacio

A teoria de Kaluza, embora bem fundamentada do ponto de vista matematico, exi-
gia uma explicacdo fisica para a aparente ocultacdo da dimensao extra. Nesse sentido,
Oskar Klein forneceu a teoria de Kaluza o componente que faltava; ele dotou o modelo
com um mecanismo de compactacdo da dimensdo extra. Segundo Klein, a quinta di-
mens&o teria a topologia circular (S') e, sendo assim, seria identificada periodicamente

como [3] (ver Fig. [2.1)),

2 — 2+ 21R, (2.5
onde R é o raio da dimensdo extra.

Como uma consequéncia direta da topologia da dimensao extra, todos os campos

serdo periodicos com respeito a quinta dimensao e podem ser expandidos em modos de



Fourier [27]:

g (@,2) = 30 i) (a) eIT,

ot z)= 3 ¢ (@) eI, (2.6)
Aplatz) = 33 A () et

onde o indice (n) refere-se ao n-ésimo modo de Fourier.

2.1.1.2 Os Modos Kaluza-Klein

Passaremos a examinar algumas caracteristicas classicas desse modelo. Para tanto,
considere o caso simples de um campo escalar sem massa & = & (z#, z) definido em
um espaco 5-dimensional. Como foi mencionado anteriormente, a periodicidade da

dimensdo extra nos permite expandir o campo em séries de Fourier

o0

O(at 2) = Y ¢ (at) R, (2.7)

n=-—o00
onde cada fungio ¢™ (z#) é um campo sobre o espaco 4-dimensional e é denominado
modo Kaluza-Klein (modo KK). Admitiremos que a métrica do espaco-tempo é plana e o

campo P (z*, z) satisfaz a equagdo de Klein-Gordon em 5D [28]

D(5)q> (:U“, Z) = 0, (2.8)

onde [ € o operador d’Alembertiano em 5D definido por Oy = O + 92. Impondo a

condicdo periddica da dimensdo extra ao campo, como dado em (2.7)), e substituindo

na equacao (2.8)), temos:

o0 2

> <D - %) oM (zH) em# B’ = . 2.9)

Desse modo, a Eq. (2.9) descreve um conjunto infinito de equagdes de Klein-Gordon
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4-dimensional desacopladas para os campos massivos ¢™ (z#) denominados modos KK,

n?.

com massas m? = O

n*\
(D — ﬁ) o™ (z*) = 0. (2.10)

Note que, de acordo com a Eq. temos apenas um campo escalar real sem
massa para n = 0, conhecido como modo zero, que corresponde a particula quadri-
mensional. Cada modo KK, por sua vez, satisfaz a equacdo de Klein-Gordon e carrega
consigo uma energia de repouso da ordem de n/R. Se a escala de compactacéo for da
ordem do {nfimo comprimento de Planck?}, os modos KK serio tdo energéticos que néo
se manifestardo na Fisica de baixas energias. Assim, todos os modos excitados, exceto
o modo zero, fornecerdo uma contribuiciao negligenciavel aos resultados em um regime
de baixas energias se comparada a escala de compactacédo (1/R). Consequentemente,
os experimentos envolvendo aceleradores de particulas, por exemplo, terdo acesso as
dimensodes extras quando atingirem um nivel de energia da ordem do inverso da escala

de compactacdo (F ~ 1/R).

Se admitirmos que as dimensdes extras sejam compactadas na ordem do compri-

mento de Planck (Ip; ~ 107%m), as massas dos estados excitados serdo da ordem da

massa de Planck (M Pl = \/% = 1019GeV>. Sendo assim, a nao-deteccao das dimen-
sOes extras estaria assegurada, mesmo com os atuais aceleradores de particulas sendo
executados em escalas de energias (E ~ O (TeV)) [10]. Nesse contexto, a aparente
quadrimensionalidade do nosso universo observavel foi explicada e a condicéo cilin-

drica, denotada pela equacéo (2.2)), foi justificada fisicamente.

2.1.2 Modelo Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD)

No final dos anos 90 as teorias de dimensdes extras foram alvo de um revigorado

interesse. Parte dessa motivacao se da em virtude dos denominados modelos de branas

20 comprimento de Planck ¢ definido como Ip; = (G (4 /c?) 1z,
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lancarem novos olhares sobre problemas antigos. Além disso, essas teorias sdo dotadas
de uma gama de interessantes implicacdes fenomenoldgicas [4,(5,6,7,[8]. O cendrio de
branas conhecido como ADD surge como uma nova estrutura na tentativa de resolver o
problema da hierarquia. Enunciado de modo pragmatico, o problema da hierarquia con-
siste na descomunal razao entre as duas escalas fundamentais da Natureza; eletrofraca

e gravitacional [f]

Devemos enfatizar que, a despeito de medidas envolvendo os campos do Modelo
Padrdo serem realizadas com uma alta precisdo na escala de distancia eletrofraca, a
gravidade apenas recentemente vem sendo sondada numa escala submilimétrica [|15].
Nesse contexto, o modelo ADD admite que a tinica escala fundamental seja a eletrofraca.
Desse modo, a unificacdo entre as forcas fundamentais da Natureza ocorreria numa es-
cala de energia da ordem de TeV, contrariamente ao postulado pelos modelos super-

simétricos que predizem a unificacdo numa escala de energia apds 106 GeV [29].

De acordo com o modelo ADD o nosso espaco-tempo quadrimensional seria uma
hipersuperficie imersa num espago ambiente de dimensao superior, denominado “bulk”,
que contém ) dimensdes extras compactas de larga escala. Todos os campos, excetuando-
se o gravitacional, estariam presos a brana e ndo teriam acesso as dimensdes extras.
Como apenas a gravidade se diluiria pelo o espago suplementar, a aparente fraqueza
da forca gravitacional, ante a forca eletrofraca, por exemplo, se daria pela diluicdo das
linhas de campo gravitacional no espaco de dimensao maior [5]. Veremos adiante um

meio de confinamento classico dos campos do Modelo Padrdo.

2.1.2.1 Confinamento de Matéria: uma Abordagem Classica

Na perspectiva da teoria de campo, o mecanismo de aprisionamento de matéria a
hipersuperficie quadrimensional, denominada brana, pode ser entendido como o confi-

namento de matéria em uma parede de dominio. Nesse contexto, considere um campo

3A escala de unificacio eletrofraca é mpw ~ 10 GeV, enquanto a escala gravitacional Mp;, =

Gry/? ~ 10 GeV. Assim, Mp; /mpw ~ 101°.

11



escalar real em um espaco com (4 + 1) dimensdes, i.e., 0 espago-tempo possui uma

dimensao espacial extra. A a¢do sera dada por [30],

1
S = / dizdy {5 (Ba0)* =V (9)] | (2.11)
onde V (¢) é o potencial escalare A = 0,1,2,3 ou 4.

Para ilustrar esse modelo vamos considerar um potencial que descreve solugoes do

tipo parede de dominio

V()= (9?2 —1?)". (2.12)

Este potencial tem a forma de poco duplo com dois vacuos definidos em ¢ = +v,

como pode ser visto na Fig.

Vip)

-V v

Figura 2.2: Potencial escalar que fornece a solucédo do tipo parede de dominio.

A dindmica do campo € obtida através das equagdes de Euler-Lagrange e por meio
destas encontramos uma solucdo para o campo. Este resultado classico é independente

das coordenadas do espaco-tempo quadrimensional usual [30]]. Assim sendo, temos

0o = v tanh <%> . (2.13)

Para obtermos a Eq. (2.13)) admitimos que a solucdo é estaciondria e o campo apre-

12



senta dependéncia apenas com a coordenada extra. Essa solucdo cldssica descreve uma

parede de dominio que conecta dois vacuos do modelo.

©o(2)
y

-V

Figura 2.3: Solucao do tipo parede de dominio.

Ainda, associada ao campo escalar () temos uma densidade de Hamiltoniana H, =

Iy — L, onde I = ‘g—g ¢ o momento canonicamente conjugado. Dessa forma, para a

solucdo (2.13) encontramos

2.4
Hy = )\4V sech? (%) ) (2.19)

Integrando a densidade Hamiltoniana com respeito a coordenada extra, obtemos a

energia por unidade de 3-volume da brana conhecida como a tensao da parede

Y=\ (2.15)

Como podemos observar na Fig. a energia estd confinada em torno de z = 0.
Enfatizo ainda que o parametro A tem unidade de inverso de comprimento, e assim

pode ser interpretado como a espessura da brana.

2.1.2.2 O Confinamento de Férmions

Uma discussdo natural de nossa descricdo classica para o confinamento € o estudo

do aprisionamento de férmions a parede de dominio. Para tanto, admitiremos que o

13



Ho(z)

z

Figura 2.4: A distribuicdo da densidade de energia da brana tem um méximo em torno
de z = 0.

campo escalar (¢) interage com o férmion por meio de uma interacédo do tipo Yukawa.

A lagrangiana que descreve esse sistema é:

Ly =Lijs+ Ling = ({1040 +mUV) — hI T, (2.16)

onde ¥ é o espinor em (4 + 1)-dimensdes, T'* = v (u=0,...,3), " = —i75 e y#,7° =

1,243

iv%y'y2~3 sdo as matrizes de Dirac [30].

Admitiremos o caso mais simples, i.e., que os férmions ndo tém massa (m = 0).

Desse modo, a lagrangiana (2.16) assume a forma:

Ly = i0TA0,T — hT T, (2.17)

Partindo da Eq. (2.17) obtemos a equacdo de Dirac em 5-dimensdes para o férmion

acoplado ao campo de fundo ¢y,

iT40,T — hooW = 0. (2.18)
Podemos expressar a Eq. (2.18)) explicitamente como:
iTFO, W + 4070, ¥ — hpoU = 0. (2.19)
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Aplicando o método da separacdo de varidveis (¥ = ¢ (z) x (z)) & expressdo anterior,

e, apds alguma manipulacao, encontramos:

iTH0,0 (x) + ¥°¢ () d.x (2) — hooy () = 0. (2.20)

1
X (2)

Se admitirmos que v°¢ (z) = —1 ()] a Eq. (2.20) se reduz a:

iTrO,b () — i () = 0, (2.21)
onde m = ﬁ@zx (2) + hgo é a massa do espinor em quatro dimensoes.

Como estamos interessados no modo zero, assim m = 0 e logo:

0.x (2) = —hgox (2) . (2.22)

E trivial verificar que a solucdo para o espinor tem a seguinte forma [30],

U = exp (—h /OZ wo (2') dz') P (x). (2.23)

Nesse caso, ¢ (x) descreve o espinor Dirac e obedece a equacao de Dirac quadrimen-
sional. Podemos ainda observar que o confinamento dos férmions a parede de dominio
estd assegurado, pois para z muito grande, a funcao de onda é suprimida exponencial-
mente. Sendo assim, garantimos a localizacdo do modo zero fermi6nico sobre a brana

e reproduzimos a Fisica quadrimensional usual.

4Essa condicdo estd relacionada a quiralidade. Entretanto, tal exigéncia nfo representa nenhuma
restricdo fisica, uma vez que particulas de massa nula tém quiralidade bem definida.
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Figura 2.5: Modelo de dimensao extra de larga escala ADD. Nesse cendrio, 0s campos
do Modelo Padrdo sao localizados sobre uma subvariedade 4-dimensional com uma es-
pessura o = £, O "bulk" é o espago ambiente (hiperespaco) onde a superficie M estd
imersa.

Dimensoes Extras»

2.1.2.3 Localizacao de Varios Férmions

Na secdo anterior, considerando o cenario de branas ADD, mostramos que, se admi-
tirmos a existéncia de uma interagdo entre o campo escalar ¢ e o campo de Dirac V¥,
o confinamento da matéria na parede de dominio estd assegurado. A Lagrangiana que
descreve este sistema é dada por (2.16). Uma generalizacio desse problema pode ser
compreendida como o estudo da localizacdo de varios férmions com diferentes massas.

Assim, a Lagrangiana (2.16)) assume a forma [6]:

'C‘I’j,k = Z (Z\IJJFAaA\I/k + mjkqu\ljk) - hjk\I/j\I/kgp, (224)

Jk

onde h;;, € a constante de acoplamento de Yukawa e m;, sdo as massas dos campos
fermibnicos. Por simplicidade, admitiremos que h;;, = J,,h e m;;, € diagonalizdvel e

possui autovalores m; [6]].

A equacdo de movimento, por sua vez, tem a forma

D 40,0 — higo, U5 =0, (2.25)

J

onde go,; = o — m;/h.
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Semelhantemente ao caso anterior, vamos tentar encontrar uma solucdo por meio

do método da separacdo de varidveis (V; = v, (z) x; (2)). Assim, é fdcil mostrar que

X;j (2) = exp (—h / Bo,j (#) dz’) : (2.26)
0

Considere o caso em que o campo escalar () tem a forma (2.13). Assim, para
valores muito pequenos de z, ou seja, z < 1, podemos expandir ¢, em torno de z = 0.

Deste modo, encontramos:

0o ~28%24+ O (23) , (2.27)
onde 2 = T2,

Através da Eq. (2.27)) encontramos @y ; ~ 2%z — m;/h (2 < 1). Sendo assim, a Eq.

(2.26) assume a forma:

X () = exp (—2h52 | (& —myzne?) dz’) . (2.28)
0

Integrando a expressao (2.28)), obtemos:

X (2) = Cjexp (—h&* (z — Tj)2> : (2.29)

onde a constante de integracdo C; = N exp (mf /4h&?), N é uma constante de norma-

lizagdo e r; = m;/2h&>.

Note que a funcao de onda tem o perfil Gaussiano com o maximo localizado em
torno de r; e se anula para pontos afastados da brana. A constante r; apresenta uma de-
pendéncia explicita com a massa do férmion m; e nos fornecera a posicdo dos férmions
relativamente a brana. A constante &, por sua vez, é relacionada a largura do pacote de

onda Gaussiano e pode ser entendida como a regido acessivel para a funcdo de onda na
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Figura 2.6: Perfil da funcdo de onda dos férmions localizados em diferentes pontos 7.
Os campos do Modelo Padrdo estao livres para se propagar em 3 + 1 dimensdes, embora
encontrem-se aprisionados em diferentes posicoes r; na coordenada extra (z).

direcdo transversal a brana (ver Fig. [2.5).

A espessura da brana age efetivamente como o tamanho da dimensdo extra para
os campos do Modelo Padrdo, i.e., é a distancia transversa a brana a qual os campos de
calibre tém acesso [6]. Por fim, do ponto de vista 4D a Lagrangiana (2.24) descreve uma
)

série de férmions quadrimensionais ndo-interagentes localizados em diferentes “fatias’

da brana (ver Fig. [2.6).

2.1.2.4 Potencial Gravitacional no Cenario de Dimensdes Extras Compactas de

Larga Escala

No modelo ADD a gravidade “vaza” através das dimensdes extras e tem acesso ao
espaco ambiente. Como resultado direto, do ponto de vista quadrimensional, a gravi-
tacdo é a mais fraca das quatro interacdes fundamentais da Natureza [4,5,/6,29]]. Nesse
cendrio, a fraqueza da forga gravitacional seria justificada pelo grande volume da escala

de compactacio (eV ~') que dilui a intensidade da interagfo gravitacional.

Para estudar essa caracteristica da gravitacdo, analisaremos o comportamento do
potencial gravitacional produzido por uma massa m num cendrio com § dimensoes
extras compactas. Nesse contexto, devido a periodicidade da dimensao extra, podemos

impor a identificacdo z — z + 27 R. Por simplicidade, suponha que a massa m encontra-
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Figura 2.7: Representacdo de uma dimensdo extra compacta no modelo ADD. Devido
a topologia circular, as linhas de forca da massa m dao voltas na dimensdo extra. Sob
a perspectiva de um espaco ndo-compacto (figura a direita), o potencial gravitacional
terd a contribuicdo de inimeras “massas imagens”. Sendo assim, nesse cendrio teremos
uma amplificacdo do potencial gravitacional.

se na origem e 0 Nosso espaco possui apenas uma dimensao extra.

No espaco de recobrimento R®, a identificacio topoldgica na dire¢fo extra resultard
no surgimento de intimeras massas denominadas imagens topoldgicas (ver Fig. [2.7).
Para regides muito afastadas da fonte (r > 27 R), a distancia entre as imagens topoldgi-
cas deixara de ser percebida como discreta e passaremos a observar uma linha continua
com densidade de massa uniforme que sera composta pelas inimeras massas imagens.
Podemos determinar a forca gravitacional gerada pelo continuo de massas utilizando
a lei de Gauss e valendo-nos da simetria cilindrica envolvida no problema. Nesse caso,
a base do cilindro é uma esfera 3D, pois estamos num espa¢o com quatro dimensdes

espaciais [|31]].

A lei de Gauss nos fornece

=
/9 AdA = —=53:1Gu)yMc, (2.30)

onde Sp = 27P/2/T'(D/2) é a drea da superficie de uma esfera de raio unitdrio em
D dimensodes, G441y € a constante gravitacional do espago de dimenséo maior, Mq =

Lm/27 R é a massa da linha composta pelas imagens topoldgicas encerrada pela super-
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ficie Gaussiana e L é o comprimento do cilindro Gaussiano. Assim, obtemos:

™ Gusym
=—(= —. 2.31
g < 2 ) 27 R 12 ( )
Note que, fazendo a identificagdo G 411) = (3:;}2%)(;(4): podemos inferir que

(2.32)

Deste modo, o resultado quadrimensional usual é recuperado para longas distancias

(r > 27R).

Procederemos de modo andlogo e generalizaremos para o caso em que o0 espago pos-
sui 0 dimensoes extras. Nesse caso, o hiper-cilindro C' de comprimento L estd centrado
em torno da linha de massas imagens ¢-dimensional e a base do cilindro é uma esfera

3-dimensional. A lei de Gauss em (§ + 4)-dimensdes serd [5],

., =
/ g dA = —S(3+5)G(4+5)M0, (233)
Superficie C

Desse modo, devido a simetria radial, encontramos

L(S

2.34
(27rR)6m (239

g X (47(7“2) X L(S = —S(3+5)G(4+5)

Finalmente, podemos escrever

_ 5@+ Gurgm

L (2.35)

onde V; = (27TR)6 € o volume do espaco suplementar.

Para recuperar a lei do inverso do quadrado de Newton para a forca gravitacional,

basta-nos fazer a identificacao
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(2.36)

Até o momento, lancamos atencao sobre o estudo do potencial gravitacional gerado
por uma massa m em um espago com ¢ dimensdes extras em uma regido afastada da
fonte. Nesse caso, vimos que a conhecida lei do inverso do quadrado é reproduzida. De
outro modo, se estamos interessados no potencial gerado pela massa m para pontos

proximos a fonte, teremos aproximadamente:

m
9=-G6u+5) 53 (2.37)

Isto € facil de verificar, uma vez que o lado esquerdo da lei de Gauss nos da g x
S(s4+3r**?, enquanto o lado direito serd simplesmente S;s3 G (5+4ym. Para esse célculo

devemos fazer uso da simetria esférica ao invés da cilindrica.

Finalmente, podemos escrever em termos do potencial gravitacional:

V= —G(4)% (r> R) (2.38)

V= —Guin2 (r < R)

No regime de curtas distancias (r < R) encontramos um novo quadro; o potencial
gravitacional produzido por uma massa m sofre uma amplificacdo no cendrio de branas
ADD. Este resultado representa um desvio a lei do inverso do quadrado de Newton. Sendo
assim, nesse regime (r < R), esperamos detectar efeitos mensurdveis das dimensoes

extras sobre os experimentos que buscam desvios na forca gravitacional.

2.1.2.5 Escala de Compactacio

A teoria ADD reproduz a gravidade quadrimensional sobre a brana por meio da

combinacdo da ideia de mundo-brana com a compactacdo das dimensodes extras a la
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Kaluza-Klein. Esse cendrio nos permite resolver o problema da hierarquia, além de fazer
predicoes que podem ser testadas com experimentos de colisdes em aceleradores de
particulas, por exemplo. De acordo com esse modelo, a escala fundamental da gravi-
dade quéantica é Mp ~ TeV. Sendo assim, de modo pragmadtico, o problema da hierar-

quia é resolvido.

Na secdo anterior mostramos como a constante gravitacional quadrimensional se
relaciona com a constante gravitacional de um espago-tempo com § dimensdes extras
compactas. Equivalentemente, podemos estabelecer a relacdo entre a massa de Planck
do espaco de dimensao superior e a massa de Planck do espago quadrimensional. Com
esse intuito, vamos partir da acdo para o modelo ADD com ¢ dimensdes extras com-

pactas de mesmo raio R [32]

2rR

/d4x / d5Z1/g(4+5)R+/d4l‘\/§[«Mp, (2.39)

0

r2+6
Mg

Sapp =

onde g(414) € R sdo respectivamente o determinante da métrica e o escalar de curvatura

em (0 + 4)-dimensoes, L£,,p é a Lagrangiana que descreve os campos do Modelo Padrdo.

Como objetivamos relacionar as massas de Planck, compactaremos nossa teoria de
(0 4+ 4) para 4 dimensoes. Deste modo, no regime de baixas energias, a a¢do 4-dimensio-
nal do modo zero, apds realizarmos as integrais com respeito as coordenadas extras,

assume a forma [|32]]:

~ 2TR

245
g /d4x/d52,/g(4+5)7€—>
0

~r24s 5
w / d*z\/GR ), (2.40)

onde g € o determinante da métrica e R4 escalar de curvatura, ambos em 4D. Para re-
cuperar o limite Newtoniano correto é necessario que algum mecanismo estabilize o raio
das dimensodes extras [[33]. O lado direito da Eq. descreve a gravidade quadri-
mensional, portanto podemos exprimir a relacdo entre a massa de Planck quadrime-

sional e a massa de Planck fundamental em D-dimensoes:
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M%, = VM3, (2.41)

onde Mp, = \/hc/ G(4)I € a massa de Planck quadrimensional, Vs = (27rR)5 é o volume
das dimensbes compactas e M2 = M2/ (2r)° = G 10/ S31s) € @ massa de Planck

reduzida do espaco de D-dimensdes (D = § + 4) [5]].

Deste modo, a escala de Planck é determinada pela escala fundamental M e pelo
volume do espaco compacto (V). Vamos admitir que a escala fundamental da gravidade

Mp ~ TeV, entao

5 s 1 M, 2/6+1
M?% = (2rR)° M3+ _>R:_(_p>
Pl ( ) D MPl MD

1TV \ 2/0+1
)

1 106Tev ) /°1!
= 1028ev( Mp >

R ~ 10712 (eV) <

R~ 10%%/"19, (2.42)

Podemos, por fim, estimar o raio das dimensoes extras de posse da Eq. (2.42)). Como

fixamos a escala fundamental Mp, o raio dependera apenas do nimero de dimensoes

extras ().
Numero de dimensoes extras R
6=1 ~ 108 m
6 =2 ~ 103 m
6=3 ~ 107 m
0=4 ~ 107" m

Tabela 2.1: Estimativa para o raio da dimensao extra assumindo diferentes valores de ¢
e Mp ~ 1TeV.

Para § = 1, de acordo com a tabela (2.1, j4 deveriamos ter observado a dimen-

sdo extra, devido o seu grande raio de compactacdo. Como ndo ha observacoes de

5.Zu'pl =1.22 x 1016T6V.
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dimensbes extras nessa escala, entdo, para o modelo de branas ADD, admite-se que
existem no minimo duas dimensoes extras. De fato, esse modelo mantém-se em acordo
com os resultados empiricos apenas se 6 > 2 [4,5,6]. Para § = 2 temos o caso mais
interessante, pois apenas recentemente a gravitacdo vem sendo testada na escala sub-
milimétrica e, nesse caso, sdo previstos desvios a lei da gravitacdo quadrimensional na

escala de milimetros [32].
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2.2 Vinculos Sobre os Modelos de Dimensoes Extras

Ap06s revisarmos os modelos de dimensdes extras podemos discutir algumas impli-
cacdes fenomenoldgicas resultantes da existéncia de um espaco suplementar. Estamos
interessados no modelo de brana ADD, onde temos § dimensdes extras compactas com
um raio de compactacao R idéntico para todas as dimensoes. Nesse cendrio, todos os
campos do Modelo Padrdo estdo presos a brana por meio de um mecanismo de aprisio-

namento e apenas a gravidade tem acesso ao espago ambiente.

Nesse contexto, vamos apresentar os vinculos obtidos para o raio das dimensoes
extras, ou equivalentemente para a massa de Planck, Mp, encontrados por meio de di-
ferentes sistemas fisicos. Inicialmente tratamos dos testes da lei do inverso do quadrado
que procuram por desvios da gravidade Newtoniana na escala submilimétrica. Dete-
mos nossa atenc¢do aos experimentos envolvendo balanga de tor¢do e apresentamos os

vinculos mais recentes encontrados na literatura.

Posteriormente, discutimos os vinculos originados de dados de Astrofisica. Nesse
caso, o teste experimental é proveniente da supernova do tipo-II SN1987A. Os vinculos
sdo extraidos considerando o excesso na taxa de resfriamento da supernova como um
fator limitante para a producao e fuga de gravitons para as dimensoes extras. Ao final
da secdo mostramos os limites impostos sobre a massa de Planck do espago (6 + 4)-

dimensional.

Os vinculos de origem Cosmoldgica serdo tratados em seguida. Analogamente aos
limites de origem astrofisica, os vinculos cosmoldgicos sdo extraidos pelo estudo do res-
friamento de um grande sistema fisico. Desta feita, consideramos a taxa de resfriamento
do universo e admitimos que a mesma é dominada pela expansdo Hubble. Desse modo,
limitamos o excesso de “evaporacdo” da densidade de energia para o espaco ambiente
na forma de gravitons e apresentamos as restri¢oes sobre a massa de Planck do espaco

de dimenséao elevada.
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Finalmente, analisamos os vinculos que sdo encontrados pelos aceleradores de parti-
culas através da colisdo de hadrons. Nesse caso, os vinculos tem sua origem, principal-
mente, em processos de producdo de gravitons que resultam em jatos + energia faltante
ou vy + energia faltante. Em ambos os casos hd uma “violacdo” na lei de conservagéo
da energia no final do processo, devido os grdvitons que sdo emitidos da brana para
o espaco ambiente. Ao final, apresentamos os vinculos encontrados pelo Large Hadron

Collider (LHC).

2.2.1 Balanca de Torcao: Teste Gravitacional Submilimétrico

O cenério de dimensdes extras ADD induz uma modificacdo no potencial gravitacio-
nal. No regime de curtas distancias, vimos que a intera¢do gravitacional é amplificada,
enquanto para distancias afastadas da fonte o comportamento quadrimensional espe-
rado para a forca gravitacional é recuperado. Entdo, a atracdo gravitacional entre dois
corpos de massas m; e msy, por exemplo, pode ser descrita em termos do potencial como

segue [4,5]:

V = —G(4) m1rm2 (7” > R) (2 43)

V= —G(4+5) TgﬁZ (7” < R)

onde R € o raio de compactacdo da dimensdo extra, (G4 € a constante gravitacional

quadrimensional e G445 € a constante de Newton em (J 4 4) dimensdes.

A existéncia de uma quinta for¢ca ou até mesmo de particulas escalares leves previstas
pelas teorias de cordas propdem, em seus fundamentos, modificacdes do tipo Yukawa
ao potencial gravitacional. No cenario de dimensdes extras compactas, os desvios a lei
do inverso do quadrado de Newton para longas distancias também podem ser parame-

trizados através do potencial [|34,(35]]

mimes

V = —G(4) (1 + oze_T/’\) , (2.44)

r

onde v = $(26) é um pardmetro que mede a intensidade da “nova interacdo” e estd
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Figura 2.8: A balanca de torcido é composta por um péndulo de torcdo e uma base
atratora girante. Este aparato foi desenvolvido pelo grupo Eot-Wash (Fig. 1 da Ref.
[391).

relacionado com o nimero de dimensdes extras do espago-tempo e A é a escala de

compactacdo da dimensao extra.

Motivado pela possibilidade de medir desvios na lei do inverso do quadrado em es-
calas submilimétricas, o grupo Eot-Wash da universidade de Washington desenvolveu
um experimento com balancas de tor¢do (ver Fig. [36,/37,38]. O aparato consiste
de um péndulo de tor¢do contendo um anel com 10 furos igualmente espacados e um
disco atrator girante que tem idénticos 10 furos em sua estrutura. Os furos em ambos
os componentes desempenham um papel fundamental para o instrumento. Caso nido
houvesse os orificios, o disco simplesmente atrairia gravitacionalmente o péndulo para
baixo. Entretanto, em virtude da presenca dos corpos de prova, i.e., as “massas fal-
tantes” (furos), o péndulo ird provar um torque proporcional a frequéncia de rotagéo
do atrator (w). Por sua vez, esse torque faz o péndulo girar e assim é medido por um sis-
tema autocolimador; um feixe de laser € refletido por um espelho plano sobre o péndulo

e a variacdo angular é detectada/medida pelo autocolimador [39].

A Fig. mostra os resultados de 5 experimentos que buscam desvios na lei do
inverso do quadrado em diversas escalas de comprimento e intensidade de forca. As

curvas Eét-Wash 2004 e Eot-Wash 2006 sao tracadas a partir de dados da balanca de
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Figura 2.9: Com um nivel de confianca de 95% encontramos que o raio da dimensao
extra deve ser R < 44 um. A regido acima das curvas (linhas sélidas) apresenta limi-
tes sobre violacoes do tipo-Yukawa para o potencial gravitacional e descarta quaisquer
desvios na lei do inverso do quadrado (Fig. 6 da Ref. [38]]).

tor¢cdo. O resultado do Eot-Wash 2006 nos mostra que, para |a] = 1, qualquer nova
interacdo do tipo-Yukawa deve ter uma escala A < 56 ym. E ainda, admitindo que a
modificacdo no potencial seja de origem geométrica devido a existéncia de um espaco
suplementar, encontramos que, no cendrio com uma dimensdo extra, sua escala de
compactacio deve ser A < 44 ym [|38]. Para § > 1 o vinculo imposto sobre A ira variar
pouco, se comparado ao caso 6 = 1, em virtude da pequena variacdo de |«|. Embora
a Fig. apresente fortes vinculos na escala submilimétrica, devemos notar que a
gravitacdo foi amplamente testada apenas em largas escalas de comprimento (A >> mm)

e de intensidade (Ja| > 1073).

Caso sejam detectadas, em experimentos vindouros, violacoes da gravitacdo Newto-
niana em escalas submilimétricas, uma questao surgird naturalmente: Esse é um sinal
de um efeito geométrico das dimensdes extras ou trata-se da evidéncia da troca de novos

bosons? A resposta vird testando se a interagdo, em curtas distancias, viola o principio
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da equivaléncia. Efeitos geométricos, a priori, respeitam esse principio. Todavia, a troca
de bdsons poderia violar o principio da equivaléncia, uma vez que o seu acoplamento a

matéria ndo ocorre de uma maneira universal [39]].

2.2.2 Vinculos Astrofisicos

Os vinculos encontrados pelos colisores de particulas, para o cendrio de dimensdes
extras de larga escala, sdo obtidos através da integracdo sobre um grande numero de
modos dos gravitons massivos. Nesse caso, se aumentamos a energia da colisdo, ou a

luminosidade, os vinculos tornam-se mais fortes [40].

Por outro lado, a possibilidade de producdo de gravitons KK leves e fracamente
interagentes tem se mostrado como um caminho alternativo para testar a fisica além do

Modelo Padrdo.

Nesse contexto, estamos interessados em sistemas astrofisicos que sdo (i) quentes,
de modo que permitam a producdo de modos KK (gravitons KK), e (ii) grandes o sufi-
ciente para produzir efeitos mensurdveis. Sendo assim, vamos considerar sistemas que

satisfacam a condicdo

T> R ~mgg, (2.45)

onde T é a temperatura do sistema, R € a escala de compactacdo e my € a massa do
modo KK. A condicdo (2.45) estd expressa em unidades naturais: c=1, kg =1e h = 1.
Por sua vez, os modos massivos KK tem uma massa |n| /R, logo a separacdo entre as

massas de modos adjacentes é

5+2
1 Mp\?*? Mp\' > 1o
Am ~ = = Mp [ —= ~ == 1075 eV 2.46
"R D(Mﬁ) TeV TeY (2.46)

Usamos a relacdo (2.40) para exprimir o raio de compactacdo em fungdo da massa de

Planck fundamental Mp. Admitindo que Mp ~ 1 TeV podemos estimar esta separacao:
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107%eV, 5 =2
Am ~ : ) (2.47)

TMeV,0 =26

Esta pequena escala de energia predita para a separacdo entre os estados KK, fixando
Mp ~ 1 TeV, nos permite admitir que, para 6 < 6, o espectro de grdvitons KK é
praticamente continuo. Consequentemente, esperamos que, em processos de colisdo

em altas energias, exista um grande numero de modos KK acessiveis.

Suponha que um objeto astrofisico tenha uma temperatura 7 < R~!, onde R é
o raio de compactacdo das dimensdes extras. Nesse regime ndo haverd producao de
estados excitados KK. Por outro lado, se a temperatura é T' > R™!, um grande nimero
de modos KK podem ser produzidos. Neste regime, 7' > R~ !, podemos estimar a taxa
de producéo de gravitons multiplicando a intensidade de acoplamento, ~ 1/M3%,;, de um
tinico graviton pelo nimero de estados acessiveis KK, (T'/Am)°, com massas abaixo de

T [15,41]:

AN 1 /7 \° 71
dat MR, (Am) T ME (248)

onde 6 € o niumero de dimensodes extras, Am ¢ obtido pela Eq. e Mp é a massa
de Planck do espaco de dimensdo maior. Embora o acoplamento de cada graviton seja
pequeno, ~ 1/M?%,, a multiplicidade de estados acessiveis é muito grande, ~ M3, e
assim compensa a fraqueza do acoplamento. Através da Eq. (2.48), podemos concluir
que, se a energia acessivel é comparavel a escala fundamental da gravidade Mp, deve-
mos observar efeitos diretos da producao de gravitons. Note ainda que, a medida que a
temperatura aumenta, esperamos que os efeitos se tornem maiores. Por esse motivo ha

um grande interesse em fenomenos de altas temperaturas em sistemas astrofisicos.
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2.2.2.1 SN1987A

Um sistema astrofisico que possui os dois ingredientes fundamentais citados ante-
riormente [condicbes (i) e (ii)], além de ser bem compreendido do ponto de vista da
fisica do Modelo Padrdo, sdo as supernovas; em especial, focaremos nossa andlise nos

vinculos obtidos através da supernova do tipo-II SN1987A.

Durante o colapso de uma supernova, a energia gravitacional de ligacdo (~ 10°3 erg)ﬂ
¢ liberada através do fluxo de neutrinos. Tais medidas podem ser utilizadas para vin-
cular teorias além do Modelo Padrdo, analisando o excesso de esfriamento da super-
nova. Apds o colapso, uma vasta gama de processos podem produzir gravitons leves
que escapam para as dimensoes extras. Todavia, a reacdo dominante para producao de

gravitons é [11]],

N+N-—-N+N+G, (2.49)

onde N sdo os nucleons (néutrons ou prétons) envolvidos na reacdo e GG é o graviton

produzido.

Estamos interessados em encontrar a taxa de energia perdida pela supernova para os
gravitons que escapam para o espaco suplementar. Assim, vamos definir a quantidade
€arbera, que é taxa com que a energia — por unidade de tempo por unidade de massa

— é perdida para os gravitons através do processo a + b — ¢+ G como [5]:

a —C Te E
brsen = nany T +va F) (2.50)

onde o simbolo () indica a média térmica, n, é a densidade de numero do nucleon z, o é
a secao de choque, p é a densidade de massa, v,.; € a velocidade relativa das particulas,

E¢ € a energia do graviton. Por sua vez, a luminosidade estd relacionada a ¢ por [42]]:

61eV =1.602192 x 10~ 2 erg.
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L— / edM (2.51)
estrela

A secdo de choque média para o processo, N + N — N + N + G, pode ser estimad
[5,40,41]:

T \ 2+
ov ~ (30 millibarn) (M_) . (2.52)

D

Como mencionamos, durante o colapso de uma supernova, 10°*erg de energia é
liberado em poucos segundos e isto concorda com as previsdes do Modelo Padrdo para a
evolucdo estelar. Assim, devemos exigir que a luminosidade do graviton seja menor do
que 10% erg /s (10'6 GeV)?. De fato, como estamos admitindo a existéncia de um canal
alternativo para a perda de energia da supernova, a luminosidade desse canal deve ser
tal que a concordancia das observacoes dos neutrinos com a teoria seja assegurada.
Finalmente, a estimativa para a luminosidade do graviton no processo nucleon-nucleon

¢ [401,

ng T 246
L ~ Mgy~ (30 millibarn) (M—) T, (2.53)
P

D
onde Mgy € a massa da supernova, ny € a densidade de niumero dos nucleons e p é a

densidade de massa.

Utilizando a Eq. (2.53)) podemos fazer uma estimativa para a massa de Planck fun-
damental Mp que satisfaz a condicdo L < 10°erg /s. Deste modo, considerando a
massa da supernova Mgy ~ 1.6M, ~ 10°” GeV, a densidade de niimero do nticleon

ny = 1072 GeV? e a densidade de massa p ~ 1072 GeV*, obtemos:

(15—4.56)

Mp ~ 107572 TeV (2.54)

71 barn = 10728 m2 = 100 fm? .
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O estudo detalhado dos limites envolvendo os dados da supernova SN1987A é dis-

cutido na Ref. [11]] e, na sequéncia, apresentamos tais vinculos obtidos sobre Mp:

50 TeV, 6 =2
Mpz§ 4TeV, 6=3 - (2.55)
1TeV, 6=4

Equivalentemente, temos os vinculos em termos do raio das dimensdes extras,

3x107*mm, §=2
RS 4x10"mm, §=3 . (2.56)

2x10%mm, 6=4

Quando o numero de dimensdes extras é grande (0 > 5), a separacdo das massas
dos gravitons aumentard, tornando-se comparavel a temperatura no interior do nucleo.
Assim, apenas os primeiros gravitons da torre KK serao produzidos [[11]. Devemos enfa-
tizar que, os limites impostos sobre o raio das dimensoes extras mostrados na expressao
(2.56) sdo mais fortes, para 6 > 1, do que os resultados encontrados em estudos que
buscam por desvios na lei do inverso do quadrado [36),37,38]]. Desse modo, esse se

constitui um importante e independente resultado.

Por fim, podemos mencionar ainda outro meio de vincular as teorias extra-dimensio-
nais utilizando supernovas. Na realidade, apds a explosdo, a supernova dard origem
a uma estrela de néutrons que pode, em principio, aprisionar gravitacionalmente uma
grande quantidade dos gravitons KK. Se admitirmos que a estrela de néutrons ndo tenha
um aquecimento excessivo em virtude do decaimento de modos KK em fétons, encon-
tramos os vinculos sobre a massa de Planck do espaco de dimensdo maior Mp > 1700
TeV para § =2 e Mp > 76 TeV para 6 = 3 [|12,43]]. Embora esses limites sejam altos,
eles podem ser atenuados se considerarmos que os modos KK decaem principalmente

em estados que nao sdo previstos pelo Modelo Padrdo.
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2.2.3 Vinculos Cosmoldgicos

Um caminho para a obtencéo de limites sobre as teorias de dimensdes extras, no con-
texto cosmoldgico, é o estudo do resfriamento adicional do universo [[40]. No modelo
ADD, além do resfriamento gerado pela expansao cosmoldgica do universo, a emissao
de gravitons para o espago ambiente — analogamente ao caso das supernovas — origina
um resfriamento adicional. Dito de outro modo, o efeito do resfriamento excessivo é
resultante da “evaporacdo” da densidade de energia da radiacdo no universo primordial

sobre a brana, na forma de modos KK, para o espaco de dimensdo maior (bulk) [5].

Estamos interessados em analisar as duas contribuicOes para a taxa de resfriamento
do universo: o resfriamento pela expansdo Hubble e pela “evaporacdo” de gravitons
para as dimensdes extras. Com esse objetivo, partiremos da equacdo fundamental que
descreve a evolucdo césmica, conhecida como equagdo de Friedmann, que é obtida

aplicando a métrica de Robertson-Walker as equagoes de Einstein [44]:

LN\ 2
a GG (4) k A
H@#)=(-) =28, 2 4= 2.57

®) <a> 3 77 a2 * 3 ( )
onde H € a convencionalmente conhecida constante de Hubble, G4 € a constante gravi-
tacional Newtoniana, p é a densidade de energia cédsmica — que inclui matéria, radiagéo

e vacuo —, e A é a constante cosmoldgica. A partir da métrica de Robertson-Walker tam-

bém podemos encontrar a taxa de aceleracido cdsmica [44]:

a 47TG(4) A
-—= " 3P)+ — 2.58
" 5 (P+3P)+ <, (2.58)

onde P é a pressdo. Combinando as equagdes (2.57) e (2.58) encontramos a Eq. de

conservacdo da energia:

=p=-3H(p+ P) (2.59)
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A densidade de energia, no regime relativistico, p ~ T* [41]. Assim, a contribuicéo
da expansdo do universo para o resfriamento da densidade de energia sobre a brana é

dada por:

dp TS
— ~—-3Hp~ ——n-. 2.60
7 P (2.60)

expansdo

Todavia, como vimos na Eq. (2.48), se o espago-tempo é uma variedade (4 + J)-
dimensional, a taxa de producio de gréavitons é proporcional a 1/M2™. Por sua vez,

a taxa de resfriamento pela evaporacdo de gravitons pode ser obtida por uma anélise

dimensional:
d 0 T+
— ~——. 2.61
dt evaporacdo M 12)+6 ( )

A igualdade entre as expressoes (2.60) e (2.61) vai nos fornecer a “temperatura

de normalidade”, T,. Se a taxa de expansdo do universo for dominada pela taxa de
evaporacao, isto poderia modificar a evolu¢do cosmoldgica do universo [13]. Por outro
lado, se a expansdo do universo for tal que o resfriamento pela expansdo de Hubble
domine, o universo se expande como o conhecemos e assim é dito normal. Deste modo,
podemos impor um limite superior sobre a temperatura, 7, para a qual o universo €

normal [5]:

2445\ 1/(1+9) (2+68)/(1+6)
T. S (MD ) ~ 10(0=9/0+) NV x ( Mp )

M3, 1TeV
10MeV, =2

< , (2.62)
10GeV, =6

onde admitimos que Mp ~ 1 TeV.

Note que, como T, > 1 MeV para ¢ > 2, a nucleossintese do Big Bang (BBN)E] nao ira

8A abundancia dos elementos leves observados no universo é descrita precisa e detalhadamente pela
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sofrer alteracdo e nenhuma predicao sua devera ser modificada.

Nesse contexto, na Ref. [[14] sdo encontrados fortes limites sobre a massa de Planck
do espaco de dimensao maior considerando a producao de modos KK no final da tran-
sicdo de fase da Cromodindmica Qudntica (QCD)ﬂ Neste caso, os vinculos cosmoldgicos
sdo obtidos admitindo que a temperatura na qual ocorre a producao de modos KK deve
ser inferior a temperatura da transicdo de fase da QCD (170 MeV). Se a temperatura
T, for muito grande, pode haver uma superproducdo de grdvitons pelas particulas do

Modelo Padrdo e isto alteraria a evolucao cosmoldgica do universo [13]].

Considerando apenas os modos KK que sdo produzidos em temperaturas abaixo de

Tocp, encontramos os vinculos:

Numero de dimensoes extras Tocp = 170MeV  Theop = 135MeV  Tpep = 100 MeV

=2 1,000 TeV 390 TeV 86 TeV
0=3 59 TeV 26 TeV 7.4 TeV
0=4 9.0 TeV 4.4 TeV 1.5 TeV

Tabela 2.2: Limites sobre a massa de Planck (Mp) para diferentes valores de § e Tep
[14].

Se permitirmos que a producdo de grdvitons ocorra para uma temperatura superior
a Toep = 170MeV, para o caso § = 2, por exemplo, a massa de Planck Mp > 10°
TeV e o problema da hierarquia seria reintroduzido de uma forma moderada. Nesse
cendrio, necessitariamos de outro mecanismo para explicar a disparidade entre as es-

calas eletrofraca e gravitacional [14]].

2.2.4 Vinculos de Colisores de Particulas

Uma miriade de processos é estudada nos colisores de particulas buscando por tracos

de fisica além do Modelo Padrdo, que incluem desde a deteccdo de particulas super-

Nucleossintese do Big Bang (Tggn ~ 1 MeV).
°A transicio de fase da Cromodindmica Qudntica ocorre num tempo ¢ ~ 10~ % s apés o Big Bang. Nesse
momento os quarks ficam confinados nos hadrons.
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simétricas até sinais de dimensdes extras. O cendrio de branas ADD prevé a producgao
de gravitons, que teriam acesso ao espag¢o ambiente, em processos de colisdo de ha-
drons e sua deteccdo ocorreria apenas se Mp ~ TeV [43]]. Partindo de uma teoria da
gravitacdo em (§ + 4) dimensoes, pode-se descrever e analisar esses eventos através de

uma teoria efetiva valida para energias menores que Mp [9].

Como mostramos anteriormente [ver Eq. ], no cenario de dimensoes extras
de larga escala ADD, para § < 6, a separacdo na massa entre estados KK adjacentes
€ muito pequena, se comparada a resolucdo experimental do LHC, por exemplo [[10].
Deste modo, esperamos que uma grande quantidade de gravitons seja produzida em
processos de colisdo em altas energias. Em virtude disso, podemos substituir a soma
sobre todos os estados KK pela integral sobre a densidade de estados. O niumero dN de

modos KK com momento entre |n| e |n| + dn é:

AN = Ss_y |n| " dn, (2.63)

onde S;_; = 27%/2/T'(§/2) é drea de uma J-esfera de raio unitdrio. Fazendo uma mu-

danga de varidveis m = |n| /R, a Eq. (2.63)) assume a forma:

dN = Ss_1m° *R°dm. (2.64)

Podemos expressar o raio de compactacdo em funcdo da massa de Planck M do espaco

de dimensdo maior por meio da Eq. (2.40). Assim, encontramos o nimero de modos:

2
2+9
Mp,

dN = Ss_; m®~tdm. (2.65)

Finalmente, a secdo de choque diferencial inclusiva para a producdo de gravitons

sera dada por:

2 2
d“o Mp,  5_1dom

— S5 Lm 2.66
dtdm ~ 7z T (2.66)
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onde do,,/dt é a secdo de choque diferencial de um unico graviton KK de massa m e
t = (p, — pc)’ é a varidvel de Mandelstam, onde dt o« dQcy. A Eq. (2.66) é uma
expressao genérica e assim pode ser aplicada a qualquer processo especifico envolvendo

producdo de gravitons.

Como exemplo, vamos considerar o subprocesso dominante, qg — ¢G, do processo
de producdo de gréavitons pp — jet+F . A energia faltante [, é uma consequéncia
direta da violacdo da conservacao da energia devido a emissao dos gravitons na direcdo
transversal a brana; com isso os gravitons escapam a deteccdo. Por sua vez, a secao de

choque diferencial para a producdo de um unico graviton de massa m é [9]:

do a, 1 t m?
M gg —qG) = —~—F, (-, 2.6

onde «a, é a constante de acoplamento da interagdo forte, s é a energia do centro de
massa e Iy é uma funcdo polinomial que é dada no apéndice da Ref. [9]. Embora a se¢édo
de choque para um tnico grdviton tenha uma grande supressdo, M7, a multiplicidade
de estados na se¢do de choque inclusiva compensa esse fator, possibilitando assim a

deteccdo de grdvitons em processos de colisdo se Mp ~ TeV.

Antes de prosseguirmos com a andlise do processo (2.67)), devemos verificar o regime
de validade para os cdlculos da teoria efetiva. Isto pode ser feito analisando o parametro
de expansao nas corre¢des de loop em D-dimensdes. Sendo assim, segundo a Ref. [9],

o parametro de expansao é:

Sop-1y [ E b2
2 (2m)” (M_D> <t (268

onde Sp_; = 2rP~V/2)T (D —1)/2) é a 4rea da superficie de uma esfera de raio

unitdrio em (D — 1) dimensdes.

Entdo, a energia maxima permitida no estudo perturbativo é,
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Figura 2.10: A secdo de choque total do processo jato + energia faltante versus Mp,
integrada para E7j., > 1 TeV. A linha horizontal representa o background do Modelo
Padrdo (Fig. 4 da Ref. [9]).

Emae = (24 8/2)75 (47)35% Mp > 7.2Mp. (2.69)

Para valores acima de E, 0s efeitos da gravidade-quantica podem surgir e nesse

caso essa analise perde sua validade.

O resultado dos limites sobre M p, encontrados pelo estudo da producéo direta de
gravitons, considerando o processo pp — jet+ ., sdo mostrados na Fig. A regiao
de confianca para analise perturbativa ocorre quando as curvas do tipo “a” interceptam
as curvas “b” para um determinado J, enquanto que, na regidao onde as curvas “a” e “b” se
separam, as contribui¢des desconhecidas da fisica do ultravioleta serdo importantes e,
sendo assim, essa andlise perde sua validade. As curvas “a” sdo construidas integrando

a secfio de choque sobre § < M?3. Por outro lado, as curvas “b” sdo obtidas integrando

sobre todos os valores de 5. Sendo assim, as curvas “a” sdo previsoes conservadoras.

Podemos observar que, para § > 5, ndo existe nenhuma regido para Mp em que
podemos confiar simultaneamente na teoria perturbativa e obter um sinal “visivel” no

LHC. Enquanto que, para 6 < 5, o LHC pode provar uma regido multi-TeV em regime
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perturbativo. Por outro lado, a andlise do processo pp — v + F nos fornece vin-
culos mais fracos — bem como uma regido perturbativa reduzida — se comparados aos
limites obtidos no processo anterior. Isso se dd em virtude do pequeno acoplamento

eletromagnético e da menor luminosidade desse processo [9].

Os vinculos recentes obtidos pelo LHC sobre a massa de Planck do espaco D-dimensi-
onal (D = § + 4) através da colisdo préton-préton, cujo produto final é jato + Fr, séo

apresentados na Tab.

Numero de dimensoes extras Mp >

0=2 5.61 TeV
0=3 4.38 TeV
d)=4 3.86 TeV
d=5 3.55 TeV
=26 3.26 TeV

Tabela 2.3: Limite inferior sobre a escala fundamental de Planck (Mp) para /s = 8
TeV [110,/45]].

Os limites encontrados pelo estudo do processo pp — v+ F sdo mais fracos do
que os mostrados na Tab. entdo, nao reportaremos aqui tais vinculos. Os limites
impostos sobre a producdo de secdo de choque do modelo ADD, nos permite traduzir
os resultados em exclusdes sobre o espaco de parametros do modelo (§ e Mp), como
encontra-se resumido na Tab. Note que, embora os vinculos sobre Mp também de-
crescam com o aumento da dimensionalidade do espaco-tempo, essa reducdo é menos
acentuada do que os limites encontrados nos cendrios astrofisico e cosmoldgico, por
exemplo. Por fim, os resultados encontrados pelos colisores nos fornecem os vinculos
mais fortes para 0 > 4, se comparados aos limites oriundos de dados de Astrofisica,

Cosmologia ou desvios na lei do inverso do quadrado.
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3 Vinculos Espectroscopicos sobre as

Dimensoes Extras

¢ Distress not yourself if you cannot at first understand the deeper myster-

ies of Spaceland. By degrees they will dawn upon you. 99

Edwin A. Abbot, Flatland: A romance of many dimensions, 1884

Nos cendrios de branas, a gravidade vaza para as dimensdes extras, enquanto que
as particulas e os campos do Modelo Padrdo estao confinados a subvariedade, denomi-
nada 3-brana, desde que ndo sejam excitados a uma escala de energia maior do que
TeV [10]. A existéncia de um modo zero localizado sobre a brana assegura que o
comportamento quadrimensional da forga gravitacional seja recuperado para distancias
muito maiores do que a escala caracteristica do espaco suplementar (¢). Nos modelos
com dimensdes compactas, a escala ¢ corresponde ao tamanho da dimensao extra, en-
quanto em modelos de dimensdes extras ndo-compactas, ¢ estd relacionado ao raio de
curvatura do espaco ambiente. A forca gravitacional sentira os efeitos das dimensoes
extras apenas abaixo dessa escala de comprimento. Por outro lado, os campos confi-
nados a brana sofrerdo influéncias das dimensdes extras numa escala, L,,, que pode
ser muito menor do que ¢. Nesse caso, a escala ,, age efetivamente como a regidao
acessivel, na direcao transversal a brana, para os campos do Modelo Padrdo. No modelo
ADD, L,, < 107 m [4], enquanto, para branas inspiradas em teorias de cordas, L,, é

muito menor [5].

Neste capitulo, inspirados pela possibilidade de procurar por sinais de dimensoes
extras na espectroscopia de atomos de hidrogénio, analisaremos os efeitos da existéncia
de um espaco de codimensdo elevada sobre este sistema ligado. Assim, pretendemos

encontrar limites independentes para o numero e o raio das dimensoes extras. No
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cenario de dimensdes extras é razodvel esperar que o comportamento da gravidade seja
modificado em distancias inferiores a /. Como vimos anteriormente (ver Se¢édo 2.1.2.4),
se o campo gravitacional, no limite de campo fraco, obedece a lei de Gauss, entdo o

potencial gravitacional de uma massa m tem o comportamento descrito em (2.43)):

V=-Gn2, parar > ¢
@75 P ’ 3.1)

V = —Gays5) 75, parar < £

onde G 414y ~ G4)¢° é a constante de Newton no espaco de dimensao superior. A relagéo
entre G445 € a constante Newtoniana quadrimensional G4 depende do volume do
espaco extra-dimensional; e este, por sua vez, depende da topologia e curvatura do

espaco suplementar.

E notdrio que a interacdo gravitacional usual quadrimensional é desprezivel em sis-
temas atémicos. Por exemplo, para um atomo de hidrogénio no estado fundamental
a energia potencial gravitacional média é da ordem de Gyym,m./ag ~ 107*¥eV, onde
ag € o raio de Bohr. Entretanto, devido aos efeitos das dimensGes extras, no regime de
curtas distancias (r < /), a energia potencial serd amplificada por um fator da ordem
de (¢/ r)‘s. Assim, ao menos em principio, a energia gravitacional poderia distorcer o es-
pectro de energia do hidrogénio. Portanto, a utilizacdo das medidas altamente precisas
de transicOes atémicas pode ser um caminho para impor vinculos empiricos sobre os

modelos de dimensoes extras.

Podemos calcular o desvio, por efeito da contribuicdo gravitacional, na energia de
um determinado estado ¢) no dtomo de hidrogénio, admitindo que a energia potencial
gravitacional é uma perturbacdo da Hamiltoniana do 4&tomo. Essa perturbacédo na ener-
gia é proporcional a (r~**1), ou seja, a média de r~®*!) naquele estado. Entretanto,
para os estados S essa média diverge se § > 2. Como foi apontado na Ref. [9], esse
problema tem relacdo com o fato de que o comportamento do propagador do gravi-
ton, em curtas distdncias, ndo é computavel no modelo ADD original, mesmo no nivel

de arvore, sugerindo que ele pode depender dos detalhes ultravioletas de uma teoria
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quantica da gravitacao.

As primeiras tentativas de vincular os parametros extra-dimensionais usando espec-
troscopia atoOmica se depararam com essa divergéncia dos estados S e para contornar
estabeleceram um raio de corte [17,18,(19,20,21]]. No entanto, nesse caso, as restricoes
tornam-se dependentes deste parametro arbitrdrio. De outro modo, se considerarmos
os efeitos extra-dimensionais aplicados a espectroscopia molecular [22], i.e., se estu-
darmos o desvio que a modificacdo do potencial gravitacional, no cenario de dimen-
soes extras, fornece aos niveis de energia molecular, também conseguiremos evitar esse

problema. Todavia, essa abordagem nos proporciona vinculos muito mais fracos.

Esse problema da divergéncia, no nivel cldssico, surge porque a distribuicdo de
matéria confinada na brana € singular da perspectiva do espaco ambiente. Sendo assim,
o confinamento do tipo-delta é apenas uma idealizacdo que omite a estrutura interna da
brana. A subestrutura da brana tem fundamental relevancia para regular as divergén-
cias de uma teoria efetiva no cenario de brana fina, como foi apontado por [46,47].
Na Ref. [46]], por exemplo, essas divergéncias sdo tratadas através da introducao de
um esquema de renormaliza¢do. Na nossa abordagem, por outro lado, seguimos um
procedimento diferente que depende do fato de que, no cendrio da branas espessas, a
funcdo de onda das particulas localizadas sobre a hipersuperficie quadrimensional tem
certa largura ¢ no espaco extra-dimensional. Mostraremos que, quando consideramos
essa largura, a média (r~°*!) é finita e depende de 0. Deste modo, nossa andlise
fornece uma restricdo conjunta para a massa Planck do espaco de dimensdo maior e
para a espessura da brana, uma vez que o valor da largura é delimitado pela espessura

da brana.

3.1 Um Atomo em uma Brana Espessa

De acordo com as teorias de cordas, a brana é uma hipersuperficie quadrimensional

infinitamente fina. Todavia, do ponto de vista da teoria de campos, como vimos na
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Secdo 2.1.2.3, ela pode ter uma espessura. Nesse caso, se consideramos um espago
ambiente de (4 + 1)-dimensdes, uma 3-brana pode ser representada como uma solucdo
de parede de dominio de algum campo escalar [30]. O confinamento de matéria no
interior da parede de dominio é assegurado através de uma interacdo do tipo-Yukawa
entre os campos espinoriais de Dirac e o campo escalar. Encontramos que, devido a esta

interacdo, o modo-zero do campo espinorial sera dado pela seguinte funcdo de onda:

¥ (2 =exp | <h [ ()] v o), (3.2

onde h € a constante de acoplamento, ) (x) representa um espinor (3 + 1)-dimensoes,
o = vtanh (z/¢) é a solucdo do tipo parede de dominio que conecta dois vacuos, £v, do
campo escalar. A parte extra-dimensional da funcio de onda tem um pico em z = 0 e cai
abruptamente quando nos afastamos do centro da parede de dominio. A espessura da
brana é definida pela quantidade ¢ que, de acordo com os atuais limites experimentais,

deve ser menor do que 10~ m [4,[10].

Considerando um espaco de (4 + §)-dimensoes, pode-se idealizar um mecanismo de
confinamento para a matéria em defeitos topoldgicos de codimensoes elevadas. Ao ge-
neralizar o resultado acima para um espago com ¢ dimensdes extras, podemos conside-
rar que, do ponto de vista fenomenoldgico, a funcdo de onda das particulas localizadas
pode ser escrita como V (x, z) = x (2) ¥ (z). Por uma questdo de simplicidade, assumire-
mos que a parte extra-dimensional x (z) é uma func¢do gaussiana localizada em torno

do centro da brana com um desvio padrao o:

5/4 5 o
X(z):(%) exp | — % (3.3)

o e~ 2
=1

Devemos enfatizar que o comprimento da funcao de onda nas dire¢des transversas
deve satisfazer a condicdo o < ¢ < /. E, embora tenhamos escolhido o perfil Gaussiano
na direcdo transversa, a funcao de onda extra-dimensional, y, pode ser qualquer fun¢édo

normalizada de z, como mostraremos [ver Apéndice B].
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3.2 A Interacao Gravitacional no Cenario de Branas Es-

pessas

Vamos agora descrever a interacao gravitacional entre o proton e o elétron no cendrio
de branas espessas. No regime de campo fraco, existe um sistema de coordenadas
em que o potencial gravitacional satisfaz a equacdo de Laplace no vacuo [48]. As-
sim, em primeira ordem de G415, 0 potencial exato produzido por uma massa pun-
tiforme em um espaco de dimensdo superior pode ser obtido para qualquer topolo-
gia compacta [|34]. Por exemplo, se o espaco suplementar tem uma topologia de um
d-dimensional toro com tamanho /(= 27R), entdo, o potencial gravitacional de uma

massa m no ponto R = (x, z) do espaco ambiente é dado por [[16]:

V (R) :—G;‘;—jﬁ—Z&—;{'&, (3.4)
onde R, = ¢(0,0,0ky...,ks) e [k1,ks,..., ks] sdo inteiros. O potencial é uma
solucdo da equacdo de Laplace em (3 + 0)-dimensbes com as condicoes de contorno
apropriadas. Na verdade, a forma do vetor R; garante que V (R) € peridédico em re-
lagdo as dire¢des extra-dimensionais, conforme exigido pela topologia do espago suple-
mentar. Note ainda que, da perspectiva do espaco R**?, V' (R) pode ser visto como uma
superposicdo de potenciais gerados pela massa real m, na origem, e por inimeras copias
(imagens topologicas) da massa localizadas pelos vetores R/ [25]. Note que este resul-

tado trata-se de uma generalizagdo do caso analisado na Sec¢éo 2.1.2.4, onde tinhamos

0=1.

Para pontos afastados da fonte, isto é, para |x| > /, reproduz o potencial
Newtoniano usual. As correcoes sobre o potencial gravitacional devido as dimensdes
extras também podem ser escritas como 1/r (1 + ae~"/*) [34]. Embora essa correcdo
do tipo-Yukawa seja utilizada em experimentos com balanca de torcdo [|15], em sis-

temas ligados, como o d&tomo, a principal contribuicdo vem do primeiro termo de (3.4,
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ao menos se o0 atomo se encontra em estados mais baixos. As primeiras correcdes re-
sultam das imagens topolodgicas préximas de m. O potencial de cada um desses 2
primeiros vizinhos é desprezivel (G (4.5m /(™ ~ G(4ym/l) em comparacdo ao primeiro

termo [|16]].

3.3 Contribuicdo Gravitacional aos Niveis de Energia

Considerando uma fonte puntiforme, o potencial gravitacional serd simplesmente
—Ga+5ym/R°*, que é proporcional a funcéo de Green do operador Laplaciano no espaco
plano de dimensdo maior (R°*?). Finalmente, nesta aproximacdo, admitindo que a
massa do préton m, € distribuida uniformemente pelo ntcleo, o potencial produzido

pelo proton serd [16]:

p(R)
?(R)= _G(4+6)/ o / R — R/ "R/, (3.5)
onde a densidade de massa é p = |¥,|°m, e ¥, (x,2) = x (2) %, (x) é funcdo de onda
do préton no espago de dimensdo maior. Em virtude da uniformidade na distribuicdo

de massa no interior do nucleo, a funcdo de onda tridimensional, ¢, (x), é constante na

parte interna e zero no exterior do nucleo.

A energia cinética média do elétron, no dtomo de hidrogénio, representa uma pe-
quena fracdo de sua energia de repouso. Deste modo, é razoavel considerar a versao
ndo-relativistica do sistema atémico, ao menos em uma primeira aproximacao. A inte-
racdo gravitacional entre o elétron e o proton, no cendrio cldssico, é governada sim-
plesmente pela Hamiltoniana Hs; = m.¢. Agora, supondo que Hg é um termo pequeno
da Hamiltoniana do dtomo hidrogénio, podemos encontrar o desvio na energia de um
determinado estado atoOmico a partir da teoria de perturbacdo. Assim, esse desvio serd

dado por:
oy :/ / 0, 2.6 (R) &R, (3.6)
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onde V¥, (x,z) é a funcdo de onda do elétron no espaco de dimensdo maior que é cons-
tituida de uma parte extra-dimensional y (z) e outra, v, (x), descrita pelas solucoes

usuais da equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio.

Desta forma, a interacdo gravitacional entre o elétron e o préton, modificada pela
existéncia de um espaco suplementar, altera o espectro de energia do hidrogénio. De
posse das funcoes de onda dos estados 1S e 25 (¢15 = 1/ \/7r_a0 exp (—r/ag) € hog =
1/+/8mad (1 —r/2a) exp (—r/2aq), respectivamente), podemos calcular a contribuigio
gravitacional a transicdo 25 — 1S5. Devemos enfatizar que a integral na regido interna
do ndicleo fornece a contribui¢do dominante para Eq. (3.6). Assim, para a transicio

2S — 1.5, obtemos:

7’75 G 4+5)mpme 3 Tp

|0 B35 — 0ETs| = 1-

8t adod—? 2 ag

+(9( g/ag) 1+0O(a/r)], (3.7)

onde ag € o raio de Bohr do hidrogénio e s é um fator que depende do niimero de
dimensoes extras. Por exemplo, v3 = 27%/2, vy = 47/3, 5 = /2 /3 e v = 47 /15. Por fim,
podemos calcular o desvio na frequéncia da transicdo 25 — 15, Avg = |dF2s — E15| /h
por meio de (3.7) e comparar com os dados experimentais. Para mais detalhes sobre a

obtencéo da Eq. (3.7) ver o Apéndice A.

3.4 Vinculos Espectroscdpicos sobre M e R

A frequéncia da transicdo 25 — 15, medida com uma altissima precisdo, no dtomo
de hidrogénio € f.., = 2466061413187035 (10) Hz [49]]. Por sua vez, a predi¢do tedrica
— baseada sobre fisica quadrimensional — estd em acordo com o valor experimental até
a ordem do erro tedrico, ovy, = 32kHz, que é relacionado, principalmente, a incerteza
na medida do raio do préton [50]. Por consisténcia, € natural que o efeito resultante

das dimensodes extras deva ser menor que a soma quadratica dos erros experimental e
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Figura 3.1: Limite inferior sobre a massa de Planck M em func¢éo de 0. As dreas abaixo
das curvas sdo excluidas.

tedrico. Assim, os limites sobre os parametros extra-dimensionais sdo obtidos impondo

a condicdo Avg < /ov}, + 02,

A Figura apresenta a andlise numérica desta condi¢do. O grafico estabelece
limites inferiores para a massa de Planck do espago de dimensdo maior, Mp, em termos
de 0. A regido de exclusdo encontra-se abaixo das curvas. De acordo com as Refs.

[9,/48]], a massa de Planck fundamental € relacionada a G4 por meio da formula

M(%ﬁa) = Mp" = Qs (h/c)’ he/G v sy, (3.8)

onde Q5 = (2m)° T (2£2) /[(5 + 2)27+3)/2],

Devemos enfatizar que o comprimento da funcao de onda das particulas nas direcoes
transversas, o, € menor do que a espessura da brana (¢). Sendo assim, esta andlise

mostra que os vinculos tornam-se mais restritivos para branas finas.

Os casos § = 1 e § = 2 ndo sdo mostrados porque os respectivos vinculos sdo muito

fracos. No cendrio de branas realisticas (¢ < 10719 m), a principal contribui¢do da ener-
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Figura 3.2: Limite superior sobre o raio das dimensdes extras em termos de o. As
regioes acima das linhas sdo excluidas.

gia gravitacional para § > 3 vem da integral no interior do ntcleo e o termo principal
é da ordem de G, m,m./a3c’ 2. Esta dependéncia explicita de o explica por que as

(4+9)

branas finas fornecem limites muito fortes a massa de Planck Mp.

No modelo ADD original, o espaco suplementar é um J§-toro plano com raio R. Al-
ternativamente, podemos apresentar os vinculos sobre R. Neste caso, a relacdo entre R
e a massa de Planck My (dada por G} = 87R° M7, onde M7, = M2 J[(B/)e)’ hel,
ver [9]) pode ser usada para restringir o raio da dimens&o extra. A Figura[3.2]mostra os
limites superiores sobre o raio de dimensdo extra para § = 3,4,5 e 6. A drea compreen-
dida acima das curvas representa a regido de exclusdo. Através deste resultado [Fig.
podemos observar que, para uma longa faixa do eixo o, os vinculos obtidos por
este estudo sdo mais fortes que os limites encontrados pelos experimentos que buscam

desvios a lei do inverso do quadrado, por exemplo.

Por simplicidade, admitimos que a funcdo de onda do espaco de dimensdo maior
tem o perfil Gaussiano (3.3]). Entretanto, é importante enfatizar que essa suposicdo nao
desempenha um papel essencial em nossa andlise. Na verdade, se considerarmos outros

perfis, nossos resultados ndo mudam, desde que o parametro o seja definido por [ver
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Apéndice B]:

1 5 2) o (22
L _ TR /'Xp B e Gl s g, (3.9)
1

o — Zo|™
onde m é um inteiro positivo que deve satisfazer a condicdo m < (6 — 1) e I' é a fungéo

gama. Quando o perfil é Gaussiano, entdo o pardmetro o corresponde a largura da

funcao Gaussiana.

3.5 Correcoes Quanticas e a Escala Fundamental

Como mencionado anteriormente, os vinculos encontrados aqui, foram obtidos com
base no regime classico da interacédo gravitacional. No entanto, como foi enfatizado na
Ref. [9], os efeitos da gravidade quantica podem tornar-se relevantes em uma escala de
comprimento da ordem de /] ou mesmo em uma escala maior, dependendo da teoria
da gravidade quantica. Isto poderia, em principio, dar origem a efeitos inesperados que
distorceriam ou até mesmo suprimiriam os resultados classicos que investigamos neste

estudo.

Como nao conhecemos uma teoria da gravidade quantica, vamos analisar algumas
possibilidades. Segundo [51], as corre¢des quanticas a energia potencial gravitacional
podem ser estimadas se tratarmos a Relatividade Geral como uma teoria efetiva. A ener-
gia potencial clédssica tridimensional, é dada pelo termo Newtoniano GMm/d, onde d é
a distancia entre as particulas com massas M e m. Nesta abordagem, as contribui¢oes
quénticas sdo suprimidas por um fator da ordem de (Ip;/d)*, onde Ip; é 0 comprimento
de Planck do espaco tridimensional [51]. Por outro lado, no cendrio de dimensoes ex-
tras, o potencial cldssico assume a forma G445 Mm/ d’*1 e, por meio de uma anélise
dimensional, as correcées quénticas serdo da ordem de (I,,/d)°"*. Embora nio possamos

considerar o préton e o elétron como particulas puntiformes no atomo de hidrogénio,

10 comprimento de Planck do espago de dimens&o maior, dado por Ip = (h/c) M,
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Figura 3.3: Relacdo entre o comprimento de Planck do espaco de dimensdo maior (Ip)
e a distancia efetiva (d.sr). Esse fator representa o termo de expansdo das correcoes
quanticas a energia potencial gravitacional no cenario de dimensoes extras

definiremos uma distancia extra-dimensional efetiva, d.;s, entre tais particulas nesse
. . . . . A . §+1
sistema ligado. Se escrevermos a energia gravitacional atbmica como G4y 5myme/dy;;,
temos que dﬁ}*} ~ o°~2a}, no estado fundamental. A escala de comprimento efetiva,
d.ss, nesse caso, pode ser interpretada como uma média geométrica da largura dos

pacotes de onda nas direcOes transversal e paralela a brana.

A Figura mostra a andlise numérica da relagdo (Ip /deff>6+2. Para obter essa
andlise numérica, partimos dos limites inferiores sobre M, obtidos através dos nos-
sos vinculos espectroscépicos, e assim estimamos limites superiores para /[, como uma
funcio de 0. A relacio (Ip/d.;)’ " depende explicitamente de § e o. Entretanto, para
quaisquer valores de ¢ e ¢ analisados aqui, teremos (Ip/ deff)5+2 < 1078 [ver Fig. .
Se admitirmos que d.;; € a escala de comprimento que regula o comportamento da
gravidade neste sistema, podemos esperar que a contribuicdo cldssica seja a principal

influéncia gravitacional.
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Figura 3.4: Contribuicdo da interacdo gravitacional em altas dimensdes a transicdo
2S5 — 15 no atomo de hidrogénio, assumindo os vinculos do LHC sobre Mp. As linhas
horizontais, J Eey, € 0 Ey,, sd0 os valores das incertezas experimental e tedrica, respecti-
vamente para a transicao 25 — 15.

3.6 Comparacoes com Outros Limites

No contexto de dimensdes extras de larga escala (ver capitulo 2), os limites expe-
rimentais sobre a massa fundamental de Planck podem ser determinados a partir de
diferentes sistemas fisicos. Quando o numero de dimensdes extras § > 2, alguns dos
limites mais fortes sobre Mp sdo obtidos pelas colisdes de particulas no regime de altas
energias (TeV). A andlise de dados de eventos de monojet em colisoes de préton-préton
no LHC fornece os seguintes limites inferiores para My em TeV/c*: 4.38 (6 = 3), 3.86
(6 =4),3.55(6=5)e3.26 (6§ =6) [45,52]. Examinando a Figura podemos dizer
que, neste cendrio de brana espessa, a espectroscopia nos fornece vinculos mais fortes,
desde que o parametro de confinamento, o, seja pequeno e os efeitos inesperados da

gravidade quantica ndo suprimam o resultado classico.

Em virtude de desconhecermos o valor de o, estimaremos a influéncia maxima da

energia gravitacional para o espectro do hidrogénio, considerando as restri¢des atu-
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ais sobre M, fornecidas pelo LHC. Assim procedendo, encontramos a Figura [3.4] onde
mostramos a contribuicdo gravitacional para a transicao (25 — 15) no hidrogénio, AFj,

como fung¢do do parametro de confinamento, o.

Deste modo, a energia gravitacional, AF;, é comparada com a atual incerteza
tedrica 0Ly, e o erro experimental atual JE.y, encontrado para essa medida. Para
qualquer valor de § que consideramos, existe um intervalo no eixo ¢ em que AFE; é
menor do que a incerteza tedrica. No entanto, mesmo nessa faixa, as dimensoes extras
induzem uma enorme amplificacdo da energia gravitacional atomica em comparagao
com o caso tridimensional usual, que é da ordem de 1073® eV. Dentro destas faixas
especificas de o, a Fig. indica o quanto a precisdo experimental deve ser melhorada
para que a espectroscopia do hidrogénio torne-se capaz de revelar vestigios das supostas
dimensodes extras. Por fim, devemos enfatizar dois pontos. O primeiro € concernente ao
fato de que essa previsao so é vdlida se nenhum efeito da gravidade quéntica suprimir
o resultado cldssico. O segundo ponto que merece destaque refere-se ao fato de que,
se os efeitos da gravidade quantica vierem a reforcar a contribuicdo cléssica, entao, os

sinais das dimensdes extras, embora imprevisiveis, serdo observados antecipadamente.

3.7 Vinculos Alternativos: o > [p e p > pp

Se admitirmos que o e [p se relacionam de algum modo especifico, podemos obter
novos vinculos. Vamos considerar que /p € menor que ¢ por um fator z, isto é, [p = xo,
com =z < 1. Nesse caso, a condicdo de que o desvio da energia da transicdo 2S5 —
1S, devido a interacdo gravitacional, seja menor que a incerteza J £ produz a seguinte

restricao:

hc\? m,ctm,c? i
AEMp > |as [ — ) =t 20794 (3.10)
ao OF
onde as = 7v;{)s/8m e os coeficientes v; tem os seguintes valores: 3 = 273/ 2y =

47 /3,75 = 7/%/3 e 45 = 4n/15. Por exemplo, se x = [p/oc = 107!, entdo os limites
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inferiores para Mp, assumindo que £ = 1071° eV, devem ser da ordem de GeV, desta
forma, 10° mais fracos que os vinculos encontrados pelo LHC, como podemos observar

adiante.

(
0.59 GeV, 6 =3

0.39 GeV, 6 =4
Mp > : (3.11)

0.27GeV,d6=5

\ 0.20 GeV, 6 =6

A Eq. explicita uma fraca sensibilidade de A/p com relacdo a precisdo ex-
perimental. Efetivamente, se JE for reduzido por um fator de 10%, entdo, M, deve ser
vinculado mais fortemente apenas 10 vezes. Podemos também comparar esses vinculos
com os limites obtidos em colisores de 1éptons. A Ref. [9] determinou a sensibilidade
maxima de Mp que podemos alcancar em processos de colisdo elétron-pdsitron, cujo
estado final resulte na producdo de fétons ou energia faltante. Considerando /s = 1
TeV e a luminosidade integrada £ = 200 fb~!, os limites encontrados para Mpc? in TeV
sdo: 4.0 (0 =3),3.0 (6 =4), 2.4 (§ =5), quando a polarizacdo do feixe é de 90%. Esses

limites ainda sao muito maiores do que aqueles obtidos em nossa andlise anterior por

meio da Eq. (3.10).

De outro modo, podemos obter novos vinculos, exigindo que a densidade de energia
do espaco extra-dimensional, p, seja menor do que a densidade critica, pp = Mpc? /1573,
por algum fator y. Por simplicidade, vamos admitir um perfil Gaussiano na direcdo
transversal e, desse modo, podemos estimar a densidade do préton no centro da brana
espessa, p ~ m,c> /J5R§. Utilizando a condicdo p/pp = y, podemos expressar o em

termos de y. E, desta forma, encontramos os limites sobre a massa fundamental de

Planck em termos de y:

1/4 5/8
2 R3m,.c?
20 s g [ ( pMe ) = 3.19
Mo = 55 \ (oo oE ) Y (3.12)
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5/8 5/2]0-2)/8 :
onde 5 = o' |(47/3) (7/2) ] . Desse modo, fazendo y = 0.1 e considerando a
atual incerteza tedrica § 'y, para a medida da transicdo 25—1S no hidrogénio eletronico,

obtemos:

p

1.68 GeV, d =3

412 GeV,5 =4
AMp > . (3.13)

14.79 GeV, § = 5

\ 76.31 GeV, 0 =6

Esses limites sdo muito mais sensiveis, em relacdo a precisdao § F, do que os vinculos
encontrados anteriormente (3.11). De fato, se a condicéo for calculada com a
incerteza experimental atual, 6 E,,,, os limites serdo no minimo 10*/® vezes mais fortes.
Assim, para § = 6, devemos ter M > 32 TeV/c?, que é mais forte do que os vinculos

dos colisores.

3.8 Consideracoes Finais

Neste capitulo, estudamos a contribuicdo que a energia potencial gravitacional,
modificada pela existéncia de um espaco suplementar, fornece aos niveis de energia de
um estado ligado. Assim, usando medidas precisas da frequéncia de transicdo 25—15 do
hidrogénio, encontramos novos vinculos para a massa de Planck em (4 + §)-dimensoes
em termos de um parametro de confinamento da matéria dentro da brana, o, que deve

ser menor que a espessura da brana e.

Quando o parametro o decresce, i.e., no limite de branas finas, os vinculos encon-
trados em nossa analise tornam-se mais fortes. Na verdade, comparando nossos resul-
tados com os vinculos atuais do LHC, que nos fornecem My > 4.38 TeV/c? (§ = 3) até
Mp > 3.26 TeV/c? (6 = 6) [45,/52]], podemos concluir que, para determinados valores
de o, a espectroscopia atdmica imp0e restricoes muito rigorosas sobre a massa funda-

mental de Planck Mp.
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Esperamos que os efeitos da gravidade quantica aparecam antecipadamente, em
comparacgdo com o cendrio sem dimensoes extras, uma vez que a massa de Planck, Mp,
pode ser muito menor do que a massa de Planck quadrimensional usual [9]. Todavia,
como a teoria fundamental da gravidade quantica é desconhecida, os supostos efeitos
quanticos sdo imprevisiveis. Os vinculos encontrados em nossa andlise dependem do
comportamento classico da gravidade, portanto, esses resultados sdo validos somente

se as contribuigdes cladssicas ndo forem canceladas pelos efeitos da gravidade quéntica.
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4 O Problema do Raio do Proton: Uma

Evidéncia de Dimensoes Extras?

€C [...] learn this lesson, that to be self-contented is to be vile and ignorant,

and that to aspire is better than to be blindly and impotently happy. 99

Edwin A. Abbot, Flatland: A romance of many dimensions, 1884

Neste capitulo, abordamos o conhecido problema do raio do prdton que versa sobre a
incompatibilidade na afericdo do raio do préton extraido de medidas do Lamb shift, no
hidrogénio muodnico, em comparacdo ao raio encontrado através de transi¢oes atdmicas
e medidas do espalhamento elétron-préton, no hidrogénio eletronico. Apresentamos
a sua origem e mostramos como o cendrio de branas espessas fornece uma satisfatoria
explicacdo ao problema. No capitulo anterior vimos que, no cendrio de branas, os niveis
de energia de estados ligados sofrem desvios significativos devido a contribuicao gra-
vitacional modificada pela existéncia das dimensdes extras. Sendo assim, é razodvel
esperar que nesse contexto, o Lamb shift também seja influenciado pela interagédo gravi-
tacional. Desse modo, encontramos limites sobre M que solucionam problema do raio

do préton e, ao final do capitulo, apresentamos uma discussao sobre tais vinculos.

4.1 O Problema do Raio do Proton

As medidas do Lamb shift no hidrogénio muonico — atomo formado por um muon
e um préton (up) — tém sido utilizadas para obter o raio de carga do préton com
uma precisdo altissima [23,24]. Entretanto, o resultado encontrado para o raio r, =
0.84184(67) fm ¢ 4% menor do que o valor recomendado pelo CODATA-2010, r§” =

0.8775(51) fm [53]], que é extraido da espectroscopia de dtomos eletronicos, hidrogénio
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e deutério, [49,54}55,56,57,/58,59,60] e de medidas da secao de choque diferencial do
espalhamento elastico entre elétron-proton [|61,62,/63]. Essa disparidade entre os resul-
tados representa uma discrepancia de 7 desvios padroes e é conhecida como o problema

do raio do praéton.

O raio de carga do préton é definido como (r2) = [r?pg (r) d’r, onde pg ¢ a densi-
dade de carga elétrica normalizada do préton. Os efeitos da estrutura interna do préton
sobre o espectro de energia atbmica sao previstos pela Eletrodinamica Qudntica (QED).
Desse modo, no hidrogénio mudnico, espera-se que a contribuicdo para o Lamb shift

251/, — 2P/, seja dada por [24,64]:

2

.
AE = [206.0668(25) — 5.2275(10)—% | meV (4.1)

fm

onde r, € o raio do proton expresso em femtometros. Podemos utilizar essa equagdo
para estimar a energia do Lamb shift utilizando o raio do préton proposto pelo
CODATA-2010, e assim encontramos AE}" (r{”) = 202.0416(469) meV. Por outro lado,
as medidas das transicoes (v, = 2P3172:1 — 255;0) e (v, = 2P§§2 — 2Sf/§1) nos fornecem

o valor experimental, extraido da férmula [[24,64]:

1
AES® = thu, + Shy, — 88123 (2) meV, *-2)

onde o termo numérico é derivado do cdlculo explicito das separacdes fina e hiperfina
no estado 2P. Desse modo, utilizando as frequéncias medidas, v, = 54611.16 (1.05) GHz
[24,/64] e v, = 49881.35(65) GHz [23,24,/64], obtemos AES® = 202.3706(23) meV. A
comparacao entre os resultados do Lamb shift medido e previsto, pela QED, nos fornece
uma diferenca de 0.3290(469) meV que ndo tem nenhuma explicacdo do ponto de vista
da fisica usual. Esse excesso de energia nos sugere um indicio da auséncia de um termo
na equacao que estaria associado com alguma interacao desconhecida envolvendo
muon-préton e que difere da interacdo elétron-préton. Uma vasta gama de propostas

foram sugeridas para explicar esse excesso de energia por meio de uma nova interagéo
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além do Modelo Padrdo [65,/66,67,68,69,70,71,(72,73,74,75.76,77,78].

Diante do exposto, propomos resolver esse aparente problema considerando a inte-
racdo gravitacional entre o proton e o muon. Uma vez que a massa do muon equivale
aproximadamente a 207 vezes a massa do elétron, nos parece razodvel conjecturar que a
gravidade € a parte faltante desse quebra-cabeca. Entretanto, do ponto de vista da fisica
quadrimensional usual o potencial Newtoniano é desprezivel em sistemas atdbmicos. Por
outro lado, no cendrio de dimensdes extras de larga escala, o potencial gravitacional é
amplificado em curtas distancias. Assim, esperamos que os efeitos extra-dimensionais

fornecam distorcoes significativas sobre os niveis de energia.

Desta forma, considerando o hidrogénio muonico no cendrio de branas espessas,
encontramos o desvio nos niveis de energia associado a interacdo gravitacional muon-
proton. Por meio destes cadlculos, mostramos que a contribuicdo gravitacional a energia
do Lamb shift pode fornecer o excesso de energia medido; e deste modo, resolvemos o
problema do raio do préton. Esta condicao ainda impde vinculos sobre a massa de Planck
Mp, ou alternativamente sobre o raio das dimensdes extras, que sdo consistentes com

os limites experimentais atuais.

4.2 A Energia Gravitacional de um Atomo em uma Brana

Espessa

No capitulo 3, considerando o contexto de branas, mostramos que os niveis de ener-
gia do atomo hidrogénio sdo afetados pela interacdo gravitacional entre o prdoton e o
elétron. Agora, analisando a interacao entre o proton e o muon, vamos calcular a con-
tribuicdo gravitacional para os niveis de energia desse sistema ligado. No cendrio de

dimensdes extras compactas, o potencial gravitacional gerado pelo préton, admitindo

59



que a massa do préton m, ¢ uniformemente distribuida no interior do nucleo, é:

pu (R')

3+op/
) —|R_R,|5+1d R, (4.3)

¢ (R) = —G(4+5

onde py = |¥,|>m, é a densidade de massa do préton e W, (r,z) = x, (z) ¥, (r) é a

funcao de onda do préton em (6 + 4)-dimensoes.

A Hamiltoniana que descreve a intera¢do muon-préton, H; = m,¢, modifica o es-
pectro do hidrogénio mudnico. Considerando que H é um termo pequeno da Hamilto-
niana atdbmica, podemos calcular o desvio de energia dos estados por meio da teoria de
perturbacdo. A correcdo na energia — em primeira ordem — para um determinado estado

U é (m,¢),. Usando a Eq. (4.3)), podemos escrever o desvio na energia como [25]:

9,° 9,

R IPHRATR, (4.4)

5E3] = —G(4+5)mpmu

onde a funcdo de onda do muon (particula reduzida) ¥, (r,z) é o produto da solucédo

1, (r) da equacdo de Schrodinger para o hidrogénio muonico e a parte extra-dimensional

Xu (z).

Como assumimos que o préton tem sua massa distribuida uniformemente no nucleo,
entdo, a funcdo de onda tridimensional, ¢, (r), € constante no interior do nucleo e zero
no exterior (r > r,). A maior contribuicdo para Eq. (4.4) vem da integral na regido

interna do nucleo. Assim, para estados S, a Eq. (4.4) nos fornece [25]:

Garsym,m 3 r
OFns = == s (OF |1 =520 + 0 (rp/a,) | 1+ O o/ry)], - (45)

5—2
o "

onde ag, € o raio de Bohr do hidrogénio mudnico, 1,5 (0) € a fungdo de onda do muon
no estado n.S avaliado na origem e v; € um fator numérico que depende do numero de
dimensoes extras. Por exemplo, v3 = 27%/2, v, = 47/3,v5 = 7%/2/3 e 75 = 47w /15. A Eq.

(4.5) é valida para § > 2. Note que a energia gravitacional dependerd de quao limitada
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¢ a regiao extra-dimensional acessivel a funcao de onda das particulas.

Considerando os casos § = 1 e § = 2, a contribuicdo da energia gravitacional ndo é
forte o suficiente para explicar o problema do raio do préton. Entdo, ndo reportaremos
aqui tais resultados. Por meio do calculo da integral [Eq. (3.6)], podemos mostrar
que a regido externa é suprimida por um fator da ordem de o/r,. Assim, para branas
realisticas, ¢ < 107*m, a contribui¢do externa serd no minimo 10~° vezes menor que
a interna. Por sua vez, a contribuicdo gravitacional para o estado P serd suprimida por

2/.2
um fator da ordem de r; /ag,,

4.3 A Contribuicao Gravitacional ao Lamb Shift

A comparacéo direta entre os valores do Lamb shift predito AEY" (rP

OP) e medido

AET? fornece um excesso de energia de 0.3290(469) meV. Uma vez que a interacdo
gravitacional préton-mton é amplificada no cendrio de dimensdes extras, é razoavel es-
perar que consigamos explicar esse problema por esse caminho. De fato, nesse cenario,
o nivel 25 decresce por uma quantidade § Eyg = —7,G(av5ympm,, (1 — 31, /2a0) /(8mago™?)
[ver a Eq. (4.5)]1, enquanto o efeito gravitacional sobre o estado P é suprimido por
um fator O (r2/af,) ~ 107°. Como a precisdo experimental que envolve essas medi-
das no hidrogénio muénico é de 10-7eV [64], logo, o efeito sobre o estado P é des-
prezivel. Desse modo, a interacdo gravitacional fornecerd uma separacdo adicional,
|0ESs|, entre os niveis 2P — 2S. Com isso, o problema do raio do préton é resolvido se
|0E9s| = 0.3290(469) meV. Por sua vez, essa condi¢do implica numa relacéo entre G4
e o, que pode ser redefinida em termos da massa de Planck do espago de dimensao

maior, Mp [9]], como segue:

) = 0.3290(469) meV, (4.6)

(A/c)’ he T (552) (21)° | 75 mym,, 13
(6 +2) 2x0+3)/2 pr2te | 87 ajod—2 2a
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Figura 4.1: As curvas representam os valores exigidos sobre a massa de Planck, Mp,
em funcdo do parametro de confinamento o que explicam o problema do raio do proton.
Regides abaixo da linha 2 TeV sdo excluidas pelos eventos de monophoton em colisdo
proton-proton no LHC. Por outro lado, os sinais + representam os limites inferiores
sobre Mp vinculados pelos eventos de monojet no LHC.

onde G(445 € exatamente o termo entre colchetes. Considerando 6 = 3,4,5 e 6,
mostramos a andlise numeérica da Eq. através da Fig. Podemos encontrar os
vinculos sobre My que solucionam o problema do raio do préton considerando que, no
cendrio de branas realisticas, o parAmetro de confinamento satisfaz a condigdo 1073 m
< 0 < 107* m. Note que, se o pardmetro de confinamento for muito pequeno, i.e., a
funcdo de onda das particulas estd fortemente confinada a brana, os limites sobre Mp
sdo muito altos. A incerteza sobre a massa de Planck fundamental, M, no nivel de um
desvio padréo € 6 Mp/Mp = 0.1426/(0+2), para um determinado o fixo. Assim, é muito

estreito para ser observado na Figura 4.1

4.4 Comparacoes com Outros Vinculos

Agora compararemos os vinculos obtidos por nossa andlise com alguns limites ex-

perimentais atuais. Testes precisos que buscam desvios na lei do inverso do quadrado —
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utilizando balancas de torcao — tém sido usados para procurar por sinais da existéncia
de um espago suplementar. Esses experimentos apresentam vinculos sobre o modelo
ADD. No Capitulo 2 vimos que, para esse modelo, a modificacdo do potencial gravitaci-
onal pode ser parametrizada como G4 M/r (1 + ae "/ A), i.e., acrescentando um termo
do tipo-Yukawa, onde o« = 89/3 e A = R (raio da dimensdo extra) sdo os parametros a
serem vinculados [4,5],15,29]. Assim, para § = 1 (§ = 2), os dados empiricos fornecem
R <44 ym (R < 37 ym), que corresponde a Mp > 3.6 TeV (6 = 2)ﬂ [38,43]]. Para § > 2,
os limites experimentais estdo abaixo da escala de TeV, assim, sdo compativeis com 0s
limites das Figuras e De outro modo, se a modificacdo gravitacional é uma con-
sequéncia da troca de radion entre a matéria, ao invés de graviton, os parametros o e A
tém uma interpretacdo diferente. Nesse contexto, & = §/ (0 +2) e A é o comprimento
de onda de Compton do radion, que se relaciona com a escala de unificacdo [[79], M.,
por meio da expressdo \? ~ (h®/cGM2) [33}39,/79]. Como mostrado na Ref. [79], os
limites encontrados nessa andlise sdo: M, > 5.7 TeV (M, > 6.4 TeV) parad = 1 (0 = 6).
Nesse ponto, devemos ressaltar que a relacado entre A\ e a massa fundamental de Planck
depende do mecanismo de estabilizacdo do radion [33]. Entretanto, para > 3, hd um

grande espaco para acomodar esses limites [ver Figura [4.1]].

Na Secao 2.2, vimos que os vinculos impostos pelos dados de Astrofisica e Cosmologia
sobre os modelos extra-dimensionais — obtidos supondo a producao de gravitons KK nas
estrelas — sdo mais fortes para § < 4. A analise dos processos de explosdo de supernovas
nos fornece os limites mais restritivos. Acontece que, de acordo com o modelo ADD,
a estrela de néutrons — produto da explosdao de uma supernova — pode, a0 menos em
principio, aprisionar gravitacionalmente gravitons KK que decairiam em fétons. Uma
quantidade desses foétons pode ser absorvida pela estrela de néutron, causando assim
seu aquecimento. Visto que nenhum excesso de aquecimento da estrela de néutrons é
medido, os vinculos podem ser obtidos. Sendo assim, temos os limites sobre a massa de
Planck, Mp > 76 TeV para § = 3. Esse resultado, aparentemente, exclui o nosso vinculo

para 6 = 3 [ver Figura [4.1]]. Entretanto, devemos destacar que os limites astrofisicos

Gy = 8TR*ME™, onde M7 = ME™" /[(i/e)" he] [9).
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Figura 4.2: Limites sobre o raio (R =/¢/2w) das dimensdes extras em funcdo do
parametro de confinamento o.

podem ser reduzidos drasticamente caso exista algum mecanismo que forneca massa

aos gravitons KK [80,81].

Para § > 4, os limites sobre a massa de Planck, Mp, obtidos pela anélise de colisoes
em altas energias sdo os mais restritivos. A andlise do processo de colisdo pp — v+F
com uma energia de centro de massa /s = 7 TeV e /s = 8 TeV no LHC [10], impde
que Mp > 2 TeV, for § = 3,...,6. Representamos essa condicdo por meio de um linha
horizontal na Figura O processo pp — monojet +F com /s = 8 TeV, por sua vez,
nos fornece vinculos mais fortes sobre Mp: 4.38 TeV (6 = 3), 3.86 TeV (§ = 4), 3.55 TeV
(0 =5) e3.26 TeV (§ = 6) [45,52]. Esses limites sdo representados pelo simbolo “+” na
Figura Para a regido compreendida acima desses valores, os vinculos encontrados
em nossa andlise [Fig. sdo compativeis com os limites provenientes de colisores de

particulas.

Por fim, vamos comparar nossos resultados com os limites encontrados previamente
através da andlise de dados da espectroscopia. Admitindo que o hidrogénio esta apri-
sionado a brana espessa, impusemos vinculos sobre a massa de Planck, Mp, conside-

rando a transicdo (25 — 1.5). Esses limites encontrados pela espectroscopia do hidrogé-
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nio eletrénico sdo mais fracos do que os necessarios para resolver o problema do raio do
préton. Assim, se utilizarmos os vinculos sobre M, — contidos na Figura[4.1]—, a energia
gravitacional é capaz de explicar o excesso de energia medido na transicdo (25 — 2P)
no hidrogénio muonico, conquanto ainda permaneca oculto no espectro do hidrogénio
eletronico. Isto ocorre porque, como a energia é proporcional a m/aj [ver a Eq. (4.5)]
e ap, por sua vez, é definido em termos da massa atomica reduzida, logo a energia gra-
vitacional do hidrogénio eletrénico sera aproximadamente (200)" vezes menor do que
a energia gravitacional do hidrogénio muoénico. Nesse caso, assumimos que oy =~ 0,
i.e., o confinamento em ambos os atomos é similar. Desse modo, constatamos a com-
patibilidade entre os nossos vinculos do hidrogénio muo6nico — que resolvem o problema

do raio do préton — e os vinculos espectroscopicos.

Diante exposto, podemos concluir que existem regides na Figura em que oS
valores de Mp resolvem o problema do raio do préton e ainda sdo consistentes com os

limites experimentais conhecidos.

4.5 Correcoes Quanticas a Energia Potencial Gravitaci-

onal

Os nossos célculos sdo feitos baseados no comportamento cldssico da gravidade.
Entretanto, de acordo com a Ref. [9], os efeitos da gravidade quantica podem surgir em
uma escala de comprimento da ordem do comprimento de Planck em () + 4) dimensoes,
[p. Dependendo da teoria fundamental da gravidade, ainda ndo conhecida, essa escala
pode ser maior que [p. Isto poderia distorcer os efeitos classicos que consideramos em

nosso estudo.

De modo direto, as correcOes quanticas a energia potencial gravitacional podem
ser encontradas se assumirmos que a teoria da Relatividade Geral é uma teoria efetiva.
Procedendo de modo andlogo a Secéo 3.5, temos que a corre¢do quantica, em um espaco

com ¢ dimensdes extras, sera da ordem de (I/d.;f)’ . Nesse caso, d.;s é a distancia
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Figura 4.3: Relacdo entre a distancia efetiva e o comprimento de Planck do espaco de
dimensao maior. Encontramos o valor do comprimento de Planck através dos vinculos
obtidos para o hidrogénio mudnico [Eq. (4.6)].

extra-dimensional efetiva definida por meio da relacdo di}r} ~ 0°2a3 5

onde ay, € o raio
de Bohr do muon. Por sua vez, utilizando os limites inferiores sobre Mp encontrados
pela Eq. (4.6)), estimamos os vinculos superiores para [, como uma fungdo de 0. A
andlise numérica da relacio (Ip/d.;;)’" é mostrada na Figura Observe que a
razio (Ip/d.s;)""? sera menor do que 104, independentemente dos valores de o e 4.
Desse modo, se d.;s € a escala caracteristica relevante para a interacdo gravitacional,

no cendrio de branas que estamos considerando, a contribuicdo cldssica fornecerd a

principal influéncia gravitacional.

4.6 Consideracoes Finais

No cendrio de branas espessas, mostramos que a interacdo gravitacional entre o
muon e o préton fornece o excesso de energia de 0.329 meV medido no Lamb shift do
hidrogénio muodnico. Na Fig. encontramos os vinculos sobre M que resolvem o

problema do raio do prdoton sem entrar em conflito com qualquer resultado experimental
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prévio.

Diante disso, o problema do raio do préton pode ser a primeira evidéncia empirica
da existéncia de um espaco suplementar. Entretanto, esse modelo deve ser testado
por meio da predicdo tedrica para outras transicoes. Por exemplo, esperamos que a
interacdo gravitacional forneca uma contribuicdo de 2.1 meV a transicdo 25 — 1S5 no
hidrogénio muoénico. Se assumirmos que oy =~ 0, estimamos que a transicdo 25 — 15
do hidrogénio eletronico sofra um desvio de 420 Hz, que é maior que o erro experi-
mental de 10 Hz [49]]. Todavia, os efeitos do espaco suplementar permanecerao ocultos
devido as incertezas relacionadas com a medida do raio do préton, que é cerca de 32
kHz [50]. Desse modo, o aumento na precisdo da medida do raio do préton podera

revelar os sinais das dimensdes extras através da transi¢do (25 — 15) do hidrogénio.

A nossa proposta de solucao do problema do raio do prdton se distingue das demais
por no minimo uma caracteristica: a universalidade dos efeitos, i.e., a modificacdo
da interacdo gravitacional, devido a existéncia de um espaco suplementar, afeta todos
os 4tomos. Os estados S terdo um desvio na energia proporcional a (Mm)* / (m + M)?,
onde M é a massa do nucleo e m é a massa do 1épton que orbita o ntcleo. Esta proposta
ainda nos permite estimar o desvio, causado pelas dimensdes extras, na energia de
um determinado estado para qualquer dtomo exoético do tipo-hidrogénio. Para tanto,
devemos supor que o confinamento é idéntico para todos os d&tomos. Desse modo, a
confirmac¢do experimental de uma predicdo tedrica nos daria um indicio da existéncia

de dimensoes extras.

Além disso, devemos ressaltar que o problema do raio do prdton lanca grande in-
certeza sobre as medidas de transicOes atoOmicas e, consequentemente, sobre a extracdo
da constante de Rydberg. Por sua vez, em transicoes envolvendo estados com numero
quantico principal alto e elevado momento angular, as incertezas decorrentes da estru-
tura interna do nucleo atémico seriam praticamente despreziveis. Desse modo, a cons-
tante de Rydberg poderia em principio ser obtida, bem como a QED pode ser testada com

maior acuidade, através de medidas precisas de frequéncias de transi¢des Opticas entre
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estados de Rydberg [82,,83]]. Motivados por essa perspectiva, na Ref. [84], analisamos a
possibilidade de procurar por tracos de dimensoes extras através da espectroscopia de
estados de Rydberg. Calculando a contribuicdo da interagédo gravitacional as transi¢coes
entre estados de Rydberg para ions mudnicos do tipo hidrogénio — fixando o valor da
massa de Planck fundamental que resolve o problema do raio do préton —, encontramos
que, devido a alta precisdo predita para essas medidas, para uma longa faixa de tran-
si¢oes, os efeitos da existéncia de um espaco suplementar podem ser detectaveis. Assim
tais medidas poderiam, se comprovadas, nos fornecer indicios da possivel existéncia
de dimensdes ocultas do espaco-tempo, bem como testar a hipétese segundo a qual o
problema do raio do préton seria um efeito da interacdo gravitacional amplificada pelas

dimensoes extras.
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5 Conclusoes

¢ In that blessed region of Four Dimensions, shall we linger on the thresh-
old of the Fifth, and not enter therein? [...] Then, yielding to our intel-
lectual onset, the gates of the Sixth Dimension shall fly open; after that

a Seventh, and then an Eighth ... 99

Edwin A. Abbot, Flatland: A romance of many dimensions, 1884

Se admitirmos que o nosso universo observavel seja uma variedade quadrimen-
sional, denominada 3-brana, imersa num espaco de dimensao maior, o potencial gra-
vitacional sofrerd uma modificacdo. No cendrio de brana, enquanto a gravidade tem
acesso ao espaco suplementar, os campos do Modelo Padrdo estio confinados a 3-brana,
contanto que ndo sejam excitados acima de uma determinada energia, que se postula
ser da ordem de TeV. Conquanto a gravidade tenha esse “grau de liberdade”, a existén-
cia de um modo zero sobre a brana assegura a recuperacdo do comportamento quadri-
mensional do potencial gravitacional para distancias muito maiores do que a escala de
comprimento caracteristico, ¢, do espaco suplementar. Abaixo desta escala, o potencial
gravitacional é amplificado e, consequentemente, a forca gravitacional torna-se rele-
vante. Os campos confinados, por sua vez, sentirdo os efeitos das dimensdes extras

apenas abaixo da escala de confinamento L,, < 107! m.

Nesta tese, considerando o cendrio de branas, estudamos os efeitos que a interacdo
gravitacional produz sobre sistemas atomicos. Se admitirmos que o potencial gravita-
cional é um termo pequeno da Hamiltoniana atémica, podemos encontrar o desvio da
energia de certo estado, por meio do método de perturbagdo, e este, por sua vez, é
proporcional a (r~®*). Acontece que, para ¢ > 2, no limite em que a espessura da
brana vai a zero, essa média diverge para um dado estado S. Isto acontece porque

nesta aproximacao estamos desconsiderando a subestrutura interna da brana. De fato,
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no cenario de brana espessa as funcoes de onda das particulas localizadas sobre a brana
terdo certo comprimento o nas direcOes transversais. Como vimos, quando considera-

mos isto, a média (r~(®*V)) é finita e depende do parametro de confinamento o.

Sendo assim, no capitulo 3 mostramos que as correcdes do potencial gravitacional,
devido as dimensodes extras, podem dar uma contribuicdo significativa a sistemas li-
gados. Utilizando medidas precisas da frequéncia de transicdo 25 — 1.5 do hidrogénio,
encontramos fortes vinculos sobre a massa de Planck, Mp, do espago de dimensao maior
em funcdo do parametro o, que, por consisténcia, deve ser menor do que a espessura
da brana. Os limites encontrados sdo mais fortes a proporcao que a brana torna-se mais
fina, de forma que, para certas faixas de o, a espectroscopia atomica impoe vinculos
mais restritivos do que os obtidos pelo LHC [ver Fig. [3.1]]. Entretanto, para valores

muito elevados de Mp, reintroduziremos o problema da hierarquia.

No capitulo seguinte, abordamos o conhecido problema do raio do préton, que se
refere a incompatibilidade entre as medidas do Lamb shift do hidrogénio muonico e
o seu valor predito pela QED, obtido utilizando o valor do raio do préton indicado
pelo CODATA. A comparacdo direta entre a medida e a predicdo tedrica fornece um
excesso de energia de 0.3 meV. Mostramos que a interacdo gravitacional, no cendrio
de branas, da uma explicacdo satisfatéria a essa discrepancia, e deste modo obtivemos
vinculos sobre a massa de Planck fundamental do espaco de dimensao superior em
funcdo do parametro de confinamento o,,. Na Fig. encontramos os limites sobre
Mp que resolvem o problema do raio do préton sem apresentar quaisquer conflitos com
dados empiricos anteriores. Assim sendo, como temos sugerido, o problema do raio do
proton pode ser a primeira evidéncia da existéncia de dimensdes ocultas. Diante da

possibilidade de testar essa proposta, fizemos algumas previsdes, como por exemplo:
e Assumindo que oy =~ 0,,, esperamos que a frequéncia da transi¢do 25 — 15 no
hidrogénio mudnico exiba um excesso de energia de 2.1 meV;

e Para a transicdo 25 — 15 no hidrogénio eletrénico, considerando que oy ~ 0,

estimamos que esta frequéncia deve apresentar um excesso de 420 Hz em sua
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medida. Embora este excesso seja maior do que a incerteza experimental, que €
de 10 Hz, ainda se manteria oculto devido a alta incerteza tedrica, cuja principal
fonte é a incerteza da medida do raio do proton, rgD . Deste modo, para que os
efeitos das dimensoes extras se revelem, é necessario que a precisdo na medida de

rS’P seja melhorada.

Nossa proposta de resolucdo deste problema tem uma caracteristica que se distingue
das demais; a universalidade dos efeitos, i.e., todos os atomos sao afetados pelas dimen-
soes extras. No caso de atomos do tipo hidrogénio, o desvio na energia de certo estado,
~ (Mm)* / (m + M)?*, tem uma dependéncia com a massa das particulas atdbmicas. As-
sim, em principio, podemos estimar o desvio na energia para qualquer atomo exotico

do tipo hidrogénio.
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Apéndice A

A.1 Energia Gravitacional: Contribuicao aos Niveis de Energia

Nesta sec¢do, vamos calcular explicitamente o desvio nos niveis de energia. Assim,

partiremos da Eq. (3.6)):

By = ~Gargmam, [ - [ 0.0, POREVR ()

N  |0+1
‘R—R’

Agora se escrevermos o vetor posicao do espaco de dimensodes elevadas em coordenadas

cilindricas adaptadas a brana, i.e., R = 7+ 2, temos:

. - . . 1 IR S
0Ey = —G<4+5>memp/-~/!X(Z)\2|X(2’)\2\we (D [y ()} ———d*F d*rd Zd° 2
iR
(A-2)

onde

- - |2 . . . -

B-R| = (B-R)-(B-R)=F-7+E-2)-F-7+(E-2),

) o/ 2 - —/12 — 712

B—R| = [lF=#+ 2= 2] (A-3)
Entao,

—» —»/
6E’¢’ = _G(4+(5)memp/ /|X < | |X | |¢€< )‘ | S )| d37—,*/d37—,'d55d5§»‘l. (A-4)

(|7 =7 + |2~ *’I}

Da normalizacao da fun¢do de onda do préton e admitindo que sua distribuicéo é uni-

forme, i.e., |4, (F')|> = C? para r < 7, temos

[P =1
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c? / &P =1,
' <rp

o2 =

4mr),

(A-5)

Sendo assim,

=\ (2 =\ (2 — 2
5E¢ _ / |X(Z)| |X (z )| |¢€ <T5-|;-1 d3F/d3Fd6Ed65/. (A-6)

(|7 =)+ |2 -2 %

Integracdo com Respeito as Coordenadas Extras

Por simplicidade, introduzimos novas coordenadas para descrever o espago suple-

mentar. Assim, vamos considerar a mudanca de varidveis:

Z7=7+7, (A-7)
£=7-7' (A-8)
Portanto,
7= (Z + 5’) /2, (A-9)
7 = (Z - E) /2. (A-10)

Utilizando essas novas coordenadas, podemos escrever
9 1 é 22 4 2/2
— /N2 - 185 = 3 3 - 18 =
X D)) |x ([} d°zd’°z" = (E) exp <_22ﬁ) exp (—ZZ;) d°Zd°7’
=1 =1
2\’ 72 2 Lo
== exp[ - ] exp & Js x d°Zd°¢
o2 o2 o?
2\ 72\ =
= { [(E) exp (—;) d°Z
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9 5/2 52
[(@) exp (—;) £“ddea_1”, (A-11)

onde Js é o Jacobiano da transformacdo. Podemos determinar .J; explorando a condicdo

de normalizacdo da funcdo de onda:

[x@F e ez -

() fon( E)en(-E) e
(2 ([l 2)ed) (o £)e0)-

(MZ) I (072) (om2)" = 1

1
Js = > (A-12)
Sendo assim, a Eq. assume a seguinte forma:
3G e e g
5E¢ — (4;—5 T;L mp / ‘X | |X | |w (’F)’ B 37 d(S d&g (A-13)
s

,<Tp _' _)I’ + 52] 2

A integral em Z

A integral com respeito a Z desacopla e nos fornece:

3G . 5/2 . )
55, — @Mm”%k[<z) - Uz]/‘ u DAL e (P oo

To2 ol

47T7“]§ e 7 —»/| +§2]
3G . . e s
5E, - (4+8) MMMy / / | K #)LH B PFE (A-14)
43 28/2 2 e
' <rp

A integral com respeito a &

Note que o integrando depende do médulo de £. Desse modo, escreveremos o ele-

mento de volume em coordenadas esféricas como d°¢ = £°~'dédSs_q1, onde dSs_1 é o
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elemento de area de uma hiperesfera de raio unitario em (6 — 1)-dimensoes. Entéo,

integrando a parte angular encontramos:

3G (a40)mem i 52 [ () 1 18 b
0By == 43 p25/2 7T0'2 / /GXP [I7 7 e

7 2] e
3G ) 5/2 -
SEy = — “Z”? mp( 2) S5-1 / / (6-62/025‘5—%5) 2. (] AT
Ty o ver Uﬂ ~/| _|_€2} 2
(A-15)
onde Sp = 27P/2/T'(D/2). Podemos ainda escrever (A-15]) como:
5, — —2Cusmamy (1N / Oo (/¢ ag) 1, (6, ) (A-16)
v 43 o2 ot 0 v
onde
5 5 / / W)e F)| = d377/d37?. (A—17)
' <rp _)/| +§2} ’

A integral com respeito a 7’

Agora vamos integrar a coordenada r’ da Eq. (A-17). Com este objetivo, repre-
sentaremos a coordenada ' em coordenadas esféricas (', 0’, ¢') escolhendo um vetor 7
como o eixo z/, neste caso, f é o angulo entre 7 e 7’. Por sua vez, o elemento de volume

é 37" = (r"sinf) dr'dd'd¢’ e
7= 71> =12 + 12 — 21" cos ¢ (A-18)

Integrando com respeito aos angulos, obtemos:

0 [ fo et
=7+ 52} ’

r'<rp

Tp ™ 2T

/2 o3 0/
T
S P2+ = 2rr cos O + €2] 2
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L (6) =

127T(5/T_I : =1 ! | dr’ (A-19)
— ) T [(T+T’)2+§Q] P) [(T_T/)2+§2} 2

E conveniente, antes de prosseguir, separar a ultima integral em duas partes, I| =

— I (- ini va varidvel u. mos:
Il (+) — I/ (—), e definir uma nova varidvel . Para o caso “4”, temos

r, parar’ =0
u=r+7r —u= ) (A-20)

/
r+ry parar =r,

Assim,
r+rp

2 - 1
S p— / . —du. (A-21)
1—-96 T4 €2T

T

« ”

Por sua vez, para o caso "—", temos:

r, parar’ =0
u=r—1r —u= . (A-22)

[
r—rp, parar =r,

Entao,
2 — 1
0 =~ ”5 / ) —du. (A-23)
_ ) T [U2+§2] 2
Finalmente, I’ (§) = I} — 1, produz:
r+rp
2 1-5
16 =2 / (=1) [+ au (A-24)

Exemplo: O caso 6 =4

Separaremos a integral em duas partes: exterior e interior.
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A integral externa (r > R,)

Com ajuda do Mathematica, encontramos:

o (@47l +e— ) e @ trr—ry)
L=0 reJ(r =) + &/ (r 41 €

1o (4) = —

Y

(A-25)

onde 2 =|7— 7" ed =4.

A integral interna (r < R,)

Nesta regido, como u assume valores negativos, é apropriado, por razoes computa-

cionais, reescrever a integral como segue:

0

1"t (4) = 12_”5 / (3—1) [u2+§2}12;5du

r

Ir—Tp

r+Tp

Fegeearal

0

No primeiro termo, mudamos u por —u. Assim, obtemos:

rint 27 r u 2 2145°
1 (4) = 27 —/<r+1>[u +€]7 du
0
r+Tp
U 1-4
S ACEOICETS RN (8-27)

LG a [ (o) e T ag. @)
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Logo:

I (4) = 12% 2 [ [W+€] 7 du
0
rp+T
U 145
—I—/ (;—1) [u2—|—§2] 2 du p . (A-29)

De acordo com o Mathematica, temos:

2 (£2 +r(r+rp)) \/(T - Tp)Q +&2 — \/(T + Tp)z +&2(+r (r—mp))

1 (1) =
-1 re\[(r =) + €/ ) e

(A-30)

Assim, concluimos que

b @4rirr) -t e ) e @ 1 —n)

4-1 re2\[(r =)+ €4/ (r )+ &
(A-31)
A integral com respeito a ¥
Agora faremos a integracdo com respeito a 7. Entdo, vamos definir:
@)= [ [l oL@ e (A-32)

O resultado dependerd do estado 7). Deste modo, consideraremos o estado 15.

Estado 1S

Os estados S sdo esfericamente simétricos, entdo, a integral com respeito aos angu-

los é obtida facilmente:

Is () =4rm /00 f(r) I (6) r*dr, (A-33)
0
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onde f (r) = | (7)|*. Separaremos a integracio em trés regides:

Is(0) =4m /Orp f(r) I (0) r2dr + 4w /ao f(r) I () rPdr

. / T F () I (8) r2dr (A-34)

Integral da zona préxima

A integral da zona préxima, r € [rp, ao|:

Is near (6) = 47 / h f(r)I.(8) r*dr. (A-35)

Os estados S sdo proporcionais a e~"/"%, onde n é o niimero quantico principal. Por

exemplo, ¢y = 1/+/mad exp (—r/ag). Como a exponencial é decrescente, entio:

ao
/ I'(6) r*dr| .

p

46—27’p/ao

|Ils,near (6)‘ < —
ag

(A-36)

De acordo com o Mathematica, para § = 4

ao
/ I’ (4) r’dr

P

= 322 ((ao + Tp +€ + TPGJO) \/(CLO - Tp>2 + &2+
(—ao® =" = & + rpao) \/<a0 +1p)° + €2+ (6% +7") VA2 +& =3¢, - ) '

(A-37)

Expandindo em séries de Taylor:

4 —2rp/ag 2 S 27,,3@2 + 3@47“
|]15near(4)|<e—x _TL_’_1/4 P p0 01@_1/35

. 3 P |

o 3 (1p — ao)” (rp + ao)

1 5a8—50a47‘4—20a7" —|—767"a —1178)¢2
+6_4( 0 0'p . 0 )5 (5) ] (A—38)

(rp —ao)” (rp + aO) Tp
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Entao,

3G e
(5E13W < 3Gurymemy, / . / i D) 1Y GO ismear (6)| 202", (A-39)
43 ’
Para y =4
3G (445)Memy, 46*2”’/“0 rg £2 3
5E15nea7’ < TT;,ZLJ"LS?’ o2 / /? _ﬁ (6) d£
3G (41+5)MeMy 2 ? de” 2Tp/a0 L 1 203
5E15‘near < T?“;’4J453 g 47r / r,o
3G(4+5)memp —2rp/ao 1 _ 3G (4+6) MMy —2rp/ao g
5ElSnear < T4J4536 m = W4J4S 3€ a .
(A-40)
Integral da zona afastada
Temos a seguinte integral:
T por (8) = 4 / £ () I (6) r2dr. (A-41)
ag
Considerando o estado 1S e § = 4, temos:
4 o0
Is far (4) = — / e /ol (4) ridr. (A-42)
g
Expandindo I/ (4) para pequenos valores de ¢, obtemos:
2 2723 — 277 rT 4+ 4r?rd — 5rird) 22
I (4) = L E—+ Ul 5 §) + 0 (2% (A-43)
A=T1 1 (rp=r)" (rp+r)r (rp+71)" (rp—1)"r
Assim, integrando com respeito a r, encontramos em primeira aproximacao:
4 27 s . N 6
Is far (4) = a_84 — (e —4FEi(1,2))— 2 + (1/3)(—8Fi(1,2) + e )E +O(r)],
(A-44)

(o)

onde Fi(n, )
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nas coordenadas extras € trivial. Consequentemente:

3G mem, 4 21 r3 .
4 _ (4+5)""%ellop P . -2\ 'p 6
5E157fw = — 47”"2 a_34 — {( —4FEi(1, 2))? +(1/3)(—8Fi(1,2) + e )E + O(rp)
3G mem, 4 2
4 (440)Telllp
5E15,fa7’ = _—4_7]' Q_S? |:( 4E’l 1 2 —|— O < ):|
3G mem, 4 27 (o> 2
@ (4+6) MMMy L . 2
5E157fa7~ == . a802? (a—0> {(6 —4Fi(1,2))+ O <—2)] ) (A-45)

Dentro do nucleo

Seguindo o mesmo procedimento, encontramos:

3G e 7’3 T4 8 7,,5
5E%),m = el (4m) {1/2 Ss <4/9a_’; - 2/3 P42 _p> 7T—20_—2:|

3 15 ab
3G 4 5)mem 53 T 8 T 2
SEW = U T 23 gy 4/9 —2/3 () + = (2
15,in smiader 2 (MO =280 G
1 Guysymem 3 (r 18 (7,\?
SEW — TR gy (12 ()42 (2 A-46
1S,in I 0%0_2 ( 7T) 2 ao + 15 ao ) ( )

onde Sp = 27P/2/T'(D/2).

Finalmente, a contribuicdo gravitacional ao nivel 15 do dtomo de hidrogénio para

0 = 4 sera:

G e
GEW, = 1Cumemy (1 +0 (Ti)) . (A-47)

3 ajo? ao
A seguir apresentamos as contribui¢oes interna (in) e externa (out) da energia gra-

vitacional aos niveis de energia — 15, 25 e 2P — do 4&tomo de hidrogénio.

3 Dimensoes extras
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(5E15 n — _2\/—G(4+5)memp []_

_ 3 G445 memp
5Elsfout - S ) ( <

2 aorp

(55) +

’Uto toloo

5E25—in = _?% |:1 - % Z_Z) + :|

5E25—0ut - _%% <1Il <1§22> + 7 - 2) [1 ‘I‘ O <2—p> + :| = 5E2s—7,n (O <lp> —|— )
5 Epim = _g_gfw% [1 _3 <_O> n }

OBnpow = =5 S (14 0 (2) 4| = 0By in (O (97) + )

OB1sin = 520 (1 2 (22) + ]

a3o? ao
OBreou = —/Fge [1 9 (2) 4| = 6By, i (0(2) + )
OBpein = — 3SR [1 3 () 4|
OBns o = — e 1 o () 4 | =5y (0(2) +..)
OBap-in = —phg e [1- 8 (2] 4|
OBy = g Zpetere [ (1) 4| =GBy, (0(2) +..)

5 Dimensoes extras

OF 4—in = _ V7 Gatsmemy [1 3 (T_p) + ]

3 a303 2 \ ap
5Elsfout - —%% [1 - 2aL0p + ] == 5Elsfin (O (rl) + >
07°"p P
T G Mem r
OBpein = — g e 11— 3 (22) 4|
5E2570ut 116%%?% [1 —2 (T_p) + ] = 6E257in <O (l) + )
a0 Tp ao Tp

1 Guismempry 5 (r
OBy _in = —@# [1 -5 <—p) + }

ago ao

6E2p out — _152 G(4+[2(5:Z.;mpr_p [1 - (%) + .. ] = 5E2p7in <O <%> _'_ >
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6 Dimensoes extras

OB1yin = — S0 [1 g () 4]

adot ao
OBryou = =Yg SR [1 2 (2) 4| = 0By, 4 (0 (2) + )
OBpein = —F oo [1 -8 () 4]
OBn o = — g S [1 o () 4 ] = 6B (0 (2) +.)
OBap-in = —ghy I 1 8 (1) 4|
OBap-ow = — e |1 — () | = 6By, (0 (2) + )
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Apéndice B

Funcao de Onda Extra-Dimensional: Outros Perfis

Como foi mencionado no capitulo 3, por simplicidade, admitimos que a funcao de
onda do espaco suplementar tem um perfil Gaussiano (3.3). Todavia, é importante
enfatizar que esta suposicdo ndo desempenha um papel fundamental em nossa andlise.
De fato, nossos resultados ndo mudam, mesmo se considerarmos outros perfis, desde

que o parametro o seja definido por:

L = /|XP “1 | |X6 22)| d621d622 (B'].)

21— 2™
onde o inteiro positivo m deve satisfazer a condicdo m < (n — 1). Fazendo uma mu-

danca de varidveis [equacdes (A-7) e (A-8)], obtemos:

i 5/2 2 §/2 2

fo,m)=o™ / (%) exp ( f ) A / (%) exp <—%) (€)™ dedSs 4
. 5/2 6/2 2

f(o,m)=ocm (%) (7r02)5/2] % [/ (%) exp (—%) ()™ dedSs

6/2 §/2 2
f(6,m)=com m2’” (i) 55_1/exp (_%> (5)6—1—m s

20 \ 7o?

 (8.m) = (%)w Si-t [ exp (~€2) (7 dg
) s (5]
rom=(2) s (45)

f(6,m)= 2 2 (B-2)

Js

onde J;5 é o Jacobiano da transformacao. Assim,

1

T /’XP 21 ‘ ‘Xe 22)’ d521d522‘ (B'S)
(6/2) |21 — 2™
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Deste modo, quando o perfil é Gaussiano, entdo, o parametro o corresponde a

largura da funcao Gaussiana.
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