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Resumo

Em 1978, Louis J. Ratliff e David E. Rush, estudando alguns resultados sobre

reduções, introduziram o seguinte ideal Ĩ =
⋃
n≥1(I

n+1 : In), atualmente conhecido

por fecho de Ratliff-Rush. Neste trabalho apresentaremos propriedades sobre tais ide-

ais, como seu comportamento assintótico, resultados do tipo local-global e algumas

patologias deste fecho. O objetivo principal é exibir a solução dada por Amir Mafi, em

2017, para a questão proposta por Maria E. Rossi e Irena Swanson, em 2003, sobre o

número de redução Ratliff Rush de um ideal I ser menor ou igual ao número de redução

de I, sendo I um ideal M-primário em um anel local Cohen-Macaulay d -dimensional.

Palavras-chave: Elemento superficial, Fecho de Ratliff-Rush, Número de redução.



Abstract

In 1976, while studying some results on reduction, Louis J. Raltliff and David

E. Rush introduced the following ideal Ĩ =
⋃
n≥1(I

n+1 : In), at present known as

Ratliff-Rush closure, in this work we present properties about such ideals, such as their

asymptotic behavior, local-global type results and some pathologies of this closure.

The main goal is to show the solution given by Amir Mafi, in 2017, to the question

proposed by Maria E. Rossi and Irena Swanson, in 2003, on the Ratliff-Rush reduction

number of an ideal I be less than or equal to the reduction number of I, being I an

M-primary ideal in a Cohen-Macaulay local ring d-dimensional.

Keywords: Superficial elements, Ratliff-Rush closure, Reduction number.
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Notações

Neste trabalho A denota, à menos de menção contrária, um anel comutativo e com

identidade. A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• (a1, . . . , an) denota o ideal gerado pelos elementos a1, . . . , an do anel A;

•
√
I denota o radical de I ;

• I : J denota o ideal condutor de J em I, com I e J ideais;

• AP denota o anel de frações de A com respeito ao sistema multiplicativo S = A\P ;

• grI(A) denota o anel graduado associado;

• det(C) denota o determinante da matriz C;

• adj(C) denota a adjunta da matriz C;

• Min(M) denota o conjunto dos ideais primos minimais do A-módulo M ;

• Ass(M) denota o conjunto dos ideais primos associados do A-módulo M ;

• ht(I) denota a altura do ideal I ;

• µ(I) denota o número mı́nimo de geradores de I ;

• dim(A) denota a dimensão de Krull de A;

• dimK(V ) denota a dimensão do K -espaço vetorial V;

• k � 0 denota k suficientemente grande;

• � denota o final de uma demonstração.
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Introdução

Sejam A um anel Noetheriano e I ⊆ A um ideal regular, sabemos que os ideais

In+1 : In formam uma cadeia crescente. Em Two notes on reductions of ideals [15]

Louis J. Ratliff e David E. Rush se interessaram em estudar o ideal Ĩ =
⋃
n≥1(I

n+1 : In)

observando, entre outras coisas, que o ideal I é uma redução de Ĩ. Após ser introduzido

tal ideal vem sendo objeto de estudo em diversos trabalhos, por exemplo em [6], [8],

[11] e [16], entre outros. Atualmente chamamos Ĩ de fecho de Ratliff-Rush associado a

I.

A primeira meta deste trabalho será apresentar o conceito de fecho de Ratliff-Rush

associado a um ideal. Apresentaremos diversos resultados acerca desses fechos, entre

eles estudaremos algumas propriedades que o relacionam com o anel graduado associado

e daremos alguns exemplos que exploram seu comportamento assintótico. Em seguida,

introduziremos o conceito de número de redução Ratliff-Rush de I com respeito a J,

redução minimal de I, denotado por r̃J(I), o que faz menção ao número de redução

usual, rJ(I), e teremos por objetivo expor a solução dada por Amir Mafi, em Ratliff-

Rush Ideal and Reduction Numbers [11], a seguinte pergunta feita por Maria E. Rossi

e Irena Swanson em Notes on the Behavior of the Ratliff-Rush Filtration [16]:

(Q) Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão positiva d e I um ideal

M-primário. É sempre verdade que r̃J(I) ≤ rJ(I)?

Nosso trabalho está dividido em três caṕıtulos, além de um apêndice que apresenta

alguns resultados utilizados nesta dissertação.

No primeiro caṕıtulo apresentaremos os conceitos de fecho inteiro, redução e sequência

superficial, tais tópicos são essenciais para o estudo dos fechos de Ratliff-Rush. Vere-

mos, no segundo caṕıtulo, que Ĩ sempre está contido no fecho inteiro de I. Além disso,

a partir das sequências superficiais é posśıvel definir as sequências tame superficiais,

que nos darão base para apresentar a solução da questão (Q).

No segundo caṕıtulo definiremos o fecho de Ratliff-Rush associado a um certo ideal

I, exibindo diversas de suas propriedades. Por exemplo, mostraremos que este fecho é

o maior ideal tal que potências suficientemente grandes de Ĩ coincidem com potências

de I.
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Por fim, no terceiro caṕıtulo, apresentaremos algumas definições e resultados a fim

de exibir a solução da questão (Q), dada por Amir Mafi, principal resultado desta

dissertação.
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Caṕıtulo 1

Sobre fecho inteiro e redução

Neste caṕıtulo introduziremos os conceitos de fecho inteiro, redução e elemento

superficial baseados em Burity [2] e Swanson e Huneke [19], e apresentaremos algumas

de suas propriedades. Tais resultados serão úteis em todo decorrer desta dissertação.

Note que em diversos resultados a condição do anel ser Noetheriano não foi imposta,

eles foram apresentados desta forma com o objetivo de preservar sua generalidade.

1.1 Fecho inteiro

Seja I um ideal em um anel A. Um elemento b ∈ A é dito inteiro sobre I se

existem n ∈ Z+ e elementos ai ∈ I i, i = 1, . . . , n, tais que

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an−1b+ an = 0

tal equação é chamada equação de dependência inteira de b sobre I .

O conjunto de todos os elementos que são inteiros sobre I, denotado por I, é cha-

mado de fecho inteiro de I. Se I = I, então I é dito integralmente fechado. Se

I ⊆ J são ideais, dizemos que J é inteiro sobre I se J ⊆ I. E, por fim, se I é um ideal

tal que para todo inteiro positivo n, In é integralmente fechado, então I é chamado

ideal normal.

Veremos, no Corolário 1.8, que utilizando algumas noções de redução é possivel

mostrar que o fecho inteiro de um ideal é também um ideal (sob o mesmo anel).

Observação 1.1. (a) I ⊆ I, pois dado b ∈ I podemos fazer n = 1 e a1 = −b na

definição acima obtendo que b ∈ I;

(b) Se I ⊆ J são ideais, então I ⊆ J . De fato, toda equação de dependência inteira

de b em I é também uma equação de dependência inteira de b em J ;
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1. Sobre fecho inteiro e redução

(c) I ⊆
√
I, pois b ∈ I resulta que bn ∈ (a1, . . . , an) ⊆ I, logo b ∈

√
I.

Os resultados apresentados a seguir nos darão algumas maneiras de caracterizar

elementos inteiros em um dado ideal I.

Proposição 1.1. Sejam A um anel, I ⊆ A um ideal e b ∈ A. Então,

b ∈ I ⇐⇒ ∃ n ∈ Z+ tal que (I + (b))n = I(I + (b))n−1.

Demonstração. Suponha que b ∈ I. Note que Ij−1bn−j ⊆ (I + (b))n−1 para todo

j ∈ {1, . . . , n} portanto, da equação de dependência inteira de b sobre I, conclúımos

que bn ∈ I(I + (b))n−1, para algum n ∈ Z+. Logo, (I + (b))n = I(I + (b))n−1. Recipro-

camente, se (I + (b))n = I(I + (b))n−1, então bn = a1b
n−1 + a2b

n−2 + · · · + an−1b + an

com ai ∈ I i o que nos fornece uma equação de dependência inteira de b sobre I, assim

b ∈ I.

Corolário 1.2. Sejam A um anel, I ⊆ A um ideal e b ∈ A. Então são equivalentes:

1. b ∈ I.

2. Existe um A-módulo finitamente gerado M tal que bM ⊆ IM , possuindo a

seguinte propriedade: se a ∈ A é tal que aM = 0 então ab ∈
√

0.

Além disso, se I é finitamente gerado e contém um não divisor de zero, então b é

inteiro sobre I se, e somente se, existe um A-módulo fiel finitamente gerado tal que

IM = (I + (b))M .

Demonstração. (1 ⇒ 2) Suponha que b é inteiro sobre I. Logo, podemos tomar uma

equação de dependência inteira bn +a1b
n−1 +a2b

n−2 + · · ·+an−1b+an = 0 com ai ∈ I i.
Sendo assim, para cada i, temos que ai é soma finita de elementos da forma xj1 · · ·xji
com xjl ∈ I. Seja J o ideal gerado pelos elementos xjl, note que J ⊆ I é um ideal

finitamente gerado tal que ai ∈ J i para cada i = 1, . . . , n. Assim b é inteiro sobre J

e, pela Proposição 1.1 acima, existe um inteiro n tal que J(J + (b))n−1 = (J + (b))n.

Dáı, defina M = (J + (b))n−1. Note que M é um A-módulo finitamente gerado tal que

bM = b(J + (b))n−1 ⊆ (J + (b))n = J(J + (b))n−1 = JM ⊆ IM . Por fim, se a ∈ A é

tal que aM = 0, então em particular abn−1 = 0 e assim ab ∈
√

0.

(2 ⇒ 1) Seja M um A-módulo gerado por {x1, . . . , xm} tal que bM ⊆ IM . Para

cada i = 1, . . . ,m, temos que bxi =
m∑
j=1

aijxj tal que aij ∈ I. Considere a matriz

C = (δijb − aij), onde δij é o delta de Kronecker. Seja v o vetor (x1, . . . , xm)T . Pela

construção, Cv = 0, logo det(C)v = adj(C)Cv = 0. Assim, para cada i, temos

que det(C)xi = 0 o que implica det(C)M = 0. Pela propriedade da nossa hipótese
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1. Sobre fecho inteiro e redução

det(C)b ∈
√

0, segue que (det(C)b)k = 0, para algum k inteiro, esta relação nos fornece

uma equação de dependência inteira de b sobre I.

Além disso, suponha que I é finitamente gerado e contém um não divisor de zero,

neste caso, basta tomar J = I. Deste modo, M = (I + (b))n−1 é finitamente gerado

e satisfaz IM = (I + (b))M . Se a ∈ A é tal que ax = 0 para todo x ∈ M , então em

particular ayn−1 = 0, onde y ∈ I é não divisor de zero, logo a = 0, e portanto M é

fiel. Reciprocamente, note que se M é um A-módulo fiel finitamente gerado tal que

IM = (I + (b))M então M satisfaz as condições do item 2, o que mostra a volta do

caso particular.

Proposição 1.3. Sejam A um anel e I ⊆ A ideal. Um elemento b ∈ A é inteiro sobre

I se, e somente se, para todo primo minimal P de A, a imagem de b em
A

P
é inteiro

sobre
I + P

P
.

Demonstração. Note que a imagem de I em
A

P
está contida no fecho inteiro de

I + P

P
,

para todo P ∈ Min(A), mostrando que todo elemento inteiro sobre I tem sua imagem

em
A

P
inteira sobre

I + P

P
. Reciprocamente, considere o conjunto dado por W =

{bn + a1b
n−1 + · · · + an | n > 0 e ai ∈ I i}, observe que W é fechado para a operação

de multiplicação. Se mostrarmos que 0 ∈ W conclúımos que b é inteiro sobre I.

Suponhamos por absurdo que 0 /∈ W , pelo Lema de Krull, existe Q um ideal primo de

A tal que Q∩W = ∅, seja P ⊆ Q um primo minimal. Logo, P ∩W ⊆ Q∩W = ∅, que

é um absurdo já que por hipótese para todo primo minimal P de A temos P ∩W 6= ∅.
Portanto, 0 ∈ W e b é inteiro sobre I.

Note que a Proposição 1.3 nos fornece condições para reduzir questões de de-

pendência inteira de ideais ao caso em que o anel é um domı́nio.

Proposição 1.4. Sejam A um anel, I ⊆ A um ideal e S um conjunto multiplicativo

de A. Então,

S−1(I) = S−1(I).

Demonstração. Seja f ∈ S−1(I). Sendo o fecho inteiro de um ideal ainda um ideal,

podemos assumir que f =
x

1
com x ∈ A. Considere a equação de dependência inteira

de f sobre S−1(I),

fn +
a1
s1
fn−1 + · · ·+ an−1

sn−1
f +

an
sn

=
0

1
,

onde
ai
si
∈ (S−1(I))i. Como S−1(I)i = S−1(I i), suponha que ai ∈ I i e si ∈ S para cada

i = 1, . . . , n. Simplificando a equação temos, por definição, a seguinte relação em A:

sxn + t1a1x
n−1 + · · ·+ tn−1an−1x+ tnan = 0,
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1. Sobre fecho inteiro e redução

com s = s1 · · · sn, ti = s1 · · · si−1si+1 · · · sn ∈ S, i = 1, . . . , n. Assim, multiplicando por

sn−1, obtemos que sx ∈ I. A rećıproca, segue do fato de S−1(I)i = S−1(I i) juntamente

com a definição de fecho inteiro.

A proposição à seguir nos fornece uma propriedade local-global para fechos inteiros.

Proposição 1.5. Sejam A um anel e I ⊆ A um ideal. As seguintes afirmações são

equivalente:

1. I = Ī.

2. Para todo conjunto multiplicativo S de A, S−1(I) = S−1(I).

3. Para todo ideal primo P de A, IP = IP .

4. Para todo ideal maximal M de A, IM = IM.

Demonstração. (1⇒ 2) , (2⇒ 3) e (3⇒ 4) são claras.

(4 ⇒ 1) Seja b ∈ Ī, então para todo ideal maximal M em A,
b

1
∈ IM = IM = IM

logo, pelo prinćıpio local-global, b ∈ I.

1.2 Redução

Sejam J ⊆ I ideais de A. O ideal J é uma redução de I se existe n ∈ Z+ tal que

In+1 = JIn. Segue da Proposição 1.1 que um elemento b ∈ A é inteiro sobre J se, e

somente se, J é uma redução de J + (b).

Note que se JIn = In+1, então, para todo m ∈ Z+,

Im+n = JIm+n−1 = · · · = JmIn.

Em particular, se J ⊆ I é uma redução, então, existe n ∈ Z+ tal que para todo

m ≥ 1 , Im+n ⊆ Jm.

A proposição à seguir nos mostra, em particular, a transitividade das reduções.

Proposição 1.6. Seja K ⊆ J ⊆ I ideais em A.

(a) Se K é uma redução de J e J é uma redução de I, então K é uma redução de I.

(b) Se K é uma redução de I, então J é uma redução de I.

(c) Se I é finitamente gerado, J = K + (b1, . . . , bk), e K é uma redução de I, então

K é uma redução de J.
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1. Sobre fecho inteiro e redução

Demonstração. (a) Sejam K ⊆ J e J ⊆ I reduções, então existem inteiros n e m tais

que KJn = Jn+1 e JIm = Im+1, portanto Im+n+1 = Jn+1Im = KJnIm = KIm+n

portanto K é uma redução de I.

(b) Por hipótese existe um inteiro n tal que In+1 = KIn ⊆ JIn ⊆ In+1, portanto

JIn = In+1 e assim J é uma redução de I.

(c) Sejam I finitamente gerado, J = K + (b1, . . . , bk) e K uma redução de I, então

existe n ∈ Z+ tal que KIn = In+1. Pelo item (b) desta proposição K + (b1, . . . , bi)

é uma redução de I para todo i = 0, . . . , k, onde para i = 0 temos (b1, . . . , bi) = (0).

Além disso, como bi ∈ I segue que biI
n ⊆ In+1 = KIn ⊆ (K + (b1, . . . , bi−1))I

n, se

aIn = 0 para algum a ∈ A, então abni = 0, ou seja, abi ∈
√

0 e, por hipótese, In

é finitamente gerado, assim podemos aplicar o Corolário 1.2 obtendo que bi é inteiro

sobre K + (b1, . . . , bi−1). Dáı, pela Proposição 1.1, K + (b1, . . . , bi−1) é uma redução

de K + (b1, . . . , bi). Portanto, utilizando o item (a) desta proposição e indução sobre k

obtemos que K ⊆ K + (b1, . . . , bk) = J é uma redução.

Corolário 1.7. Sejam K ⊆ I ideais. Suponha que I é finitamente gerado. Então, K

é uma redução de I se, e somente se, I ⊆ K.

Demonstração. (⇒) Pela Proposição 1.6 item (c) segue que K é uma redução de K+(b)

para todo b ∈ I. Assim, da Proposição 1.1, segue que b ∈ K e dáı I ⊆ K.

(⇐) Suponha que I = (b1, . . . , bn) ⊆ K. Então, para j ∈ {1, . . . , n}, bj é inteiro

sobre K e dáı sobre K + (b1, . . . , bj−1). Assim, pela Proposição 1.1, cada inclusão da

cadeia K ⊆ K + (b1) ⊆ · · · ⊆ K + (b1, . . . , bn) = I é uma redução. Portanto, pelo item

(a) da Proposição 1.6, segue que K ⊆ I é uma redução.

Corolário 1.8. O fecho inteiro de um ideal em um anel é um ideal integralmente

fechado (sob o mesmo anel).

Demonstração. Seja K um ideal em A. Sabemos que K é fechado sob multiplicação

por elementos de A, nos resta mostrar que K é fechado sob adição. Sejam b, r ∈ K e

escreva as equações de dependência inteira de b, r em K :

bn + a1b
n−1 + · · · + an = 0,

rm + k1r
m−1 + · · · + km = 0

com ai ∈ Ki e kj ∈ Kj. Como na demonstração do Corolário 1.2, existe um ideal

finitamente gerado K
′ ⊆ K tal que ai ∈ (K

′
)i e kj ∈ (K

′
)j e assim b, r ∈ K ′ . Sejam

J = K
′

+ (b) e I = K
′

+ (b, r) = J + (r), pela Proposição 1.1, K
′

é uma redução

de J e J é uma redução de I. Assim, da Proposição 1.6 item (a), K
′

é uma redução

de I. Como I é finitamente gerado segue, pela Proposição 1.6 itens (b) e (c), que

8



1. Sobre fecho inteiro e redução

K
′ ⊆ K

′
+ (b+ r) ⊆ I são reduções. Portanto, da Proposição 1.1, b + r é inteiro sobre

K
′

e dáı sobre K, assim K é um ideal.

Provaremos agora que, dado um ideal I no anel A, I = I. Sabemos que I ⊆ I.

Seja b ∈ I. Então, novamente como na demonstração do Corolário 1.2, existe um ideal

finitamente gerado J ⊆ I tal que b ∈ J . Escreva J = (j1, . . . , jk), de maneira análoga

existe um ideal finitamente gerado K ⊆ I tal que cada ji ∈ K. Tendo em vista o

comentário no ińıcio da seção juntamente com a Proposição 1.6 e aplicando indução

sobre k segue que cada uma das contenções K ⊆ K + J ⊆ K + J + (b) é uma redução.

Note, do item (a) da Proposição 1.6, que K é uma redução de K + J + (b) e sabemos

que K + J + (b) é finitamente gerado. Com esses resultados e utilizando o item (c) da

Proposição 1.6 em K ⊆ K + (b) ⊆ K +J + (b) segue que K é uma redução de K + (b),

logo b ∈ K e assim b ∈ I concluindo o resultado.

Vimos, na primeira seção desse caṕıtulo, que há um resultado do tipo local-global

para fechos inteiros. A proposição à seguir mostra esta mesma propriedade para

reduções.

Proposição 1.9. Sejam A um anel e J ⊆ I ideais de A. Considere as condições:

(1) J é uma redução de I.

(2) S−1J é uma redução de S−1I, para cada S ⊆ A conjunto multiplicativo.

(3) JP é uma redução de IP , para cada P ⊆ A ideal primo.

(4) JM é uma redução de IM, para cada M ⊆ A ideal maximal.

Então, (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4). Além disso, se A é Noetheriano então (4) ⇒ (1).

Demonstração. (1)⇒ (2), (2)⇒ (3) e (3)⇒ (4) são claras.

(4)⇒ (1) Seja A Noetheriano e considere a seguinte cadeia ascendente:

(J : I) ⊆ (JI : I2) ⊆ (JI2 : I3) ⊆ (JI3 : I4) ⊆ · · ·

como A é Noetheriano, existe um inteiro k tal que (JIk : Ik+1) = (JIn : In+1), para

todo n ≥ k. Por (4), para cada M ⊆ A ideal maximal, existe m inteiro tal que

JMI
m
M = Im+1

M . Com isso, para n suficientemente grande, tem-se (JIn : In+1) * M.

Do contrário, temos que

(JIn : In+1)M ⊆MM ⇒ (JMI
n
M : In+1

M ) ⊆MM ⇒ (In+1
M : In+1

M ) ⊆MM ⇒ AM ⊆MM

um absurdo, logo (JIk : Ik+1) * M, assim (JIk : Ik+1) = A e consequentemente,

JIk = Ik+1, portanto conclúımos que J é uma redução de I.

9



1. Sobre fecho inteiro e redução

Proposição 1.10. Sejam J = (a1, . . . , ak) ⊆ I ideais do anel A.

(a) Se J é uma redução de I, então para qualquer m inteiro positivo, (am1 , . . . , a
m
k ) e

Jm são reduções de Im.

(b) Se (am1 , . . . , a
m
k ) ou Jm é uma redução de Im, para algum inteiro positivo m, então

J é uma redução de I.

Demonstração. (a) Sendo J uma redução de I existe um inteiro n tal que JIn =

In+1. Inicialmente mostraremos que Jm é uma redução de Im para qualquer m inteiro

positivo. Sabemos que JmIn = In+m, para todo m ≥ 1. Assim, multiplicando por

Imn−n, temos que Jm(Im)n = (Im)n+1 e portanto Jm é uma redução de Im.

Mostraremos agora que (am1 , . . . , a
m
k ) é uma redução de Im, para todo m ≥ 1. Dado

m um inteiro positivo, note que:

(am1 , . . . , a
m
k )J (m−1)(k−1) = J (m−1)k+1.

De fato, é claro que (am1 , . . . , a
m
k )J (m−1)(k−1) ⊆ J (m−1)k+1. Se f ∈ J (m−1)k+1, então f

é uma soma finita de termos da forma an1
1 · · · a

nk
k com

k∑
i=1

ni = (m− 1)k + 1. Suponha

que ni < m para todo i = 1, . . . , k, então ni ≤ m − 1 e assim (m − 1)k + 1 =
k∑
i=1

ni ≤ (m − 1)k, um absurdo! Portanto ni ≥ m para algum i = 1, . . . , k e assim

podemos reescrever f como uma soma finita de termos da forma al11 · · · a
m+li
i · · · alkk ,

com
k∑
i=1

li = (m− 1)(k − 1), dáı f ∈ (am1 , . . . , a
m
k )J (m−1)(k−1) como queŕıamos.

Assim, multiplicando a igualdade obtida por Jk−1 vemos que (am1 , . . . , a
m
k )(Jm)k−1 =

(Jm)k. Portanto (am1 , . . . , a
m
k ) é uma redução de Jm e, por transitividade, segue que

(am1 , . . . , a
m
k ) é uma redução de Im.

(b) Primeiro suponha que Jm é uma redução de Im, para algum m inteiro positivo.

Logo, existe um inteiro n tal que Jm(Im)n = (Im)n+1. Assim, Imn+m = JmImn ⊆
JImn+m−1 ⊆ Imn+m. Portanto, J é uma redução de I. Agora, se existe m > 0 tal

que (am1 , . . . , a
m
k ) é uma redução de Im então pelo item (b) da Proposição 1.6 com

(am1 , . . . , a
m
k ) ⊆ Jm ⊆ Im segue que Jm é uma redução de Im e, pelo que argumentamos

no item (a), J é redução de I.

Lema 1.11. Sejam A um anel Noetheriano, RA o radical de Jacobson de A, J,K ⊆ I

ideais e L um ideal contido em RAI. Se J + L = K + L, então J é uma redução de I

se, e somente se, K é uma redução de I.

10



1. Sobre fecho inteiro e redução

Demonstração. Se J é uma redução de I, então existe um inteiro n tal que JIn = In+1.

Assim, In+1 = JIn ⊆ (J +L)In = (K+L)In ⊆ (K+RAI)In ⊆ RAI
n+1 +KIn e como

RAI
n+1 +KIn ⊆ In+1 temos que In+1 = RAI

n+1 +KIn, e dáı,

RA

(
In+1

KIn

)
=

RAI
n+1 +KIn

KIn
=
In+1

KIn
.

Pelo Lema de Nakayama, KIn = In+1. Portanto K é uma redução de I. Da mesma

forma mostramos que se K é uma redução de I, então J é uma redução de I.

O exemplo abaixo mostra que dada uma redução J ⊆ I não necessariamente temos

que Ass

(
A

J

)
= Ass

(
A

I

)
.

Exemplo 1.1. Sejam K um corpo e A = K[x, y, z] o anel de polinômios nas indeter-

minadas x, y, z. Sejam J = (x3, y3, xy2z) ⊆ I = (x3, y3, xy2, x2y(z − 1)) ideais de A e

note que

JI2 = (x9, x8y(z − 1), x7y2, x6y3, x5y4, x4y5, x3y6, x2y7, xy8, y9) = I3.

Portanto, J é uma redução de I. Porém, Ass

(
A

J

)
= {(x, y), (x, y, z)} e Ass

(
A

I

)
=

{(x, y), (x, y, z − 1)}.

Apesar desse exemplo temos o seguinte:

Lema 1.12. Sejam A um anel e J ⊆ I ideais de A. Se J é uma redução de I então
√
J =
√
I, Min

(
A

J

)
= Min

(
A

I

)
e ht(J) = ht(I).

Demonstração. Sendo J uma redução de I, existe um inteiro n tal que JIn = In+1.

Como J ⊆ I segue que
√
J ⊆

√
I. Seja x ∈

√
I, logo existe m > 0 tal que xm ∈ I,

assim (xm)n+1 ∈ In+1 = JIn ⊆ J , implicando que x ∈
√
J . Portanto,

√
J =
√
I, como

√
I =

⋂
P∈Min(A

I )

P e
√
J =

⋂
P ′∈Min(A

J )

P
′

segue que Min

(
A

J

)
= Min

(
A

I

)
e isso implica

a outra igualdade.

1.2.1 Redução minimal

Uma redução J de I é chamada minimal se nenhum ideal contido propriamente

em J é uma redução de I. Um ideal que não tem outra redução além de si mesmo é

dito básico.

Apresentada a noção de redução minimal podemos introduzir um importante inva-

riante numérico, o número de redução de um ideal.

11



1. Sobre fecho inteiro e redução

Sejam A um anel e J ⊆ I ideais de A tais que J é uma redução de I. O número de

redução de I com relação a J é o menor inteiro n tal que JIn = In+1, denotado

por rJ(I). O número de redução (absoluto) de I é definido por

min{rJ(I)| J uma redução minimal de I}.

Mostraremos, como mencionado na introdução, que esse número é sempre maior ou

igual ao número de redução Ratliff-Rush, que será apresentado no segundo caṕıtulo.

Note que, em um anel Noetheriano qualquer, reduções minimais não necessaria-

mente existem.

Exemplo 1.2. Sejam K um corpo, A = K[x, y, z] o anel de polinômios nas indetermi-

nadas x, y, z e I = (x5z, y5(z−1), x3y2z, x2y3(z−1)). Para cada k inteiro não negativo,

considere Jk = (x5z − y5(z − 1), x3y2zk, x2y3(z − 1)k). Temos que para cada k, Jk é

uma redução de I, porém, ∩k>0Jk não é uma redução de I.

Todavia, em anéis locais Noetherianos reduções minimais sempre existem.

Proposição 1.13. Sejam (A,M) um anel local Noetheriano e J ⊆ I ideais tais que J

é uma redução minimal de I. Então,

(a) J ∩MI = MJ ;

(b) Para qualquer ideal K de A tal que J ⊆ K ⊆ I, todo conjunto minimal de

geradores de J pode ser estendido a um conjunto minimal de geradores de K.

Demonstração. (a) Como A é Noetheriano temos que I é finitamente gerado. Logo,

dim A
M

(
I

MI

)
= µ(I) <∞. Assim,

I

MI
'
(
A

M

)n
, para algum n > 0. Além disso,

J

J ∩MI
' J + MI

MI
⊆ I

MI
.

Portanto,
J

J ∩MI
'
(
A

M

)k
, para algum k > 0. Dáı, J = (x1, . . . , xk) + J ∩MI,

com xi ∈ J , i = 1, . . . , k. Como J = J + J ∩MI podemos aplicar o Lema 1.11 na

igualdade acima concluindo que (x1, . . . , xk) é uma redução de I, sendo J minimal temos

J = (x1, . . . , xk) e, consequentemente, temos que k é o número mı́nimo de geradores

de J, isto é, k = µ(J) = dim A
M

(
J

MJ

)
. Assim,

J

MJ
'
(
A

M

)k
' J

J ∩MI
.

Portanto, J ∩MI = MJ .

(b) Segue de (a) que J ∩MK = MJ . Logo,

12



1. Sobre fecho inteiro e redução

J

MJ
' J

J ∩MK
' J + MK

MK
⊆ K

MK
.

Assim, µ(J) = dim A
M

(
J

MJ

)
≤ dim A

M

(
K

MK

)
= µ(K) e todo conjunto minimal

de geradores de J pode ser estendido a um conjunto minimal de geradores de K.

Teorema 1.14. Sejam (A,M) um anel local Noetheriano e J ⊆ I ideais de A. Se J é

uma redução de I então existe pelo menos um ideal K contido em J tal que K é uma

redução minimal de I.

Demonstração. Seja F a famı́lia de todos os ideais K tais que K ⊆ J e K é uma redução

de I. Como J é uma redução de I temos que F 6= ∅. Sendo A um anel Noetheriano,

temos que
I

MI
é um

A

M
- espaço vetorial de dimensão finita. Considere a famı́lia

F =

{
m ∈ N | ∃ K ∈ F tal que dim A

M

(
K + MI

MI

)
= m

}
.

Note que F 6= ∅, pois dim A
M

(
J + MI

MI

)
≤ dim A

M

(
I

MI

)
<∞. Portanto, pelo

prinćıpio da boa ordem, segue que F possui um menor elemento. Logo, existe K ∈
F tal que

K + MI

MI
é o menor subespaço (com respeito a inclusão). Suponha que

a dimensão de
K + MI

MI
como

A

M
-espaço vetorial é n, então, considere k1, . . . , kn ∈

K as pré-imagens de uma base de
K + MI

MI
. Seja K0 = (k1, . . . , kn), assim K +

MI = K0 + MI e, pelo Lema 1.11, segue que K0 é uma redução de I. Sem perda de

generalidade assumiremos que K = K0. Portanto,
K

MK
e
K + MI

MI
são

A

M
-espaços

vetoriais de dimensão n, logo a projeção canônica
K

MK
−→ K

K ∩MI
' K + MI

MI
é

um isomorfismo, implicando que K ∩MI = MK.

Provemos agora que K ⊆ J é uma redução minimal de I. Se L ⊆ K é uma redução

de I então, pela minimalidade de K, temos que K+MI = L+MI. Assim, conseguimos

a seguinte igualdade K = (L + MI) ∩ K = L + (MI ∩ K) e pela última implicação

do parágrafo anterior, K = L + MK. Portanto, pelo Lema de Nakayama, K = L,

mostrando que K é uma redução minimal de I.

Sejam agora (A,M) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Definimos à

fibra especial de I por

FI = FI(A) =
A

M
⊕ I

MI
⊕ I2

MI2
⊕ · · · .
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1. Sobre fecho inteiro e redução

A dimensão de Krull de FI(A), dim (FI(A)), é um importante invariante chamado

de analytic spread e denotado por `(I).

Corolário 1.15. Sejam (A,M) um anel local Noetheriano e J ⊆ I ideais de A tais

que J é uma redução de I e µ(J) = `(I). Então,

(a) J é uma redução minimal de I.

(b) FJ(A) é isomorfo a subálgebra de FI(A) gerada por
J + MI

MI
sobre

A

M
, além

disso, também é isomorfo ao anel de polinômios em `(I) indeterminadas sobre o

corpo
A

M
.

(c) Para todo inteiro positivo k, temos Jk ∩MIk = MJk.

Demonstração. (a) Pelo Teorema 1.14 acima, existe K ⊆ J ideal tal que K é uma

redução minimal de I. Assim, pelo item (b) da Proposição 1.13, qualquer conjunto

minimal de geradores de K pode ser estendido a um conjunto minimal de geradores de

J. Mas, pelo Corolário A.6, temos que µ(K) ≥ `(I) = µ(J), logo, K = J , e portanto J

é uma redução minimal de I.

(b) Seja B a subálgebra de FI(A) gerada por
J + MI

MI
sobre

A

M
. Pela Proposição

A.5 temos que FI(A) ⊇ B é um B -módulo finitamente gerado, logo B ⊆ FI(A) é

uma extensão inteira, assim dim(B) = dim(FI(A)) = `(I). Como J é gerado por `(I)

elementos segue que B é isomorfo a um anel de polinômios com `(I) indeterminadas

sobre
A

M
. Considere a aplicação graduada canônica sobrejetora FJ(A) −→ B. Sendo

FJ(A) gerado sobre
A

M
por µ(J) = `(I) elementos, temos que a aplicação canônica é

um isomorfismo.

(c) Pelo item (b), para cada k > 0,
Jk

MJk
' Jk + MIk

MIk
' Jk

Jk ∩MIk
, assim, MJk =

Jk ∩MIk.

Daremos, a seguir, os dois principais resultados dessa seção inspirados em Northcott

and Rees [14].

A próxima proposição relaciona, no caso de um anel local com corpo residual infi-

nito, o número minimo de geradores de uma redução minimal de um certo ideal com o

seu analytic spread.

Proposição 1.16 (Northcott-Rees). Sejam (A,M) um anel local Noetheriano tal que
A

M
, o corpo residual, é infinito, I um ideal de A e ` = `(I) o analytic spread de I. Então,

qualquer redução minimal de I é gerada minimamente por exatamente ` elementos. Em

particular, toda redução de I contém alguma redução gerada por ` elementos.
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1. Sobre fecho inteiro e redução

Demonstração. Seja J uma redução de I e seja B a
A

M
-subálgebra de FI(A) gerada

por
J + MI

MI
, pela Proposição A.5 temos que FI(A) ⊇ B é um B -módulo finita-

mente gerado. Em particular, B ⊆ FI(A) é uma extensão inteira, e isso implica

que dim(B) = dim(FI(A)) = `. Pelo Teorema A.1 (Teorema da Normalização de No-

ether Graduado) aplicado a álgebra B sobre
A

M
existem a1, . . . , a` ∈ B1 =

J + MI

MI

a componente homogênea de grau 1 (isso porque
A

M
é um corpo infinito), algebrica-

mente independentes sobre
A

M
, tal que R =

A

M
[a1, . . . , a`] ⊆ B é uma extensão inteira.

Assim, B é um R-módulo finitamente gerado. Portanto, FI(A) é um R-módulo fini-

tamente gerado. Considere o ideal K = (a1, . . . , a`) ⊆ A, onde ai ∈ J é tal que sua

imagem em
J + MI

MI
é āi, i = 1, . . . , `. Novamente pela Proposição A.5, temos que K

é uma redução de I tal que µ(K) = ` = `(I), por isso, pelo Corolário 1.15, segue que

K é uma redução minimal de I. Portanto, toda redução minimal é gerada exatamente

por ` elementos.

O próximo resultado mostra que, mesmo sem a hipótese do corpo residual infinito,

o analytic spread de I nos fornece informações sobre reduções minimais.

Proposição 1.17. Sejam (A,M) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Então,

existe um inteiro positivo n tal que In possui uma redução minimal gerada por `(I)

elementos.

Demonstração. Seja ` = `(I). Sendo FI(A) uma
A

M
-álgebra finitamente gerada, segue

do Teorema A.1 (Teorema da Normalização de Noether Graduado) que existem ele-

mentos a1, . . . , a` ∈ (FI(A))n =
In

MIn
, isto é, elementos homogêneos de grau n, tais

que R =
A

M
[a1, . . . , a`] ⊆ FI(A) é inteira, assim, FI(A) é um R-módulo finitamente

gerado. Considere o ideal J = (a1, . . . , a`) ⊆ A, onde ai ∈ In é tal que sua imagem em
In

MIn
é ai, i = 1, . . . , `. Pela Proposição A.5, temos que J é uma redução de In tal que

µ(J) = `, por isso, pelo Corolário 1.15, segue que J é uma redução minimal de In.

1.3 Elemento superficial

O conceito de elemento superficial foi introduzida por Zariski e Samuel em [22],

para facilitar o estudo da função de Hilbert-Samuel em anéis locais. Nossa referência

para essa seção foi Swanson e Huneke [19].

Sejam A um anel, I ⊆ A um ideal e M um A-módulo. Evidentemente, para todo

n ≥ c, InM está contido em (In+1M :M x) ∩ IcM , onde x ∈ I. Dizemos que x é um
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1. Sobre fecho inteiro e redução

elemento superficial de ordem 1 de I com respeito a M se existe c ∈ N tal

que para todo n ≥ c, (In+1M :M x) ∩ IcM = InM . Se x é um elemento superficial de

ordem 1 com respeito a A diremos simplesmente que x é um elemento superficial

de I .

Proposição 1.18. Sejam A um anel, I ⊆ A um ideal, x ∈ I e M um A-módulo.

Suponha que x é um elemento superficial de I com respeito a M. Então, para todo

m ≥ 1, xm é um elemento superficial de Im com respeito a M.

Demonstração. Como x é um elemento superficial de I com respeito a M existe c ∈ N
tal que, para todo n ≥ c, (In+1M :M x) ∩ IcM = InM . Fixe m ≥ 1 e seja r ∈
(Im(n+1)M :M xm)∩IcmM mostraremos, por indução em k = m−i, com 0 ≤ i ≤ m, que

rxi ∈ Im(n+1)−m+iM . Se k = 0, então m = i e por hipótese rxm ∈ Im(n+1)M , suponha

que o resultado é válido para k = m− i, assim rxi ∈ Im(n+1)−m+iM , dáı obtemos que

rxi+1 = rxix ∈ xIm(n+1)−m+iM ⊆ Im(n+1)−m+i+1M , o que prova a indução. Portanto,

fazendo i = 0, conclúımos que (Im(n+1)M :M xm) ∩ IcmM = ImnM e assim que xm é

um elemento superficial de Im com respeito a M.

É interessante sabermos de que forma os elementos superficiais e regulares se rela-

cionam. As duas proposições a seguir versam importantes resultados nesse sentido.

Proposição 1.19. Seja x ∈ I regular em M. Então, x é um elemento superficial de I

com respeito a M se, e somente se, para todo n� 0, InM :M x = In−1M .

Demonstração. (⇒) Seja x um elemento superficial de I com respeito a M. Pelo Lema

A.2 (Lema de Artin-Rees), com N = xM , existe um inteiro k ≥ 1 tal que, para n ≥ k,

InM ∩ xM = In−k(IkM ∩ xM) ⊆ xIn−kM . Como InM ∩ xM = x(InM :M x) e x é

regular em M, segue que InM :M x ⊆ In−kM . Além disso, sabemos que existe c ∈ N
tal que para todo n ≥ c, (In+1M :M x)∩ IcM = InM . Seja n ≥ k+ c, então n−k ≥ c,

logo In−kM ⊆ IcM e assim InM :M x = (InM :M x)∩IcM = In−1M como queŕıamos.

(⇐) Como, para todo n� 0, InM :M x = In−1M podemos tomar c como o menor

inteiro com essa propriedade, assim para todo k ≥ c temos que (Ik+1M :M x)∩ IcM =

IkM e assim x é um elemento superficial.

Proposição 1.20. Sejam A um anel Noetheriano, I ⊆ A um ideal e M um A-módulo

finitamente gerado. Suponha que ∩n(InM) = 0 e que I contém um elemento regular em

M. Então, todo elemento superficial de I com respeito a M é um elemento M -regular.

Demonstração. Seja x um elemento superficial de I com respeito a M. Assim, existe

c ∈ N tal que para todo k ≥ c temos a seguinte igualdade (Ik+1M :M x)∩ IcM = IkM .

Note que Ic(0 :M x) ⊆ InM para todo n ∈ N. De fato, se n ≤ c, então Ic(0 :M x) ⊆
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IcM ⊆ InM e se n ≥ c, então Ic(0 :M x) ⊆ (In+1 :M x) ∩ IcM = InM . Portanto,

Ic(0 :M x) ⊆ ∩n(InM) = 0, logo Ic(0 :M x) = 0, como Ic possui um elemento regular

de M, (0 :M x) = 0, assim x é um não divisor de zero.

A seguir daremos o principal resultado deste caṕıtulo que garante, sob certas

condições, a existência de elementos superficiais.

Proposição 1.21. Sejam A um anel Noetheriano, I ⊆ A um ideal e M um A-módulo

finitamente gerado, então existe um inteiro m tal que Im tem um elemento superficial

x com respeito a M, e mais que isso, existe um inteiro c tal que para todo n ≥ m, c,

(InM :M x) ∩ IcM = In−mM

isto é, x é superficial de ordem m.

Demonstração. Como o módulo grI(M) =
M

IM
⊕ IM

I2M
⊕ I2M

I3M
⊕ · · · sobre o anel No-

etheriano grI(A) é finitamente gerado segue que todo submódulo próprio admite de-

composição primária. Seja 0 = N1∩· · ·∩Nr uma decomposição primária do submódulo

zero de grI(M). Para i = 1, . . . , r seja Pi =
√
Ni :grI(A) grI(M), temos que cada Pi

é um ideal primo. Sem perda de generalidade suponha que grI(A)+ esteja contido

em P1, . . . , Ps e não esteja em Ps+1, . . . , Pr. Assim, existe c ∈ N tal que
IcM

Ic+1M
está

contido em N1, . . . , Ns.

Pelo Lema da Esquiva (ver Lemma 5, Ch. VIII, Seção 8, de Zariski e Samuel [22],

existe um elemento homogêneo h de grau positivo em grI(A) que não está contido em

nenhum Pi, para i = s+ 1, . . . , r. Digamos h = x+ Im+1 para algum x ∈ Im.

Suponha, por contradição, que exista y ∈ [(InM :M x)∩ IcM ]\ In−mM para algum

n ≥ c. Seja k o maior inteiro tal que y ∈ IkM , então c ≤ k < n. Em grI(M),

(x+ Im+1) · (y + Ik+1M) = xy + Ik+m+1M = 0, pois k +m+ 1 ≤ n e dáı xy ∈ InM ⊆
Ik+m+1M . Do contrário teŕıamos k +m+ 1 > n e isto nos diz que k +m+ 1 ≥ n+ 1,

assim k ≥ n−m, logo IkM ⊆ In−mM o que é um absurdo, pois y ∈ IkM e y /∈ In−mM .

Assim, pela escolha de x + Im+1, temos que y + Ik+1M ∈ Ns+1 ∩ · · · ∩ Nr. E, pela

escolha de c, y+Ik+1M ∈ N1∩· · ·∩Ns, e dáı y+Ik+1M = 0, o que contradiz a escolha

de k. Concluindo assim o resultado.

Introduziremos agora a noção de sequência superficial. Uma sequência x1, . . . , xs ∈
I é dita uma sequência superficial de I com respeito a M se, para todo i =

1, . . . , s, a imagem de xi em
I

(x1, . . . , xi−1)
é um elemento superficial de ordem 1 de

I

(x1, . . . , xi−1)
com respeito a

M

(x1, . . . , xi−1)M
.
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1. Sobre fecho inteiro e redução

Proposição 1.22. Seja x1, . . . , xs uma sequência superficial de I com respeito a M.

Então, para todo n� 0,

InM ∩ (x1, . . . , xs)M = (x1, . . . , xs)I
n−1M.

Demonstração. Procederemos por indução em s. Inicialmente, suponha que s = 1, por

hipótese existe um inteiro c tal que, para todo n ≥ c, (In+1M :M x1) ∩ IcM = InM .

Aplicando o Lema A.2 (Lema de Artin-Rees), como na Proposição 1.19, temos que

existe um inteiro k ≥ 1 tal que, para n ≥ k, InM ∩ x1M = In−k(IkM ∩ x1M) ⊆
x1I

n−kM . Sejam n > c+ k, e y ∈ InM ∩ x1M . Podemos escrever y = x1a = x1b, para

algum a ∈ InM :M x1 e algum b ∈ In−kM ⊆ IcM . Então, a−b ∈ 0 :M x1 ⊆ InM :M x1,

assim b = a−(a−b) ∈ InM :M x1. Isso prova que InM∩x1M ⊆ x1((I
nM :M x1)∩IcM),

dáı pela superficialidade de x1, I
nM ∩ x1M ⊆ x1I

n−1M . Assim, InM ∩ x1M =

x1I
n−1M .

Agora suponha s > 1. Por indução existe um inteiro l tal que para todo n ≥ l,

InM ∩ (x1, . . . , xs−1)M = (x1, . . . , xs−1)I
n−1M

pelo caso s = 1, existe um inteiro c tal que para todo n ≥ c,

(InM + (x1, . . . , xs−1)M) ∩ (x1, . . . , xs)M = (x1, . . . , xs−1)M + xsI
n−1M.

Dáı, para todo n ≥ l + c,

InM ∩ (x1, . . . , xs)M ⊆ InM ∩ ((x1, . . . , xs−1)M + xsI
n−1M

= InM ∩ (x1, . . . , xs−1)M + xsI
n−1M

= (x1, . . . , xs)I
n−1M.
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Caṕıtulo 2

Ideais de Ratliff-Rush

Neste caṕıtulo definiremos os fechos de Ratliff-Rush e apresentaremos exemplos e

algumas propriedades básicas envolvendo este ideal. As principais referências utilizadas

neste caṕıtulos foram Heinzer, Lantz e Shah [6]; Ratliff e Rush [15] e Rossi e Swanson

[16].

2.1 Propriedades dos fechos de Ratliff-Rush

Sejam A um anel Noetheriano e I ⊆ A um ideal regular, isto é, existe x ∈ I um

não divisor de zero, defina:

Ĩ =
⋃
n≥1

(In+1 :A I
n)

Chamaremos Ĩ de fecho de Ratliff-Rush associado a I . Observe que I ⊆ Ĩ

é sempre válido, quando I = Ĩ dizemos que I é um fechado a Ratliff-Rush (Ou

simplesmente que I é Ratliff-Rush).

Note que Ĩ é um ideal. De fato, esse fecho coincide Ik+1 :A Ik para k � 0,

pois os condutores In+1 :A In formam uma cadeia ascendente de ideais em um anel

Noetheriano. Desta forma os fechos de Ratliff-Rush também são chamados de ideais

de Ratliff-Rush.

Lema 2.1. Seja M um módulo finitamente gerado sobre o anel Noetheriano A, sejam

I ⊆ A um ideal e x ∈ A. Então existe um inteiro r tal que

InM :M x ⊆ (0 :M x) + In−rM

para n > r.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Demonstração. Sabemos que x(InM :M x) = InM ∩ xM e, pelo Lema A.2 (Lema de

Artin-Rees), existe um inteiro r tal que InM ∩ xM = In−r(IrM ∩ xM) ⊆ xIn−rM .

Sendo assim, se y ∈ InM :M x, então existe z ∈ In−rM tal que xy = xz, portanto

y − z ∈ (0 :M x), logo y = y − z + z ∈ (0 :M x) + In−rM .

Teorema 2.2. Sejam A um anel Noetheriano, I ⊆ A um ideal regular, então I ⊆ Ĩ e

(Ĩ)k = Ik para k � 0. Além disso, se J é um ideal em A tal que J j = Ij para todo

j � 0. Então, J ⊆ Ĩ.

Demonstração. Pela Proposição 1.21, segue que existem h ∈ N e um elemento x ∈ Ih

tal que x é um elemento superficial de I e (Ik : x)∩Ic = Ik−h para todo k � 0. Assim,

pelo Lema 2.1, In : x = In−h, para todo n � 0. Além disso, desde que I é regular,

podemos tomar x sendo um elemento regular.

Digamos que n ≥ n0 e seja m = n0 − h, então, para todo i ≥ 0,

Im+i ⊆ Im+i+1 : I ⊆ · · · ⊆ Im+i+h : Ih ⊆ Im+i+h : x = Im+i

assim Ik+1 : I = Ik para todo k ≥ m. Portanto, segue que Ij+n : In = Ij para todo

j ≥ m e para todo n ≥ 1, visto que I : JK = (I : J) : K para quaisquer I, J e K

ideais. Como A é Noetheriano existe k ≥ m tal que Ĩ = Ik+1 : Ik, então I ⊆ Ĩ e

Ik ⊆ (Ĩ)k = (Ik+1 : Ik)k ⊆ Ik
2+k : Ik

2
= Ik, visto que para ideais quaisquer tem-se

(H : I)(J : K) ⊆ HJ : IK. Portanto, a primeira parte do resultado vale.

Agora suponha que J ⊆ A é um ideal tal que J j = Ij para todo j � 0, digamos

j ≥ j0. É claro que

(I + J)j =

j∑
i=0

I iJ j−i

e, se j ≥ 2j0 − 1, temos duas possibilidades. Se j − i ≥ j0, então I iJ j−i = Ij e se

j − i < j0 obtemos que 2j0 − 1− i ≤ j − i ≤ j0 − 1 e dáı i ≥ j0, logo I iJ j−i = J j = Ij.

Assim, para j � 0, (I + J)j = Ij = J j. Portanto, se b ∈ J , então

Ij ⊆ (I, b)j ⊆ (I + J)j = Ij

dáı, bIj−1 ⊆ (I, b)j = Ij o que implica b ∈ Ij : Ij−1 = Ĩ, e assim J ⊆ Ĩ.

Note, do Teorema 2.2, que I ⊆ Ĩ é uma redução. De fato, para algum k � 0 temos

que I(Ĩ)k = IIk = Ik+1 = (Ĩ)k+1 e, do Corolário 1.7, temos que Ĩ ⊆ I. Desta forma,

obtemos a seguinte série de inclusões

I ⊆ Ĩ ⊆ I ⊆
√
I.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Assim os ideais integralmente fechados são nossos primeiros exemplos de fechados

a Ratliff-Rush. Em particular, os ideais radicais são fechados a Ratliff-Rush.

Corolário 2.3. Sejam I um ideal regular em um anel Noetheriano A, Ĩ seu fecho

de Ratliff-Rush e H um ideal em A tal que I ⊆ H ⊆ Ĩ, então H̃ = Ĩ. Assim, em

particular,
˜̃
I = Ĩ, e portanto (Ĩ)i+1 : (Ĩ)i = Ĩ para todo i ≥ 1.

Demonstração. Utilizando o Teorema 2.2 temos, para todo k � 0, que Ik ⊆ Hk ⊆
(Ĩ)k = Ik portanto (Ĩ)k = Ik = Hk = (H̃)k. Novamente pelo Teorema 2.2 temos, de

(Ĩ)k = Hk, que Ĩ ⊆ H̃ e, de (H̃)k = Ik, que H̃ ⊆ Ĩ assim Ĩ = H̃ e dáı segue que
˜̃
I = Ĩ.

É claro que Ĩ ⊆ (Ĩ)i+1 : (Ĩ)i, como

Ĩ =
˜̃
I =

⋃
i≥1

((Ĩ)i+1 : (Ĩ)i)

segue a igualdade.

Proposição 2.4. Sejam I um ideal regular em um anel Noetheriano A e Ĩ seu fecho

de Ratliff-Rush. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) Ĩn =
⋃
i≥1

(In+i : I i). Além disso, se J = (x1, . . . , xd) é uma redução de I então

Ĩn =
⋃
i≥1

(In+i : (xi1, . . . , x
i
d)).

(b) Ĩ ⊇ Ĩ2 ⊇ · · · ⊇ Ĩk = Ik para todo k � 0.

(c) Se I = I, então Ĩk ⊆ I para todo k ≥ 1.

(d) Se I é um ideal normal, isto é, Ik = Ik para todo k ≥ 1, então Ĩk = Ik para todo

k ≥ 1. Em particular, Ij : I i = Ij−i para todos i, j ∈ Z+.

Demonstração. (a) Por definição temos que:

Ĩn =
⋃
i≥1

(In+ni : Ini) =
⋃
i≥1

(In+i : I i).

Como (xi1, . . . , x
i
d) ⊆ I i temos que Ĩn =

⋃
i≥1

(In+i : I i) ⊆
⋃
i≥1

(In+i : (xi1, . . . , x
i
d)).

Por outro lado, como (xi1, . . . , x
i
d) é uma redução de I i existe k ∈ N tal que

(xi1, . . . , x
i
d)(I

i)k = (I i)k+1, assim y(xi1, . . . , x
i
d) ⊆ In+i implica que yI ik+i =

y(I i)k+1 = y(xi1, . . . , x
i
d)(I

i)k ⊆ (In+i)(I i)k = In+ki+i e dáı podemos concluir

a igualdade.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

(b) É obvio que

I(j+1)+i : I i ⊆ Ij+i : I i

para todo i ≥ 1. Portanto, Ĩj+1 ⊆ Ĩj. Na demonstração do Teorema 2.2 vimos

que Ik+i : I i = Ik para todo k � 0 e todo i ≥ 1. Assim, Ĩk =
⋃
i≥1

(Ik+i : I i) = Ik

para todo k � 0 concluindo este resultado.

(c) De fato, para k ≥ 1 temos que Ĩk ⊆ Ĩ = I.

(d) Observe que Ik ⊆ Ĩk ⊆ Ik = Ik para todo k ≥ 1, assim Ĩk = Ik. É claro que

Ij−i ⊆ Ij : I i, e como Ij : I i = Ij−i+i : I i ⊆
⋃
k≥1

(Ij−i+k : Ik) = Ĩj−i = Ij−i segue

que Ij : I i = Ij−i.

Note, do item (d) da Proposição 2.4 acima, que a normalidade é preservada para o

caso do fecho de Ratliff-Rush.

Definição 2.1. Dizemos que um ideal regular I é estável quando existe um elemento

a ∈ I tal que aI = I2.

Proposição 2.5. Se I é um ideal estável em um anel Noetheriano A, então I é um

fechado a Ratliff-Rush.

Demonstração. De fato, sempre temos que I ⊆ Ĩ. Seja x ∈ Ĩ, então x ∈ In+1 : In para

algum n ∈ Z+. Como I é estável existe a ∈ I um não divisor de zero tal que aI = I2.

Ora, xan ∈ xIn ⊆ In+1 = anI, logo xan = yan com y ∈ I assim (x− y)an = 0. Como a

é um não divisor de zero temos que x− y = 0 e assim x = y ∈ I, portanto I = Ĩ.

Observação 2.1. Note que o conjunto de ideais estáveis é fechado sob o produto, isto

é, se I2 = aI e J2 = bJ , então (IJ)2 = (ab)(IJ). Em particular, toda potência de um

ideal estável é um fechado a Ratliff-Rush.

A próxima observação nos fornecerá condições para que um certo ideal I seja estável

e assim Ratliff-Rush.

Observação 2.2. No Corolário 1, em [4], P. Eakin e A. Sathaye mostram que dado

I um ideal finitamente gerado em um anel local (A,M) as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. Alguma potência de I é estável.

2. Existe um limite sobre o número de geradores das potências de I.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

3. Para algum inteiro positivo n, In é gerado por n elementos.

E além disso, mostram que se I é um ideal regular e In tem n geradores então In−1 é

estável.

Já na demonstração do Teorema 3.4, em [17], J. Sally e W. Vasconcelos concluem

que se I e I2 são gerados por dois elementos, então I é estável. O exemplo a seguir

mostra que mesmo no caso em que I, e todas as suas potências, são geradas por três

elementos temos que I não necessariamente é estável, nem tampouco Ratliff-Rush.

Exemplo 2.1. (Heinzer, Lantz e Shah, [6]) Sejam A = K[[t3, t10, t11]] e I = (t9, t10, t14).

Então Ĩ = (t9, t10, t11), assim I não é Ratliff-Rush mas todas as potências de I são

minimamente geradas por três elementos.

Proposição 2.6. Seja I um ideal regular em um anel Noetheriano A que tem uma

redução J tal que JI é Ratliff-Rush, então I tem número de redução com respeito a J

no máximo igual a um.

Demonstração. De fato, se JIn = In+1 então (JI)n+k = Jn+kIn+k = In+k+n+k =

(I2)n+k, ∀ k ≥ 0, assim I2 ⊆ (JI)n+1 : (JI)n e portanto I2 ⊆ J̃I = JI ⊆ I2 e isso

implica que JI = I2.

Corolário 2.7. Se I tem uma redução principal (a) e aI é Ratliff-Rush, então I é

estável e todas as potências de I são Ratliff-Rush.

Demonstração. Segue da Proposição 2.6 que I é estável e da Observação 2.1 que todas

as potências de I são Ratliff-Rush.

Proposição 2.8. Sejam I um ideal regular contido propriamente em um anel No-

etheriano A e grI(A) o anel graduado associado. Então, todas as potências de I são

Ratliff-Rush se, e somente se, seu ideal graduado positivo (ideal irrelevante) dado por

grI(A)+ =
I

I2
⊕ I2

I3
⊕ · · · contém um não divisor de zero em grI(A).

Demonstração. De fato, se grI(A)+ contém um não divisor de zero, então ele não

está contido no conjunto dos divisores de zero de grI(A), isto é, na união dos ideais

primos associados de 0 em grI(A), portanto
I

I2
* P com P ∈ Ass(grI(A)). Assim,

para algum s ∈ Z+, existe ā ∈ Is

Is+1
regular e tomando a como sua pré-imagem em

Is, temos que In+ks : ak = In ∀ n, k ∈ Z+. De fato, é claro que In+ks : ak ⊇ In,

além disso, In+ks : ak ⊆ In decorre do fato de ā ser regular. Dessa igualdade obtemos

que In+ks : Iks = In ∀ n, k ∈ Z+ e da Proposição 2.4, item (a), obtemos a seguinte

igualdade Ĩn =
⋃
i≥1

(In+i : I i) = In. Assim todas as potências de I são Ratliff-Rush.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Reciprocamente, se grI(A)+ consiste de divisores de zero então, pelo Lema da Es-

quiva, grI(A)+ está contido em algum primo associado de grI(A). Assim, para algum

s ∈ Z+ existe um elemento homogêneo não nulo ā ∈ Is

Is+1
tal que ā(grI(A)+) = 0.

Sendo a a pré-imagem de ā em Is e J = Is+1, temos aJ ⊆ J2, pois ā
Is+1

Is+2
= 0̄ ∈ I

2s+1

I2s+2

implica que aIs+1 ⊆ (Is+1)2 e dáı a ∈ J2 : J , assim a ∈ J̃ \ J , ou seja, existe uma

potência de I que não é Ratliff-Rush.

Corolário 2.9. Todas as potências de I são fechos de Ratliff-Rush se, e somente se,

prof(grI(A)) > 0.

Demonstração. Segue do fato de estarmos tomando a profundidade sobre o ideal gra-

duado positivo, grI(A)+ juntamente com a Proposição 2.8.

Note, da Proposição 2.5 e da Observação 2.1, que ideais estáveis satisfazem as

condições da Proposição 2.8. Além disso, se I é gerado por uma sequência regular

então grI(A) é isomorfo a um anel de polinômios sobre
A

I
cujo indeterminadas são as

imagens dos geradores de I, assim qualquer potência de I é Ratliff-Rush.

Proposição 2.10. Se (A,M) é um anel local Cohen-Macaulay de dimensão positiva e

I é um ideal M-primário com número de redução no máximo um, então toda potência

de I é um ideal de Ratliff-Rush.

Demonstração. De fato, pelo Lema A.3 juntamente com o Lema A.7 e o Teorema A.8

temos que grI(A) é Cohen-Macaulay, logo prof(grI(A)) = dim(grI(A)) > 0, ou seja,

grI(A)+ contém um não divisor de zero, e assim I e todas as suas potências são ideais

de Ratliff-Rush.

Observação 2.3. Sejam (A,M) um anel local e I um ideal M-primário regular. Como

Ĩ é o maior ideal em A com a propriedade que (Ĩ)n = In para n suficientemente grande,

temos que Ĩ pode ser caracterizado como o maior ideal contendo I que tem o mesmo

polinômio de Hilbert PI(n) (= length(A/In) para n suficientemente grande) de I.

As proposições a seguir nos fornecem condições para que um ideal seja Ratliff-Rush.

É importante observar que ser ideal de Ratliff-Rush é uma propriedade local-global.

Proposição 2.11. Sejam A, S anéis Noetherianos, f : A −→ S um homomorfismo e

defina em S uma estrutura de A-álgebra via f. Suponha que I é um ideal regular em

A tal que IS é um ideal de Ratliff-Rush em S e I = f−1(IS). Então I é Ratliff-Rush

em A.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Demonstração. Seja a ∈ Ĩ, então a ∈ In+1 :A I
n para algum n ∈ Z+. Logo aIn ⊆ In+1

e dáı dado
m∑
j=1

x1j · · ·xnj ∈ In temos que

a
m∑
j=1

x1j · · ·xnj =
k∑
j=1

y1j · · · y(n+1)j ⇒

f(a
m∑
j=1

x1j · · ·xnj) = f(
k∑
j=1

y1j · · · y(n+1)j) ⇒

f(a)
m∑
j=1

f(x1j) · · · f(xnj) =
k∑
j=1

f(y1j) · · · f(y(n+1)j).

Como
m∑
j=1

f(x1j) · · · f(xnj) ∈ (IS)n e
k∑
j=1

f(x1j) · · · f(x(n+1)j) ∈ (IS)n+1 con-

clúımos que f(a) ∈ (IS)n+1 :S (IS)n e portanto f(a) ∈ IS, pois IS é Ratliff-Rush,

assim a ∈ I como desejamos.

Corolário 2.12. Se f : A −→ S é sobrejetiva, então a pré-imagem em A de um ideal

de Ratliff-Rush em S, se regular, é também Ratliff-Rush.

Demonstração. Segue de f(f−1(J))S = J e da Proposição 2.11.

Definição 2.2. Sejam A um anel e M um A-módulo. Dizemos que M é um A-módulo

plano se para cada sequência exata de A-módulos

0 −→ N
′ −→ N −→ N

′′ −→ 0

a sequência induzida

0 −→M ⊗N ′ −→M ⊗N −→M ⊗N ′′ −→ 0

é exata. Quando temos a equivalência dizemos que M é fielmente plano.

Proposição 2.13. Sejam A, S anéis Noetherianos e f : A −→ S o homomorfismo que

define S como uma A-álgebra. Suponha que S é plano sobre A. Então para qualquer

ideal I ∈ A, ĨS = ĨS. Em particular, se I é Ratliff-Rush, então IS também é.

Demonstração. De fato, sabemos que (IS)n+1 :S (IS)n = In+1S :S I
nS. Assim, como

In é finitamente gerado, temos que In+1S :S I
nS = (In+1 :A I

n)S. Esse resultado nos

mostra que ĨS =
⋃
n≥1(IS)n+1 :S (IS)n =

⋃
n≥1(I

n+1 :A I
n)S = (

⋃
n≥1 I

n+1 :A I
n)S =

ĨS.

Proposição 2.14. I é Ratliff-Rush se, e somente se, IAp é Ratliff-Rush para todo

ideal primo, ou todo ideal maximal, p ∈ A
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Demonstração. (⇒) De fato, temos que Ap é plano para todo p ideal primo de A. Se

I é Ratliff-Rush (I = Ĩ) obtemos, da Proposição 2.13, que ĨAp = ĨAp = IAp, ou seja,

IAp é Ratliff-Rush para todo ideal primo e, em particular, para todo maximal.

(⇐) Seja IAp um ideal de Ratliff-Rush para todo ideal primo, ou maximal, de A.

Assim ĨAp = IAp, e dáı ĨAp = IAp. Pela Proposição A.4 temos que Ĩ = I, isto é, I é

Ratliff-Rush.

Corolário 2.15. I é Ratliff-Rush se, e somente se, IAp é Ratliff-Rush, ∀ p primo

associado de I.

Demonstração. (⇒) Segue direto da Proposição 2.14 acima.

(⇐) Sabemos que se JAp ⊆ IAp, para todo p ∈ AssA

(
A

I

)
,então J ⊆ I. Portanto,

como ĨAp = ĨAp = IAp segue que I é Ratliff-Rush.

Corolário 2.16. Suponha que S é fielmente plano sobre A, então Ĩ = ĨS ∩ A para

qualquer ideal I em A. Dáı, IS é um ideal de Ratliff-Rush em S se, e somente se, I é

Ratliff-Rush em A.

Demonstração. Da Proposição 2.13 segue que ĨS = ĨS e, por S ser fielmente plano,

segue que Ĩ = ĨS ∩ A = ĨS ∩ A. Se IS é um ideal de Ratliff-Rush segue que Ĩ =

ĨS ∩ A = IS ∩ A = I. À reciproca segue da Proposição 2.13.

Proposição 2.17. Seja I um ideal regular em um anel Noetheriano A, e seja a um

elemento de Is\Is+1 tal que a imagem ā em
Is

Is+1
⊆ grI(A) é um não divisor de zero

(assim, para todo n ∈ Z+, In é um fechado a Ratliff-Rush). Então, J = Is+1 + (a) é

também um ideal de Ratliff-Rush.

Demonstração. Note, como na Proposição 2.8, que a hipótese sobre ā nos diz que

Ik+s : a = Ik para todo k ∈ Z+. Assim, para cada n 6= 1, temos que J ⊆ Jn+1 : Jn ⊆
Jn+1 : an. A fim de concluir o resultado vamos mostrar, por indução, que Jn+1 : an ⊆ J .

Para n = 0 o resultado é obvio, para n > 0 suponha que Jn : an−1 ⊆ J , portanto

x ∈ Jn+1 : an =⇒ xan ∈ Jn+1 = (Is+1)n+1 +a(Is+1)n+ · · ·+anIs+1 +(an+1) =⇒ xan =
n+1∑
j=0

ajbj, onde bj ∈ (Is+1)n+1−j. Como a(an−1x+
∑n+1

j=1 a
j−1bj) = b0 ∈ (Is+1)n+1 temos

que (an−1x +
∑n+1

j=1 a
j−1bj) ∈ (Is+1)n+1 : a = I(s+1)(n+1)−s ⊆ (Is+1)n. Assim, fazendo

k = j − 1, temos que an−1x ∈
n∑
k=0

ak(Is+1)(n+1)−(k+1) + (Is+1)n =
n∑
k=0

ak(Is+1)n−k = Jn

e dáı x ∈ Jn : an−1 ⊆ J , concluindo assim que J é Ratliff-Rush.

A proposição à seguir nos mostra condições para o produto de ideais de Ratliff-Rush

ser Ratliff-Rush.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Proposição 2.18. Se I, J são ideais de Ratliff-Rush comaximais, então IJ é também

Ratliff-Rush.

Demonstração. De fato, como as potências de I são comaximais com as potências de J,

temos que produtos de potências desses ideais são iguais a interseção dessas potências

e assim:

(IJ)n+1 : (IJ)n = (In+1 ∩ Jn+1) : InJn

= (In+1 : InJn) ∩ (Jn+1 : InJn)

= ((In+1 : In) : Jn) ∩ ((Jn+1 : Jn) : In)

= (I : Jn) ∩ (J : In)

= (A ∩ (I : Jn)) ∩ (A ∩ (J : In))

= ((I : I) ∩ (I : Jn)) ∩ ((J : J) ∩ (J : In))

= (I : I + Jn) ∩ (J : J + In)

= (I : A) ∩ (J : A)

= I ∩ J

= IJ

como queŕıamos.

Observação 2.4. Seja I um ideal em um domı́nio Noetheriano A e seja a ∈ A. Então

não necessariamente ãI = aĨ. Por exemplo, mesmo se I e todas as suas potências

forem Ratliff-Rush e (a) for uma redução minimal de I temos pela Proposição 2.6 que

se I não é estável aI não é Ratliff-Rush. Por isso a famı́lia de ideais de Ratliff-Rush de

um domı́nio integral não é fechada, em geral, sob isomorfismo e nem sob interseções.

Em particular, I ⊆ J não implica que Ĩ ⊆ J̃ .

Exemplo 2.2. Seja A = K[[t3, t4]], onde t é uma indeterminada sobre o corpo K, e

seja M = (t3, t4) o ideal maximal de A. Como A ∼=
K[[x, y]]

(y3 − x4)
e o anel graduado de

(x, y) em K[[x, y]] é isomorfo à K[x, y]. Segue do Lema A.9 que grM(A) ∼=
K[x, y]

(y3)K[x, y]
,

assim grM(A) é Cohen-Macaulay, logo grM(A)+ contém um não divisor de zero e segue

que todos as potências de M são fechados a Ratliff-Rush. Note que t8 ∈ t̃3M, pois

(t3M)2 = M4, mas t8 /∈ t3M, assim t3M ( t̃3M, exemplificando o primeira resultado

da observação 2.4. Além disso, temos que o ideal t8M = (t11, t12) = (t3) ∩ (t8) é a

interseção de dois ideais principais, ou seja, de dois ideais de Ratliff-Rush e é claro que

t8M ⊆ (t8), mas t13 ∈ (t11, t12, t13)\(t8) ⊆ t̃8M\t8M, isto é, t̃8M * (̃t8) = (t8).
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Apesar da Observação 2.4 temos, em certos casos, que o produto de um fechado a

Ratliff-Rush I com um ideal principal regular (a) é também Ratliff-Rush.

Exemplo 2.3. Se I é estável então aI é Ratliff-Rush, isto é, ãI = aI = aĨ. Pois como

o conjunto de ideais estáveis é fechado sob o produto (Observação 2.1) e como todo

ideal estável é Ratliff-Rush (Proposição 2.5) temos que aI é também Ratliff-Rush.

Proposição 2.19. Dado um ideal não nulo I ⊆ A e um não divisor de zero a ∈ A. Se

aI é Ratliff-Rush então I é Ratliff-Rush.

Demonstração. De fato, se I não é Ratliff-Rush, isto é, I ( In+1 : In, então aI (
a(In+1 : In) ⊆ (aI)n+1 : (aI)n, assim aI também não é Ratliff-Rush.

2.2 Comportamento dos fechos de Ratliff-Rush em

potências de ideais

Sabemos, da Proposição 2.4, que a definição de fecho de Ratliff-Rush tem um

bom comportamento assintótico, isto é, potências suficientemente grandes de ideais

regulares são fechados a Ratliff-Rush. Porém, potências menores não tem o mesmo

comportamento. Essa seção dedica-se à exemplificar fenômenos que podem ocorrer

com essas potências.

Nossos dois primeiros exemplos abordam o caso de ideais que são fechados a Ratliff-

Rush, mas que alguma de suas potências não é.

Exemplo 2.4. Seja I o ideal maximal do anel local A =
K[[x, y, z]]

(y2, yz, xy − z3)
que é Cohen-

Macaulay, com K corpo e x,y e z indeterminadas sobre K. Como x é um não divisor de

zero e x ∈ I temos que I é regular. Como I é primo segue que é Ratliff-Rush, porém

y ∈ I3 : I ⊆ Ĩ2 mas y /∈ I2.

Exemplo 2.5. Seja In = (x3n−1, x3n−4y3, x3y3n−4, y3n−1) um ideal em A = K[x, y],

onde n ≥ 3 é um número inteiro ı́mpar e K um corpo. Mostraremos que (In)n não é

Ratliff-Rush. Note que (xy)(3n−1)n/2(x3n−1)2m−1 ∈ In+2m−1, onde n = 2m+ 1, pois:

(xy)(3n−1)n/2(x3n−1)2m−1 = (xy)6m
2+5m+1x12m

2−2m−2

= (x18m
2+3m−1y9m+3)(y6m

2−4m−2)

= (x(6m−1)(3m+1)y3(3m+1))(y(6m+2)(m−1))

= (x3n−4y3)3m+1(y3n−1)m−1

e (x3n−4y3)3m+1(y3n−1)m−1 ∈ (In)4m = (In)n+2m−1. De forma análoga obtemos

que (xy)(3n−1)n/2(x3n−4y3)2m−1 ∈ In+2m−1, (xy)(3n−1)n/2(x3y3n−4)2m−1 ∈ In+2m−1 e

(xy)(3n−1)n/2(y3n−1)2m−1 ∈ In+2m−1. Portanto, da Proposição 2.4 item (a), segue que

(xy)(3n−1)n/2 ∈ (̃In)n, contudo (xy)(3n−1)n/2 /∈ (In)n.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

A seguir exibiremos um ideal que não é fechado a Ratliff-Rush, mas que todos as

suas potências (n ≥ 2) são.

Exemplo 2.6. Seja A = K[x, y] o anel de polinômios, onde K é um corpo, e considere

o ideal I = (x4, x3y, xy3, y4). Observe que In = (x, y)4n para todo n ≥ 2, assim da

Proposição 2.4, item (a), e do que observamos acima segue que Ĩn =
⋃
i≥1(I

n+i : I i) =

(x, y)4n. Portanto I não é Ratliff-Rush, mas suas potências são.

O próxima exemplo apresenta uma famı́lia de ideais onde todas as potências são

Ratliff-Rush.

Exemplo 2.7. Sejam A = K[x, y], com K corpo, e I = (xl, xyl−1, yl), com l ≥ 3. Note

que a imagem de xl em grI(A) é um elemento regular. De fato, temos que

In+1 : xl = (xlIn + (xyl−1, yl)n+1) : xl

= In + (yl−1)n+1(x, y)n+1 : xl

= In + (yl−1)n+1(x, y)(n+1)−l.

Note que se n+ 1 ≤ l, então In + (yl−1)n+1(x, y)(n+1)−l = In, pois (l − 1)(n+ 1) =

ln+l−(n+1) ≥ ln. Temos também que se n+1 ≥ l, então In+(yl−1)n+1(x, y)(n+1)−l =

In, pois (yl−1)n+1(x, y)(n+1)−l = (yl)l−1(xyl−1, yl)(n+1)−l ⊆ I l−1+n+1−l = In. Portanto,

sendo f a imagem de f ∈ In − In+1 em
In

In+1
tal que xlf = 0, temos dáı que

xlf ∈ In+2 =⇒ f ∈ In+2 : xl = In+1 =⇒ f = 0,

absurdo, portanto xl é regular em grI(A), assim prof(grI(A)) ≥ 1 e, do Corolário 2.9,

todas as potências de I são Ratliff-Rush.

Finalizaremos essa seção apresentando uma importante proposição. Ela nos forne-

cerá condições para que todas as potências de um ideal monomial sejam fechados a

Ratliff-Rush.

Proposição 2.20. Seja A o anel de polinômios K[x1, . . . , xd] em d variáveis sobre o

corpo K. Seja I um ideal monomial zero dimensional (d+ 1)-gerado, então o anel gra-

duado associado grI(A) tem profundidade positiva. Em particular, todas as potências

de I são Ratliff-Rush.

Demonstração. Necessariamente d > 1. Note que I = (xα1
1 , . . . , x

αd
d , x

v), onde para

cada i, αi > vi. Além disso, pelo menos dois dos vi são não nulos. Suponha que

grI(A) tem profundidade igual a zero, desde que I é monomial existe um monômio

xu ∈ In\In+1 (para algum inteiro não negativo n) tal que xu(x1, . . . , xd) ⊆ In+1 e

xuI ⊆ In+2.
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2. Ideais de Ratliff-Rush

Seja I0 = (xα1
1 , . . . , x

αd
d ), vamos provar que se xuI0 ⊆ In+2, xu /∈ In+1 e n ≥ 0, então

xu = xvxu
′
, onde xu

′
I0 ⊆ In+1. A saber,

xuxαi
i ∈ In+2 ∩ (xαi

i ) ⊆ xαi
i I

n+1 + Jn+2 ∩ (xαi
i ),

onde J = (xα1
1 , . . . , x

αi−1

i−1 , x
αi+1

i+1 , . . . , x
αd
d , x

v). Como xu /∈ In+1, necessariamente

xuxαi
i ∈ Jn+2 ∩ (xαi

i ) ⊆ Jn+2.

Escreva xuxαi
i = xβ(xα1

1 )e1 · · · (xαd
d )ed(xv)e, onde os ej e e são inteiros não negativos

acrescentados a n+ 2, ei = 0 e o monômio xβ é possivelmente uma unidade. Se e = 0,

então

xu ∈ (xα1
1 , . . . , x

αi−1

i−1 , x
αi+1

i+1 , . . . , x
αd
d )n+2 : xαi

i = (xα1
1 , . . . , x

αi−1

i−1 , x
αi+1

i+1 , . . . , x
αd
d )n+2

contrariando a hipótese, assim e > 0.

Então, da equação xuxαi
i = xβ(xα1

1 )e1 · · · (xαd
d )ed(xv)e, temos que uj ≥ vj para todo

j 6= i. Como isso vale para todo i, segue que u ≥ v. Em particular, para todo i,

xu−vxαi
i = (xα1

1 )e1 · · · (xαd
d )ed(xv)e−1 ∈ In+1, o que prova a afirmação.

Contradição! Pois, repetindo esse processo, xu é um produto de n+ 1 copias de xv

vezes um elemento de I : I0 = A, e assim xu ∈ In+1.

Por fim, observamos ainda que desde a definição de fecho de Ratliff-Rush estamos

supondo que o ideal em questão é regular, esta é uma hipótese natural e que não só

beneficia o desenvolvimento da teoria, por exemplo, se I é um ideal principal em um

anel Noetheriano não-nulo satisfazendo a condição de Ratliff-Rush, então o gerador

de I é um não divisor de zero. É suficiente mostrar isso em localizações por ideais

maximais contendo o ideal principal. De fato, suponha que a não seja uma unidade em

um anel local Noetheriano R tal que I = (a) =
⋃
n≥1(a

n+1) :R (an) e que ab = 0 para

algum b ∈ R. Então b ∈ (a2) : (a), digamos com b = ab1. Como a2b1 = ab = 0 vemos

que b1 ∈ (a3) : (a2), digamos com b1 = ab2. Continuando esse argumento notamos que

b ∈
⋂
n≥1(a

n) = 0, portanto a é um não divisor de zero.

30



Caṕıtulo 3

O número de redução Ratliff-Rush

Este caṕıtulo é dedicado a apresentar o resultado dado por Amir Mafi em [11], para

a questão proposta por Maria Evelina Rossi e Irena Swanson em [16].

Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão positiva d com corpo

residual infinito e I um ideal M-primário. Note que, sob essas condições, prof

(
A

I

)
= 0

e assim I é um ideal regular. Além disso, pelo Teorema da Interseção de Krull, temos

que
⋂
n I

n = (0) logo, pela Proposição 1.20, todo elemento superficial x ∈ I é regular

e, pela Proposição 1.19, tem-se Ik : x = Ik−1 para todo k � 0.

Lema 3.1. Seja m um inteiro não negativo. Então seguem os resultados:

(a) Ĩm+1 : x = Ĩm para todo elemento superficial x ∈ I;

(b) Ĩm+1 : J = Ĩm para toda redução minimal J de I ;

(c) Ĩm+1 : I = Ĩm;

(d) JĨm+1 : x = Ĩm+1 para toda redução minimal J de I e todo elemento superficial

x ∈ J .

Demonstração. Sabemos que Ĩm = Im+k : Ik para todo k � 0 e Ĩm+1 = Im+1+j : Ij

para todo j � 0. Assim,

(a) Ĩm+1 : x = (Im+1+j : Ij) : x = (Im+1+j : x) : Ij = Im+j : Ij = Ĩm.

(b) Ĩm+1 : J = (Im+1+j : Ij) : J = Im+1+j : JIj = Im+j+1 : Ij+1 = Ĩm.

(c) Ĩm+1 : I = (Im+1+j : Ij) : I = Im+1+j : IIj = Im+j+1 : Ij+1 = Ĩm.

31



3. O número de redução Ratliff-Rush

(d) Sabemos que xĨm+1 ⊆ JĨm+1. Seja f ∈ JĨm+1 : x, logo fx ∈ JĨm+1 e, pelo

item (b), temos que JĨm+1 ⊆ Ĩm+2 portanto f ∈ Ĩm+2 : x. Pelo item (a),

Ĩm+2 : x = Ĩm+1 e assim segue a igualdade.

Voltando ao objetivo deste caṕıtulo, sejam (A,M) um anel Noetheriano, I ⊆ A

um ideal regular e J ⊆ I uma redução minimal. Vimos, no primeiro caṕıtulo, que o

número de redução de I com respeito a J é dado por:

rJ(I) := min{n | In+1 = JIn}.

Se I tem uma redução principal, isto é, existe x ∈ I tal que In+1 = xIn para algum

n ∈ Z+, então o analytic spread, `(I), é igual a 1 e rJ(I) não depende de J. De fato,

note inicialmente que se (x) é uma redução de I então, da Proposição 1.13 item (b), o

ideal (x) é uma redução minimal, assim `(I) = 1. Além disso, sejam (x) e (y) reduções

minimais de I e m,n ∈ Z+ os menores inteiros tais que xIn = In+1 e yIm = Im+1.

Suponha, por contradição, que m > n, provaremos que yIm−1 = Im. É claro que

yIm−1 ⊆ Im, seja z ∈ Im como m > n temos que xIm−1 = Im assim z ∈ xIm−1, logo

z = xw com w ∈ Im−1. Note que zI = xwI ⊆ Im+1 = yIm = yxIm−1 e como x é

um elemento regular segue que wI ⊆ yIm−1, logo z = wx ∈ yIm−1 e dáı yIm−1 = Im,

contradição. O mesmo argumento vale para n > m, portanto m = n e, neste caso,

escrevemos:

r(I) := min{n | In+1 = xIn}.

Como vimos no caṕıtulo precedente o fecho de Ratliff-Rush comporta-se assinto-

ticamente bem, isto é, Ĩn = In para n � 0. Assim, em geral, se J é uma redução

minimal de I então existe k ∈ Z+ tal que Ĩm+1 = JĨm para todo m ≥ k.

Definimos o número de redução Ratliff-Rush de I com respeiro a J por:

r̃J(I) := min{n | Ĩm+1 = JĨm ∀ m ≥ n}.

Não é claro se Ĩn+1 = JĨn implica que Ĩm+1 = JĨm para todo m ≥ n, observe

que Ĩ Ĩn não necessariamente é Ĩn+1, contudo se I é um ideal regular que tem redução

principal, digamos (x), então o número de redução Ratliff-Rush de I com respeito

a (x) coincide com o menor inteiro n tal que Ĩn+1 = xĨn. De fato, se Ĩn+1 = xĨn

para algum inteiro n, então Ĩm+1 ⊆ Ĩm ⊆ Ĩn+1 = xĨn ⊆ (x) para todo m > n, dáı

Ĩm+1 = (x) ∩ Ĩm+1 = xĨm.
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3. O número de redução Ratliff-Rush

Seja

G̃ :=
⊕
n≥0

Ĩn

Ĩn+1

o anel graduado associado ao fecho de Ratliff-Rush de I. Este anel tem uma estrutura

natural de álgebra graduada com profundidade positiva, porém não é uma álgebra

standard pois não necessariamente temos G̃n+1 = G̃1G̃n. O Lema a seguir mostra que,

para um ideal regular que possui redução principal, o número de redução Ratliff-Rush

coincide com o menor inteiro t tal que G̃t ' G̃t+1. Isso implica que se I tem uma

redução principal, então r̃J(I) também não depende de J e podemos escrever r̃(I) em

vez de r̃J(I).

Lema 3.2. Seja I um ideal regular no anel local (A,M) que possui redução principal

e seja t ≥ 0. As seguintes condições são equivalentes:

(a) G̃t ' G̃t+1;

(b) IĨ t + Ĩ t+2 = xĨ t + Ĩ t+2;

(c) G̃t ' G̃n ∀ n ≥ t;

(d) Ĩn+1 = xĨn para algum elemento superficial x ∈ I e para todo n ≥ t;

(e) Ĩ t+1 = xĨ t para algum elemento superficial x ∈ I.

Demonstração. Observação: De maneira similar ao Lema 3.1 temos que, sob nossas

hipóteses, Ĩn+1 : x = Ĩn para todo elemento superficial x e todo n ≥ 0, assim a

multiplicação por x define uma aplicação injetiva

G̃n
x−→ G̃n+1

cujo conúcleo é

Kn :=
G̃n+1

xG̃n

=
Ĩn+1

xĨn + Ĩn+2
.

(a) ⇒ (b) Segue que G̃t+1 ' G̃t ' xG̃t, assim a aplicação definida é bijetiva e dáı

Kt = 0, logo IĨ t + Ĩ t+2 ⊆ Ĩ t+1 ⊆ xĨ t + Ĩ t+2, e como é claro que xĨ t + Ĩ t+2 ⊆ IĨ t + Ĩ t+2

segue a igualdade.

(b) ⇒ (c) Seja r = r(I). Se n ≥ r, então In = Ĩn e In+1 = xn+1−rIr. Logo, como x

é regular em A, temos que

G̃r =
Ir

xIr
' G̃n
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para todo n ≥ r. Supondo que t ≤ n < r, provaremos que G̃r = G̃n. Por hipótese

IĨ t ⊆ xĨ t + Ĩ t+2 e sabemos que Ir = xr−tĨ t. Pois,

Ir = Ir−t−1I t+1 ⊆ Ir−t−1IĨ t ⊆ Ir−t−1(xĨ t+ Ĩ t+2) ⊆ xIr−t−1Ĩ t+ Ĩr+1 = xIr−t−1Ĩ t+Ir+1.

Note que Ir+1 = IIr ⊆ MIr, logo Ir = xIr−t−1Ĩ t + MIr. Como r ≥ t + 1 temos

dois casos, se r = t+ 1 então, pelo Lema de Nakayama, segue que I t+1 = xĨ t e dáı

G̃t+1 =
Ĩ t+1

Ĩ t+2
=
I t+1

I t+2
=

I t+1

xI t+1
=

xĨ t

xĨ t+1
' Ĩ t

Ĩ t+1
= G̃t.

Se r > t+ 1, então

xIr−t−1Ĩ t+Ir+1 ⊆ xIr−t−2(xĨ t+ Ĩ t+2)+Ir+1 ⊆ x2Ir−t−2Ĩ t+Ir+1 ⊆ · · · ⊆ xr−tĨ t+Ir+1.

Como foi feito acima podemos aplicar o Lema de Nakayama obtendo que Ir = xr−tĨ t

e dáı Ir+1 = xIr = xr−t+1Ĩ t ⊆ xr−tĨ t+1 ⊆ · · · ⊆ Ĩr+1 = Ir+1. Logo,

G̃r =
Ĩr

Ĩr+1
=

Ir

Ir+1
=

xr−tĨ t

xr−tĨ t+1
' Ĩ t

Ĩ t+1
= G̃t.

E como, para todo t ≤ n < r, temos Ir = xr−tĨ t ⊆ xr−t−1Ĩ t+1 ⊆ xr−nĨn ⊆
xr−n−1Ĩn+1 ⊆ · · · ⊆ Ĩr = Ir segue que Ir = xr−nĨn e Ir+1 = xr−nĨn+1 para todo

t ≤ n < r, assim

G̃r =
Ĩr

Ĩr+1
=

Ir

Ir+1
=

xr−nĨn

xr−nĨn+1
' Ĩn

Ĩn+1
= G̃n.

Portanto o item (c) é válido.

(c) ⇒ (d) Note que se n ≥ r o item (d) é válido. Suponha que n < r, se provarmos

que Ĩn+1 ⊆ xĨn + MĨn+2 para todo t ≤ n < r então a conclusão segue do Lema de

Nakayama. Seja m um inteiro tal que t ≤ m < r. Por hipótese o conúcleo Km = 0,

assim

Ĩm+1 ⊆ xĨm + Ĩm+2.

Além disso Kn = 0, para todo n > m, logo Ĩm+2 ⊆ xĨm + Ĩm+3 ⊆ · · · ⊆ xĨm + Ĩs+1

e como Ĩs+1 = xĨs ⊆ xĨm+1 ⊆ MĨm+1 segue que Ĩm+1 ⊆ xĨm + MĨm+1 portanto o

resultado é válido.

(d) ⇒ (e) Trivial.

(e) ⇒ (a) Temos, por hipótese, que Kt = 0 logo a aplicação definida na nossa

observação é um isomorfismo em t.
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O resultado a seguir nos mostra como relacionar os invariantes r(I) e r̃(I) que

definimos.

Proposição 3.3. Seja I um ideal regular de um anel local (A,M) tendo redução

principal e seja s(I) o menor inteiro tal que Ĩn = In para todo n ≥ s. Então

(a) s(I) ≤ r(I);

(b) r̃(I) ≤ r(I);

(c) r̃(I) = r(I) se, e somente se, Ir(I) * (x) para alguma redução minimal (x) de I.

Demonstração. De fato, faça r := r(I). Então I i+1 = xI i para todo i ≥ r, dáı segue

que dado p ≥ r e t ≥ 0 temos que I t+p = xt+p−rIr.

Sejam j ≥ r e t um inteiro positivo tal que Ĩj = Ij+t : I t, então:

Ĩj = Ij+t : I t ⊆ Ij+t : xt = xj+t−rIr : xt = xj−rIr ⊆ Ij

Assim, para todo j ≥ r, Ĩj = Ij o que prova os itens (a) e (b). Como Ĩn ∩ (x) =

xĨn−1 para todo inteiro positivo podemos observar que Ĩn = xĨn−1 para algum n se, e

somente se, Ĩn ⊆ (x). Assim a conclusão do item (c) segue do item (a), pois Ĩr = Ir.

Note que se grI(A) tem profundidade positiva, então r̃(I) = r(I) e s(I) = 0. O

exemplo a seguir mostra que a desigualdade na Proposição 3.3 item (b) pode ser estrita:

Exemplo 3.1. Sejam A = K[[t4, t5, t11]] e I o seu ideal maximal. Temos que I4 = t4I3,

assim r(I) = 3. Note que I é fechado a Ratliff-Rush, mas I2 6= Ĩ2 = (t8, t9, t10, t11).

Além disso, Ĩn+1 = t4Ĩn para todo n ≥ 2 dáı r̃(I) < r(I)

Note que a Proposição 3.3 responde a seguinte pergunta: Seja (A,M) um anel local

Cohen-Macaulay de dimensão d = 1 e I um ideal M-primário. É sempre verdade que

r̃J(I) ≤ rJ(I)? No que segue o nosso objetivo será apresentar uma solução para este

resultado com d = 2 e d ≥ 3.

Uma sequência superficial x1, . . . , xs ∈ I é dita ser uma sequência tame superfi-

cial se, para todo i = 1, . . . , s, xi é um elemento superficial de I. Sequências desse tipo

serão cruciais na obtenção do resultado final deste caṕıtulo.

Sejam (A,M) um anel local Noetheriano com dimensão positiva e I um ideal de

A. Um sistema de elementos homogêneos y1, . . . , yt ∈ grI(A) é chamada sequência

filter-regular se, e somente se,

yi /∈
⋃

p∈Ass
(

grI (A)

(y1,...,yi−1)grI (A)

)
\V (grI(A)

+)

p
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para todo i = 1, . . . , t. Sabemos que y1, . . . , yt é uma sequência regular de I se, e

somente se y1, . . . , yt é uma sequência filter-regular de grI(A), onde yi = yi + I2.

Uma sequência y1, . . . , yt que é filter-regular em qualquer ordem é chamada sequência

filter-regular incondicionada.

Lema 3.4. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão positiva d, com

corpo residual infinito, e I um ideal M-primário de A. Então toda redução minimal J

de I pode ser gerado por uma sequência tame superficial de I.

Demonstração. Seja J uma redução minimal de I. Como o corpo residual é infinito

temos, pela seção 8.6 em [19], que existe um sequência superficial y1, . . . , yd em I tal que

J = (y1, . . . , yd). Como y1, . . . , yd forma uma sequência filter-regular em grI(A) então,

pela Proposição A.12, Q = (y1, . . . , yd) admite um sistema de geradores de comprimento

d, digamos z1, . . . , zd, que forma uma sequência filter-regular incondicionada. Como

z1, . . . , zd é, em particular, uma sequência superficial maximal na redução minimal J,

segue que J = (z1, . . . , zd) é gerado por uma sequência tame superficial.

Lema 3.5. Seja (A,M) uma anel local Cohen-Macaulay de dimensão d = 2 e seja

x1, x2 uma sequência superficial em I com J = (x1, x2). Então, Jn+1Ĩm : x1 = JnĨm

para todo m,n ∈ N.

Demonstração. Provaremos esse resultado por indução sobre n. O caso n = 0 segue

do Lema 3.1 item (d). Supondo que n ≥ 1, sempre temos que x1J
nĨm ⊆ Jn+1Ĩm,

queremos mostrar que se f ∈ Jn+1Ĩm : x1, então f ∈ JnĨm. Como Jn+1Ĩm = JJnĨm,

temos que fx1 = a1x1 + a2x2, com a1, a2 ∈ JnĨm. Assim, x1(f − a1) = a2x2 ∈ x2JnĨm,

da Proposição 1.20 juntamente com o Teorema da Interseção de Krull, temos que

x1, x2 é uma sequência regular. Assim, x1 é um não divisor de zero em
A

(x2)
, e como

x1(f − a1) = a2x2 = 0 segue que f − a1 ∈ (x2), logo f − a1 = tx2, com t ∈ A, dáı

tx1x2 = x1(f − a1) ∈ x2JnĨm e, como x2 é um não divisor de zero em A, temos que

tx1 ∈ JnĨm e dáı t ∈ JnĨm : x1. Por hipótese de indução JnĨm : x1 = Jn−1Ĩm assim

obtemos f = a1 + tx2 ∈ JnĨm como desejamos.

Proposição 3.6. Sejam (A,M) uma anel local Cohen-Macaulay de dimensão d = 2 e

x1, x2 uma sequência superficial em I com J = (x1, x2). Então, r̃J(I) ≤ rJ(I).

Demonstração. Faça rJ(I) = m e seja n um inteiro tal que n ≥ m. Como Ĩn+1 =

In+k+1 : (xk1, x
k
2) para todo k � 0 e In+k+1 = Jk+1In, temos que:

Ĩn+1 = Jk+1In : (xk1, x
k
2) ⊆ Jk+1In : xk1 ⊆ Jk+1Ĩn : xk1 = ((Jk+1Ĩn : x1) : xk−11 ).
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Aplicando o Lema 3.5 k vezes conclúımos que Ĩn+1 ⊆ JĨn e f ∈ JĨn implica que

f =
N∑
i=1

xiyi, com xi ∈ J e yi ∈ Ĩn =
⋃
i≥1

(In+i : I i), logo yi ∈ In+ki : Iki para algum

ki ≥ 1, dáı xiyiI
ki ⊆ xiI

n+ki ⊆ In+1+ki , pois xi ∈ J ⊆ I. Assim, JĨn ⊆ Ĩn+1, ou seja,

Ĩn+1 = JĨn para todo n ≥ m. Portanto r̃J(I) ≤ m.

Observação 3.1. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d = 2

e J uma redução minimal de I. Se rJ(I) = m e Ĩm = Im então, pela Proposição 3.6,

temos Ĩn = In para todo n ≥ m.

Lema 3.7. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 3, I um ideal

M-primário e x, x1, . . . , xs uma sequência tame superficial de I com K = (x1, . . . , xs),

então KnĨm+1 : x = KnĨm para todo m,n inteiros não negativos.

Demonstração. Procederemos por indução em n. O caso n = 0 segue do Lema 3.1.

Seja n ≥ 1, por hipótese de indução temos que Kn−1Ĩm+2 : x = Kn−1Ĩm+1 e sabemos

que KnĨm+1 : x ⊆ Kn−1Ĩm+2 : x. Assim, o argumento finaliza se provarmos que:

(x1, . . . , xr)
n−1Ĩm+1 ∩ (KnĨm+1 : x) ⊆ KnĨm ∀ r ∈ {0, . . . s}.

Procederemos agora por indução sobre r. Se r = 0, faça (x1, . . . , xr) = (0), e

o resultado segue. Seja r ≥ 1 e tome y ∈ (x1, . . . , xr)
n−1Ĩm+1 ∩ (KnĨm+1 : x), como

y ∈ (x1, . . . , xr)
n−1Ĩm+1 podemos escreve y = α+xrβ, onde α ∈ (x1, . . . , xr−1)

n−1Ĩm+1 e

β ∈ (x1, . . . , xr)
n−2Ĩm+1. Agora, seja J = (x1, . . . , xr−1, xr+1, . . . , xs) e então xy = xα+

xxrβ ∈ KnĨm+1 = JnĨm+1 + xrK
n−1Ĩm+1. Assim, podemos tomar um elemento z ∈

Kn−1Ĩm+1 tal que xy−xrz = xα+x(xrβ−z) ∈ JnĨm+1. Como JnĨm+1 ⊆ Jn−1Ĩm+2 e de

α ∈ Jn−1Ĩm+1 temos xα ∈ Jn−1Ĩm+2 segue que xr(xβ − z) ∈ Jn−1Ĩm+2 e, por hipótese

de indução em n, temos xβ− z ∈ Jn−1Ĩm+1 a assim xβ ∈ Kn−1Ĩm+1, pois Jn−1Ĩm+1 ⊆
Kn−1Ĩm+1. Novamente pela hipótese indução em n temos que β ∈ Kn−1Ĩm. Portanto

xα = xy − xxrβ ∈ KnĨm+1 e dáı α ∈ (x1, . . . , xr)
n−1Ĩm+1 ∩ (KnĨm+1 : x). Assim,

por hipótese de indução em r, temos que α ∈ KnĨm logo y = α + xrβ ∈ KnĨm como

desejamos.

Lema 3.8. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 3, I

um ideal M-primário e x1, x2, . . . , xd uma sequência tame superficial de I com J =

(x1, x2, . . . , xd), então Jn+1Ĩm : x1 = JnĨm para todos m,n inteiros não negativos.

Demonstração. Procederemos por indução sobre n. O caso n = 0 segue do Lema 3.1

item (d). Agora, seja n ≥ 1 e fixe m, portanto x1(J
n+1Ĩm : x1) = Jn+1Ĩm ∩ (x1) =

(Jn+1
1 Ĩm + x1J

nĨm) ∩ (x1) = (Jn+1
1 Ĩm ∩ (x1)) + (x1J

nĨm ∩ (x1)) = (Jn+1
1 Ĩm ∩ (x1)) +
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x1J
nĨm = x1(J

n+1
1 Ĩm : x1) + x1J

nĨm, onde J1 = (x2, . . . xd). Portanto, usando o Lema

3.7, temos que x1(J
n+1Ĩm : x1) = x1(J

n+1
1 Ĩm : x1)+x1J

nĨm = x1J
n+1
1 Ĩm−1+x1J

nĨm =

x1J
nĨm, pois Jn+1

1 Ĩm−1 ⊆ JnĨm. Dáı Jn+1Ĩm : x1 = JnĨm como desejamos.

Teorema 3.9. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 3, I

um ideal M-primário e x1, x2, . . . , xd uma sequência tame superficial de I com J =

(x1, x2, . . . , xd), então r̃J(I) ≤ rJ(I).

Demonstração. Faça rJ(I) = m, provaremos que Ĩn+1 = JĨn para todo n ≥ m. Seja

k � 0, temos que Ĩn+1 = In+k+1 : (xk1, x
k
2, . . . , x

k
d). Em particular Ĩn+1 = Jk+1In :

(xk1, x
k
2, . . . , x

k
d), pois In+k = JkIn para todo k ∈ Z+. Portanto, usando o Lema 3.8,

obtemos que Ĩn+1 = Jk+1In : (xk1, x
k
2, . . . , x

k
d) ⊆ Jk+1In : xk1 ⊆ Jk+1Ĩn : xk1 = JĨn.

Assim, Ĩn+1 ⊆ JĨn. A inclusão JĨn ⊆ Ĩn+1 segue do Lema 3.1, portanto Ĩn+1 = JĨn

finalizando o resultado.

Com isso podemos fazer uma observação semelhante a feita em 3.1 para o caso

n ≥ 3.

Observação 3.2. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 3,

x1, . . . , xd uma sequência tame superficial e J = (x1, . . . , xd). Se rJ(I) = m e Ĩm = Im

então, pela Teorema 3.9, temos Ĩn = In para todo n ≥ m.

Por fim, exibiremos um exemplo dado por Amir Mafi ilustrando o caso em que a

desigualdade, do Teorema 3.9, é estrita.

Exemplo 3.2. Seja R = K[[x, y]], onde K é um corpo e I = (x4, x3y, xy3, y4). Com

as nossas condições temos que o número de redução, r(I), é independente. Sendo

J = (x, y)4 redução minimal de I, com JI2 = I3, segue que r(I) = 2. Além disso,

temos que o segundo coeficiente de Hilbert, e2(I), é zero. Assim, por Huckaba-Marley,

Corolário A.13, r̃J(I) ≤ 1 para toda redução minimal J de I. Portanto,

r̃J(I) ≤ 1 � 2 = rJ(I)

para toda redução minimal J de I.
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Apêndice A

Resultados auxiliares

Teorema A.1 (Teorema da Normalização de Noether Graduado). Sejam K um corpo

e A uma K-álgebra N-graduada finitamente gerada tal que A0 = K. Então, existem ele-

mentos x1, . . . , xm ∈ A algebricamente independentes sobre K, homogêneos de mesmo

grau tal que a extensão K[x1, . . . , xm] ⊆ A é inteira. Se K é um corpo infinito e A é

gerado sobre K por elementos de grau 1, então x1, . . . , xm podem ser tomados de grau

1.

Demonstração. Ver Atiyah ([1]) ou Matsumura ([12]) Lema 2 (pg 262).

Lema A.2 (Lema de Artin-Rees). Sejam A um anel Noetheriano, I ⊆ A um ideal, M

um A-módulo finitamente gerado e N ⊆ M um submódulo. Então existe um inteiro

k ≥ 1 tal que, para n ≥ k

InM ∩N = In−k(IkM ∩N)

Demonstração. Ver Atiyah ([1]) Proposição 10.9 e Corolário 10.10.

Lema A.3. Sejam (A,M) um anel Noetheriano local, I um ideal M-primário e J

uma redução de I, então J é também M-primário, e e(I) = e(J), onde e(J) denota a

multiplicidade de J em R.

Demonstração. Ver Matsumura ([12]) Teorema 14.13.

Proposição A.4. Sejam A um anel e I, J ideais de A. Então I = J se, e somente se,

IAM = JAM para todo ideal maximal M de A.

Demonstração. Ver Larsen-McCarthy ([10]) Proposição 3.13.
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Proposição A.5. Sejam n um inteiro positivo, (A,M) um anel local Noetheriano, J,

I ideais de A tais que J ⊆ In e B a subálgebra de FIn(A) gerada por
(J + MIn)

MIn
sobre

o corpo
A

M
. Então, J ⊆ In é uma redução se, e somente se, FI(A) ⊇ B é um B -módulo

finitamente gerado.

Além disso, o número de redução de In com relação a J é o maior grau de um

elemento em um conjunto minimal de geradores homogêneos de FIn(A) sobre B.

Demonstração. Ver Swanson-Huneke ([19]) Proposição 8.2.4.

Corolário A.6. Sejam (A,M) um anel local Noetheriano e J ⊆ I ideais de A. Se J

é uma redução de I, então o número mı́nimo de geradores de J é pelo menos igual ao

analytic spread de I (a dimensão de Krull de FI(A)), isto é, µ(J) ≥ `(I).

Demonstração. Ver Swanson-Huneke ([19]) Corolário 8.2.4.

Lema A.7. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d com corpo

residual infinito, I um ideal M-primário em A e J = (a1, . . . , ad), onde a1, . . . , ad é

um sistema de parâmetro contido em I tal que e(J) = e(I). Então, vale a seguinte

afirmação:

λA

(
I

I2

)
= e(I) + (d− 1)λA

(
A

I

)
− λA

(
I2

JI

)
Demonstração. Ver Valla ([21]) Lema 1.

Teorema A.8. Sejam (A,M) um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d e I um

ideal M-primário em A. Se λA

(
I

I2

)
= e(I) + (d− 1)λA

(
A

I

)
, então G(I) é Cohen-

Macaulay.

Demonstração. Ver Valla ([21]) Teorema 1.

Lema A.9. Sejam A, B anéis, I ⊆ A, J ⊆ B ideais e h : A −→ B um homomorfismo

sobrejetor tal que h(I) = J . Se K = Ker(h), então

Ker(gr(h)) = grI(K) := ({LI(a)}a∈K),

o ideal em grI(A) gerado por todos os termos ĺıderes de a ∈ K. Em particular, temos

um isomorfismo canônico de anéis graduados

grJ(S) ∼=
grI(A)

grI(K)
.

Demonstração. Ver Kunz ([9]) Lema 5.3.
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Teorema A.10. Suponha que x1, . . . , xt, xt+1, . . . , xr, com t ≥ 1 e r ≥ 2 é uma

sequência regular permutável com respeito a M e sejam I = (x1, . . . , xt) e J = (xt+1, . . . , xr)

ideais, então

InM ∩ JsM = InJsM

para todo n ≥ 0 e s ≥ 0.

Demonstração. Ver Caruth ([3]) Teorema 2.

Lema A.11. Sejam x, x1, . . . , xs ∈M uma sequência regular e J = (x1, . . . , xs). Então

temos os seguintes resultados:

(a) Jn+1 : xi = Jn para todo n ∈ N e todo i = 1, . . . , s ;

(b) Jn : x = Jn para todo n ∈ N.

Demonstração. Segue do Teorema A.10.

Proposição A.12. Sejam A um anel Noetheriano, I ⊆ A um ideal e M um A-

módulo finitamente gerado. Suponha que I é gerado por n elementos, então I possui

uma sequência de geradores de comprimento n que forma uma sequência filter-regular

incondicionada em M.

Demonstração. Ver Tajarod-Zakeri ([20]) Proposição 1.2.

Corolário A.13. Suponha que dim(A) = 2 e seja I um ideal M-primário de A, então:

(a) e1 =
∑
n≥1

λ

(
Ĩn

JIn−1

)

(b) e2 =
∑
n≥2

(n− 1)λ

(
Ĩn

JIn−1

)

(c) e2 = 0 se, e somente se, r̃(I) ≤ 1

Demonstração. Ver Huckaba-Marley [8] Corolário 4.13.
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