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Resumo

Neste trabalho, estudamos Teoremas de rigidez para superficies minimas free boun-
dary. Num primeiro momento, estudamos um resultado de folheacao por superficies
free boundary de curvatura média constante e, através disso, abordamos um resultado
de rigidez global para variedades Riemannianas tridimensionais com fronteira mean
convex. Este resultado foi provado por L. Ambrozio [I]. Apds isto, estudamos um
resultado de rigidez para superficies minimas free-boundary contidas na bola tridimen-
sional, dada uma condicao pincante no modulo da segunda forma fundamental. Neste
contexto, obtemos os importantes exemplos do disco equatorial plano e do catenoide

critico. Este resultado foi abordado por L. Ambrozio e I. Nunes [3].

Palavras-chave: Superficie, Minimas, Free boundary.



Abstract

In this work, we study some rigidity theorems for free boundary minimal surfaces.
Firstly, we have studied a foliation result by free boundary surfaces of constant mean
curvature and, through this, we have approached a global rigidity result for mean con-
vex three-dimensional manifolds. This result was proved by L. Ambrozio [I]. After
this, we study a rigidity result for free-boundary minimal surfaces immersed in the
three-dimensional ball, since a pinching condition on the norm of the second funda-
mental form. In this context, we obtain the important examples of the flat equatorial

disc and the critical catenoid. This result was addressed by L. Ambrozio and I. Nunes

Ell

Keywords: Surface, Minimal, Free boundary.
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Introducao

A Geometria Diferencial possui diversos ramos de estudo que dispoem a atengao da
ciéncia no passar dos anos. Dentre esses, um dos mais prolificos é o estudo de superficies
minimas. Lembramos que uma superficie é chamada minima, quando sua curvatura
média é identicamente nula. Historicamente, Thomas Young [25] foi o primeiro a
introduzir o conceito de curvatura média em 1805. A partir dai, tal conceito gerou
muito interesse, sendo seguido por Laplace e, mais tarde, por Gauss. Lembramos
que este € um conceito que pode ser estendido para dimensoes maiores, no escopo
de hiperficies imersas numa dada variedade Riemanniana. De fato, um dos maiores
pontos de relevancia nesse conceito reside nos problemas de otimizacao, visto que as
superficies minimas fechadas (isto é, sem fonteira) sdo pontos criticos do funcional
area. Dentre tais pontos criticos, temos os importantes exemplos das hiperficies que
localmente minimizam a area. Um importante resultado de rigidez sobre tais hiperficies

foi provado por I. Nunes em [22], e serd descrito a seguir.

Teorema 0.1. Seja (M3, g) uma 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar R
maior ou igual a —2. Se X € uma superficie compacta, 2-sided, mergulhada em M de

género g(X) > 2 que € localmente area-minimizing, entdo
5] > 4m(g(X) — 1). (1)

Além disso, se wvale a igualdade, entao X tem uma vizinhanca que € isométrica a
((—&,e) x X,dt* + gx), onde € > 0, gz € a métrica em ¥ induzida por g e X tem

curvatura Gaussiana constante igual a —1.

Para demonstrar esse Teorema, Nunes precisou mostrar que quando vale a igualdade
em , Y. é totalmente geodésica, Ric(N,N) =0e R = —2 em 3, onde N é o campo
normal unitario a . Isto foi utilizado para provar a proposicao a seguir, que é um
resultado de folheacao que por si s6 tem grande interesse e, além disso, é utilizada na

demonstracao do Teorema (0.1}

Proposicao 0.1. Se ¥ satisfaz a igualdade em (1)), entdo existem ¢ > 0 e uma familia

suave Xy C M, t € (—¢,¢) de superficies compactas mergulhadas satisfazendo:



(1) E = exp,(w(t,z)v(z)) : x € M, onde w : (¢,6) x ¥ — R € uma fun¢io suave tal

que
w(0,7) = 0, %’(o,@a o /E(w(t,-)—t)dA.

(2) ¢ tem curvatura media constante para todo t € (—¢,¢€).

De posse da proposic¢ao , M. Micallef e V. Moraru, provaram em [20], o seguinte

Teorema;

Teorema 0.2. Sejam M uma 3-variedade Riemanniana e > uma superficie fechada,
2-sided, imersa em M. Suponha que ¥ satisfaz as sequintes condigoes:

(1) X € totalmente geodésica,

(2) R éigual a xlél{/[ R(z) ao longo de ¥ e

(3) Ric(N,N) =0 ao longo de X.

Sejam 3, e € como na Proposi¢ao [0l Entao, existe 0 < § < € tal que
para |t| <0, X <X

1
Além disso, ¥ tem curvatura Gaussiana constante igual a 3 mlj\r} R(zx).
TE

E importante observar que o Teorema d4 uma importante relagao entre as areas
das superficies geradas na Proposi¢do 0.1 Em [4], H. Bray, S. Brendle e A. Neves
demonstraram o seguinte Teorema de rigidez, com objetivos relacionados aos citados

anteriormente.

Teorema 0.3. Seja (M, g) um 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar maior
ou igual a 2. Se X € uma 2-esfera mergulhada que € localmente area-minimizing,
entdo Y tem drea menor ou igual a 4mw. Além disso, se a igualdade vale, entao 3,
com a métrica induzida gs, tem curvatura Gaussiana constante igual a 1 e existe uma

vizinhanga de X em M que € isometrica a ((—¢,&) X 3, dt* + gx).

O objetivo dessa dissertacao é estudar extensoes desses resultados para superficies
com fronteira. De fato, passaremos a estudar tais problemas para hiperficies free boun-
dary, isto é, hiperficies tais que sua fronteira esta contida na fronteira da variedade am-
biente M, e, além disso, a superficie intersecta M ortogonalmente. Uma observagao
interessante é que as superficies minimas free boundary sao pontos criticos do funcio-
nal drea (cf. a Se¢ao 1.2.2). Um dos resultados que abordaremos em nossa dissertacao
¢ o resultado de rigidez global descrito a seguir, que foi demonstrado em [I], por L.
Ambrozio. Observa-se que o mesmo é uma versao para superficies com fronteira dos
Teoremas [0.7] e 0.3



Teorema 0.4. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convex
(curvatura média da fronteira maior ou igual a zero). Assuma que Fyr (conjunto de
discos imersos em M cuja fronteira sao curvas em OM ) é ndao vazio. Entao
1. M - . OM -
—inf RY inf |X|+inf H7Y inf |0X] < 2m. (2)
2 YeFu YeFu
Além disso, se a igualdade vale, entdo o recobrimento universal de (M, g) € isométrico

a (R x X, dt*+ go), onde (Xo, go) € um disco com curvatura Gaussiana constante igual

a inf RM /2 e 0% tem curvatura geodésica constante igual a inf H?™ em (X0, go).

Numa outra direcao, um resultado classico para hiperficies minimas fechadas con-
tidas na esfera, dada uma condicao pingante no comprimento da segunda forma fun-
damental, é o Teorema de S. S. Chern, M. do Carmo e S. Kobayashi [9] descrito a

seguir.

Teorema 0.5 (Chern-do Carmo-Kobayashi). Seja X"~ uma hiperficie minima fechada

na esfera unitaria S™. Assuma que
If* < n,

onde I € a sequnda forma fundamental de 3. Entdo
1) [I]2 =0 e X" é um equador.
2) ou |II|*> = n e X" é uma hiperficie de Clifford (produto de duas esferas de raio e

dimensao apropriados).

Seguindo esta mesma linha, I. Nunes e L. Ambrozio [3] obtiveram uma versao deste

Teorema (0.5| para superficies minimas free boundary contidas na bola tridimensional.

Teorema 0.6. Seja X2 uma superficie minima free boundary compacta na bola tinitaria

B3. Assuma que para todo ponto x em ¥,
[T () (z, N (2))* < 2.

Entao
1) [I]*{(x, N)2 =0 e X2 é um disco equatorial plano.
2) ou |II]*(p){p, N(p))* = 2 em algum ponto p € ¥ e X* é um catenoide critico.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. O primeiro é dedicado aos resul-
tados bésicos necessarios para o bom entendimento das demonstragoes dos teoremas
principais. Definimos e expomos resultados sobre variedades e subvariedades Rieman-

nianas. Apresentamos o Teorema de Gauss-Bonnet que é uma ferramenta bastante
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util no estudo de superficies. Ainda no Capitulo 1, calculamos a férmula da primeira
variacao de area para hiperficies com fronteira e a férmula da segunda variacao da area
para superficies free boundary. O Capitulo 2 é dedicado aos resultados do artigo de L.
Ambrozio [I], que tem como um dos resultados principais o Teorema . Por fim, no
Capitulo 3, estudamos o artigo do L. Ambrozio e I. Nunes [3], onde o principal foco é

demonstrar o Teorema [0.6



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes, Terminologia, Conceitos Basicos

Ao curso deste trabalho, consideraremos como pré-requisito o conhecimento sobre
variedades diferenciaveis. A partir de agora, M denotara uma variedade diferenciavel.
Dado um ponto x € M, denotamos por T, M o espaco tangente de M em z e o conjunto
TM ={(z,v);p € M,v € T, M} o fibrado tangente de M. Um campo de vetores (ou
campo vetorial) em M é uma aplicagdo X : M — TM, X(M) é o espago de todos
campos vetoriais suaves em M e ®(M) é o conjunto das fungoes diferencidveis em M.
Considerando um sistema de coordenadas ¢ : U C R™ — M e um campo vetorial X, é
possivel escrever

- 0
X(p) = ;Gi@)a—xi,

onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ a base associada a ¢, i = 1, ...n.

Assim definimos a derivada direcional de f na direcao X como
n
XD =3 ()

onde f indica, por um abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacao o.
Verifica-se que X é diferenciavel se, e somente se, X f é diferenciavel para toda funcao f
diferencidvel. Dado um outro campo vetorial Y podemos considerar as fungoes X (Y f)
e Y(X f) que ndo necessariamente sao campos vetoriais por envolver derivadas de or-
dem superior a primeira. Entretando, existe um tinico campo vetorial Z tal que, para
toda fungao diferencidvel f, Zf = (XY —Y X)) f. Com isso definimos o colchete de Lie
[X,Y] = XY — YX. Outra definigdo importante é a de conexao afim.



1. Preliminares

Definicao 1.1. Uma Conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplica¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que se indica por VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixsgvZ = fVxZ +gVyZ,

(2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

(3) VxfY = JVAY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Utilizaremos em nosso texto a consagrada notagao de Einstein, segundo a qual
omitimos o simbolo de somatorio ao intepretar indices repetidos num mesmo termo
como indicador deste somatério. Para prosseguir é necessario a definicao de métrica

Riemanniana e variedade Riemanniana.

s

Definicao 1.2. Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno g, (isto é,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no sequinte sentido:
Sex : U CR*" - M é um sistema de coordenadas em torno de p, tal que
0

x(zy,...,zp) = q € z(U) e a—wi(q) = dx(0,...,1,...0), entdo aplicagio definida por
)

Gij(T1, ..y xy) = gq(%(q), 5.-(q)) € uma fungao diferencidvel em U.
i J

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer
que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em uma vizinhanca
V de M, a funcio g(X,Y) é diferencidvel em V. E usual deixar de indicar o indice
p em g, sempre que nao houver confusao. Uma variedade diferencidvel com uma
métrica Riemanniana g é chama-se uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim é
compativel com a métrica Riemanniana quando X (¢(Y, 7)) = ¢(VxY, 2)+g9(Y,VxZ)
e é simétrica quando [X,Y] = VxY — VyX. Uma conexao afim que é simétrica e
compativel com a métrica Riemanniana chama-se conexao de Levi-Civita. Ao curso
desse trabalho sempre consideraremos (M, g) uma variedade Riemanniana com conexao
de Levi-Civita V.

Nas proximas subsegoes, estabeleceremos algumas notacoes e resultados prelimina-
res de Geometria Riemanniana, importantes ao curso de nosso texto. A maioria das
notacgoes e demonstragoes dos resultados podem ser encontradas em alguns consagrados

livros da matéria como, por exemplo, [10],[23],[15].



1. Preliminares

1.1.1 A Geometria Intrinseca

Agora introduziremos algumas defini¢oes da geometria intrinseca.

Definicao 1.3. Um tensor T de ordem r em wma variedade Riemanniana M é um
aplicacao multilinear

T:X(M) x ... x X(M) —» D(M).

r fatores

Dados X, Y, Z,W € X(M) campos vetoriais suaves, definimos a Curvatura Rieman-

niana, denotando-o por R, como
R(X,Y)Z =VxVyZ =VyVxZ -V xy|Z,
e o tensor curvatura de Riemann de ordem 4 denotado por Rm por
Rm(X,Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z,W).

Fixado x € M, considere {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M. A curvatura

de Ricci de (M, g) é um tensor de ordem 2, definido por

Ric(X,Y) =Y Rm(X ey, epY),

k=1

e a curvatura escalar é uma fungao real suave em M definida por
R(z) = Ric(ey, ex)(x).
k=1

Dados x € M e m C T,M um plano bidimensional, definimos a curvatura seccional de

T por

R(X,Y,X.Y)

K p—
™) = XEYE = gx, v

onde {X,Y} é uma base de w. A defini¢ao de curvatura seccional independe da base
{X,Y} escolhida. Quando 7,%X é uma variedade bi-dimensional, K ¢é chamada de

curvatura Gaussiana de ¥ em x e nesse caso, vale R(x) = 2K (z).

1.1.2 A Geometria Extrinseca

Seja X"~! € M™ uma hiperficie, para cada p € ¥ o produto interno g, induz uma
decomposigao
.M =T,Y & T2t



1. Preliminares

A unido disjunta [[ 5 T,%+ admite uma estrutura de fibrado vetorial, denominado
fibrado normal TY*. Uma hiperficie é dita 2-sided quando o fibrado normal é trivial.
A partir de agora, consideraremos Y uma hiperficie compacta, imersa e 2-sided na
variedade Riemanniana (M™,g) e N denotard o campo normal unitario exterior a X
(quando X tiver uma parte exterior, por exemplo, a esfera tem uma parte exterior, mas

o plano nao). O operador forma Sy : X(X) — X(X) é definido como
Sn(Y) := Vy N,

onde Y € X(X). A Sequnda Forma Fundamental de ¥ é uma forma bilinear e simétrica
em X (), definida como
II(Y,Z) := g(VyN, Z).

Uma hiperficie X é dita totalmente geodésica quando Il = 0. A curvatura média de X

num ponto x € ¥ ¢é denotada por H(x) e definida como

H(x) := Z_: I(e;, e;),

onde {ey,...,e, 1} uma base ortonormal de T,,X. ¥ é dita minima quando H =0. A
variedade M tem fronteira mean conver quando H?™ > 0, ou seja, quando a curvatura
média da fronteira é nao negativa.

Considere campos X,Y,Z, W € X(¥). Existe uma importante relacao entre a
curvatura ambiente de M e a curvatura intrinseca da hiperficie Y, que é dada pela

Equacao de Gauss
Rm(X,Y,Z, W) = Rm>(X,Y,Z,W) — II(X, WILY, Z) + II(X, Z)II(Y, W), (1.1)

onde Rm e Rm” denotam a curvatura de M e X, respectivamente. Considere uma
base ortonormal {e;(x),...,e,—1(x)} de T,,X, fazendo Y = Z = ex(x) na equagao de

Gauss e somando em k para depois fazer X = W = ¢;(x) e somar em 4, temos que
R —2Ric(N,N) = R* — H* + |II?,

onde Ric(N,N) é o tensor de Ricci de M avaliado na dire¢ao do vetor normal a ¥
e [II]* = >77._  T(e;, ex)* denota a norma da segunda forma fundamental de ¥ ao
quadrado. Em particular, quando a hiperficies ¥ é bi-dimensional a férmula toma a
seguinte forma

R —2Ric(N,N) = 2K — H* + |II)%. (1.2)
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Outra importante relagao, é dada pela Fquacdo de Codazzi

onde V* é a conexdo de Levi-Civita de (X, g). No caso particular da variedade Rie-
manniana ser de dimensdo 3 definimos na superficie X2 a curvatura geodésica da curva
0% por k = g(T,Vrv), onde T é o campo vetorial unitario tangente a 0% e v é o ve-
tor conormal que aponta para fora de ¥ (conormal no sentido que {T'(x),v(z), N(x)}
forma uma base de T,,M). Um resultado fundamental sobre a geometria da hiperficie

compacta (X2, g) é o Teorema de Gauss-Bonnet

/KdA+/ kdL = 2mx (%),
2 ox.

onde K é a curvatura Gaussiana de X, k é a curvatura geodésica de 0% e x(X) é a

caracteristica de Euler de X..

1.1.3 Teorema da Divergéncia

Um importante resultado no contexto de variedade Riemanniana é o Teorema da
divergéncia para isso vamos precisar definir alguns conceitos antes. Considere (M, g)
uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcao suave. O gradiente de f é o

campo vetorial V f que satisfaz

9(Vf, X) = X(f),

para todo X € X(M).
Se X € X(M), a divergéncia de X ¢é uma funcdo suave divX : M — R definida

por
(divX)(z) =Y g(Ve, X (), ex),
k=1
onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal de T, M.

Dado x € M, o Laplaciano de f é uma funcao suave Af : M — R dada por
Af =div(Vf).

Uma importante observacao é que, se {e;...e,} é um referencial geodésico, entao
Laplaciano de f pode ser calculado fazendo e;(e;(f))(ver, por exemplo, [5], pg 16).

Por tltimo, definimos o 2-tensor Hessf(z), denominado a forma Hessiana de f,
Hessf(z) : (M) x X(M) — X(M) por

10
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Hessf(2)(X,Y) = X(Y(f)) - (VxY)(f).

A seguir enunciaremos o Teorema da divergéncia. Pelo escopo do texto, nao de-

monstraremos, mas indicaremos referéncia para a demonstracao.

Teorema 1.1 (Teorema da divergéncia). Seja M uma variedade Riemanniana com-
pacta e orientada e Y € X(M). Se OM ¢é munido com a orienta¢ao e a métrica
induzidas por M e v denota o campo normal unitdrio exterior a M ao longo de OM,

entao

/ (divX)dM = g(X,v)d(OM)
M oM

Demonstragao. Veja, por exemplo, [5] pg 23. O]
Alguns corolérios, conhecidos por formulas de Green sao:

Corolario 1.1.

/MAfdM:/aMy(f)d(aM), (1.4)
/MhAfdM:—/Mg(Vf,Vh)Jr/ ghd@M). (1.5)

om oV

1.2 Foérmulas de Variacoes

O proposito dessa secao é fornecer uma caracterizacao variacional das imersoes.
Para isso, no restante deste trabalho, a menos que se especifique o contrario, (M™", g)
denotara uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira 0M e metrica g, e
Y7~ uma hiperficie compacta, conexa e 2-sided com fronteira 03, tal que 3 estd imersa
em M de tal forma que 9% esté contida em OM. 3 é dita propriamente imersa(respect.,
mergulhada) em M quando ¥ é imersa(respect., mergulhada) em M e XN OM = 0%.

Uma Variacao Admissivel de ¥ é um aplicacao diferenciavel
f:E¥%x(—e,e) > M

tal que, para todo t € (—¢,¢), a hiperficie ¥; = f;(X) é propriamente imersa em M,
onde f; iz € ¥ — f(x,t) € M e além disso, fo(X) = .

O indice subscrito ¢ serd usado para denotar quantidades em %; = f;(X). Por
exemplo, N; denotara um campo normal unitario em ¥; e H; denotara a curvatura
media de 3;, usaremos o indice subscrito 0 para referenciar a hiperficie ¥ o qual sera

omitido quando nao houver confusao.
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Indicaremos por (z1, ..., 2, ), as coordenadas locais em ¥ e para simplificar a notagao,

escrevereos

af 5 af
onde ¢ = 1,....,n. V é chamado de campo wvariacional da f. Decompondo V nas

componentes tangente e normal obtemos
V=VT+pN.

A fungao p é chamada a funcdo lapse (ou variagao da velocidade normal) e caracteri-

zada por p = g(V, N).

1.2.1 1* Variacao da Area

E muito importante estudar as variagoes, principalmente as variacoes da area, pois
os pontos criticos do funcional area sao um forte candidato a ser localmente minimi-
zante, isto é, ter a menor area entre todas as hiperficies proximas. A primeira variagao

que vamos trabalhar é a variagao da métrica, definido por ¢;; = ¢(9;, 9;).

Proposicao 1.1. A variacao do tensor metrica € dada por

0:gij = 9(Va,V, aj) + 9(0;, Vajv) € (1.6)
Ay’ = —29"¢"9(Vs,V, D) (1.7)

onde (g") é a matriz inversa da matriz (g;;).

Demonstragao. A igualdade ((1.6)) segue direto, pois, pela regra de Leibniz
O19i5 = 049(0s,0;) = 9(Vv i, 0;) + 9(0;, VvO;) = g(Va,V,0;) + 9(0;, Va, V).

Para a igualdade ([1.7)), devemos notar que primeiramente g*g,; = d; donde, derivando

em relacao a t, temos

(8:9™) g1 + " (Drga) = 0

Substituindo (|1.6)) nessa identidade, temos

(0:9™)gr = —g™(9(Va,V, 01) + g(Or, Va,V))

12
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Multiplicando ambos os membros por g%, veremos que

(8:9™) 99" = —g" 9" (9(Vo, V. 1) + g(0k, Vo, V)
= (0:9™)0k; = —9" " (9(Va, V. 0) + 9(0r, V5, V)).

Portanto, 9,9 = —g"*¢'(g(V,V,8;) + g(Ok, V5, V')). Como no segundo membro temos
dois somatérios, um em k e outro em [, a parcela g(Vy, V,0;) aparecerda duas vezes,
uma referente ao primeiro termo dos parenteses e outro referente ao segundo termo,

esse na forma ¢(d;, Vg, V')). Adicionando-os, temos
09" = —29" 9" 9(Vo, V., )

O fato de g” também ser simétrica completa a demonstracao de ((1.7)). O

A partir de agora, o objetivo serd encontrar a primeira variagao da area. Para isso
faz-se necessario definir o funcional area.
Considere dA; o elemento de volume da hiperficie ¥; induzida por f. O funcional

drea da variagao f ¢é a funcao |X.| : (—¢,e) — R dada por

|Et’:/2df4t- (1.8)

A proposicao a seguir sera importante para a demonstracao da férmula da primeira

variacao da area.

Proposigao 1.2. Se A(t) = (a;;(t)),t € (—¢,€) € um caminho suave de matrizes nxn,
tal que A(0) = 1d, entao

%detAt . = trA’(0)

Demonstragao. Ver Lema 7.1 de [5]. O

A seguir,

Teorema 1.2 (Primeira variacdo da area). Nas notacoes dadas anteriormente, a

formula para a primeira variagdo da drea de uma hiperficie compacta X € dada por

—/deA—i—/ g(v,V)dL
=0 J¥ ox

onde p € a funcdo lapse de X2 e v é o vetor normal a OM que aponta para fora de M.

d
il
dtl !

Demonstragao. Utilizando ((1.8) e a regra de Leibniz de derivagdo sobre o sinal de

integral, temos
d
- / —dAt
0 u dt

13
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Se mostramos que

d
—dA,| = (div(V") + Hv)dA,
T

o teorema seguira imediatamente do Teorema da divergéncia. Para isto, fixe p € X
e um referencial {ey,...,e,} numa vizinhanga U C ¥ de p, ortonormal em rela¢do a
métrica g. Diminuindo U, se necessério, podemos supor (f)|y : U — Uy := f(U) é um
mergulho para |t| < . Considere em U; o referencial (ndo necessariamente ortonormal)
{e1(t), ...,en(t)}, de tal forma que e;(t) = dfie; para 1 < i < n (em particular, observe
que €;(0) = e; para 1 < i <n). Considere

9i5(t) = g(ei(t), e;(t),

onde 1 <17,7 <n.
Se {é1(t),...,én(t)} é um referencial em Uy, ortonormal em relagdo a metrica g e
com mesma orientacao de {ey,...,e,}, segue de fatos béasicos de Algebra Linear que

existem funcoes a’;fj : Uy — R tais que

ei(t) = alyér(t), (1.9)

e, além disso, A(t) = (aj;) tem determinante positivo. Portanto,

9i(t) = gles(t), e;(t)) = ajzaf, = (A()AT (1)),

Onde AT denota a matriz transposta de A. Isto significa que (g;;(t)) = A(t)AT(¢),
portanto,
detA(t) = +/g(t), (1.10)

onde ¢(t) = det(g;;(t)). Agora se dM,; é o elemento de volume de ¥; em relacao a

métrica g, segue de ((1.9) e (L1.10]) que

dAi(er, ...en) = (ffdM;)(eq, ..., e,)
= dM,(dfeq, ..., dfren)
= dM,(e1(t),...,en(t))
= detA(t)dM(é1(t), ..., én(t))

= detA(t) = \/g(t)

Onde as trés primeiras igualdades segue das definicoes. Portanto,

dA; = \/g(t)dA.
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Como g;;(0) = g(e;, e;) = d;5, segue que ¢g(0) = det(g;;(0)) = detld = 1, e dai

d d
—dA = — t dA
dt (VIO 4
1 dg 1dg
21/4(0) dt( ) 2dt( )
Utilizando a proposicao temos que
dg /
a(o) = tr(gij(o))7
donde p L . .
g ' /
—dM, = ——(0)dM = —tr(g;; dM = — dM. 1.11
M| = 550N = S 0)aM = 5 0) (111)
Note que,
9 (t) = Oeg(ex(t), ex(t)) = 29(Vvex(t), ex(t)). (1.12)

Agora, considere em ¥ x (—¢, £) a métrica produto e seja i, : ¥ — 3 X (—¢,¢) a inclusao
canodnica, isto é, i;(¢) = (t,x). Denotando também por e; o levantamento vertical de
er € X(U) a U x (—¢,¢), observe que [0y, ex] = 0. Por outro lado, como f; = f o1y,
segue que

er(t) = (dfi)er = df g1 © (div)gex = df g ryer-

Portanto, pela naturalidade dos colchetes de Lie (cf. Corolario 8.31 de [I4]) temos que

v, ek(t)]f(q,t) = [df(qvt)ah df(qyt)ek] = df s [0, ex] = 0.

Desta forma,
Vyer(t) = Ve,V

assim, por obtemos que
() = 29(Ve, (V. e (1)) = 2{ex(t)g(V, ex(t)) — g(V, Ve, en(t)) }-

pois ex(t)g(V,ex(t)) = g(Vver(t),er(t)) +g(V, Ve, wer(t)). Denotando por N o campo

normal unitario a X, e visto que g(N, e;) = 0, segue que

0=-erg(N,er) =g(Ve, N,er) + g(N, Ve, er).

15



1. Preliminares

Isto é, g(N, V., exr) = —g(Ve, N, ex). Disto e do fato que e,(0) = ej, obtemos que

1,
Egkk(o) = ekg(‘/a ek> - Q(V, Vekek)

=erg(V',er) —g(V' +oN,V,,ex)

=9(Ve, VT en) + 9V, Veer) = g(VT, Veeer) = pg(N, Ve,er)
= g(Ve, VT, ex) + pg(Ve, N, er)

=div(V'") + pH.

Substituindo a ultima expressao em ([1.11]) completamos a demonstragao. m

1.2.2 2% Variacao da Area para Superficies Free Boundary

O objetivo agora, é calcular a segunda variacao da area para hiperficies free boun-

dary, conceito muito importante que definimos a seguir.

Definicao 1.4. Seja X2 C M? um hiperficie compacta, 2-sided, propriamente imersa.
Y é chamada free boundary quando intersecta OM ortogonalmente, isto €, se X € o
campo normal unitario ao longo de OM que aponta para fora de OM e v o conormal
de 0% que aponta para fora de 3 entdo X = v em 0%. Em outras palavras, se N € um

campo normal a X, entdo g(X,N) =0 ao longo de OX.

Um fato interessante é que se Y é superficie minima e free boundary, entao pela
primeira variacao da area, X é ponto critico do funcional area. Antes de calcular a
segunda variacao, devemos calcular a variagao da curvatura media e do campo normal.

Denote por II;; = II(0;, 9;), temos a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 1.3. A variagcao do campo normal Ny € dada por

Vo Ni = ¢";0, e (1.13)
VVNt = VvTNt—vEtpt (114)

onde V=tp, é o gradiente da funcao lapse p; em Y.

Demonstra¢ao. Como g(Ny, N;) = 1, temos que g(Vy, Ny, N;) = 0. Isto significa que

Vo, Ny é tangente a ¥;. Desta forma podemos escrever,
V(?iNt = Oékﬁk. (115)

No que segue, provaremos que oy = ¢*'Il;. De fato, tomando o produto interno de 0,
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em ([1.15]), temos

9(Vo, Ny, 01) = ag(Ok, 9) = cwgung™ = g™y = ay = g™l
O que demonstra (1.13]). Analogamente, temos

Vth = gklg(VVNt, 8l)8k (§ (1.16)
Vi Ny = g"g(Vyr Ny, 0) 0. (1.17)

Por outro lado, como g(N;, 9;) = 0, obtemos que

9(Vy N, 0) = —g(Ny, Vydy) e (1.18)
g(VVTNt, (31) = —g(Nt, VVTal). (119)

substituindo (1.18]) em temos

Vy N, = g"g(Vy N, 0o, = —g"g(N,, Vy0,)0k

—g"g(Ny, Vo, V)0,

= —g"g(N, Vo, (VT + piN;)) O
—g*g(INV,, ValV + Vo, Nt ) O
—9"9(

klg Ni, VgV )8/% -9 Q(Nuvdz Pt N:) . (1.20)
Note que, fazendo V' = j3;0;, temos

g<Nt7 valVT) - g(Nt7 Val/ﬁzaz)

9(Ni, 01(8i)0; + BiV 5,0:)
9(Ni, BiV,01)
9(
9(

Nt>v5i3ial)
Ny, V). (1.21)

Em coordenadas locais {0;}, podemos descrever o gradiente da funcao lapse p; em

¥, por V= p, = (¢“0;p;)0;. Desta forma,

" g(Ni, VaorND) O = g g(Ni, piV o, Ny + 91(pe) Ni) Oy
= 9" g(Ni, 0(pe) Ni) O
= 9" 0u(p)g(Ny, Ni) Ok
= (g™ 0up) Ok = V™ py. (1.22)
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Utilizando (1.22)), (1.21)), (1.19) e (1.17) em (1.20)), concluimos que

Vy N, = —g"g(Ny, Vo, V), — 9" g(Ny, Vio,0eN;) O
= —g"g(N, Vyr0)0k — V¥,
= g"g(Vyr Ny, )0k — V> py
= VN, — VZp,.

]

Antes de mais nada, na equacao de Codazzi (|1.3)), considere Y = 0; e U = 0y e

depois faga o somatorio em i e k, desta forma,
Ric(Y, N;) = g™ (V3IN)(Y,8;) — dH,(Y), (1.23)

onde Y € X(X). (1.23]) é conhecida como a Equacao de Codazzi contraida. A seguir a

variacao da curvatura média em nosso contexto.

Proposicao 1.4. A variacdo da curvatura média € dada por
OH; = dH,(V") — Ls,pi, (1.24)

onde Ly, = Ay, + Ric(Ny, N;) + |TI|*> € o operador de Jacobi.

Demonstra¢ao. Como Vi Vg, Ny = R(V,0;)Ny + Vs, Ny e, por defini¢do, temos que
H, = ¢7g(Va,Ny, 9;), utilizando as proposigoes e podemos obter que

O Hy = (019”)g(Vo,Ni, 0;) + g7 g(VvVo,Ny, 0;) + g7 9(Vo, Ny, V)
= ~29"¢" 9(Vo,V,0)9(Va, N, 9;) + g7 g(R(V, 0i)) Ny, 0y)
+979(Va,Vy Ny, 0;) + g7 g(Vo, Ny, Vo, V)
= —2¢"9(V4,V,Vo,N;) — Ric(V, Ny)
+979(Vo,Vv Ny, 0;) + g7 g(Vo, Ny, Vi, V)
= —g"99(Vo, (VT + piN;), Vo, N;) — Ric(VT, N,) — Ric(p; Ny, N;)
+¢99(Vo,Vyen Ny, 0;) — 69 g(V o, (V¥ i), 0;). (1.25)
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Agora, utilizando a equacdao de Codazzi contrafda (1.23) e tomando Z = V' temos

Ric(V",Ny) = g (V3 I)(VT,8;) — dH(VT)
= g7o,(I(V'",0y)) — g (TI((Va, V)", 9;))
— IV, (Vo,0;)7)) — dH(VT)
= g70:(g(Vyr N1, 05)) — 97 (9(V v,y Vi 9;))
— 97 (g(Vyr Ny, (Vo,0) ")) —dH(VT)
= gg(Vo,Vyr Ny, 0;) + g7 g(Vyr Ny, Vi, 0;)
= 979(Vyr N, Vo,0;) — 97 9(V (v, vyt Ni, 0j) — dH (V")
=9"9(Vo,Vyr N, 0;) — g7 9(V (v, vryT Ne, ;) —dH(V').  (1.26)

Substituindo ([1.26)) em e cancelando os termos correspondentes, vemos que

O Hy = —g” g(Vo,Ni, Vo,Ny)py — Ric(Ny, Ny)p
+dH(VT) = g79(V,(V™p),0)),

Portanto, a formula ((1.24) segue, pois ¢7g(Va, (V¥ p), d;) = div(V¥p)Ax,p e

97 9(Vo,Ni, Vo, Ny) = " g(V o, Ny, g*'11;10y.)
= g7 g";,9(V o, Ny, Op) = g g™ 10, = |IIJ°.

O

De posse da variacao da curvatura media e do campo normal, estamos aptos para
calcular a segunda variagao do funcional drea. Para os objetivos deste trabalho, vamos
focar em um versao particular para o nosso trabalho e versoes das variagoes anteriores
que serviram de base para tal.

A seguir dois resultados particulares usados nesse trabalho.
Corolario 1.2. Se ¥ ¢ free boundary e V' =0 em t=0, entdo

OiHilt=o = —Lsp e (1.27)

0
O g(We, V)|i=o = 8—’;p — g(N, VN X)p2 (1.28)

Demonstragao. A igualdade (|1.27)) segue imediatamente da proposigao junto ao

fato que V' = 0 em t = 0. Para demonstrar (1.28)), note inicialmente que
g, Ni) =0 = g(Vyv, Ni) = —g(vi, Vv V).
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Como v =X eV =pN em t =0, segue da proposigao [L.3] que

0tg(Vt, V)’t:O = (9(VVVt, V) + Q(Vt7 vVV))|t=0
= —g(v, (Vv N)|i=0)p + 9(X, V,npN)
= g(v, VZp)p+ g(X,VNN)p’

dp 2
= 2 g(N. VX))o
4 g(N,VNX)p

]

Corolario 1.3. Se cada ¥, € free boundary e tem curvatura média constante, entao

ath == _thpt (§ (129)
)
a—pt = g(N,, Vi, X)p. (1.30)
Vi

Demonstragao. A igualdade ((1.29) novamente segue de imediato da proposigao
junto ao fato da curvatura média de X; ser constante, o que implica que, dH (V") = 0.
Para (1.30]) note que como todas ¥; sao free boundary, entao g(N;, X) = 0, para todo
t, donde

6tg(Nt7X) = g(VVNtaX) + g(Nt>vVX)
=g(VyrN; — Vzpta X) + g(Ni, VVT+ptNtX)

= Q(VVTNtX) + Q(Nta VVTX) - g(vzptu Vt) + Q(Nty VNtX)/Jt

15)
—% + g(Nt, Vv, X ) ps.
t

O

No que segue, usaremos os resultados anteriores para calcular a segunda variagao

da 4rea ao longo de variacoes, para o qual V' = 0 ao longo de X.

Proposicao 1.5 (Segunda variacao da area). Seja ¥ uma hiperficie compacta minima
e free boundary. Para toda variagao de X com campo variacional V.= pN em t = 0
ao longo de X3, temos

d2
@IEtI

0
— [ Lslpipaa+ [ (8—"p—g<N, vNX>p2)dL.
t=0 by oz \ oV

Demonstracao. Lembre que a primeira variagao da drea nos mostra que
d
d—’2t| = HtptdAt + g(Vt,V>st.
t > s
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Como Hy = 0, derivamos ambos os membros da igualdade acima e usamos a regra de

Leibniz de derivacao sob o sinal de integral, para obter que

d2
@mt\ = /(ath)h:oPdA +/ (Org(v, V) le=od L.
t=0 by %
Portanto, o resultado segue do corolario |1.2 O]

Para finalizar esta secao falaremos do conceito de estabilidade de hiperficies free
boundary. Dada uma hiperficie minima e free boundary ¥ em (M, g), nos consideramos
a forma bilinear ) em C'*°(X) associada a segunda variacao da area, que é dada por

Q(p, ) = — /Z Ls(¢)ypdA + /82 (% — g(N, VNX)¢) WdL.

A segunda variacao da area é a forma quadratica associada a essa forma bilinear.

Defini¢ao 1.5. Uma hiperficie minima e free boundary ¥ em (M, g) € chamada free
boundary estdvel quando a sequnda variagcao da area é nao negativa para todas variagoes

admissiveis. Isso € equivalente a dizer que a forma bilinear () € ndao negativa.

Uma hiperficie propriamente imersa ¥ em (M, g) é chamada localmente area-
minimizing quando toda hiperficie propriamente imersa proxima tem &area maior ou
igual a drea de ¥, isto é, dada uma variagao admissivel f, f;(X) tem drea maior que X,
para [t| < e. Em particular, hiperficies localmente area-minimizing sio free boundary

estdveis.
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Capitulo 2

Rigidez de Superficies

Area-Minimizing Free Boundary

Para o restante do trabalho sempre vamos considerar (M, g) uma 3-variedade Ri-
emanniana com fronteira M, e ¥ uma superficie compacta, 2-sided e conexa com
fronteira 0¥ C M e campo normal unitario N. Os resultados desse capitulo sao en-
contrados no artigo de L. Ambrozio [I] e inspirados nos trabalhos de [22],[20] e [4].
Na primeira secao desse capitulo fazemos uma caracterizacao das superficies com as
hip6teses do Teorema [0.2] no nosso caso, as superficies tem a hipétese adicional de se-
rem free boundary, por serem superficies com fronteira. Na segunda secao, construimos
uma familia semelhante a da proposicao com as alteragoes necessarias para o nosso
contexto. Na terceira secao, encontramos um resultado semelhante ao Teorema (0.1} e
0.3 e obtemos um teorema de rigidez local. Na tltima secao, generalizamos o teorema

da terceira secao para um teorema de rigidez global.

2.1 Rigidez Infinitesimal

O objetivo dessa secao é chegar numa caracterizacao de superficies que satisfaz
algumas propriedades interessantes, mais precisamente as propriedades da proposicao
. Se a curvatura escalar R de (M, g) e a curvatura media H?" de OM sao limita-
das inferiormente, podemos considerar o seguinte funcional no espaco das superficies

propriamente imersas:
1
I(Y) = 3 inf R|Y| + inf HOM|0%|,

onde |X| denota a area de 3 e |0X| denota a comprimento de 0X.

A préxima proposi¢ao, nos dard uma limita¢ao superior para I(X), ao assumirmos
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que ¥ é uma superficie minima free boundary estével.

Proposicao 2.1. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira OM. As-
suma que R e H'M sdo limitadas inferiormente. Se ¥ € wma superficie minima free

boundary estavel, 2-sided, propriamente imersa, entao
1(5) < 2m¢(3), (2.1)

onde x(X) € a caracteristica de Euler de ¥.. Além disso, a igualdade vale se, e somente
se, . satisfaz as sequintes propriedades:
(a) ¥ € totalmente geodésica em M e 0% consiste em geodésicas de OM ;
(b) A curvatura escalar R € constante ao longo de ¥ e igual a infR, e a curvatura
media HO™ ¢ constante ao longo de 0% e igual a inf HOM;
(¢) Ric(N,N)=0 e g(N,VyX) = 0.

Em particular, (a), (b) e (c) implicam que ¥ tem curvatura Gaussiana constante

igual a infR/2 e O tem curvatura geodésica constante igual a inf HOM

Demonstracao. Como ¥ é 2-sided, existe um campo vetorial unitario N ao longo de
Y que é normal a ¥. Seja X o campo de vetor unitario em OM que é normal a M
e aponta para fora de M. Como ¥ é free boundary, o conormal unitario v de 0% que
aponta para fora de ¥ coincide com X ao longo de 0.

A curvatura geodésica de 0% em X, por defini¢ao é k = g(T,Vyv) = g(T,VrX),
onde T é um campo de vetor unitario tangente a 9% e a ultima igualdade segue do
fato de X ser free boundary. Por definigao, como {T, v} é base ortornormal sobre OM,

temos

HOM = (T, V1 X) + g(N,VnX) = k+ g(N, VyX). (2.2)

A hipétese de ser free boundary estdvel, nos da pela proposicao [1.5| que

0
Qp,p) = — /Z Ls(p)pdA + /82 (a—ip —g(N, VNX)/)Q) dL >0,

onde () é a forma bilinear assosiada a segunda variacao da drea e p € C'°(X) é qualquer.

Em particular tomando p constante igual a 1 obtemos,

0> / (Ric(N, N) + |II|*)dA + / g(N,VnX)dL
> o
1
:—/(R+H2+|M|2)dA—/KdA—/ kdL + HMJL
2 > > ox o

1
> 5infR|2| + inf HOM|9%| — 27 (%)

= () — 27¢(D), (2.3)
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onde na primeira igualdade utilizamos a equagao de Gauss e , e na terceira
linha é usado o Teorema de Gauss-Bonnet. Isso prova a desigualdade (2.1)). Quando
vale a igualdade em , as desigualdades em sao, em verdade, igualdades. Dessa
forma Il = 0 e, portanto, ¥ é totalmente geodésica, (b) vale e Q(1,1) = 0. Como
Q(p,p) > 0, temos (por @ ser uma forma bilinear) que Q(1,p) < Q(1,1)Q(p,p) =0
para toda p € C°(X). Isso implica que Q(1, p) = 0, para toda p € C*°(X). Escolhendo
apropriadamente a func¢do p, concluimos que Ric(N, N) =0 e g(N,VyX) = 0, e isso
mostra (c).

Como ¥ é totalmente geodésica, segue que g(VyN,T) = II(T,T) = 0, donde a
curvatura geodésica de 0¥ em OM é nula. Isto mostra a segunda parte de (a).

Em particular, se (a) e (c) valem, segue da equacao de Gauss que K = %R e por
(b), temos que ¥ tem curvatura Gaussiana constante igual a % inf R. Por outro lado, de
temos que k = H?M e novamente por (b), temos que 9% tem curvatura geodésica
constante igual a inf H%Y em ¥.

Reciprocamente, se vale (a), (b) e (c), pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos

2mx(3) :/KdA+/ kdL
Y ()

= / %infRdAJr / inf HOMJL
)

ox
1
= 5mfR|2| + inf HOM|0%| = 1(%),

e, portanto, vale a igualdade. O

E importante observar que a desigualdade relaciona a curvatura escalar de M,
a curvatura média de OM, e a topologia da superficie free boundary estavel 3.

Uma superficie free boundary, 2-sided, propriamente mergulhada em M serd cha-
mada infinitesimalmente rigida se satifaz as propriedades (a), (b) e (¢). Na préxima
secao, construiremos uma folheacao ao redor de uma superficie infinitesimalmente
rigida em que as folhas sao todas superficies free boundary com curvatura média cons-

tante.

2.2 Construcao da Folheacao

Uma folhea¢do em uma variedade Riemanniana M é uma partigdo (suave) de M
por subvariedades imersas, chamadas folhas. E interessante ter em mente a seguinte
situagao modelo. Uma 3-variedade Riemanniana da forma (R x X,dt* + gy), onde
(3, go) é uma superficie compacta com curvatura Gaussiana constante, cuja fronteira

tem curvatura geodésica constante e dt? + gy é a métrica produto em R x ¥. Em
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2. Rigidez de Superficies Area-Minimizing Free Boundary

que todas folhas {t} x ¥ satisfaz as hipdteses da Proposi¢ao e, desta forma, sao
infinitesimalmente rigidas. Essas folhas tem a propriedade adicional de serem area-
minimizing.

Dado ¥ uma superficie infinitesimalmente rigida propriamente mergulhada em M,
existem extensoes do campo vetorial N, ou seja, existem campos vetoriais Z em M tal
que Z(p) = N(p), Vp € ¥ e Z(p) € T,0M, Vp € OM. Iremos fixar ¢ = ¢(z,t) o fluxo
de um desses campos vetoriais e & um numero real entre zero e um.

Dado uma superficie infinitesimalmente rigida ¥y, construiremos uma folheacao
{X;}1er ao redor de ¥, na qual toda folha é uma superficie free boundary com curvatura
media constante e, entao, analisaremos o comportamento da area das superficies ;.
Veremos que quando inf H?Y > ( e cada componente de 9% é localmente minimizante,
ou quando inf H?M = 0, tem-se que |Sy| > || para todo t € I (desde que I seja
suficientemente pequeno). Como consequéncia, obtemos um Teorema de rigidez local
para superficies free boundary area-minimizing em 3-variedades Riemannianas com

fronteira mean convex.

Proposicao 2.2. Seja (M,g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira OM. As-
suma que R e HO™ sdo limitadas inferiormente. Seja ¥ uma superficie free boundary,
2-sided, e propriamente mergulhada em M.

Se ¥ € infinitesimalmente rigida, entdo ezxiste ¢ > 0 e w : X X (—g,2) — R uma

fungao tal que, para todo t € (—e,¢), o conjunto
2y = {¢(wi(x7t))7x S 2}

¢ uma superficie free boundary com curvatura média constante H(t). Além disso, para

todo x € ¥ e todo t € (—¢,¢),

w(z,0) = =, /Z(w(ac,t) “HdA=0 e %w(x,t) =t

Em particular, para € suficientemente pequeno, {¥;}ic(—ce) € uma folheacdo de uma

vizinhanca de g = > em M.

Demonstragdo. Como na prova da proposigao[2.1], X denotard o campo normal unitério
a OM que, pelo fato de ¥ ser free boundary coincide com o conormal v de 9%. Lem-
bramos que dA é o elemento de area de Y e dL o elemento de comprimento de 9.

Uma funcao f é a-Holder-continua quando existe um ntmero real C' > 0 tal que

[f(x) = f(y)] < Cllz —yll*

25
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para todo z e y no dominio da f e 0 < a < 1. O espaco de Holder C*%(Q)) é composto
de funcgoes definidas em 2, k vezes diferencidaveis nas quais a k-ésima derivada é a-
Holder-continua.

Dado uma fungao u no espago de Holder C%%(X), com 0 < a < 1, consideramos
Yo = {o(x,u(x));x € ¥}, a qual é uma superficie propriamente mergulhada em M, se
a norma de u é suficientemente pequena. Aqui, usaremos o subscrito u para denotar
quantidades em . Por exemplo, H, sera a curvatura média de >, N, serd o campo
normal unitario de >, e X, sera a restricao de X a ¥,. Em particular, >o = X, Hy =10
(pois ¥ ¢ minima) e g(Np, Xo) = 0 (pois ¥ é free boundary).

Sendo 0 < a < 1, considere os espagos de Banach E = {u € C**(¥); [, udA = 0}
e ' ={u e C"(%); [fudA = 0}. Dados § > 0 e ¢ > 0 suficientemente pequenos,
podemos definir a aplicagao ® : (—¢,¢) x (B(0,d) C E) — F x C*(9%) dada por

O(t,u) = (Ht+u bl / HyydA, g(Nt-i-uaXt-i-u)) :

Afirmagao 2.1. D®g ) € um isomorfismo quando restrito a 0 X E.
De fato, para cada v € E, a aplicagao [ : (z,s8) € X x (—¢,¢e) — ¢(x,sv(x)) € M
nos da uma variagdo com campo variacional —— =vZ = vN em . Como X é

s
=0
infinitesimalmente rigida, pelo corolario e pela proposicao (1.3 obtemos

d
DCI)((),())(OW) = £CI>(O, SU)

1
= <—L2v - E/ —LsvdA, g(—V>v,v) + g(N, VUNX))
0 s

1 Ov
= (-sz + E /E Agﬂ)dA, —%)

1 ov ov
A L -2
( WISy a0 av)

s=

(2.4)

Se igualarmos a (0,0), resultados cldssicos para as condi¢oes de contorno do tipo
Neumann para o operador de Laplace, mostram que v é constante (cf.,por exemplo,
Teorema 3.6 de [12]), o fato de v € E completa a afirmagao.

Assim podemos aplicar o Teorema da funcao implicita. Isto é, para um ¢ > 0
pequeno, existe uma fungao u : t € (—e,¢e) — u(t) € B(0,6) C E tal que u(0) =0 e
O(t,u(t)) = ©(0,0) = (0,0) para todo t. Em outras palavras, as superficies

Str(uey = {0z, t +u(t)(z));z € X}

sao superficies free boundary (pois g(Niju(), Xi4u@)) = 0) com curvatura media cons-

tante (pois como fz HiiypdA ¢ um nimero, e assim, H;i,4) ¢ constante igual a
1
w51 Je Hevut dA).
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Considere w : (z,t) € ¥ x (—¢,¢) — t 4+ u(t)(xr) € R. Entao as superficies
Y = {o(z,w(x,t));x € X} sao free boundary com curvatura média constante e, por
defini¢ao, w(x,0) = u(0)(x) = 0, para todo = € ¥. Como w(z,t) —t = u(t)(x), temos
que [o(w(z,t) —t)dA = [;u(t)dA =0, para todo t € (—¢,¢). Tomando a derivada em

t =0, temos
/8_w —1dA:0:>/8—w
s Ot |,_ 5 Ot

Para concluir que %—’ﬂtzo = 1, basta monstrar que %h:o ¢ constante em Y. Para isso,

dA = |3,
t=0

observe que a aplicacao G : (z,s) € ¥ X (—¢,¢) — ¢(z,w(z,s)) € M dd uma variagdo
w
em X com campo variacional ¥ dado por N N. Como w(—,t) =t +u(t) para
t=0
todo t, nés temos

1
(O, 0) = (I)(t, u(t)) = (Hw(ﬂg) - E /E Hw(,t)dAag(Nw(,t);Xw(,t))) . (25)

Tomando a derivada de 1} em ¢t = 0, concluimos que %—ﬂtzo satisfaz o problema de
Neumann homogéneo, donde, deve ser constante em > (cf., por exemplo, Teorema 3.6
de [12]).

Para finalizar, como Gy(z) = ¢(z,0) = 0 e 0,G(x,t)|4=0 = a_w No(z) = Ny(z)

ot
t=0
para todo x € Xy e X é propriamente mergulhada, diminuindo o €, se necessario, segue

que G parametriza uma vizinhanca de ¥ em M, o que resulta numa folheacao de tal

vizinhanga. O]

2.3 Rigidez Local

Nessa secao analisaremos o comportamento da area das superficies construidas na

proposicao [2.2]

Proposicao 2.3. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean con-
vex e curvatura escalar R limitada inferiormente. Seja Yo uma superficie infinitesi-
malmente rigida free boundary, 2-sided e propriamente merqulhada em M. Assuma
que uma das sequintes hipoteses ocorre:

(i) Cada componente de 0%g € localmente minimizante em OM ; ou

(ii) inf HoM =0,

Seja {Ei}e(—ee) como na Proposicio 22l Entdo |Xo| > || para todo t € (—¢,¢)

(talvez diminuindo, se necessdrio o €).

Demonstragdo. Seguindo a notacao da proposicao 2.2] seja G : Ty x (—e,e) — M,

dada por G(z,t) = ¢(x,w(x,t)), a parametrizacao da folheagao {¥;}sc(—cr) ao redor
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da superficie infinitesimalmente rigida ¥y. Vamos denotar G;(x) = G(z,t) e o indice
subscrito t as quantidades em ¥; = G(3g). Como H; é constante, vamos denotar H;
por H(t), uma fungao que so depende do ¢ e ndo mais dos pontos de ¥, sendo assim,
H'(t) = O, Hy.

Para cada t € (—¢,¢), a fungdo lapse em ¥, é dada por p; = g(0;G, V) e satifaz
(pelo Corolario [1.3) as equagoes

H'(t) = —As, ps — (Ric(Ny, Ny) + [I11) py, (2.6)
o)
a_Z = g(Ni, Vi, X)pr. (2.7)

Note que py = 1, pois 6G (x,t) |t _o = No(z), para todo x € 3. Assim, podemos

assumir que p; > 0 para todo t € (—¢,¢) e, dessa forma, podemos dividir a equagao

(2.6) por p, ficando com

1 1
H’(t)p— = —(Agtpt)p— — Ric(N,N) — |II%. (2.8)
t t

Usando a equagao de Gauss (|1.2]), podemos escrever ([2.8) como

1 1 1
t t

Utilizando o corolério para integrar (Ay, pt)pit em Y, e 1D temos

1 V2 B
/(Agtpt)—dAt:/’ ftl dAt+/ PLar,
by Pt s O,

!V% |2
EPlaa+ | g(Ny, Vi X)dLy. (2.10)
> o

Pt

Integrando (12.9), e utilizando (2.10)), juntamente com o fato de H'(t) s6 depender do

t, temos

1 Vi,
H,(t> —dAt = —/ ‘ Pe ‘ dAt / g(Nt, thX)st
x Pt SR %

1
+/thAt—5/(R+H(t)2+|Bt|2)dAt.
% %

Observe que como ¥; é free boundary vale H?M — k = g(N;, V,X). Unindo isso ao
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Teorema de Gauss-Bonnet, obtemos

1 Et 2 1
() _dAt:_/%mt—-/<R+H(t)2+|Bt|2)dAt
b t b))

s Pt 2
— / HM AL, + 2mx(%0)
0%
1
< ——/RdAt —/ HM AL, + 27x (%)
2 b 0%
< I(Xo) — 1(%)
1
= S inf R(|So| — [Si]) +inf HO(0%o] — [9%),  (2.11)

onde na segunda desigualdade foi usado o fato de ¥, ser infinitesimalmente rigida, que
implica (%) = 2mx(2o).

Por hipétese, temos que inf H?Y > 0. Se cada componente de 9% é minimizante
de comprimento, o segundo termo do lado direito de ¢ menor ou igual a zero, e

no caso que inf %" =0, o mesmo é zero. Em todo caso,

1 1 1 td
H'(t —dA, < —inf Yol — 122:]) = —=inf —|33|ds.
() [ S < 5inf R(S| = [5) QmRA%|w

Como cada ¥; é free boundary com curvatura média constante, a primeira variacao

da area nos da que p
t b b

Portanto,

1 1 K
H'(t) | —dA, < —= infR/ H(s) / psdAgds. (2.13)
¥ Pt 2 0 )

Afirmacao 2.2. Ezxiste ¢ > 0 tal que H(t) <0 para todo t € [0,¢).

Para mostrar essa afirmacao, vamos dividir nos seguintes casos:

(a) inf R = 0.

Segue de que H'(t) < 0 para todo t € [0,¢), isto é, H é uma fungao nao
crescente. Como H(0) = 0 temos que H(t) < 0 para todo t € [0,¢).

(b) inf R > 0.

Para facilitar a notagao, seja (t) = [ idAt e {(t) = [y pdA. A inequagao ([2.13)

pode entao ser reescrita como
H(t) < — inf R— /tH( JE(s)d (2.14)
< —=inf R—— s)é(s)ds. .
2 e(t) Jo

Por continuidade, podemos assumir que existe um C' > 0 tal que ﬁ fot £(s)ds < 2C

para todo t € [0,¢&1].
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Tome ¢ > 0 tal que € < e e < e;. Entdo H(t) < 0 para todo t € [0,¢].

1
C(inf R)
De fato, suponha que existe t; € [0,¢] tal que H(¢;) > 0. Por continuidade, existe
to € [0,t1] tal que H(t) > H(ty) para todo t € [0,¢;] (H atinge o minimo em [0, ¢;]).

Note que, em particular H(ty) < H(0) = 0. Pelo Teorema do valor medio, existe
H(t1) — H(to)

1—to

ta € (to,t1) tal que = H'(t). Dessa forma, a desigualdade (2.14)) nos

mostra que

H(ty) — H(to)

= H'(ty) <
Py (t2) <

: 1 2
1nme/0 (—H(s))&(s)ds

inf R(—H ( / £(s )

< —% inf R(H (t9))(2C)

VAN
ml»—l N —

= —inf R(H(ty))C
Isolando H(t;), obtemos
H(ty) < H(to) —inf R(H(to))C(t1 — to) < H(to)(1 — (inf R)Ce) <0

o que contradiz o fato de que H(t;) > 0.
(¢c)infR<0
1
Tome ¢ > 0 tal que € < —m, onde C' é a mesma constante do item (b).
Entao H(t) < 0 para todo t € [0,¢). De fato, suponha que existe t; tal que H(t;) > 0.

Seja

t={tel0,t]; H(t) > H(t1)}
e seja tog € [0,t1] o infimo de t. Note que, por continuidade, H(ty) > H(t;). E
H(ty) > H(t1) nao ocorre, pois por continuidade, existiria ¢t < to com H(t) > H(ty),

) >
contradizendo a defini¢ao de ty. Observe tambem que, por definigao, H(t) < H(t1) =
H (ty) para todo t € [0, y].

Suponha que ¢, > 0, entao pelo teorema do valor médio existe to € (0,%y) tal que
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H —H
(tz)—() 0) = H'(t,). Entao, a desigualdade (2.14) nos da
0 —
H(t 1 ”
() _ ey < Line (/(H@»ﬂ$%
to 2 <t2)

- Suan ([ o)

g—%nﬁR(( 0))(20)

= —inf R(H (t0))C
Multiplicando por ¢y e colocando os termos no primeiro membro, obtemos

O que implica que
H(to)(1 + (inf R)Ce) <0

Isso contradiz o fato que H(tg) = H(t1) > 0, pois (1 + (inf R)Ce) > 0.

Entao, terfamos que ¢y = 0. Isto novamente é uma contradigdao, pois como > é
minima, terfamos 0 = H(0) = H(t;) > 0.

Isso prova a afirmacéo. Assim, por (2.12), nos concluimos que |So| > || para todo
t €10,e). A prova que || > |X;| para todo t € (—¢,0] é completamente analoga. [J

Resultados splitting sao caracterizados por conseguir uma isometria de uma deter-
minada variedade Riemanniana M ao espaco produto R x Y, onde Y é uma hiperficie
de M. Agora estamos prontos para provar o resultado de splitting local (isto é, invez

de R x ¥ na definigao acima temos (—¢, ) x ¥ isométrico a uma vizinhanza de X).

Teorema 2.1. Seja (M,g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convez.
Assuma que a curvatura escalar R € limitada por baixo.

Seja 32 uma superficie free boundary, localmente area-minimizing, 2-sided, propria-
mente mergulhada e tal que 1(X) = 2wy (X). Assuma que uma das hipdteses vale:
(1) Cada componente de 0% € localmente minimizante de comprimento em OM ; ou
(2) inf HOM = 0.
Entio existe uma vizinhanca de X3 em (M,g) que é isométrica a ((—e,€) X ¥, dt* + gs),
onde (X,gx) tem curvatura Gaussiana constante igual a %infR e 0¥ tem curvatura

geodésica constante igual a inf H'M em ¥.

Demonstracao. Segue de ¥ ser localmente area-miniming, que é uma superficie minima
estdvel. Como I(X) = 2myx(X), vale a igualdade na proposigao 2.1 ou seja, ¥ é infini-
tesimalmente rigida. Das proposi¢oes e , nos obtemos uma folheacao {X¢}ie(—c o)
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ao redor de Xg = ¥ tal que |3;] < ||, para todo t € (—¢,e). Como X é localmente
area-minimizing, temos que |X;| = [3g] e 3; é localmente area-minimizing, para todo
te(—¢e).

Sendo GG a parametrizacao da folheacao de M em volta de ¥y dada na proposicao
2.2 Como a caracteristica de Euler é um invariante topolégico e ¥; = G4(X), obtemos
que x(2) = x(So).

Uma vez que H?™ = 0 ou as componentes de 9% sdo localmente minimizante,

1
2mx () = 27X (B0) = I(Xg) = 3 inf R|Yo| + inf HOM|0%,|

1
<5 inf R|%,| + inf HOM|0%,| = 1(%,) < 27x(%y),

que implica que ¥; = 27y (%), ou seja, cada ¥, é infinitesimalmente rigida. Com isso,

as equagoes (2.6)) e (2.7) da proposigao nos dao

0
Agtpt:(] (§ ﬁ:(),
314

ou seja, para cada t a funcao lapse p; satisfaz o problema de Neumann homogeneo.
Portanto, p; é uma fungao constante em ¥, (cf., por exemplo, Teorema 3.6 de [12]).
Como temos uma folheacao, o campo normal de ¥J; localmente define um campo de
vetores em M. Por X; ser totalmente geodésica temos Vi, = 0. Por p; ser constante,
implica que V*tp, = 0, assim utilizando a proposicao concluimos que Vy N, = 0,
ou seja, N; é um campo paralelo. Em particular, N; é um campo de killing, e seu fluxo
¢ um fluxo por isometrias e, portanto, fornece a splitting local: uma vizinhanca de g é
de fato isométrica ao produto ((—¢,¢&) x g, dt* + gs,). J& que X ¢ infinitesimalmente
rigida, (X0, gs,) tem curvatura Gaussiana constante igual a inf R/2 e 0%, tem curvatura

geodésica constante igual a inf HM em . O

Como veremos na se¢ao a seguir, usaremos esse resultado para provar o Teorema

de rigidez global.

2.4 Rigidez Global

Comecamos essa se¢ao com o enunciado preciso de um resultado de W. Meeks e S.T.
Yau [19] sobre a existéncia de discos free boundary area-minimizing, qual vamos usar
para provar um resultado global. Dada uma 3-variedade M, denotamos por Fj; o con-

junto de discos imersos em M cuja fronteira sao curvas em M e sao homotopicamente
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nao-triviais em 0M. Se Fj; é nao vazio, definimos
A(M,g) = inf |3 e LM, g)= inf |95].

Teorema 2.2 (W. Meeks e S.T. Yau). Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana
compacta com fronteira mean convexr. Se Fy; € ndao vazio, entdo

(1) Existe um disco minimo imerso Lo em M tal que 0¥y representa uma curva ho-
motopica ndo trivial em OM e |Xo| = A(M, g).

(2) Qualquer disco imerso de menor drea € de fato um disco free boundary propriamente

mergulhado.

Agora nds vamos para os Teoremas principais. Nosso primeiro Teorema de rigidez

global envolve uma combinagao dos invariantes geometricos A(M, g) e L(M, g).

Teorema 2.3. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convex.

Assuma que Fyr € nao vazio. Entdo

1
5 inf RA(M, g) +inf HOML(M, g) < 2. (2.15)

Além disso, se a igualdade vale, entdo o recobrimento universal de (M, g) € isométrico
a (R x X, dt*>+ go), onde (o, go) € um disco com curvatura Gaussiana constante igual

ainf R/2 e 0%y tem curvatura geodésica constante igual a inf H?M em (3, go).

Demonstracao. Como Fyr ¢ nao vazio, o Teorema diz que existe um disco minimo
free boundary propriamente mergulhado 3, € Fj tal que |¥9| = A(M,g), ou seja,
Yo é area-minimizing. Portanto, ¥y é 2-sided e free boundary estavel, a desigualdade

segue da proposicao [2.1], pois
1 1
5 nf RA(M, g) + inf HOML(M, g) < 5 inf B[] + inf HM|0%| = I(%) < 27

Além disso, se a igualdade vale, entdo inf H?M ¢ nulo, ou 03y deve ter comprimento
igual a L(M, g), e assim é minimizante de comprimento. Em ambos os casos, podemos
aplicar o Teorema para conseguir um local splitting de (M, g) ao redor de .

Seja exp a aplicacdo exponencial de (M, g). Considere S o conjunto de todos os
t > 0 tal que a aplicagao ¥ : [—t,t] x ¥y — M dada por ¥(s,z) = exp,(sNy(z)) é bem
definida, W ([—t, ] x 9%) estd contida em OM, e U : ((—t,t) X Xg,ds* + gs,) — (M, g)
¢ uma isometria local.

S é nao vazio por conta do Teorema [2.1}

Afirmagao 2.3. S = (0, +00).
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Suponha que seja falso, e seja 7 = sup S. Por continuidade 7 € S. Nos definimos
a aplicagdo f, : X — M por f,(x) = ¥(x,7) e considere X, = f.(X). Note que,
Y, tem as mesmas propriedades de 3, e além disso |X,| = |X|. Assim, podemos
aplicando o Teorema , para conseguir um € > 0 tal que, ¥|(g 4.« € isometria local.
Analogamente, existe 0 > 0 tal que, W|_,_s50] x ¥ é isometria local. Contradizendo o
fato de 7 ser supremo. Isso finaliza a afirmacao.

Portanto, temos uma isometria local bem definida
N2 (t7$) S (R X EOvdtQ +g20) = esz(tNO(x)) S (Ma 9)7

tal que U(R x 0%) esta contida em OM. Tal ¥ é uma aplicagao de recobrimento (cf.

Lema 1.32 de [0]). Isso termina a prova do Teorema. O

Quando inf R é negativo, provaremos um Teorema de rigidez para solugoes do pro-
blema de Plateau (isto é, dado uma curva, encontrar a superficie que minimiza érea e

tem essa curva como fronteira), que serd uma consequéncia imediata do Teorema .

Teorema 2.4. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana compacta tal que HOM > 0
einf R = —2. Assuma que Fp; € nao vazio.
Se 'S ¢ uma solugao do problema de Plateau para uma curva homotopica mergulhada

nao-trivial em OM, a qual limita um disco em M e tem comprimento L(M,g), entao
32| > inf HM L(M, g) — 2. (2.16)

Além disso, se a iqualdade vale em (2.16)) para algum S, entdo o recobrimento universal
de (M,g) ¢é isométrico a (R x S, dt? + go), onde (f],gg) é um disco com curvatura
Gaussiana constante igual a -1 e 9% tem curvatura geodésica constante igual a inf HOM

em 2.

Demonstragio. Considere ¥ como no Teorema. 3 tem drea pelo menos A(M, g) e 95

tem comprimento igual a L(M, g). Quando inf R é negativo, temos que
%inf R|3| + inf H|9%| < % inf RA(M, g) + inf HM L(M, g).
Aplicando o Teorema juntamente com a hipdtese de inf R = —2, obtemos que
— || +inf HOY L(M, g) < 2m,

o que prova (2.16)), a segunda parte é imediata do Teorema . O]
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Capitulo 3

Teorema de Rigidez para

Superficies Minimas Free Boundary
em B’

Neste capitulo, veremos que, entre as superficies minimas free boundary na bola
unitaria 3-dimensional centrada na origem, o disco equatorial plano e o catendide critico
sao caracterizados por uma condi¢ao pingante no comprimento da segunda forma fun-

damental. Mais precisamente, veremos o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Seja X2 uma superficie minima free boundary compacta na bola unitdria

B3. Assuma que para todo ponto v em X,
T2 () {x, N(x))?* < 2. (3.1)

Entao
1) [TI|*(x, N)?> =0 e X* € um disco equatorial plano.
2) ou |TI]*(p){p, N(p))* = 2 em algum ponto p € ¥ e X* é um catendide critico.

3.1 O Disco Equatorial Plano e o Catendide Critico

Nesta secao definimos o disco equatorial plano e o catendide critico, mostrando
alguns resultados sobre os mesmos.

Seja B? a bola unitdria em R3, centrada na origem. Os discos equatoriais planos
sao definidos pela intersecao da bola unitdria B® com um plano que contém a origem.

Os discos equatoriais planos sao as unicas superficies minimas free boundary to-
talmente geodésica em B®. Nitsche [2I] monstrou que eles sdo as tinicas superficies

minimas free boundary imersas em B? que sao homeomorfas a um disco.
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3. Teorema de Rigidez para Superficies Minimas Free Boundary em B3

Teorema 3.2 (Nitsche). Se ¥ € uma superficie minima free boundary homeomorfa a

um disco, entao ¥ € o disco equatorial plano.

Os catendides criticos, por outro lado, sao as tnicas superficies nao planas que sao
invarientes por rotacao ao redor de um eixo dado. Eles podem ser definidas analitica-

mente pela imagem da seguinte aplicacao
X : (t,0) € [~to,to) x S* + ag cosh(t) cos(t)ey + ag cosh(t) sin(t)ey + agtes € R?

onde {ey, €9, €3} é alguma base ortonormal de R®. A constante ¢, ¢ a tnica solugao
positiva da equagao ¢ sinh(t) = cosh(t), enquanto ag = (agtocosh(ty))™!. Essas cons-
tantes sao escolhidas de tal maneira que a imagem esteja contida em B3, e o catendide
encontre 0B ortogonalmente. Além disso, o eixo de simetria é a linha gerada pelo vetor
es.

Foi conjecturado que o catendide critico é o iinico anel minimo free boundary mer-
gulhado em B? (veja, por exemplo, conjectura 1.1 de [I1]). McGrath [I7] mostrou que
esta conjectura ¢é verdadeira com a hipotese adicional da superficie ser simétrica com
relacao a trés planos mutuamente ortogonais.

Em relacao ao nosso resultado principal, observe que, na parametrizagao X, temos

0X

prakl sinh(t) cos(t)e; + ag sinh(t) sin(t)es + agege
0X :

5p = cosh(t) sin(t)e; + ag cosh(t) cos(t)es.

Assim, temos que o campo normal tnitario N é dado por

— cos(0) sin(6) sinh(t) o

N _ _
(t,6) cosh(t) “ cosh(t)62 * cosh(t) °

Portanto, a norma da segunda forma fundamental e a funcao suporte sao dadas por

t sinh(?)
~ cosh(t) )

2

m? = ———
= a3 cosh?(t)

e (z,N)*=ay (1

Em particular, visto que [t| < to,

2

M (x, N2 = ———
‘ ’<$ > COShZ(t>

(cosh(t) — tsinh(t))? < 2.
Note que o valor maximo 2 é atingido em ¢ = 0, isto é, no circulo definido pela intersegao

do catendide critico dado e o plano que é ortogonal ao eixo de simetria passando pela

origem.
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3. Teorema de Rigidez para Superficies Minimas Free Boundary em B3

3.2 Prova do Teorema

Nessa secao, vamos explicar a prova do Teorema A principal observacao é
relacionar a condi¢ao pingante (3.1)) com uma condigao da forma Hessiana da funcao

distancia de pontos de Y para a origem.

Lema 3.1. Seja X2 uma superficie minima free boundary em B3. Seja f uma funcdo
definida por
|z
Entao,
1) VEf(z) = z para todo x € OX.
2) Para cada x € 33, 0s autovalores de Hessy f(x) sdo dados por
| 1]

(x,N(z)) e 1+ ﬁ(x, N(z)).

I
V2

Demonstragdo. Para provar 1), note inicialmente que V= f(z) = z" para todo z € X,
onde (-) representa a projecdo ortogonal de x em T, . De fato, por defini¢do, temos
(VEf(2), X) = X(f(z)) = (z,X) = (2T, X), para todo X € T,X. Como ¥ intersecta
0B ortogonalmente, temos que x € 1,3 para todo x € 9% e o item segue.

Note que, se D é a conexao de Levi-Civita de &, (VxY)" = DxY e

VxY = DxY =(VxY,N)N = —(Y,VxN)N = —(Sy(X),Y)N.
Assim, para todo X,Y € T, temos

Hessy f(2)(X,Y) = X(YV(f(2))) — (DxY)(f(x))

= X{(x,Y) — (z,DxY)
z,VxY)—(z,DxY)
z, (S (X),Y)N)
z, N){(Sn(X),Y)
(z, N)Sn(X),Y)

|
—~ —~ —~ —~

Portanto, se k; e ko sao as curvaturas principais de X em z, temos que os autovalores

de Hessy, f(x) sao dados por

1—k51<$7N> e 1—]€2<ZE,N>
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Além disso, |II|> = k? + k2, e como ¥ é minima k; + ko = 0, assim |12 = 2k? = 2k3.
Assumindo que k; < ks, temos k; = —|II|/v/2 e ky = |II|/v/2, finalizando a prova de
2). O

Agora, introduziremos alguns conceitos para melhorar o entendimento da préxima
proposi¢ao. Um subconjunto A de uma variedade Riemanniana (M, g) é totalmente
convezxo, quando qualquer geodésica de M que liga pontos de A, na verdade esta toda
contida em A (ver, por exemplo, [7]).

Dados curvas «, 5 : [0,1] = M em uma variedade Riemanniana M. Dizemos que

a é homotdpica a [ se existe uma funcao suave H : [0, 1] x [0, 1] — M, tal que
H(t,0)=«at) e H(t,1) = (t).

E escrevemos o ~ . ~ é uma relagao de equivaléncia (ver, por exemplo, [16]). [a]

denota a classe de homotopia de «. Isto é,
[a] ={8:]0,1] = M; 5 ~ a}.

Uma curva fechada em M é uma curva « : [0, 1] — M, tal que a(0) = «(1). O ponto
a(0) = a(1) é chamado ponto base de a. Dizemos que « é baseada em «(0) = «(1).

Fixado x € M, o grupo fundamental de M baseado em x é o conjunto
m (M, z) = {[a]; « é curva fechada baseada em x}.

Dizemos ainda que uma curva « baseada em x ¢ trivial, se é a curva constante igual a

x.

Proposicao 3.1. Seja X2 uma superficie minima free boundary compacta em B3. De-

fina
C = {p € %;Ipl = min z}.

Se [II|*(z, N)*> <2 em %, entdo
1) C contém um tnico ponto p € ¥\0%, neste caso X2 € o disco equatorial plano;

2) ou C € uma geodésica fechada simples em Y\0X e ¥ € homeomorfa a um anel.

Demonstracao. Seja f: Y — R definida como no Lema [3.1]
Afirmacgao 3.1. C é um subconjunto totalmente convexo de 3.

De fato, dado p,q € C, seja v : [0,1] — X uma geodésica tal que v(0) = p e
v(1) = q. Pelo item 2) do Lema a condigao geométrica |IM]*(x, N(x))* < 2 em

Y implica que os autovalores de Hessy f(x) s@o nao negativos, e assim Hessyf > 0.
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Consequentemente, (fo~)”(t) > 0 para todo ¢ € [0, 1], isto é, f o~ é convexa em [0, 1].
Por definicao de C, p e ¢ sao minimo da f, assim, f o~ atinge o minimo em ¢t = 0 e
t = 1, dai concluimos que (f o~)(t) = minyg f. Portanto, ([0, 1]) C C, o que conclui a
afirmacgao.

Note que, dado X um campo vetorial tangente em 0B, Vxx = X, onde z é o vetor
posi¢ao ao longo de dB. Assim, como o conormal v coincide com o vetor z (por X ser
free boundary), temos que a curvatura geodésica k de 0¥ em X é indenticamente 1.
De fato, k = (Vov,T) = (Vpx,T) = (I, T) = 1. Em particular, 0¥ ¢é estritamente
convexa em Y. Isso implica que para todo p,q € Y existe uma geodésica minimizante
em Y unindo p e g. Portanto, o conjunto totalmente convexo C é conexo. Além disso,
C esta contido no interior de ¥, pois por defini¢cao o conjunto C é os pontos de minimo
da f, e o gradiente da f é diferente de 0 em 03 pelo item 1) do lema .

Suponha que C contém um tnico ponto p € ¥\0%. Dado [a] € m1(2, p), assuma que
[a] é uma classe de homotopia nao trivial. Como 9% é estritamente convexa, podemos
encontrar uma geodésica fechada ~ : [0,1] — X, v(0) = (1) = p, tal que v € [a].
Como C é totalmente convexo, v([0,1]) C C. Mas C = {p} e [a] é nao trivial, o que é
uma contradi¢do. Portanto, ¥ é homeomorfo ao um disco. Pelo Teorema [3.2] ¥ é um
disco equatorial plano.

Finalmente, suponha que C nao consiste de um tnico ponto. Sejam p € C e [o] uma
classe de homotopia nao trivial em (%, p). Analogamente, podemos encontrar uma

geodésica fechada v : [0, 1] — 3, v(0) = (1) = p, tal que v € [a].
Afirmacao 3.2. 7/(0) =~/(1), v([0,1]) € uma curva simples e C = ([0, 1]).

De fato, se 7'(0) # ~/(1), entdao podemos encontrar uma geodésica minimizante
para pontos de v préoximos de p, e por C ser totalmente convexo, essa imagem esta
toda contida em C, assim, conseguimos um aberto U de ¥ todo contido em C, esse
aberto também faz parte da esfera de centro 0 e raio |p|, por defini¢ao de C, isso é uma
contradicao, pois X é minima, e U nao é, por ser parte de uma esfera. Argumentos
analogos concluem a afirmacao.

Como qualquer geodésica fechada baseada em p deve esta contida em C, concluimos

que (X, p) = Z, isto é, ¥ é homeomorfa a um anel. ]
O corolério a seguir é consequéncia imediata da proposicao [3.1]

Corolério 3.1. Seja X2 uma superficie minima free boundary compacta em B3. Se

[TI|*(z, N)? < 2 em &3, entao X € o disco equatorial plano.

Demonstragio. Como |II|*(z, N)? < 2, a fungio f definida no Lema [3.1]¢ estritamente

convexa (item 2 do mesmo lema), isto é, Hessyf > 0 em X. E pelo item 1), f atinge
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o valor minimo no interior de ¥ (pois na fronteira o gradiente nao é nulo). Pela
convexidade estrita da f, o conjunto C definido na proposicao 3.1 é somente um ponto,
caso contrario, a geodésica ligando dois pontos de C estaria em C e teriamos uma
contradicao com a convexidade estrita. Portanto, pela proposicao [3.1, > é o disco

equatorial plano. O

Para finalizar a prova do Teorema [3.1], resta somente analizar a situagao em que a

fungao |IM|?(x, N)? atinge o valor maximo 2 em algum ponto de .

Proposicao 3.2.1. Seja X2 uma superficie minima free boundary compacta em B3.
Se [TI|*(x, N)*> <2 em X e |II*(p)(p, N(p))* = 2, entdo & € o catendide critico.

Demonstracao. Seja f : ¥ — R e C definidos como no lema (3.1 e proposicao [3.1,
respectivamente. Como [IT]2(p)(p, N(p))? = 2 em algum ponto p € ¥, a superficie %
nao pode ser homeomorfa a um disco, pois nesse caso deveria ser o disco equatorial
plano como consequéncia do Teorema [3.2| e assim totalmente geodésico. Portanto,
pela proposicao 3.1, > é homeomorfa a um anel e C é uma geodésica simples fechada,
seja v : [0,]] — X, a parametrizacdo por comprimento de arco de C. Em particular
infy, f > 0 (caso contrario, C seria somente a origem, e nesse caso % seria o disco
equatorial plano, o que é uma contradigao).

Sejam R > 0 tal que R?/2 = infg f e Sp C R? a esfera de raio R centrada na

origem.
Afirmacgao 3.3. v ¢ um grande circulo de Sg

De fato, por defini¢do de R, temos que ¥ C {z € R3;|z| > R} e ¥ N Sk = v([0,1]).
Assim, temos que T2 = T',(5)Sr para todo s € [0,/]. Como 7 é uma geodésica de 3,
também é uma geodésica de Sg, isto é, um grande circulo de Skg.

Denotando por es o vetor unitario em R?® que é ortogonal ao plano que contém o
grande circulo v, entao {7/(s), es} é uma base ortonormal de T’ (,)X para todo s € [0, I].

Seja u(z) = (x A N(x),e3), € 2, onde A denota o produto vetorial em R?.

Afirmacgao 3.4. u(x) satisfaz:

9]
Asu + |II*u =0 em X, e 8_u =u em 0X.
v

Além disso, se u € identicamente nula, entdo Y € uma superficie de revolugcao em volta

do eizo es.

Dado = € 3, seja {e1,es} dire¢oes principais de T3, ou seja, Vo, N = kijep e

Ve, N = kgeq, onde ki e ko sdo0 as curvaturas principais de > em p. Extenda {ej, ey}
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para um referencial geodésico {F1, F»} em p. Assim, o Laplaciano de u é dado por

Au =Y "Ei(Ei(u)). (3.2)
i=1
Agora, note que

Ei(u) = Ei({(x A N(x), es))
= (E; ANN(z)+x AVgN(zx),es3)

Dali, temos que

E{(Ei(u)) = E;((E; AN N(z) + 2 AVgN(zx),es3))
= (Vg E;NN(x)+ E;ANVgN(x)+ E,ANVgN(z)+xAVgVgN(z),es)
— (V. Ei AN(@) + 2 A Ei + 2 AV, Vi N(z), e5)
= (zAVE, Vg N(z), e3)
= (x Nes, Vg, Vg N(x)) (3.3)

Fazendo
VAN €3 = O[jEj + ﬂN, (34)

onde u = (x Aes, N) = (x A N, e3) = u. Substituindo (3.4 em (3.3) temos que

Ei,(E;i(u)) = (x Ne3, Vg, Vg N(x))

Assim, substituindo (3.5)) em ({3.2]), obtemos

Au = (a;E; +uN,VE Vg N(x))
= a;(E}, Ve Ve N(@)) + u(N, Ve, Vg N(2)). (3.6)

Mas <Ej, VEZVEZN(x» = _<VEiEj; VEZN(JI)> = <inEj7 klEZ> =0e
(N,V Vg N(2) = —(VeN, Vg N(z)) = kk; = |II2.

Dai, obtemos Asxu + |II[*>u = 0. E como a superficie 3 é free boundary, temos que

o vetor posi¢ao x coincide com o vetor conormal v em 03, e além disso, v é diregao
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principal de 32, assim V, = Av, dai como z X v = 0, obtemos

v(u) = v{z x N(x),e3)
= (V,x x N(x),e3) + (x x V,N(x),e3)
= (v x N(x),e3) + {x X \v, e3)

= (x X N(z),e3) = u.

Assim, =u em 0.

u
v
Além disso, se u é identicamente nula, seja m o plano perpendicular ao eixo es.
Assim, © A N(x) € m para todo x € X. A intersegdo do plano afim z + 7 com X é entao
um circulo e ¥ é uma superficie de revolucao em volto de e3.
Claramente, v([0,1]) esta contido em u~'(0), pois z = |z|N(z), para todo z em

~([0,1]). TIsso implica que du(~y(s))v'(s) = 0 para todo s € [0,1]. Assim,

AN(x),e3) + (x AV N(x), es)
A N(x),es) + (N(x) A 2|V N(x),es)
= ((Y(s) + 12|V N (2)) A N(2), €3).

Isso implica que (7'(s) + |2|Vy()N(z)) = 0, de fato v'(s) + |2|Vy(N(x) é com-
binagao linear de N(x) e e3, mas de (N(z), N(x)) =1 e de (N(z),e3) = 0 temos que
(Vi) N(z),N(z)) =0 e (VyN(x),e3) = 0, assim +'(s) é direcao principal de 7,3

em 7y(s), a diregao ortogonal e3 € T, ¥ também é. Portanto, dN,(se3 ¢ paralelo a e3 e

du(y(s))es = (es A N(v(s)), es) + (7(s) A dNys)es, es) = 0.

Assim, todo ponto do circulo C esta contido em u~'(0) e é ponto critico de u.
Mas isso implica que u ¢ identicamente nula em . Caso contréario, o conjunto nodal
u~1(0) deveria ter apenas pontos criticos isolados (ver [8], Teorema 2.5). Isso é uma
contradicao, pois C é uma curva.

Portanto, > é uma anel minima free boundary de revolugao ao redor do eixo ez em

B?. Em outras palavras, ¥ é um catendide critico. O

42



Referéncias Bibliograficas

AMBROZIO, L. C., Rigidity of area-minimizing free boundary minimal surfaces in
mean convez three-manifolds, J. Geom. Anal. 25 (2015), 1001-1007.

AMBROZIO, L. C., Constant mean curvature foliations and scalar curvature rigi-
dity of three-manifolds, Teses de Matematica do IMPA, Rio de Janeiro, 2014.

AMBROZIO, L. C. & NUNES, 1., A gap theorem for free boundary minimal sur-
faces in the three-ball, arXiv:1608.05689 [math.DG].

BrAy, H., BRENDLE, S. & NEVES, A., Rigidity of area-minimizing two-spheres
in three-manifolds, Comm. Anal. Geom. 18 (2010), no. 4, 821-830.

CAMINHA, A., Notas de Geometria Diferencial, Forteleza, 2010.

CHEEGER, J. & EBIN, D. G., Comparison Theorems in Riemannian Geometry,
North-Holland Publishing Company, 1975.

CHEEGER, J. & GROMOLL, D., On the structure of complete manifolds of non-
negative curvature, Ann. of Math. Second Series 96 (1972), No 3, pg. 413-443.

CHENG, S. Y., Figenfunctions and Nodal Sets, Comment. Math. Helvetici . 51
(1975), pg. 43-55.

CHERN, S. S., o CArRMO, M. & KOBAYASHI, S., Minimal submanifolds of

a sphere with second fundamental form of constant length, Functional Analysis
and Related Fields (Proc. Conf. for M. Stone, Univ. Chicago, Chicago, Ill., 1968),
Springer, New York, 1970, pg. 59-75.

DO CARMO, M. P., Geometria Riemanniana, 3* Ed., IMPA, Rio de Janeiro, 2005.

FRrRASER, A. & L1, M., Compactness of the space of embedded minimal surfaces

with free boundary in three-manifolds with nonnegative Ricci curvature and convex
boundary, J. Differential Geom. 92 (2014), no. 2, pg. 183-200.

43



Referéncias Bibliograficas

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

GILBARD, D. & TRUDING, N. S., Elliptic partial differential equations of second
order, Springer, 1998.

GowMmEs, J. N. V. & PEREIRA, A. L., Notas de aula da disciplina MAT6651-

Operadores diferenciais em variedades Riemannianas, IME-USP, Sao Paulo, 2015.
LeE, J. M., Introduction to smooth manifolds, Springer Verlag, New York, 2012.
LeE, J. M., Riemannian Manifolds, Springer Verlag, New York, 1997.

Lima, E. L., Grupo fundamental e espacos de recobrimento, Projeto Euclides,
IMPA, Rio de Janeiro, 1993.

MACGRATH, P., A characterization of the critical catenoid, Indiana University
Mathematics Journal 67, Issue 2 (2018), pg. 889-897.

MEEKS I1I, W. H. & PEREZ, J., The classical theory of minimal surfaces, Ame-
rican Mathematical Society 48 (2011), No. 3, pg. 325-407.

MEeEkS, W. & Yau, S. T., Topology of three-dimensional manifolds and the
embedding problems in minimal surface theory, Annals of Mathematics 112 (1980),
No. 3, pg. 441-484.

MicAaLLEF, M. & MORARU, V., Splitting of 3-Manifolds and rigidity of area-
minimizing surfaces, Proc. Amer. Math. Soc. 143 (2015), 2865-2872.

NiITSCHE, J. C. C., Stationary partitioning of convex bodies, Arch. Rational Mech.
Anal. 89 (1985), pg. 1-19.

NunNEes, I., Rigidity of area-minizing hyperbolic surfaces in three-manifolds, J.
Geom. Anal. 23 (2013), 1290-1302.

PETERSEN, P., Riemannian Geometry, 2* Ed., Springer-Verlag, New York, 2006.

Ros, A. & VERGASTA, E., Stability for hypersurfaces of constant mean curvature
with free boundary, Geom. Dedicata 56 (1995), no. 1, pg. 19-33.

YOUuNG, T., An essay on the cohesion of fluids, Philos. Trans. R. Soc. Lond. 95
(1805), pg. 65-87.

44



