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Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós–Graduação em Matemática
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Resumo

Neste trabalho, estudamos Teoremas de rigidez para superf́ıcies mı́nimas free boun-

dary. Num primeiro momento, estudamos um resultado de folheação por superf́ıcies

free boundary de curvatura média constante e, através disso, abordamos um resultado

de rigidez global para variedades Riemannianas tridimensionais com fronteira mean

convex. Este resultado foi provado por L. Ambrozio [1]. Após isto, estudamos um

resultado de rigidez para superf́ıcies mı́nimas free-boundary contidas na bola tridimen-

sional, dada uma condição pinçante no módulo da segunda forma fundamental. Neste

contexto, obtemos os importantes exemplos do disco equatorial plano e do catenoide

cŕıtico. Este resultado foi abordado por L. Ambrozio e I. Nunes [3].

Palavras-chave: Superf́ıcie, Mı́nimas, Free boundary.



Abstract

In this work, we study some rigidity theorems for free boundary minimal surfaces.

Firstly, we have studied a foliation result by free boundary surfaces of constant mean

curvature and, through this, we have approached a global rigidity result for mean con-

vex three-dimensional manifolds. This result was proved by L. Ambrozio [1]. After

this, we study a rigidity result for free-boundary minimal surfaces immersed in the

three-dimensional ball, since a pinching condition on the norm of the second funda-

mental form. In this context, we obtain the important examples of the flat equatorial

disc and the critical catenoid. This result was addressed by L. Ambrozio and I. Nunes

[3].

Keywords: Surface, Minimal, Free boundary.
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Introdução

A Geometria Diferencial possui diversos ramos de estudo que dispõem a atenção da

ciência no passar dos anos. Dentre esses, um dos mais proĺıficos é o estudo de superf́ıcies

mı́nimas. Lembramos que uma superf́ıcie é chamada mı́nima, quando sua curvatura

média é identicamente nula. Historicamente, Thomas Young [25] foi o primeiro a

introduzir o conceito de curvatura média em 1805. A partir dáı, tal conceito gerou

muito interesse, sendo seguido por Laplace e, mais tarde, por Gauss. Lembramos

que este é um conceito que pode ser estendido para dimensões maiores, no escopo

de hiperf́ıcies imersas numa dada variedade Riemanniana. De fato, um dos maiores

pontos de relevância nesse conceito reside nos problemas de otimização, visto que as

superf́ıcies mı́nimas fechadas (isto é, sem fonteira) são pontos cŕıticos do funcional

área. Dentre tais pontos cŕıticos, temos os importantes exemplos das hiperf́ıcies que

localmente minimizam a área. Um importante resultado de rigidez sobre tais hiperf́ıcies

foi provado por I. Nunes em [22], e será descrito a seguir.

Teorema 0.1. Seja (M3, g) uma 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar R

maior ou igual a −2. Se Σ é uma superf́ıcie compacta, 2-sided, mergulhada em M de

gênero g(Σ) ≥ 2 que é localmente area-minimizing, então

|Σ| ≥ 4π(g(Σ)− 1). (1)

Além disso, se vale a igualdade, então Σ tem uma vizinhança que é isométrica a

((−ε, ε) × Σ, dt2 + gΣ), onde ε > 0, gΣ é a métrica em Σ induzida por g e Σ tem

curvatura Gaussiana constante igual a −1.

Para demonstrar esse Teorema, Nunes precisou mostrar que quando vale a igualdade

em (1), Σ é totalmente geodésica, Ric(N,N) = 0 e R = −2 em Σ, onde N é o campo

normal únitario a Σ. Isto foi utilizado para provar a proposição a seguir, que é um

resultado de folheação que por si só tem grande interesse e, além disso, é utilizada na

demonstração do Teorema 0.1.

Proposição 0.1. Se Σ satisfaz a igualdade em (1), então existem ε > 0 e uma famiĺıa

suave Σt ⊂M , t ∈ (−ε, ε) de superficies compactas mergulhadas satisfazendo:
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(1) Σt = expx(w(t, x)ν(x)) : x ∈ M , onde w : (ε, ε) × Σ → R é uma função suave tal

que

w(0, x) = 0,
∂w

∂t
(0, x) = 1 e

∫
Σ

(w(t, ·)− t)dA.

(2) Σt tem curvatura media constante para todo t ∈ (−ε, ε).

De posse da proposição 0.1, M. Micallef e V. Moraru, provaram em [20], o seguinte

Teorema:

Teorema 0.2. Sejam M uma 3-variedade Riemanniana e Σ uma superf́ıcie fechada,

2-sided, imersa em M . Suponha que Σ satisfaz as seguintes condições:

(1) Σ é totalmente geodésica,

(2) R é igual a inf
x∈M

R(x) ao longo de Σ e

(3) Ric(N,N) = 0 ao longo de Σ.

Sejam Σt e ε como na Proposição 0.1. Então, existe 0 < δ < ε tal que

para |t| < δ, |Σt| ≤ |Σ|.

Além disso, Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a
1

2
min
x∈M

R(x).

É importante observar que o Teorema 0.2 dá uma importante relação entre as áreas

das superf́ıcies geradas na Proposição 0.1. Em [4], H. Bray, S. Brendle e A. Neves

demonstraram o seguinte Teorema de rigidez, com objetivos relacionados aos citados

anteriormente.

Teorema 0.3. Seja (M, g) um 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar maior

ou igual a 2. Se Σ é uma 2-esfera mergulhada que é localmente area-minimizing,

então Σ tem área menor ou igual a 4π. Além disso, se a igualdade vale, então Σ,

com a métrica induzida gΣ, tem curvatura Gaussiana constante igual a 1 e existe uma

vizinhança de Σ em M que é isometrica a ((−ε, ε)× Σ, dt2 + gΣ).

O objetivo dessa dissertação é estudar extensões desses resultados para superf́ıcies

com fronteira. De fato, passaremos a estudar tais problemas para hiperf́ıcies free boun-

dary, isto é, hiperf́ıcies tais que sua fronteira está contida na fronteira da variedade am-

biente M , e, além disso, a superf́ıcie intersecta ∂M ortogonalmente. Uma observação

interessante é que as superf́ıcies mı́nimas free boundary são pontos cŕıticos do funcio-

nal área (cf. a Seção 1.2.2). Um dos resultados que abordaremos em nossa dissertação

é o resultado de rigidez global descrito a seguir, que foi demonstrado em [1], por L.

Ambrozio. Observa-se que o mesmo é uma versão para superf́ıcies com fronteira dos

Teoremas 0.1 e 0.3.
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Teorema 0.4. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convex

(curvatura média da fronteira maior ou igual a zero). Assuma que FM (conjunto de

discos imersos em M cuja fronteira são curvas em ∂M) é não vazio. Então

1

2
inf RM inf

Σ∈FM

|Σ|+ inf H∂M inf
Σ∈FM

|∂Σ| ≤ 2π. (2)

Além disso, se a igualdade vale, então o recobrimento universal de (M, g) é isométrico

a (R×Σ0, dt
2 +g0), onde (Σ0, g0) é um disco com curvatura Gaussiana constante igual

a inf RM/2 e ∂Σ0 tem curvatura geodésica constante igual a inf H∂M em (Σ0, g0).

Numa outra direção, um resultado clássico para hiperf́ıcies mı́nimas fechadas con-

tidas na esfera, dada uma condição pinçante no comprimento da segunda forma fun-

damental, é o Teorema de S. S. Chern, M. do Carmo e S. Kobayashi [9] descrito a

seguir.

Teorema 0.5 (Chern-do Carmo-Kobayashi). Seja Σn−1 uma hiperf́ıcie mı́nima fechada

na esfera únitaria Sn. Assuma que

|II|2 ≤ n,

onde II é a segunda forma fundamental de Σ. Então

1) |II|2 ≡ 0 e Σn é um equador.

2) ou |II|2 ≡ n e Σn é uma hiperf́ıcie de Clifford (produto de duas esferas de raio e

dimensão apropriados).

Seguindo esta mesma linha, I. Nunes e L. Ambrozio [3] obtiveram uma versão deste

Teorema 0.5 para superf́ıcies mı́nimas free boundary contidas na bola tridimensional.

Teorema 0.6. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary compacta na bola únitaria

B3. Assuma que para todo ponto x em Σ,

|II|2(x)〈x,N(x)〉2 ≤ 2.

Então

1) |II|2〈x,N〉2 ≡ 0 e Σ2 é um disco equatorial plano.

2) ou |II|2(p)〈p,N(p)〉2 = 2 em algum ponto p ∈ Σ e Σ2 é um catenoide cŕıtico.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos. O primeiro é dedicado aos resul-

tados básicos necessários para o bom entendimento das demonstrações dos teoremas

principais. Definimos e expomos resultados sobre variedades e subvariedades Rieman-

nianas. Apresentamos o Teorema de Gauss-Bonnet que é uma ferramenta bastante
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útil no estudo de superf́ıcies. Ainda no Caṕıtulo 1, calculamos a fórmula da primeira

variação de área para hiperf́ıcies com fronteira e a fórmula da segunda variação da área

para superf́ıcies free boundary. O Caṕıtulo 2 é dedicado aos resultados do artigo de L.

Ambrozio [1], que tem como um dos resultados principais o Teorema 0.4. Por fim, no

Caṕıtulo 3, estudamos o artigo do L. Ambrozio e I. Nunes [3], onde o principal foco é

demonstrar o Teorema 0.6.

5



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notações, Terminologia, Conceitos Básicos

Ao curso deste trabalho, consideraremos como pré-requisito o conhecimento sobre

variedades diferenciáveis. A partir de agora, M denotará uma variedade diferenciável.

Dado um ponto x ∈M , denotamos por TxM o espaço tangente de M em x e o conjunto

TM = {(x, v); p ∈ M, v ∈ TxM} o fibrado tangente de M . Um campo de vetores (ou

campo vetorial) em M é uma aplicação X : M → TM , X(M) é o espaço de todos

campos vetoriais suaves em M e D(M) é o conjunto das funções diferenciáveis em M .

Considerando um sistema de coordenadas φ : U ⊂ Rn →M e um campo vetorial X, é

posśıvel escrever

X(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

onde cada ai : U → R é uma função em U e
{

∂
∂xi

}
é a base associada a φ, i = 1, ...n.

Assim definimos a derivada direcional de f na direção X como

(Xf)(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
,

onde f indica, por um abuso de notação, a expressão de f na parametrização φ.

Verifica-se que X é diferenciavel se, e somente se, Xf é diferenciável para toda função f

diferenciável. Dado um outro campo vetorial Y podemos considerar as funções X(Y f)

e Y (Xf) que não necessáriamente são campos vetoriais por envolver derivadas de or-

dem superior à primeira. Entretando, existe um único campo vetorial Z tal que, para

toda função diferenciável f , Zf = (XY −Y X)f . Com isso definimos o colchete de Lie

[X, Y ] = XY − Y X. Outra definição importante é a de conexão afim.
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1. Preliminares

Definição 1.1. Uma Conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

que se indica por ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(3) ∇XfY = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M).

Utilizaremos em nosso texto a consagrada notação de Einstein, segundo a qual

omitimos o śımbolo de somatório ao intepretar ind́ıces repetidos num mesmo termo

como indicador deste somatório. Para prosseguir é necessário a definição de métrica

Riemanniana e variedade Riemanniana.

Definição 1.2. Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferenciável M é

uma correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno gp (isto é,

uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia

diferenciavelmente no sequinte sentido:

Se x : U ⊂ Rn → M é um sistema de coordenadas em torno de p, tal que

x(x1, ..., xn) = q ∈ x(U) e ∂
∂xi

(q) = dx(0, ..., 1, ...0), então aplicação definida por

gij(x1, ..., xn) = gq(
∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)) é uma função diferenciável em U.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer

que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciáveis em uma vizinhança

V de M , a função g(X, Y ) é diferenciável em V . É usual deixar de indicar o indice

p em gp sempre que não houver confusão. Uma variedade diferenciável com uma

métrica Riemanniana g é chama-se uma variedade Riemanniana. Uma conexão afim é

compat́ıvel com a métrica Riemanniana quando X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

e é simétrica quando [X, Y ] = ∇XY − ∇YX. Uma conexão afim que é simétrica e

compat́ıvel com a métrica Riemanniana chama-se conexão de Levi-Civita. Ao curso

desse trabalho sempre consideraremos (M, g) uma variedade Riemanniana com conexão

de Levi-Civita ∇.

Nas próximas subseções, estabeleceremos algumas notações e resultados prelimina-

res de Geometria Riemanniana, importantes ao curso de nosso texto. A maioria das

notações e demonstrações dos resultados podem ser encontradas em alguns consagrados

livros da matéria como, por exemplo, [10],[23],[15].
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1. Preliminares

1.1.1 A Geometria Intŕınseca

Agora introduziremos algumas definições da geometria intŕınseca.

Definição 1.3. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana M é um

aplicação multilinear

T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
r fatores

→ D(M).

Dados X, Y, Z,W ∈ X(M) campos vetoriais suaves, definimos a Curvatura Rieman-

niana, denotando-o por R, como

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

e o tensor curvatura de Riemann de ordem 4 denotado por Rm por

Rm(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).

Fixado x ∈ M , considere {e1, . . . , en} uma base ortonormal de TxM . A curvatura

de Ricci de (M, g) é um tensor de ordem 2, definido por

Ric(X, Y ) =
n∑
k=1

Rm(X, ek, ek, Y ),

e a curvatura escalar é uma função real suave em M definida por

R(x) =
n∑
k=1

Ric(ek, ek)(x).

Dados x ∈M e π ⊂ TxM um plano bidimensional, definimos a curvatura seccional de

π por

K(π) =
R(X, Y,X, Y )

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde {X, Y } é uma base de π. A definição de curvatura seccional independe da base

{X, Y } escolhida. Quando TxΣ é uma variedade bi-dimensional, K é chamada de

curvatura Gaussiana de Σ em x e nesse caso, vale R(x) = 2K(x).

1.1.2 A Geometria Extŕınseca

Seja Σn−1 ⊂ Mn uma hiperf́ıcie, para cada p ∈ Σ o produto interno gp induz uma

decomposição

TpM = TpΣ⊕ TpΣ⊥.
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1. Preliminares

A união disjunta
∐

p∈Σ TpΣ
⊥ admite uma estrutura de fibrado vetorial, denominado

fibrado normal TΣ⊥. Uma hiperf́ıcie é dita 2-sided quando o fibrado normal é trivial.

A partir de agora, consideraremos Σ uma hiperf́ıcie compacta, imersa e 2-sided na

variedade Riemanniana (Mn, g) e N denotará o campo normal unitário exterior à Σ

(quando Σ tiver uma parte exterior, por exemplo, a esfera tem uma parte exterior, mas

o plano não). O operador forma SN : X(Σ)→ X(Σ) é definido como

SN(Y ) := ∇YN,

onde Y ∈ X(Σ). A Segunda Forma Fundamental de Σ é uma forma bilinear e simétrica

em X(Σ), definida como

II(Y, Z) := g(∇YN,Z).

Uma hiperf́ıcie Σ é dita totalmente geodésica quando II ≡ 0. A curvatura média de Σ

num ponto x ∈ Σ é denotada por H(x) e definida como

H(x) :=
n−1∑
i=1

II(ei, ei),

onde {e1, . . . , en−1} uma base ortonormal de TxΣ. Σ é dita mı́nima quando H ≡ 0. A

variedade M tem fronteira mean convex quando H∂M ≥ 0, ou seja, quando a curvatura

média da fronteira é não negativa.

Considere campos X, Y, Z,W ∈ X(Σ). Existe uma importante relação entre a

curvatura ambiente de M e a curvatura intŕınseca da hiperf́ıcie Σ, que é dada pela

Equação de Gauss

Rm(X, Y, Z,W ) = RmΣ(X, Y, Z,W )− II(X,W )II(Y, Z) + II(X,Z)II(Y,W ), (1.1)

onde Rm e RmΣ denotam a curvatura de M e Σ, respectivamente. Considere uma

base ortonormal {e1(x), . . . , en−1(x)} de TxΣ, fazendo Y = Z = ek(x) na equação de

Gauss 1.1 e somando em k para depois fazer X = W = ei(x) e somar em i, temos que

R− 2Ric(N,N) = RΣ −H2 + |II|2,

onde Ric(N,N) é o tensor de Ricci de M avaliado na direção do vetor normal à Σ

e |II|2 =
∑n

i,j=1 II(ei, ek)2 denota a norma da segunda forma fundamental de Σ ao

quadrado. Em particular, quando a hiperf́ıcies Σ é bi-dimensional a fórmula toma a

seguinte forma

R− 2Ric(N,N) = 2K −H2 + |II|2. (1.2)

9



1. Preliminares

Outra importante relação, é dada pela Equação de Codazzi

R(X, Y,N, Z) = (∇Σ
XII)(Y, Z)− (∇Σ

Y II)(X,Z) (1.3)

onde ∇Σ é a conexão de Levi-Civita de (Σ, g). No caso particular da variedade Rie-

manniana ser de dimensão 3 definimos na superf́ıcie Σ2 a curvatura geodésica da curva

∂Σ por k = g(T,∇Tν), onde T é o campo vetorial únitario tangente à ∂Σ e ν é o ve-

tor conormal que aponta para fora de Σ (conormal no sentido que {T (x), ν(x), N(x)}
forma uma base de TxM). Um resultado fundamental sobre a geometria da hiperf́ıcie

compacta (Σ2, g) é o Teorema de Gauss-Bonnet∫
Σ

KdA+

∫
∂Σ

kdL = 2πχ(Σ),

onde K é a curvatura Gaussiana de Σ, k é a curvatura geodésica de ∂Σ e χ(Σ) é a

caracteŕıstica de Euler de Σ.

1.1.3 Teorema da Divergência

Um importante resultado no contexto de variedade Riemanniana é o Teorema da

divergência para isso vamos precisar definir alguns conceitos antes. Considere (M, g)

uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função suave. O gradiente de f é o

campo vetorial ∇f que satisfaz

g(∇f,X) = X(f),

para todo X ∈ X(M).

Se X ∈ X(M), a divergência de X é uma função suave divX : M −→ R definida

por

(divX)(x) =
n∑
k=1

g(∇ekX(x), ek),

onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TxM .

Dado x ∈M , o Laplaciano de f é uma função suave ∆f : M −→ R dada por

∆f = div(∇f).

Uma importante observação é que, se {e1 . . . en} é um referencial geodésico, então

Laplaciano de f pode ser calculado fazendo ei(ei(f))(ver, por exemplo, [5], pg 16).

Por último, definimos o 2-tensor Hessf(x), denominado a forma Hessiana de f ,

Hessf(x) : X(M)× X(M)→ X(M) por
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1. Preliminares

Hessf(x)(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY )(f).

A seguir enunciaremos o Teorema da divergência. Pelo escopo do texto, não de-

monstraremos, mas indicaremos referência para a demonstração.

Teorema 1.1 (Teorema da divergência). Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta e orientada e Y ∈ X(M). Se ∂M é munido com a orientação e a métrica

induzidas por M e ν denota o campo normal unitário exterior a M ao longo de ∂M ,

então ∫
M

(divX)dM =

∫
∂M

g(X, ν)d(∂M)

Demonstração. Veja, por exemplo, [5] pg 23.

Alguns corolários, conhecidos por fórmulas de Green são:

Corolário 1.1. ∫
M

∆fdM =

∫
∂M

ν(f)d(∂M), (1.4)∫
M

h∆fdM = −
∫
M

g(∇f,∇h) +

∫
∂M

∂f

∂ν
hd(∂M). (1.5)

1.2 Fórmulas de Variações

O propósito dessa seção é fornecer uma caracterização variacional das imersões.

Para isso, no restante deste trabalho, a menos que se especifique o contrario, (Mn, g)

denotará uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira ∂M e metrica g, e

Σn−1 uma hiperf́ıcie compacta, conexa e 2-sided com fronteira ∂Σ, tal que Σ está imersa

em M de tal forma que ∂Σ está contida em ∂M . Σ é dita propriamente imersa(respect.,

mergulhada) em M quando Σ é imersa(respect., mergulhada) em M e Σ ∩ ∂M = ∂Σ.

Uma Variação Admisśıvel de Σ é um aplicação diferenciável

f : Σ× (−ε, ε)→M

tal que, para todo t ∈ (−ε, ε), a hiperf́ıcie Σt = ft(Σ) é propriamente imersa em M,

onde ft : x ∈ Σ 7→ f(x, t) ∈M e além disso, f0(Σ) = Σ.

O ı́ndice subscrito t será usado para denotar quantidades em Σt = ft(Σ). Por

exemplo, Nt denotara um campo normal unitario em Σt e Ht denotara a curvatura

media de Σt, usaremos o ı́ndice subscrito 0 para referenciar a hiperf́ıcie Σ o qual será

omitido quando não houver confusão.

11
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Indicaremos por (x1, ..., xn), as coordenadas locais em Σ e para simplificar a notação,

escreveremos

V =
∂f

∂t
e ∂i =

∂f

∂xi

onde i = 1, ..., n. V é chamado de campo variacional da f . Decompondo V nas

componentes tangente e normal obtemos

V = V > + ρN.

A função ρ é chamada a função lapse (ou variação da velocidade normal) e caracteri-

zada por ρ = g(V,N).

1.2.1 1a Variação da Área

É muito importante estudar as variações, principalmente as variações da área, pois

os pontos cŕıticos do funcional área são um forte candidato a ser localmente minimi-

zante, isto é, ter a menor área entre todas as hiperf́ıcies proximas. A primeira variação

que vamos trabalhar é a variação da métrica, definido por gij = g(∂i, ∂j).

Proposição 1.1. A variação do tensor metrica é dada por

∂tgij = g(∇∂iV, ∂j) + g(∂i,∇∂jV ) e (1.6)

∂tg
ij = −2gikgjlg(∇∂kV, ∂l) (1.7)

onde (gij) é a matriz inversa da matriz (gij).

Demonstração. A igualdade (1.6) segue direto, pois, pela regra de Leibniz

∂tgij = ∂tg(∂i, ∂j) = g(∇V ∂i, ∂j) + g(∂i,∇V ∂j) = g(∇∂iV, ∂j) + g(∂i,∇∂jV ).

Para a igualdade (1.7), devemos notar que primeiramente gikgkl = δil donde, derivando

em relação a t, temos

(∂tg
ik)gkl + gik(∂tgkl) = 0

Substituindo (1.6) nessa identidade, temos

(∂tg
ik)gkl = −gik(g(∇∂kV, ∂l) + g(∂k,∇∂lV ))

12
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Multiplicando ambos os membros por glj, veremos que

(∂tg
ik)gklg

lj = −gikglj(g(∇∂kV, ∂l) + g(∂k,∇∂lV ))

⇒ (∂tg
ik)δkj = −gikglj(g(∇∂kV, ∂l) + g(∂k,∇∂lV )).

Portanto, ∂tg
ij = −gikglj(g(∇∂kV, ∂l)+g(∂k,∇∂lV )). Como no segundo membro temos

dois somatórios, um em k e outro em l, a parcela g(∇∂kV, ∂l) aparecerá duas vezes,

uma referente ao primeiro termo dos parenteses e outro referente ao segundo termo,

esse na forma g(∂l,∇∂kV )). Adicionando-os, temos

∂tg
ij = −2gikgljg(∇∂kV, ∂l)

O fato de gij também ser simétrica completa a demonstração de (1.7).

A partir de agora, o objetivo será encontrar a primeira variação da área. Para isso

faz-se necessario definir o funcional área.

Considere dAt o elemento de volume da hiperf́ıcie Σt induzida por f . O funcional

área da variação f é a função |Σ•| : (−ε, ε)→ R dada por

|Σt| =
∫

Σ

dAt. (1.8)

A proposição a seguir será importante para a demonstração da fórmula da primeira

variação da área.

Proposição 1.2. Se A(t) = (aij(t)), t ∈ (−ε, ε) é um caminho suave de matrizes n×n,

tal que A(0) = Id, então
d

dt
detAt

∣∣∣∣
t=0

= trA′(0)

Demonstração. Ver Lema 7.1 de [5].

A seguir,

Teorema 1.2 (Primeira variação da área). Nas notações dadas anteriormente, a

fórmula para a primeira variação da área de uma hiperf́ıcie compacta Σ é dada por

d

dt
|Σt|
∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

HρdA+

∫
∂Σ

g(ν, V )dL

onde ρ é a função lapse de Σ e ν é o vetor normal a ∂M que aponta para fora de M .

Demonstração. Utilizando (1.8) e a regra de Leibniz de derivação sobre o sinal de

integral, temos
d

dt
|Σt|
∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

d

dt
dAt

∣∣∣∣
t=0

.

13
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Se mostramos que
d

dt
dAt

∣∣∣∣
t=0

= (div(V >) +Hv)dA,

o teorema seguirá imediatamente do Teorema da divergência. Para isto, fixe p ∈ Σ

e um referencial {e1, ..., en} numa vizinhança U ⊂ Σ de p, ortonormal em relação à

métrica g. Diminuindo U , se necessário, podemos supor (ft)|U : U → Ut := ft(U) é um

mergulho para |t| < ε. Considere em Ut o referencial (não necessariamente ortonormal)

{e1(t), ..., en(t)}, de tal forma que ei(t) = dftei para 1 ≤ i ≤ n (em particular, observe

que ei(0) = ei para 1 ≤ i ≤ n). Considere

gij(t) = g(ei(t), ej(t)),

onde 1 ≤ i, j ≤ n.

Se {ẽ1(t), ..., ẽn(t)} é um referencial em Ut, ortonormal em relação à metrica g e

com mesma orientação de {e1, ..., en}, segue de fatos básicos de Álgebra Linear que

existem funções atij : Ut → R tais que

ei(t) = atikẽk(t), (1.9)

e, além disso, A(t) = (atij) tem determinante positivo. Portanto,

gij(t) = g(ei(t), ej(t)) = atika
t
jk = (A(t)A>(t))ij,

Onde A> denota a matriz transposta de A. Isto significa que (gij(t)) = A(t)A>(t),

portanto,

detA(t) =
√
g(t), (1.10)

onde g(t) = det(gij(t)). Agora se dMt é o elemento de volume de Σt em relação à

métrica g, segue de (1.9) e (1.10) que

dAt(e1, ...en) = (f ∗t dMt)(e1, ..., en)

= dMt(dfte1, ..., dften)

= dMt(e1(t), ..., en(t))

= detA(t)dMt(ẽ1(t), ..., ẽn(t))

= detA(t) =
√
g(t).

Onde as três primeiras igualdades segue das definiçôes. Portanto,

dAt =
√
g(t)dA.

14



1. Preliminares

Como gij(0) = g(ei, ej) = δij, segue que g(0) = det(gij(0)) = detId = 1, e dáı

d

dt
dAt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(
√
g(t)

∣∣∣
t=0

dA)

=
1

2
√
g(0)

dg

dt
(0)dA =

1

2

dg

dt
(0)dA.

Utilizando a proposição 1.2, temos que

dg

dt
(0) = tr(g′ij(0)),

donde
d

dt
dMt

∣∣∣∣
t=0

=
1

2

dg

dt
(0)dM =

1

2
tr(g′ij(0))dM =

1

2
g′kk(0)dM. (1.11)

Note que,

g′kk(t) = ∂tg(ek(t), ek(t)) = 2g(∇V ek(t), ek(t)). (1.12)

Agora, considere em Σ×(−ε, ε) a métrica produto e seja it : Σ→ Σ×(−ε, ε) a inclusão

canônica, isto é, it(q) = (t, x). Denotando também por ek o levantamento vertical de

ek ∈ X(U) a U × (−ε, ε), observe que [∂t, ek] = 0. Por outro lado, como ft = f ◦ it,
segue que

ek(t) = (dft)ek = df(q,t) ◦ (dit)qek = df(q,t)ek.

Portanto, pela naturalidade dos colchetes de Lie (cf. Corolário 8.31 de [14]) temos que

[V, ek(t)]f(q,t) = [df(q,t)∂t, df(q,t)ek] = dfq,t[∂t, ek] = 0.

Desta forma,

∇V ek(t) = ∇ek(t)V

assim, por (1.12) obtemos que

g′kk(t) = 2g(∇ek(t)V, ek(t)) = 2{ek(t)g(V, ek(t))− g(V,∇ek(t)ek(t))}.

pois ek(t)g(V, ek(t)) = g(∇V ek(t), ek(t)) + g(V,∇ek(t)ek(t)). Denotando por N o campo

normal unitário a Σ, e visto que g(N, ek) = 0, segue que

0 = ekg(N, ek) = g(∇ekN, ek) + g(N,∇ekek).
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Isto é, g(N,∇ekek) = −g(∇ekN, ek). Disto e do fato que ek(0) = ek, obtemos que

1

2
g′kk(0) = ekg(V, ek)− g(V,∇ekek)

= ekg(V >, ek)− g(V > + vN,∇ekek)

= g(∇ekV
>, ek) + g(V >,∇ekek)− g(V >,∇ekek)− ρg(N,∇ekek)

= g(∇ekV
>, ek) + ρg(∇ekN, ek)

= div(V >) + ρH.

Substituindo a última expressão em (1.11) completamos a demonstração.

1.2.2 2a Variação da Área para Superf́ıcies Free Boundary

O objetivo agora, é calcular a segunda variação da área para hiperf́ıcies free boun-

dary, conceito muito importante que definimos a seguir.

Definição 1.4. Seja Σ2 ⊂M3 um hiperf́ıcie compacta, 2-sided, propriamente imersa.

Σ é chamada free boundary quando intersecta ∂M ortogonalmente, isto é, se X é o

campo normal unitario ao longo de ∂M que aponta para fora de ∂M e ν o conormal

de ∂Σ que aponta para fora de Σ então X = ν em ∂Σ. Em outras palavras, se N é um

campo normal a Σ, então g(X,N) = 0 ao longo de ∂Σ.

Um fato interessante é que se Σ é superficie mı́nima e free boundary, então pela

primeira variação da área, Σ é ponto critico do funcional área. Antes de calcular a

segunda variação, devemos calcular a variação da curvatura media e do campo normal.

Denote por IIij = II(∂i, ∂j), temos a proposição a seguir.

Proposição 1.3. A variação do campo normal Nt é dada por

∇∂iNt = gklIIil∂k e (1.13)

∇VNt = ∇V >Nt −∇Σtρt (1.14)

onde ∇Σtρt é o gradiente da função lapse ρt em Σt.

Demonstração. Como g(Nt, Nt) = 1, temos que g(∇∂iNt, Nt) = 0. Isto significa que

∇∂iNt é tangente a Σt. Desta forma podemos escrever,

∇∂iNt = αk∂k. (1.15)

No que segue, provaremos que αk = gklIIil. De fato, tomando o produto interno de ∂l
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em (1.15), temos

g(∇∂iNt, ∂l) = αkg(∂k, ∂l)⇒ αkglkg
kl = gklIIil ⇒ αk = gklIIil.

O que demonstra (1.13). Analogamente, temos

∇VNt = gklg(∇VNt, ∂l)∂k e (1.16)

∇V >Nt = gklg(∇V >Nt, ∂l)∂k. (1.17)

Por outro lado, como g(Nt, ∂l) = 0, obtemos que

g(∇VNt, ∂l) = −g(Nt,∇V ∂l) e (1.18)

g(∇V >Nt, ∂l) = −g(Nt,∇V >∂l). (1.19)

substituindo (1.18) em 1.16, temos

∇VNt = gklg(∇VNt, ∂l)∂k = −gklg(Nt,∇V ∂l)∂k

= −gklg(Nt,∇∂lV )∂k

= −gklg(Nt,∇∂l(V
> + ρtNt))∂k

= −gklg(Nt,∇∂lV
> +∇∂lρtNt)∂k

= −gklg(Nt,∇∂lV
>)∂k − gklg(Nt,∇∂lρtNt)∂k.(1.20)

Note que, fazendo V > = βi∂i, temos

g(Nt,∇∂lV
>) = g(Nt,∇∂lβi∂i) = g(Nt, ∂l(βi)∂i + βi∇∂l∂i)

= g(Nt, βi∇∂i∂l)

= g(Nt,∇βi∂i∂l)

= g(Nt,∇V >∂l). (1.21)

Em coordenadas locais {∂i}, podemos descrever o gradiente da função lapse ρt em

Σt por ∇Σtρt = (gij∂jρt)∂i. Desta forma,

gklg(Nt,∇∂lρtNt)∂k = gklg(Nt, ρt∇∂lNt + ∂l(ρt)Nt)∂k

= gklg(Nt, ∂l(ρt)Nt)∂k

= gkl∂l(ρt)g(Nt, Nt)∂k

= (gkl∂lρt)∂k = ∇Σtρt. (1.22)
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Utilizando (1.22), (1.21), (1.19) e (1.17) em (1.20), conclúımos que

∇VNt = −gklg(Nt,∇∂lV
>)∂k − gklg(Nt,∇∂lρtNt)∂k

= −gklg(Nt,∇V >∂l)∂k −∇Σtρt

= gklg(∇V >Nt, ∂l)∂k −∇Σtρt

= ∇V >Nt −∇Σtρt.

Antes de mais nada, na equação de Codazzi (1.3), considere Y = ∂i e U = ∂k e

depois faça o somatorio em i e k, desta forma,

Ric(Y,Nt) = gik(∇Σt
∂i
II)(Y, ∂k)− dHt(Y ), (1.23)

onde Y ∈ X(Σ). (1.23) é conhecida como a Equação de Codazzi contráıda. A seguir a

variação da curvatura média em nosso contexto.

Proposição 1.4. A variação da curvatura média é dada por

∂tHt = dHt(V
>)− LΣtρt, (1.24)

onde LΣt = ∆Σt +Ric(Nt, Nt) + |II|2 é o operador de Jacobi.

Demonstração. Como ∇V∇∂iNt = R(V, ∂i)Nt + ∇∂iNt e, por definição, temos que

Ht = gijg(∇∂iNt, ∂j), utilizando as proposições 1.1 e 1.3 podemos obter que

∂tHt = (∂tg
ij)g(∇∂iNt, ∂j) + gijg(∇V∇∂iNt, ∂j) + gijg(∇∂iNt,∇V ∂j)

= −2giggjlg(∇∂kV, ∂l)g(∇∂iNt, ∂j) + gijg(R(V, ∂i))Nt, ∂j)

+ gijg(∇∂i∇VNt, ∂j) + gijg(∇∂iNt,∇∂jV )

= −2gigg(∇∂kV,∇∂iNt)−Ric(V,Nt)

+ gijg(∇∂i∇VNt, ∂j) + gijg(∇∂iNt,∇∂jV )

= −gigg(∇∂k(V > + ρtNt),∇∂iNt)−Ric(V >, Nt)−Ric(ρtNt, Nt)

+ gijg(∇∂i∇V topNt, ∂j)− gijg(∇∂i(∇Σtρt), ∂j). (1.25)
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Agora, utilizando a equação de Codazzi contráıda (1.23) e tomando Z = V > temos

Ric(V >, Nt) = gij(∇Σt
∂i
II)(V >, ∂j)− dH(V >)

= gij∂i(II(V >, ∂j))− gij(II((∇∂iV
>)>, ∂j))

− gij(II(V >, (∇∂i∂j)
>))− dH(V >)

= gij∂i(g(∇V >Nt, ∂j))− gij(g(∇(∇∂i
V >)>Nt, ∂j))

− gij(g(∇V >Nt, (∇∂i∂j)
>))− dH(V >)

= gijg(∇∂i∇V >Nt, ∂j) + gijg(∇V >Nt,∇∂i∂j)

− gijg(∇V >Nt,∇∂i∂j)− gijg(∇(∇∂i
V >)>Nt, ∂j)− dH(V >)

= gijg(∇∂i∇V >Nt, ∂j)− gijg(∇(∇∂i
V >)>Nt, ∂j)− dH(V >). (1.26)

Substituindo (1.26) em 1.25 e cancelando os termos correspondentes, vemos que

∂tHt = −gijg(∇∂iNt,∇∂jNt)ρt −Ric(Nt, Nt)ρt

+ dH(V >)− gijg(∇∂i(∇Σtρ), ∂j),

Portanto, a formula (1.24) segue, pois gijg(∇∂i(∇Σtρ), ∂j) = div(∇Σtρ)∆Σtρ e

gijg(∇∂iNt,∇∂jNt) = gijg(∇∂iNt, g
klIIjl∂k)

= gijgklIIjlg(∇∂iNt, ∂k) = gijgklIIjlIIik = |II|2.

De posse da variação da curvatura media e do campo normal, estamos aptos para

calcular a segunda variação do funcional área. Para os objetivos deste trabalho, vamos

focar em um versão particular para o nosso trabalho e versões das variações anteriores

que serviram de base para tal.

A seguir dois resultados particulares usados nesse trabalho.

Corolário 1.2. Se Σ é free boundary e V > = 0 em t=0, então

∂tHt|t=0 = −LΣρ e (1.27)

∂tg(νt, V )|t=0 =
∂ρ

∂ν
ρ− g(N,∇NX)ρ2. (1.28)

Demonstração. A igualdade (1.27) segue imediatamente da proposição 1.4 junto ao

fato que V > = 0 em t = 0. Para demonstrar (1.28), note inicialmente que

g(νt, Nt) = 0 ⇒ g(∇V νt, Nt) = −g(νt,∇VNt).
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Como ν = X e V = ρN em t = 0, segue da proposição 1.3, que

∂tg(νt, V )|t=0 = (g(∇V νt, V ) + g(νt,∇V V ))|t=0

= −g(ν, (∇VNt)|t=0)ρ+ g(X,∇ρNρN)

= g(ν,∇Σρ)ρ+ g(X,∇NN)ρ2

=
∂ρ

∂ν
ρ− g(N,∇NX)ρ2.

Corolário 1.3. Se cada Σt é free boundary e tem curvatura média constante, então

∂tHt = −LΣtρt e (1.29)

∂ρt
∂νt

= g(Nt,∇NtX)ρt. (1.30)

Demonstração. A igualdade (1.29) novamente segue de imediato da proposição 1.4

junto ao fato da curvatura média de Σt ser constante, o que implica que, dH(V >) = 0.

Para (1.30) note que como todas Σt são free boundary, então g(Nt, X) = 0, para todo

t, donde

∂tg(Nt, X) = g(∇VNt, X) + g(Nt,∇VX)

= g(∇V >Nt −∇Σρt, X) + g(Nt,∇V >+ρtNt
X)

= g(∇V >NtX) + g(Nt,∇V >X)− g(∇Σρt, νt) + g(Nt,∇NtX)ρt

= −∂ρt
∂νt

+ g(Nt,∇NtX)ρt.

No que segue, usaremos os resultados anteriores para calcular a segunda variação

da área ao longo de variações, para o qual V > = 0 ao longo de Σ.

Proposição 1.5 (Segunda variação da área). Seja Σ uma hiperf́ıcie compacta mı́nima

e free boundary. Para toda variação de Σ com campo variacional V = ρN em t = 0

ao longo de Σ, temos

d2

dt2
|Σt|
∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Σ

LΣ(ρ)ρdA+

∫
∂Σ

(
∂ρ

∂ν
ρ− g(N,∇NX)ρ2

)
dL.

Demonstração. Lembre que a primeira variação da área nos mostra que

d

dt
|Σt| =

∫
Σ

HtρtdAt +

∫
∂Σ

g(νt, V )dLt.
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Como H0 = 0, derivamos ambos os membros da igualdade acima e usamos a regra de

Leibniz de derivação sob o sinal de integral, para obter que

d2

dt2
|Σt|
∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(∂tHt)|t=0ρdA+

∫
∂Σ

(∂tg(νt, V ))|t=0dL.

Portanto, o resultado segue do corolário 1.2.

Para finalizar esta seção falaremos do conceito de estabilidade de hiperf́ıcies free

boundary. Dada uma hiperf́ıcie mı́nima e free boundary Σ em (M, g), nos consideramos

a forma bilinear Q em C∞(Σ) associada a segunda variação da area, que é dada por

Q(φ, ψ) = −
∫

Σ

LΣ(φ)ψdA+

∫
∂Σ

(
∂φ

∂ν
− g(N,∇NX)φ

)
ψdL.

A segunda variação da área é a forma quadrática associada a essa forma bilinear.

Definição 1.5. Uma hiperficie mı́nima e free boundary Σ em (M, g) é chamada free

boundary estável quando a segunda variação da area é não negativa para todas variações

admisśıveis. Isso é equivalente a dizer que a forma bilinear Q é não negativa.

Uma hiperf́ıcie propriamente imersa Σ em (M, g) é chamada localmente area-

minimizing quando toda hiperf́ıcie propriamente imersa proxima tem área maior ou

igual a área de Σ, isto é, dada uma variação admissivel f , ft(Σ) tem área maior que Σ,

para |t| < ε. Em particular, hiperf́ıcies localmente area-minimizing são free boundary

estáveis.
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Caṕıtulo 2

Rigidez de Superf́ıcies

Area-Minimizing Free Boundary

Para o restante do trabalho sempre vamos considerar (M, g) uma 3-variedade Ri-

emanniana com fronteira ∂M , e Σ uma superf́ıcie compacta, 2-sided e conexa com

fronteira ∂Σ ⊂ M e campo normal unitário N . Os resultados desse caṕıtulo são en-

contrados no artigo de L. Ambrozio [1] e inspirados nos trabalhos de [22],[20] e [4].

Na primeira seção desse caṕıtulo fazemos uma caracterização das superf́ıcies com as

hipóteses do Teorema 0.2, no nosso caso, as superfićıes tem a hipótese adicional de se-

rem free boundary, por serem superf́ıcies com fronteira. Na segunda seção, constrúımos

uma famı́lia semelhante a da proposição 0.1, com as alterações necessárias para o nosso

contexto. Na terceira seção, encontramos um resultado semelhante ao Teorema 0.1 e

0.3 e obtemos um teorema de rigidez local. Na última seção, generalizamos o teorema

da terceira seção para um teorema de rigidez global.

2.1 Rigidez Infinitesimal

O objetivo dessa seção é chegar numa caracterização de superf́ıcies que satisfaz

algumas propriedades interessantes, mais precisamente as propriedades da proposição

2.1. Se a curvatura escalar R de (M, g) e a curvatura media H∂M de ∂M são limita-

das inferiormente, podemos considerar o seguinte funcional no espaço das superf́ıcies

propriamente imersas:

I(Σ) =
1

2
inf R|Σ|+ inf H∂M |∂Σ|,

onde |Σ| denota a area de Σ e |∂Σ| denota a comprimento de ∂Σ.

A próxima proposição, nos dará uma limitação superior para I(Σ), ao assumirmos
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

que Σ é uma superf́ıcie mı́nima free boundary estável.

Proposição 2.1. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira ∂M . As-

suma que R e H∂M são limitadas inferiormente. Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima free

boundary estável, 2-sided, propriamente imersa, então

I(Σ) ≤ 2πχ(Σ), (2.1)

onde χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ. Além disso, a igualdade vale se, e somente

se, Σ satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Σ é totalmente geodésica em M e ∂Σ consiste em geodésicas de ∂M ;

(b) A curvatura escalar R é constante ao longo de Σ e igual a infR, e a curvatura

media H∂M é constante ao longo de ∂Σ e igual a infH∂M ;

(c) Ric(N,N) = 0 e g(N,∇NX) = 0.

Em particular, (a), (b) e (c) implicam que Σ tem curvatura Gaussiana constante

igual a infR/2 e ∂Σ tem curvatura geodésica constante igual a infH∂M .

Demonstração. Como Σ é 2-sided, existe um campo vetorial unitário N ao longo de

Σ que é normal a Σ. Seja X o campo de vetor unitário em ∂M que é normal a ∂M

e aponta para fora de M . Como Σ é free boundary, o conormal unitário ν de ∂Σ que

aponta para fora de Σ coincide com X ao longo de ∂Σ.

A curvatura geodésica de ∂Σ em Σ, por definição é k = g(T,∇Tν) = g(T,∇TX),

onde T é um campo de vetor unitário tangente a ∂Σ e a última igualdade segue do

fato de Σ ser free boundary. Por definição, como {T, ν} é base ortornormal sobre ∂M ,

temos

H∂M = g(T,∇TX) + g(N,∇NX) = k + g(N,∇NX). (2.2)

A hipótese de ser free boundary estável, nos da pela proposição 1.5 que

Q(ρ, ρ) = −
∫

Σ

LΣ(ρ)ρdA+

∫
∂Σ

(
∂ρ

∂ν
ρ− g(N,∇NX)ρ2

)
dL ≥ 0,

onde Q é a forma bilinear assosiada a segunda variação da área e ρ ∈ C∞(Σ) é qualquer.

Em particular tomando ρ constante igual a 1 obtemos,

0 ≥
∫

Σ

(Ric(N,N) + |II|2)dA+

∫
∂Σ

g(N,∇NX)dL

=
1

2

∫
Σ

(R +H2 + |II|2)dA−
∫

Σ

KdA−
∫
∂Σ

kdL+

∫
∂Σ

H∂MdL

≥ 1

2
inf R|Σ|+ inf H∂M |∂Σ| − 2πχ(Σ)

= I(Σ)− 2πχ(Σ), (2.3)
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

onde na primeira igualdade utilizamos a equação de Gauss (1.2) e (2.2), e na terceira

linha é usado o Teorema de Gauss-Bonnet. Isso prova a desigualdade (2.1). Quando

vale a igualdade em (2.1), as desigualdades em (2.3) são, em verdade, igualdades. Dessa

forma II ≡ 0 e, portanto, Σ é totalmente geodésica, (b) vale e Q(1, 1) = 0. Como

Q(ρ, ρ) ≥ 0, temos (por Q ser uma forma bilinear) que Q(1, ρ) ≤ Q(1, 1)Q(ρ, ρ) = 0

para toda ρ ∈ C∞(Σ). Isso implica que Q(1, ρ) = 0, para toda ρ ∈ C∞(Σ). Escolhendo

apropriadamente a função ρ, concluimos que Ric(N,N) = 0 e g(N,∇NX) = 0, e isso

mostra (c).

Como Σ é totalmente geodésica, segue que g(∇TN, T ) = II(T, T ) = 0, donde a

curvatura geodésica de ∂Σ em ∂M é nula. Isto mostra a segunda parte de (a).

Em particular, se (a) e (c) valem, segue da equação de Gauss que K = 1
2
R e por

(b), temos que Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a 1
2

inf R. Por outro lado, de

(2.2) temos que k = H∂M e novamente por (b), temos que ∂Σ tem curvatura geodésica

constante igual a inf H∂M em Σ.

Reciprocamente, se vale (a), (b) e (c), pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos

2πχ(Σ) =

∫
Σ

KdA+

∫
∂Σ

kdL

=

∫
Σ

1

2
inf RdA+

∫
∂Σ

inf H∂MdL

=
1

2
inf R|Σ|+ inf H∂M |∂Σ| = I(Σ),

e, portanto, vale a igualdade.

É importante observar que a desigualdade (2.1) relaciona a curvatura escalar de M ,

a curvatura média de ∂M , e a topologia da superficie free boundary estável Σ.

Uma superf́ıcie free boundary, 2-sided, propriamente mergulhada em M será cha-

mada infinitesimalmente ŕıgida se satifaz as propriedades (a), (b) e (c). Na próxima

seção, construiremos uma folheação ao redor de uma superf́ıcie infinitesimalmente

ŕıgida em que as folhas são todas superf́ıcies free boundary com curvatura média cons-

tante.

2.2 Construção da Folheação

Uma folheação em uma variedade Riemanniana M é uma partição (suave) de M

por subvariedades imersas, chamadas folhas. É interessante ter em mente a seguinte

situação modelo. Uma 3-variedade Riemanniana da forma (R × Σ, dt2 + g0), onde

(Σ, g0) é uma superf́ıcie compacta com curvatura Gaussiana constante, cuja fronteira

tem curvatura geodésica constante e dt2 + g0 é a métrica produto em R × Σ. Em
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

que todas folhas {t} × Σ satisfaz as hipóteses da Proposição 2.1 e, desta forma, são

infinitesimalmente ŕıgidas. Essas folhas tem a propriedade adicional de serem area-

minimizing.

Dado Σ uma superf́ıcie infinitesimalmente ŕıgida propriamente mergulhada em M ,

existem extensões do campo vetorial N , ou seja, existem campos vetoriais Z em M tal

que Z(p) = N(p), ∀p ∈ Σ e Z(p) ∈ Tp∂M, ∀p ∈ ∂M . Iremos fixar φ = φ(x, t) o fluxo

de um desses campos vetoriais e α um número real entre zero e um.

Dado uma superf́ıcie infinitesimalmente ŕıgida Σ0, construiremos uma folheação

{Σt}t∈I ao redor de Σ0, na qual toda folha é uma superficie free boundary com curvatura

media constante e, então, analisaremos o comportamento da área das superf́ıcies Σt.

Veremos que quando inf H∂M > 0 e cada componente de ∂Σ é localmente minimizante,

ou quando inf H∂M = 0, tem-se que |Σ0| ≥ |Σt| para todo t ∈ I (desde que I seja

suficientemente pequeno). Como consequência, obtemos um Teorema de rigidez local

para superf́ıcies free boundary area-minimizing em 3-variedades Riemannianas com

fronteira mean convex.

Proposição 2.2. Seja (M,g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira ∂M . As-

suma que R e H∂M são limitadas inferiormente. Seja Σ uma superf́ıcie free boundary,

2-sided, e propriamente mergulhada em M .

Se Σ é infinitesimalmente ŕıgida, então existe ε > 0 e w : Σ × (−ε, ε) → R uma

função tal que, para todo t ∈ (−ε, ε), o conjunto

Σt = {φ(x,w(x, t));x ∈ Σ}

é uma superf́ıcie free boundary com curvatura média constante H(t). Além disso, para

todo x ∈ Σ e todo t ∈ (−ε, ε),

w(x, 0) = x,

∫
Σ

(w(x, t)− t)dA = 0 e
∂

∂t
w(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= 1.

Em particular, para ε suficientemente pequeno, {Σt}t∈(−ε,ε) é uma folheação de uma

vizinhança de Σ0 = Σ em M .

Demonstração. Como na prova da proposição 2.1, X denotará o campo normal unitário

a ∂M que, pelo fato de Σ ser free boundary coincide com o conormal ν de ∂Σ. Lem-

bramos que dA é o elemento de área de Σ e dL o elemento de comprimento de ∂Σ.

Uma função f é α-Hölder-cont́ınua quando existe um número real C ≥ 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C‖x− y‖α
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

para todo x e y no dominio da f e 0 < α < 1. O espaço de Hölder Ck,α(Ω) é composto

de funções definidas em Ω, k vezes diferenciáveis nas quais a k-ésima derivada é α-

Hölder-cont́ınua.

Dado uma função u no espaço de Hölder C2,α(Σ), com 0 < α < 1, consideramos

Σu = {φ(x, u(x));x ∈ Σ}, a qual é uma superf́ıcie propriamente mergulhada em M , se

a norma de u é suficientemente pequena. Aqui, usaremos o subscrito u para denotar

quantidades em Σu. Por exemplo, Hu será a curvatura média de Σu, Nu será o campo

normal unitário de Σu e Xu será a restrição de X a Σu. Em particular, Σ0 = Σ, H0 = 0

(pois Σ é mı́nima) e g(N0, X0) = 0 (pois Σ é free boundary).

Sendo 0 < α < 1, considere os espaços de Banach E = {u ∈ C2,α(Σ);
∫

Σ
udA = 0}

e F = {u ∈ C0,α(Σ);
∫

Σ
udA = 0}. Dados δ > 0 e ε > 0 suficientemente pequenos,

podemos definir a aplicação Φ : (−ε, ε)× (B(0, δ) ⊂ E)→ F × C1,α(∂Σ) dada por

Φ(t, u) =

(
Ht+u −

1

|Σ|

∫
Σ

Ht+udA, g(Nt+u, Xt+u)

)
.

Afirmação 2.1. DΦ(0,0) é um isomorfismo quando restrito a 0× E.

De fato, para cada v ∈ E, a aplicação f : (x, s) ∈ Σ × (−ε, ε) 7→ φ(x, sv(x)) ∈ M

nos da uma variação com campo variacional
∂f

∂s

∣∣∣∣
s=0

= vZ = vN em Σ. Como Σ é

infinitesimalmente ŕıgida, pelo corolário 1.2 e pela proposição 1.3 obtemos

DΦ(0,0)(0,v) =
d

ds
Φ(0, sv)

∣∣∣∣
s=0

=

(
−LΣv −

1

|Σ|

∫
Σ

−LΣvdA, g(−∇Σv, ν) + g(N,∇vNX)

)
=

(
−∆Σv +

1

|Σ|

∫
Σ

∆ΣvdA,−
∂v

∂ν

)
=

(
−∆Σv +

1

|Σ|

∫
∂Σ

∂v

∂ν
dL,−∂v

∂ν

)
. (2.4)

Se igualarmos (2.4) a (0, 0), resultados clássicos para as condições de contorno do tipo

Neumann para o operador de Laplace, mostram que v é constante (cf.,por exemplo,

Teorema 3.6 de [12]), o fato de v ∈ E completa a afirmação.

Assim podemos aplicar o Teorema da função impĺıcita. Isto é, para um ε > 0

pequeno, existe uma função u : t ∈ (−ε, ε) 7→ u(t) ∈ B(0, δ) ⊂ E tal que u(0) = 0 e

Φ(t, u(t)) = Φ(0, 0) = (0, 0) para todo t. Em outras palavras, as superf́ıcies

Σt+(u(t)) = {φ(x, t+ u(t)(x));x ∈ Σ}

são superf́ıcies free boundary (pois g(Nt+u(t), Xt+u(t)) = 0) com curvatura media cons-

tante (pois como
∫

Σ
Ht+u(t)dA é um número, e assim, Ht+u(t) é constante igual a

1
|Σ|

∫
Σ
Ht+u(t)dA).
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

Considere w : (x, t) ∈ Σ × (−ε, ε) 7→ t + u(t)(x) ∈ R. Então as superf́ıcies

Σt = {φ(x,w(x, t));x ∈ Σ} são free boundary com curvatura média constante e, por

definição, w(x, 0) = u(0)(x) = 0, para todo x ∈ Σ. Como w(x, t)− t = u(t)(x), temos

que
∫

Σ
(w(x, t)− t)dA =

∫
Σ
u(t)dA = 0, para todo t ∈ (−ε, ε). Tomando a derivada em

t = 0, temos ∫
Σ

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

− 1dA = 0⇒
∫

Σ

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

dA = |Σ|.

Para concluir que ∂w
∂t
|t=0 = 1, basta monstrar que ∂w

∂t
|t=0 é constante em Σ. Para isso,

observe que a aplicação G : (x, s) ∈ Σ× (−ε, ε) 7→ φ(x,w(x, s)) ∈M dá uma variação

em Σ com campo variacional Σ dado por

(
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
N . Como w(−, t) = t+ u(t) para

todo t, nós temos

(0, 0) = Φ(t, u(t)) =

(
Hw(−,t) −

1

|Σ|

∫
Σ

Hw(−,t)dA, g(Nw(−,t), Xw(−,t))

)
. (2.5)

Tomando a derivada de (2.5) em t = 0, conclúımos que ∂w
∂t
|t=0 satisfaz o problema de

Neumann homogêneo, donde, deve ser constante em Σ (cf., por exemplo, Teorema 3.6

de [12]).

Para finalizar, como G0(x) = φ(x, 0) = 0 e ∂tG(x, t)|t=0 =
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

N0(x) = N0(x)

para todo x ∈ Σ0 e Σ0 é propriamente mergulhada, diminuindo o ε, se necessário, segue

que G parametriza uma vizinhança de Σ em M , o que resulta numa folheação de tal

vizinhança.

2.3 Rigidez Local

Nessa seção analisaremos o comportamento da área das superf́ıcies construidas na

proposição 2.2.

Proposição 2.3. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean con-

vex e curvatura escalar R limitada inferiormente. Seja Σ0 uma superf́ıcie infinitesi-

malmente ŕıgida free boundary, 2-sided e propriamente mergulhada em M . Assuma

que uma das seguintes hipóteses ocorre:

(i) Cada componente de ∂Σ0 é localmente minimizante em ∂M ; ou

(ii) inf H∂M = 0.

Seja {Σt}t∈(−ε,ε) como na Proposição 2.2. Então |Σ0| ≥ |Σt| para todo t ∈ (−ε, ε)
(talvez diminuindo, se necessário o ε).

Demonstração. Seguindo a notação da proposição 2.2, seja G : Σ0 × (−ε, ε) → M ,

dada por G(x, t) = φ(x,w(x, t)), a parametrização da folheação {Σt}t∈(−ε,ε) ao redor
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2. Rigidez de Superf́ıcies Area-Minimizing Free Boundary

da superf́ıcie infinitesimalmente ŕıgida Σ0. Vamos denotar Gt(x) = G(x, t) e o ı́ndice

subscrito t as quantidades em Σt = Gt(Σ0). Como Ht é constante, vamos denotar Ht

por H(t), uma função que so depende do t e não mais dos pontos de Σt, sendo assim,

H ′(t) = ∂tHt.

Para cada t ∈ (−ε, ε), a função lapse em Σt é dada por ρt = g(∂tG,Nt) e satifaz

(pelo Corolario 1.3) as equações

H ′(t) = −∆Σtρt − (Ric(Nt, Nt) + |II|2)ρt, (2.6)

∂ρt
∂νt

= g(Nt,∇NtX)ρt. (2.7)

Note que ρ0 = 1, pois ∂
∂t
G(x, t)

∣∣
t=0

= N0(x), para todo x ∈ Σ. Assim, podemos

assumir que ρt > 0 para todo t ∈ (−ε, ε) e, dessa forma, podemos dividir a equação

(2.6) por ρt, ficando com

H ′(t)
1

ρt
= −(∆Σtρt)

1

ρt
−Ric(N,N)− |II|2. (2.8)

Usando a equação de Gauss (1.2), podemos escrever (2.8) como

H ′(t)
1

ρt
= −(∆Σtρt)

1

ρt
+Kt −

1

2
(R +H(t)2 + |II|2). (2.9)

Utilizando o corolário 1.1 para integrar (∆Σtρt)
1
ρt

em Σ, e (2.7), temos

∫
Σ

(∆Σtρt)
1

ρt
dAt =

∫
Σ

|∇Σtρt|2

ρ2
t

dAt +

∫
∂Σ

∂ρt
∂νt

dLt

=

∫
Σ

|∇Σtρt|2

ρ2
t

dAt +

∫
∂Σ

g(Nt,∇NtX)dLt. (2.10)

Integrando (2.9), e utilizando (2.10), juntamente com o fato de H ′(t) só depender do

t, temos

H ′(t)

∫
Σ

1

ρt
dAt = −

∫
Σ

|∇Σtρt|2

ρ2
t

dAt −
∫
∂Σ

g(Nt,∇NtX)dLt

+

∫
Σ

KtdAt −
1

2

∫
Σ

(R +H(t)2 + |Bt|2)dAt.

Observe que como Σt é free boundary vale H∂M − k = g(Nt,∇NtX). Unindo isso ao
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Teorema de Gauss-Bonnet, obtemos

H ′(t)

∫
Σ

1

ρt
dAt = −

∫
Σ

|∇Σtρt|2

ρ2
t

dAt −
1

2

∫
Σ

(R +H(t)2 + |Bt|2)dAt

−
∫
∂Σ

H∂MdLt + 2πχ(Σ0)

≤ −1

2

∫
Σ

RdAt −
∫
∂Σ

H∂MdLt + 2πχ(Σ0)

≤ I(Σ0)− I(Σt)

=
1

2
inf R(|Σ0| − |Σt|) + inf H∂M(|∂Σ0| − |∂Σt|), (2.11)

onde na segunda desigualdade foi usado o fato de Σ0 ser infinitesimalmente ŕıgida, que

implica I(Σ0) = 2πχ(Σ0).

Por hipótese, temos que inf H∂M ≥ 0. Se cada componente de ∂Σ é minimizante

de comprimento, o segundo termo do lado direito de (2.11) é menor ou igual a zero, e

no caso que inf H∂M = 0, o mesmo é zero. Em todo caso,

H ′(t)

∫
Σ

1

ρt
dAt ≤

1

2
inf R(|Σ0| − |Σt|) = −1

2
inf R

∫ t

0

d

ds
|Σs|ds.

Como cada Σt é free boundary com curvatura média constante, a primeira variação

da área nos dá que
d

dt
Σt =

∫
Σ

ρtH(t)dAt = H(t)

∫
Σ

ρtdAt. (2.12)

Portanto,

H ′(t)

∫
Σ

1

ρt
dAt ≤ −

1

2
inf R

∫ t

0

H(s)

∫
Σ

ρsdAsds. (2.13)

Afirmação 2.2. Existe ε > 0 tal que H(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, ε).

Para mostrar essa afirmação, vamos dividir nos seguintes casos:

(a) inf R = 0.

Segue de (2.13) que H ′(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, ε), isto é, H é uma função não

crescente. Como H(0) = 0 temos que H(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, ε).

(b) inf R > 0.

Para facilitar a notação, seja ϕ(t) =
∫

Σ
1
ρt
dAt e ξ(t) =

∫
Σ
ρtdAt. A inequação (2.13)

pode então ser reescrita como

H ′(t) ≤ −1

2
inf R

1

ϕ(t)

∫ t

0

H(s)ξ(s)ds. (2.14)

Por continuidade, podemos assumir que existe um C > 0 tal que 1
ϕ(t)

∫ t
0
ξ(s)ds ≤ 2C

para todo t ∈ [0, ε1].
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Tome ε > 0 tal que ε <
1

C(inf R)
e ε < ε1. Então H(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, ε].

De fato, suponha que existe t1 ∈ [0, ε] tal que H(t1) > 0. Por continuidade, existe

t0 ∈ [0, t1] tal que H(t) ≥ H(t0) para todo t ∈ [0, t1] (H atinge o minimo em [0, t1]).

Note que, em particular H(t0) ≤ H(0) = 0. Pelo Teorema do valor medio, existe

t2 ∈ (t0, t1) tal que
H(t1)−H(t0)

t1 − t0
= H ′(t2). Dessa forma, a desigualdade (2.14) nos

mostra que

H(t1)−H(t0)

t1 − t0
= H ′(t2) ≤ 1

2
inf R

1

ϕ(t2)

∫ t2

0

(−H(s))ξ(s)ds

≤ 1

2
inf R(−H(t0))

(
1

ϕ(t2)

∫ t2

0

ξ(s)ds

)
≤ −1

2
inf R(H(t0))(2C)

= − inf R(H(t0))C

Isolando H(t1), obtemos

H(t1) ≤ H(t0)− inf R(H(t0))C(t1 − t0) ≤ H(t0)(1− (inf R)Cε) ≤ 0,

o que contradiz o fato de que H(t1) > 0.

(c) inf R < 0

Tome ε > 0 tal que ε < − 1

C(inf R)
, onde C é a mesma constante do item (b).

Então H(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, ε). De fato, suponha que existe t1 tal que H(t1) > 0.

Seja

t̄ = {t ∈ [0, t1];H(t) ≥ H(t1)}

e seja t0 ∈ [0, t1] o ı́nfimo de t̄. Note que, por continuidade, H(t0) ≥ H(t1). E

H(t0) > H(t1) não ocorre, pois por continuidade, existiria t < t0 com H(t) > H(t1),

contradizendo a definição de t0. Observe tambem que, por definição, H(t) ≤ H(t1) =

H(t0) para todo t ∈ [0, t0].

Suponha que t0 > 0, então pelo teorema do valor médio existe t2 ∈ (0, t0) tal que
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H(t0)−H(0)

t0 − 0
= H ′(t2). Então, a desigualdade (2.14) nos da

H(t0)

t0
= H ′(t2) ≤ −1

2
inf R

1

ϕ(t2)

∫ t2

0

(H(s))ξ(s)ds

≤ −1

2
inf R(H(t0))

(
1

ϕ(t2)

∫ t2

0

ξ(s)ds

)
≤ −1

2
inf R(H(t0))(2C)

= − inf R(H(t0))C

Multiplicando por t0 e colocando os termos no primeiro membro, obtemos

H(t0) + inf R(H(t0))Ct0 ≤ 0.

O que implica que

H(t0)(1 + (inf R)Cε) ≤ 0.

Isso contradiz o fato que H(t0) = H(t1) > 0, pois (1 + (inf R)Cε) > 0.

Então, teŕıamos que t0 = 0. Isto novamente é uma contradição, pois como Σ0 é

mı́nima, teŕıamos 0 = H(0) = H(t1) > 0.

Isso prova a afirmação. Assim, por (2.12), nos concluimos que |Σ0| ≥ |Σt| para todo

t ∈ [0, ε). A prova que |Σ0| ≥ |Σt| para todo t ∈ (−ε, 0] é completamente analoga.

Resultados splitting são caracterizados por conseguir uma isometria de uma deter-

minada variedade Riemanniana M ao espaço produto R× Σ, onde Σ é uma hiperf́ıcie

de M . Agora estamos prontos para provar o resultado de splitting local (isto é, invez

de R× Σ na definição acima temos (−ε, ε)× Σ isométrico a uma vizinhanza de Σ).

Teorema 2.1. Seja (M,g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convex.

Assuma que a curvatura escalar R é limitada por baixo.

Seja Σ uma superf́ıcie free boundary, localmente area-minimizing, 2-sided, propria-

mente mergulhada e tal que I(Σ) = 2πχ(Σ). Assuma que uma das hipóteses vale:

(1) Cada componente de ∂Σ0 é localmente minimizante de comprimento em ∂M ; ou

(2) inf H∂M = 0.

Então existe uma vizinhança de Σ em (M,g) que é isométrica a ((−ε, ε)×Σ, dt2 + gΣ),

onde (Σ, gΣ) tem curvatura Gaussiana constante igual a 1
2

inf R e ∂Σ tem curvatura

geodésica constante igual a inf H∂M em Σ.

Demonstração. Segue de Σ ser localmente area-miniming, que é uma superf́ıcie mı́nima

estável. Como I(Σ) = 2πχ(Σ), vale a igualdade na proposição 2.1, ou seja, Σ é infini-

tesimalmente ŕıgida. Das proposições 2.2 e 2.3, nos obtemos uma folheação {Σt}t∈(−ε,ε)
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ao redor de Σ0 = Σ tal que |Σt| ≤ |Σ0|, para todo t ∈ (−ε, ε). Como Σ é localmente

area-minimizing, temos que |Σt| = |Σ0| e Σt é localmente area-minimizing, para todo

t ∈ (−ε, ε).
Sendo G a parametrização da folheação de M em volta de Σ0 dada na proposição

2.2. Como a caracteŕıstica de Euler é um invariante topológico e Σt = Gt(Σ0), obtemos

que χ(Σt) = χ(Σ0).

Uma vez que H∂M = 0 ou as componentes de ∂Σ0 são localmente minimizante,

2πχ(Σt) = 2πχ(Σ0) = I(Σ0) =
1

2
inf R|Σ0|+ inf H∂M |∂Σ0|

≤ 1

2
inf R|Σt|+ inf H∂M |∂Σt| = I(Σt) ≤ 2πχ(Σt),

que implica que Σt = 2πχ(Σt), ou seja, cada Σt é infinitesimalmente ŕıgida. Com isso,

as equações (2.6) e (2.7) da proposição 2.3 nos dão

∆Σtρt = 0 e
∂ρt
∂νt

= 0,

ou seja, para cada t a função lapse ρt satisfaz o problema de Neumann homogeneo.

Portanto, ρt é uma função constante em Σt(cf., por exemplo, Teorema 3.6 de [12]).

Como temos uma folheação, o campo normal de Σt localmente define um campo de

vetores em M . Por Σt ser totalmente geodésica temos ∇V > = 0. Por ρt ser constante,

implica que ∇Σtρt = 0, assim utilizando a proposição 1.3 conclúımos que ∇VNt = 0,

ou seja, Nt é um campo paralelo. Em particular, Nt é um campo de killing, e seu fluxo

é um fluxo por isometrias e, portanto, fornece a splitting local: uma vizinhança de Σ0 é

de fato isométrica ao produto ((−ε, ε)×Σ0, dt
2 + gΣ0). Já que Σ0 é infinitesimalmente

ŕıgida, (Σ0, gΣ0) tem curvatura Gaussiana constante igual a inf R/2 e ∂Σ0 tem curvatura

geodésica constante igual a inf HM em Σ0.

Como veremos na seção a seguir, usaremos esse resultado para provar o Teorema

de rigidez global.

2.4 Rigidez Global

Começamos essa seção com o enunciado preciso de um resultado de W. Meeks e S.T.

Yau [19] sobre a existência de discos free boundary area-minimizing, qual vamos usar

para provar um resultado global. Dada uma 3-variedade M , denotamos por FM o con-

junto de discos imersos em M cuja fronteira são curvas em ∂M e são homotopicamente
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não-triviais em ∂M . Se FM é não vazio, definimos

A(M, g) = inf
Σ∈FM

|Σ| e L(M, g) = inf
Σ∈FM

|∂Σ|.

Teorema 2.2 (W. Meeks e S.T. Yau). Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana

compacta com fronteira mean convex. Se FM é não vazio, então

(1) Existe um disco mı́nimo imerso Σ0 em M tal que ∂Σ0 representa uma curva ho-

motopica não trivial em ∂M e |Σ0| = A(M, g).

(2) Qualquer disco imerso de menor área é de fato um disco free boundary propriamente

mergulhado.

Agora nós vamos para os Teoremas principais. Nosso primeiro Teorema de rigidez

global envolve uma combinação dos invariantes geometricos A(M, g) e L(M, g).

Teorema 2.3. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com fronteira mean convex.

Assuma que FM é não vazio. Então

1

2
inf RA(M, g) + inf H∂ML(M, g) ≤ 2π. (2.15)

Além disso, se a igualdade vale, então o recobrimento universal de (M, g) é isométrico

a (R×Σ0, dt
2 +g0), onde (Σ0, g0) é um disco com curvatura Gaussiana constante igual

a inf R/2 e ∂Σ0 tem curvatura geodésica constante igual a inf H∂M em (Σ0, g0).

Demonstração. Como FM é não vazio, o Teorema 2.2 diz que existe um disco mı́nimo

free boundary propriamente mergulhado Σ0 ∈ FM tal que |Σ0| = A(M, g), ou seja,

Σ0 é area-minimizing. Portanto, Σ0 é 2-sided e free boundary estável, a desigualdade

segue da proposição 2.1, pois

1

2
inf RA(M, g) + inf H∂ML(M, g) ≤ 1

2
inf R|Σ0|+ inf H∂M |∂Σ0| = I(Σ0) ≤ 2π.

Além disso, se a igualdade vale, então inf H∂M é nulo, ou ∂Σ0 deve ter comprimento

igual a L(M, g), e assim é minimizante de comprimento. Em ambos os casos, podemos

aplicar o Teorema 2.1 para conseguir um local splitting de (M, g) ao redor de Σ0.

Seja exp a aplicação exponencial de (M, g). Considere S o conjunto de todos os

t > 0 tal que a aplicação Ψ : [−t, t]×Σ0 →M dada por Ψ(s, x) = expx(sN0(x)) é bem

definida, Ψ([−t, t]× ∂Σ0) está contida em ∂M , e Ψ : ((−t, t)×Σ0, ds
2 + gΣ0)→ (M, g)

é uma isometria local.

S é não vazio por conta do Teorema 2.1.

Afirmação 2.3. S = (0,+∞).
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Suponha que seja falso, e seja τ = supS. Por continuidade τ ∈ S. Nós definimos

a aplicação fτ : Σ → M por fτ (x) = Ψ(x, τ) e considere Στ = fτ (Σ). Note que,

Στ tem as mesmas propriedades de Σ, e além disso |Στ | = |Σ|. Assim, podemos

aplicando o Teorema 2.1, para conseguir um ε > 0 tal que, Ψ|[0,τ+ε)×Σ é isometria local.

Analogamente, existe δ > 0 tal que, Ψ|(−τ−δ,0] × Σ é isometria local. Contradizendo o

fato de τ ser supremo. Isso finaliza a afirmação.

Portanto, temos uma isometria local bem definida

Ψ : (t, x) ∈ (R× Σ0, dt
2 + gΣ0) 7→ expx(tN0(x)) ∈ (M, g),

tal que Ψ(R× ∂Σ0) esta contida em ∂M . Tal Ψ é uma aplicação de recobrimento (cf.

Lema 1.32 de [6]). Isso termina a prova do Teorema.

Quando inf R é negativo, provaremos um Teorema de rigidez para soluções do pro-

blema de Plateau (isto é, dado uma curva, encontrar a superf́ıcie que mı́nimiza área e

tem essa curva como fronteira), que será uma consequência imediata do Teorema 2.3.

Teorema 2.4. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana compacta tal que H∂M > 0

e inf R = −2. Assuma que FM é não vazio.

Se Σ̂ é uma solução do problema de Plateau para uma curva homotópica mergulhada

não-trivial em ∂M , a qual limita um disco em M e tem comprimento L(M, g), então

|Σ̂| ≥ inf H∂ML(M, g)− 2π. (2.16)

Além disso, se a igualdade vale em (2.16) para algum Σ̂, então o recobrimento universal

de (M, g) é isométrico a (R × Σ̂, dt2 + g0), onde (Σ̂, g0) é um disco com curvatura

Gaussiana constante igual a -1 e ∂Σ̂ tem curvatura geodésica constante igual a inf H∂M

em Σ̂.

Demonstração. Considere Σ̂ como no Teorema. Σ̂ tem área pelo menos A(M, g) e ∂Σ̂

tem comprimento igual a L(M, g). Quando inf R é negativo, temos que

1

2
inf R|Σ̂|+ inf H∂M |∂Σ̂| ≤ 1

2
inf RA(M, g) + inf H∂ML(M, g).

Aplicando o Teorema 2.3, juntamente com a hipótese de inf R = −2, obtemos que

−|Σ̂|+ inf H∂ML(M, g) ≤ 2π,

o que prova (2.16), a segunda parte é imediata do Teorema 2.3.
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Caṕıtulo 3

Teorema de Rigidez para

Superf́ıcies Mı́nimas Free Boundary

em B3

Neste caṕıtulo, veremos que, entre as superf́ıcies mı́nimas free boundary na bola

unitária 3-dimensional centrada na origem, o disco equatorial plano e o catenóide cŕıtico

são caracterizados por uma condição pinçante no comprimento da segunda forma fun-

damental. Mais precisamente, veremos o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary compacta na bola unitária

B3. Assuma que para todo ponto x em Σ,

|II|2(x)〈x,N(x)〉2 ≤ 2. (3.1)

Então

1) |II|2〈x,N〉2 ≡ 0 e Σ2 é um disco equatorial plano.

2) ou |II|2(p)〈p,N(p)〉2 = 2 em algum ponto p ∈ Σ e Σ2 é um catenóide cŕıtico.

3.1 O Disco Equatorial Plano e o Catenóide Cŕıtico

Nesta seção definimos o disco equatorial plano e o catenóide cŕıtico, mostrando

alguns resultados sobre os mesmos.

Seja B3 a bola unitária em R3, centrada na origem. Os discos equatoriais planos

são definidos pela interseção da bola unitária B3 com um plano que contém a origem.

Os discos equatoriais planos são as únicas superf́ıcies mı́nimas free boundary to-

talmente geodésica em B3. Nitsche [21] monstrou que eles são as únicas superf́ıcies

mı́nimas free boundary imersas em B3 que são homeomorfas a um disco.
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Teorema 3.2 (Nitsche). Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima free boundary homeomorfa a

um disco, então Σ é o disco equatorial plano.

Os catenóides cŕıticos, por outro lado, são as únicas superf́ıcies não planas que são

invarientes por rotação ao redor de um eixo dado. Eles podem ser definidas analitica-

mente pela imagem da seguinte aplicação

X : (t, θ) ∈ [−t0, t0]× S1 7→ a0 cosh(t) cos(t)e1 + a0 cosh(t) sin(t)e2 + a0te3 ∈ R3

onde {e1, e2, e3} é alguma base ortonormal de R3. A constante t0 é a única solução

positiva da equação t sinh(t) = cosh(t), enquanto a0 = (a0t0 cosh(t0))−1. Essas cons-

tantes são escolhidas de tal maneira que a imagem esteja contida em B3, e o catenóide

encontre ∂B ortogonalmente. Além disso, o eixo de simetria é a linha gerada pelo vetor

e3.

Foi conjecturado que o catenóide cŕıtico é o único anel mı́nimo free boundary mer-

gulhado em B3 (veja, por exemplo, conjectura 1.1 de [11]). McGrath [17] mostrou que

esta conjectura é verdadeira com a hipótese adicional da superf́ıcie ser simétrica com

relação a três planos mutuamente ortogonais.

Em relação ao nosso resultado principal, observe que, na parametrização X, temos

∂X

∂t
= a0 sinh(t) cos(t)e1 + a0 sinh(t) sin(t)e2 + a0e3e

∂X

∂θ
= −a0 cosh(t) sin(t)e1 + a0 cosh(t) cos(t)e2.

Assim, temos que o campo normal únitario N é dado por

N(t, θ) =
− cos(θ)

cosh(t)
e1 −

sin(θ)

cosh(t)
e2 +

sinh(t)

cosh(t)
e3.

Portanto, a norma da segunda forma fundamental e a função suporte são dadas por

|II|2 =
2

a2
0 cosh2(t)

e 〈x,N〉2 = a2

(
1− t sinh(t)

cosh(t)

)
Em particular, visto que |t| ≤ t0,

|II|2〈x,N〉2 =
2

cosh2(t)
(cosh(t)− t sinh(t))2 ≤ 2.

Note que o valor máximo 2 é atingido em t = 0, isto é, no ćırculo definido pela interseção

do catenóide cŕıtico dado e o plano que é ortogonal ao eixo de simetria passando pela

origem.
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3.2 Prova do Teorema

Nessa seção, vamos explicar a prova do Teorema 3.1. A principal observação é

relacionar a condição pinçante (3.1) com uma condição da forma Hessiana da função

distância de pontos de Σ para a origem.

Lema 3.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary em B3. Seja f uma função

definida por

f(x) =
|x|2

2
, x ∈ Σ.

Então,

1) ∇Σf(x) = x para todo x ∈ ∂Σ.

2) Para cada x ∈ Σ, os autovalores de HessΣf(x) são dados por

1− |II|√
2
〈x,N(x)〉 e 1 +

|II|√
2
〈x,N(x)〉.

Demonstração. Para provar 1), note inicialmente que ∇Σf(x) = x> para todo x ∈ Σ,

onde (·)> representa a projeção ortogonal de x em TxΣ. De fato, por definição, temos

〈∇Σf(x), X〉 = X(f(x)) = 〈x,X〉 = 〈x>, X〉, para todo X ∈ TxΣ. Como Σ intersecta

∂B ortogonalmente, temos que x ∈ TxΣ para todo x ∈ ∂Σ e o item segue.

Note que, se D é a conexão de Levi-Civita de Σ, (∇XY )> = DXY e

∇XY −DXY = 〈∇XY,N〉N = −〈Y,∇XN〉N = −〈SN(X), Y 〉N.

Assim, para todo X, Y ∈ TxΣ, temos

HessΣf(x)(X, Y ) = X(Y (f(x)))− (DXY )(f(x))

= X〈x, Y 〉 − 〈x,DXY 〉

= 〈X, Y 〉+ 〈x,∇XY 〉 − 〈x,DXY 〉

= 〈X, Y 〉 − 〈x, 〈SN(X), Y 〉N〉

= 〈X, Y 〉 − 〈x,N〉〈SN(X), Y 〉

= 〈X, Y 〉 − 〈〈x,N〉SN(X), Y 〉

= 〈X − 〈x,N〉SN(X), Y 〉

Portanto, se k1 e k2 são as curvaturas principais de Σ em x, temos que os autovalores

de HessΣf(x) são dados por

1− k1〈x,N〉 e 1− k2〈x,N〉.
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Além disso, |II|2 = k2
1 + k2

2, e como Σ é mı́nima k1 + k2 = 0, assim |II|2 = 2k2
1 = 2k2

2.

Assumindo que k1 ≤ k2, temos k1 = −|II|/
√

2 e k2 = |II|/
√

2, finalizando a prova de

2).

Agora, introduziremos alguns conceitos para melhorar o entendimento da próxima

proposição. Um subconjunto A de uma variedade Riemanniana (M, g) é totalmente

convexo, quando qualquer geodésica de M que liga pontos de A, na verdade está toda

contida em A (ver, por exemplo, [7]).

Dados curvas α, β : [0, 1] → M em uma variedade Riemanniana M . Dizemos que

α é homotópica a β se existe uma função suave H : [0, 1]× [0, 1]→M , tal que

H(t, 0) = α(t) e H(t, 1) = β(t).

E escrevemos α ' β. ' é uma relação de equivalência (ver, por exemplo, [16]). [α]

denota a classe de homotopia de α. Isto é,

[α] = {β : [0, 1]→M ; β ' α}.

Uma curva fechada em M é uma curva α : [0, 1]→M , tal que α(0) = α(1). O ponto

α(0) = α(1) é chamado ponto base de α. Dizemos que α é baseada em α(0) = α(1).

Fixado x ∈M , o grupo fundamental de M baseado em x é o conjunto

π1(M,x) = {[α];α é curva fechada baseada em x}.

Dizemos ainda que uma curva α baseada em x é trivial, se é a curva constante igual a

x.

Proposição 3.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary compacta em B3. De-

fina

C = {p ∈ Σ; |p| = min
x∈Σ
|x|}.

Se |II|2〈x,N〉2 ≤ 2 em Σ, então

1) C contêm um único ponto p ∈ Σ\∂Σ, neste caso Σ é o disco equatorial plano;

2) ou C é uma geodésica fechada simples em Σ\∂Σ e Σ é homeomorfa a um anel.

Demonstração. Seja f : Σ→ R definida como no Lema 3.1.

Afirmação 3.1. C é um subconjunto totalmente convexo de Σ.

De fato, dado p, q ∈ C, seja γ : [0, 1] → Σ uma geodésica tal que γ(0) = p e

γ(1) = q. Pelo item 2) do Lema 3.1, a condição geométrica |II|2〈x,N(x)〉2 ≤ 2 em

Σ implica que os autovalores de HessΣf(x) são não negativos, e assim HessΣf ≥ 0.
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Consequentemente, (f ◦ γ)′′(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, 1], isto é, f ◦ γ é convexa em [0, 1].

Por definição de C, p e q são mı́nimo da f , assim, f ◦ γ atinge o mı́nimo em t = 0 e

t = 1, dáı conclúımos que (f ◦ γ)(t) ≡ minΣ f . Portanto, γ([0, 1]) ⊂ C, o que conclui a

afirmação.

Note que, dado X um campo vetorial tangente em ∂B, ∇Xx = X, onde x é o vetor

posição ao longo de ∂B. Assim, como o conormal ν coincide com o vetor x (por Σ ser

free boundary), temos que a curvatura geodésica k de ∂Σ em Σ é indenticamente 1.

De fato, k = 〈∇Tν, T 〉 = 〈∇Tx, T 〉 = 〈T, T 〉 = 1. Em particular, ∂Σ é estritamente

convexa em Σ. Isso implica que para todo p, q ∈ Σ existe uma geodésica minimizante

em Σ unindo p e q. Portanto, o conjunto totalmente convexo C é conexo. Além disso,

C está contido no interior de Σ, pois por definição o conjunto C é os pontos de mı́nimo

da f , e o gradiente da f é diferente de 0 em ∂Σ pelo item 1) do lema 3.1.

Suponha que C contém um único ponto p ∈ Σ\∂Σ. Dado [α] ∈ π1(Σ, p), assuma que

[α] é uma classe de homotopia não trivial. Como ∂Σ é estritamente convexa, podemos

encontrar uma geodésica fechada γ : [0, 1] → Σ, γ(0) = γ(1) = p, tal que γ ∈ [α].

Como C é totalmente convexo, γ([0, 1]) ⊂ C. Mas C = {p} e [α] é não trivial, o que é

uma contradição. Portanto, Σ é homeomorfo ao um disco. Pelo Teorema 3.2, Σ é um

disco equatorial plano.

Finalmente, suponha que C não consiste de um único ponto. Sejam p ∈ C e [α] uma

classe de homotopia não trivial em π1(Σ, p). Analogamente, podemos encontrar uma

geodésica fechada γ : [0, 1]→ Σ, γ(0) = γ(1) = p, tal que γ ∈ [α].

Afirmação 3.2. γ′(0) = γ′(1), γ([0, 1]) é uma curva simples e C = γ([0, 1]).

De fato, se γ′(0) 6= γ′(1), então podemos encontrar uma geodésica minimizante

para pontos de γ próximos de p, e por C ser totalmente convexo, essa imagem está

toda contida em C, assim, conseguimos um aberto U de Σ todo contido em C, esse

aberto também faz parte da esfera de centro 0 e raio |p|, por definição de C, isso é uma

contradição, pois Σ é mı́nima, e U não é, por ser parte de uma esfera. Argumentos

análogos concluem a afirmação.

Como qualquer geodésica fechada baseada em p deve está contida em C, concluimos

que π1(Σ, p) = Z, isto é, Σ é homeomorfa a um anel.

O corolário a seguir é consequência imediata da proposição 3.1.

Corolário 3.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary compacta em B3. Se

|II|2〈x,N〉2 < 2 em Σ, então Σ é o disco equatorial plano.

Demonstração. Como |II|2〈x,N〉2 < 2, a função f definida no Lema 3.1 é estritamente

convexa (item 2 do mesmo lema), isto é, HessΣf > 0 em Σ. E pelo item 1), f atinge
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o valor mı́nimo no interior de Σ (pois na fronteira o gradiente não é nulo). Pela

convexidade estrita da f , o conjunto C definido na proposição 3.1 é somente um ponto,

caso contrário, a geodésica ligando dois pontos de C estaria em C e teriamos uma

contradição com a convexidade estrita. Portanto, pela proposição 3.1, Σ é o disco

equatorial plano.

Para finalizar a prova do Teorema 3.1, resta somente analizar a situação em que a

função |II|2〈x,N〉2 atinge o valor máximo 2 em algum ponto de Σ.

Proposição 3.2.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima free boundary compacta em B3.

Se |II|2〈x,N〉2 ≤ 2 em Σ e |II|2(p)〈p,N(p)〉2 = 2, então Σ é o catenóide cŕıtico.

Demonstração. Seja f : Σ → R e C definidos como no lema 3.1 e proposição 3.1,

respectivamente. Como |II|2(p)〈p,N(p)〉2 = 2 em algum ponto p ∈ Σ, a superf́ıcie Σ

não pode ser homeomorfa a um disco, pois nesse caso deveria ser o disco equatorial

plano como consequência do Teorema 3.2 e assim totalmente geodésico. Portanto,

pela proposição 3.1, Σ é homeomorfa a um anel e C é uma geodésica simples fechada,

seja γ : [0, l] → Σ, a parametrização por comprimento de arco de C. Em particular

infΣ f > 0 (caso contrário, C seria somente a origem, e nesse caso Σ seria o disco

equatorial plano, o que é uma contradição).

Sejam R > 0 tal que R2/2 = infΣ f e SR ⊂ R3 a esfera de raio R centrada na

origem.

Afirmação 3.3. γ é um grande ćırculo de SR

De fato, por definição de R, temos que Σ ⊂ {x ∈ R3; |x| ≥ R} e Σ ∩ SR = γ([0, l]).

Assim, temos que Tγ(s)Σ = Tγ(s)SR para todo s ∈ [0, l]. Como γ é uma geodésica de Σ,

também é uma geodésica de SR, isto é, um grande ćırculo de SR.

Denotando por e3 o vetor únitario em R3 que é ortogonal ao plano que contém o

grande ćırculo γ, então {γ′(s), e3} é uma base ortonormal de Tγ(s)Σ para todo s ∈ [0, l].

Seja u(x) = 〈x ∧N(x), e3〉, x ∈ Σ, onde ∧ denota o produto vetorial em R3.

Afirmação 3.4. u(x) satisfaz:

∆Σu+ |II|2u = 0 em Σ, e
∂u

∂ν
= u em ∂Σ.

Além disso, se u é identicamente nula, então Σ é uma superf́ıcie de revolução em volta

do eixo e3.

Dado x ∈ Σ, seja {e1, e2} direções principais de TxΣ, ou seja, ∇e1N = k1e1 e

∇e2N = k2e2, onde k1 e k2 são as curvaturas principais de Σ em p. Extenda {e1, e2}
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para um referencial geodésico {E1, E2} em p. Assim, o Laplaciano de u é dado por

∆u =
n∑
i=1

Ei(Ei(u)). (3.2)

Agora, note que

Ei(u) = Ei(〈x ∧N(x), e3〉)

= 〈Ei ∧N(x) + x ∧∇Ei
N(x), e3〉

Dáı, temos que

Ei(Ei(u)) = Ei(〈Ei ∧N(x) + x ∧∇Ei
N(x), e3〉)

= 〈∇Ei
Ei ∧N(x) + Ei ∧∇Ei

N(x) + Ei ∧∇Ei
N(x) + x ∧∇Ei

∇Ei
N(x), e3〉

= 〈∇Ei
Ei ∧N(x) + 2kiEi ∧ Ei + x ∧∇Ei

∇Ei
N(x), e3〉

= 〈x ∧∇Ei
∇E1N(x), e3〉

= 〈x ∧ e3,∇Ei
∇E1N(x)〉 (3.3)

Fazendo

x ∧ e3 = αjEj + ūN, (3.4)

onde ū = 〈x ∧ e3, N〉 = 〈x ∧N, e3〉 = u. Substituindo (3.4) em (3.3) temos que

Ei(Ei(u)) = 〈x ∧ e3,∇Ei
∇E1N(x)〉

= 〈αjEj + uN,∇Ei
∇Ei

N(x)〉 (3.5)

Assim, substituindo (3.5) em (3.2), obtemos

∆u = 〈αjEj + uN,∇Ei
∇Ei

N(x)〉

= αj〈Ej,∇Ei
∇Ei

N(x)〉+ u〈N,∇Ei
∇Ei

N(x)〉. (3.6)

Mas 〈Ej,∇Ei
∇Ei

N(x)〉 = −〈∇Ei
Ej,∇Ei

N(x)〉 = 〈∇Ei
Ej, kiEi〉 = 0 e

〈N,∇Ei
∇Ei

N(x)〉 = −〈∇Ei
N,∇Ei

N(x)〉 = kiki = |II|2.

Dáı, obtemos ∆Σu + |II|2u = 0. E como a superf́ıcie Σ é free boundary, temos que

o vetor posição x coincide com o vetor conormal ν em ∂Σ, e além disso, ν é direção
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principal de Σ, assim ∇ν = λν, dáı como x× ν = 0, obtemos

ν(u) = ν〈x×N(x), e3〉

= 〈∇νx×N(x), e3〉+ 〈x×∇νN(x), e3〉

= 〈ν ×N(x), e3〉+ 〈x× λν, e3〉

= 〈x×N(x), e3〉 = u.

Assim,
∂u

∂ν
= u em ∂Σ.

Além disso, se u é identicamente nula, seja π o plano perpendicular ao eixo e3.

Assim, x∧N(x) ∈ π para todo x ∈ Σ. A interseção do plano afim x+π com Σ é então

um ćırculo e Σ é uma superf́ıcie de revolução em volto de e3.

Claramente, γ([0, l]) esta contido em u−1(0), pois x = |x|N(x), para todo x em

γ([0, l]). Isso implica que du(γ(s))γ′(s) = 0 para todo s ∈ [0, l]. Assim,

0 = 〈γ′(s) ∧N(x), e3〉+ 〈x ∧∇γ′(s)N(x), e3〉

= 〈γ′(s) ∧N(x), e3〉+ 〈N(x) ∧ |x|∇γ′(s)N(x), e3〉

= 〈(γ′(s) + |x|∇γ′(s)N(x)) ∧N(x), e3〉.

Isso implica que (γ′(s) + |x|∇γ′(s)N(x)) = 0, de fato γ′(s) + |x|∇γ′(s)N(x) é com-

binação linear de N(x) e e3, mas de 〈N(x), N(x)〉 = 1 e de 〈N(x), e3〉 = 0 temos que

〈∇γ′(s)N(x), N(x)〉 = 0 e 〈∇γ′(s)N(x), e3〉 = 0, assim γ′(s) é direção principal de TxΣ

em γ(s), a direção ortogonal e3 ∈ TxΣ também é. Portanto, dNγ(s)e3 é paralelo a e3 e

du(γ(s))e3 = 〈e3 ∧N(γ(s)), e3〉+ 〈γ(s) ∧ dNγ(s)e3, e3〉 = 0.

Assim, todo ponto do ćırculo C esta contido em u−1(0) e é ponto cŕıtico de u.

Mas isso implica que u é identicamente nula em Σ. Caso contrário, o conjunto nodal

u−1(0) deveria ter apenas pontos cŕıticos isolados (ver [8], Teorema 2.5). Isso é uma

contradição, pois C é uma curva.

Portanto, Σ é uma anel mı́nima free boundary de revolução ao redor do eixo e3 em

B3. Em outras palavras, Σ é um catenóide cŕıtico.
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