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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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Trelicas sao sao estruturas formadas por barras conectadas nas extremidades. A
minimizac¢ao das massas dessas trelicas é geralmente empregada em projetos de
engenharia onde se busca por estruturas leves e resistentes. Neste trabalho estuda-
se o problema de minimizacao da massa de trelicas tridimensionais, com restri¢coes
de tensao. Para definir este problema, apresenta-se os modelos mateméticos de
otimizacdo e de estruturas trelicadas. E descrito o modelo de elementos finitos para
trelicas e o modelo programacao nao linear para o problema de otimizacao. Para
resolver o problema de otimizagao proposto emprega-se o Feasible Arc Interior Point
Algorithm (FAIPA). Sao apresentados resultados numeéricos obtidos com o FAIPA
para diferentes tipos de estruturas tridimensionais. As estruturas 6timas calculadas
com esta técnica mostram a utilidade do problema resolvido neste trabalho: as
estruturas 6timas empregam menos material (sdo mais baratas) e sdo viaveis, pois

verificam as restri¢oes de tensao de cada barra.

Palavras-chave: Otimiza ¢ao estrutural. Minimiza ¢cao da massa. Trelicas tridimen-

sionais.
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Trusses are structures formed by bar connected at the ends. The minimization
of the total mass of a truss is generally employed in engineering projects where
light and resistant structures are sought. In this work the problem of minimization
of the mass of tridimensional trusses with stress constraints is considered. To de-
fine this problem, we introduce the mathematical model of optimization and truss
structures.We describe the finite element model for trusses and the nonlinear pro-
gramming model for the optimization problem. To solve the proposed optimization
problem, the Feasible Arc Interior Point Algorithm (FAIPA) is used. Numerical
results obtained with FAIPA are presented for different types of three-dimensional
structures.The optimal structures calculated with this technique show the usefulness
of the problem solved in this work: the optimal structures use less material (they

are cheaper) and are feasible since every bar verify the required stress constraint.

Keywords:Structural optimization. Minimizing the mass. Three-dimensional trus-
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Capitulo 1

Introducao

No passado, os problemas matematicos relacionados & engenharia eram de dificil
resolucao, tendo em vista que tinha-se disposicao apenas de relagoes algébricas. Es-
tes problemas requeriam de calculos extensos e tediosos. Os projetos eram realizados
com base em experiéncias anteriores [I].

A procura por inovacao e aperfeicoamento de objetos é algo importante nos dias
atuais. E notéria a busca incessante pelo 6timo, ou seja, encontrar dentro de um
conjunto, a melhor decisao ou solugao.

No caso dos projetos de engenharia é necessaria uma base cientifica eficiente no
processo de elaboragao/experimentagao dos materiais antes da produgao do mesmo,
o que requer dos projetistas grande conhecimento teoérico e computacional [I].

Na realizacao de projetos de engenharia, tais como edificios, pontes, veiculos
entre outras estruturas, o engenheiro precisa tomar uma série de decisoes técnicas
sobre sistemas estruturais, de modo a verificar um conjunto de condi¢oes, como por
exemplo: eficiéncia (forma aerodindmica), beleza ou design atraente (com curvas
estéticas ou artisticas) e economia (custo reduzido) [2]. Neste sentido, para o de-
senvolvimento de projetos de engenharia, é necessario um conjunto de técnicas que
assegurem a eficiéncia do produto. A sintese de estruturas 6timas envolve vérios
tipos de anélises, dentre eles estao: a analise estrutural e a analise de sensibilidade
estrutural (calculo da derivada). O processo de otimizac¢ao pode empregar estes dois
tipos de anélises [2].

A anélise estrutural se ocupa de calcular a deformacao da estrutura no equilibrio
quando submetida a forgas de apoios. Por exemplo, no caso de uma ponte, com a
analise estrutural se obtém o deslocamento da regiao da ponte por onde passa um
veiculo.

A analise de sensibilidade é importante para os métodos numéricos de otimizacao
que empregam a derivada das fungdes de origem mecanica (deslocamento, tensao,
frequéncia).

A otimizacgao estrutural é uma &rea de conhecimento que tem como objetivo



obter o desempenho 6timo (minima massa, minima complacéncia, entre outros),
satisfazendo algumas restri¢oes tanto sobre as variaveis de projeto quanto sobre
alguns parametros de comportamento da estrutura.

Em meados do século X1X sao relatados os primeiros trabalhos na linha de
otimizagao estrutural. De acordo com [3], tem-se como precursor, o trabalho de
Maxwell em 1872. Maxwell desenvolveu um método para a sintese de pontes de mi-
nima massa livre de falhas. Ele realizou estudos relacionados a problemas simples,
fazendo uso de conceitos de teoria de elasticidade. No ano 1904, Michell aplicou o
método de Maxwell para o projeto de minimo volume de diversos tipos de estruturas.
No entanto, para a época os trabalhos foram considerados muito tebricos, sem apli-
cagao pratica. Somente na década de 1960, com o surgimento dos computadores e
do Método dos Elementos Finitos (MEF) | foi que iniciou-se os estudos de problemas
praticos em otimizacao estrutural, com forte destaque a aplicacao na industria ae-
roespacial. Neste sentido, a industria e a capacidade computacional impulsionaram
a pesquisa e o desenvolvimento de diversas técnicas de otimizagao [3].

Por exemplo, é interessante minimizar a massa de uma estrutura metalica, pois
o custo da estrutura é proporcional a massa da mesma. Esta minimizacao estéa
acompanhada de restri¢oes de diversos tipos. A citar, quando se minimiza a massa
de uma estrutura, a mesma podera sofrer grandes deformagdes e isto pode provocar a
fratura da estrutura. Portanto, a otimizacao envolve a minimizacao de uma fungao,
mas respeitando um conjunto de restrigdes de origem mecénica. Assim, obtém-se
estruturas mais leves, sem abrir mao da seguranca.

Os problemas de otimizagao estruturais podem ser agrupados em trés categorias:
Otimizagao dimensional (a adotada nesta dissertacdo), de forma (ou geométrica) e
topologica. De acordo com o projeto que se deseja realizar, escolhe-se uma ou
mais categorias. Por exemplo, na otimizacao dimensional de trelicas, as variaveis
de projeto sao as areas das secoes transversais de cada barra. Ja para o caso de
estruturas planas, as variaveis de projeto podem ser as espessuras de cada elemento
[4]. A otimizagao de forma tem como objetivo definir a melhor fronteira de um s6lido
com relagao a uma fungao custo e restrigcoes de projeto de origem mecéanicas. Por
exemplo, projetar a asa de aviao com o menor arrasto de modo que as frequéncias
naturais da asa sejam maiores que determinado valor.

Por fim, na otimizagao topolégica busca-se definir a melhor distribui¢ao de mate-
rial em um dominio pré-determinado, considerando-se uma funcao custo e as restri-
¢oes mecanicas. Neste caso, a variavel de projeto pode ser um parametro que mede
a rigidez da estrutura em um ponto do dominio. No caso de otimizacao de topologia
a rigidez pode atingir o valor nulo, o qual pode significar a auséncia de material
naquele ponto. Por exemplo, no trabalho [5] empregou-se o MEF a teoria da ho-

mogenizacao. Nesta teoria foram simulados furos em estruturas, considerando como



variavel de projeto uma medida de rigidez de cada elemento. Um furo é modelado
como um elemento quando a rigidez se torna nula.

Neste trabalho se apresentam resultados numéricos para o problema de minima
massa com restricoes de tensao em estruturas tridimensionais de barras. Esse pro-
blema consiste em determinar o melhor dimensionamento das areas das se¢oes trans-
versais de cada barra da estrutura, de modo a minimizar a massa total da estrutura.
Quando se minimiza a massa de uma estrutura de barras, podem ocorrer grandes
deformagoes em determinadas barras. Estas grandes deformacgoes podem acarretar
grandes tensoes nas barras. A tensao em uma barra pode produzir a ruptura da
barra, o que pode levar ao colapso da estrutura. Para evitar este efeito de grandes
deformagoes ou tensoes, interessa, nos projetos de engenharia, minimizar a massa
com restri¢oes de tensao em cada barra.

As estruturas aqui apresentadas foram selecionadas pela forte utilidade das mes-
mas pela sociedade brasileira diariamente. Mesmo que de forma indireta cotidiana-
mente veiculos passam por pontes transportando os mais diversos tipos de merca-
dorias movendo o mercado brasileiro, outro fato presente de forma muito evidente
sao os shows de artistas no brasil nas mais diversas categorias de apresentagao, por
exemplo: shows musicais, teatrais entre tantos outros, acontecem diariamente pe-
las cidades brasileiras. Os meios de comunicacoes como : radios, tvs, telefone e a
internet, a muitos anos vem propagado as informacoes e interligando pessoas em
segundos. Destaca-se po fim, a busca diaria dos brasileiros por uma vida digna e
pelo sucesso, assim, os terminais rodoviarios sao de suma importancia, pois estes

sao os principais pontos de interligacao entre as cidades dos estados brasileiros.

1.1 Meétodos numeéricos

Um método numérico faz uso de célculos para determinar uma solugao que pode
nao ser conhecida de forma analitica.

Os métodos numéricos sao de grande importancia para os estudos e realizacao
de projetos de engenharia, principalmente quando aplicados a problemas complexos,
que podem determinar uma grande quantidade de operagoes aritméticas e logicas.

No presente trabalho, se empregam os seguintes métodos numéricos: Método dos
Elementos Finitos (MEF)[6] e Feasible Arc Interior Point Algorithm (FAIPA)[7]. O
MEF é empregado para calcular os deslocamentos dos nos das estruturas, assim como
o célculo da sensibilidade frente a mudangas nas variaveis de projeto. O FAIPA é

usado para resolver problemas de otimizac¢ao nao linear diferencidvel com restrigoes.



1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivos:

1. Formular problemas de otimizacao estrutural, em particular definir o problema

da trelica de minima massa com restrigoes de tensao.

2. Descrever e empregar a técnica geral de otimizacao FAIPA para resolver pro-

blemas de otimizacao estrutural.

3. Apresentar solucées computacionais para problemas de otimizacao de estru-

turas definidos no presente trabalho.

1.3 Resumo dos capitulos

Os capitulos da dissertacao estao organizados da seguinte forma.

O capitulo 2 apresenta os modelos matematicos utilizados no presente trabalho.
Neste capitulo sao formulados dois problemas fundamentais: o problema do desloca-
mento (elastoestatico) em treli¢as e o problema de otimizagao estrutural. Com este
objetivo, se apresenta uma introdugao ao método dos elementos finitos aplicados ao
problema do equilibrio de treligas tridimensionais. Posteriormente se apresentam
os principais conceitos e propriedades matematicas necessérias para formular o pro-
blema geral de otimizacao e suas condi¢oes de otimalidade ( condigoes de K KT).
Esse capitulo finaliza com a formulagao de problemas de otimizacao de estruturas.
Em particular é formulado o problema estrutural de minima massa com restrigoes
de tensao para trelicas tridimensionais.

No capitulo 3 sao apresentados os procedimentos empregados para resolver nu-
mericamente as instancias dos problemas mateméticos apresentados no capitulo 2.

Os procedimentos numeéricos detalhados sao:
e calculo dos deslocamentos nodais de uma treliga submetida a forcas e apoios.

e calculo da sensibilidade dos deslocamentos relativo a mudanca das variéveis

de projeto.

e calculo de uma solucao do problema de otimizacao por meio do algoritmo
FAIPA.

No capitulo 4 se apresentam resultados numéricos concretos obtidos com os pro-
cedimentos do capitulo 3 aplicados a instancias dos problemas de otimizacao defini-
dos no capitulo 2.

Por Fim, no capitulo 5, apresenta-se as consideragoes finais.



Capitulo 2
Modelos matematicos

Neste capitulo se apresentam fundamentacao matematica referentes as defor-
macoes das estruturas quando submetidas a forgas satisfazendo a seguinte equagao
diferencial que governa o equilibrio elastoestatico [0]. E a formula¢ao de um pro-

blema de otimizagao

2.1 Formulacao variacional e equacoes de Euler

Nesta segao sera deduzida a formulagao variacional do problema de elastostatica
com base em [§]. A formulagao variacional permite colocar numa tnica expressao
as equagoes de equilibrio, as condig¢oes de contorno, as equacoes constitutivas e as
condicoes de descontinuidade, ou seja, todos os elementos relevantes ao problema

em anélise.

2.1.1 Elementos basicos

Considere um corpo fisico que ocupa uma regiao D C R3, que ¢ denominada
configuracao de referéncia. A deformacao deste corpo é denotada por uma aplicagao
bijetiva W : D — 13, onde D C R3. Ou seja, através da fungao ¥, o corpo deixa de
ocupar a regiao D e passa a ocupar a regiao D. Em D, as coordenadas sao denotadas

por X, enquanto que em D adota-se as coordenadas z. Em outras palavras:
r=V(X). (2.1)

A fim de evitar que um corpo de volume nao-nulo passe a ter volume nulo depois

da deformagao, assume-se que:
VU > 0. (2.2)

A partir da deformagao de um corpo, que é caracterizada pela fungao ¥, é possivel



definir o campo de deslocamentos u : D — R? através da seguinte relacao:
uX)=2z—-X=U(X) - X. (2.3)

O campo tensorial F' : D — R3*3 representa o gradiente da deformacao, que é
dado por:
F(X)=Vx¥(X)=Vx(X+u) =1+ Vxu, (2.4)

onde I é o tensor identidade de segunda ordem.

Determinando uma medida da deformacao. Usando a regra da cadeia, se tem:
dr = VxVU(X)dX = (I + Vxu)dX, (2.5)
o que fornece:

|dz||? = (I+Vxu)dX -(I+Vxu)dX
= [I+ (Vxu)" + Vxu+ (Vxu)'Vxul.

Se defini assim o tensor de deformacao de Green por:
e() = %[(vxu)T + V£ (Vxu)TV . (2.6)
De maneira anéloga, ao considerar que dX = (V,¥) " ldx, tem-se que:
X |1* = [1 + (Vaw)" + Vou — (V,u)"Vulde,
de onde se obtém o tensor de deformacao de Almansi:
ea() = %[(qu)T bV — (Vo) V. (2.7)

Ao supor que os deslocamentos e seus gradientes sao suficientemente pequenos, seré
possivel desprezar os termos de ordem superior. Consequentemente, pode-se concluir
que V,u = Vxu, ou seja, os gradientes espacial e material coincidem. A partir dai,

define-se o tensor de deformacao infinitesimal:
1 T
e(u) = 5[(Vu) + Vul. (2.8)

Essa é a medida de deformacgao que sera utilizada deste ponto em diante, uma vez
que a hipotese de pequenos deslocamentos é adotada.
Dize-se que uma deformagao W é rigida se a medida de deformacao e for nula.

Como consequéncia, tem-se que o gradiente do campo de deslocamentos é anti-



simétrico. Logo, para quaisquer X,Y € D, segue que:
wX)=u)+W(X -Y), (2.9)

onde W é um tensor anti-simétrico.
O movimento, também chamado de taxa de deformagao, é uma funcao ¢ : D x
[t1,ts] — R3, dada por:
o(X,t) =z, (2.10)

ou seja, x ¢ o lugar ocupado pela particula X no instante de tempo ¢t. Por sua vez,

a regiao ocupada pelo corpo no instante ¢t é dada por:

D, = (D, 1). (2.11)

2.1.2 Principio das poténcias virtuais

As forgas aplicadas sobre um corpo é um conceito fundamental na Mecéanica.
Esta surge como um elemento em dualidade a uma determinado movimento, sendo
esta dualidade representada através do conceito de trabalho ou poténcia virtual.
Este conceito relaciona as poténcias internas e externas relativas ao corpo.

A poténcia virtual interna associada ao corpo é dada por um funcional linear e
continuo definido em funcao do deslocamento e do seu gradiente. Este funcional é

dado por:
Pi(v) =— / (l-v+0o- (Vo)) dz, (2.12)

onde [ representa o atrito e o é o campo de tensoes de Cauchy. Neste trabalho nao
sera considerada a influéncia do atrito sobre o corpo. Além disso, considera-se que

a lei de Hooke generalizada relaciona a tensao e a deformacao, ou seja,
o = Ce. (2.13)

Nesta relacao constitutiva, tem-se que C é um campo tensorial de quarta ordem que
reflete as propriedades elésticas do corpo e, para cada x € D, C(z) é um tensor
simétrico e positivo definido.

Por outro lado, a poténcia virtual externa é composta pelas forcas de corpo,
denotadas por f e definidas em toda a regiao ocupada por esse corpo, e pelas forcas
impostas sobre o contorno. Aqui, considera-se que a fronteira de D, denotada por
0D, é dividida em dois conjuntos disjuntos dD; e dDy. Sobre 0D; é imposta uma

forca py e sobre 0D, é prescrita uma restricao cineméatica uy. Portanto, a poténcia



virtual externa é dada pelo seguinte funcional linear:

Pe(v)—/Df-vder/aD ps - vdS. (2.14)

O Principio das poténcias virtuais estabelece sob quais restrigoes ocorre o equi-
librio global e suas consequéncias, além de determinar quais sao as cargas externas
compativeis com o modelo. Este principio pode ser enunciado da seguinte forma:
para todo referencial e para cada instante de tempo, o corpo se encontra em equili-

brio estatico sob acao da carga aplicada se:

(1) a poténcia virtual das forgas externas que atuam sobre o corpo no instante ¢

é nula para toda agao de movimento virtual rigida, ou seja,

P.(v)=0 YveVnN; (2.15)

(2) asoma da poténcia interna com a externa é nula para toda agdo de movimento
virtual, ou seja,

P.(v) + P(v) =0 YveV, (2.16)

onde V ={v:D — R3: v = 0 sobre D} ¢ o espaco que contém todas as agoes
de movimento cinematicamente admissiveis e N'= {v: D — R3: ¢(v) = 0 em D}
é o nucleo do operador de deformacao infinitesimal. Do segundo item, obtém-se
a formulacao variacional associada ao problema de equilibrio elastoestatico, que

consiste em determinar u €/ = {u: D — R®:u=wy sobre 0Dy} tal que:

/J-(Vv)sdx:/f-vd:v—i-/ pr-vdr Yv e V. (2.17)
D D oDy

2.2 Meétodo dos Elementos Finitos (MEF)

O Método dos Elementos Finitos (MEF) surgiu no mesmo periodo no qual foram
langados os primeiros computadores, em meados do século XX. No entanto, os
conceitos e fundamentos matematicos disponiveis neste periodo, nao possibilitavam
a aplicagao e implementacao deste método.

Posteriormente, as primeiras aplicagoes do MEF foram em analise de problemas
da mecéanica dos solidos, seguido de aplicacoes nos mais diversos problemas fisi-
cos. Diante das contribuigoes significativas e expressivas deste método, em pouco
tempo, oportunizou-se um estudo mais profundo e extenso do mesmo vindo a ser
aplicado hoje, nas mais diversas areas, contribuindo para o avanco de trabalhos nas

engenharias e possibilitando um niimero expressivo de artigos publicados nessa area.



O MEF é uma técnica geral para encontrar computacionalmente a solucao de
um problemas de valor de contorno. Este método consiste em dividir o dominio
em um nuamero finito de sub dominios, denominados de elementos. O método em-
prega conceitos variacionais para aproximar a solugao por meio deste conjunto de
elementos.

Considerando o sistema de coordenadas cartesiano Oxyz, em que 0s nos sao
pontos que ligam os elementos (barras) entre si, a posigdo de cada n6 na malha de
elementos finitos é representado por trés ntmeros reais, conhecidos como coorde-
nadas. Caso z = 0, a coordenada de cada no possui dois nimeros reais Figurg?2.1]
A depender do modelo de trelicas 2D ou 3D, cada nd possui dois ou trés graus
de liberdade, respectivamente. Cada barra representa um Elemento Finito. Toda
barra possui dois nos (extremidades). Quando se uma alguma for¢a em algum no
o conjunto de barras é deformado e os nos sao deslocados. Neste modelo as barras

sao submetidas a forcas de tracao ou compressao.

P tg—1 Pa o

Ee ”'.li.,j_r—] ”‘.li_r,u'

i — eSino
elemento

\e
.

1
L15]

P2
U €9 \ €2 €3 X
\ no \
nd firo no

no fixo eiro vertical

Figura 2.1: Malha de elementos finitos

A constante n, significa o nimero de elementos da estrutura. O deslocamento
de todos os nos da estrutura esté organizado no vetor v € R"!, onde ny é o ntimero
de graus de liberdade da estrutura. Cada elemento e (e = 1,...,n,) terd um vetor
de deslocamentos representado por u. € R"s¢, onde ng. representa o nimero de
graus de liberdade do elemento. O vetor u, é denominado vetor de deslocamentos
local do elemento e e o vetor u é chamado de vetor de deslocamentos globais da
estrutura. O vetor de forca do elemento e se representa por p., € R"sc e o vetor de
forcas aplicadas em todos os graus de liberdade se denota por p € R™!. O vetor p,

¢ denominado vetor de forgas locais do elemento e e o vetor p é chamado de vetor



de forgas globais da estrutura.

Em cada grau de liberdade, pode-se definir uma condig¢ao de contorno (desloca-
mento prescrito) ou aplicar uma for¢a. Para modelar um no fixo, se estabelece que
os graus de liberdade do né nao podem ter deslocamento. Assim se define o deslo-
camento nulo para estes graus de liberdade. Outras condigoes de contorno podem
ser estabelecidas para um n6. Por exemplo, se é permitido que o né se movimente
apenas na direcao horizontal, entao seré definido apenas deslocamento nulo na dire-
¢ao vertical. Para uma visualizagdo mais detalhada veja os exemplos no Apéndice
A.

Na formulacao do MEF, basicamente existe uma equacao integral sobre um do-
minio de volume V', onde esta deve ser possivel de ser substituida por um somatoério

de integrais sobre subdominios mais simples de volume V;.

/de:Z/ ydV. (2.18)
v i=1 /Vi

Assim realizando-se os céalculos das integrais nos elementos, para o calculo da solugao
geral basta realizar o somatoério das solucoes de cada elemento.
Para determinar a solugdo numeérica da equacao (2.17)), define-se uma aproxima-

¢ao linear das fungoes u(z) e v(x) [9] :

Ngel

j(x) = Si(x)ji (2.19)
i=1
onde S; sao as fungoes de forma conhecidas e linearmente independentes e j; sao as
constantes a serem determinadas.
Sejam as fungoes S; definidas por polindémios de primeiro grau que valem 1 no
ponto escolhido e 0 nos outros e multiplicadas pelas contantes j; resulta em fungao
de aproximacao linear por partes.

Considerando o elemento da Figura com dois graus de liberdade, (Figura
739):

—0 o —

Figura 2.2: Elemento

10



Onde E é o modulo de Young do material, z. é a area da barra do elemento e, L é
o comprimento da barra.

A fungao aproximacao para a funcao u é igual a:

u(z) = S1(x)uy(z) + Sao(z)us, (2.20)

onde Sy(z) = (1 — %) e Sy(z) = % Enquanto que fungao aproximagao para a
funcao v é igual a:

v(z) = Si(z)vy + Sa(x)vs. (2.21)

Derivando as Equagoes (2.20) e (2.21]) tem-se:

0
a_z = S!(2)uy + Sh(x)us (2.22)
9]
a—z = S1(z)vy + Sy(z)ve, (2.23)

—1 1
onde S} (z) = I ¢ Sh(z) = I

Reescrevendo a equagad2.17| para o caso unidimensional e levando em conside-

racao

L L

L
Ou Ov
/Exe%%dx—/fvdaﬁl—/pfvdx. (2.24)
0

0 0

Os trés termos da equacao representam: o trabalho interno de deformagao, o traba-
lho das forgas de corpo e o trabalho das forcas de fronteira, respectivamente. Nao

aplica forcas de trabalho no corpo, assim pode-se reescrever a equagao (2.24) como:

L L
Ou Jv
/Exe%%dx:pf/vdx. (2.25)
0 0

Substituindo as equagoes (2.20)), (2.21)), (2.22)) e (2.23) na equagao (2.25)) tem-se:

11



Ex. / (Si(w)ua(z) + Sh(w)uz(r)) (91 (x)v1(x) + Sh(w)va(w))dw =

Dy /(Sl(a:)vl(m) + So(x)ve(z))de, (2.26)

A equagao ([2.26)) é valida para quaisquer nimeros reais v (z) e vo(z). Considerando
este fato, obtém-se o seguinte sistema, dado na forma matricial por:

L L
[st@ [sis,
0 0

L L
[ss [ sz
0 0

O sistema ([2.27)) pode ser escrito na seguinte forma compacta:

Ezx,

[Z; ] = py /le /L52 (2.27)

Keue = De, (228)

onde, K, ¢ a matriz de rigidez local, u. ¢ o vetor de deslocamento local e p. vetor
de forcas nodais local.
Como citado no inicio desta se¢ao, para realizar o calculo do equilibrio global da

estrutura, se realiza uma montagem com todos os elementos dada por:
Ku = p, (2.29)

onde, K é a matriz de rigidez global, u o vetor de deslocamento global e p o vetor

de forcas global.

A discretizag@o para o caso 3D é analoga.

2.3 Tensao

A tensao é a razao entre as forcas e a area da secao densidade superficial de
forca. Com o objetivo de analisar se a estrutura tem condi¢oes de suportar as
cargas aplicadas, necessita-se verificar se o material tem capacidade para resistir
ao esfor¢co normal em cada barra, ou seja, determinar se cada uma das barras tem

condicao de suportar o esfor¢o normal atuante.

12



Sabendo-se que a capacidade de um material resistir a uma certa forga é ca-
racterizada por um efeito pontual, mas que a forca interna neste material ¢ uma
forga distribuida ao longo de toda secao transversal de uma barra, a tensao em um
elemento com area de seccao transversal x, sujeito a uma forcga axial p. é calculada

por meio do quociente entre o valor p. da forca pela area x..

g, =2 (2.30)

Te
conhecida como tensao uniaxial. Se o sinal da tensao o for positivo, isto representa

uma tracao do elemento e, se negativo, representa uma compressao do elemento.

Tensao admissivel

A tensao admissivel representa a capacidade que o material tem para resistir
tensoes normais.

Para realizagao de projetos estruturais 6timos, um dos principais fatores a ser
analisado é a capacidade de seguranca das mesmas, que por sua vez esta associada a
capacidade de resisténcia do material em todos os pontos da estrutura. Assim, um
dos critérios para verificar a seguranca de uma estrutura é a comparacao a tensao
normal solicitada (provocada pelo esfor¢o normal) em qualquer ponto da estrutura

com a tensao admissivel do material.

¥ || O ————

Ruptum

a (MPa)

Escoamento

strcgfio
.

i
|
]
L ]
]
1
L]
]
1
]
1
i
1
(]
|
Encnmmento  E
i

0,0012

2 D2 023

Figura 2.3: Diagrama tensor x deformagao do ago
Fonte: Foto de [10]

Até atingir 0. a tensao estd em uma area chamada zona eléstica do material.
Para qualquer valor de tensao abaixo de o, a mesma é proporcional a deformacao e.
Portanto, a Lei de Hooke, que estabelece que a tensao é proporcional a deformagao,
vale somente para valores neste intervalo. A tensao admissivel ¢ é um valor neste

intervalo pouco menor que o..
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Exatamente no ponto o, caracteriza-se o ponto de escoamento, ou seja, a perda
da propriedade eléstica do material, conhecida como zona de fluéncia, em 7 é a
maior tensao que o corpo pode suportar antes de atingir o ponto de ruptura, esta
area ¢ chamada zona plastica.

Na realizacao dos testes numéricos usa-se um tinico material para todas as apli-
cagoes, de modo que as estruturas estejam todas definidas na zona elastica [6].
Considera-se que a tensao admissivel ¢ da barra é igual & tensao de escoamento
a|1].

2.4 Modelo de otimizacao

2.4.1 Problema de otimizacao

Um problema de otimizacao com restri¢coes de desigualdade é definido da seguinte

forma:

{ min (@), (2.31)

s.a: g(z) <O0.

onde f : R® — R ¢é a fungao objetivo e g : R® — R™ ¢é a funcao das restri¢coes de
desigualdade. Denota-se por & = [z1,...,,]", o vetor das varidveis de projeto e por
g(x) = [g1(2), ..., gm(x)]7, 0 vetor de restrigoes. A desigualdade g(z) < 0 significa
gi(x) <0 comi=1,...,m. Denota-se por n o nimero de variaveis de projeto e m

o numero de restrigoes de desigualdade. A sigla s.a significa sujeito a.

Definigao 1. (Regiao vidvel). Define-se Q2 o conjunto de todos os pontos vidveis do

problema como sendo:
Q={zeR":g(x) <0}

Com o objetivo de ilustrar uma regiao viavel e o significado do problema de
otimizagao ({2.31]), considera-se um caso particular no qual n =2 e m = 3.
Seja x = [11 23)" e g : R? = R? com g(z) = [g1(x). g2(2) g3(x)]". Desta forma

(2 torna-se:
Q={rcR?:
gi(x) =1 —m29 <O, (2.32)
g2(2) = =1 — 22 +4 <0, (2.33)
g3(x) = wp — a7 < 0.} (2.34)
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Os pontos de €2 sao todos aqueles que satisfazem, simultaneamente, as condig¢oes
de [2.32), [.33) e ([-34).

Figura 2.4: Regiao viavel (2

A Figura [2.4] apresenta uma visao geométrica do conjunto €2. Os tons de cinza
sdo pontos de z tais que g;(z) < 0, com i € {1,2,3}. O tom mais escuro indica a
regiao viavel (). Vale ressaltar que, na pratica, quase sempre nao é possivel se obter
uma visao geométrica para €2, pois n pode ser maior que 3.

Assim, resolver o problema de otimizacgao (2.31]) significa encontrar um ponto
x € Q que minimize f(z). A seguir sdo apresentas definigoes e resultados necessérios
para resolver o mesmo.

O vetor gradiente de uma funcao f : R” — R é dado por:

Vi) = | 2w 2]

(2.35)

O vetor gradiente de cada restricao de g; em relagao a x;, é representado pela matriz

Vg(x) € R"™™ a qual é definida por:

Vy(z) = [Vai(z) - - Vgm(a)]. (2.36)
A matriz Hessiana de f em relacao a x é dada por:
- oy 0 -
8—36%(517) 17, (z)
VV f(z) = E : (2.37)
>*f >*f
—2(93)
| Oz, Ox?
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Denota-se por S™, o conjunto de matrizes simétricas e ordem n X n.

Uma matriz A € S™ é dita semi definida positiva, se T Az > 0, para todo z € R™.
Se 2" Az > 0, para todo z € R”, entdao A é chamada de definida positiva. Denota-
se por St e S%., os conjuntos das matrizes semi definidas positivas e definidas

positivas, respectivamente.

Definigao 2. (Restri¢oes Ativas). Dado um ponto x € Q, o conjunto das restrigoes

atiwas € dado por:

Definig¢ao 3. (Ponto regular) Um ponto x ¢ dito reqular das restrigoes de (2.31)),

se o conjunto {Vg; : i € I(x)} é linearmente independente.

Definigao 4. (Espa¢o Tangente) O espago tangente no ponto regular x é definido

por:

T(z)={d:Vg'd=0,VicI(z)}

Defini¢ao 5. (Minimo local) O ponto x* € Q é um minimo local de f, se existe
um € > 0, tal que f(z*) < f(z),Vo € QN B(xz*€). Onde B(z*,€) € a bola aberta
com centro x* e raio €. Dize-se que xx € Q minimo local estrito quando f(x*) <

f(z), Yz € QN B(z*,¢).

Definigao 6. (Dire¢io Vidvel) Um vetor d € R™ € uma dire¢ao vidvel em x € €Q,
se existe 0 > 0, tal que x + td € §, para todo t € [0,6).

Defini¢ao 7. (Direcio de descida) Um vetor d € R™ € uma dire¢io de descida para
uma fungao suave ¢ : R — R em x € R" se existe 1) > 0, tal que ¢p(x +td) < ¢(x),
para todo t € (0,7). Se d'V¢(zx) <0, entio d é uma diregao de descida para ¢ em

x.

Definig¢ao 8. (Func¢ao Lagrangiana) Define-se fung¢ao Lagrangiana L : R™ x R™ —
R, associada ao problema como sendo:

L(z,\) = f(x) + (\) "g(x) = f(z) + Z Aigi(), (2.38)

onde o vetor A € R™ é chamado de multiplicador de Lagrange.
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O conceito de Multiplicadores de Lagrange é bastante geral. Ele é utilizado em
muitas aplicagoes de engenharia e pode ser interpretado como a forga necessaria
para impor as restrigoes.

O gradiente de L é dado pela seguinte férmula:

VL(z,\) = Vf(z)+ Z AiVgi(z). (2.39)

A Hessiana da funcao Lagrangiana é a matriz H : R" x R™ — R"*" definida

por:

=1

2.4.2 Condicoes de otimalidade

A seguir se apresentam as condi¢oes de otimalidade para o problema (2.31)).

Teorema 2.4.1. Se x* € R™ € um minimo local e ponto reqular das restri¢oes do
problema , entao existe um 1unico vetor A € R™ tal que:

Vf(z*) + Vg(a®)\* =0, (2.41)

G(z")A\* =0, (2.42)

AF >0, (2.43)

g(z") <0, (2.44)

onde, G(x) e uma matriz diagonal tal que Gy(x) = g¢i(z). As condigdes

((2.41), (2.42)), (2.43)) e (2.44]) apresentadas no teorema sao denominam con-
digbes de Karush-Kuhn-Tucker (K KT).

A seguir apresenta-se uma interpretacao geométrica, para as condi¢oes de K K'T'.
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Figura 2.5: Condigoes de KKT.
Fonte: Arozteguill2]

Na Figura se desenha o conjunto €2 formado por trés restrigoes de desigual-
dade e o ponto z* que é minimo local do problema (2.31)). Nesta figura os multipli-
cadores de Lagrange associados as restrigoes ativas (A} e A}) s@o maiores que zero e

junto ao ponto z* satisfazem todas as condic¢oes de K KT

2.5 Problema de minima massa

Um dos objetivos da otimizacao de estruturas ¢ minimizar a massa da estrutura.
Um modelo de otimizacao de trelicas ¢ o de minimizagao das areas das barras. Para
isso, define-se para cada elemento da treliga e (barra) uma variavel z. que repre-
sentard a area da se¢ao transversal da barra e. Neste caso é importante minimizar
a soma das areas de todas as barras, pois isto faz com que as estruturas resultantes
(6tima) sejam mais leves e, portanto, mais econdmicas.

Seja uma estrutura constituida por um material linear, elastico e isotropico,
definido com um moédulo de elasticidade E.

No problema de minima massa com restricao de tensao, a estrutura trelica é
discretizada por M EF' e cada elemento e esté associado a uma variavel de projeto
Ze, que representa a area da secao transversal da barra e.

Quando a variavel x, é proxima de zero, a estrutura podera sofrer grandes de-
formagoes. Para evitar este efeito, durante o processo de minimizacao da massa, é
necessario incluir restrigoes de tensao.

O problema de minima massa define-se da seguinte forma:
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os — o (2.45)

onde o, representa a tensao de elemento e ¢ a tensao méxima que cada elemento
pode alcancar neste problema, com e = 1,...,n,.. ¢ ¢ uma constante positiva menor
que o, e é definida para evitar que o vetor o, esteja ilimitado e a estrutura permaneca
dentro da zona eléastica do material. O vetor z,,;, é constante e define o valor minimo
para todas as variaveis de projeto. No caso de treligas x,,;, contém valores minimos
das areas das se¢oes transversais de todas as barras.

Este problema tem maior utilidade para aplicacao em engenharia, pois representa
projetos reais que buscam reduzir massa das estruturas, mas que nao provoquem
tensoes elevadas a ponto de causar a fratura da barra.

Assim o processo de minimizagao de massa, com restricoes de origens mecani-
cas, apresenta fatores interessantes para a engenharia, pois ao minimizar massa, ao
mesmo tempo reduz gastos com materiais, mao de obra, e produz estruturas mais
economicas. Assim, esses fatores tém impactos mais significativos quando pensa-
dos em aplicacoes de projetos em séries como por exemplo, construgoes de pontes,

prédios, carros, avioes, entre outros.
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Capitulo 3
Procedimentos

Neste capitulo se apresentam procedimentos numéricos que se empregam nos

exemplos nos proximos capitulos do presente trabalho.

3.1 Calculo do deslocamento e da tensao

3.1.1 Deslocamento

Considerando o sistema de coordenadas global Oxyz, uma discretizagao da barra

e em MFEF é apresentada na Figura|3.1

(w2, Y2, 22)

(‘l'hyl-zlj

Figura 3.1: Barra e informagoes empregadas no MEF

Desta pode-se considerar os vetores deslocamento e forgas do elemento dados

por:

Pe = [pla---apG]- (3-1)
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Sendo as coordenadas dos nos definidas por ¢; = (xy1, 2, 23) € 2 = (Y1, Y2, 23),

entao define-se o vetor b como sendo:

bT:[@—Il Y2 — Y1 22— 21 | (3-2)

assim, o comprimento da barra e é dado por:

Le=/(x2 — 1)+ (y2 — 11)> + (22 — 21)?
Le = [b]. (3.3)

Sejam as constantes v, 1, e ¢, dadas por:

. To — X1
Y=
¢y - |b|
22— 2
z = 3.4
Define-se agora a matriz de transformacao G, da seguinte forma:
0 0 0 ¥ vy ¢

Calculando a matriz K,:

- Ex,
K, =
L.

1 -1

-t ] (3.6)

A equacao do equilibrio elastoestatico do elemento e definida em (2.28)) é dada por:
Keue = Pe, (37)

onde K, é a matriz de rigidez do elemento dada por:

K., =G]K.G.. (3.8)

Agora substituindo G, e K, na equacao (3.8):
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o
vy 0
g | 0 | Bae |1 1”% by v 000 0
0 b | Le 1 -1 0 0 0 % v, v,
0 1y
|0 v
assim,

—y2 =y, —ats YR Gy, G |
—%% _wz —%% %% ¢§ wy¢z
_ _ __a)y2 2

K, - Ex. %2% Vothy =2 %@/}; Y21y (B (3.10)

L € % ¢x % 1/}:10 ¢z - ¢x - ¢m ¢y - wz wz

wywac %3 %% _wywcc —@D; —%T#z

| ¢Z¢$ ¢z¢y wz _¢z¢x _¢z¢y _¢g

A matriz de rigidez K, é simetria, semidefinida positiva e depende diretamente
de L., F e x..

Matriz de Rigidez

A rigidez é uma caracteristica mecéanica que descreve o comportamento de uma
estrutura sujeita as forcas estaticas em termos da deflexao elastica, ou seja, é a
capacidade de um sistema mecanico de suportar cargas sem grandes mudancas em
sua geometria.

Sabendo que todos os elementos da estrutura no equilibrio elastoestatico verifi-
cam a equagao , é possivel, por meio de um processo de montagem, construir a

equacao de equilibrio global da estrutura:

K(x) = ixe[(e. (3.11)

Por fim, o equilibrio da estrutura é dado por:
Ku=p, (3.12)

onde K é amatriz de rigidez global da estrutura, u e p sao os vetores de deslocamento

e de forca globais da estrutura.
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3.1.2 Tensao

A tensao de cada barra é dada por:

o, = LE [ 11 } Goe, (3.13)

onde u, ¢ o deslocamento dos nés da barra e (no méximo 6 componentes). O
deslocamento v de todos os nos da estrutura (no maximo ngy) é calculado com a

resolugao de (3.12]).

3.2 Analise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade é utilizada para calcular a variacao das respostas me-
canicas (deslocamento) em relagao a pequenas perturbagoes nas variaveis de projeto.
Neste trabalho sera realizada a analise de sensibilidade, pois é necessario o calculo
da derivada primeira empregada nos algoritmos de otimizacao.
A seguir apresenta-se o célculo da matriz de sensibilidade Vu(x) € R™*"s! defi-
nida por:
Vu(r) = [Vui(x) - Vui(x) - - Vg, (7)]. (3.14)

onde Vu;(x) é o vetor coluna com as derivadas parciais em relagao a x [4].
Derivando ambos os membros da igualdade (3.12) com respeito a z;, com {i =

1,2,...,n.} tem-se:

9 (K(x)u) _ 9(p)

= , 3.15
Como p nao depende de z, a regra da derivada do produto K (z)u tem-se:
oK ou
K =0. 3.16
S @+ K () 5 (3.10
Pela equagao (3.11]) tem-se:
oK
pr— K/L' 3- 17
@ (317
Aplicando (3.17) em (3.16) tem-se que:
ou
K; K =0. 1
u+ K(z) oz, 0 (3.18)
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ou

ou

K(x) o, =

—K;u. (3.19)

onde K; é matriz de rigidez do elemento e u é calculado em (3.10]).

ou . . )
O vetor — é calculado resolvendo-se o sistema linear (3.19)) e representa a linha

(9xi

i-ésima de Vu(z). Portanto, para o calculo de Vu(x) é necessario resolver 1 + n,

sistemas lineares com a mesma matriz K (z).

A matriz com o célculo das derivadas da tensao da estrutura é formado por:
Vo(z) = [Voi(z), -+ ,Voi(z), -, Vou(z)], (3.20)

onde Vo, é o vetor coluna com as derivadas parciais em relacao a x.
Considerando a tensao do elemento descrita na equagao (3.13), tem-se que a

derivada parcial de o é dada por:

Jdo FE ou
=— | — e=—- 21
8@ Le |: b i| G 8:151 <3 )
Seja M a matriz dada por:
E
M= [ 11 } G.. (3.22)
L
entdo a equagao (3.21)) pode ser reescrita como:
do ou
=M 3.23

ou N . . .
onde o vetor — ¢ calculado na equagao (3.19). Assim a derivada da tensao do

89@-

elemento ¢é calculada resolvendo o sistema da equagao (3.23)) e representa a i — sima
linha de Vo(x).

3.3 FAIPA

O algoritmo FAIPA, proposto por Herskovits [7], ¢ uma técnica que resolve o
problema de otimizagao com restrigoes de igualdade e desigualdade . As fungoes que
definem o problema podem ser lineares ou nao lineares, convexas ou nao convexas.
Desde a sua criacao até hoje o FAIPA vem sendo aprimorado para resolver os mais
diversos tipos de problemas de otimizagao estrutural. A seguir apresenta-se o estudo

dos passos realizados pelo algoritmo FAIPA para resolver problemas de otimizagao
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nao-linear com restri¢oes de desigualdade para resolver o problema . O mesmo
realiza interagoes nas variaveis de projeto x € R™ e nos multiplicadores de Lagrange
A € R™. Considerando inicialmente um ponto z° € int(2) e A\° € R™ com entradas
estritamente positivas, o algoritmo gera uma sequéncia de pontos (2%, \¥), com k € N
tal que f(x*1) < f(xF).

E provado em [13] que (2%, \¥) converge para um ponto (z*, \*) que verifica as
condicoes de K K'T'.

3.3.1 Direcao de descida e viavel

Em toda iteragao k do algoritmo FAIPA, z* € int(Q) e A\* > 0. A partir destes
dados é calculada uma direcio d* viavel para € e de descida para f.

Uma iteracao do tipo Newton consiste na resolu¢ao de um sistema linear para
encontrar uma direcao. A mesma se chama direcao de Newton. Para definir a
direcao de Newton define-se a funcao © : R" x R™ — R™ x R™, como sendo:

O(z,\) = (3.24)

G(x)A

VL(z,)\) ]

onde G(x) = diag(g(z)).
Quando O(z,\) = 0 as igualdades das condi¢bes de K KT foram verificadas.
Para resolver este sistema de equacoes, calcula-se a direcao de Newton dy como

sendo a solugao do seguinte sistema linear:

V f(z%) + V() Ak ] | (3.25)

G (zF)\F

HE ) Vo) ][]
AV gT (%) G(aF) Ao

onde A = diag(\). Na pratica, a matriz do sistema linear (3.25) pode ser singular.
Para evitar este fato, emprega-se uma matriz B € S} | como sendo uma aproximagao
quase - Newton de H(z*, \*) [14].

BF Vg(z*) do | Vf(xk) + Vg(z*)\k (3.26)
AV g(2®)T G(2b) Ao G(xF)\F '
Reescrevendo o sistema ((3.26]) como:
Bfdy+ V()™ = =V [(ah), (3.27)
AKVg(:Ek)TdO =+ G(:Ek))\(f)ﬂ_l _ 0 ’ )
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Pelo sistema dy € uma direcao de descida para f, mas nao se tem garantia
de que dj seja uma diregao viavel. Sempre que alguma restri¢ao g;(z¥) se aproxima
de zero, dy torna-se tangente ao conjunto viavel €.

Para melhor visualizacao deste fato, basta reescrever a segunda equacao de ((3.27

como sendo:
NV g1 (2%) Ty + gi(2")NE = 0, 1=1,2,---,m. (3.28)

Assim da equacao (3.28)) se tem Vg;(2*)Tdy = 0, para algum i tal que g;(2*) = 0.
Buscando obter a viabilidade para uma diregao d%, adicionamos um vetor nega-
tivo no lado direito de segunda equacao (3.27). Assim, define-se um novo sistema

linear nas variaveis d* e \*:

Brd* + Vg(aF) A+ = —V f(2F)
_ (3.29)
APV () TdF + G(aF)NHT = —pk )k
onde p* é um nimero positivo e A uma nova estimativa para \.
A segunda equagao de (3.29)) pode ser reescrita como:
NV i (2F)TdF + gi(aF)NEFE = —pFXE =1, m. (3.30)
Do sistema acima, d* é uma diregao viavel, pois Vg;(z*)"d* = —pF < 0 para todo

i € I(x%).

Ao incluir um novo termo negativo no lado direito da segunda equacao de ,
o mesmo acarreta um desvio na diregao dy para o interior da regiao viavel (€2), sendo
esse desvio proporcional ao parametro p.

Como dy é uma direcao de descida para f, podem-se limitar superiormente o
parametro p fazendo e assim a dire¢do d é também uma diregdo de descida [I3].

Sendo dj Vf(z) < 0, é valida a seguinte condicio:

(&) VF@Eb) <) TVEEY, €€ (0,1) (3.31)

que resulta em (dk)T Vf(z*) < 0. Logo, d* é uma diregao viavel e de descida para
f em z*.

Apesar da direcao d* ser de descida, a funcio f ainda apresenta um decrescimento
maior ao longo da diregao df.

O calculo da direcao d* pode ser calculado com a combinacao de dois sistemas
lineares com a mesma matriz. Para isto, Herskovits[I3] propde a construgao de uma
diregao restauradora d; que aponta para int({2) por meio de um segundo sistema

linear com a mesma matriz que (3.25). Considerando o sistema auxiliar nas variaveis
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d¥ e \¥ dado por :

BrdE + Vg M = 0

3.32
AP g(a®)Tdb + G(aF) N = )\ (3.52)

Para obter a diregao viavel e de descida d*, calcula-se (df, )\’3“) no sistema (3.27))
e depois calcula-se (d¥, )\’f“) no sistema(3.32). Assim a direcdo d* ¢ dada por:

d* = dE + pFd. (3.33)

e para calcular A+

/_\k-i-l — )\IOH—I + pk/\llc—i-l

Para calcular p* substitui d* definido em (3.33)), na condigao (3.31)). Dessa forma:

)"V f(a*)
F<(e—-1 (0— 3.34
e G (3.34)
caso d{ Vf(z) > 0. Se d] Vf(x) <0, toma-se

P < g lldoll” (3.35)

para algum parametro ¢ > 0.

3.3.2 Busca no arco

Nesta etapa é feita uma busca linear ao longo de um arco na regiao viavel. Este
passo tem por objetivo melhorar a velocidade de convergéncia do algoritmo, onde
busca-se definir um arco tangente a direcao d.

Para isto, define-se uma medida de viabilidade w, que é uma aproximacao das
derivadas segundas das restri¢oes, contendo assim, informacao da curvatura das

restricoes ativas.
0= g(z" +d) — g(a*) — Vg "d". (3.36)

Com o vetor w, determina-se uma nova direcao d, que se calcula, pelo seguinte

sistema:

B Vo (at) ] [?,V] — (3.37)
ATVgT(z%)  G(z) A
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Assim, defini-se o arco tangente as direcoes d e d, como sendo:

A(t) =z +td + t*d. (3.38)

onde t € R. Assim, o novo ponto da sequéncia z**!

serd determinado por um passo
t > 0, que verifica as condicoes de uma busca linear no arco, a partir do ponto z*.
Um exemplo de busca linear é a definida por Armijo [15]: definir o passo ¢ como

2

sendo o primeiro da sequéncia {1,v, 2 13, ...} tal que:

FIA(1) < f(2") 4+ tnd "V (o), (3.39)
g(A(t)) < 0. (3.40)

onde, v,n € (0,1) sao parametros fixos.

As condigoes acima podem ser reescritas como:

fa® +td + 1) < f(a) + tnd"V f(2), (3.41)
gi(z* +td+t3d) <0, i=1,...,m. (3.42)

&(0) = flx) o(t) = F(A(L))

#'(0) = dV f(z)

~— V_V_V}r_J_J(J’] = j‘(:;:] - fﬁ,lf]ivf(‘l‘J

Figura 3.2: Gréafico de f ao longo do arco A(t)

Na Figura [3.2] o passo t aceito pelo critério de Armijo é aquele menor que t,,.

3.3.3 Atualizacao

Para usar este método precisamos iterar sobre os pontos da sequéncia xj, atuali-

zando os dados para uma nova iteragao:

e Atualiza-se matriz B € ST

e Atualiza-se A € R™ A > 0.
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e Atualiza-se o ponto z5+! = x + td + t2d.

A segui apresenta-se o pseudocddigo do FAIPA.

3.3.4 Pseudocodigo

Parametros: &, n,v € (0,1).
Dados iniciais: B € ST, A € R™, A > 0, x € int(Q).
Passos:

Passo 1: Célculo da direcao viavel de descida d.

1. Resolver o sistema linear (|3.26)), obtendo-se dy e .
Se dy = 0, FIM.
Resolver o sistema linear (3.32)), obtendo-se d; e A\

2. Se d; TV f(x) > 0, calcular p = min {‘PHdoH%, (€ — 1)doTVf(x) }

d, TV f(z)
Caso contrério, cacular p = ||dol|3.

3. Calcular d = dy + pd; .
Passo 2: Busca linear ao longo do arco.

1. Calcular (3.36), obtendo-se @

2. Resolver o sistema linear , obtendo-se d e .

3. Encontrar ¢, o primeiro na sequéncia {1,v, % 13, ...} que verifica (3.42).
Passo 3: Atualizagoes:

1. Definir nova matriz B € S7 .

2. Definir novo A € R™ A\ > 0.

3. Definir novo ponto como %! = 2% + td* + t2dk,

4. Voltar para o Passo 1

3.4 C(Codigos computacionais

3.4.1 OCTAVE

Para realizar os exemplos numeéricos emprega-se o programa OCTAVE (www.

gnu.org/software/octave/)).
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O OCTAVE! foi criado por John W. Eaton em 1988, software livre que qualquer
pessoa modifica-lo sob os termos da Licenga Publica Geral GNU (GPL), conforme
publicado pela Free Software Foundation.

Grande contribuicao foi dada pelos professores James B. Rawlings, da univer-
sidade de Wisconsin-Madison e de John G. Ekerdt da universidade de Texas, pela
necessidade de uma apostila do curso Projetos de Reatores Quimicos. Para tal curso
alguns recomendavam a utilizacao do Fortran, linguagem bastante reconhecida na
engenharia, no entanto para tal curso os alunos passavam mais tempo tentando
entender as falhas do Fortran do que estudando Quimica.

A parte de 1992 o desenvolvimento deste software se deu com mais intensidade,
sendo lancada a versao 1.0 em 17 fevereiro de 1993. O nome OCTAVE é uma
homenagem a um ex-professor do autor que era conhecido por realizar calculos
rapidos e pela escrita do livro engenharia das reagoes quimicas.

O OCTAVE possui um ambiente de programacao que permite utilizar rotinas
numéricas para resolver diversos problemas da matematica computacional. Em par-
ticular, OCTAVE possui rotinas eficientes para resolver sistemas lineares e uma lin-
guagem de programacao idéntica & do MATLAB. O OCTAVE é um software livre,
contudo podem existir rotinas do MATLAB ainda nao programadas no OCTAVE.

3.4.2 CALFEM

O “Computer Aided Learning of the Finite Element Method’ (CALFEM) (https:
//github.com/CALFEM/calfem-matlab) é um sofware livre criado na universidade
de Lund, tendo inicio ao seu desenvolvimento no final dos anos 70, criado por um
grupo de professores do centro de mecanica estrutural. O mesmo e empregado na
resolucao dos diversos problemas de mecéanica estrutural e problemas de campo.
CALFEM pode ser empregado em OCTAVE.

Algumas rotinas do pacote CALFEM foram empregadas para realizar a analise

estrutural e andlise de sensibilidade.

3.4.3 FAIPA

Para resolver os problemas de otimizagao se dispoe da rotina do FAIPA adaptada
para o entorno de programacao do OCTAVE. O FAIPA é uma rotina que resolver
numericamente o problema (2.31)). As entradas mais importantes do FAIPA sao:

e f (funcdo objetivo), g (funcdo de restrigbes de desigualdade). FEstas duas

fungoes sao programadas em uma function do octave chamado fun.m;

'Dados histéricos disponiveis em: https://www.gnu.org/software/octave/about.html
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e Vf, Vg (derivada primeira de f e g). Estas duas fungoes sdo programadas em

uma function do octave chamado g fun.m;
e 1, (ponto inicial viavel, zy € Q);

e condicoes de parada, busca linear, outros parametros do FAIPA. Estas infor-

magoes se encontram no arquivo fdata.m.

Se o problema (2.31)) estiver bem formulado, o FAIPA encontra um ponto de
KKT verificando as condigoes (2.41)), (2.42)), (2.43)) e (2.44)).
O FAIPA retorna como saida:

e 1, solugao aproximada de ([2.31));

A, multiplicador de Lagrange;

o f(x), g(x);

counter, um vetor com numeros de avali¢oes de f, g, Vf, Vg e numero de

iteracoes do algoritmo.
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Capitulo 4
Resultados numeéricos

Neste capitulo sa apresentadas aplicagoes numéricas para o problema de otimi-

sagio (25).

Neste trabalho sao analisados os seguintes tipos de estruturas:
e Ponte modelo 1

Ponte modelo 2

Base de palcos
e Torre

Cobertura de rodoviaria

As configuragoes de barras destas estruturas sao mostrados nas Figuras[4.1] [4.4] [4.7]
AI0edI3.

4.1 Dados do Problema

Nesta secao se apresentam instancias do problema de minima massa onde
a estrutura a ser otimizada é tridimensional. O objetivo é encontrar uma estrutura
com melhor distribuigao de areas x (vetor formado pelas areas transversais de todas
as barras da estrutura 3D), apenas limitadas a tensdo méaximas e as dreas minimas
das barras.

Todas as aplicagoes tem as seguintes componentes:

e Funcao objetivo

flw)=> (4.1)
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Restrigao de tensao

- <0, e=1,...,n, (4.2)

Restri¢ao de areas

Tonin < T. (4.3)

O célculo da tensao o, em (4.2)) é realizado segundo na equagao (3.13)). O
calculo do deslocamento é realizado resolvendo os sistemas da equagao ([3.12))

A anélise de sensibilidade ¢é calculada resolvendo equagao linear (3.19)) e em-
pregada a equagao (3.23)).

4.2 Dados de controle

Nesta seccao se apresenta os parametros empregados no FAIPA.

Calculo do p
— =08 (0< &<, Vf(x)'d<EVS(2) dy)

— =1 (p>0,¢|d|?)

Busca linear de Armijo

—n=010<n<1, flx+td) < f(x) +tnd"V f(x))

—v=070<v<l,t=1uv1%..)

Dados Inicias

— Os Multiplicadores de Lagrange das restrigoes de desigualdade tem valor

inicial \; =1, parat=1,...,m;

— O valor inicial da matriz quase-Newton é uma matriz identidade.

Critérios de parada

Os critérios de parada do algoritmo sao:

— A norma da diregao de descida |dy| < 107%;
— A norma do gradiente da funcao Lagrangeana |VL| < 107%;

— A norma da complementariedade |compl| < 10~*
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e Atualizacao

B : BFGS
A : Ay + constantel

e O FAIPA permite que o calculo da primeira derivada seja feito por diferencas
finitas ou que as derivadas sejam programadas. Neste trabalho o gradiente da

funcao objetivo e das funcoes de restricao sao calculadas e programadas.

4.3 Resultados das aplicacoes

Para as aplicagoes aqui apresentadas, se considera em todas as estruturas as

seguintes condigoes:
e O modulo de Young utilizado é E=200 GPa (ago);
e As unidades de comprimento estdao em metros (m);
e As unidades de 4reas estdo em m?;

e As unidades de forgas estdao em Niwtons (N);

e Os no6s nao fixos podem se movimentar em qualquer diregao x, y ou z.

e As forgas nodais (quando existirem) s@o aplicadas, nos graus de liberdade da

componente z;
e A tensao admissivel do aco é dada por & = 295 x 10°Pa;

e Nas Figuras as barras em azul e vermelhas: tensionadas indica tensao positiva
(os nos se afastam) tracionadas indica tensao negativa (os noés se aproximam).
nxz denota né com numeragao zx (nl, n6 (D). exx denota barra com nume-

ragao zz (el, barra 1);
e A, representa a area inicial das barras da estrutura;

, i
® T, € dado por —;
100’
e A; é escolhida para que a estrutura inicial seja viavel, as forcas nodais também
sao escolhidas de forma que a estrutura inicial seja viavel. Assim a estrutura

inicial verifica as restri¢oes de tensao e de area (estrutura viavel).
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4.3.1 Ponte modelo 1

Na Figura se apresenta um modelo simples de ponte. Considera-se um exem-
plo simples para verificar a validade do método desenvolvido no trabalho.

Esta estrutura é composta por 12 nés, n, = 39 elementos, sendo: (comprimento,
altura, profundidade) = (9, 2.6, 3). Os triangulos equilateros e os quadrados pos-
suem lado de comprimento 3. O n6 (D) esta fixo, o n6 ) esta fixo nas direcoes x e
z, enquanto os nés (0 e () estao fixos na diregao z. Todas as barras da estrutura
possuem areas iniciais iguais a A; = 3x 107*. Sao aplicas forcas sobre os nos centrais
da base 3), @, ® e ©) de intensidade p = —2500 x 9.8.

Fizoy

Figura 4.1: Ponte modelo 1

Na Figura se apresenta o graficos das areas das barras antes e ap6s a otimi-
7agao.

A barra que apresentou maior drea é a elb, esta, sendo a barra central superior
da estrutura. As duas barras centrais da base eb e €7, apresentam &reas finais iguais
e inferiores apenas a barra el5 com valor 1 x 10~* aproximadamente, sendo estas
ligadas pelos nos (3 a ®) e (@ a ©) respectivamente. As barras el4 e el8 barras
superiores centrais ficaram com areas finais muito préximas das anteriores.

Quatro barras das diagonais apresentam areas iguais,de 0.74 x 10~ aproximada-
mente, estas sao as que ligam os n6s D e 2 ao ndé ® e, (0 e () ao n6 9. As barras
com que possuem valores de areas inferiores a estes e maiores que 0.3 x 107* sao
barras externas da base, juntamente com as demais que estao ligadas ao n6 (3. As
barras que ficaram com areas préximas a minima sao as barras diagonais da base,
juntamente com as diagonais laterais nao mencionadas anteriormente.

Pela distribuicao das areas finais, percebe-se uma configuracao 6tima que com-

pensa as areas de modo a resistir as cargas aplicadas na estrutura.
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Area iniciol
Avea minima
. Area otimizada

Areas
2
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0 10 20 30 40

Barras

Figura 4.2: Configuracoes inicial e final das areas da ponte modelo 1

A estrutura 6tima apresentou reducao significativa das areas das barras como
mostra a Figura [4.2] condizendo com a tensao final em cada barra como mostra a
Figura [£.3] Observa-se que a maioria das barras ficaram muito proximas da tensao
méxima. Vale ressaltar que as barras menos tensionadas sao aquelas que apresentam

maior reducao de areas.
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—0.4f
0.6 [
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0 10 20 a0 40

Figura 4.3: Gréafico das restri¢coes da ponte 1

Assim, de acordo com os dados expostos nos graficos a estrutura apresentou um
resultado esperado. Por fim, no Apéndice A, é apresentada a tabela com a redugao

da fungao objetivo, e os demais parametros de convergéncia.
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4.3.2 Ponte modelo 2

Na Figura [4.4] se apresenta um modelo de ponte treli¢ada, inspirado nas pontes
sobre o0s rios brasileiros.

Os dados do problema sao: A estrutura contém 22 nés, n., = 73 elementos,
sendo: (comprimento, altura, profundidade) = (12,4, 3), as barras que definem o
comprimento medem 3. A altura esta dividida em duas partes: as barras maiores
de tamanho 3 e as menores 1. Nas laterais da estrutura se formam retangulos de
(comprimento, altura)= (3, 1). Os quadrados da estrutura nas laterais, bases inferior
e superior tem lados 3. As barras de apoio diagonais externas medem 5. A segunda
base na altura 3 é colocada para garantir a estabilidade da estrutura.

O n6 D estéd fixo, os graus de liberdades nas diregoes y e z do n6 (6) estao
fixos, enquanto os noés (5 e (0 estao fixos apenas na diregao z. Se aplica forgas de
p = —1750 x 9.8 nos noés centrais da base @), 3), @, M, ® e ©. Todas as barras

tem areas iniciais iguais a A; = 3 x 1074

Eizoy

0 Eizox

Figura 4.4: Ponte modelo 2

Na Figura[4.5|se apresenta os graficos das areas das barras antes e apos a otimiza-
¢ao. A configuracao desta ponte, diferentemente da estrutura anterior, proporciona
uma estabilidade das barras centrais superiores, assim todas as barras centrais apre-
sentam areas finais quase iguais e convergiram para a drea minima, exceto as barras
externas que estao ligadas aos nos submetidos a forcas. As barras que apresentam
a maior area sao as €22, €30, €33 e e4l. Estas sao as barras diagonais que ligam
diretamente o solo ao topo da estrutura.

A distribuigao das massas apresenta a estrutura 6tima com barras centrais su-
periores muito pequenas, o que mostra que a distribuicao das barras na estrutura
influencia diretamente na area final, isto fica evidente quando analisa-se que todas

as barras da segunda base convergiram para a adrea minima.
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Figura 4.5: Configuracoes inicial e final das areas da ponte modelo 2

A maioria das barras apresentam uma reducao significativa na area das secgoes
transversais. Na Figura apresenta-se o grafico das tensoes da estrutura, que

pode-se visualizar a relagao das areas com a tensao.

—02F , L , ‘ \ | |

—0.6 H

0 20 40 60 80

Figura 4.6: Gréfico das restri¢oes da ponte modelo 2

No Apéndice A, é apresentada a tabela com a reducao da funcao objetivo, e os

demais parametros de convergéncia.

4.3.3 Base de palcos

Na Figura [£.7) se apresenta a estrutura de um palco com barras, inspirado nos
conhecidos palcos utilizados nos mais diversos shows artisticos.
Segue os dados do problema: a estrutura possui 36 nés e n, = 138 elementos, a

mesma tem: (comprimento, altura, profundidade) = (4,3,6). Cada barra do com-
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primento mede 2, da altura 1.5 e de profundidade 2, assim na laterais da estrutura
forma-se retangulos, e nas bases quadrados.

O nd6 Q) esta fixo, os nos @ e (9 estao fixos na diregao z, enquanto o n6 (J esta
fixo nos graus de liberdades x z. Aplica-se forgas nos nos superiores €9, €9 e [ €9 a
85| de intensidade p = —1500 x 9.8, as barra da estrutura tem &reas iniciais dadas

por A, = 2.5 x 1074

3 11313; T n28
2.5 --47’/
2 | v
15| SN
Fixo z " n1é
1 w4
05 - 2
0__ . nd O nd
4 -k“*;:‘_‘_‘ 7{_;4_; —
3 ' 6
Eiroy

Firox
Figura 4.7: Palco

As quatro barras externas extremas el, e2, €9, e el2 ligadas pelos nos D) a
G, @ a6, O acde (2 a ) respectivamente, sao as que apresentam maior
area apés otimizagao, como mostra a Figura [4.8] As barras que apresentam éreas
de aproximadamente 0.6 x 107%, sdo as diagonais que ligam os nés @ a €7, © a
€3, €2 a 85 e €3 a 80, o que implicou nas barra ligadas pelos nos (3 a (5 e €2 a €3
convergirem para area minima estas sao el4 e e20. A maioria das barras apresentam
mesma area final e proxima da minima.

Esta estrutura apresentou simetria nas areas finais e uma distribuicao de massa
de forma a sustentar as for¢as aplicadas. Também percebeu-se que pela configuragao
dos noés @) e (2 a estrutura apresentou outras barras com mais massa proximas a

estes nos, para garantir a simetria entre as quatro barras externas extremas.
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Figura 4.8: Configuracoes inicial e final das areas do palco

A tensao nesta estrutura ficou muito proxima da tensao admissivel para barras
com areas proximas de 0.5 x 10%, as barras com maior &rea atingiram a tensdo
admissivel, enquanto as barras com menor area convergiram para a area minima

apresentando pouca tensao.
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Figura 4.9: Gréafico das restrigoes do palco

Para mais detalhes da otimizacao no Apéndice A, mostra-se a tabela com a

reducao da funcao objetivo, os valores empregados como critérios de parada.

4.3.4 Torre

Na Figura se apresenta uma torre trelicada, a qual foi inspirada nas torres

telefénicas e de internet, presentes no interior do Ceara.
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A estrutura é composta por duas bases: a primeira contém os elementos com noés
fixados no solo, a segunda ergue os elementos verticalmente deixando a torre com
formato cibico. A estrutura tem n, = 100 elementos os quais estao conectados por
29 n6s. A mesma apresenta no solo comprimento = profundidade = 6, reduzindo-se
gradativamente 1 a cada 1.5 de altura até atingir a segunda base, desta em diante
a mesma apresenta uma subida vertical de 1, e sobe mais 1.5 chegando ao ponto
de intersecao das quatro colunas, assim a mesma possui as seguintes dimensoes
(comprimento, profundidade, altura) = (6, 6, 10).

O n6 D esté fixo, enquanto o n6 @) tem grau de liberdade diferente de zero
apenas na dire¢ao y, ja os nés 3) e D estao fixos apenas na direcao z. Todas as

barras possuem areas iniciais iguais a A; = 2x10~%. Se aplica forcas p = —3000x 9.8

nos nos |25 a €.

5 8]

Eirox

Figura 4.10: Torre

As areas barras das quatro colunas externas reduziram gravitativamente, como
mostra na Figura [{.11] estas sdo: el a e4, el8 a €21, €32 a €36, €49 a €52, e65 & 68,
e81 a e89 e €97 a €100 sendo as quatro primeiras as barras com maiores areas e as
quatro tltimas com area préoxima da area minima.

As barras centrais que interligam as quatro colunas externas da estrutura obti-
veram areas finais aproximadamente iguais e proximas da area minima, assim como

as quatro ultimas que estao ligadas ao né no topo da estrutura.
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Figura 4.11: Configuragoes inicial e final das areas da torre

Quanto a otimizacao, a estrutura apresentou reducao significativa, como mostra
na Figura as barras de el a €20 apresentam maior tensao, enquanto as barras

que ligam as quatro colunas apresentam menores tensoes.

—0.4 | [ | |

—0.6 | | .

0 20 40 60 80 100
Figura 4.12: Gréfico das restri¢coes da torre

Segue no Apéndice A a tabela com a reducao da func@ao objetivo, os valores

empregados como critérios de parada.

4.3.5 Cobertura de terminais rodoviarios

Na Figura se apresenta a base para cobertura de terminais rodovirios,
inspiradas nas rodoviarias no interior do estado Paraiba, por exemplo da cidade de
Cajazeiras.

Seguem os dados do problema: a estrutura é composta por 60 nos e n, = 188

42



elementos, a mesma tem as seguintes dimensoes comprimento, altura, profundidade
= (9,5.6,15). As barras que suspendem o teto medem 3 e assim, o teto tem altura
2.6. A distribui¢ao das barras nos fornece uma estrutura composta de triangulos
equilateros e quadrados de lado 3.

Quanto aos graus de liberdade, os quatros nés extremos do solo apresentam as
seguintes caracteristicas: o n6é () esta fixo, enquanto o (4 esté fixo nas diregoes
x e z, o (B estd fixo nas diregoes y e z, ja o nd estd fixo apenas na direcao
z. Ja& na cobertura apenas os nos (0, 09, 89 e @3 estao fixos na dire¢cao z. As
barras da estrutura possuem areas iniciais iguais a A; = 2 x 107*. Se aplicam forcas
p = —1000 x 9.8 nos nos centrais da base da cobertura estes sao: (O, 2, (5, (0, €3,

©,8),83,8), 0, @ed.

0 Fizorx
Figura 4.13: Cobertura de rodoviéria

De acordo com o apresentado na Figura as barras que apresentam maior
area sao: e2 pertencente ao primeiro pilar conectada pelos nés €0 e (3, el4 a barra
extrema que liga os dois pilares da esquerda com coordenadas nos nos () e (0, €92
pertencente ao terceiro pilar conectada pelos nos 89 e 89, el131 a barra extrema que
liga os dois pilares da direita com coordenadas nos noés 89 e 4, as demais barras que
ligam os quatros pilares apresentam areas no intervalo de 0.6 x 107* 4 0.8 x 107* de
modo que as barras simétricas sao exatamente iguais.

As barras que apresentam areas entre 0.35 x 10™* e 0.5 x 10~%, sao barras conec-
tadas aos nos €8 e @3, de tal forma que as barras simétricas apresentam areas iguais,
j4 as barras apresentam éareas entre 0.15 x 107 e 0.35 x 1074, sao barras conectadas
aos nos €3 e €8, de tal forma que as barras simétricas apresentam areas iguais.

As quatro barras com menores areas sao as ligadas pelos nos @) a €3, (6 a @€,
8D 4 89, 83 a @). Sendo as duas primeiras aproximadamente 0.02 x 10~ e as outras
duas de 0.05 x 1074,
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As demais barras da estrutura apresentam areas finais aproximadamente iguais

convergem para area minima atingida, sao também as barras que apresentam menor
tensao (Figura |4.14]).
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Figura 4.14: Configuragoes inicial e final das areas da cobertura de rodoviéria

A estrutura otima apresentou uma reducao significativa, tendo em vista que

quase 95% das barras tiveram &rea final proxima da permitida para o problema.

04+ | |

|
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Figura 4.15: Gréfico das restri¢coes cobertura

Para mais detalhes da otimizacao no Apéndice A, mostra-se a tabela com a
reducgao da funcao objetivo, os valores empregados como critérios de parada.

Ressalta-se que, em todas as aplicacoes a simetria das areas finais e os diferentes
niveis de discretizagao das areas 6timas, assim para se obter uma estrutura 6tima

necessita-se de barras com diferentes configuracoes de éareas.
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Capitulo 5
Consideracao finais

Neste trabalho aplicou-se MEF e o algoritmo FAIPA para resolver o problema
de otimizacao estrutural .

No decorrer do estudo buscou-se um referencial historico, com intuito de expla-
nar, de forma sucinta, ao leitor, os acontecimentos, assim como, os diversos fatores
que contribuiram para a escolha do tema.

Para se chegar a formulacao do problema de minimizagao da massa de trelicas
tridimensionais com restrigoes de tensao , realizou-se estudos na busca por
um referencial e uma escrita sucinta e clara dos calculos matematicos necessérios
para o presente estudo. Nesta etapa encontrou-se grandes dificuldades na formula-
¢ao de M EF, diante da proposta de escrita, no entanto, acredita-se que a forma
apresentada traz todos os elementos necessarios para a fundamentacao tedrica e
compreensao no que diz respeito ao M EF'.

O problema de otimizacao em estudo esta fundamentado em uma teoria forte de
otimalidade, na qual buscou-se apresentar a mesma de forma breve e clara.

Quanto as técnicas numéricas, a analise estrutural foi realizada fazendo uso de
rotinas do CALFEM que permitiu criar as estruturas de tal forma que verificasse
a equagao do equilibrio (3.12), assim podendo utilizar o algoritmo de otimizacao
FAIPA.

Os testes foram realizados com treligas tridimensionais inspiradas nas estruturas
presentes na realidade do autor, onde, desde o inicio do presente curso motivou-se
em estudar modelos de otimizagao estrutural.

Para os problemas propostos, os resultados numéricos apresentaram estruturas
6timas. Encontrou-se dificuldades em encontrar solugoes vidveis para certas con-
digbes iniciais, mas a forma rapida que o FAIPA executou os testes, permitiu um
grande numero de teste, buscando assim, resultados que condizem com a teoria
apresentada e conseguindo alcancar os objetivos do trabalho.

Diante dos testes verificou-se a sensibilidade das estruturas em relacao as forcas

aplicadas nos problemas, tendo em vista que quanto maior for a forca maior sera
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tensao, assim para grandes forcas os problemas ficam inviaveis para certas condigoes
iniciais.

Na situagao problema [£.3.5 considerando os dados inicias os mesmos apresenta-
dos na referida aplicacao e manipulando a intensidade de forcas, encontrou-se solu-
¢Oes Otimas apenas para estruturas sujeitas menores ou (igual a intensidade
de forga p = —1000 * 9.8.

Quando se aplicou uma forca p = —800 * 9.8 no problema {4.3.5 o grafico de
areas ¢ similar ao apresentado na Figura apresentando uma reduc¢ao maior das

areas, ou seja as barras estao com menos tensao.
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Figura 5.1: Estrutura 6tima da aplicagdo [£.3.5] para outra forga inicial

Assim, em cada aplicacao buscou-se a estrutura 6tima, para os dados propostos,
tendo em vista que todas as solugoes convergiram para um ponto de K KT

O processo de otimizagao aplicado nas estruturas tridimensionais utilizadas nos
testes apresentou resultados condizente com o referencial teoérico abordado no es-
tudo, onde a minimizacao de massa com restricoes de tensao apresentou reducao
significativa nas areas das barras transversais das estruturas, apresentando resistén-
cia a certas quantidades de forcas e assim, reduzindo a espessura das mesmas.

Em todas as estruturas a reducao das areas é proporcional a forca aplicada
de modo que as configuragoes dos niveis de discretizagao das barra permanecem
os mesmos independentemente da forga aplicada. A citar a estrutura [4.7] quando
reduzisse a forga aplicada na mesma em 50%, ou seja, p = —1500 * 9.8. Como
mostra na Figura [5.2] as areas das barras reduziram em 50 % do valor encontrado

apOs otimizac¢ao no primeiro caso Figura [4.11]
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Figura 5.2: Estrutura 6tima da aplicagao para outra forca inicial

Assim, o presente trabalho alcancou os objetivos propostos, diante do exposto,
espera-se que o mesmo possa auxiliar aos futuros estudos realizados pelos alunos do
PPGMMC que venham realizar trabalhos na linha de otimizacao estrutural, assim

como, contribua com crescimento daqueles que tenham contato com este material.

5.1 Sugestao para trabalhos futuros

Este trabalho despertou no autor o interesse em realizar novos estudos na area de
otimizagao estrutural. Alguns trabalhos que podem ser desenvolvidos futuramente

Sao:

e Minimizacao da massa de trelicas tridimensional considerado massa propria

com restricao de tensao.

e Minimizacao da complacéncia de trelicas tridimensional considerando massa

propria com restri¢oes de deslocamento e tensao.

e Estudar como reduzir o numero de variaveis, definindo variaveis de projeto de

acordo com a simetria da estrutura.

47



Referéncias Bibliograficas

[1] BAZZO, W., PEREREIRA, L. Introdu¢ao a engenharia: conceitos, ferramentas
e comportamentos. 1 ed. Florianopoles, Editora da UFSC, 2006.

, K. M., , O, , A. M. Fundamentos da andlise estrutura

[2] LEET, K. M., UANG, C., GILBERT, A. M. Fund d ili [
[recurso eletronicol. 3 ed. Porto Alegre- RS, AMGH, dados eletronicos,
20009.

[3] SILVA, E. C. N. “Otimizacao aplicada ao projeto de sistemas mecéanicos”, De-
partamento de Engenharia Mecatronica e Sistemas Mecanicos da Fscola
Poliécnica da USP, pp. 39-43, Sao Paulo,SP,Brasil 2000.

[4] CHOI, K. K., KIM, N. H. Structural Sensitivity Analysis and Optimization 1
Linear Systems. 1 ed. Springer, USA, 2005.

[5] BENDSOE, M., KIKUCHI, N. “Optimal topologies in structural design / Ge-
neratig optimal topologies in structural desingn using a hamogenization
method”, Elsevier Science Publishers, pp. 198-224, 1998.

[6] HUGHES, T. J. R. The Finite Element Method, Linear Static and Dynamic
Finite Element Analisys. 1 ed. Englewood Cliffs, New Jersey 07632,
Prentice-Hall, 1987.

[7] HERSKOVITS, J., SANTOS, G. A Feasible arc interior point algorithms for
nonlinear optimization. Computational Mechanics and New trends and

Applications hal-00758803, CIMNE, Barcelona, Spain, 2014.
[8] FELJOO, R. A., TAROCO, E., PADRA, C. “Métodos Variacionais”, 2004.

[9] PEREIRA., O. J. B. A. Andlises de estruturas II: Introdugao ao método dos

elementos finitos na anAglise de problemas planos de elasticidade/. 2005.

[10] BEER, F., JR, E., DEWOLF, J., etal. Estatica e mecanica do materiais [re-
curso eletroninco/. traduzido por: Anténino eustauquio de melo ed. Porto
Alegrre, AMGH, 2013.

48



[11] R.L.HIBBELER. Resisténcia dos meterias; tradugao J.P.N. Silva. Pearson
prentice hall ed. Sao Pauo, 2004.

[12] AROZTEGUI, M. Uma nova técnica para otimizagao de estrutura de grande
porte. M.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2006.

[13] HERSKOVITS, J. An Interior Point Technique for Nonlinear Optimization. In:
Research Report No 1808, INRIA, BP 105, 78153, Le Chesnay CEDEX,
France, 1992.

[14] EDENNIS, J., MORE, J. “Quasi - Newton Methods, Motivation and Theory”,
SIAM Review, v. 19, pp. 46-89, 1997.

[15] NOCEDAL, J., WRIGHT, S. Numerical Optimization. Berlin, Spring, 1999.

49



Apéndice A

Configuracao de uma trelica

A.1 Estrutura 3D
Seja a Figura uma estrutura 3D.

e O desenho da Figura é¢ feito em wum documento chamado

exemploestrutura.m:

— Definir o tipo de material e sua area.

% % % % % %% %%R%%R%%%%T% %K%K %

r]l) %
% Estrutura com 12 mnos 36 barras %
% %

% % % % % %% %% KHTKHTNH TR TR TR

clear % apaga todas as wvariaveis

cle % limpa a area de resultados

E=157e6; % modulo de Young de todos os elementos — Madeira de Jatoba

intensidade =500%9.8; %9800N=1000kg*9.8m/s ~2; %intensidade da forAga
Arealncial= 0.0006; % Areas das barras com seccao trenversal

— Geometria se define a dimensdo (nsd), as coordenadas de cada né
(NoCoord) e as barras ligadas a cada né (ENod).

nsd =3;

NoCoord=|

1 1 0 0

2 1 1 0

3 0 1 0

11 0 1 2

12 0 0 2

E

Coord=NoCoord (: ,2:nsd+1);

nn=size (Coord,1);

ENode=]|
1 15

2 2
3 3
4 4

0 3 O

35 9 11
36 10 12 |;
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ENode=ENode (: ,2:nsd);

[nel ncol|=size (ENode);

— Define os graus de liberdade de cada n6 (Dof) e quais graus estao fixos

(be).

Dof=|
1 1 2 3
2 4 5 6

12 34 35 36 |;
Dof=Dof (:,2:nsd+1);

ndof=max(max(Dof));

bec=|

0
2 0
12 0

1

Edof=zeros(nel ,2xnsd+1);
for e=1:nel
dofnl=Dof(ENode(e,1) ,:);
dofn2=Dof(ENode(e,2) ,:);
Edof(e,:)=[e dofnl dofn2];
end

[nel ncol]=size (Edof);
Edof=Edof (:,2:ncol);

e Define o vetor de forgas (p), indicando em quais graus de liberdade serdo

aplicadas as forgas.

p=zeros (ndof ,1);

p(27)=—intensidade;
p(30)=—intensidade;
p(33)=—intensidade;
p(36)=—intensidade;

e Agora em outro documento, deslocamento.m, se realiza o calculo da matriz

de rigidez (K) e do vetor deslocamento (u) dado por:

— No for é calculado a rigidez de cada elemento e montada a matriz de

rigidez global K, de acordo com o exposto em [3.1.1]
— Seguindo é calculado o deslocamento w.

function [u K|]=deslocamento (areas)

K=zeros (ndof);

vecn=zeros (nsd, nel );

for e=1:nel
nos=ENode(e ,:);
xyz=Coord (nos ,:);
dx=xyz(2,1) —xyz(1,1);
dy=xyz(2,2) —xyz(1,2);
dz=xyz(2,3) —xyz(1,3);
bvec=[dx;dy;dz];
L=sqrt (bvec '« bvec);

vec=bvec/L;

vecn (:,e)=vec;

G=[vec’ zeros (1 ,nsd);
zeros (1,nsd) vec |;
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Kle=Exareas (e)/Lx*[1 —1;
-1 1];

Kbarra=G’x KlexG;

graus=Edof (e ,:);

K(graus , graus)=K(graus , graus)+Kbarra;
end

graus_ prescritos=bc(:,1);
dof=1:ndof;
dof(graus_prescritos)=][];
ndof_ red=max(size (dof));
K_red=K(dof,dof);
p_red=p(dof);
u_red=K_red\p_red;
u=zeros (ndof ,1);
u(dof)=u_red;

Em seguida, ¢é realizado o célculo da tensao, em outro documento nomeado

tensaonormal.m

no for é calculado a tensao de cada elemento como descrito em [3.1.2

function t=tensaonormal(areas)

% repete todo o processo de function [u K/=deslocamento (areas), mais:

t=zeros (nel ,1);

for e=1:nel

nos=ENode (e ,:);

xyz=Coord (nos ,:);
dx=xyz(2,1) —xyz(1,1);
dy=xyz(2,2) —xyz(1,2);
dz=xyz(2,3) —xyz(1,3);
bvec=[dx;dy;dz];
L=sqrt (bvec s« bvec);
vec=bvec/L;

G=[vec’ zeros (1,nsd);
zeros (1,nsd) vec |;
graus=Edof(e,:);
ue=u(graus);

N=Exareas (e)/Lx[—1 1]*Gxue;

t(e)=N/areas(e);
end

E definida a funcdo desenha que retorna as Figuras (antes deslocamento)
e[A.2] (ap6s deslocamento).

— No for é calculada a nova posicao de cada né apds o deslocamento. onde

CoordDesloc guada a nova posi¢ao de cada no.

u=deslocamento (areas);

t=tensaonormal (areas);

desenha (Coord ,ENode, Dof, areas ,t, ’b—",[0 1 0 1]) % Desenha a Figura A.1.
CoordDesloc=zeros (nn,nsd);

for no=1:nn

CoordDesloc(no,:)=Coord(no,:)+u(Dof(no,:)) ’;

end

desenha (CoordDesloc ,ENode, Dof,areas ,t, ’b—",[0 1 0 1]) % Desenha a Figura A.2.
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Figura A.1: Estrutura tridimen-
sional discretizada em 36 elemen- Figura A.2: Estrutura defor-
tos. mada.

No exemplo acima, n. = 36 elementos, 12 nés, ng = 36 graus de liberdade. O
valor do modulo de elasticidade é E = 157 x 10°Pa madeira de jatoba, &rea inicial
0.0006 e intensidade de forga ¢ —500. O n6 @D esta fixo, os nés 2 e B estao fixos
na dire¢ao z e o n6 @ na diregao y e z. As forcas nodais p sao aplicadas nos graus

de liberdade z dos ndés 9, €0, @ e 2.

23



Apéndice B

Iteracoes do FAIPA

A segue apresenta-se todas as tabelas de interacoes do algoritmo FAIPA para
realizar a otimizacao das aplicacoes propostas neste trabalho.
Dados da tabela:

intr - Numero de interacoes;

e objective - Valor da funcao objetivo;

e |dy| - Norma da diregao de descida ;

e |lagrang|- Norma dos multiplicadores de Lagrange ;
e |compll| - Norma da complementariedade ;

e step- Passo de Armijo;

e iterlin- Numero de interagooes da busca linear;

iter objective 1d0| |lagran| |compll| erreq |txLO&| step nbind iterlin
aQ 0.0117
1 0.0116983 2.73863e-007 2.73863e-007 0.000147101 aQ aQ 1 39 1
2 0.00394704 0.00358738 0.864008 4.17974e-005 aQ aQ 0.358958 39 2
3 0.00345316 0.000842224 0.164791 4.02647e-005 aQ aQ 0.125357 39 3
4 0.00281832 0.000445285 0.368798 1.29948e-005 aQ aQ 0.241832 39 2
5 0.00248091 0.000318211 0.386867 1.18923e-005 aQ aQ 0.2066E8 39 2
3 0.00228812 0.000228282 0.186218 9.93259e-006 aQ aQ 0.189653 39 2
7 0.00222819 0.00018873 0.201399 9.0445e-006 aQ aQ 0.0532568 39 2
8 0.00217692 0.000120239 0.446078 7.65064e-006 aQ aQ 0.12074 39 2
3 0.00218547 0.000108607 0.38035 7.24744e-0086 aQ aQ 0.0387391 39 2
10 0.00201409 0.000114001 0.12857 2.83397e-006 aQ aQ 0.581478 39 2
11 0.00193956 4.93352e-005 0.0812643 9.34034e-007 aQ aQ 0.683658 39 2

Figura B.1: Tabela de interagoes da aplicacao [4.3.]]
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iter objective 1d0| |lagran| |complil] erreq | tTLOA| step nbind iterlin
0 0.0219
1 0.0218%68 3.79193e-007 3.79193e-007 0.000109287 0 0 1 73 1
2 0.00698959 0.004%94246 0.462986 1.76419%9e-005 0 0 0.368687 73 2
3 0.00532475 0.000752123 0.199137 1.07367e-005 0 0 0.261113 73 2
4 0.0045438 0.000526016 0.389651 9.15842e-006 0 0 0.183944 73 2
5 0.00430246 0.000377623 0.358282 9.84888e-006 0 0 0.0845505 73 2
6 0.0039153 0.000349507 0.355044 8.76973e-006 0 0 0.163981 73 2
7 0.00350092 0.0002878 0.220086 6.85461e-006 0 0 0.227149 73 2
8 0.00335655 0.000232494 0.37188%9 6.1485e-006 0 0 0.0991713 73 2
9 0.00308433 0.000199388 0.634657 4.82844e-006 0 0 0.217585 73 2
10 0.00304231 0.000157857 0.182139 4.34381e-006 0 0 0.0423269 73 2
11 0.00302%66 0.00014471 0.158439 4.23335e-006 0 0 0.0139363 73 2
1z 0.00287481 0.000137523 0.705275 3.69176e-006 0 0 0.189842 73 2
13 0.00246774 0.000116938 0.206235 1.54285e-006 0 0 0.5%82112 73 2
14 0.00228241 4.58865e-005 0.0362334 4.76586e-007 0 0 0.681421 73 2
Figura B.2: Tabela de interacoes da aplicacao

iter objective 1da| |lagran| | compll| erreq |trLOA| step nbind iterlin
[] 0.0345
1 0.0344957 3.62689e-007 3.62689e-007 9.08379e-005 [] [] 138 1
2 0.0107955 0.00571342 0.575646 1.87122e-005 [] [] 138 2
3 0.00690409 0.000869882 0.248324 1.26851e-006 [] [] 138 2
4 0.00615666 0.000530725 0.103761 08265e-006 [] [] 138 2
5 0.00575968 0.000452318 0.140969 1.4083e-006 [] [] 138 2
6 0.00493784 0.00042882 0.0567836 1.08315e-006 [] [] 138 2
T 0.00484773 0.000336356 0.218732 1.86646e-006 [] [] 0.0247548 138 2
g 0.00433514 0.00033622 0.440917 1.73146e-006 [] [] 0.14572 138 2
9 0.00420605 0.000260325 0.396705 2.1655e-006 [] [] 0.0501394 138 2
10 0.00371531 0.000268313 0.611179 1.7847e-006 [] [] 0.203063 138 2
11 0.00350983 0.000220221 0.219024 1.72138e-006 [] [] 0.105453 138 2
12 0.00346982 0.000190222 0.472762 1.7726le-006 [] [] 0.0233163 138 2
13 0.00340627 0.0001794%94 0.345977 1.7289%e-006 [] [] 0.0391761 138 2
14 0.00336936 0.000163887 1.27385 2.32964e-006 [] [] 0.025689 138 2
15 0.00326305 0.000160875 1.78786 2.12458e-006 [] [] 0.0772608 138 2
16 0.00318756 0.00014058 2.47658 2.26966e-006 [] [] 0.0648538 138 2
17 0.00297265 0.000148544 2.42245 1.67667e=-006 [] [] 0.191673 138 3
g 0.00288255 0.000316447 5.50948 1.85164e-006 [] [] 0.0745194 138 1
19 0.00288015 0.00118034 6.32469 1.66433e-006 [] [] 0.002557 138 2
20 0.00287154 0.00062246 3.42276 1.72328e-006 [] [] 0.00499885 138 2
21 0.00285264 0.000151801 3.41185 84958e-006 [] [] 0.0233218 138 2
22 0.00283203 0.000112351 1.42481 3.1576le-006 [] [] 0.0262915 138 2
23 0.00280264 0.000131687 1.18882 2.5254e-006 [] [] 0.040158 138 2
24 0.00280244 0.00156742 1.73585 1.97547e-006 [] [] 0.000324927 138 1
25 0.00278331 0.000221964 98892 2.56397e-006 [] [] 0.0121334 138 2
26 0.00278387 0.000112147 0.863785 3.10451e-006 [] [] 0.013%274 138 2
27 0.00278373 0.000422663 0.630531 5.00413e-006 [] [] 0.000182355 138 2
28 0.00277379 .8724e-005 0.695466 2.5974e-006 [] [] 0.0151468 138 2

Figura B.3: Tabela de interacoes da aplicacao
iter objective 1do| |lagran| |compll] erreg | trLOA| step nbind iterlin

o 0.02

1 0.0199%81 1.90157e-007 1.90157e-00T7 0.000247657 a o 1 100 1
2 0.00780948 0.00361115 2.3619 7.33288e-005 o o 0.360693 100 2
3 0.00714408 0.0011887 0.71488 0.000100157 o o 0.0911624 100 3
4 0.00554479 0.000516149 0.719071 5.46178e-005 o o 0.355191 100 3
s 0.00535994 0.000312502 0.634112 3.5548e-005 o o 0.0726002 100 2
& 0.00507172 0.0002885 0.904649 3.26836e-005 o o 0.123699 100 2
7 0.00490993 0.00024131 0.705452 2.73648e-005 o o 0.0875153 100 2
8 0.00410846 0.000228889 0.902655 1.40054e-005 o o 0.465496 100 3
] 0.0040869 0.000120282 0.18405 1.34391e-005 o o 0.0237535 100 2

10 0.00408148 0.000116765 0.632559 1.2668e-005 o o 0.00616615 100 2

11 0.00407698 9.47736e-005 2.23306 1.10217e-005 o o 0.00675901 100 2

Figura B.4: Tabela de interacoes da aplicacao
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iter objective l1da| |lagran| | compll| erreg |trLoa| step nbind iterlin
0 0.0376
1 0.0375963  2.7109e-007  2.7109e-007 7.1994%=-005 0 0 1 188 1
2 0.0117507 0.00533878 0.27995 2.134212-006 0 0 0.380771 188 2
3 0.00906117  0.000813774 0.139129  3.45462-006 0 0 0.243847 188 2
4 0.00852897  0.000579943 0.487646 6.426422-006 0 0 0.0702349 188 2
5 0.00708975  0.000534734 0.787269 5.9744%2-006 0 0 0.21%029 188 2
6 0.00636868  0.000460454 0.322003  6.14942-006 0 0 0.13388 188 2
7 0.00610522  0.000362384 0.561162 6.928322-006 0 0 0.0602242 188 2
8 0.00576992  0.000338918 0.381231 7.303652-006 0 0 0.0847692 188 2
9 0.00534814  0.000321677 0.184663 6.082152-006 0 0 0.115394 188 2
10 0.00521125  0.000273175 0.45892 6.132332-006 0 0 0.0434623 188 2
11 0.00517013  0.000258128 0.579862  6.26872-006 0 0 0.0138981 188 2
12 0.00503191  0.000247054 0.725879 6.242552-006 0 0 0.0487865 188 2
13 0.00471364  0.000238051 1.04372 5.9959%2-006 0 0 0.119527 188 2
14 0.0044236  0.000202851 0.66852  6.42822-006 0 0 0.129477 188 2
15 0.00440062  0.000172328 0.774018 7.344842-006 0 0 0.0122588 188 2
16 0.00429621  0.000162044 0.54206 2.626222-006 0 0 0.0587492 188 2
17 0.0042565 0.000170674 0.57573 2.80432e-006 0 0 0.0240703 188 2
8 0.00423526 0.00016827 0.372199 9.288822-006 0 0 0.0135645 188 2
19 0.00423489 0.00244617 0.505673 9.213362-006 0 0 0.000280568 188 2
20 0.00415137  0.000176376 0.442196 8.557242-006 0 0 0.0540136 188 1
21 0.00413251  0.000287056 1.27487 7.9053%e-006 Q Q 0.0127816 188 3
22 0.00413135 0.000308 0.239623 9.07275e-006 Q Q0 0.000811522 188 2
23 0.00409581  0.000162135 0.241123 8.416362-006 Q Q 0.0247247 188 1
24 0.00409021  0.00014481% 0.41846 B8.27444e-006 Q Q 0.00401567 188 7
25 0.00408932  0.000142424 0.57894 B8.588872-006 Q Q0 0.000648138 188 14
26 0.00408%22  0.000218417 0.536663 9.97734e-006 Q Q0 7.0116e-005 188 13
27 0.0040892  0.000141047 0.324056 1.16527e-005 Q 0 1.47384e-005 188 22
8 0.00408%2  0.000226185 0.572833 1.036652-005 Q 0 5.36455e-007 188 35
29 0.00408185 0.00046412 0.51775%  1.6411e-005 Q Q 0.00528774 188 2
30 0.0040807 0.0180758 1.04125 1.52903e-005 Q Q0 0.000654174 188 5
31 0.00333648  0.000138718 0.442081 1.30647e-005 Q Q 0.109348 188 3
32 0.00333026 0.00103693 1.08636 1.2355e-005 Q Q 0.00555915 188 3
33 0.00332915 0.00124582 0.541165 1.1879e-005 Q Q 0.00104325 188 2
34 0.00387503  0.000326233 0.579052 1,13338e-005 Q Q 0.0468803 188 2
35 0.0038088  0.000115248 0.952193 9.82537e-006 Q Q 0.0599688 188 3
36 0.00380716  0.000898809 0.813672 1.033e-005 Q Q 0.0016363 188 2
37 0.00367697 0.0005188 0.424393 8.96478e-006 Q Q 0.127688 188 1
8 0.00367691 0.00128362 1.45126 ©8.816052-006 Q 0 B8.95397e-005 188 1
39 0.00365182 9.71181e-005 1.18045 8.57853e-006 Q Q 0.0281024 188 2

Figura B.5: Tabela de interacoes da aplicagao
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