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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

MODELO DE PERCOLACAO BIDIMENSIONAL COM DEPENDENCIA
LOCAL

Jaelson dos Santos Oliveira

Julho /2018

Orientador: Prof. Sérgio de Carvalho Bezerra D.Sc.

Programa: Modelagem Matematica e Computacional

Em nosso trabalho apresentaremos um breve resumo historico do surgimento
do objeto matematico abstrato chamado grafo. Além de conceitos, defini¢coes e
suas teorias com aplicagoes voltadas para o dia-a-dia e modelos utilizados, seja de
forma intuitiva ou nao. Conheceremos a defini¢ao de grafos planares. N6s podemos
destacar o caso da resolugao de um sistema elétrico usando grafos ou as redes sociais.

Aprofundando os nossos estudos, entraremos no assunto de percolagao. O modelo
original de percolacio envolve os pontos do Z2? onde cada ponto pode ter uma aresta
aberta ou fechada conectada a cada um de seus vizinhos com probabilidade p de
forma independente uns dos outros. O nosso estudo ocorrerd, também, no plano
bidimensional ou seja no Z2. No6s dizemos que existe percolacao quando existe uma
probabilidade positiva de que no processo ocorra um caminho aleatério partindo da
origem com um numero infinito de arestas.

O nosso modelo probabilistico é formado por dois tipos de fluidos (cores azul e
vermelho). Diferente do modelo inicial, nés percorremos os vértices de Z? de uma
maneira deterministica (em espiral no sentido anti-horario). A cada vértice sortea-
mos uma dire¢ao que ainda nao tenha sido ocupada, escolhida uniformemente em
seguida sorteamos o tamanho do elo que sera construido, Tal elo pode ser repre-
sentado por uma aresta de tamanho 0,1 e 2, respectivamente, ao elo que nao passa
fluido (tamanho 0), ou uma aresta vermelha de tamanho 1 ou azul de tamanho 2. A
escolha do tamanho de cada elo é dada por uma variavel aleatéria binomial de para-
metros n = 2 e p. Vale destacar, que no nosso modelo existe uma alta dependéncia
entre os elos vizinhos.

A nossa intuicao é de que existam dois valores criticos para o modelo, noés

chamamo-os de p, e p,, onde para todo valor de p < p, nao existe percolagao,

vil



para p, < p < p, exista percolacao tanto para o fluido vermelho quanto para o azul,
e no caso de p > p, sO exista percolacao para o fluido azul.

Consequentemente, nés simulamos o modelo em diferentes escalas e para dife-
rente valores de p e usando uma construcgao grafica com a intencao de visualizarmos

melhor o processo fisico.
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In our work we will present a brief historical summary of the emergence of the
abstract mathematical object called graph. In addition to concepts, definitions and
their theories with day-to-day applications and models used either intuitively or not.
We will know the definition of planar graphs. We can highlight the case of solving
an electrical system using graphs or social networks.

Deepening our studies, we will enter into the subject of percolation. The original
percolation model involves the points Z2 where each point can have an open or
closed edge connected to each of its neighbors with probability p independently of
each other. Our study will also take place in the two - dimensional plane or in the
Z?. We say that there is percolation when there is a positive probability that a
random path will occur in the process from the origin with an infinite number of
edges.

Our probabilistic model consists of two types of fluids (blue and red colors).
Different from the initial model, we traverse the vertices of Z? in a deterministic
manner (spiral counterclockwise). At each vertex we draw a direction that has not
yet been occupied, chosen uniformly, then we draw the size of the link that will be
constructed, Such a link can be represented by an edge of size 0.1 and 2, respectively,
to the link (size 0), or a red edge of size 1 or size 2 blue. The size of each link is given
by a random binomial variable of parameters n = 2 and p. It is worth mentioning
that in our model there is a high dependence between neighboring links.

Our intuition is that there are two critical values for the model, we call them p,
and p,, where for every value of p < p, there is no percolation, for p, < p < p, there
is percolation for both red and blue fluid, and in the case of p > p, there is only
percolation to the blue fluid.
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In order to better visualize the physical process, we simulate the model at dif-

ferent scales and for different values of p and using a graphical construct.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao da pesquisa

Iniciaremos o nosso trabalho de pesquisa contando o surgimento da primeira
modelagem matematica conhecida até os dias atuais, do conceito de um grafo, pois
em toda a pesquisa bibliografica realizada todas apontam para um mesmo mentor:
Leonhard Euler, e a partir do conhecimento desenvolvido e modelado na situacao
apresentada por Euler, muitos outros raciocinios apareceram para contribuir com
uma boa parte da tecnologia que conhecemos hoje. Tendo o grafo como uma da
pilastras que sustenta nosso trabalho de pesquisa, iremos mostrar algumas defini-
¢oes, e alguns tipos, além da importancia, suas aplicagoes, e contribuicoes para o
surgimento de novas tecnologias.

A outra pilastra de sustentacao do nosso trabalho e objetivo principal esté re-
lacionado a percolacao e sua relacao com grafos. Nos construimos uma possivel
generaliza¢ao do modelo de percolagao inicial (modelo de Bernoulli). Diferente do
modelo de Bernoulli, o nosso modelo tem um alto grau de dependéncia. Um calculo
tedrico da existéncia de percolagao do nosso modelo nos parece bem dificil. Assim,
a simulacao de tal modelo nos da uma luz do que seria o resultado tedrico. Nosso
modelo, fisicamente, simula o comportamento computacional de dois fluidos no Z2,
para isso iremos simular na linguagem de programagao Python uma malha e realizar
sorteios aleatorios para verificar se os fluidos possuem cada um deles um caminho

que parte da origem e atinge a fronteira de uma certa malha.

1.2 Um breve contexto historico

Nos diversos materiais pesquisados sobre o surgimento da teoria dos grafos e
suas aplicagoes, todos nos remetem a Leonhard Euler e estd diretamente associado

as 7 (sete) pontes da cidade de Konigsberg da antiga Prussia, conhecida atualmente



como Kaliningrado, hoje Russia. Nessa cidade existiam sete pontes situadas numa

ilha do rio Pregel, conforme podemos observar a figura 1.1 abaixo:

Figura 1.1: Cidade de Konigsberg - Fonte: http://www.mat.uc.pt/ alma/escolas/-
pontes/

Os cidadaos daquela cidade debatiam entre si qual era a possibilidade de atraves-
sar todas as pontes uma tnica vez e retornar ao local inicial sem repetir o percurso
por uma mesma ponte. E justamente nesse contexto histérico que entra: Euler,
que 1736 usou um raciocinio elementar para tentar solucionar o problema com os
critérios apresentados, ele provou que nao existia caminho que possibilitasse o per-
cusso do problema apresentado pelos moradores daquela cidade. E para demonstrar
que nao era possivel realizar tal trajetoria, ele observou que o desenho ficaria mais
simples trocando as areas de terra por pontos e as pontes por linhas. Com esse
pensamento, Euler realizou a primeira modelagem mateméatica conhecida no estudo

dos grafos, conforme podemos observar na figura 1.2 logo abaixo.

Figura 1.2: Modelagem Matemaética das pontes de Konigsberg - Construida pelo
autor

Através dessa modelagem, Euler concluiu o seguinte raciocinio: para atravessar

cada regiao sao gastos exatamente dois elos, uma para entrar e outra para sair



dela. Ele utilizou a mesma légica para os vértices, uma para entrar e outra para
sair. Logo observou que cada regiao deveré conter um numero par de pontes para
que fosse possivel atender ao problema, no caso das 7 pontes de Konigsberg, onde
todas as regioes contem exatamente uma quantidade impar de pontes, com isso era
impossivel chegar a solucao.

Dessa forma, Euler definiu um caminho ou circuito Euleriano para um grafo no
qual ele também chamou Eulerianos, que todos os vértices precisam ser de um grau
par; porém nao bastava apenas essa condi¢ao, outra é que o grafo tem de ser conexo,

ou seja, tem que existir um caminho por todo os pares de vértices.

1.3 Motivacao

A Teoria dos Grafos possui aplicagoes diretas em areas como fisica, qui-
mica,engenharias, psicologia, etc. Em particular, ela é de fundamental importancia
aos cursos de Ciéncia e Engenharia da Computacao. Isto se deve a intimeros moti-
vos, entre eles, o fato de servir de modelo mateméatico para alguns dos problemas
mais importantes e dificeis da computacao.

Estes problemas estao associados a classe de problemas NP-Completos, cuja
solugao em tempo polinomial por uma méaquina de turing deterministica nao é co-
nhecida. Varios problemas do mundo real podem ser analisados usando a Teoria
dos Grafos, por exemplo, o escalonamento de processos pode ser visualizado como
um aplicacao direta do problema de coloracao de grafos; o problema de reconheci-
mento de padroes pode ser visto como uma instancia do problema de isomorfismo
em grafos.

Ja para o estudo de percolacao nos iremos analisar o comportamento de dois flui-
dos em um meio poroso, observando o seu comportamento na tentativa de encontrar

a existéncia de um caminho de tamanho infinito com probabilidade positiva.

1.4 Objetivos e possiveis resultados

Nosso objetivo principal é simular e visualizar computacionalmente um processo
fisico (percolag@o) com dois tipos de fluidos (vermelho e azul). A originalidade de

nosso trabalho surge do alto grau de dependéncia na construcao dos elos.

1.5 Resumo dos Capitulos

O primeiro capitulo trata de detalhar a histéria da primeira modelagem ma-

temaéatica que conhecemos até os dias atuais, e estd relacionada as sete pontes de



Konigsberg, e como Leonard Euler conseguiu mostrar para a populagao da época
como seria possivel solucionar o problema apresentado pelos moradores daquela ci-
dade.

No segundo capitulo, abordaremos sobre as teorias dos grafos com as suas princi-
pais definigoes, ilustracoes e alguns exemplos, além de verificarmos o grau do vértice
de um grafo e as suas aplica¢bes assim como a importancia no estudo das novas
tecnologias.

O nosso terceiro capitulo esta voltado ao estudo dos grafos planares, uma forma
diferenciada de apresentar um grafo, associada ao conceito de planaridade, até por-
que encontramos muitas relagoes desse grafo com as aplicagdes no mundo real.

No quarto capitulo, abordaremos algumas defini¢oes probabilisticas que emba-
sam justamente o estudo de percolagao, além de termos um breve contexto histérico
de como se deu o primeiro processo, definindo assim a percolagao através de Broad-
bent e Hammersley, além de observar como se d& o processo de percolacao em duas
dimensoes.

Ao chegarmos no capitulo cinco descrevemos explicitamente o nosso modelo e
como foram feitas as simulagoes e os resultados obtidos.

Por fim, no sexto e ultimo capitulo mostramos as conclusoes a que chegamos com

as implementacoes que foram realizadas e as perspectivas para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Teoria dos Grafos

2.1 Definicoes

Um grafo ¢ G = (V, E) como uma estrutura finita e ndo vazio formada pelos
conjuntos V' de vértices ou nos existente, com V={vy, vy, vs3,...,v, } e E 0 conjunto
de todos as arestas ou elos, onde cada elo pertence ao conjunto V' x V. Podemos
também representar um grafo da seguinte forma G = (V, E), onde V = V(G) e
FE = E(G). Podemos estender a nogao de grafo para V' sendo um conjunto infinito,
mas enumeravel.

Chamamos de grafo trivial quando |V| = 1 isto é, quando constituido por apenas
um vértice. Mas adiante poderemos observar alguns tipos de grafos, entre eles: Grafo
trivial, simples, valorado, nao valorado, direcionado, nao direcionado, multigrafo,
hipergrafo orientado e hipergrafo nao orientado.

Em nossa pesquisa usaremos os grafos nao direcionados, com a mesma defini¢ao
apresentada acima, no qual os elementos de V sao os vértices e E os elos, e cada
elo e € FE definindo assim como um par de vértices e = (v, w) que a constitui nessa
forma. As extremidades desses elos sao formadas justamente por v e w, dois elos
que tem a mesma extremidade sao conhecidas como adjacentes.

Podemos representar um grafo com sua visualizagdo geométrica, em que
seus vértices correspondem a pontos diferentes no plano cartesiano em qualquer
coordenada e sem necessidade de uma ordem légica para a ordenagao dos vértices,
e cada elo e = (v,w) estd unindo os pontos correspondentes a v, w. Em nosso
caso a construcao do grafo serd condicionada a uma organizagao logica dentro

de um plano cartesiano para um melhor apresentacao. Tomemos a seguinte situagao:

O grafo G(V, E') dado por:
V ={p]|péuma pessoa }
E = {(v,w) | < v é amigo de w > }



Com a definicao representada acima, podemos dizer que foi formada toda a
uma familia de grafos, onde essa familia é dada por:

V = { Ana, Marcos, Aline, Max }

E = { (Ana, Marcos), (Marcos, Ana), (Aline, Ana), (Ana, Aline), (Marcos,
Max), (Max, Ana) }

Observe a (figura 2.1) nela podemos observar a relagao existente entre os mem-

bros da familia que compoem o conjunto V e as correspondéncias formadas no

conjunto F.

Marg Max

Figura 2.1: Grafo mostrando a relagao entre membros da familia - construida pelo
autor

De acordo com a defini¢ao de grafo, podemos observar o seguinte exemplo:

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [7],[6]
Seja o grafo G = (V, E), tal que:

V:{CL?b?C?d’e?.f’g?h?i?]’} €

E - {617 €9, €3, €4, €5, €4, €7, €8, €9, €10, €11, €12 }
e as extremidades expressas por:

e1 < (a,b), es < (b,¢), e3 «— (c,c), eg «— (c,€), e5 < (d, f), eg <—
(d, f), er <— (c,d), eg < (¢, [), eg < (e, f), €10 < (g,h), e11 <— (h, h), €12
> (h,1).

a figura 2.2 mostra a representacao em diagrama do grafo G.

Como podemos observar a figura 2.2 é possivel que o conjunto de elos E seja vazio.



e‘H
eﬂ)
b. €, g h
]
& e
ae @i

Figura 2.2: Diagrama de um grafo - |7]

Um grafo que tem um conjunto de elos vazio é chamado de grafo nulo. Observem
a figura 2.3 onde temos o diagrama de um grafo nulo com 4 (quatro) vértices. Por
outro lado, a definicao de grafo exige que o conjunto de vértices seja nao vazio, caso

contréario, nao se tem grafo.

@ )

@

Figura 2.3: Grafo nulo - construida pelo autor

Usaremos as defini¢oes de [7] Nicoletti e Hruschka para embasarmos os grafos

construidos nessa secao.

e Se dois (ou mais) elos de G tém os mesmos vértice-extremidade, essas elos sdo

chamadas elos adjacentes ou paralelas ( por exemplo, os elos ej e eg do grafo
da figura 2.2).

e Um vértice de G que nao é extremidade de qualquer elo é chamado isolado (

por exemplo, o vértice j do grafo da figura 2.2).

e Dois vértices que estao unidos por um elo sao chamados adjacentes ou vizinhos

por exemplo, os vértices a e b do grafo da figura 2.2.

e Dois elos distintos e; e e; sao adjacentes se tem um vértice em comum. Por

exemplo, os elos e; e ey no grafo da figura 2.4 e figura 2.5.
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e O conjunto de todos os vizinhos de um vértice fixo v de G é chamado conjunto

vizinhanga de v e é denotado por N(v). No grafo da figura 2.2 por exemplo,

N(f) =Ac,d,e}.

e Um grafo é chamado simples se nao tiver lago, nem elos paralelos (por exemplo,

o grafo mostrado na figura 2.6)

Figura 2.4: Grafos vértices adjacente - construido pelo autor

Podemos observar na figura acima que os vértices v; e vo sao adjacentes.

Jé& na figura 2.5 logo abaixo temos os elos e; e ey adjacentes.

Figura 2.5: Grafos de elos adjacentes - construido pelo autor

De acordo com a definicao de grafos e grafo simples podemos ver a ilustracao

dessa defini¢ao na figura 2.6

& &)

Figura 2.6: Grafos simples - construido pelo autor



2.2 Grau do vértice de um grafo

O grau d(v;) (ou valéncia) de um vértice v; em um grafo nao direcionado é igual
ao numero de elos incidentes no vértice, quando houver um lago, deveremos contar

duas vezes o valor do vértice.
Seja G = (V, E) um grafo:

e Diz-se que um elo é incidente com o vértice v, se v for um vértice-extremidade

de e. Nesse caso, diz-se também que v é incidente em e;

e Dois elos incidentes no mesmo vértice sdo adjacentes (elos e e ey na figura 2.5

sao incidentes com mesmo vértice vy e, consequentemente, sao adjacentes );

e O grau de um vértice v, notado por d(v), é o nimero de elos do grafo que sdo
incidentes com v, contando cada lago duas vezes. Pois, corresponde ao niimero
de vezes que v ¢é vértice-extremidade de um elo. Um vértice de grau 0 é um

vértice isolado, e um vértice de grau 1 é um vértice final;
e Um vértice de um grafo é par ou impar se o grau for par ou fmpar;

e A sequéncia de graus de um grafo consiste nos graus de seus vértices escri-
tos em ordem crescente, com repeticoes se necessario. Para os grafos da fi-
gura 2.7, essas sequéncias sao ((1,1,2,2,2)(grafo I)); ((1,1,2,2,2)(grafo II); e
((1,2,3,4,8)(grafo III).

Figura 2.7: Grau do vértice - [7]

Os grafos em I e I tém dois vértices finais e trés vértices de graus 2. O grafo
em /1] tem um vértice final, um de grau 2, um de grau 3, um de grau 4 e um de
grau 8.

Observando a Figura 2.8 logo abaixo podemos constatar:



V2 NE *Vo

Vs

Vi
Vs Ve V7

Figura 2.8: Grafo com 9 vértices e 12 elos - [7]

e vértices vy e vy sao adjacentes;

e vértices v, e v3 nao sao adjacentes;

e clos(vy , vy ) e (ve , v3) sdo adjacentes;

e clos (v1 , v9) e (v3 , v4) ndo sdo adjacentes;

e vértices vz e vy sdo incidentes com o mesmo elo ( vz , vy), e nenhum outro

vértice é incidente com esse elo;

e os graus dos varios vértices sao: d(vy)=2; d(v2)=8; d(v3)=3; d(vs)=1; d(v5)=2;
d(ve)=3; d(v7)=4; d(vsg)=1 e d(vg)=0.

Consideremos agora o grafo com cinco vértices e oito elos conforme a figura 2.9 .
Para esse grafo, tem-se d(vy)=3; d(v2)=4; d(v3)=4; d(vs)=3, d(vs)=2. Observe que
d(vy)+d(ve)+d(vs)+d(vg)+d(vs) = 3+4+4+3+2 = 16 = 2 - 8 que € justamente duas
vezes o numero de elos do grafo. Esse resultado nao é coincidéncia e é estabelecido

pelo teorema a seguir:

Figura 2.9: Soma dos graus do vértice - [7]

Teorema 2.1 Para um grafo G = (V, E), tal que V={vy,va,vs,...,v; } (|V]| =1)
e E={ej,va,€3,...,¢; } (|E| =j), tem-se:
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n

> d(vi) =2j (2.1)
i=1
Teorema 2.2 Em um G = (V,E), tal que: V={vj,vs,03,...,0; } e

E={e1,vs,€3,...,€; } =j o namero de vértices impares é sempre par.

Prova: Seja V o conjunto total dos vértices de um grafo G, que pode ser escrito
como V = PJ I, tal que P é o conjunto dos vértices pares e I, o conjunto dos vértices

impares. Como no resultado estabelecido pelo teorema 2.1, podemos escrever:

2j =Y dv) =Y dv.) + Y d(vy) (2.2)

veV ueP wel

Assim:

S d(w) =2j = 3 d(wa) 23)

wel ueP

Podemos observar que a diferenga acima é um niimero par, uma vez que ¢ a

diferenga de dois numeros pares. Como cada um dos termos na soma
E d(vy)

¢ impar ( uma vez que cada um deles é o grau de um vértice impar) e como essa
soma é par, deve existir um nimero par desses termos ( uma vez que a soma de um

nimero impar com um niamero impar é sempre impar) ¢.

2.3 Aplicacoes

Vamos citar uma situacao em que vocé é convidado para uma festa infantil,
recebe o convite e junto estd um mapa com uma das rota de acesso ao local da festa
mostrado na figura 2.10

Observamos na figura 2.10 que o mapa é impreciso, porém todos os convidados
que o receberam, chegaram a casa nova para a comemoracao do aniversério.

Imaginemos agora que vocé seja um taxista e um cliente lhe desse um enderego
que vocé nao conhecesse, nesse momento vocé precisaria de um GPS e que a rota

estivesse de forma precisa inclusive com as indicagoes de mao e contramao nas ruas
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Figura 2.10: Fonte: https://aniversariovoizaura.wordpress.com/

além das placas de sinalizagao, conforme Figura 2.11.

LADEIRA DA
BARRA

PRAIA DA
BARRA

[ Vias com sentido duplo
[ Vias com sentido Gnico - dire¢ao Barra
Vias com sentide dnico - direcae Ondina
¥ Vot
N ® Trecho blogueado.

(® Estaclonamento Prolbldo

<@ Trecho em obras
= Velcules auterizados

Figura 2.11: Fonte: http : //s2.glbimg.com/iyEQ51L0ZsPH;LugOJzL605c2¢c =
/s.glbimg.com/jo/gl/ f Joriginal/2014/03/14/mudancayarra.jpg

Agora pensemos em um carpinteiro que ird colocar uma parte de um movel em
uma estante. Ele deverd construir esse mével com medidas precisas para que caiba
no espaco destinado: se a medicao for errada, nao vai caber por ser grande demais ou
ficar folgado, se for pequeno demais. Entao o ideal é que esse moével seja construido
com as medidas certas.

Mas qual é a largura da estante? podemos medi-la apenas olhando para ela e
dizer que é mais ou menos 80 cm, claro que nao.

Um instrumento bastante utilizado para resolver essa situacao ¢ uma trena para
fazer a medigao e em seguida constatar que sao exatamente 77,6 cm o espago para
colocar o moével na estante.

O carpinteiro usou uma medida de comprimento, a trena, que tem graduacoes
em centimetros e em milimetros: a trena ird nos possibilitar uma simplificacao da
realidade que é a medida real, ou largura real da estante. Porém com o espaco
medido dessa forma nao nos importa se no lugar da estante tivéssemos um motor
de um carro, por exemplo. Com o instrumento que foi medido o espago na estante
que foi a trena, nao irfamos obter uma medida tao precisa, e para medir meio litro

de suco ou um mililitro de um medicamento injetavel. O problema, continuaria a
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ser o mesmo e nesse caso estariamos trabalho com uma simplificagao da realidade.
6]

Em grande parte de nossas atividade, estaremos trabalhando com modelos, sem
percebermos. Em contra partida, todas as ciéncias trabalham com modelos.

Um malha rodoviaria, como podemos ver na figura 2.12 ¢ um modelo de uma
regiao que, dependendo de nosso percurso, iremos precisar de algumas informagoes
que ela apresenta e que, sem duavida, alguma é uma simplificacao da realidade que

é a regiao verdadeira.

ot Cabedl

Cabeddo

Figura 2.12: Fonte: http://www.mapas-brasil.com/imagens/paraiba.jpg

O mapa nos mostra diversas cidades das quais temos a area urbana abrangendo
a vizinhanga de outra, além de diversas rodovias e quais sao as mais importantes.

Imaginemos agora que a nossa atribuicao seja de um guia turistico e para isso é
importante que saibamos as distancias entre as intersecoes das estradas, o que vai
nos permitir calcular se devemos percorrer de um determinado local a outro, ou seja,
diretamente ou passando entre diversas cidades. Teremos dados sobre estas, preco
de hotéis, informagoes de compras, espetaculos, etc, que irao nos permitir fazer uma
analise financeira antes, para saber o quanto iremos gastar. E assim construir o
modelo de viagem ideal.

Até o presente momento apresentamos modelos que procuravam reproduzir re-
lacoes espaciais - esquema, plantas, mapas.

Os modelos podem também representar outros tipos de relagao. Um professor de
matematica pode construir um modelo do relacionamento entre seus alunos apenas
pedindo para que cada colega indique o mais préoximo em termos de amizade. Depois
o professor escreve o nome no quadro branco e coloca setas de um amigo para o
outro, indicando o que tem mais amizade. A esse modelo chamamos de sociograma.
Observe a Figura 2.13

Podemos ver um modelo de sociograma na Figura 2.13, que possivelmente temos
uma aluno novato (Jainara), justamente pelas conexoes existentes, além de verifi-
carmos que Maria Eduarda e Eliseu sao mais sociaveis. Ja Vitoria so se relaciona
com Eliseu. E a partir desse modelo podemos analisar diversas situacoes nas quais

o grupo esta envolvido.
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» Manuela

Alice < /
\ Pedro
\ /Jainara

Maria Eduarda
Eduardo /

Vitoria

Milena /
Ellseu

Figura 2.13: Conexao entre pessoas - construido pelo autor

Logo, podemos ter modelos que nao envolvam valores numéricos como o exemplo
da figura 2.13, e outros que tenham apenas rela¢oes numéricas, quando usamos uma
malha rodoviaria por exemplo. Nesses dois exemplos apresentados tratamos de
modelos que nos mostram um certo tipo de organizacao, um deles indicados por
pontos (cidade, pessoas) e o outro por ligagoes ( estradas, ou ligacao afetiva). Para
os pontos temos o envolvimento de muitos valores numeéricos, enquanto que no outro
exemplo, o que nos interessou foi quais elementos estavam envolvidos e se tinham

conexao ou nao.
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Capitulo 3

Grafos Planares

3.1 Definicoes

Uma das principais relagoes que podemos associar aos grafos planares esté
relacionada com a cartografia, que com o passar do tempo originou a necessidade
de um estudo especifico para as combinagoes de cores para diversificar as regioes
descritas nos mapas. A associacao de grafos planares deixou de ser uma exclu-
sividade para o estudo especifico dessa area e passou a abranger outros estudos
nos quais a aplicacdo do estudo de grafos planares se faz necesséario e de suma
importancia para o perfeito funcionamento. Estamos falando dos circuitos elétricos
VLSI (Very Large Scale Integration), que em livre tradugao temos: integragao em
escala muito grande. Porém, nao iremos realizar um trabalho em especifico sobre
o VLSI, utilizamos apenas como um exemplo para abordar o assunto de grafos

planares apresentado aqui.

As definicoes e os teoremas apresentados nesta secao, foram elabora-

das a partir das seguintes referéncias bibliograficas: [5],[7], [6].

Def 3.1 Um grafo é planar se seu esquema puder ser tragado em um plano de
modo que dois elos quaisquer se toquem, no méaximo, em alguma extremidade.
De acordo com a defini¢ao acima, o estudo dos grafos planares nao precisa ser

estudado com uma orientagao, ou seja, uma grafo orientado.
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Observem a Figura 3.1, ela mostra a representacao de um grafo com 4 vértices

em sua forma planar.

2

Figura 3.1: Grafo planar - construida pelo autor

Porém um grafo, pode nao representar uma forma planar conforme podemos ver

na Figura 3.2.

Figura 3.2: Grafo nao planar - construida pelo autor

Mesmo a Figura 3.2 nao apresentando ser um grafo planar, em termos gerais
podemos considerar que um grafo com 4 vértices é planar conhecida a sua forma
topologica, ou seja, um grafo que seja desenhado com cruzamento pode ser um grafo
planar, desde que seja possivel redesenhéa-lo sem cruzamento. A figura 3.2, da forma
que esta construida, nao parece um grafo planar; porém, depois de redesenha-lo,
conforme a figura 3.1, sem o cruzamento dos elos, podemos dizer que um grafo com

4 vértices é planar [3].

3.2 Fo6rmula de Euler

De acordo com [7] Def 3.2: Um grafo planar G particiona o plano em um
ntmero de regioes chamadas faces de (G. Mais precisamente, se x ¢ um ponto do
plano que nao estd em G, isto €, nao é vértice de G ou um ponto sobre qualquer elo
de G, entao a face de G contendo z é definida como o conjunto de todos os pontos

do plano que podem ser acessados a partir de z, por meio de uma linha (reta ou
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curva) que nao cruza qualquer uma dos elos de G ou passa por qualquer vértice de
G.

Observemos a Figura 3.3 que tem quatro faces, e vamos identificd-las como
f1, fa, f3 e fi, podemos ver que a face f; nao é limitada, geralmente é chamada
de face exterior a G, enquanto as demais faces estao limitadas pelos vértices e cha-

mada de face interior.

fa

Figura 3.3: Grafo plano de 4 faces

Logo, qualquer qualquer grafo plano tem uma face exterior. Para qualquer ou-
tra face desse grafo, ela serd limitada por um caminho fechado e chamada de face
interior. O ntmero de faces de um grafo plano G pode ser denotado por f(G) ou
apenas por [ (denotado no exemplo da figura 3.3)

Vamos observar agora mais um exemplo para os grafos Gy, Gy e G3.

G1

<N

Figura 3.4: Grafo plano de 5 faces

G2

v fa
f2

Figura 3.5: Grafo plano de 5 faces
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Figura 3.6: Grafo plano de 7 faces

Podemos facilmente identificar, respectivamente, que G, G5 e G3 tem 5, 5, e 7
faces.

Teorema 3.1 - Férmula de Euler Seja G um grafo conectado plano e seja:

e n - 0 numero de vértice de G,
e ¢ - o nimero de elos de G,

e f - o nimero de faces de G.

Entao:
n—e+ f=2.

Tomemos como exemplo a Figura 3.3, que tem 11 vértices, 13 elos e 4 faces,
n —e+ f = 2, sendo esse um grafo conectado. Agora tomemos como exemplo a
Figura 3.5, que tem 9 vértices, 11 elos e 5 faces. Como esse grafo nao é conectado,
a formula de Euler nao é vélida. Ja na Figura 3.6 podemos ver que existem duas
conexoes que conectam o grafo central ao maior, possibilitando assim a féormula de
Euler.

Corolario 1 do teorema 3.1 Seja G um grafo plano com n vértices, e elos, f

faces e k componentes conectadas, entao:
n—e+f=k+1

Corolario 2 do teorema 3.1 Sejam G e G5 dois grafos planos que sao ambos,
diferentes desenhos do mesmo grafo planar G. Entao f(G1) = f(Gs), ou seja, Gy e
(G5 tem o mesmo namero de faces.

Vamos observar o exemplo da Figura 3.7 que ¢ isomorfo (topologicamente igual)
aos grafos G1 e G5 e, portanto, como mencionado antes, G mesmo tendo elos cru-
zados é um grafo planar. Como podemos verificar na Figura 3.7 f(G1) = f(G>).

Def 3.2 Seja ¢ a face de um grafo plano G. O grau da face de ¢, denotado por

d(p), € o namero de elos da fronteira de .
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Figura 3.7: Grafos planos isomorfos

Podemos observar que d(¢) > 3 para qualquer face interior ¢ de um grafo planar
simples.

Teorema 3.2 Seja G um grafo planar simples com e elos e n vértices, em que
n > 3, entao e < 3n — 6.

Para o teorema 3.2 é necessario e suficiente considerar que estamos falando de
grafos conectados, caso contrario, pode-se acrescentar elos: note que a adicao de
elos de forma que venha a deixar o grafo conectado, nao iré interferir no resultado,

dado que a desigualdade é e < 3n — 6.

Corolario 1 do teorema 3.2 Se G = (V, E) é um grafo simples planar, entao

G tem um vertice v de grau menor que 6, isto é, 3 v € V' com d(v) < 5.

3.3 Aplicacao de grafos planares em circuitos elé-

tricos

Ao compreendermos a ligacao dos elementos de um circuito, podemos definir de
forma simplificada algumas de suas propriedades relacionadas como topologia e a
geometria do circuito. E essas propriedades sao independentes do tipo de elementos
usados.

Segundo [2] Um grafo ligado (connected graph) ¢ aquele em que existe ao menos
um caminho entre quaisquer dois dos seus noés. Se tal nao se verifica, tem-se um

grafo disconexo (disconnected graph).
Grafo: ramo (malha) e né

A construcao é realizada apenas por linhas, ao invés dos elementos de simbolos
elétricos, seus respectivos pontos de conexao sao conhecidos como nés (nodes), cons-
tituido um grafo (graph) do circuito. Com esta representacao simplificada, podemos
facilmente identificar a sua topologia, facilitando assim o entendimento sistematico

do circuito.
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Circuito/Grafo planar

Iremos nos restringir aos circuitos onde todos os ramos ou malhas sao represen-
tados em um plano, ou seja, um circuito planar ou sem cruzamentos em sua malha.
Podemos observar na figura 3.8 abaixo, um circuito planar (a), e em seguida o seu
respectivo grafo (b). Na mesma figura 3.8 temos um circuito nao planar, pois nesse
circuito temos um cruzamento de ramos em sua malha, observamos a resisténcia R,
colocada entre os nos nl e n6 na figura 3.8 (c), nao estd no mesmo plano que os
demais elementos do circuito. Se estivesse, estaria colocada entre os nés nl e n2,

que por sua vez estaria coincidente com o né n6, isto é, o circuito sé6 teria 5 nos.

(a) (b) (c)

Figura 3.8: Circuito planar/nao planar [2]

Podemos relacionar os elementos do circuito da figura 3.8 (a) com a mesma
figura 3.8 em (b), que representa o grafo desse circuito: VG < b4; R1 > 02; R2 <>
b3; R3 <+ b5; R4 < b6;eR5 <> bl.

Malha de um circuito

Designamos por malha um conjunto de ramos de um grafo que formam um
caminho fechado (closed path). No grafo do circuito da figura 3.8 (b) podemos
definir algumas malhas compostas pelos ramos: b1, b4 e b6; pelos bl, b2 e b3; pelos
b3, b5 e b6; pelos b2, b3, b6 e b4; b1, b2, b5 e b6.

Arvore e galho de um circuito

Uma arvore (tree) de um dado grafo é um conjunto de ramos desse grafo que
interligam todos os nés sem criar malhas. No grafo de um circuito, que é tnico,
podem-se definir varias arvores. Na figura 2a e 2b, apresentam-se duas possiveis
arvores do grafo da figura 3.8 (b). Na figura 3.9 eliminou-se os ramos b3, b4 e b6, e
na figura 2b, os b1, b5 e b6.
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nl n3 nl b2>—8—H3—® n3
n2 n2

h5

£ﬂ4 n4

(a) (b)

Figura 3.9: Arvore do grafo [2]
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Capitulo 4

Probabilidade e Percolacao

4.1 Modelo probabilistico

Para a compreensao do que vem a ser um modelo probabilistico faz-se necessario
o entendimento do que vem a ser um experimento aleatério. Tal experimento é
a realizacao de uma situacao fisica que pode ser repetida nas mesmas condigoes
quantas vezes quisermos.

Def 4.1 Para cada experimento € do tipo que estamos considerando, defini-
remos o espago amostral como o conjunto de todos os resultados possiveis de tal
experimento aleatério denotado por €2, supomos que €2 é enumeravel. E iremos
representar um subconjunto A C ) como um evento.

Vejamos, ao lancarmos um dado ndés nao podemos prever qual o niimero que
ird ocorrer. Da igual forma, quando lan¢gamos uma moeda nao podemos prever se
ocorreréa cara ou coroa. Experimentos desse tipo sao aleatorios.

Vejamos os seguintes exemplos:

Langando dois dados iguais e nao viciados ( ou seja, com probabilidades iguais
de obtermos umas das seis faces voltadas para cima), queremos verificar qual é a
chance de obtermos um ntmero par em cada dado. vamos observar de forma sucinta

todas as possibilidades de resultados dos dois dados na figura 4.1 logo abaixo:

w2 () | B | B | £
] | (11 | (1L,2) | (13) | (1,4) | (1L,5) | (L6)
fJ [ (21) | (22) | (2,3) | (24) | (2,5) | (2,6)
) | 31) | (32) | (33) | (34) | (35) | (3,6)
1 (41) | (42) | (43) | (44) | (44) | (46)
(51) | (52) | (53) | (54) | (55) | (56)
(6,1) | (6,2) | (63) | (64) | (65) | (6,6)

Figura 4.1: Tabela dois dados - construida pelo autor
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No total temos 36 resultados possiveis.

Agora devemos escolher, dentre todas essas possibilidades, os eventos ou
evento que estamos procurando. Vamos analisar a probabilidade de obtermos no

langamento desses dois dados uma soma que cujo resultado seja 8 (0ito).

Observando a figura, destacamos todas as possibilidades cujo o resultado satisfaz
a proposta do exemplo que é obtermos uma soma 8(0ito) no lan¢amento desses dois
dados.

vl I 0 S A N A S B B -
(1,1) | (1,2) | (3,3) | (2,4) | (1,5 | (1,6)
(2,1) | (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
(3,1) | (3,2) | (3,3) | (34) | (3,5)

(41) | (42) | (43)  (44) | (45)
(51) | (52) | (53) @ (54) | (55)
(6,1) | (6,2) | (6,3) @ (6,4) | (6,5)

’

B G I

Figura 4.2: Lancando 2 dados e vendo todas as possibilidades do resultado ser 8 -
construida pelo autor

Definido os eventos que precisamos analisar temos:
A={(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}

Para calcular a probabilidade temos:

#A
P(A) = —
- 55
Em nosso evento, temos a seguinte probabilidade:
#A 5
P(A) = — = — =~ 0,1388...
Def. 4.2 [§]

O complementar de um evento A é o evento que ocorre se A nao ocorrer, e

escrevemos assim a notagao: A€ é o evento complementar do evento A
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Def. 4.3 [8] Seja F uma classede subconjuntos de €2 serd P se somente se:

1. Ae F= A e F,

2. Se A, € Fparan=1,2,3,..., temos J,_, A, € F.

Para o caso em que o espago amostral é enumeravel, podemos escrever {2 como

Q= {wi,ws,ws,..., }, entdo A em F, logo:

P(A) =Y plw)

Pwi;EA

Def. 4.4 [8] (Definicao axioméatica) Uma probabilidade é uma funcdo P a
valores reais definida em uma classe F' de eventos de um espago amostral {2 , que

satisfaz as seguintes condigoes:

1.0<PA)<L,VeF
2. P(2) =1.

3. Aditividade enumeravel: para qualquer sequéncia A;, A, --- € F e dois

eventos dois a dois disjuntos, ou seja, nao tem elementos em comum.

P ([] AZ) " Py

A tripla ({2, F, P) é chamando um espaco espago de probabilidade.

Def. 4.5 [§] Seja A e B eventos de (2, espago amostral. A e B sao ditos
independentes se e somente se: P(AN B) = P(A) - P(B)

Def. 4.6 [8] Uma variavel aleatéria X em um espago de probabilidade

(2, F, P) ¢ uma fungao a valores reais definida em (2, tal que

{X<z}={w €2: X(w)< z} eF
, para todo X € R.
Def. 4.7 [§] {X < z} € F significa que {X < z} é um evento aleatorio.

Quando os valores de X forem finitos ou infinitos enumeraveis, podemos dizer que

X é uma variavel aleatoria discreta. Porém, se X assumir valores em um intervalo
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de ntmeros reais, X sera uma variavel aleatoria continua.

Def. 4.8 [8] Um vetor (X;, Xs,...,X,), onde cada X;,i = 1,2,...,n, é uma
variavel aleatoria, é chamado vetor aleatorio. Em particular, se cada X; é discreta,

temos um vetor aleatoério discreto.

Def. 4.9 [8] As variaveis X, Xs,..., X, sdo independentes se, para qualquer
conjunto A; CR,7=1,...,n.

n

P(X; € Ay,... . X, € Ay) =[] P(Xi € A)

Def. 4.10 [§] (Distribuicdo Binomial). Vamos supor que um experimento
composto de n repeticoes independentes, onde ha somente dois resultado possiveis:
aberto e fechado, com probabilidades p para aberto e 1 — p para fechado. Seja
X o namero de sucesso nas n repeticoes. A variavel aleatoria X tera distribuicao

Binomial com parametros n e p. (X binomial(n,p)).
Teorema 4.1 [§] Seja X uma variavel aleatoria tal que X ~ binomial(n, p).
Sua fungao de probabilidade seré:

n

plo) = PX =) = (

O estudo da distribuicao binomial estd relacionado diretamente com o nosso

(11— p)" = x=0,1,...,n.
e =0

objeto de pesquisa, pois levaremos em conta o comportamento de um determinado
evento em um espago no qual chamaremos de malha e analisar as probabilidades

desse evento ocorrer em determinadas diregoes.
Teorema 4.2 [§| Seja {Bi, B, ..., B,} uma partigao do espago amostral {2
em eventos de probabilidade positiva, isto ¢, esses eventos sao dois a dois disjuntos,

Q =, B; e P(B;) > 0 para todo A;. Entao, para qualquer evento A:

P(A) =Y _ P(A[B))P(B;)
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4.2 A percolagao

O intuito dessa secao é introduzir com formalismo matematico a nocao de perco-
lacao e ao ver as demonstragoes dos resultados perceber que tipo de raciocinio é

requerido na prova dos resultados.

Ao pesquisarmos sobre o que é percolacao ou como esse processo ocorre, Nos
deparamos com Broadbent e Hammersley [I] que, propuseram o seguinte modelo
para o modo pelo qual o liquido se infiltra através do solo, ou gas através de
uma mascara de gas. Um aglomerado de solo é modelado por uma rede quadrada
bidimensional, de modo que cada um dos locais da rede é conectado aos seus quatro
vizinhos mais imediatos por ligacoes, que podem, se nao forem bloqueados permitir
a passagem de liquido. Essa experiéncia foi realizada no século XX, exatamente no
ano de 1957. Com isso, podemos definir que a percolagao nada mais representa que
uma simples filtracao; é a passagem de um material fluido através de um sistema

solido disperso.

Observamos algumas defini¢oes e conceitos importantes sobre o estudo de
percolagao relacionado aos grafos analisamos como uma das referéncias a dissertagao
de Elcio Lebensztary [10] que possui algumas defini¢des e conceitos apropriados ao
capitulo.

Seja G = (V,E), um grafo infinito e conectado. Para a percolagao de elos,
cada elo do grafo G esta ligado aleatoriamente, compondo uma conexao aberta ou
fechada independente dos demais elos. Quando nos relacionamos aos vértices de um
grafo G, no que consiste em esta aberto (ocupado) ou fechado (vazio) no estudo
de percolacao, chamamos esse como modelo de sitios. Em ambos os modelos esses
eventos acontecem de formas independentes, porém, no nosso objeto de estudo e
pesquisa introduzimos uma dependéncia nos eventos.

A relagao de independéncia que ocorre entre os modelos sejam eles de elos ou
sitios, originam a familia de variaveis aleatorias independente de seus dois valores.
No estudo tradicional devemos levar em consideracao o valor atribuido a cada vértice
o valor 1 quando esse estiver aberto, com probabilidade p € [0,1] , e com valor 0
quando estiver fechado, com probabilidade ¢ = 1 — p. Partindo desses eventos

probabilisticos temos o modelo de percolagao independente, de Bernoulli.

4.3 Representacao de elos independentes

Para o estudo da representacao desses elos, tomemos uma malha hiperciibica em d

dimensdes denotado por (Z¢, E4), onde E? um aglomerado ou rede e seja esses um
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conjunto de sitios vizinhos onde, E¢ = {(z,y) € ||z — y|| = 1}.
Iremos atribuir a cada elo pertencente ao E¢ o status de aberto ou fechado de
forma que X := {X,, e € E4}, como sendo uma distribuicao de variaveis aleatérias

independentes comum de Bernoulli com parametro p, isto é,

Teremos para todo elo € E?, sendo p um ntimero real que varia entre 0 e 1, pelo
qual indicaremos que X, = 1 é um elo que esta aberto, ou seja, com passagem de
fluidos e para X, = 0 indicamos que o elo esta fechado e nao ocorre a passagem

de fluidos. Denotaremos por P, a probabilidade subjacente, P, 4, a dimensao, E, a

esperanca.

No artigo publicado por Fontes[4], um conjunto de elos de E9, e, es,..., e,
n > 1, onde e; = (z4,4;), © = 1,2,...,n, sera dito um caminho se x1,xs, ..., T, se
forem distintos e y; = x;41, ¢ = 1,2,...,n — 1(nao contém circuitos).

Quando todos os caminhos estiverem abertos, dizemos que os seus elos estao
abertos, isto é, X,;, =1, com1=1,2,...,n.

Dois sitios estdo conectados (nota¢do: x <> y) se existir um caminho aberto
€1,62,...,€,, cOMm 1 = € Yy, = y. Quando tivermos conjuntos de elos conectados
entre si, chamaremos de aglomerados e denotaremos por C, e apenas por C' o
aglomerado da origem. Um dos objetivos basicos segundo Fontes[4] para percolagao
¢ calcular o volume do aglomerado da origem denotado por |C|, mais precisamente,
em sua distribui¢ao (que, nota-se, € a mesma que a de |C,|) para todo o sitio x,
devido & invariancia por translagoes de P,). De forma resumida, Fontes procura
saber se o aglomerado infinito ocorre com probabilidade positiva, se assim acontecer,
dizemos entdo que o objeto em estudo pertencente a Z2 que percola. Conforme
dito anteriormente, as nossas observacoes estdo sendo realizadas em Z¢, pois em 1
dimensao, tal estudo apresenta um problema trivial. Por que o problema é trivial?
[4] Se denotarmos por C_ e C, os sitios de C' a esquerda e a direita da origem,
respectivamente, temos que |C| = C_ + Cy + 1 e que |C_| e |C4| sdo variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com P,(|C+| > k) = p".
Logo, se p < 1, P,(|C—| = 00)=P,(|C+| = oo)=limy_oc P,(|C+| > k) = 0 ¢
Py(IC] = 50) < B(|C—| = o) + By(IC+ = o) = 0.

Portanto, com probabilidade 1, nao ha aglomerados infinitos para dimensao 1,
quando P < 1. E evidente que P,(|C| = 0o) = 1. por esse resultado apresentado

por Fontes em seu artigo, iremos realizar nosso estudo para d = 2.

Sabendo que |C] é uma variavel aleatoria discreta, pode assumir valores

1,2,3,...,00. Ou seja, um valor interessante sera.
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0(p) = B,(IC] = o0)

Outra abordagem para o estudo da expressao, seria a partir de:

0(p) =1-) PB(C|=k)

oo
k=

Quando temos um valor pequeno para k fica facil calcular P,(|C| = k), porém
quando o valor de k£ é muito alto, torna-se complicado na forma de combinatoéria
para realizar o célculo e, até o presente momento, nao temos uma forma explicita
para um k genérico. Ja para estudo de (p), teremos uma outra linha de raciocinio.

Um resultado importante para o estudo do modelo de percolagao, é justamente

aquele que comprova uma modificacao de fases em duas ou mais dimensoes.

Teorema 4.3 Para d > 2, existe um valor critico do parametro p, denominado

Pe, 1O intervalo aberto (0, 1) tal que:
O(p) =0, se p < pe,
0(p) > 0, se p > p.

Agora mostraremos um modelo mais detalhado no qual podemos explorar
as propriedades da geometria e de monotonicidade da fungdo 6(p) para isso
utilizaremos o teorema 4.3 e iremos realizar pressupostos adicionais, e em nosso

caso, utilizamos outro tipo de varidveis aleatorias, conforme descrito abaixo.

Seja Z = {Z,,e € E}, é uma familia de variaveis aleatérias independentes
distribuidas uniformemente em [0,1]. Iremos denotar P como probabilidade
implicita.

Segundo Fontes [4], um elo e da rede sera dito p-aberto se Z, < p e p-fechado,
caso contrario. Logo, construiremos um modelo de percolacao de elos, onde teremos
elos p-abertos e p-fechados, seguindo os mesmos critérios para a percolacao de sitios
apresentada mais acima.

Denominaremos como C), o aglomerado de sitios conectados por elos p-abertos
que esta na origem. Observando o modelo padrao apresentado acima, podemos con-

cluir que a distribuigao de probabilidade ocorre de igual forma ao modelo original C'.

Lemad4.1 0(p) é nao-decrescente em p.
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Prova

Em termos do modo padrao, temos que 6(p) = P(|C,| = o0). Por outro lado,
C, C Cy quando p < p', o que é consequéncia de um elo p-aberto ser necessariamente

p’-aberto. Concluimos que.
0(p) = P(|Cy| = 00) < P(|Cy| = 00) = 0(p').

A mesma representacao que p assume de acordo com o lema 4.1, nos garante

definir um valor critico, que é representado da seguinte forma:

P, = sup{p : 0(p) = 0}.

Lema 4.2: §(p,d) é nao-decrescente em d.

Com o Lema 4.2 nés podemos construir outro modelo de percolagao, sendo que
em d dimensoes numa rede d-+1-dimensional, declarando que os elos estejam fechados
do hiper-plano ao restante do espaco, e sendo X os demais elos. Chamando de C o

aglomerado da origem neste modelo, temos que C' C C, logo temos:
0(p) :==0(p,d) = Pp,d+1<|€| = 00) < Pp,d+1(|C| =00) =0(p,d+1).

o que prova o lema 4.2

Proposigao 4.1[4]: Para d > 2 e p suficientemente proximo de 0, temos
0(p) = 0.

Proposigao 4.2[4]: Para d = 2 e p suficientemente proximo de 1, temos
f(p) > 0.

Proposigao 4.3[9]: Para d =2

infp{6(p) > 0} = pe = 3

Veremos a demostracao das proposicoes 4.1 e 4.2, conforme consta no artigo
publicado por Fontes [4]. e os resultados abaixo sao suficientes no primeiro tomemos

p<1/(2d —1) e no segundo p > 2/3.

Prova da Preposicao 4.1
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E suficiente mostrar que X, = E,|C| < oo para o proximo p de 0, pois se

0(p) = Py(|C| = o0) > 0, entao, claramente, X, = co. Podemos escrever.

C] = Tpon (4.1)

zezd

onde [, é a funcao indicadora do evento A, isto é,

1, se A ocorrer,
Iy = (4.2)

0, se A no ocorrer.

e logo

X, =Y B0 ). (4.3)

zeZd

Podemos reordenar a soma acima da seguinte forma

Z Z P, (v esta aberto),

n>0 |y|=n

onde a segunda soma é sobre os caminhos v partindo da origem e de comprimento
n (isto é, caminhos v = {ey,...,e,} em que x; = 0). A probabilidade acima vale p™

independentemente de . logo

X, =Y o(n)p", (4.4)

onde o(n) simboliza o nimero de caminhos saindo da origem e de tamanho n.

Um argumento combinatoério simples revela que, para n > 1,

o(n) <2d(2d —1)"*

Realmente, temos 2d possiveis sitios de destino no primeiro passo do caminho,
enquanto que a partir do segundo até o final, cada passo tem no maximo 2d — 1

possiveis sitios de destinos.

X, <) 2dp[(2d — 1)p]" ' + 1, (4.5)

n>1

30



e para que a série seja convergente, basta tomarmos p < 1/(2d — 1).A
Prova da Proposicao 4.2[4]

O argumento tem sustentacao matematica em propriedades geométricas de Z2,

no qual devemos considerar um rede bidimensional dual de Z?2,

Z2=7"+(1/2,1/2)

Z% ¢ um deslocamento de Z? por 1/2 unidade em cada diregao coordenada.

Volumes finitos superpostos de Z2 e Z2? sdo ilustrados abaixo, o de Z? em linhas

cheias e linhas tracejadas para Z2.

—————————————————————————————————————

Figura 4.3: plano Z?% e Z2

Observemos que existe uma relacao de 1 a 1 entre os sitios e elos de Z2 e aqueles
de Z2, que associa e em Z? ao elo secante a e, denotamos e,, em Z2, como na figura

a seguir

Figura 4.4: plano Z% e Z2

A figura 4.9 pode ser encontrada em [4]. Logo, o nosso modelo de percolagao esta

introduzido em Z2, a partir de Z? chamando e, aberto ou fechado respectivamente.
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Iremos definir como um modelo de percolacao em Z2, criado a partir de Z2,

determinado por e, com elos abertos ou fechados de acordo com e.

Iremos determinar que um circuito ¢ um caminho de elos conectados que se
fecha por sobre si mesmo. Um aglomerado em Z2, que esté ligado a existéncia de
um circuito fechado, ou seja, um circuito de elos fechados em uma rede dual, ao

redor da origem.

A imagem apresentada na figura 4.5, ilustra um aglomerado[4].

Figura 4.5: aglomerado de elos

Com p suficientemente proximo de 1, a probabilidade do aglomerado da origem
é rigorosamente menor que 1.

P, (tem um circuito fechado na rede dual em torno da origem) < Z P, (7 esta

v
fechado), sendo que a soma é sobre todos os circuitos de v ao redor da origem, pode

ser representada na forma:

Z Z P, (7 esté fechado).

n>4 y|=n

A segunda soma é sobre o circuito de v ao redor da origem de comprimento n.
Logo, a probabilidade no interior das somas ira depender apenas de n e vale

(1 — p)™, nesse caso a soma sobre todos os circuitos pode ser representada como:

YA —p)"

n>4

Nesse caso A\(n) determina o nimero de circuitos ao redor da origem em uma

rede dual com comprimento n.
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O argumento de que A(n) denota o numero de circuitos na rede dual ao redor da
origem, produz uma cota superior para A\(n). Qualquer circuito que acontecer na
rede dual em torno da origem, teremos um elo cruzado da rede original, expresso na
forma ((0, k), (0, k+1)), para alguns —n/2 < k < n/2. Apos termos esse elo secante,

cada elo (n — 1) subsequente pode ser colocado no méaximo de trés maneiras:

A(n) <n3" 1, (4.6)

Substituindo na soma expressa logo acima, temos:

> n/3[3(1 - p)]"

n>4

Podemos observar que é uma fungao continua, decrescente em p para p > 2/3,
tendo valor nulo em p = 1. Logo, existe py < 1 tal que a expressao acima ¢é

rigorosamente menor que 1 para p > pg. A
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Capitulo 5

Modelo, Simulacao e Resultados

5.1 Modelo

Em nosso trabalho iremos apresentar um novo modelo de percolagao de elos para
dois fluidos, os elos de Z? serao percorridos em forma de espiral no sentido anti-
horario, partindo da origem, e a cada elo verificam-se quais dire¢oes ainda nao estao
conectadas. Em seguida, faz-se um sorteio uniforme entre as dire¢oes vazias. Por
fim, sorteia-se a realizacao de uma variavel aleatoria binomial de parametros n =2 e
p com valores fixos (entre 0 e 1), se a variavel aleatoria for igual a 0, ndo iremos pintar
o caminho percorrido, logo, seguiremos para o proximo elo, se a variavel aleatoria
for 1 pintamos o elo de vermelho de tamanho 1 e se for 2 pintamos o elo de azul de
tamanho 2. A representacao desse comportamento dar-se-4 no plano discreto, ou
seja, Z2.

Na figura 5.1 temos a representacao do comportamento sequéncial que os elos

irao percorrer:

Figura 5.1: construida pelo autor - Malha inicial
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Observem a Figura 5.2

Figura 5.2: construida pelo autor - Simulagao explicando a dindmica do programa

e 1° sorteamos a dire¢ao. (Estamos no vértice A, pois é o centro);
— Nesse exemplo foi para a direita;

e 2° Sorteamos a cor. (deu nimero 1);
— O namero 1 esta associado a cor vermelho e tamanho 1;

e 3° preenche o elo de acordo com os sorteios realizados e com os critérios apre-

sentados para a construcao de um novo modelo de percolagao.

para a proxima iteragao do programa temos:

Figura 5.3: construida pelo autor - Simulagao explicando a dinamica do programa
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e 1° sorteamos a diregao. (Estamos no vértice B);
— Nesse exemplo a direcao foi para a cima;
e 2° Sorteamos a cor. (deu nimero 2);
— O numero 2 esté associado a cor azul e tamanho 2;

e 3° preenche o elo de acordo com os sorteios realizados e com os critérios apre-

sentados para a constru¢ao de um novo modelo de percolagao.

Finalizamos a nossa simulagao de demostragao com mais uma iteragao do pro-

grama, exemplificando como os elos devem ser visitados e preenchidos.

Figura 5.4: construida pelo autor - Simulagao explicando a dinamica do programa

e 1° sorteamos a dire¢ao. (Estamos no vértice C);
— Nesse exemplo a direcao foi para a esquerda;
e 2° Sorteamos a cor. (deu nimero 2);
— O namero 2 esta associado a cor azul e tamanho 2;

e 3° preenche o elo de acordo com os sorteios realizados e com os critérios apre-

sentados para a construcao de um novo modelo de percolagao.

5.2 Simulacao de sistemas com dois possiveis niveis
de percolacao no Z°

Dado um ntmero p € [0, 1] definimos uma variavel aleatéria binomial de para-

metros 2 e p a qual denotamos por Y. Assim, temos:
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0, com probabilidade (1 —p)? = to,
Y =41, com probabilidade 2p(1—p) = t,
2, com probabilidade p? = t,.

Para simularmos a variavel Y sorteamos um ntimero no intervalo [0, 1] utilizando
um comando no python para gerar esse niimero uniforme no intervalo [0, 1], iremos

denotar esse niimero por x. Teremos trés casos possiveis:
e 1° caso temos 0 < x < ty. Entao Y = 0;
e 2° caso temos tg < x < t; +to9. Entao Y =1,
e 3° caso temos o+t <z < 1,. Entao Y = 2.

Vejamos o exemplo para p = 0,2, nos trés casos nos teremos:

2 _ 04
100

Observemos que para p = 0, 2, teremos uma maior chance que nao ocorra per-

tO:(1_072)

colagao em nosso modelo, pois os elos nao pintados aparecera mais vezes.

32
t1=2-0,2-(0,8) = —
1 ) ( ) ) 100
Aqui teremos alguns elos pintados de vermelho.
4
1o =0,04 = —
2T 100
Aqui quase nao teremos elos pintados de azul.
Observemos a figura 5.2 na qual ilustrando de forma aproximada a probabilidade

para cada cor.

tp=0,64 _ _
e t:=0,32 t i04

i R —

0 1

Figura 5.5: construida pelo autor

5.3 Exposicao dos resultados obtidos computacio-

nalmente

Os resultados de nossa pesquisa consistem em uma apresentacao grafica do com-

portamento dos dois fluidos para diferentes valores de p, onde p é um dos parametros
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da binomial, definida na secao anterior.

Num primeiro momento, simulamos o comportamento dos fluidos para diferentes
valores de p para uma grade especifica. Essas grades sao quadradas com possiveis
lados: 9,11, 15,17 e 19. Entao para um n (lado da grade fixo) simulamos 100 vezes a
dindmica do nosso modelo de percolagao para diferentes valores de p = 0.1,...,0.9.

Contamos para cada uma das 100 simulagoes a quantidade de casos que houve
um caminho da origem até a fronteira. Num segundo momento, tentamos identificar
o comportamento dessa quantidade de sucessos de caminhos até a fronteira, usando

uma aproximacao da forma:

fn(p) = anpbn :

onde a funcado f,(p) representa a quantidade de sucessos para uma grade de lado
n fixa, onde a,, e b,, sao constantes. Para estimar os valores de a,, e de b, usando o

método dos minimos quadrados para

log f,.(p) = log a, + by log p.
Num terceiro momento, para valores fixos de p, fizemos o grafico da quantidade

de sucessos de 100 realizagoes mas, para diferentes tamanhos dos lados das grades

5.3.1 Imagens da Simulacgao

Nesta secao, estaremos apresentando a trés imagens computacional da simulagao

realizada para os respectivos valores de p = 0.5, 0.7 e 0.9.

Figura 5.6: construida pelo autor - com probabilidade p=0.5
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Figura 5.7: construida pelo autor - com probabilidade p=0.7

Figura 5.8: construida pelo autor - com probabilidade p=0.9
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5.3.2 Simulagao do processo para "n” fixo e variando "p”

Nesse primeiro caso n = 9, simulamos 100 vezes para cada valor dep = 0.1,...,0.9.
Analisamos uma funcao crescente, de forma nao linear, conforme podemos observar

abaixo:

Simulagdo numa malha 9x9
Probabilidade (p) Percolou
0,1 0
0,2 0
0,3 1
0,4 4
0,5 9
0,6 31
0,7 42
0,8 70
0,9 94

Figura 5.9: construida pelo autor - Imagem da tabela construida no excel

Construcao do grafico de acordo com a figura 5.9

Simula¢do computacional de percolagdo numa malha9x9

100

80
70 L]
60

50

Quantidades de vezes que houve percolagio

o 01 0,2 0,3 04 0,5 0,6 07 0,8

o

Valores de probabilidade p

Figura 5.10: construida pelo autor - Imagem da tabela construida no excel

Aplicamos o logaritmo neperiano e o método dos minimos quadrados aos
resultados obtidos conforme podemos observar na figura 5.11, e logo abaixo podemos

ver o resultado dessa aplicagao na figura 5.12
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Simula¢é@o numa malha 9x9
Probabilidade (p) Percolou

-2,302585093 #NUM!
-1,609437912 #NUM!
-1,203972804 0
-0,916290732 1,386294361
-0,693147181 2,197224577
-0,510825624 3,433987204
-0,356674944 3,737669618
-0,223143551 4,248495242
-0,105360516 4,543294782

Figura 5.11: construida pelo autor - Imagem da tabela construida no excel

Construgao do grafico de acordo com a figura 5.11

Aplicacdo de ( Ln ) nos resultados de Percolacdo na malha9x9o

y=4,217x+5,2078
R? =0,9867

Quantidades de vezes que houve percolagio

®
14 EF 1 08 06 04 0,2
Valores de probabilidade p

Figura 5.12: construida pelo autor - Imagem da tabela construida no excel
Em seguida, optamos por obter uma aproximagao do tipo:

fo(p) = aop™.

Por conseguinte, estimamos os valores de ag e de by. Usaremos a aproximagao

anterior ao utilizar o método dos minimos quadrados para:

log fo(p) = log ag + by log p.
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Os valores estimados foram ag = 182,69 e by = 4,217. Uma observacao para o
valor do RZ que nos diz a quao boa foi aproximagao pois, quanto mais proximo ao
ntimero 1 melhor, para encontrarmos os resultados, usamos o método dos minimos
quadrados. Neste caso, nos tivemos R2 = 0,9867. Na sequéncia, noés calculamos os

valores de a,,, b, e R? para n =11,13,15,17 e 19. O que nos permitiu preencher a

seguinte tabela:

Valores aproximados usando método dos
minimos quadrados na fung¢do Ln
2

Malha (nxn)| a, b, R,
9%9 182,69 | 4,217 0,9867
11x11 251,59 | 5,564 0,9596
13x13 365,80 | 7,854 0,9410
15x15 305,30 | 7,979 0,9416
17x17 229,68 | 6,367 0,9329
19x19 436,20 | 9,433 0,8635

Figura 5.13: construida pelo autor

Podemos observar logo abaixo na figura 5.6 uma tabela construida com os valores
de ag, a1, a1z, ais, a7, a9 € respectivamente com os valores de by, bi1, b1z, b1, b17
e byg. Para cada um desses temos associados as estimativas para os valores da
probabilidades p = 0.1,...,0.9. Preenchemos, assim, todos os valores da tabela,

utilizando o mesmo raciocinio e plotamos esses resultados no grafico na figura 5.7.

bn
fo(p)=an(p)
. b9 b1l b13 b15 b17 b19
Probabilidade "p" as(p) " |a11(p) ais(p) ais(p) ai7(p) as(p)
0,1 0,0111 0,0007 0,0000 0,0000 0,0001 0,0000
0,2 0,2061 0,0325 0,0012 0,0008 0,0081 0,0001
0,3 1,1396 0,3100 0,0286 0,0205 0,1076 0,0051
0,4 3,8336 1,5366 0,2740 0,2040 0,6721 0,0769
0,5 9,8237 5,3182 1,5811 1,2101 2,7827 0,6311
0,6 21,1925 14,6665 6,6199 5,1832 8,8842 3,5236
0,7 40,5973 34,5795 22,2152 17,7323 23,7065 15,0833
0,8 71,2934 72,6919 63,4042 51,4617 55,4757| 53,1537
0,9 117,1546|  139,9904| 159,9080|  131,7134| 117,4332| 161,4563

Figura 5.14: construida pelo autor - Tabela da fungao f,(p)

Podemos analisar o comportamento de cada fun¢ao com suas respectivas malhas

e probabilidades “p” no gréfico logo abaixo na figura 5.7.
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180,0000
165,0000
150,0000
135,0000
120,0000
105,0000

£ 0,000

60,0000
45,0000
30,0000
15,0000

0,0000
0,0

Grafico da fungao f,(p)=a,(p)b"

—

11x11
1313
15x15

1717

—19x19

0,2 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,3 1,0

Probabilidade "p"

Figura 5.15: construida pelo autor - grafico da funcéo f,(p)

Nas demais malhas, observamos um padrao que nao nos auxilia a uma con-
clusao precisa sobre o comportamento dos fluidos no que diz respeito a haver uma
probabilidade positiva de existir um caminho do centro até o infinito. Por outro lado,

na sequéncia, analisamos para valores de “p” fixos a chance de haver um caminho

da origem até a fronteira com diferentes tamanhos de malhas.
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5.3.3 Simulagao do processo para p fixo e variando n

Ao obrservarmos a figura 5.6, podemos concluir que quando aumentamos o nimero
de malhas a quantidade de vezes que ocorreu a percolacao numa probabilidade
p=0.3,p=04 p=0.5ep=0.6 vai diminuindo, observemos em p = 0.6, numa
malha 9 por 9 de acordo com a figura 5.16, temos 31 percolagoes, na medida em
que aumentamos a malha, com a mesma probabilidade, o niimero de percolagoes
ird diminuindo. Obtemos certa estabilizagdo nos numeros de percolagoes a partir
de p = 0.7, conforme podemos observar na tabela de resultados das simulagoes

computacionais na figura 5.8

RESULTADOS DAS SIMULACOES COMPUTACIONAIS
Probabilidade Malhas (nxn), e quantidade de vezes que ocorreu a percolagdo
“p" 9x9 11x11 13x13 15x15 17x17 15x19
0,1 0 0 0 0 0 0
0,2 0 0 0 0 0 0
0,3 1 0 0 0 0 0
0,4 4 1 0 0 0 0
0,5 9 7 1 0 0 0
0,6 31 22 9 4 7 2
0,7 42 36 37 23 31 32
0,8 70 81 73 72 71 75
0,9 94 94 97 94 89 95

Figura 5.16: construida pelo autor: Resultado geral das simulagoes

5.3.4 Simulacgao para um valor de probabilidade p fixa em 0.5

com diferentes tipos de malhas.

Iniciaremos o estudo nessa se¢ao com uma tabela e grafico (figura 5.9), mostrando
a partir do surgimento considerével dos caminhos percorridos do centro de nossa
)

malha até a extremidade, ou seja, aos demais valores de probabilidade ”p” nao

obtivemos valores significativos para o comego das anélises.
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Simulagde em diferentes malhas

Probabilidade (p)

Malha

Percolou

9x9

11x11

13x13

15x15

17x17

clolo|r|w|w

19x19

Figura

Quantidades de vezes que houve percolagio

Resultado da simula¢do computacional de percolagdo com probabilidade P

11x11

L

fixa

o

13x13 15x15

Tipos de malhas

5.17: construida pelo autor

17%17

1919

Como podemos observar a figura 5.9, a medida em que aumentamos o nimero

de malhas, diminui a quantidade de caminho que parte do centro até a fronteira

contudo, isso nos mostra que 0,5 < p..

Conforme podemos observar, a figura 5.10 para os valores de p = 0.6, p = 0.7 e

p = 0.8, tem um padrao de caminhos comeca a ser tragado a partir da probabilidade

p = 0.7 em diante.

Simulacdo em diferentes malhas Simulacdo em diferentes malhas Simulagdo em diferentes malhas
Probabilidade (p) |[Malha Percolou Probabilidade (p) |[Malha Percolou Probabilidade (p) |[Malha Percolou
0,6 9x9 31 0,7 9x9 42 0,8 9x9 70
0,6 11x11 22 0,7 11x11 36 0,8 11x11 81
0,6 13x13 9 0,7 13x13 37 0,8 13x13 73
0,6 15x15 4 0,7 15x15 23 0,8 15x15 72
0,6 17x17 ¥ 0,7 17x17 31 0,8 17x17 71
0,6 19x19 2 0,7 19x19 32 0,8 19x19 75
Figura 5.18: construida pelo autor

Para ilustramos melhor a regularidade dos caminhos verificados do centro da

malha até a fronteira, para diferentes tipos de malhas e com probabilidade p = 0.9

observemos a figura 5.11 com a tabela e seu respectivo grafico:

Simulagio em diferentes malhas

Percolou

0,9

9x9

94

0,9

11x11

94

0,9

13x13

97

0,9

15x15

94

0,9

17x17

89

0.9

19x19

95

Quantidades de vezes que houve percolagdo

Figura

0

dasi

11x

a1 133

probabilidade P fixa

97
5 94 94 9

I I I I Eg I
%o

15x5 177

Tipos de malhas

5.19: p fixo, malha 9x9
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Capitulo 6
Conclusao

No processo original de Bernoulli no qual todos os elos tém a mesma chance
de estarem abertos e independentes dos outros, a probabilidade critica para haver
percolagao ¢ p. = 0.5. No nosso caso, o fluido vermelho de tamanho 1 tem uma
probabilidade que é no maximo 0.5. Portanto, isso justifica o fato de nao haver
percolacao da cor vermelha e o fluido de cor azul possuir dois elos, se comparado ao
processo de Bernoulli a probabilidade critica teria de ser menor que \/g (produto
dos elos) que é aproximadamente 0,707. De fato, os resultados computacionais
indicam que percolacao ocorre para valores de p menores que 0.7. Ou seja, de certa
maneira o nosso modelo nao esta sendo tao inovador. Porém, percebemos que algo
pode acontecer se invertermos as probabilidades da binomial de parametros 2 e p,
da seguinte maneira: se Y = 1 com probabilidade 2p(1 — p), pintamos o fluido azul
(dois elos) e com probabilidade p?,Y = 2, pintamos o fluido vermelho com apenas
um elo. Se usarmos o raciocinio anterior, de tirarmos a raiz quadrada, um elo do
fluido azul pode corresponder a uma probabilidade maior que 0,5, o que poderé
indicar percolagao e ao mesmo tempo o fluido vermelho pode ter uma probabilidade
também maior que 0.5 (Esta observacao nos parece ser valida, justamente por

compararmos 1 ou 2 elos).

O nosso trabalho tem um prosseguimento natural o qual pode contribuir para
desdobramentos interessantes. O modelo proposto inicialmente (com dependéncias)
nao aparenta ter comportamento diferente do de Bernoulli, mas surgiu a partir do

trabalho uma nova proposta que pode vir a oferecer resultados mais interessantes.
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Apéndice A

Programas

A.1 Programa gerador do grafo - ponte de Konigs-
berg ( Figura 1.2 )

import networkx as nx

import pandas as pd

import scipy as sp

from scipy import stats

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.path as mpath
import matplotlib.patches as mpatches

Path = mpath.Path

fig, ax = plt.subplots()

ppl = mpatches.PathPatch(

Path ([(3, &), (3, 4), (1.5, 3.5), (3, 3), (3, 2), (3, 2),(1.5,
3.5),(0.5, 0.5) 1,

[Path.MOVETO, Path.CURVE3, Path.CURVE3, Path.CURVE3, Path.
CURVES,
Path.CURVE3, Path.CURVE3, Path.CLOSEPOLY]),

fc="none", transform=ax.transData)
ax.add_patch (ppl)

ax.plot ([0.75], [0.25],)
ax.set_title(’Modelagem da antiga ponte de konigsberg?’)
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G=nx.Graph ()

# Adicionar nos especificando suas posicoes
G.add_node(’1’, pos=(3, 5))
G.add_node(’2’, pos=(3, 2))
G.add_node(’3’, pos=(1.5, 3.5))
G.add_node(’4’, pos=(5.5, 3.5))

Adicione bordas definindo peso e rotulo

.add_edge(’1’,°4° ;weight=1, )#label=’0.27)
.add_edge(’1°,°2’ ,weight=0, )#label=’1.4")
.add_edge(’3’,°2’ ,weight=0, )#label=’0.97)
.add_edge(’3’,°4° ,weight=1, )#label=’2.07)
.add_edge(’4°,°2’ ,weight=1, )#label=’2.07)

Q Q Q Q Q H

#Estrutura solida e tracejada das bordas e pontas
elarge=[(u,v) for (u,v,d) in G.edges(data=True) if d[’weight’]
>0.5] # ( borda solida)
esmall=[(u,v) for (u,v,d) in G.edges(data=True) if d[’weight’]
<=0.5] # (ponta tracejada)

#Recuperar as posicoes de nos de grafico e salvar em um
dicionario

pos=nx.get_node_attributes (G, ’pos’)

# Desenha nos

nx.draw_networkx_nodes (G,pos,node_size=500, node_color=’orange
7)

# Desenha arestas

nx.draw_networkx_edges (G,pos,edgelist=elarge, width=1,
edge_color=’black’) #cor das arestas com conexao

nx.draw_networkx_edges (G,pos,edgelist=esmall, arrows=False,
width=1,

alpha=0.9,edge_color="b’,style=’’) #cor das arestas sem
coneaoo, dashed=tracejado

# Desenhar rotulos de no

nx.draw_networkx_labels (G,pos,font_size=18,font_family=’sans-
serif’)

# Desenhar rotulos arestas

edge_labels =dict ([((u, v), d[’label’])

for u, v, d in G.edges(data=True)])

nx.draw_networkx_edge_labels (G, pos, edge_labels=edge_labels)
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p
#

p

A.2 Programa gerador do grafo - Relacao de mem-

#

C

@

1t.axis(’on’) #cor de fundo da imagem
plt.savefig("communication_authority_graph.eps",
) # save as eps

1t.show() # display

bros da familia ( Figura 2.1 )
-*- coding: utf-8 -*-

reated on Wed Oct 04 18:12:19 2017

author: Jaelson dos Santos

matricula: 20161007620

i
i
i
f

i

Q Q Q0 Q Q Q@ H

G
#
G
G.
G
G

mport networkx as nx
mport pandas as pd
mport scipy as sp

rom scipy import stats

mport matplotlib.pyplot as plt

=nx.Graph ()

Adicionar nos especificando suas posicoes
.add_node ("Ana", pos=(1, 4))

add_node ("Marcos", pos=(1, 2))
.add_node("Aline", pos=(5, 4))

.add_node ("Max", pos=(5, 2))

Adicione bordas definindo peso e rotulo
.add_edge ("Ana","Marcos" ,weight=1, )#label=’0.2")
.add_edge ("Marcos","Ana" ,weight=1, )#label=’1.4")
.add_edge ("Aline","Ana",weight=1, )#label=’0.9’)
.add_edge ("Ana","Aline" ,weight=1, )#label=’2.0")
.add_edge ("Marcos","Max" ,weight=1, )#label=’2.0")
.add_edge ("Max","Ana" ,weight=1, )#label=’2.07)

20
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#Estrutura solida e tracejada das bordas e pontas
elarge=[(u,v) for (u,v,d) in G.edges(data=True) if d[’weight’]
>0.9] # ( borda solida)
esmall=[(u,v) for (u,v,d) in G.edges(data=True) if d[’weight’]
<=0.9] # (ponta tracejada)

#Recuperar as posicoes de nos de grafico e salvar em um
diciomnario

pos=nx.get_node_attributes (G, ’pos’)

# Desenha nos

nx.draw_networkx_nodes (G,pos,node_size=2500, node_color=’
orange’)

# Desenha arestas

nx.draw_networkx_edges (G,pos,edgelist=elarge, width=1,
edge_color=’black’) #cor das arestas com conexao

nx.draw_networkx_edges (G,pos,edgelist=esmall, arrows=False,
width=1,

alpha=0.1,edge_color="b’,style=’--’) #cor das arestas sem
conexao, dashed=tracejado

# Desenhar rotulos de no

nx.draw_networkx_labels(G,pos,font_size=12,font_family=’sans—
serif’)

#Desenhar rotulos arestas

edge_labels =dict ([((u, v), d[’label’])

for u, v, d in G.edges(data=True)])

nx.draw_networkx_edge_labels (G, pos, edge_labels=edge_labels)

plt.axis(’on’) #cor de fundo da imagem

#plt.savefig("communication_authority_graph.eps", format=’eps’
) # save as eps

plt.show() # display
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