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A Mecanica Estatistica surgiu em meados de 1850, baseia-se na tentativa da uti-
lizacao de modelos microscépicos, com o intuito de descrever fenémenos macroscopi-
cos. Em geral, tais modelos tem uma dinamica estocéastica. Ou seja, as particulas do
micro sistema evoluem estocasticamente. Neste trabalho estamos interessados em
certos sistemas que sao chamados de Cadeias de Markov a tempo continuo, onde as
particulas estdo localizadas em pontos do plano cartesiano Z2. No mosso trabalho,
a dinamica utilizada é a de Kawasaki, a configuracao original das particulas esta
distribuidas em um formato de cruz. Em modelos da mecanica estatistica existe
uma func¢do que é chamada por muitos por fungao energia (H). A cada movimento
das particulas nés temos um novo valor de energia para esta nova configuragao. O
sistema abordado neste trabalho é tal que busca sempre o menor estado de ener-
gia. Nesta busca o sistema poderé ficar preso em um certo vale por muito tempo
(tal fendmeno caracteriza um metaestado). Contudo, para um intervalo de tempo
muito grande o sistema converge para um estado real de equilibrio chamado de ma-
cro estado. No nosso trabalho temos como objetivo verificar a metaestabilidade do
sistema de particulas, iniciando a partir do caso mais simples, onde o sistema é com-
posto por somente doze particulas e posteriormente estudaremos a metaestabilidade
do sistema com um ntmero maior de particulas. Como resultado do trabalho va-
mos obter a probabilidade do sistema de particulas atingir um determinado macro

estado.
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Statistical Mechanics appeared in the middle of 1850, is based on the attempt of
the use of microscopic models, with the intention of describing macroscopic pheno-
mena. In general, such models have stochastic dynamics. That is, the micro-system
particles evolve stochastically. In this work we are interested in certain systems
which are called Markov Chains at continuous time, where the particles are loca-
ted at points of the cartesian plane Z2. In our work, the dynamics used is that of
Kawasaki, the original configuration of the particles is distributed in the format a
cross. In models of statistical mechanics there is a function that is called by many by
function energy (H). At each movement of the particles we have a new energy value
for this new configuration. The system addressed in this work is such that it always
seeks the lowest state of energy. In this search the system may be stuck in a certain
valley for a long time (such phenomenon characterizes a metastate). However, for a
very long time interval the system converges to a real state of equilibrium called the
macro state. In our work we aim to verify the metastability of the particle system,
starting from the simplest case, where the system is composed of only twelve parti-
cles and later we will study the system metastability of a larger number of particles.
As a result of the work we will get the probability of the particle system reaching a

certain macro state.
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Introducao

Nesta dissertacao apresentamos um estudo sobre a metaestabilidade num con-
junto de particulas que estao dispostas inicialmente em formato de cruz, sujeitas
a dindmica de Kawasaki, esta faz com que as particulas se movimentem de forma
que ap6s certo tempo a cruz convergird para uma configuracao em formato de um
retangulo. O trabalho consiste em obter as probabilidades de cada um dos possi-
veis retangulos ser a configuracao final, para este trabalho fazemos uma simulagao
numérica através da linguagem de programacao em Python onde o objetivo princi-
pal é verificarmos a validade dos resultados que temos sem a simulacao numérica,
por se tratar de um assunto pouco abordado na literatura existente e com poucos
resultados em torno do assunto.

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados que nos darao suporte para um
melhor entendimento do modelo, mostrando inicialmente os conceitos de passeio
aleatorio, processos estocasticos, cadeias de Markov e sistemas Markovianos de par-
ticulas.

Em seguida, no capitulo 2, definimos a metaestabilidade de uma forma geral, a-
presentando alguns modelos e o comportamento dos mesmo sob certas condicoes.
Nos modelos apresentados verificamos a interacao entre as particulas que estao na
fronteira do sistema com vizinhos mais préximos, onde as mesmas podem mudar a
sua configuracao de acordo com a dinamica do sistema, no modelo Ising ferromag-
nético por exemplo os spins que fazem parte do sistema podem ser magnetizados
ou nao, de acordo com a magnetizacao dos spins que estao ao seu redor, enquanto
para o modelo apresentado nesta dissertacao a interacao das particulas ird ocorrer
estritamente sobre as particulas que estao na fronteira e os possiveis locais de saltos
vizinhos.

No terceiro capitulo, mostramos o nosso modelo, apresentamos a dinamica em
que as particulas do sistema se movimentarao, cada particula do sistema saltara
para uma posicao vizinha com base na energia da configuracao atual em relacao a
configuracao anterior, a primeira particula a saltar serd a que tiver o menor tempo
de salto.

No quarto capitulo, apresentamos os resultados obtidos com a simulacao numé-

rica do sistema partindo do caso inicial onde o sistema apresenta apenas 12 parti-



culas, posteriormente vamos para casos com mais particulas.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

A metaestabilidade estd intimamente relacionada com um grande ntimero de
situagoes fisicas no nosso cotidiano, situacoes essas que podem ser verificadas por
exemplo nas reacoes quimicas. Uma situacao em que verificamos a existéncia de com-
portamento metaestavel é no atraso na evaporacao da dgua superaquecida, também
no congelamento tardio da 4gua sub-resfriada, o que acontece em ambas situacgoes
é que aparentemente o sistema parece estar num estado estavel durante um certo
intervalo de tempo, porém com o passar do tempo e o aumentar ou diminuir da
temperatura o processo sai deste estado e converge para o verdadeiro estado do pro-
cesso, a esse estado que o processo visitou antes de ir para o verdadeiro estado é o
que chamamos de metaestado, ao estado de real equilibrio do processo é o que cha-
mamos de macroestado ou estado macro . De uma forma geral, a metastabilidade
estd relacionada com a existéncia de certos intervalos de tempo em que o sistema
parece estar em um estado de equilibrio, porém com o passar do tempo e a pre-
senca de pequenas pertubacoes fazem com que o sistema saia do estado de aparente
equilibrio e v& para o real estado de equilibrio como abordado em [5], [3].

A metastabilidade é caracterizada pela existéncia de duas ou mais escalas de
tempo bem separadas. Numa escala de tempo rapido, o sistema relaxa para um
estado aparentemente estavel e parece estar em equilibrio, mas na verdade apenas
explora uma porg¢ao significativamente restrita do espaco de fase. Numa escala de
tempo muito mais longa, uma flutuacao espontanea ou uma perturbacao externa,
faz com que o sistema escape do espaco de estado restrito e relaxe rapidamente
para outro estado estavel. Um exemplo que caracteriza muito bem o fenomeno da
metaestabilidade é o que ocorre quando abrimos uma cerveja que estid a uma baixa
temperatura e a mesma sai do estado liquido e vai imediatamente para o estado
solido, este é um dos muitos exemplos de situacoes onde ocorrem a metaestabilidade.

A descricao matemaética dos sistemas metaestaveis comecou nas décadas de 1930
e 1940 e esta ligada aos nomes de Eyring e Kramer, que estavam interessados em me-

taestabilidade no contexto de reagoes quimicas. Kramer, em particular, introduziu



um processo de difusao unidimensional em um potencial de duplo pog¢o como mo-
delo de um sistema metaestavel que ainda ¢ usado hoje em muitas aplicacoes. Este
trabalho estabeleceu o caminho para estudar a metastabilidade como um fenémeno

que ocorre em processos estocasticos e, em particular, nos processos de Markov.

1.0.1 Passeio Aleatorio

Inicialmente, estabelecemos as seguintes defini¢oes:

Definigao 1.1. (Ezperimento Aleatorio): E um experimento que pode ser repetido
nas mesmas condicoes onde os resultados possiveis sao conhecidos, porém nao temos

como afirmar qual o resultado exato do mesmo em cada repeticao.
Defini¢ao 1.2. Modelo Probabilistico (0, F,P):

1. Denotaremos por £ o conjunto que contém todos os resultados possiveis de um

experimento aleatorio o qual chamamos de espa¢o amostral.

2. F representa a sigma dlgebra associada ao modelo. No caso de ) é um conjunto
discreto. Considera-se normalmente F, como sendo o conjunto dos subcon-

guntos de 2. Tais elementos de F sao chamados de eventos.
3. A funcao P é uma medida de probabilidade, ou seja, P satisfaz:

e P: F—[0,1],
o P(Q) =1,

o Se Ay, Ay, ... elementos de F e disjuntos entre si. Entao:
P(U2,A;) = Y P(A).
i=1

Definicao 1.3. (Varidvel Aleatdria) Dado wm modelo (2, F,P) definimos uma va-
ridvel aleatoria X como sendo uma fung¢ao que associa um nimero real X (\) a cada

resultado \ nmo espaco amostral e para qualquer intervalo aberto (a,b) a imagem
inversa X *(a,b) € F [I7], [12].

Definicao 1.4. Considere uma sequéncia de varidveis aleatdrias (v. as.) definidas
em algum espaco de probabilidades (Q, F,P) . Neste caso as v. as. Xy, Xo, ... X,
terao uma distribuicao de probabilidade conjunta para todo n > 1. Dizemos que as
varidveis aleatorias sao mutuamente independentes se e somente se

n

P(X, € Bi, X3 € By, ..., X, € By) = [[P(X: € By)

i=1



para todo B; € B, 1 = 1,....,n., onde 5 é a menor o-dlgebra que contém todos os
wntervalos da reta real também conhecida como sendo a o-dlgebra de Borel.
Para {X; : i > 1} v. as. independentes e identicamente distribuidas vamos
definir paran =1,2, ...
S, =X1+Xo+ ...+ X,

( o simbolo := refere-se a como S,, estd sendo definido). Nessas condi¢oes {Sy;n >

1} € dito um Passeio Aleatdrio.

No caso especial em que a distribuicao de probabilidades comum dos X, Xo, ...
é dada por
PXy=1)=peP(X,=—-1)=1-p,Vk >1,

para algum 0 < p < 1, temos o Passeio Aleatério Simples em Z. No caso em p = %,

temos o Passeio Aleatorio Simétrico em Z

1.0.2 Processos Estocasticos

Definigao 1.5. Um processo estocdstico € uma familia de varidveis aleatorias inde-

zadas no tempo.

Vamos definir um processo de Markov homogéneo {£(¢) : ¢ > 0} com valores

em S enumeravel, pelas seguintes duas condi¢des nas probabilidades de transicao

pii(t) == PIE(t) = j1£(0) = i ;
L. pii(t —s) =P[E(t) = j|€(s) = i] para todo t > s.

2. pi(t —s) = PE@R) = jl&(s1) = i1y, E(Sm) = im,&(s) = 4| para todo ¢t >
5€8 <8y < ... < 8y < 8.

Onde o item 1 satisfaz a condicao de homogeneidade do processo de Markov
no intervalo de s até ¢t e o item 2 satisfaz a condicao para que o processo seja
uma processo de Markov, isto é, a condicao futura do processo depende apenas da

situacao presente do mesmo.

Exemplo 1.1. Considere uma particula realizando movimentos aleatorios sobre os
vértices de um cubo. Suponha que a cada passo a particula escolha saltar para um
vértice vizinho, tendo a mesma probabilidade de saltar para cada um deles. Como
mostra a figura abairo

Vamos denotar por S o conjunto de vértices do cubo, isto €,

S=1{1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8}



Figura 1.1: Exemplo de processo estocéastico de Markov
sendo X, a posicao da particula no instante n assim temos que

se i e j forem conectados

P(Xn-I—l = J|Xn = Z) =

O wim

C.C.

Nesse exemplo, como P(X, 41 = j|X, = i) € independente de n, a cadeia de
Markov possui probabilidades de transicao estaciondrias e o processo € chamado de
cadeia de Markov homogénea. Assim, ter uma Cadeia Homogénea implica que as

Probabilidades de Transicao nao mudam ao longo do tempo.

A distribui¢ao de probabilidade para o estado inicial £(0) é dada por: P[£(0) =
i| = p?, i € S. Desta forma a distribui¢ao de probabilidade conjunta das variaveis

aleatorias £(ty), ...,&(t,) para 0 = tg < t; < ... < t, é dada por

PIE(t1) = ity ooes E(En) = Gud = D Pju1u (b — )iy (B1))-
=0

A probabilidade do processo estar em j no instante ¢ > 0 é obtida por p;(t) =

Zpij(t>p?7 j € S. Observe que

1=0

s+t Zpk pkj ), para s < t.

Tomando £(0) = 4, temos p;;(s+1t) = >, pie(s)pr;j(t), s, t > 0, conhecidas como as
equacoes de Chapman-Kolmogorov.

Seja P(t) := {p;j(t) : t > 0}, e 7 0 tempo de permanéncia minimo em qualquer
estado com a restricdo que P[> 0] = 1. entdo as p;;(t) sdo continuas em ¢ = 0, isto

¢, limpoP(h) = P(0) = I, onde I & a matriz identidade. Além disso, para todo



i # 7 em S, existe o
pij(h)
h

Os \;j para 7,j € S sao ditas as taxas ou intensidades do processo. As probabi-

- )\z]

lidades de transicao satisfazem

pz] Z /\zkpk]
pzy Z pzk /\kg

comi#j€ES.
Para Sy C S, com i ¢ Sy, temos que

Z pij(h) + pii(h) <1 e portanto
JE€So

1 —pii(h) S > ies, Pii(h)
h - h )
Segue que \;; > deso ij» quando h — 0.
Se A Z#i ij € A\iz < 00 0 estado ¢ € S é dito estavel ou regular. O estado é
dito instantaneo se \; = oo e absorvente se \; = 0.

Quando todos os estado sao estaveis, o processo é estavel, e neste caso temos

: . . : d
que p;;(t) sao diferencidveis para todo t > 0 e todo 4,5 € S. Além disso: = Pii (t) =

Z AirDrj (1) — Nipij (t).-
ki
A matriz A := {\;; : 4,5 € S} é dito o gerador infinitesimal do processo {{(¢) :

t>0}.
Consideremos o caso em que S ¢ nao enumeravel e {{(¢) : t > 0} é um processo
de Markov homogéneo assumindo valores em S.

Definimos as probabilidades de transicao por
P(z,t, B) = PIE(s + ) € BJ¢(s) = al.

Vamos assumir que P(z, ¢, B) é continua em zero, onde B é o conjunto das fungoes

reais limitadas mensuraveis (isto é v. as. reais limitadas) definidas em Q. Queremos
. ) OP(z,t, B

caracterizar o comportamento do processo {{(t) : t > 0} a partir da ¥]t:().

Para X € B, defina || X]|| := sup|X(z)|. A transformacdo T': B — B ¢ dita um
zeR

operador linear se para quaisquer X1 X5 € B, aq, a9 € R fixos , T(an X7 + ap Xs) =
051T<X1) + C(QT(XQ).
T & limitado se existir uma constante positiva M < oo tal que |TX|| < M || X||

7



para todo X € B.

O menor M tal que a desigualdade acima acontece é dito a norma do operador T',

denotado por ||T||. Portanto , ||T'|| =  sup @ Segue que | TX| < ||T [|X]| -

xz0, xep X1
Se ||T'|| < 1, o operador é dito ser contragao.

Definicao 1.6. Uma familia {S(t) : t > 0} de operadores lineares limitados defini-
dos em B € dito um semigrupo de contracao se

LIS@)| < IX][ VX € B.
2. S(t+s) = S(t)S(s) = S(s)S(t) Vs, t > 0.

Um semigrupo € dito fortemente continuo se
S)=1Te ||S(t)—1I|| -0 quandot — 0F.

Para cada X € B et >0 vamos definir
(SOX)@) = [ X(u)Pa.t,dy) = BLX ()],

—0o0

Dessa forma podemos verificar que é uma contracao, isto é,

sup|S(t) X sup| X (x
IS = sup 15OXL_ g, bl (G
xen, x20 || X]|| xeB, x40 Ssup|X| xeB, x£05up| X ()]
z€eR z€eR
Usando Chapman-Kolmogorov temos:
+oo
(S(t+5)X) () = X(y)P(x,t,dy) =

OOX(?J)/ OO]P(I,t,dZ)P(z,s,dy) =

| (8600 = (508X,

Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em B. Se a sequencia
{X, :n>1} em B étal que ||X,, — X|| = 0 quando n — oo, dizemos que converge

fortemente para X e escrevemos X = lim X,,.
n—oo

Definigao 1.7. [16] O gerador infinitesimal A do semigrupo é definido por

AX — ll'mS@)X—_X

t—0+ t

para aqueles X € B tais que o limite existe.
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Seja Dy C B o conjunto dos elementos em B tais que o limite acima existe. Se

X1,X5 C Dy entao a1 X1 + s Xy € Dy, isto €, A € um operador linear em D,.

Exemplo 1.2. Considere {£{(t) : t > 0} com wvalores em S finito. Temos que
{P(t) : t > 0}, onde P(t) = {pi;(t)}, P(0) = I, é um semigrupo. Definimos para
todo s; € Se X € B, com B o conjunto das fungoes reais e mensurdveis limitadas
e definidas em €,

(P(OX)(s) = 3 p(DX(5).

onde N = |S| é o cardinal de S. Temos que {P(t) : t > 0} € um semigrupo de

contracao. Isto é,

POX () = Y py()X(5) = E[X(£(1)/£(0) = i] = E.X(£(1)) = EX(£'(1))

J

Além disso:

AX (i) = Z Mg X (y) = AX(0) + ) XX () =

i
= =) A X @)+ Y MX () =) AIX () - X(2)].
J# J# J#
Definigao 1.8. Processos de Poisson -[I15] Um processo de contagem {N(t) :

t > 0} é um processo de Poisson com intensidade A\, X > 0, se

1. N(0) =0 isto €, em instante inicial, nenhum evento ocorreu;

2. N(t+s)—N(s) nao depende do N(s) para quaisquert, s > 0, isto €, o processo
tem incrementos independentes;

™

8. P{N(t+s)— N(s)=n}=e%r 0, 1, ... isto é, o nimero de eventos que

ocorreram durante o tempo t tem a distribuicao de Poisson com média \t.

1.0.3 Sisitemas Markovianos de Particulas

Os sistemas Markovianos de particulas sao sistemas onde podemos realizar a
contagem de processos de Markov que estao interagindo localmente. Cada sistema
de particulas é definido em uma rede: um conjunto contavel onde geralmente apre-
sentam caracteristicas bem definidas no que diz respeito a distancia definida para
o sistema. No modelo apresentado em nosso trabalho vamos considerar uma rede
retangular, em cada ponto desta rede, esté situado uma particula ou nao a depender

disso as particulas que estao estritamente na fronteira podem ou nao realizar os seus



saltos , cujas taxas de salto dependem dos estados do processo de Markov em cada
local vizinho com possibilidade de salto.

De acordo com [I8] um sistema de particulas consiste de muitas particulas onde
cada uma delas, na auséncia de interacao, evolui de acordo com um processo esto-
castico bem definido no espago e no tempo satisfazendo a propriedade de Markov.

Considere E um conjunto enumeravel representando as possiveis posi¢oes da
particula e € um conjunto finito de estados para a mesmas. Consideremos F = Z?2
o espaco e 2 = {0, 1} o espaco de estados da particula. Denotaremos por QF o
conjunto de configuragoes possiveis que serd o espaco de estados do processo.

Representamos por {n; : t > 0} o processo assumindo valores em QF e sua
evolucao poderd ser descrita pelas taxas (intensidades) em que ocorre mudanga de
uma configuracao para outra. No caso em que F ¢é finito, descrever a transicao de n

para &, — & com n # &, n, £ € QF significa afirmar que
P(n; =&/no=n) = ct + o(t) quandot — 07,

onde ¢ = ¢(n, &) é a taxa de transi¢do de n para &, e o(t) é alguma fungao f(t) tal
que lim@ =0

t—0
A relacao entre o processo e suas taxas de transicao é dada pelo gerador infini-

tesimal A de {n; : t > 0}, aplicado em funcoes cilindricas, da forma

Af(m) = e, QL) — f());

3

onde f cilindrica é uma funcao que depende de um nimero finito de coordenadas.
As escolhas das taxas satisfazem condigoes para que Af(n) < oo para todas f
cilindrica.
As distribuigoes estacionéarias ( ou invariantes ) do processo sao determinadas
pelo gerador infinitesimal. Dizemos que p é uma distribuicao estacionaria para
{n: : t >0} se e somente se [Afdu=0

Definicao 1.9. (Distribuicdo de probabilidade reversivel): Uma distribuic¢ao de pro-
babilidades {m} em S, onde S é o espago de estados do processo, é dita ser reversivel

se, para todo 1,5 € {1,2,....k} tem-se
m; Py = m; Pji.

Quando uma cadeia de Markov possui uma distribuicao de probabilidade reversivel é
considerada uma cadeia de Markov reversivel. Mais adiante esta definicdo reaparece

como a condicao de balanceamento detalhado

Definicao 1.10. Uma cadeia de Markov € irredutivel se dados quaisquer dois estados
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i, j pertencente ao conjunto de estados do processo, existir r € N tal que pj; > 0, ou
seja, € sempre possivel ir de um estado para o outro, nao necessariamente em um

Passo

Exemplo 1.3. Consideremos um grafo G = {V, A} dessa forma constituido por um
conjunto de vértices V.= {Vi, Va,..,V} e arestas A = {A;, As, ..., A,}, como

mostra a figura abaizo:

Figura 1.2: Exemplo de processo reversivel

Dessa forma um passeio aleatorio em um grafo G € uma cadeta de Markov com
espago de estados V- =A{Vy, Vo, ..., Vi, }, com o sequinte processo de transi¢ao. Supo-
nhamos que uma particula estd se movendo sob o grafo, se a particula se posiciona
num veértice V;, no instante n, entao move-se no tempo n + 1 para um dos vizinhos
escolhidos aleatoriamente, com a mesma probabilidade para cada um dos vizinhos.
Logo se considerarmos o niumero de vizinhos de um vértice V;, por d;, entao os

elementos da matriz de transicao sao dados por

%, se Vi e Vi sao vizinhos
Py <
0 caso contrdrio

Neste caso o passeio aleatorio € reversivel com distribuicao dada por

(b dk
™= d’ d?"'ad )

k . . o~ -
comd =), d;, vamos verificar se satisfaz a definicdo de processo reversivel, temos

que
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S

_d 1 _p o
=73 = miPji, ses;e s; sao vizinhos
0 caso contrdrio

o que satisfaz a definicao, assim para o grafo da figura temos

dy do dy, 1 4 2 3 3 1
T=\— —...,— | ==, =, =, =, =, =
d’ d’77d 8 8 8 8 8 8
Assim o vértice mais provdvel para a particula estar € o vértice Vo e os vértices Vi

e Vi sao 0s menos provdveis da particula estar.

Teorema 1.1. Suponha que X/, ..., X' sao cadeias de markov irredutiveis indepen-
dentes no conjunto contdvel S com a sequinte propriedade: Para cada i, duas copias
independentes de X eventualmente se encontrardio com a probabilidade 1, se f for
um func¢do harmonica limitada para a cadeia de Markov X; = (X}, ..., X]") em S™,

entao f € constante.

Demonstracao. Vamos definir o acoplamento para dois processos de Markov X; e Y,

da seguinte forma:

1. Supondo que X; e Y, evoluem independentemente até a primeira vez 7 que
th = Ytl

2. Parat > 71, X} e Y;! passeiam juntas e as outras n — 1 coordenadas passeiam

de forma independente, até o primeiro tempo 7, que X? = Y,

3. Continuando desta forma, vamos procurar o tempo finito de parada 7 = 7,

assim que para todot > 7, X; =Y.

Agora fixemos x, y € S™ e usamos os estados iniciais Xy e yg = y. Segue que
[f(@) = f()] = [Ef(Xy) = Ef (V)| S E[f(Xe) = fF(V)] < 2| fll P(T > ).

Para completar a demonstracao , basta considerarmos ¢t — oo
O

A suposicao do Teorema é satisfeita, por exemplo, para quaisquer passeios
aleatorios irredutiveis em Z!' ou Z2. Para ver isto, seja p;(z, y) a probabilidade de

transicao para X;, e seja X/ e Y;' dois passeios aleatorios, e escrevemos
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p2(0,0) = > py(0,u)pi(u,0)
< \/Zpﬁ(O,U)Zp?(u,O)

= PO = POV(X] = ¥)),

Por recorréncia, a integral do lado esquerdo acima ¢ infinita. Portanto, a integral

do lado direito ¢ infinita e assim o passeio aleatorio X} — Y;" ¢ recorrente.

1.0.4 Movimento das Particulas

Considere o espago de estados do processo definido por {0, 1}¥, onde E ¢ um

conjunto enumeravel. As particulas movem-se em E de acordo com a seguinte regra:

1. Existe no maximo uma particula em cada posicao de F.
2. A interacao s6 ocorrerd com as particulas que estao na fronteira.

3. Para cada particula que esta na fronteira obtém-se o tempo de salto de cada
uma para o seu respectivo vizinho, a que tiver o menor tempo de salto é a

primeira a pular.

4. Repete-se 0 mesmo processo para esta nova configuracao.

Definimos o processo {n:(i) : t > 0} por:
n(1) = 1 se esta ocupado no instante ¢ e 1,(i) = 0 se i esta vazio.
Para n € {0, 1}¥,i,j € E, defina " € {0, 1}¥ por

n(j) se k =1
ni(k) = n(i)sek =
n(k) se k #1, j.
Para f cilindrica seja Af(n) = > pis[f (™ — f(n)].

i jm(i)=1-n(j)=1
Definindo para cada par ¢, j € F, exponenciais independentes de parametro A

observe que p;; = ZAZ\] De fato, temos que a distribuicao de probabilidade do
7 7

K

minimo de exponenciais independentes é também uma exponencial com parametro
dado pela soma dos parametros, e a probabilidade de que o minimo ocorra na j-
ésima varidvel ¢ dada pelo seu parametro, \;;, dividido pela soma dos parametros

das xponénciais envolvidas . A;;.
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Uma condicao para que tudo esteja bem definido é dada por: sup ), pi; < 00, 0
J

que ocorre em pelo menos duas situagoes importantes, a saber: p;; = p;; (simétrica)
e pij = poj—i (homogénea)

Neste capitulo vimos os conceitos fundamentais que serao usados para uma me-
lhor compreensao dos resultados abordados no proximo capitulo, além disso nos da
uma boa fundamentacgao para entendermos como ocorre a interacao entre as parti-
culas do sistema apresentado em nosso modelo que seré feito no capitulo 3.

A seguir veremos alguns resultados sobre a metaestabilidade, apresentamos tam-
bém o modelo para duas dimensoes e além disso mostramos o modelo Ising e como

ocorre a interacao entre as particulas desse sistema.
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Capitulo 2

Metaestabilidade

Dizemos que um sistema estd em uma situacao metaestavel se ele permanece
um tempo macroscopicamente longo em um estado aparentemente estacionario, e
em particular, se suas estatisticas ao longo de suas trajetorias se estabilizam em
torno deste estado, e se além disso, a cabo de um tempo imprevisivel, isto é, as-
sintoticamente exponencial, as estatisticas do processo mudam devido a pequenas
pertubacoes e fazem com que o processo se estabilize em torno de seu real estado
de equilibrio [2].

No nosso modelo vamos obter os estados metaestaveis inicialmente verificando
uma medida de probabilidade em cada uma das configuracoes, e a partir dai descre-
ver as propriedades estatisticas do sistema. Nessa estrutura consideramos a evolugao
temporal do sistema no intuito de obtermos as probabilidades do mesmo convergir
ou permanecer em um determinando meta estado como visto em [4].

Consideremos o processo {€1.(t) : t > 0} com condicdo inicial n € {0, 1}, restrito
ao conjunto I' C Z%, isto &, tal que os processos pontuais de Poisson em I'° ndo sdo
considerados na evolucao do processo.

Seja T?N = inf{t > 0 : E?N(t) = 0} o tempo da primeira e ultima visita do
processo EZN ao estado absorvente, isto é, do processo restrito a 'y = {—N, ..., N}¢

tal que Z?N(o) = 1.

Definigao 2.1. Uma func¢ao f : {0, 1}Zd é dita cilindrica se houver um conjunto
finito A C Z¢ tal que f(n) = f(nNA) para toda configuracio n € {0, 1}Zd. O menor

conjunto de Z¢ com esta propriedade é dito o suporte de f e serd denotado por A(f).

Dado um ntamero real b > 0, N € N e f cilindrica, as medidas temporais sobre

. . . —T .
trajetorias de f com respeito ao processo {fFZ : t > 0} serao representadas pelo

processo {AN (s, f) : s > 0} dado por:
=5 [
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Definicao 2.2. Definimos um processo ergodico como sendo um processo para o qual
as médias de conjunto sao iguais as médias temporais de qualquer funcao amostra,

assim para um processo ergodico X (t) temos

E[X ()] = X(t, &),

Rx (T) =R, (T7 51)7

onde X (t,&;) corresponde a média temporal de uma fungao amostra X (t,§;), isto é:

T/2

T—00 7T/2

e Rx(7,&) representa a funcdao de autocorrelagdo temporal que € dada por

1 (T2
Rx(r,&) = lim — X(6E)X (t+7,&)dt

T—o0 —T/2

2.0.1 Caracterizacao da metastabilidade

A configuragao mais geral que consideramos pode ser descrita a seguir. Consi-
deramos um processo de Markov X; em um espago de medida I' D X; com tempo
discreto ou continuo t. Normalmente assumiremos que o processo é exclusivamente
ergodico com uma medida invariante Q. Denotaremos a lei desse processo por P.
Além disso, denotaremos por P, a lei do processo condicionada em Xy = x. Deno-

taremos por 7p, D C I', o primeiro tempo de entrada de X; em D, ou seja,
p = inf{t > 0, X(t) € D} (2.1)

Uma definicao de metastabilidade poderia ser a seguinte:
Uma familia de processos de Markov é chamada metaestavel, se existe uma co-

lecao de conjuntos disjuntos B; C I', Tal que

o BTl B
SUPz20,; B, 2 TU; B, — o(1) (2.2)

aneriBiExTUk;éin

Aqui o(1) deve ser pensado como um pequeno parametro intrinseco que caracte-
riza o "grau"de metastabilidade. Muitas vezes teremos que fazer com uma familia
de processos indexados por um parametro, que permite fazer ( tao pequeno
quanto quisermos.

Intuitivamente, esta definicao diz que nosso processo permanece em torno de um
dos subconjuntos B; por um longo periodo de tempo (ou retorna a B; muitas vezes)

antes de visitar outro desses conjuntos, e assim por diante.
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Definicao 2.3. Diremos que um processo de Markov satisfaz a condi¢cao de balan-
ceamento detalhado se a probabilidade de um estado qualquer £ atingir um estado n

€ tgual a probabilidade do estado n atingir o estado &, isto é,

onde R(&) e R(n) sdo respectivamente as tazas de transicao de sitio de & e n. P(§),
P(n) representam respectivamente a distribuicao de probabilidades estaciondrias dos

estados.

Definigao 2.4. Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais positivos (ay : N > 1)
é de menor magnitude do que uma sequéncia semelhante (By : N > 1), ay < [y
ou By = an, se ay/PBy desaparecer com N — oo. Dizemos que duas sequéncias
positivas (ay : N > 1), (By : N > 1) sao da mesma magnitude, ay ~ By, se existe

uma constante finita positiva Cy tal que

.« _ o
00—1 < lim mf—N < lim sup—N < Cy
N—o0 N N—o00 N

Finalmente, an = By ou By = ay significa que any < By ou ay =~ Oy.

Definicao 2.5. Dizemos que um congunto de sequéncias (an(i) : N > 1), ..., (an(l) :
N > 1 ¢ compardvel se para cada i # j uma de trés possibilidade ocorrem: ay(i) <
an(j) ouan(j) < an(i) ou an(i)/an(j) converge para uma constante c; ; € (0, 00).
Entao, por exemplo, a possibilidade que a sequéncia ay(i)/ay(j) oscile entre dois

valores finitos e nao convirja € excluida.

Consideremos um conjunto finito E e sequéncias {A\y(j) : N > 1},0 < j < n,
tal que Ay(n) < Ay(n —1) < ..Ax(0) = 1. Seja {n) : ¢ > 0} em F um processo
de Markov com taxas de salto denotadas por Ry(z,y), * # y € E. Assumimos
que o processo ¢ irredutivel, que o tnico estado estacionéario, denotado por puy,
é reversivel, e que as taxas de salto satisfazem as nossas hipoteses. Assim existe
a:FExFE—{0,..,n} tal que

RN(xwy) :TN(‘Tay)/\N(a(xwy))’ x;«éyEE, (23)

onde limy_oory(z,y) = r(x,y) € (0,00),z # y. Sem perda de generalidade assu-
mimos que a(z,y) = 0 mesmo para x # y, além disso consideramos também que o
produto das taxas Ay(j) sdo comparaveis. Mais precisamente suponhamos que para
cada (kq,...,k,) € Z"™,

im [[Av() =C, (2.4)



para alguma constante Cy € [0, 00] que depende de (ko, ..., k).
Tomemos agora dois estados x,y em F. Por irredutibilidade existe um caminho
T = Xg,T1,...,T, =y tal que n < |E|, Ry(x;,xi41) > 0, 0 < i < n. Pela condicdo

de equilibrio, temos que

|
—

I N(Ii, $i+1)

N (y) R
Ry ($i+1, xz)

pn ()

(2.5)

I\
=)

7

Deste modo segue de 2.3)e .4 que as seuquéncias {py(z) : N > 1}, € E sdo
comparaveis. De fato existem m > 1 sequéncias My(m) < ... < My(0) = 1, uma

funcao b : £ — {0,...,m} e uma fun¢do m : E — (0,00) tal que
pun(x) = my(x)My(b(z)), z € E, (2.6)

onde limn_,oomy(z) = m(z) € (0,00). Podemos escolher uma sequéncia My (j) para
ser igual a []_, An(7)" por uma escolha apropriada de (ki,...,k,) com >, |k;| <
4| E].

Seja Gy : E x E — R, dado por Gy(x,y) = pun(z)Ry(z,y) e note que Gy ¢
simétrica. Dai pelas igualdades [2.3]e R.4)as sequéncias {Gy(z,y) : N > 1}, v #y €
E, sao comparaveis. Além disso existem j > 1, sequéncias Gy (j) < ... < Gy(1) <

Gn(0) =1, uma fun¢do c¢: E x E — {0, ..., j} e uma funcao g : £ — (0,00) tal que

GN(‘rvy> - gN(xvy)GN(C(x7y)>7 T,y € E, (27)

onde limy_oogn(z,y) = g(x,y) € (0,00). Podemos escolher uma sequéncia
Gn(j) para ser igual a [/, An (i) por uma escolha apropriada de (k1, ..., k,,) com
S kil < 41B] + 1.

Tomemos por PV, x € E a medida da probabilidade no caminho do espago
D(R., E) induzida pelo processo de Markov {n} : ¢ > 0} iniciando a partir de z.
A esperanga em relacio a PY ¢é denotada por EY. Para um subconjunto A de F
denotamos por T4 o tempo de retorno de A: Ty = inf{t > 0:n" € A}

Seja nf” um processo de Markov em F e denotemos por Ry (z,y), z,y € F taxas
de saltos. Consideremos 14 (A4, B),A,B C F, AN B = () como sendo a média das

taxas de salto de n/" de A para B:

rE(A, B) =

(2) ) Ry(w,y). (2.8)

mGA yeB

Definicao 2.6. Em fisica, o fator de Boltzman é um fator de ponderacao que de-
termina a probabilidade relativa de um estado &, num sistema com multiplos estados

em equilibrio termodindmico a temperatura T
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__H(®)
e FB\T

Onde kg € a constante de Boltzmann, e H(£) é a energia do estado £. A relagdo
das probabilidades dos estados é dada pela relagao (quociente) de seus fatores de
Boltzmann.

O fator de Boltzmann nao € em si mesmo uma probabilidade, jd que nao estd
normalizada. Para normalizar o fator de Boltzmann e converter-lo numa probabi-
lidade, deve-se dividi-lo pela soma Z dos fatores de Boltzmann de todos os estados
possiveis do sistema, o qual se denomina funcdo de particao. Desta forma se obtem

a distribuicao de Boltzmann.

Definicao 2.7. Definimos a enérgia de uma determinada configuracao n como sendo

uma grandeza escalar associada a um estado de uma ou mais particulas.

2.0.2 Algoritmo de Metropolis

Em [§] e [II] encontramos uma descri¢do bem detalhada do algoritmo de Metro-
polis, o algoritmo Metropolis baseia-se na no¢ao de equilibrio detalhado que descreve
o equilibrio para sistemas cujas configuracoes possuem probabilidade proporcional
ao fator de Boltzmann. Busca uma amostra do espaco de possiveis configuracoes
com base na temperatura associada a cada configuracao, isto ¢, de uma maneira que
concorda com a equacao Realizamos isso explorando possiveis transicoes entre
as configuracoes.

Considere duas configuracoes £ e 1, cada uma das quais ocorre com probabilidade
proporcional ao fator de Boltzmann. Entao temos que

~H(©)/T
PE) _ e "OT _ _me-nem)m (2.9)

]P’(n) o e—H(m/T -

Onde H é funcao Hamiltoniana que fornece a enérgia da respecitiva configuracao do

sistema, que serd definida mais adiante. Podemos obeter uma simulagao, procedendo

da seguinte forma:

1. A partir de uma configuragao £, com energia H (&) conhecida, faca uma alte-

racdo na configuragao para obter uma nova configuracio (proxima) 7.

2. Calcule a enégia H(n) dessa nova configuragao (tipicamente como uma pe-

quena mudanga de H(&)).

3. Se H(n) < H(&), considera a nova configuracdo, uma vez que tem menor

energia o que é desejavel, de acordo com o fator de Boltzmann.
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4. Se H(n) > H(&), consideramos a nova configura¢do (respectivamente com
maior enérgia) com probabilidade P = el ©—HMI/T jg50 significa que, quando
a temperatura é alta, nao nos importamos com a direcao "errada", mas a
medida que a temperatura baixa, tomamos a configuracao mais baixa que

podemos encontrar em nossa vizinhanca.

Se seguirmos essas regras, entao amostraremos pontos no espaco de todas as
configuragoes possiveis com probabilidade proporcional ao fator de Boltzmann, con-
sistente com a teoria da mecanica estatistica de equilibrio. Podemos calcular as
propriedades médias, somando-as ao longo do caminho que seguimos através das
possiveis configuragoes. Na secao mais adiante em que falamos sobre o modelo de
Ising ferromagnético apresentamos a aplicacao do algoritmo de Metropolis neste

modelo.

2.0.3 DinadAmica de Glauber

Definigao 2.8. Definimos um spin (em inglés "giro") como sendo as possiveis ori-
entagoes que as particulas podem apresentar quando inseridas em um campo mag-

nético.

Definigao 2.9. Segundo [1] o equilibrio térmico € o estado final alcangado em
que as varidveis de estado térmico que descrevem o sistema macroscopico (pressao,

temperatura, volume, etc.) nao mudam mais no tempo.

A dinamica de Glauber descreve a interacdo de um sistema de Ising, que sera
descrito nas proximas secoes, com um reservatorio térmico a uma determinada tem-
peratura, consideremos uma rede de spins num espaco de dimensao d. A taxa de

inversao de Glauber é dada por
o
wi(o) = 5{1 — o;tan hlk 25: Oivsl}

onde o ¢ um parametro que define a escala temporal e o somatorio ocorre entre
todos os vizinhos do sitio 2. Pode-se mostrar que essa taxa de inversao satisfaz a

condicao de balanceamento detalhado que, neste caso, é dado por
wi(c")P(c") = wi(a)P(0)
para uma probabilidade estacionaria

1
P(o) = Zek (i) i
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onde o somatdrio representa o nimero de ligacoes dos sitios vizinhos mais proximos,

desse modo a dinamica de Glauber descreve um estado de equilibrio termodinamico

2.0.4 Modelo para duas dimensoes

Em [9] temos a seguinte descri¢do para um modelo em duas dimensoes

Definigao 2.10. Seja A C Z? uma grande caiza finita. Com cada local x € A asso-
ciamos uma varidvel de ocupacao n(x) € {0,1}, indicando a auséncia ou presenca de
uma particula para x. Onde um elemento da rede de configuracaon = {n(x) : z € A}
é um elemento do espaco de configuracao 2 = {0, 1}A com cada configuragao n € X

assoctamos uma energia dada pelo Hamiltoniano

Hp)=-U > nl)ny)

(z,y)EOA

onde ON representa a fornteira e —U € a energia de ligacao entre as particulas

vizinhas. Como mostra a figura abaizo

b 2D S e e

cCocoococoooooo
cocoococoooooS
cocooocoooooo
coococoococoocoo oo
cCocoococoooooo
cocooeMHMNERooo
coococoococoocoo oo
cCocoococoooooo
cocoococoooooS
cocooocoooooo

Figura 2.1: Configuracao do modelo em duas dimensoes

Neste caso escolhemos uma dinamica estécastica em x dada pelo algoritmo de

Metropolis

i

Cada configuracao n — 71 através de uma taxa dada por e PIHM)=HI+ toda

~ r o, . ~ .
configuragao n é obtida da configucao n via:
e Uma troca de ntimeros de ocupacao entre vizinhos locais em A, e

e Uma elevagao ou reducao de ntmeros de ocupagao nos locais tinicos em OA,
que correspondem a saltos de particulas em A, respectivamente, para criacao

ou aniquilacao de particulas em OA.

2.0.5 O modelo de Ising para baixas temperaturas

Definicao 2.11. (Medida de Gibbs): De acordo com [1] a medida de Gibbs é uma

medida de probabilidade, que nos da a probabilidade do processo de Markov & estar
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no estado x, isto €,

P(§ = 2) = pg = Z(lﬁ) e )

onde B > 0 € o inverso da temperatura e H(x) é a enérgia associada a configuracdo

x.

O Modelo de Ising Consideramos um modelo de Ising ferromagnético descrito
em [I4] e [I3] onde a interagdo ocorre para vizinhos mais proximos em um toro
finito A, =T, x Ty, L > 1, onde Ty, = {1,..., L} descreve um toro bidimensional

com L pontos. O Hamiltoniano é escrito como

H— —% S o@)oly) - g S o),

(z, y) xeApo(x)

onde o(z) € {—1,1}, o primeiro somatoério corresponde aos pares de pontos da
fronteira de Ay, contendo cada par somente uma vez, e o segundo é assumido pelo
Ap. Vamos considerar sempre h > 0.

Para o inverso da temperatura 8 > 0, a medida de Gibbs ps associado com o
Hamiltoniano H é dado por

B Zﬁ

A dinamica de Glauber no espaco de estado Q = Qp = {—1,1}*¢, também

sabemos que o modelo Ising, ¢ um processo de Markov em tempo continuo cujo

gerador Lg atua nas fungoes f : 2 — R como

(Lsf)(0) = ) elz, o) [f(o") = f(0)],

xEAL

onde ¢% é a configuracao obtida de o da seguinte forma:

o(y) sey#x

—o(z) sey==x

o’(y) =

onde as taxas c(z,0) sao dadas por

oz, o) = e PHE)HE)L

eonde ay,a € R, fica a parte positiva de a : a;. = max{a,0}. O processo de Markov
{of -t >} com gerador Ly é reversivel com respectiva medida de Gibbs g, § > 0,
e ergodico. Denote por Rg(o, a') a taxa na qual o processo salta de ¢ para o,

~ ! ’
entdo Rg(o,0 ) desaparece a menos que 0 = ¢” para algum = € Ay, caso em que

22



Rs(o,0%) = c(z, 0).

Neste modelo o processo de salto do estado o para o estado ¢” tem taxa
1 se ug(o) < pg(eo®). Em particular, pela condi¢do de equilibrio detalhada,
ps(o)Rs(o,0%) = min{ug(o), us(o®)} entdo a medida de Gibbs ¢ Gg(o,0%) =
min{jis(o), 1s(0”)}.

A seguir mostramos algumas resultados obtidos com a simula¢ao numérica do
modelo de Ising a baixas temperaturas, onde neste caso estaremos considerando a
variacao de temperatura do modelo e além disso casos em que vamos levar em conta

a existéncia ou nao do campo magnético externo.

o Magnetizagdo total dos spins
L

,_.

0.8

0.6 4

0.4

0.2 1

0.0 1

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 = Total de Iteracées

Figura 2.2: Simulacao do modelo de Ising

Neste grafico temos a simulacao de uma rede retangular 100 x 100 de spins
3
negativos dispostos aleatériamente na rede com os seguintes valores iniciais k1T =

e probabilidade onde iniciamos a simulacao do modelo com spins positivos e
0,5 que representa a temperatura da simulacao, para a constante de acoplamento
consideramos J = 1 e para o campo magnético externo consideramos B = 0, o passo
de tempo t que vamos considerar é o niimero de linhas vezes o nimero de colunas.
Nessas condigoes o gréfico nos mostra que todos os spins foram maganetizados

ap6s um nimero de passos t = 1200.
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-; Magnetizagdo total dos spins.

=]

0.14 1

0.12 1

0.10 4

0.08 4

0.06

0.04

0.02

0.00

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 = Total de Iteragdes

Figura 2.3: Simulacao do modelo de Ising

No entanto, nesta outra simulagao 2.5 mudamos o valor inicial de kT' = 0, 5, para
kKT =1 e neste caso nao ocorre magnetizacao dos spins ap6s o nimero maximo de
passos t = 10000, observamos que a taxa de magnetizacao é muito baixa e além disso

ocorre oscilacoes da mesma, isso deve-se ao fato de termos aumentado a temperatura

da simulacgao.

Magnetizagdo total dos spins

=
o
L

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 4

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 = Total de Iteragdes

Figura 2.4: Simulacao do modelo de Ising

Para esta simulacao mudamos apenas o valor do campo magnéttico externo de
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B =0 para B = 1 e podemos obervar através do grafico que todos os spins foram
magnetizados ap6s 1100 iteracoes, podemos verificar também que apoés esse nimeros

de iteracoes o sistema entra em um estado de equilibrio.

Magnetizagio total dos spms

=
o
L

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 4

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 = Total de Iteracées

Figura 2.5: Simulacao do modelo de Ising

Para esta simulagao mudamos apenas os valores do campo magnéttico externo
para B = 100 e aproximamos o valor da temperatura de zero consideramos k7T =
0,00001 e como podemos observar a magnetizacao da rede de spins acontece em
numero de iteracoes menor do que as simulagoes anteriores.

No proximo capitulo apresentamos o nosso modelo de estudo, vamos iniciar do

caso mais simples e em seguida vamos estender nossos resultados para os casos com

mais particulas.
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Capitulo 3

Metaestabilidade na Cruz

Neste capitulo apresentamos a descricao do modelo abordado nesta dissertacao,
bem como o sistema atinge os meta estados e também em quais intervalos de tempo
isso ocorre e através disso calculamos as probabilidades do sistema atingir cada um

dos macroestados do sistema.

Definigao 3.1. (Configuracao geral da Cruz) Em nosso modelo temos um conjunto
de n particulas que estao dispostas em formato de uma cruz como mostra a figura
com cada particula P correspondendo a wm ponto de coordenada P(x,y) € Z>.
Neste caso a interacao do sistema de particulas ocorrerd apenas para vizinhos mais
Proximos.

Proposicao 1. 5S¢ consideraremos que duas particulas sao vizinhas se a distdncia

entre elas na vertical e horizontal for igual a um e a distdncia diagonal entre elas

for igual a /2, a dindmica utilizada neste modelo serd a de Kawasaki abordadas em
16].[10]

Figura 3.1: Configuracao Geral da Cruz
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Assim uma particula no ponto P(x,y) podera saltar para qualquer um dos pontos
Pi(z—1,y), P(x—1,y—1), Ps(x—1,y+1), Py(z,y—1), B(z+1,y), Fs(z+1,y+1),
Prx,y+1)e Pg(z+ 1,y —1)

Denotemos por n = {n(x) : © € O} como sendo uma determinada configuracdo
do sistema e por €2 como sendo o conjunto de todas as configuracoes possiveis. Para

cada configuracao n associamos uma energia dada pela funcao Hamiltoniana:

H(p)=-U Y nlx)ny) (3.1)

(z,y)€OA

Inicialmente vamos considerar um modelo com 12 particulas na cruz. Assim to-
mando a configuracao inicial 77 vamos obter a energia do sistema nesta configuracao,
cada uma dadas particulas P que fazem parte da fronteira tem duas ou trés ligacoes
com outras particulas, especificamente 8 particulas localizadas nos recantos da cruz
tem duas ligacoes cada e as demais tem trés ligacoes. Vale ressaltar que isso s6 vale
pra essa configuracao, pois ainda nao ocorreu o salto de nenhuma particula. Assim

a energia total dessa configuracao é:

H(n) =164 3.(n — 8) = 16

onde n é o ntmero de particulas da fronteira.

Nesse caso as taxas de salto serao sempre um dos seguintes valores

60, e_ﬁ, e 28

. “ . . L, . / o,
Em OA representa o conjunto de vizinhos mais préoximos de A, onde A" é o
conjunto de particulas que pertencem a fronteira do sistema de particulas e —U é
a energia de ligacao entre as particulas vizinhas, cada configuracao n vai para uma

configuragao n*¥ da seguinte forma

n(z) sez#x#y
nY(z) =19 nly) sez==x (3.2)
n(z) sez=y

onde x é vizinho de y com uma taxa de salto dada por

\ = o~ BHGPY)—Hm)+ (3.3)

Como em nosso modelo consideramos um sistema que é um processo de Markov

em tempo continuo, vamos tomar um gerador Lg que age sobre as fungoes f : @ — R
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como :

(Lof)(m) = _ el n)[f (™) — f(n)]

€
onde as particulas saltam exponencialmente, e a primeira particula a saltar é a que

tiver respectivamente o menor valor entre todas as exponenciais.

3.1 Metaestabilidade de um sistema com 12 parti-

culas.

Nessa secao faremos uma anélise do comportamento de uma cruz com apenas 12
particulas. Observe que este é o caso mais simples de estudo o qual pode convergir
para os seguintes possiveis retangulos um de lados 4 e 3, outro de lados 3 e 4, outro
de lado 2 e 6 e outro de lado 6 e 2. A configuragao inicial é a da figura

RA

Vi| B | P | V3

Ve | V7

Figura 3.2: Configuracao do Modelo

Onde na fronteira temos as particulas Py, P»,..., Py cada particula da fronteira
tem apenas dois espagos vizinhos locais para onde eles podem pular. Por exemplo,
a particula P; pode saltar para V5 ou Vi9, com taxas exponenciais respectivamente,

definidas pela formulas abaixo:

M=cPel=¢".

De fato para o primeiro salto todas as exponenciais tem a mesma taxa, iguais a
de acima. Portanto, nos definimos 16 varidveis aleatorias exponenciais. Para simular

tals variaveis nés usamos o fato:

Observacao 3.1. Seja X uma varidvel aleatoria com funcao de distribuicao acu-
mulada F(z) a qual admite inversa. Entdo, para simular X nds simulamos uma
varidvel aleatoria Y uniforme no intervalo [0, 1] e aplicamos a férmula x = F~(y).

Isto seque do fato que Y = F(X) tem distribuicdo uniforme no intervalo [0,1].

No caso de X ser uma variavel exponencial de parametro A , X serd gerado ao

calcularmos a formula x = —log(1 —Y')/A.
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Consideremos 77 como sendo a configuracao inicial do sistema onde nenhuma
particula saltou, e seja n™¥ a proxima configuracao do sistema, para sabermos qual

particula ird saltar temos que obter o valor de

A\ = e BHOEV=Hm)]+

onde H(n™Y) e H(n) sao respectivamente as energias das configuragoes n™¥ e 7, o

que muda de uma configuracao pra outra é apenas o salto de um tnica particula
Sendo 7 a configuracao atual do sistema vamos obter a energia de cada uma das

particulas da fronteira que é dada pelo nimero de ligagoes da particula no estado

atual
H(n)ﬂ =2, H(n)Pz =2,.., H(n)Ps =2

Dai a energia total do sistema é dado pela soma das energias de cada particula da
fronteira, assim temos:

H(n) =16

Para a proxima configuracao do sistema n™Y temos a seguinte energia para cada
uma das particulas

Se P; saltar para V5 temos

H(n™)p, =2, Hf"™)p, = 2, H™")p, =2, H(")p, = 3, H(™")p, =3

com enérgia tota
H(n*™¥) =18

respectivamente a taxa de salto neste caso é

)\1 _ e_B[H(nx.,y)_H(n)] _ 6—5[18—16] _ 6—25

como mostra a figura a seguir

Vis| Vi V2

] B3 | v,

Vo' | PBs | P | Vg

Ve | V7

Figura 3.3: Configuracao n™? com P; saltando para o vizinho Vi
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Logo o tempo de salto da particula P, para Vj, sera

n(1-Y)  In(1-Y)
X = — = — .
! )\1 6_26

Tomando inicialmente 8 = 1 e sorteando um ntimero Y = 0, 3 aleatorio entre (0,1)
temos

1—
XlZ_M:2’74_

Se P, saltar para V5 sua taxa de salto seria Ay = e 2

como a configuragao n tem
sempre energia H(n) = 16 visto que é a configuragao inicial sem nenhuma particula
ainda ter saltado e a configuracao n(x,y) tem sempre energia H(n™¥) = 18 visto que
nessa configuracao apenas uma particula saltou, assim vamos ter sempre a seguinte
taxa de salto A = e 2.

Nessas condicoes o tempo de salto de P, para V5 serd Xy = —W = 30.09

No proximo capitulo, vamos apresentar alguns resultados obtidos com a simula-
cao numérica do sistema de particulas no caso inicial com 12 e como consequéncia

vamos estender tais resultados para casos com mais particulas.
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Capitulo 4
Simulacao Numérica

Neste capitulo apresentamos alguns resultados obtidos com a simulagao numé-
rica do sistema de particulas partindo do caso inicial com 12 particulas e posterior-
mente estendendo para mais particulas , a seguir temos uma descricao do algoritmo
utilizado para a simulacao numeérica do nosso modelo.

Algoritmo
Entrada: Conjunto de pontos nos inteiros em formato de cruz
Inicio:
1° Passo: Identificar as particulas que fazem parte da fronteira;
2° Passo: Para cada particula da fronteira encontrar os vizinhos com possibi-
lidade de salto;
3° Passo: Calcular a taxa de salto de cada particula para o seu respectivo
vizinho, isto e, calcular A = e AHO™)—Hm)l.
4° Passo: Para cada possivel posicao de salto obter o valor de Y através de
uma distribuicao uniforme entre 0 e 1;

5° Passo: Para cada possivel local de salto e o seu respectivo valor de Y
In(1-Y) .

TN

6° Passo: Verificar o menor tempo de salto das particulas da fronteira para os

calcular o tempo de salto X =

seus vizinhos, a particula que tiver o menor tempo de salto é a que saltara primeiro;
7° Passo: Realizar todos os passos anteriores até o sistema atingir a energia
maxima;
Saida: Formacao de um retangulo
Fim

4.1 Simulacao para um sistema com 12 particulas

A simulacao foi realizada na linguagem de programacao Python, e com esta

obtivemos alguns resultados interessantes que foram os seguintes:
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1. Em todas as simulagoes realizadas constatamos que cada configuragao do sis-

tema de particulas apresenta uma energia maior ou igual a anterior como

mostram as figuras abaixo:

Energia Total: 18. Tempo de Salto: 0.226936040082

Energia Total: 18. Tempo de Salto: 0.142921559766

N terago_1 4 teracéio_2
2 2
2 2 2 2
0 2 H |2 0 2 @ m 2
N 2 @ e B
- | - 1 1
-4 -
s -6
4 -2 o 2 4 3 4 -2 o 2 4

Energia Total: 18. Tempo de Salto: 0.207847956887

Energia Total: 18. Tempo de Salto: 0.133822094097

4 teragdo_3 . Iteracéo_4
2 2
2 2 2 2
0 2 B E ¢ 0 2 m E®
2 m 2 : m B
o 2 B B2 N 2 B m
-4 -4
-6 -6
-4 -2 0 2 4 6 = 3 ° 2 4

Figura 4.1:

Energia Total: 18. Tempo de Salto: 0.181858365025

Resultados

Energia Total: 19. Tempo de Salto: 0.0564846839547

B Hteragio_5 . tteragio_6
2 2
2 2 2 2
0 2 0 m 2 0 HE 2 EEP2
2 | | 2 2
= 2 2 » o 2 2 o®»
" “
s -5
-4 -2 [ 2 4 6 —4 -2 o 2 4

Energia Total: 20. Tempo de Salto: 0.063409271467

Energia Total: 20. Tempo de Salto: 0.03706953319

4 teracéo_7 A teracéo_8
2 2
2 2B B 1 1
0 1T 2 @R 0 1 2 B2 BE
2 1 2 2
- 2 B R -2 2 B ®»
-4 -4
-6 -6
-4 -2 o 2 4 6 -4 -2 0 2 4

Figura 4.2: Resultados

2. A interacao entre as particulas pode ocorrer de tal forma que se obtenham
configuragoes cuja energia encontrada nao seja méaxima fazendo com que o
sistema fique interagindo para sempre nessas configuracoes, o que podemos

observar nas figuras abaixo.
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-2

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.199658407533

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.409243996249

teracéo_913 teragdo_914
6
4
2
1
2 B B B B ° 2 BE EEER
ER T Y E T R R
| 2 1
-4
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4

-4

-2

-4

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 1.30046926717

teracéio_915

Figura 4.3:

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.812697451314

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.697652003135

teracéio_916

Resultados

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 2.11619811261

lteracdo_455 lteracdio_456
6

2 2 . 2 2

3 B 3 3

3 2 2 3 3

2 13 B 2 EE R

2 2 B ° 2 2
-2
-4
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 o 2 4

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.0823413898112

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.19476704347

leragdo_457 Iteragdo_458
6

2 2 4 2 2

3 B 3 3

3 ®2 2 3 B

2 B B 2 B B2 B

2 3 B ° 2 »
-2
-4
-4 -2 o 2 4 6 4 -2 o 2 4

Figura 4.4: Resultados

3. Durante a interacao do sistema de particulas se o mesmo nao atingir uma
das configuracoes descritas no item anterior, 0 mesmo passa por varios meta
estados, fendmeno este que representa a metaestabilidade do sistema, antes
de atingir um macro estado, este macro estado por sua vez é sempre uma
configuragao retangular de dimensoes 2 x 6 ou 6 x 2 como podemos observar

no capitulo 2 e na figura abaixo:
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Energia Total: 30. Tempo de Salto: 2.39740004066

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.587778010164

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.726605828075

IT_494 IT_495 IT_496
6 6 6 -
4 | | 4 4 B
2 B R 2 2 2 B 2 1 2
2 3 B N 3 B N 3 3
3 B 3 3 3 3
o 3 B o 3 3 o 3 3
2 @2 2 2 2 2
- -2 -2
- -4 -4
- -2 o 2 4 6 4 2 3 2 4

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.210151212887

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.160995907066

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.183721962751

IT_497 IT_498 IT_499
6 6 6
a B R 4 1 A B R
3 2 B E R 3 ©2
2 2 B 2 3 B 2 2 B
3 B3 3 B 3 B3
0 3 B 0 3 B 0 3 B
2 2 2 2 2 2
-2 -2 -2
-4 -4 -4
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 o 2 4 -4 -2 0 2 4

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.706231150451

Figura 4.5: Resultados

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.256045426149

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 1.90412221165

4 | 4 4 | |
. 3 2 2 B 2 . 2 3 2
2 s B 2 3 13 N 3 3
3 3 3 3 3 3
0 3 3 0 3 13 o 3 3
2 2 2 2 2 2
- - =
" - -4
) ey 0 2 4 3 A 2 o 2 3 A By 13 3 3

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.964877784225

Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.22762841555

Energia Total: 32. Tempo de Salto: 0.320899656964

EEERR
R
.

N
EERERR
FEERERERE

MR

Figura 4.6: Resultados

4. Uma configuracao do sistema com 12 particulas apresenta energia maxima
quando todas as suas particulas estao na fronteira, isto nao quer dizer que uma
determinada configuracdo com todas as particulas na fronteira tera energia

méaxima como mostra a figura abaixo:
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Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.551678315158 Energia Total: 32. Tempo de Salto: 1.30659663224

6 6
EE
" 3 3 R
2 B
2 3 B2 N
3 2 2 BB B B 2
0 2 B 0 B EEEPER
- =
4 4
T 2 0 2 4 6 4 2 0 2 4 6

Figura 4.7: Resultados

Com base nestes resultados podemos afirmar que o sistema de particulas inicial
nao convergira para a formagao de retangulos de dimensoes 3 x 4 e 4 x 3, pois nestes
dois casos a energia da configuragdo ainda é baixa fazendo com que o sistema busque
novas configuracoes com energia maior ou igual a da configuracao anterior, o que
mostra que estas configuragoes nao representam um macro estado do sistema como

podemos observar nas figuras abaixo:

. Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0 5 Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.0810956067131 Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.018265252001
s
6 6 6
4 4 4
2 3 2 2 3 2 . 3 3 2
2 2 H 3 2 E 2 HE3 2 2 |2
3 . 3 3 3 3 3
0 I E B 0 1 B » ° 1 B R
-2 - -2
-4 -4 -4
-6 -4 -2 0 2 4 6 -5 4 2 o 2 a LI Za 2 o 2 a 13
Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.0109387996771 o Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.183830288784 o Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.114400170826
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Figura 4.8: Resultados
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Energia Total: 26 Tempo de Salto: 0 s Energia Total: . Tempo de Salto: 0.168681808895 o Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.151329295852
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Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.00920949828745 Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.292411638099 Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.0954504359667
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Figura 4.9: Resultados

O sistema atinge um estado de equilibrio nas configuracoes de dimensoes 2 x 6
e 6 X 2, a partir dai nao existe nenhuma outra configuracao cuja energia seja maior

ou igual e nessas condicoes as particulas param de interagir umas com as outras.

4.2 Estados de equilibrio 2 x 6 e 6 x 2

Nesta secao vamos mostrar que as configuragoes de dimensoes 2x 6 e 6 x 2 repre-
sentam estados de equilibrio do sistema com 12 particulas, ambas com probabilidade

aproximada P = %, vejamos

Dem.: 1. Inicialmente vamos considerar as configuracoes n =6 x 2 eog =2 x 6
respectivamente ambas com energia H(n) = 32 e H(o) = 32, vamos verificar agora
que as configuracoes n e o possuem a energia mdrima que o sistema com 12 particulas
pode atingir. Para verificarmos isto temos que mostrar que nao exriste nenhuma outra
configuragcao com energia maior ou igual a das configuracées n e o. A energia da

configuracao n € dada por
H(n)=3x8+2x4=32

onde o valores 8 e 4 representam respectivamente o numero de particulas da fronteira
com 3 e 2 ligagoes.

Consideremos as sequintes possibilidades de salto para todas as particulas da
fronteira, seja m, uma nova configuracao onde uma das quatro particulas da fronteira

com duas ligacoes saltou, como mostra a figura abaizo
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Energia Total: 30

ER R R ERER
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Figura 4.10: Resultados

Nesta configuracao temos H(m) = 30 < H(n) assim nenhuma das quatro parti-
culas com duas ligagoes poderd saltar, consideremos uma outra configuracao ny onde

uma das particulas com trés ligagoes saltou, como mostra a figura abaizo

Energia Total: 28

°
oW R

Figura 4.11: Resultados

Nesta configuracao temos H(ny) = 28 < H(n) assim nenhuma das oito particulas
com trés ligacoes poderd saltar, portanto nao existe nenhuma outra possibilidade de
salto para as particulas da configuracao 1. o mesmo raciocinio vale para a configu-
racao o, portanto as configuracoes n e o possuem energia mdrima.

Seja & uma configuracao qualquer do sistema diferente n e o, entdo a energia
de & € do tipo H(§) = 3x 4+ 2y + 2z, onde x, y e z correspondem respectivamente ao

numero de particulas da fronteira com 3, 2 e 1 ligag¢oes. Assim temos
H(&) < H(n) e H(E) < H(o)

Consideremos agora o« a prozima configuracao do sistema apds a configuracao &,

entao temos que um dos sequintes casos pode ocorrer

1. Se H(a) = H(E), o sistema poderia encontrar uma nova configuracio com

ENErgia SUPerior ou iqual;

2. Se H(n) > H(a) > H() o sistema vai para uma nova configuracio ou atinge
uma configuracao com energia mdxima que neste caso pode ser a configura¢ao

N ou o
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Com a simulagao numérica feita e considerando apenas os resultados em que o
sistema atinge uma das configuracoes 2 x 6 ou 6 X 2 temos o seguinte resultado,
rodando o programa 400 vezes o sistema de particulas atingiu em 196 casos a forma-
¢ao de um retangulo de dimensoes 2 X 6 neste caso com probabilidade aproximada

de P = % = 0,49 e em 204 casos atinge um retangulo de dimensoes 6 x 2 com

probabilidade aproximada de P = % =0,51

4.3 Simulacao para um sistema com 14,16,18,20,22

particulas
Para estas quantidades de particulas obtivemos os seguintes resultados:

1. Para 14 particulas

Temos um sistema com a seguinte configuracao inicial:

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0

Figura 4.12: Resultados

Observacao 4.1. Para sistemas com respectivamente essas quantidades de

particulas valem todos os resultados obtidos no caso inicial com 12 particulas.

Com a simulagao numérica feita e considerando apenas os resultados em que o
sistema atinge uma das configuracoes 2x 7 ou 7 x 2 temos o seguinte resultado,
rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em 103 casos a

formacao de um retangulo de dimensoes 2 x 7 neste caso com probabilidade

aproximada de P = %—83 = 0,51 e em 97 casos atinge um retangulo de dimensoes
7 x 2 com probabilidade aproximada de P = % = 0,49 a configuracao final

desse sistema ¢ do tipo mostrado nas figuras abaixo:
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Energia Total: 38. Tempo de Salto: 0.878677860053 Energia Total: 38. Tempo de Salto: 2.21164865484
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Figura 4.13: Resultados

2. Para 16 particulas

Temos um sistema com a seguinte configuracao inicial:

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0
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Figura 4.14: Resultados

Com a simula¢ao numérica feita e considerando apenas os resultados em que o
sistema atinge uma das configuracoes 2 x 8 ou 8 X 2 temos o seguinte resultado,
rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em 101 casos a

formacao de um retangulo de dimensoes 2 x 8 neste caso com probabilidade

101
200

8 x 2 com probabilidade aproximada de P =

aproximada de P = = 0,50 e em 99 casos atinge um retangulo de dimensoes

99
200

desse sistema é do tipo mostrado nas figuras abaixo:

= 0,50 a configuracao final

Energia Total: 44. Tempo de Salto: 0.560080167858 o Energia Total: 44. Tempo de Salto: 0.00115720572375
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Figura 4.15: Resultados

3. Para 18 particulas
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Temos um sistema com a seguinte configuracao inicial:

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0

Figura 4.16: Resultados

Com a simula¢ao numérica feita e considerando apenas os resultados em que o
sistema atinge uma das configuracoes 2 x 9 ou 9 x 2 temos o seguinte resultado,
rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em 105 casos a

formacao de um retangulo de dimensoes 2 x 9 neste caso com probabilidade

aproximada de P = % = 0,52 e em 95 casos atinge um retangulo de dimensoes
9 x 2 com probabilidade aproximada de P = 290—% = 0,48 a configuracao final

desse sistema é do tipo mostrado nas figuras abaixo:

Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.0138790727023 Energia Total: 50. Tempo de Salto: 1.10353591019
8
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Figura 4.17: Resultados

4. Para 20 particulas

Temos um sistema com a seguinte configuracao inicial:

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0

Figura 4.18: Resultados
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Com a simulacao numeérica feita e considerando apenas os resultados em que
o sistema atinge uma das configuracoes 2 x 10 ou 10 X 2 temos o seguinte
resultado, rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em

98 casos a formacao de um retangulo de dimensoes 2 x 10 neste caso com

probabilidade aproximada de P = % = 0,49 e em 102 casos atinge um
retangulo de dimensoes 10 x 2 com probabilidade aproximada de P = % =

0,51 a configuracao final desse sistema é do tipo mostrado nas figuras abaixo:

Energia Total: 56. Tempo de Salto: 0.303865667483 N Energia Total: 56. Tempo de Salto: 0.0586772979165
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Figura 4.19: Resultados

5. Para 22 particulas

Temos um sistema com a seguinte configuracao inicial:

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0

Figura 4.20: Resultados

Com a simulacao numérica feita e considerando apenas os resultados em que
o sistema atinge uma das configuracoes 2 x 11 ou 11 x 2 temos o seguinte
resultado, rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em

98 casos a formacao de um retangulo de dimensoes 2 x 11 neste caso com

probabilidade aproximada de P = % = 0,49 e em 102 casos atinge um
retangulo de dimensoes 11 x 2 com probabilidade aproximada de P = % =

0,51 a configuracao final desse sistema é do tipo mostrado nas figuras abaixo:
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Energia Total: 62. Tempo de Salto: 0.0582589017468

Energia Total: 62. Tempo de Salto: 0.329056282978
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Figura 4.21: Resultados

4.4 Simulacao para um sistema com 24 particulas

Nesta secao vamos considerar um sistema como 24 particulas dispostas inici-
almente em formato de cruz, e através da simulagao numérica vamos apresentar os
resultados referentes ao comportamento do sistema no que diz respeito a metaesta-
bilidade e a probabilidade do sistema atingir diferentes macroestados. O algoritmo
utilizado é o mesmo para o sistema com 12 particulas, na figura abaixo temos a

configuracao inicial do sistema.

Energia Total: 0. Tempo de Salto: 0
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Figura 4.22: Resultados

A interacao entre as particulas neste caso ird ocorrer da mesma forma que no

caso com 12 particulas, partindo da cruz inicial temos que

Observacao 4.2. Em algumas tabelas nao calculamos o tempo de salto de algumas
particulas para um vizinho, devido ao fato da nova configuracao com este salto ter
uma energia menor do que a configuracao atual, por exemplo na tabela omitimos
0s cdlculos referente ao salto da particula do ponto (1,0) para o vizinho (2,0), pois
caso ocorresse esse salto teriamos uma configuracao com energia menor do que a
a energia da configuracao atual, em outros casos algumas possibilidades de saltos
também sao omitidas na tabela devido ao fato das particulas se desconectarem do
sistema, fato esse que nao pode ocorrer, que € ocorreria caso a particula (2,1) saltasse

para o vizinho (3,0). Assim sendo continuamos com esse processo até o sistema de
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‘U(O,l)‘ P. ‘ V. ‘TX. deS.‘Tp. deS.‘

0.4227 e 2 (0,5) | (-1, 5) 4.0599
0.1564 e 2 0,5) | (1,6) 1.2575
0.1916 e ? (1,5) | (2, 5) 1.5719
0.7463 e~? (1,5) | (0, 6) 10.1360
0.0926 e O (-1,4) | (-2,4) | 39.2169
0.0115 e © -1,4) | (-1, 5) 4.6737
0.6060 e © (2,4) | (3,4) | 375.8527
0.4345 e™O (2,4) | (2,5) | 229.9896
0.5983 e 2 (-2,3) | (-2,4) 6.7408
0.5629 e 2 (-2,3) | (-3,2) 6.1163
0.8401 e ? (3, 3) (3, 4) 13.5462
0.1725 e~? 3,3) | (4,2) 1.3996
0.1767 e~? (-2, 2) 1.4367
0.8237 e~? (-2, 2) 12.8257
0.0209 e 2 (3, 2) 0.1567
0.7246 e 2 (3, 2) 9.5295
0.3524 e © (-1, 1) 175.3392
0.5679 e O (-1, 1) 338.5211
0.2156 e™© (2, 1) 97.9680
0.1409 e=O (2, 1) 61.2876
0.2646 e? 0,0) | ( 2.2719
0.5662 e 2 0,0) | (1,-1) 6.1717
0.8299 e 2 (1,0) | (2,0) 13.0908
0.4032 e ? (1,0) | (0,-1) 3.8145
Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.156788811856

T HHT
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o] ‘mEcnm

Tabela 4.1: 1% particula a saltar é a do ponto (3,2) para o vizinho (3,1)
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L U(0,1) | p. | V. |[Tx.deS. | Tp. deS. |

0.2449 e ? (1,5) | (0, 6) 2.0764
0.9969 e O (-1,4) | (-2,4) |2341.3845
0.7129 e™© (-1,4) | (-1,5) | 503.4915
0.0261 e™© (2,4) | (3, 4) 10.6726
0.5660 e © 2,4) | (2,5) | 336.7827
0.1155 e ? (-2,3) | (-2,4) 0.9071
0.9196 e 2 (-2,3) | (-3,2) 18.6277
0.8181 et (3, 3) (3, 4) 93.0652
0.8758 e~? 3,3) | (3,2) 15.4129
0.3796 e~2 (-2,2) | (-2,1) 3.5275
0.4919 e~? (-2,2) | (-3,3) 5.0031
0.6630 e? 2,2) | (3,2) 1.0877
0.4602 e O (-1,1) | (-2,1) | 248.7536
0.5369 e ® (-1,1) | (-1,0) | 310.5876
0.0268 et 2,1) | (3,2) 1.4852
0.4874 e~? (0,0) | (-1,0) 4.9391
0.1702 e~? (0,0) | (1,-1) 1.3790
0.4197 e =2 (1,0) | (0,-1) 4.0212
0.8164 e~? (3,1) | (2,0) 12.5244
. Energia Total: 28. Tempo de Salto: 0.907108592221
: ir
*HENEE

Tabela 4.2: 2% particula a saltar é a do ponto (—2,3) para o vizinho (—2,4)
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particulas atingir um estado macro, que neste caso € a formagao de um retdngulo

do tipo 12 X 2 ou 2 X 12 como vamos mostrar mais adiante.

Com a simulacao numérica obtivemos alguns resultados interessantes que foram

0s seguintes:

1. Em todas as simulagoes realizadas constatamos que cada configuracao do sis-
tema de particulas apresenta uma energia maior ou igual a anterior como

mostram as figuras abaixo:

0 Energia Total: 26. Tempo de Salto: 0.312865910494 o Energia Total: 28. Tempo de Salto: 0.362460735563 Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.342212401532
10

8 8 8
6 6 6
1 1 1 1
4 A 2meE e . 2@ e
2
. ‘EEEER ‘EEEER
? 2 HEENE- 2 ‘EENE>
EEEE SEEE R
0 0 2 2 0 ] 1
-2 -2 -2
-4 -4 -4
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
1 Energia Total: 30. Tempo de Salto: 0.250728192175 1 Energia Total: 32. Tempo de Salto: 0.254161865941 Energia Total: 32. Tempo de Salto: 0.0730500034874
10
8 8 8
6 6 6
1 1 1 1 1 1
4 2meE e 4 EEEEE . T EE s
‘EEENE?Z ‘HENEPZ ‘EEETE
2 :AEE B 2 ‘AEE 2 2 ‘AEEE
SEER R SEERR SEEE R
o 1 1 o 1 1 0 1 1
-2 -2 -2
-4 -4 -4

Figura 4.23: Resultados

2. A interacao entre as particulas pode ocorrer de tal forma que se obtenham
configuracoes cuja energia encontrada nao seja maxima fazendo com que o

sistema fique interagindo para sempre nessas configuracoes, o que podemos

observar nas figuras abaixo.
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0 Energia Total: 62. Tempo de Salto: 183380766865 Energia Total: 62. Tempo de Salto: 0.256047500814 1 Energia Total: 62. Tempo de Salto: 0.195882158628
10

8 8 8
6 6 6
2 2 2B BE R BB E e
4 2 3 4 2 13 13 4 2B 2R
3 3 12 B eEeEe S EeERr
2 B2 3 2 2 S E BB R 2 EEEEE
2 2 2
° 2 3 0 2 3 o 2 3
3 3 3 3 3 3
- 2 12 - 2 12 -2 2 2
- -4 -4
-6 -4 -2 o 2 4 6 8 -6 -4 -2 o 2 4 6 € - . N -
o Energia Total: 62. Tempo de Salto: 1.23874056567 Energia Total: 62. Tempo de Salto: 0.0920383753205 Energia Total: 62. Tempo de Salto: 1.20661054332
10 10
8 8 8
3 6 6
21313 R 2 13 B R 21 B @R
4 2B BB 4 2 13 13 13 . 2 3 3
3 133 3 E B R EEEER
2 3 3 3 2 BEEEER 2 3 1B BB R
2 | 2 2
0 2 13 0 2 3 o 2 13
33 3 B 33
- 2 12 L 2 12 5 2 12
4 - -4
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 o 2 4 6 € -6 -4 -2 o 2 4 6 8

Figura 4.24: Resultados

3. Durante a interagao do sistema de particulas se o mesmo nao atingir uma
das configuracoes descritas no item anterior, o mesmo passa por varios meta-
estaveis, fendmeno este que representa a metaestabilidade do sistema, antes
de atingir um macro estado, este macro estado por sua vez é sempre uma

configuracao retangular de dimensoes 12 X 2 ou 2 x 12

10

Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.479008157224 1 Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.0228221743483 Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.102810213397
10
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— -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.0884893567663 Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.415078941737 Energia Total: 68. Tempo de Salto: 0.76572500171
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Figura 4.25: Resultados

4. Uma configuracao do sistema com 24 particulas apresenta energia maxima
quando todas as suas particulas estao na fronteira, isto nao quer dizer que uma
determinada configuracdo com todas as particulas na fronteira tera energia

méaxima como mostra a figura abaixo:
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Energia Total: 66. Tempo de Salto: 8.13124072872e-05 2 Energia Total: 68 . Tempo de Salto: 0.76572500171
10

EEERER
O 0 0 0 s
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Figura 4.26: Resultados: Na configuracao do lado esquerdo todas as particulas estao
na fronteira com energia total igual a 66, enquanto que a configuracao do lado direito

apresenta todas as particulas na fronteira com energia méxima igual a 68.

Com base nestes resultados podemos afirmar que o sistema de particulas inicial
nao convergird para a formacao de retangulos de dimensoes 3 x 8 , 8 x 3,6 x 4 e
4 x 6 pois nestes casos a energia da configuracao ainda é baixa fazendo com que o
sistema busque novas configuracoes com energia maior ou igual, o que mostra que
estas configuracoes nao representam um macroestados do sistema como podemos

observar nas figuras abaixo:

Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.027170433 Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.00221759373184 Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.0324921404072

6 6 6
4 4 [} 4 ']
2B BB BEBBE B R 2 1313 B R 3 g2 2 13 1B R 3 2
2 ‘EEEEENEPZ 2 ‘EEEERECEE 2 ‘EECEEEE
2 B EEBEEBER 2 B3 BB EE B R 2 13 2 3 13 1B R
0 o 0 [ |
- Y -2
6 -4 -2 0 2 4 6 8 % -4 -2 o 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.0404871589161 Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.00491137503366 Energia Total: 50. Tempo de Salto: 0.247932816584
6 6 6
4 3 4 = 4 [ ] ]
BEREEER 3 2 2121 BB R 3 g2 2 2 2 3 »2 3 2
5 SEeEEEHEE 2 B *EEEEEE 5 1 TEEEEEE
113 2 3 3B e 2 12 3 3 3R 2 2 3 13 B R
o 2 o 1 ° 1
-2 -2 -2

Figura 4.27: Resultados: Note que a configuracao de dimensoes 3 X 8 nao representa
um macroestado, pois se fosse o sistema de particulas nao sairia dessa configuracao

como acontece no caso de dimensoes 2x 12 ou 12 x 2 como mostraremos mais adiante.

O sistema atinge um estado de equilibrio nas configuragoes de dimensoes 12 x 2
e 2 x 12, a partir dai nao existe nenhuma outra configuracao cuja energia seja maior
ou igual a energia da configuracdo anterior e nessas condi¢des as particulas param

de interagir umas com as outras.
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4.5 Estados de equilibrio 12 x 2 e 2 x 12

Nesta secao vamos mostrar que as configuragoes de dimensoes 12 x 2 e 2 x 12
representam estados de equilibrio do sistema com 24 particulas, ambas com proba-

bilidade aproximada de P = %, vejamos

Dem.: 2. Inicialmente vamos considerar as configuracoesn =12 x 2 e o =2 x 12
respectivamente ambas com energia H(n) = 68 e H(o) = 68, vamos verificar agora
que as configuracoes 1 e o possuem a energia mdrima que o sistema com 24 particulas
pode atingir. Para verificarmos isto temos que mostrar que nao existe nenhuma outra
configuracao com energia maior ou igual a das configuracoes n e o. A energia da

configuracao n é dada por
H(n)=3x20+2x4=32

onde o valores 20 e 4 representam respectivamente o numero de particulas da fron-
teira com 3 e 2 ligagoes.

Consideremos as sequintes possibilidades de salto para todas as particulas da
fronteira, seja 1, uma nova configuracao onde uma das quatro particulas da fronteira

com duas ligacoes saltou, como mostra a figura abaizo

0 Energia Total: 68. Tempo de Salto: 0.76572500171 0 Energia Total: 66. Tempo de Salto: 0.0583448704355

N
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-
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Figura 4.28: Resultados: Na figura da esquerda temos uma configuracao n com
energia maxima e a esquerda 7; onde fizemos a suposicao que uma das quatro
particulas com com duas ligagoes saltasse note que sua energia diminui em relacao

a configuragao anterior.
Nesta configuracao temos H(m) = 66 < H(n) assim nenhuma das quatro parti-

culas com duas ligacoes poderd saltar, consideremos uma outra configuracao ny onde

uma das particulas com trés ligagoes saltou, como mostra a figura abaizo
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Energia Total: 68 . Tempo de Salto: 0.76572500171 1 Energia Total: 64. Tempo de Salto: 0.016756891299
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Figura 4.29: Resultados: Neste caso se uma das 20 particulas com 3 ligagoes pudesse

saltar teriamos uma configuracao com energia inferior

Nesta configuracao temos H(ny) = 64 < H(n) assim nenhuma das oito particulas
com trés ligagoes poderd saltar, portanto nao existe nenhuma outra possibilidade de
salto para as particulas da configuracao 1. o mesmo raciocinio vale para a configu-
racao o, portanto as configuracoes n e o possuem energia mdrima.

Seja & uma configuracao qualquer do sistema diferente n e o, entao a energia
de & é do tipo H(E) = 3x 4+ 2y + z, onde x, y e z correspondem respectivamente ao

numero de particulas da fronteira com 3, 2 e 1 ligagoes. Assim temos
H(§) < H(n) e H(E) < H(o)

Consideremos agora o a prorima configuracao do sistema apds a configuracao &,

entao temos que um dos sequintes casos pode ocorrer

1. Se H(a) = H(E), o sistema poderia encontrar uma nova configuracio com

ENErgia SUpPerior ou iqual;

2. Se H(n) > H(«a) > H(§) o sistema vai para uma nova configuragdo ou atinge
uma configura¢io com energia mdzima que neste caso pode ser a configuragao

N ou o

Com a simulagao numérica feita e considerando apenas os resultados em que o
sistema atinge uma das configuracoes 2 x 12 ou 12 x 2 temos o seguinte resultado,
rodando o programa 200 vezes o sistema de particulas atingiu em 97 casos a formacao
de um retangulo de dimensoes 2 x 12 neste caso com probabilidade aproximada de
P = 1% — (485 e em 103 casos atinge um retangulo de dimensdes 12 x 2 com

316

probabilidade aproximada de P = % = 0,515

4.6 Caso Geral com n-particulas.

Nesta secao vamos considerar um sistema com n-particulas e dessa forma anali-

sarmos o comportamento das mesmas sob as mesmas condicoes vistas nos casos em
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que o sistema apresentava 12 e 24 particulas.
Nessas condicoes o sistema convergird para apenas dois macro estados que serao
a formacao de dois retangulos com dimensoes n = 2 x 5 e {5 X 2 visto que estas sao

as duas configuragoes com energia maxima dada pela funcao Hamiltoniana
H(n) = 3n—4 = H(E),

onde n é o nimero de particulas do sistema.

Observacao 4.3. Essas duas configuracoes sao as unicas a atingirem a energia
mdzrima do sistema de particulas devido ao fato de considerarmos apenas os casos
onde a energia de cada configuracao € sempre maior o igual a energia da configurag¢ao

anterior.

Vamos verificar que essas duas configuracoes tem energia maxima, suponhamos
entao que exista outra configuracao o com energia superior as configuracoes n e &

dai temos que
H(o)=3-24+(n—3)-3=3n—3>3n—4=4-2+(n—4)-3=H(n)

Isto quer dizer que a configuragdo o tem 3 particulas com duas ligacoes e n — 3
particulas com 3 ligacoes o que é um absurdo pois o sistema devera convergir para
um macro estado de formato retangular.

Assim sendo considerando o modelo em que cada configuracao tem sempre ener-
gia maior ou igual a energia da configuracao anterior, o sistema de particulas em
todos os casos convergira para formacao de configuracoes onde tenhamos sempre um
ntmero maior de particulas na fronteira, pois sao nessas configuragoes que o sistema

atinge energia maxima.
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Apéndice A

Programas Utilizados

f = open("i

put.cxc™, "r")
cross = eval('[' + str(f.xead())+']1")
cross = utils.buildSmallCross()
print cross
maxes = utils.getMaxes (cross)
maxX = maxes|['maxxX'] + 5
minX = maxes['minX'] - &
max¥ = maxes|['max¥'] + 5
minY = maxes['min¥'] - 5
rng = [minX,max¥X,minY, max¥]

utils.plot (cxoss, rng, [], 'a', (0,0), (0,0), False, 0)

MaX IT = 1000000
it =0

while it < MAX IT:
border = utils.getPointsInBorder (cross)
next = utils.getLowestFactor (border, cross, it, rng)
if (next[0] not in cross):

nt "Co dam

cross.remove (next [0])

cross,.append (next [1])

it += 1

utils.plot (cross, rng, utils.getPointsInBorder (cross),

"IT_ "+str(it), next[l],

Figura A.1: Programa para gerar a cruz inicial
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next [0],

True,

next[2])



. random

- matplotlib.pyplot as plt
- math
¢ networkx =5 nx
® 0;
v = 1;
EULER = math.exp(l)
BET2 = 1
def getSurrounding (point):
X = point[0]
v = point[1]
zeturn [x-1, v), (=+l, v}, (%, y+1), (%, v-1), (=+l
def getEmptySurroundings (point, cross):
sur = getSurrounding (point)
ret = []
bt in sur:
if p not in cross:
ret.append (p)
rn ret
def getCrossSurrounding (point):
X = point[0]
v = point[1]
r o D=1, w), (2+l, v), (%, w+l), (%, v-1}1]

=f getPointsInBorder (pointSet):
surcEmptySpot, emptySpots getEmptvyPoints (pointSet)
emptyGraph = pointsZGraph (emptySpots)
ret [1
for p in pointSet:
surroundings = getCrossSurrounding (p)
sur in surroundings:
if sur not in pointSet and
ret.append (p)

P not 1n

r w1},

1 repr(sur)

(z+1,

v-1},

emptyGraph =

(x-1,

Figura A.2: Dinamica para as particulas saltarem.
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v+l),

(x-1, w-1)1

t isFakeEmpty (sureEmptySpot,

sur,

=



J=f getEmptyPoints (pointSet):
maxes = getMaxes (pointSet)
max¥X = maxes['maxX"] +
min¥X = maxes['minX"'] -
max¥ = maxes['max¥"] +
minY = maxes['min¥"'] -

La b ra

yRange = range (min¥, max¥+1)
xRange = range (minX, maxX+1)
emptyPoints = []
for ¥ in vyRange:
for ¥ in xRange:
if (X,¥) not in pointSet:

enptyPoints.append ( (X, Y))
[ (max¥, max¥), emptyPoints)

d=f isFakeEmpty (sureEmptyPoint, emptySpot, emptyGraph):

paths = nx.shortest_path (emptyGraph, source=repr (empty5Spot), target=repr (sureEmptyPoint))
n len(paths) = 0

1 True

J=f pointsiZGraph(pointSet):
G = nx.Graph ()

for p in pointSet:
surround = getCrossSurrounding (p)
for sur in surround:
if sur in pointSet:

G.add_edge (repr (p), repr(sur))
G.add edge(repr(p), repr(p))
1 G

d=f getPointEnergy(point, pointset):
energy = 0;
surroundig = getCrossSurrounding (point)
for sur in surroundig:
if sur in pointset:
energy += 1
return energy

Figura A.3: Continuacao da dindmica para as particulas saltarem.
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isConnected (pointSet) :

graph = pointsZGraph (pointSet)
ret = nx.is_connected (graph)
if not ret:

#debug (pointSet)
n ret

def isEmptySpaceEligible (emptySpace, currentPoint,
crossSurrounding = getCrossSurrounding (emptySpace)

for meighbour in crossSurrounding:

if neighbour in cross and neighbour '= currentPoint:

return True
n False

#Funcao Auxiliar para testes

buildSmallCross () :
points = []
for x in [0, 1]:
for ¥y in [-2, -1, O, 1]:

points.append( (%, v))
points.append( (2, -1}
points.append((2,0))
points.append( (-1,-1))
points.append( (-1,0)

r n points

def calcFactor (jumpRate) :
T n =1.0% (math.log(l-random.uniform (0,

1)) /jumpRate)

def getEligikleSpaces (emptySpaces, currentPoint,

ret = [1]
for emptySpace in emptySpaces:

if {isEmptySpaceEligible (emptySpace, currentPoint,

ret.append (emptySpace)
rn Iet

Figura A.4: Continuacao da dinamica para as particulas saltarem.
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calculateEnergy (border, cross):
energy = 0
- point 1 border:
surroundig = getCrossSurrounding (point)
for sur in surroundig:
if sur in cross:
energy += 1
ENErgy

getLowestFactor (border, cross ,it, rng):

lowestJumpTime = 99995599

ret = (-999, -999)

currentEnergy = calculateEnergy (border, cross):
I + str(cross).strip('[]1")

ileText = ""
for point in border:
pointEmptySpaces = getEmptySurroundings (point, cross)
eligikbleSpaces = getEligikbleSpaces (pointEmptySpaces, point, cross)
fileText += "\n"
if len({eligibleSpaces) > 0:
fileText += "Fa a: " +str(point) + ", pod
for space in eligibleSpaces:
crossCopy = cross[:]
crossCopy.remove (point)
crossCopy . append (space)
isConnected (crossCopy) :
fileText += "Par

o

n

+ str(eligikbleSpaces).strip("'[]1") +

-om

a: + str(point) + "™ nédo saltard para: " + str(space) + " pois

newBorder = getPointsInBorder (crossCopy)
newEnergy = calculateEnergy (newBorder, crossCopy)
deltaEnergy = newEnergy - currentEnergy
if deltaEnergy >= 0:
JjunpRate = math.pow (EULER, -1 * BETAR * deltaEnergy)

JunpTime = calcFactor (jumpRate)
Uniforme=l-math.exp (-jumpRate*jumpTime)
fileText += "Uni: "+ str(Uniforme) + "Taxa de "+ str (jumpRate) +"Parti " + str(point)

if jumpTime < lowestJumpTime:

lowestJumpTime = jumpTime
ret = (point, space, jumpTime)

Figura A.5: Continuacao da dinamica para as particulas saltarem.
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Q).

lowestJumpTime = jumpTime
ret = (point, space, jumpTime)
fileText += "Particula: " 4 =ztr(point) + " nioc =altari para: " + =tr(space)
text_file = open(str(it)+".t=t”, "w")
text file.write (fileText)
text file.close ()
getMaxes (points) @
max¥X = —-9999599995999
max¥ = —-99599959595999
min¥X = 99999999999
min¥ = 99999999999
for p in points:
i px] > max¥: max¥ = p[x]
plx] < min¥X: min¥X = p[x]
ply] > max¥: max¥ = plvy]
ply]l < min¥: min¥ = p[y]
}
f plot(points, rng, border, text, newPoint, oldPoint, plotEnergy, jumpTime):
plt.clf ()
X=11
¥ =11
cC=1
alpha = []
for p in points:
X.append(p[x])
Y.append(plv])
if p == newPoint:
C.append('red')
if p in border and plotEnergy:
plt.annotate (str (getPointEnergy (p, points) ), xvy=(plx], plv]), xytext=(0,
=2lif p in border:

Figura A.6: Continuacao da dindmica para as particulas saltarem.

C.append ("orange')
if plotEnergy:
plt.annotate (str (getPointEnergy (g,

C.append|('klus"')
X.append (oldPoint [x])
Y.append (oldPoint [¥])
C.append|('#

OFOFOFOF")

plt.scattexr (X, Y, ==200, marker='s', color=C)
plt.axis (rng)
energy = calculateEnergy (border, points)

plt.title('Energia Total: ' + str(energy) + '.

plt.savefig(text+'.png')

points) ),

Tempo de Salto:

xy=(plx],

plyl), mytext=(0,

+ str(jumpTime) )

Q) r

Figura A.7: Continuacdao da dindmica para as particulas saltarem.
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+ " pois diminuiria a energia
textcoords="offset points')
textcoords='offset points')
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