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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

APLICACAO DE ELIMINACAO ITERADA DE ESTRATEGIAS DOMINADAS
A MODELOS DE COMPETIGAO ENTRE DOIS JOGADORES

Joao Paulo Caran de Oliveira

Junho/2018

Orientador: Sergio de Carvalho Bezerra

Programa: Modelagem Matematica e Computacional

Apresenta-se nesta dissertacao o estudo e aplicacao de uma ferramenta retirada
da Teoria dos Jogos chamada de eliminacao iterada de estratégias ou acoes
estritamente dominadas (IESD). Utilizando a linguagem de programagao Python,
este trabalho se concentra na construgao e aplicacao de um algoritmo baseado nesta
ferramenta para resolucao de uma situacao hipotética de conflito entre duas naves
espaciais. A andlise ocorre da perspectiva de um dos jogadores e diversos modelos
de distribui¢oes para qualificar como é escolhido um ganhador sao adotados e
simulados. Para ganhar, um dos jogadores deve realizar uma série de escolhas
de trajetorias sendo que uma escolha errada significa sua destruicao. No geral a

utilizagdo de (IESD) se mostrou mais vantajosa que a escolha aleatoria.

Palavras-chave:IESD, Eliminacao iterada; Teoria dos Jogos, Dominancia.
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APLICCATION OF ITERATE ELIMINATION OF DOMINATED STRATEGIES
TO TWO-PLAYER COMPETITION MODELS

Joao Paulo Caran de Oliveira

June/2018

Advisor: Sergio de Carvalho Bezerra

Program: Computational Mathematical Modelling

In this dissertation we present the study and application of a tool derived from
the Theory of Games called the iterated elimination of strictly dominated strategies
or actions (IESD). Using the Python programming language, this work focuses
on the construction and application of an algorithm based on this tool to solve
a hypothetical situation of conflict between two spaceships. The analysis takes
place from the perspective of one of the players and various models of distributions
to qualify how a winner is chosen are adopted and simulated. To win one of the
players must make a series of path choices to be a winner, and a wrong choice
means their destruction. In general the use of IESD was more advantageous than

the random choice.

Keywords:IESD, iterated elimination; Theory of Games, Dominance.
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Capitulo 1

Introducao

Atingir objetivos é um dilema presente em qualquer instancia, seja na vida pes-
soal como no setor econdmico, nos planejamentos empresariais, nas organizacoes
corporativas, enfim, em todos setores que se pode pensar. Atreladas a esse dilema
estao as estratégias. Por ser um termo aplicado em praticamente todas as situacoes,
torna-se dificil formular um significado para tal. Todavia, de acordo com o diciona-
rio Michaelis, estratégia é a arte de utilizar planejadamente os recursos de que se
dispoe ou de explorar de maneira vantajosa a situacao ou as condigoes favoraveis de
que por ventura se desfrute, de modo a atingir determinados objetivos.

Um campo da matematica aplicada que faz uso de estratégias sabiamente for-
muladas para o processo de tomadas de decisao ¢ a Teoria dos Jogos. O matemaético
John Von Neumann e o economista Oskar Morgenstern publicaram um livro The
Theory of Games and Economic Behavior e nele definiram a teoria dos jogos como
o conjunto de ferramentas criadas para auxiliar o entendimento das decisoes resul-
tantes da interacao entre jogadores. Esse conjunto de ferramentas visa determinar
em qual momento e quais estratégias serdo aplicadas em cada situagdo (ALMEIDA
2006).

As estratégias de dominancia utilizadas para solucionar alguns problemas da
Teoria dos Jogos tem a funcao de orientar um jogador a tomar uma decisao que lhe
garanta o melhor ganho. Com elas é possivel tracar um plano de escolhas para cada
ponto de decisao, formando uma sequéncia completa de movimentos através dos
conjuntos de informagoes disponiveis, tendo em vista os melhores valores oferecidos
para se chegar no objetivo final.

Diante disso, o presente trabalho, faz uso de um instrumental denominando
Itereted Elimination Stritcly Dominated(IESD) para modelar a interagao entre dois
jogadores na perspectiva de vitoria e derrota do jogador 1 que serd denominado J1.
O conjunto de estratégias aqui utilizadas compreende um programa de instrugoes

que indicara qual linha de acao os jogadores adotarao durante toda partida.



1.1 Objetivos

e Aplicar a estratégia IESD num modelo de competicao entre dois jogadores

descritos como jogador 1 e jogador 2.
e Analisar os resultados sobre suas tendéncias positivas e negativas.

e Realizar um levantamento probabilistico das possibilidades de vitéria do joga-

dor 1 para comparar com os resultados do trabalho.

A metodologia utilizada consiste de levantamento teoérico dos conceitos neces-
sarios, construcao de um algoritmo que aplique uma eliminacao de estratégias que
forem julgadas como dominadas pelas demais e apresentacao desses resultados em
forma de tabelas com o quantitativo de vitorias e derrotas, findando com uma com-
paragao destas tultimas com a probabilidade de vitorias que o jogador 1 teria de
vencer sem adotar nenhum tipo de estratégia.

Em resumo, todo o trabalho se baseia em uma comparacgao de elementos de duas
matrizes, essa comparacao serd intercalada em seis passos que serao chamados de
“fases "ao longo do trabalho, onde cada fase é caracterizada pela comparacao de
matrizes associadas aos dois jogadores. Logo no capitulo 2, apresentam-se os con-
ceitos e teorias necessarios para a modelagem do problema, construcao do algoritmo
e discussao dos resultados. Nele explica-se a parte da Teoria dos Jogos que resultou
no algoritmo construido bem como os modelos de onde serao criados e os cenérios
que serao simulados. No capitulo 3, serao detalhado a construcao do modelo e re-
gras definidas para os testes que serao realizados e seus respectivos resultados. As
particularidades desta proposta que estao ligadas aos modelos e como os elementos
das matrizes a serem comparadas sao escolhidos, estarao expostas junto a apresen-
tacao dos resultados no capitulo 4. No capitulo 5 tem-se as conclusoes acerca dos
objetivos estabelecidos.

Apesar de que o assunto "Eliminacao iterada de estratégias dominadas'"nao ser
novo e na literatura consultada ser dito que o mesmo tem pouca aplicacao em situ-
acoes no mundo real, ao longo deste trabalho pode-se observar que dependendo de
como o problema for modelado e quais os objetivos dos tomadores de decisoes, este

conceito pode ser aplicado e trazer bons resultados.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Teoria dos Jogos

2.1.1 O que é a teoria dos jogos?

Por milhares de anos parte da interacao humana se justificou a partir das relagoes
de trocas e posteriormente comércio. Com a aglomeracao e formacao das cidades,
essas relacoes de trocas se tornaram mais complexas e eventualmente tanto para
os cacadores-coletores, um investidor ou um general participando de uma guerra,
temos alguns impasses que nos levam a realizar uma escolha entre uma série de
alternativas. Neste contexto qual devo escolher?

Ajudar a escolher entre alternativas diferentes é o objetivo da teoria dos jogos.

Definicao 2.1.1. Teoria dos jogos € um estudo sistemdtico das interagoes estraté-

gicas entre individuos racionais.

Limitacoes a parte, teoria dos jogos pode muito bem ser aplicada a muitas situ-
acoes no mundo real. A seguir apresentam-se algumas defini¢oes teoricas que serao

utilizadas neste trabalho.

2.1.2 Jogos em forma estratégica

Partindo do argumento que num determinado jogo, os jogadores envolvidos po-
dem escolher suas acoes de forma simultanea ou sequencial e com ou sem o conhe-
cimento de qual ac¢do os demais jogadores irdo escolher, temos segundo 9] os tipos

de formas que um jogo estratégico pode assumir:



Forma dos jogos

Movimentos | Completa Incompleta

Simultaneos | Jogos em forma estra- | Bayesian Games
tégica com informacao
completa

sequenciais | Jogos em forma ex- | Jogos em forma ex-
tensiva com informa- | tensiva com informa-
¢ao completa ¢ao incompleta

O modelo adotado neste trabalho é construido segundo Jogos em forma estraté-
gica com informacao completa

Antes da definicao de forma estratégica, deve-se citar a teoria da escolha racional.

Teoria da escolha racional

Esta teoria é muito utilizada em diversos modelos na teoria dos jogos. Segundo
esta teoria, o jogador ird escolher a melhor agao entre um conjunto de agoes dispo-

niveis para ela, dadas as preferéncias desse jogador|LT].

Acoes

As agoes que um determinado jogador pode escolher sob certas circunstancias
devem ser modeladas, para |[I1] teoricamente é um modelo baseado em dois com-
ponentes. O primeiro componente é um conjunto A que é composto por todas as
acoes que o tomador de decisoes tem disponivel, o segundo é uma especificagao das
preferéncias desse tomador. O autor ainda afirma que numa situacao de um jogo
modelado, ao serem determinadas suas preferéncias, o tomador de decisoes sera
confrontado com um subconjunto de A de onde ele ira escolher um tnico elemento,
o tomador conhece esse subconjunto e sua escolha por um tunico elemento sofre
influéncia das suas preferéncias.

No que se refere as preferéncias do tomador de decisoes, [I1] cita que quando
apresentado a qualquer par de acoes, o tomador de decisoes sabe qual prefere ou que
ambas sao igualmente possiveis de se escolher. Estendendo naturalmente, temos que
se o tomador prefere uma acao a em relacao a uma acao b, e se prefere b em relagao
a c, entao prefere a em relacao a c. Como alternativa, cita que pode-se representar
as preferéncias por uma funcao de recompensa.

Logo, pode-se concluir que de acordo com as preferéncias do tomador de decisoes,

a acao escolhida ¢ a melhor das disponiveis. Ou como [II] descreve:

"A ag¢ao escolhida pelo tomador de decisoes € ao menos tao boa quanto
todas as acoes disponiveis para aquele subconjunto, de acordo com suas

preferéncias.”



Estes conceitos sdo condensados de forma mais resumida por |11 quando des-
creve que o modelo de jogos estratégicos € um modelo de interacao de tomadores de
decisoes chamados jogadores, e cada jogador tem um conjunto de possiveis acoes.
O autor completa que este modelo permite que uma representacao das interacoes
entre os jogadores seja feita permitindo que cada jogador possa ser afetado pelas
acoes de todos ou outros jogadores e nao somente por sua prépria agao.

Logo, uma defini¢do de Jogos em forma estratégica conforme visto em [9] e [I1]é

dada por :

Definicao 2.1.2. Um jogo em forma estratégica é composto por:
= Conjunto de jogadores: N;
= Conjunto de acgoes: A;, para cada jogador 1.
= Uma func¢ao de recompensa: : A — R, para cada jogador i.

Em geral os elementos de N, podem ser nomeados por niimeros ou letras acom-
panhadas de nimeros e um elemento genérico pode ser chamado de jogador 1.

A; é o conjunto de agoes disponiveis para o jogador ¢ e u; define o resultado da
escolha feita pelo jogador 7 entre as escolhas de ac¢oes disponiveis no conjunto A;.

Em resumo, um jogo em forma estratégica tenta descrever um cenério em que
jogadores tomam decisoes simultaneamente ou sem conhecer as agoes tomadas por

outros jogadores, mesmo que o resultado seja interdependente dessas escolhas [9].

2.1.3 Estratégias de dominancia

Em jogos estratégicos, o problema principal é decidir qual acao tomar sem sa-
ber qual agao o oponente ird escolher. Nessa situacao mesmo vocé conhecendo os
possiveis resultados de cada escolha, pode nao ser facil de escolher uma acao. Nesse
sentido vamos especificar um conjunto de N = 1,2,3,....,n e para cada jogador ¢,
temos que especificar um conjunto de possiveis agoes ou estratégias C; e uma funcao

de recompensa (u;), [10].

Definicao 2.1.3. Uma ac¢ao a;, € Ay fracamente domina cada agao b, € Ai para

cada jogador k se:

uz(ak) > Uj(bk);i 7£j v ak,bk € Ak

wi(ar) > uj(by):i # j para algum ay, by € Ay.

e estritamente domina by, se:



wi(ag) > uj(by);i #j YV ag, by € Ay

Ou seja, uma acao a; fracamente domina uma acao b; se independente do que
os outros jogadores fazem, ela é pelo menos tao boa quanto b; e é estritamente
dominante se independente do que os outros jogadores fizerem, a acao a; for melhor

que b;.

2.1.4 Solucionavel por dominancia

Tomando o argumento que um jogador racional nunca jogaria uma ac¢ao enquanto
houver outra acao que garanta mais ganhos para este jogador independente do que

os outros jogadores podem fazer, nés apresenta-se a seguinte definicao:

Definicao 2.1.4. Seja um jogo em sua forma estratégica e duas agoes ay, by € Ay,

nos dizemos que by, € estritamente dominada por a; se:

ui(ap) > uj(bp);i #Jj YV ap, by € Ay

e dizemos que b; € fracamente dominada por a; se:

wi(ag) > u;(by)ii #35 V ak, by € A

enquanto

wi(ag) > uj(by);i #Jj para algum ay, b, € Ag.

De acordo com [9] na teoria dos jogos, uma premissa fundamental para a apli-
cacao de estratégias de dominancia é que jogadores racionais nao tomam acoes
estritamente dominadas. Dito isso, em um jogo G, pode-se aplicar essas estratégias
e eliminar certas acoes do outro jogador, e quando todos os jogadores ponderam
sobre as acoes eliminadas, o jogo real sendo jogado é reduzido a um jogo com me-
nores possibilidades que o jogo original. Entao, um primeira pergunta é: Pode-se
continuar eliminando opc¢oes até enquanto foi possivel?

A resposta é que essa situagao pode ser razoavel ou nao dependendo do contexto.

IESD (Iterated Elimination of Strictly Dominates actions), uma sigla em inglés

para Eliminacao iterada de agoes estritamente dominadas. Isso é uma extensao do



equilibrio de estratégia dominanteﬂ e escrevemos a partir dai uma proposi¢ao:

Proposicao 2.1.1. Se ambos os jogadores tem agoes estritamente dominantes, en-
tao agoes IESD levam a um equilibrio de estratégia dominante unica.(demonstrada
no Apéndice A)

Além disso, agoes IESD podem ser aplicadas a muitos jogos que nao possuem
acoes dominantes, mesmo que nenhum dos jogadores envolvidos tenham acoes do-
minantes e ainda produzir um resultado Gnico. Um jogo em forma estratégica que

através de acoes IESD, possui solucao tnica é dito Soluciondvel por domindncia.

Definicao 2.1.5. Um jogo em forma estratégica é "Soluciondvel por domindncia”,

se através de acoes IESD ele possui solu¢ao unica.

Um exemplo famoso de um jogo solucionével por dominancia é o dilema do
prisioneiro.

A eliminagao iterada de agoes estritamente dominadas é abordada por [I5] como
"Eliminacao iterada de estratégias fortemente dominadas", e os autores consultados
tem definigoes semelhantes sobre seus conceitos, mas [I5] também se refere como
"recursivamente forte".

Foram encontrados artigos com aplicacoes deste conceito, mas com objetivos
diferentes conforme visto em [16], [17], [18], [19] que trazem aplicagoes da eliminagao
iterada de acoes estritamente dominadas mas com objetivos de reduzir as opcoes de
escolha, ou comparando com outra estratégia, o que se distingue deste trabalho, que

visa propor uma solucao baseada no IESD e investigar sua aplicabilidade e eficiéncia.

2.2 Probabilidade

2.2.1 Variaveis Aleatorias

Segundo [13] uma defini¢do de variavel aleatoria por ser dada por:

Definigao 2.2.1. Uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, A, P)

€ uma funcao real sobre Q2 tal que para todo x € R temos que
X (o0, 7] € A.

As principais variaveis aleatorias podem ser discretas e continuas. Nas variaveis

aleatorias discretas, tem-se que a variavel pode a assumir um valor maximo contével

!Segundo [9] Equilibrio de estratégia dominante é quando num jogo nio se exige uma quantidade
excessiva de “racionalidade” dos envolvidos. Exige-se apenas que os jogadores sejam racionais do
ponto de vista de escolher sempre a melhor op¢ao para si e nao exige que eles saibam que os outros
sao racionais também



num conjunto de valores possiveis. Para uma variavel discreta X, definimos a funcao
de probabilidade

Segundo [12] a fungao discreta de probabilidade p(a) é positiva para no maximo
um numero contavel de valores de a, ou seja, X assumindo um dos valores 1, 7, ...,
entao

p(z;) > 0 parai=1,23...,

p(x;) = 0 para todos os demais valores de x

e como X recebe apenas os valores de z;, temos

Z p(x;) =1

Tanto [12] quanto [13] definem variavel aleatoria continua de forma semelhante.
X é uma variavel variavel aleatoria continua(também chamada de absolutamente
continua) se existir uma fun¢do nao negativa f, definida em x € (—o0,00) que

possua a propriedade de que, para qualquer conjunto B de nimeros reais

P(X € B) = /Bf(a:)dx (2.1)

f é chamada funcao de densidade de probabilidade.
A equacao diz que a probabilidade de que X esteja em B pode ser obtida

integrando-se f ao longo de B. Entao, X assumindo algum valor, f deve satisfazer
1=P{X € (20,00} = [ fla)da,
fazendo B = [a, b], obtemos
b
P{a < X <b} = / f(z)dx (2.2)
Fazendo b = a, tem-se que:
P{X =a} = / f(z)dx =0,

essa equacao quer dizer que a probabilidade de que uma variavel aleatoria conti-
nua assuma qualquer valor especifico é zero. Portanto para uma variavel aleatoéria

continua,



P{X < a} = P{X < a} = F(a) = / " ) (2.3)

Neste trabalho utiliza-se das variaveis aleatorias de Poisson e uniforme.

Para [12] uma variavel aleatoria X que pode assumir qualquer um dos valores
0,1,2,... ¢ chamada de variavel aleatoria de Poisson com parametro A, se, para
algum A\ > 0,

)\i
MD:P@:@:e”ﬁJ:QLZH (2.4)

A equacao define uma funcao de probabilidade, ja que

E p(i) =e? E e At = 1. (2.5)
i=0 i=o

Segundo [12] uma variavel ¢ dita aleatoria uniformemente ao longo do intervalo

(0,1) se a sua fungao densidade de probabilidade é dada por:

flz) = (2.6)

0, caso contrario.

{1, l<z<0,

O autor ainda afirma que a equagio 2.6]é uma fungio densidade de probabilidade
ja que f(z) > 0e [T flz)de = fol de = 1. f(x) > 0 somente quando z €
(0,1), tem-se como consequéncia que X deve assumir um valor no intervalo (0, 1) .
Também, como f(z) é constante para = € (0,1), X tem a mesma probabilidade de
estar na vizinhanca de qualquer valor em (0,1). Verificando essa afirmagcao, observe

que, para 0 < a < b < 1,

P{aSXSb}:/bf(x)dx:b—a

Ou seja, a probabilidade de que X esteja em qualquer subintervalo particular (0, 1)
é igual ao comprimento desse subintervalo. Entao, dizemos que X é uma variavel
aleatoria uniforme no intervalo (o, 8) se a fungio densidade de probabilidade de X
é:

fx) = (2.7)

0, caso contrario.

1
{5_—(1, se a<z<f,

Dado que F(a) = [°_ f(z)dz, [12] afirma que decorrente da equagao 2.7|que a
funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo
(a, B) é dada por
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Capitulo 3
Métodologia

Neste trabalho adotou-se os seguintes procedimentos:

e Modelagem de problema de competicao entre dois jogadores;
e Criacao de um algoritmo baseado em IESD;

e Definicao dos modelos de competicao para serem resolvidos pelo algoritmo
IESD;

e Realizacao dos testes de competicao;

e Apresentacao dos resultados e discussoes dos testes através de tabelas e grafi-

COS.

3.1 Modelagem de problema de competicao entre
dois jogadores

Neste trabalho, modela-se um situacao de confronto entre dois jogadores aqui
nomeados de J1 e J2.

O cenario se desenrola em uma competicao que se alonga por 6 fases e que tem
como resultado a destruicao do J1 ou J2, sem possibilidade de equilibrio.

O J2 estéa constantemente atirando contra o J1, e um tinico tiro acertado implica
destruicao para J1. O J1 deve passar ileso pelas 6 fases para conseguir desferir um
tiro certeiro que com certeza destrdi J2, nao existe possibilidade de J1 acertar J2
até que passe pela fase 6.

Cada fase representa um espaco de confronto onde J2 ataca J1 e o mesmo tenta
desviar dos ataques e passar para a proxima fase. O resultado desse confronto é

modelado através de uma comparacao de duas matrizes A; e As.
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Conforme tem-se que:

N ={J1,J2}
Logo:
a, a, as by by b3
Ai= 1| ays as ag |, As= 1| by bs bg |,
ay ag Qg b7 b8 b9

Também pode-se representar o conjunto de agOes/possibilidades como A; =
a;,t=1,2,...9.

Onde teremos que a comparacao é dada pela funcao recompensa wu;

Funcao u; = (a;, b;)

Se a; > b; entao naquela célula o J1 serd o vencedor, o caso contrario implica
derrota para J1.

Entao, dado um espaco S como visto na figura temos na figura 3.2 uma
subdivisao do espaco com as matrizes A; e A, inseridas e cujos elementos a serem
comparados representam subespagos de S onde em cada subespaco é aplicada a

funcao utilidade wu;.

12



Figura 3.1: Espaco S(Autoria propria)

H -
(a_8.b_8)

Figura 3.2: Espaco S dividido(Autoria propria)

Tem-se neste modelo que J1 e J2 escolhem suas acoes independentemente da
escolha do outro da seguinte forma: J1 escolhe uma linha da matriz A;; J2 escolhe
uma coluna em As, as escolhas ocorrem simultaneamente. O resultado é a funcao
utilidade aplicada sobre a interseccao da linha escolhida por J1 e da coluna J2.

Nesse contexto tem-se que as estratégias que podem ser utilizadas por J1 e
J2 sao escolha entre as linhas para J1 e escolha de colunas para J2 ou () =
{linhal,linha2,linha3} e Cy = {colunal, coluna2, coluna3}.

A figura mostra o modelo para uma s6 fase, na figura B.3]mostra as 6 fases

13



pelo qual J1 devera passar.

. Fase 6
e

S~

Fase 4

/l

Fase 1

Figura 3.3: Espaco S(Autoria propria)

Finalizando o modelo tem-se que a geracao das matrizes ocorre de forma aleato-
ria, segundo alguns critérios iniciais e secundarios, sao eles:

Sao critérios iniciais:
e As primeiras matrizes para J1 e J2 sao geradas aleatoriamente;

14



e Caso J1 seja derrotado na fase 1, ou em qualquer outra fase, a comparacao

cessa e é exibida a mensagem de vitoria para J2;

e Caso J1 seja vitorioso na fase 1, ele passa para a fase 2 e assim por diante, sua

matriz A; serd mantida fixa;

e Na vitoria do J1 para a fase 1 e demais fases, serd gerada uma nova matriz

para J2 para cada fase;

e Todas as matrizes serao geradas segundo uma distribuicao de probabili-

dade(Uniforme, Poisson e outras nao comuns definidas abaixo).
Sao critérios secundarios:

e Empate na funcao utilidade, nao seré sendo considerado vitéria para nenhum

dos jogadores;

e J1 s6 sera considerado vitorioso, caso passe pelas seis fases.

3.2 Algoritmo Baseado em IESD

Ao cenario descrito em [3.1] aplica-se a teoria descrita em P.1.1] especificamente
a estratégia IESD através da construcao de um algoritmo para com a finalidade de
resolver a competicao por meio dessa estratégia.

A estratégia IESD funciona em etapas de comparagao e eliminacao. Uma vez
definidas as matrizes A; e A,, a funcao utilidade u; é responsavel por combina-las
nos subespagos conforme figura

De posse desta configuracao, neste trabalho serao implementadas etapas de com-
paragoes e eliminacoes. Nas etapas de comparacao, duas matrizes auxiliares sao

criadas e as quais terao seus elementos compostos por 0 ou 1 da seguinte forma:
matrizl[i][j] =1

,sea; > b, e
matriz1[i][j] = 0,

caso contrario. Enquanto

matrizl[i][j] = 1,

se a; <bje

matrizl[i][j] = 0

caso contrario. Em resumo as matrizes matrizl e matriz2 investigam quais linhas

para J1 e quais colunas para J2, sao mais vantajosas.
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Nas etapas de eliminagao sao eliminadas linhas ou colunas nas matrizes A; e
ocorrem conforme os dados obtidos em matrizl e matriz2.

Primeiro verifica-se em quais linhas J1 tem mais opc¢oes de vitorias. As células
de matrizl que sao iguais a 1 representam os estados em que J1 vence, enquanto as
células que sao iguais a 0 sao os estados em que J1 perde. Somando-se os elementos
de cada linha, podemos saber quais linhas tem mais vitorias para J1, em seguida
elimina-se a linha que tiver menos ou nenhuma vitéria.

Verificagoes para matriz1
e Se a soma das linhas de matriz1[i] forem iguais, nenhuma linha é eliminada;

e Se a soma das linhas de matriz1[i] forem diferentes entre si, a linha que tiver

menor soma sera eliminada;

e Caso duas linhas em matriz1[i] tenha soma igual mas menor que a terceira,

as duas com soma inferior serao eliminadas;

e Caso duas linhas em matriz1[i] tenha soma igual, e maior que a terceira, esta

terceira linha serd eliminada;

e Caso todos os elementos de matrizl sejam iguais a 1, a vitoria é automatica-

mente atribuida a J1.
Verificagoes para matriz2
e Se asoma das colunas de matriz2[i] forem iguais, nenhuma coluna é eliminada;

e Se a soma das colunas de matriz2[i] forem diferentes entre si, a coluna que

tiver menor soma serd eliminada;

e Caso duas colunas em matriz2[i] tenha soma igual mas menor que a terceira,

as duas com soma inferior serao eliminadas;

e Caso duas colunas em matriz2[i] tenha soma igual, e maior que a terceira,

esta terceira coluna sera eliminada;

e Caso todos os elementos de matriz2 sejam iguais a 1, a vitoria é automatica-

mente atribuida a J2.
Essa rotina se desenrola em etapas sucessivas e iteradas conforme segue:
e 1) Gerar matrizl;
e 2) Se nao houver vencedor definido, eliminar linha, caso permitido;
e 3) Exibir ¢l e ¢2 que sdo as matrizes A; apos etapas 1 e 2 anteriores;
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e 4) Gerar matriz2 aplicado a cl e ¢2;
e 5) Se nao houver vencedor definido, eliminar coluna caso permitido;

e 6) Exibir ¢l e ¢2 que sdo as matrizes A; apos etapas 4 e 5 anteriores;

7) Repetir processo caso nao haja vencedor definido;

Escrevendo as etapas acima descritas em forma de algoritmo, tem-se o fun-
cionamento por meio de varias funcoes. A exemplo, tem-se que as funcoes
matrizl(f, f1, f2) e matriz2(e,el, e2) que criam novas matrizes para J1 e J2 ja
com as eliminagoes de linhas e colunas que representam estratégias dominadas.

As fungoes vrow(zxzz) e veol(xxax)2 criam listas que indicam respectivamente
quais linhas e colunas devem permanecer e quais devem ser excluidas. Uma ressalva
¢ que neste trabalho nao se segue estritamente a eliminagao iterada, o algoritmo
elimina linhas e/ou colunas que tem o mesmo nivel de desvantagem para J1 e J2.

Caso duas linhas ou colunas escolhidas possua o mesmo nivel de desvantagem,
entao ambas serao eliminadas.

As principais fungoes utilizadas no algoritmo seguem abaixo:
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Algoritmo 1: Algoritmo IESD2

Entrada: A;,A,,Vitoria = 0
Saida: Vitoria para: J1, J2 ou sem solucao tnica por IESD

inicio
cl = Al;
c2 = A2;

enquanto Vitoria = 0 faga

xxx = gol(visaoJ1)(cl, c2);

xxx2 = gol2(visdaoJ2)(cl, c2);

Vitoria pode assumir um dos valores (J1, J2, sem solu¢ao tnica por
IESD);

if Vitoria = 0 then

t1,Listl = vrow(xxx);

t2,List2 = veol(xxx2);

cl = matrizl(A;,A,);

c2 = matrizl(A;,As);

xxx = gol(visaoJ1)(cl, ¢2);

xxx2 = gol2(visdaoJ2)(cl, c2);

Vitoria pode assumir um dos valores (J1, J2; sem solu¢do tnica
por IESD);

if Vitoria — 0 then

t1,List]l = vrow(xxx);

t2,List2 = veol(xxx2);

cl = matriz2( Ay, As);

¢2 = matriz2(A4;,A,);

xxx = gol(visaoJ1)(cl, c2);

xxx2 = gol2(visaoJ2)(cl, ¢2);

Vitoria pode assumir um dos valores (J1, J2, sem solugao
tnica por IESD);

fim
fim
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Algoritmo 2: gol

Entrada: p,pp

Saida: xxx

inicio

xxxX = matriz de mesmo tamanho que p;
para j até o numero de colunas de p faga
para i até numero de linhas de p faga
if p[i] > ppli] then

ool - 1

else

| xxxefiffj] = 0

end
fim
fim

fim

Algoritmo 3: gol2

Entrada: p,pp

Saida: xxx2

inicio

xxx2 = matriz de mesmo tamanho que p;
para j até o numero de colunas de p faga
para i até numero de linhas de p faga
if p/i] < ppli] then

‘ xxx2[i|[j| = 1

else

‘ xxx2[i][j] = 0

end

fim

fim
fim

Algoritmo 4: vrow

Entrada: xxx
Saida: t1,Listl

inicio

1-Verificacao de quais linhas serao eliminadas t1 = pode receber um dos
valores (0,1,2,3);

Listl = tem tamanho do ntimero de linhas de xxx, e recebe valores
(0,1), 0 indicando que a respectiva linha serd eliminada, e 1 indicando

que nao sera eliminada;

fim
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Algoritmo 5: vcol
Entrada: xxx2
Saida: t2,List2

inicio

2-Verificacao de quais colunas serao eliminadas t2 = pode receber um
dos valores (0,1,2,3);

List2 = tem tamanho do nimero de colunas de xxx2, e recebe valores
(0,1), 0 indicando que a respectiva coluna seréa eliminada, e 1 indicando

que nao sera eliminada;

fim

Algoritmo 6: Matrizl
Entrada: f,f1,f2
Saida: cl
inicio
ff = gol(f1,£2);
t1,Listl = vrow(ff);
para i até t1 faga
if List1[i/== 0 then
‘ Pule a linha;

else
‘ linhha c1[i] — linha f1[i];
end

fim
fim

Algoritmo 7: Matriz2
Entrada: e,el,e2

Saida: ¢2
inicio

ee = gol(el,e2);
t2,List2 = gol2;
para i até t2 faga
if List2[i/== 0 then
‘ Pule a coluna;
else
‘ coluna c2[i] = coluna el]i[;

end
fim
fim

Todo o processamento de verificacao e escolha das linhas e colunas é realizado
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dentro de uma funcao chamada domain, que é esta representada pelo algoritmo
domain [1| responsavel por realizar todas as verificacoes e chamadas das funcoes
vistas nos algoritmos [6] [7] ] e p] as elimina¢ées também sao feitas dentro dessa
funcao e o que se tem como resultado final serao matrizes cl e ¢2, que sao as
matrizes resultantes do processo de eliminacao.

Por 1ltimo tem-se que a funcao domain acessada por meio de outra funcao cha-
mada result que é a responsavel pelo teste em si, recebendo as matrizes, aplicando
a funcao domain cujo resultado sao matrizes cl e 2, e executando o teste final que
indicard se ha um vencedor através da IESD modificada. Os resultados finais da

result podem ser um entre os trés:

e "Victory for J1"
e "Victory for J2"

e "Not unique solution"

Este dltimo item representa uma ressalva, pois nem sempre a IESD pode indicar
um vencedor, neste caso o resultado sera "sem solugao tnica", e quando é possivel
através dessa estratégia dizer quem sera o vencedor, dizemos que ¢ solucionéavel por
dominancia conforme 2.1.5l

A construcao passou por muitos testes de calibracao. Cerca de 200 milhoes de
simulacoes automaticas foram efetuados objetivando verificar o nimero de vitoérias,
derrotas e impossibilidade de obtencao de solucao tnica por TESD. Além destes,
foram efetuados 340 testes com comparac¢ao manual para se verificar se o resultado

exibido estava condizente com com o resultado correto ao se solucionar manualmente.

Tabela 3.1: Testes Manuais

’ Teste efetuado H Quantidade \ Erros \ Acertos ‘
Vitoérias para J1 120 8 112
Vitoérias para J2 110 6 104
Teste sem solucao tnica 110 6 104

Os resultados que representaram erros no algoritmo tiveram suas matrizes para
J1 e J2 armazenadas e serviram para corrigir eventuais situagoes onde o algoritmo
nao estava preparado para lidar, ap6s cada alteracao decorrente de alguns desse

erros, todas as situagoes de erros armazenadas como erros eram repassadas.
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3.3 Definicao dos modelos de competicao para se-

rem resolvidos pelo algoritmo ITESD

Os modelos criados seguem o que foi definido no item 3.1 em Foram ge-
rados utilizando varidveis aleatorias para escolher os elementos das matrizes que
representam as acoes de J1 e J2. Serao chamados de casos numerados conforme

abaixo.

e 1.0) A; e A se distribuem conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10];

1.1) Ay se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e Ay uma

variavel aleatoria uniforme [1,11];

e 1.2) A; se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e A5 uma

variavel aleatoria uniforme [1,12];

e 1.3) A; se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e As uma

variavel aleatoria uniforme |[1,13];

e 1.4) A, se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e As uma

variavel aleatoria uniforme [1,14];

e 1.5) A; se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e As uma

variavel aleatoria uniforme [1,15];

e 1.6) A se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] ¢ Ay uma

variavel aleatoria uniforme [1,16];

e 1.7) A; se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e Ay uma

variavel aleatoria uniforme [1,17];

e 1.8) A; se distribui conforme uma variavel aleatéria uniforme [1,10] e Ay uma

variavel aleatoria uniforme [1,18];

e 1.9) A; se distribui conforme uma variavel aleatéria uniforme [1,10] e Ay uma

variavel aleatoria uniforme [1,19];

e 2.1) A; se distribui conforme uma variavel aleatoria uniforme [1,10] e Ay uma

variavel aleatoria de poisson com parametro lambda (0.5, 1,0, 1.5, 2.0, 2.5];

e 2.2) A se distribui conforme uma variavel aleatoria de poisson com parametro
lambda [0.5, 1,0, 1.5, 2.0, 2.5] e Ay uma variavel aleatéria uniforme J2[J1 se
distribui como Uniforme [1-(2J1-1)];
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e Extra) Cada fase passada por J1, aumenta a dificuldade para que o mesmo
venca novamente. A dificuldade foi elevada fazendo com que as células J2
vencidas por J1, serao re-sorteadas seguindo a formula a;/2 até o final da
distribuicdo, ex: caso esteja em uma distribui¢ao (1,10), e na primeira fase em
um determinado elemento de J2 a; = 6 e neste elemento J2 perderia para J1,

entao na proxima fase sera sorteado entre 3 e 10.

3.4 Ambiente de testes

Em todas as simulag¢oes computacionais e construcao de graficos foi utilizado a
linguagem de programagao Python em sua versao 2.7 através do IDLE (Ambiente

de desenvolvimento integrado para python) Spyder versao 2.3.5.2.
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Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Segue abaixo tabelas exibindo os dados sobre as vitorias para J1 em cada caso,
uma tabela mais abrangente contendo todos os dados obtidos estara presente nos

apéndices [T}

Tabela 4.1: Resultados Caso 1: Autoria prépria

Casos 1
NeSimul. 770 [ 11 [ 12 [13][14]15]16]1.71.8]1.9
1000 ) 7 2 0 o] o] ol o o] o
2000 40| 13 1] o] ol of o] ol o o
3000 59 | 11 3 1] 1] o] o] o] o] o
4000 81| 22 30 1] ol o] ol o o] o
5000 90| 21| 13| 1| ol 1] o ol ol o
10000 81| 51| 17| 5] ol o o] ol o o
20000 288 105, 30| 9| 1| 2] o] o] o] o
30000 601 | 161| 50| 8&| 7| 4] 0| 1] 0] 0
40000 754 | 198 | 59| 24| 7| 2| 1| 1] 0] 0
50000 933 283 90| 24| 7| 2 1] o] o] o
100000 1904 | 523 | 152 49| 6| 4| 4] 1] o] o0
200000 | 3830 | 1046 | 343 | 96| 32| 8| 3| 3| 0] 0
300000 | 5945 | 1563 | 493160 | 30| 17| 3| 0] 0] 0
400000 | 7714 | 2156 | 614 | 178 | 58| 19| 7| 2| 0] 0
500000 | 9610 | 2716 | 726 | 214 | 84| 20| 8| 2| 0| 2
1E+06 | 19353 | 5316 | 1505 | 471 | 144 | 45| 13| 7| 1| 0

LA coluna resultados sdo relativos a J1: Vitéria na 6 fases para J1; Derrota em qualquer fase
para J1; Derrota 1 a Derrota 6, seriam em qual fase J1 é derrotado.
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Tabela 4.2: Resultados Caso 2.1:Autoria propria

Caso 2.1
Lambda

N° Simul. 05 1.0 1.5 2.0 2.5
1000 988 939 864 780 648
2000 1978 | 1915 | 1731 | 1474 | 1264
3000 2072 | 2823 | 2595 | 2317 | 1848
4000 3966 | 3799 | 3502 | 3074 | 2542
5000 4951 | 4757 | 4368 | 3841 | 3128
10000 9894 | 9511 | 8717 | 7637| 6333
20000 19781 | 18977 | 17507 | 15310 | 12619
30000 20711 | 28510 | 26192 | 22969 | 18898
40000 39581 | 38007 | 35020 | 30588 | 25227
50000 49507 | 47516 | 43744 | 38377 | 31630
100000 | 98997 | 95002 | 87443 | 76909 | 63544
200000 | 197950 | 190074 | 174711 | 153238 | 126743
300000 | 297057 | 285011 | 262259 | 229229 | 189962
400000 | 396092 | 379818 | 349376 | 305921 | 253843
500000 | 495013 | 474669 | 436851 | 382704 | 316631
1000000 | 990036 | 949718 | 873285 | 764433 | 633372

Tabela 4.3: Resultados Caso 2.2:Autoria propria

Caso 2.2

N° Simul.

Lambda
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Tabela 4.4: Resultados Caso Extra: Autoria propria

Distribui¢ao J2, ocorrendo entre aj/2 e:

NeSimul. 707711 [12 [13]14[15] 16
1000 13 o] ol o] o] o 0
2000 19 1| 1] o[ 0] 0 0
3000 17 3 0ol 0] 0] o 0
4000 26 9 27 0] 0] 0 0
5000 34 8 0l 0] 0] 0 0
10000 67| 19| 3] 2 0] 0 0
20000 134 32| 4| 2| 1] 0 0
30000 224 36| 14| 5] 2] 0 0
40000 2714 63| 17| 5] 1] O 0
50000 357 | 48] 16| 2| 1] 0 0
100000 | 684 | 153 | 27| 6| 4| 2 0
200000 | 1378 | 309 | 76 [ 10| 3| 2 0
300000 | 2052 | 449 | 78 [20| 5| 4 0
400000 | 2704 | 563 | 11936 | 4| 3 0
500000 | 3499 | 766 | 149 [34 | 11| 5 0
1000000 | 6833 | 1417 | 309 | 89 | 22 | 11 3

Na tabela Caso 1 [.I]tem-se uma amostra desses resultados, pode-se observar que
para o caso (1.0) a quantidade de vitorias nas 6 fases fica na casa de 2% independente
da quantidade de simulagoes Mais abaixo veremos que para essa distribuicao a maior
probabilidade de vitoria foi de 0,0677%, que ¢ bem menor que a taxa de vitorias
obtidas, nos demais casos as taxas permanecem maiores que a maior probabilidade
de vitoria, essas diferencas serao melhor abordadas na sec¢ao de discussoes.

Também sobre os casos (2.1) e (2.2) pode-se co-relacionar as respectivas diminui-
coes e elevagoes dos numeros de vitorias analisando a probabilidade de ocorréncia na
escolha dos elementos das matrizes que utilizam uma distribuicao conforme variavel
aleatoria de Poisson.

Em todos os casos as células em amarelo representam as simulagoes onde hou-

veram vitorias para J1 nas seis fases.

4.1 Discussoes

As simulagoes para os casos 1 e todos os seus sub-casos serao discutidas utili-
zando graficos que apresentam todos casos. Essas simulagoes seguem um mesmo
modelo de escolha para os elementos de A; e A;, mas enquanto em A;, a distri-
buigdo mantém-se inalterada, nos sub-casos (1.1) a (1.9), a distribuicdo para A; é
diferente em cada sub-caso, aumentando o grupo de escolhas para os elementos de
A;. E segundo os resultados tem-se que a quantidade de vitérias nas 6 fases para

A; diminui conforme a distribuicdo A; tem seus parametro de escolha aumentado,
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0 que era um comportamento esperado.

Vitorias nas seis fases
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Caso 1l

Caso 1.1
Caso 1.2
Caso 1.3
Caso 1.4
Caso 1.5
Caso 1.6
Caso 1.7
Caso 1.8
Caso 1.9

Numeros de Simulacoes(1000x)

Figura 4.1: Tendéncias para caso 1(Autoria propria)

Na figura caso 1.0, ao analisar somente um sub caso, que no grafico é representado

por uma das retas, pode-se notar que existe um crescimento com tendéncia linear

do ntmero de vitorias nas 6 fases conforme o niimeros de simulacdes aumenta, e

mesmo que esse comportamento se mantenha conforme muda a distribuicao para

A, ou seja, passado de caso para caso, tem-se também que o nimero de vitorias

. . A : -
cai & medida que A; pode receber elementos com valores maiores. Nas figuras

e [4.3] tem-se uma ampliacdo da figura [l.1] para um intervalo proximo e menor que

500 mil simulac¢oes, e nota-se que para o caso em que A; se distribui conforme uma
variavel uniforme|(1,16),(1,17),(1,18),(1,19)| representado pelos casos de 1.6 a 1.9, a

inclinacao estd muito menos acentuada com relagao no nimero de vitérias para as

6 fases conforme aumenta o nimero de simulagoes.
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— Caso 1.7 ||
— Caso 1.8
— Caso 1.9

Figura 4.2: Grafico do Caso 1 ampliado Versao 1(Autoria propria)

Caso 1

Caso 1.1
Caso 1.2
Caso 1.3
Caso 1.4
Caso 1.5
Caso 1.6
Caso 1.7
Caso 1.8
Caso 1.9

Figura 4.3: Grafico do Caso 1 ampliado - Versao 2(Autoria propria)

Por fim para os casos 1 e 2 temos 2 graficos dos mesmos dados mas de angu-
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los diferentes acerca desses dados nas figuras fi.4] e [l.5] que junto com a figura

mostram uma tendéncia de decrescimento semelhante a uma funcao exponencial.

saze) 5195 SEU SBUO0IA

20000
15000
10000
5000
0
10
G
A0
400 17 Pl
Numergs g Simu;, 200 18 a0 ae)
u acoes(lﬂoox} 4] 19 D‘\s'(-(l"bu

Figura 4.4: Grafico do Caso 1-3D Versao 1(Autoria propria)
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15000
10000

5000

18
1), (1.10); 19 1000

Figura 4.5: Grafico do Caso 1-3D versao 2(Autoria propria)
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Figura 4.6: Grafico do Caso 1 - Versao 2(Autoria propria)

Caso 1

Caso 1.1
Caso 1.2
Caso 1.3
Caso 1.4
Caso 1.5
Caso 1.6
Caso 1.7
Caso 1.8
Caso 1.9

Caso 1

Caso 1.1
Caso 1.2
Caso 1.3
Caso 1.4
Caso 1.5
Caso 1.6
Caso 1.7
Caso 1.8
Caso 1.9

Figura 4.7: Grafico do Caso 1 - Versao 2 Ampliado(Autoria propria)

Ainda para o caso 1 que contempla os 10 sub-casos acima descritos, paralela-
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mente calcularam-se também as medidas de probabilidade para J1 vencer nas 6
fases sem a utilizacao da IESD que podem ser verificadas em [A.6] esta tabela nao
contempla todas as medidas observadas, mas o maximo para cada caso/(nimero de
simulagoes). Essa medida de probabilidade foi comparada a taxa de vitorias para
cada caso/(ntimero de simulagoes) que pode ser observado em

Logo observou-se que existem 59 situaqéesﬂ em que a taxa de vitorias para J1
nas seis fases superaram a probabilidade de vitéria para para aquela mesma situacao
e 42 situagoes em que a taxa de vitorias foi superada pela probabilidade de vitorias
sem o uso de IESD. Essas situacoes com a taxa de vitéria foi melhor sao as células
sombreadas na tabela Além disso, essa superioridade se concentra no primeiro
terco da tabela Nessas tabelas e as células vazias representam as
situacoes onde nao foram registradas vitorias para J1.

As simulagoes efetuadas conforme modelo descrito no caso 2.1 apresentam um
elevado ntimero de vitérias para J1 para pequenos valores de A e diminuem conforme
o valor de lambda aumenta. Para investigar tais nimeros de vitérias, calcula-se para
lambda = 0.5 a probabilidade de a; > 5 que seria de 0.0000141649373223. As demais

probabilidades para todos os valores de A podem ser vistos na tabela abaixo:

Lambda())
P(A > a) 0.5 1.0 15 2.0 2.5
a— 2 0.0143876 0.0803013 | 0.191153 | 0.3233235 | 0.456186
a—3 0.00175162 | 0.0189881 | 0.0656424 | 0.1428765 | 0.2424238
a—4 0.00017211 | 0.00365984 | 0.018575 | 0.0526530 | 0.108821
a=> 0.000014164 | 0.00059418 | 0.004455 | 0.0165636 | 0.042021

Tabela 4.5: Tabela de probabilidades para A diferentes(Autoria propria)

A tabela [f.5] mostra a chance que os elementos da matriz que utiliza essas distri-
buicao tem de assumir certos valores. Por exemplo, para A = 1.0 e a = 4, a chance
de que um elemento dessa matriz possa assumir valores acima de 4 é de 0.00365984,
ou seja, uma probabilidade de apenas 0.365984%.

Pode-se ver que conforme o valor de A cresce também aumentaram as chan-
ces dos elementos de A; assumirem valores mais altos, fato que explica o porqué
da diminui¢ao do ntimero de vitorias de A;. Uma outra maneira de observar esse
comportamento segue nos graficos abaixo.

No grafico permite-se notar que o aumento do lambda faz com que o niimero
de vitorias de J1, pelo menos numa primeira impressao, caia linearmente no decorrer

das 6 fases conforme o A aumenta.

2considere situacdo um caso com uma determinada distribuicio para J2 versus um ntimero de
simulagbes, ex: Situagdo 1:J2(1,10) e 1000 simulagoes; Situacao 2:J2(1,10) e 2000 simulacgdes, e
assim por diante...
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J2 = Poisson(0.5)
]2 = Poisson(1.0)
J2 = Poisson(1.5)
]2 = Poisson(2.0)
]2 = Poisson(2.5)

Figura 4.8: Tendéncias para caso 2.1(Autoria propria)

Ja no grafico nota-se que, comparadas dentro das mesmas distribuigoes,
a medida que o nimero de simulagoes aumentam, as vitorias para J1 aumentam
linearmente. Uma noc¢ao mais abrangente contendo tanto o lambda quanto o nimero
de simulagoes pode ser vista em

J2 = Poisson(0.5)
J2 = Poisson(1.0)
J2 = Poisson(1.5)
J2 = Poisson(2.0)
J2 = Poisson(2.5)

Figura 4.9: Tendéncias para caso 2.1(Autoria propria)
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Caso 2.1
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Figura 4.10: Tendéncias para caso 2.1-3D(Autoria propria)

Para o caso 2.2, tem-se uma perspectiva invertida do caso 2.1, mas com algumas
ressalvas. No geral devido a que agora é A; quem se distribui num modelo de Poisson,
e conforme os valores de A aumentam, as vitorias para J1 aumentam, apesar de que

pela natureza de como se distribui A; o nimero de vitérias para A; aumenta, mas
sem um padrao claro comparando com o casos 1.
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J1 = Poisson(0.5)
J1 = Poisson(1.0)
J1 = Poisson(1.5)
J1 = Poisson(2.0)
J1 = Poisson(2.5)

Figura 4.11: Tendéncias para caso 2.2 - versao 1(Autoria propria)

J1 = Poisson(0.5)
J1 = Poisson(1.0)
J1 = Poisson(1.5)
J1 = Poisson(2.0)
J1 = Poisson(2.5)

Figura 4.12: Tendéncias para caso 2.2 - versao 2(Autoria propria)

Nota-se no grafico mostrado na figura [.12] que as linhas das vérias simulagoes
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se interceptam em alguns pontos, demonstrando um comportamento mais cadtico
se comparado ao dos modelos adotado nos casos anteriores. Ja que os valores para
as células de A; sao escolhidos de um grupo de valores que nao contém os valores
das células de A;. E isso ocorre célula a célula entre as matrizes, temos aqui duas
aleatoriedades agindo. Primeiro, a escolha aleatoria da célula a; € A;, e entao, a
célula a; sera escolhida a partir de um conjunto cuja formagao depende do valor de
a;, mas qu nao contém a,;. Nota-se ainda no mesmo grafico e também num outro
grafico que até o nimero de 500 mil simulagoes, percebe-se varias subidas e
descidas, este comportamento ¢ melhor observado pois tem uma discretizagao maior

para o numero de simulagoes efetuadas de 0 a 500 mil simulagoes, que sao 15 no total.
E para entre 500 mil e 1 milhao de simulagoes, este comportamento parece linear,

mas as interseccoes observadas na faixa entre mil e 500 mil simulacoes parecem
indicar que devem ter comportamento diferente do linear.

Caso 2.2

sazey Sias Seu SEHONA

1000

Figura 4.13: Tendéncias para caso 2.2-Versao 3D(Autoria propria)

Para o caso extra conforme dados exibidos em 7?7, ocorrem as mesmas tendéncias

que no caso 1. Tem-se um ntimero baixo de vitorias para J1, que vao crescendo con-
forme o nimero de simulacoes aumentam e diminuem significativamente conforme
a distribuicao para J2 também aumenta. Suas taxas de vitoria estao em torno de

0,70% por cento, em relacao a quantidade de simulacoes.
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Capitulo 5
Conclusoes

Os artigos com temas semelhantes e a propria literatura parece subestimar ou
dar pouca importancia para uma solucao por eliminagao de estratégias dominadas.
Em parte isso ocorre por haver pouca aplicabilidade direta neste tipo de solucao e
também pelo motivo de que uma grande parte dos problemas reais, principalmente
em economia, nao se limitar a competicao entre dois jogadores com objetivo final
de alguém vencer.

Uma parte consideravel dos modelos e solugoes propostas utilizando teoria dos
jogos visam tentar dar ao tomador de decisoes opgoes para subsidiar decisoes que
em sua maioria podem ter consequéncias severas. Para o tomador de decisoes, uma
visao concreta ou mesmo uma antecipacao dessas consequéncias pode representar
uma enorme vantagem competitiva, seja na decisao sobre investimentos, qual rota
uma transportadora deve adotar ou mesmo escolher o canto para se cobrar pénaltis
ou arremessar bolas de baseball.

As simulagoes efetuadas utilizando estratégias IESD, se mostram vantajosas a es-
colha livre de estratégias para alguns casos e outros ndo. A medida que aumentamos
o nimero de simulac¢oes, o niimero de vitorias nas 6 fases para J1, segue aumentando
também de forma consistente nos casos 1 e mesmo nos desvantajosos casos 2.2 e no
caso extra 77. Esse aumento pode ser observado sempre quando compara-se o ni-
mero de vitérias numa mesma distribuicao. Apesar disso, o cruzamento das tabelas
e trouxe uma nova perspectiva desses resultados, pois mesmo que numa
mesma distribuicao as vitorias aumentem, nem sempre isso pode ser considerado
uma vantagem, pois essa comparacao trouxe a informacao que para algumas situa-
coes a taxa de sucesso encontrada foi muito inferior que a probabilidade de J1 vencer
com escolhas aleatorias.

Portanto, os resultados acerca da utilizacao da IESD ou Eliminacao iterada de
estratégias ou agoes dominadas nos indicam e corroboram a ideia inicial de que,
dependendo do modelo adotado, do problema e objetivos definidos e da abordagem

escolhida, esta opcao pode ser bastante vantajosa, principalmente porque sua im-
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plementacao computacional requerer quase que ao todo de comparacoes, o que pode
representar uma menor complexidade do algoritmo.

Estudo sobre a complexidade do algoritmo implementado é a primeira sugestao
para trabalhos futuros, bem como comparacao dos mesmos modelos aqui simulados
com outras estratégias envolvendo Probabilidade e Teoria dos Jogos.

As aplicagoes podem parecer limitadas num primeiro momento, mas com uma
abordagem criativa, pode-se adaptar diversos problemas para serem resolvidos atra-
vés da IESD.

5.1 Aplicacoes

Fundos de Investimento

Um tomador de decisoes deve escolher entre duas opgoes de carteiras de
investimentos.  Cada carteira de investimentos poderia ser representada por
uma matriz cujos elementos poderiam representar as rentabilidades esperadas
de seus ativos ou os riscos envolvidos ou algum parametro que dimensione a re-

lacao risco-rentabilidade, ou ainda alguma outra preferéncia do tomador de decisoes.
Rotas de Entrega-Caixeiro Viajante

Um certa transportadora deve decidir onde instalar um novo depoésito visando
diminuir seus custos e o tempo de entrega para seus contratos. Ao comparar
pontos geograficos diferentes, para cada ponto geografico, poderia ser associ-
ada uma matriz cujos elementos seriam uma associacao dos custos e tempos
das entregas para algumas rotas chave. A comparacao dessas matrizes para de-

finir qual ponto geografico seria mais vantajoso poderia ser efetuada mediante IESD.
Cobranca de Pénaltis-Baseball

Em esportes como futebol e baseball, tanto defensores quanto atacantes ou
arressador-rebatedor, estudam as preferéncias e indices de eficiéncias dos seus ri-
vais, para decidir onde mandar a bola, ou onde para defender ou rebater no caso
do baseball, transformando essas estatisticas em uma representagao por zona(do gol
para o futebol ou da zona de strike para o baseball). A TESD poderia ser utilizada
para tentar estimar uma preferéncia dos envolvidos, ou mesmo um sistema de fases
com atualizacao dos elementos com base nos resultados anteriores, visando o sucesso

dos enfrentadores.
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Apéndice A
APENDICES

Prova da proposigao [2.1.1
Hipotese: Ambos os jogadores tem agoes estritamente dominantes.

Tese: Acoes IESD levam a um equilibrio de estratégia dominante tnica.

Seja um jogo G em forma estratégica dado por:

air a2 ... QGim

any a9 N aom,
A =

an1 Aap2 cee Qpm

5 - 12 12 12 1
Onde os elementos de A, sdo pares do tipo (ajq,a?;), (a1g, a1s)...(G}m, a2 ), sendo que a,,,

sao ntimeros associados a J1 e a2, sio nimeros associados a J2. Agora considere o jogo G, e que:

e 1) J1 pode escolher entre linhas;
e 2) J2pode escolher entre coluna;

e 3) O resultado é dado pela intersec¢ao da linha escolhida por J1 e pela coluna escolhida por
J2;

e 4) Um jogador racional ir4 escolher a op¢do que melhor segundo suas preferéncias.

Entao, reescrevendo G com a adi¢ao de suas preferéncias, tem-se:

C1 C2 . Cm,
by | a1 a2 ... aim
A= by | a2 ax ... axy
bp | Gn1 Gp2 ... Apm
Onde [b1, b, . ..,b,]T é um vetor que representa as preferéncias nas escolhas das linhas por J1,
e [e1,¢a,...,cm] representa as preferéncias das colunas por J2, sendo que

bi #by #bs # ... #by

cioFCFCFE . FCy
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Entao como agoes IESD eliminam as agoes de menor preferéncia por J1 e J2 iterativamente e

que como os elementos de [by, ba, ..., b,]T e [c1,ca, ..., ] 830 todos diferentes e representam um or-
dem na preferéncia das escolhas para J1 e J2, sendo que quanto maior o nimero em [by, ba, . .., b,]7
e [e1,¢a,...,¢m] menor a sua preferéncia como escolha por J1 e J2, entdo por IESD tem-se:

Demonstragdo. 1) Elimina linha correspondente a posi¢do em que se encontra

max([by, ba, . .., bn]7T)
2) Elimina coluna correspondente a posi¢do em que se encontra max([c1,ca, ..., Cm])

3) Elimina linha correspondente a posi¢io em que se encontra

max([by, b2, ..., bn]T — maz([by,ba,...,by]7T))

4) Elimina coluna correspondente a posi¢do em que se encontra

maz([c1, Ca, ..., cm] — max([c1, ca, ..., Cm]))

5) Elimina linha correspondente a posi¢do em que se encontra

max([by, b2, ..., bt —maz([b1,ba, ..., by)T) — max([c1,ca,. .., cm] — maz([c1,c2, ... em])))
6) Elimina coluna correspondente a posi¢do em que se encontra

maz([c1, Cay ..., cm] — max([c1, o, ..., cm])) — mazx([c1,ca, - .. em] — max([c1,ca, ..., cm]))

i) Continua até sobrar 1 linha e 1 coluna:
A =

bl' a; j

, A & solucdo tnica do jogo G. O
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Casos 1.0 - 1.9

Simul. Resultado Casos
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Vic. 6 fases 22 7 2 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 1 450 537 602 668 700 759 780 832 826 847
Derrota 2 16 14 7 7 0 0 0 0 0 0
Derrota 3 24 17 12 4 6 1 1 1 0 0
Derrota 4 36 28 18 20 10 5 5 3 2
1000 Derrota 5 55 55 48 38 25 20 18 9 7 12
Derrota 6 113 103 90 98 78 63 60 42 50 53
Ambiguo 284 239 221 165 182 147 136 111 114 86
Vic. 6 fases 40 13 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 1 844 1099 1206 1354 1435 1523 1567 1606 1678 1738
Derrota 2 35 24 14 8 2 1 0 0 0 0
Derrota 3 43 42 23 16 11 1 3 2 1 0
Derrota 4 79 59 49 38 24 9 4 8 3 2
2000 Derrota 5 131 108 74 74 51 47 33 29 13 20
Derrota 6 224 219 212 160 172 153 110 111 107 69
Ambiguo 604 436 421 350 305 266 283 244 198 171
Vic. 6 fases 59 11 3 1 1 0 0 0 0 0
Derrota 1 1332 1604 1852 1994 2173 2253 2378 2454 2482 2573
Derrota 2 64 34 24 22 3 3 1 0 0 0
Derrota 3 75 44 49 31 7 6 6 4 1 0
Derrota 4 106 100 75 33 24 21 16 7 3 3
3000 Derrota 5 186 153 122 123 T 55 50 38 28 23
Derrota 6 341 330 289 241 223 214 206 154 145 125
Ambiguo 837 724 586 555 492 448 343 343 341 276
Vie. 6 fases 81 22 3 1 0 0 0 0 0 0
Derrota 1 1777 2123 2447 2678 2860 2997 3180 3292 3360 3468
Derrota 2 70 44 28 16 7 1 2 3 0 1
Derrota 3 114 58 55 32 24 11 9 8 4 0
Derrota 4 123 127 84 59 39 28 23 15 12 7
4000 Derrota 5 240 219 185 139 113 112 61 51 38 25
Derrota 6 461 463 388 357 339 282 215 201 182 162
Ambiguo 1134 944 810 718 618 569 510 430 404 337
Vic. 6 fases 90 21 13 1 0 1 0 0 0 0
Derrota 1 2250 2679 2963 3352 3606 3834 3950 4093 4175 4303
Derrota 2 98 64 36 25 9 8 2 4 0 0
Derrota 3 134 96 68 40 17 12 8 2 1 2
Derrota 4 195 151 106 73 52 37 20 17 16 4
5000 Derrota 5 306 289 229 173 133 105 87 54 46 33
Derrota 6 497 566 508 424 363 338 321 283 254 205
Ambiguo 1430 1134 1077 912 820 665 612 547 508 453
Vie. 6 fases 181 51 17 5 0 0 0 0 0 0
Derrota 1 4443 5305 6134 6629 7195 7586 7892 8122 8502 8612
Derrota 2 178 112 69 31 23 13 2 3 3 1
Derrota 3 261 211 134 79 45 30 16 9 7 6
Derrota 4 414 353 189 156 110 54 58 29 19 17
10000 Derrota 5 618 559 474 374 264 233 161 144 81 T
Derrota 6 1026 1068 988 890 815 727 611 542 443 400
Ambiguo 2879 2341 1995 1836 1548 1357 1260 1151 945 887
Vic. 6 fases 388 105 30 9 1 2 0 0 0 0
Derrota 1 8954 10633 12159 13440 14342 15114 15765 16409 16842 17236
Derrota 2 422 247 145 82 48 19 7 6 3 2
Derrota 3 493 400 220 140 7 53 39 18 15 9
Derrota 4 764 612 424 269 190 155 101 63 32 28
20000 Derrota 5 1230 1125 921 654 522 421 321 233 171 155
Derrota 6 2157 2151 2062 1808 1603 1364 1210 1039 912 845
Ambiguo 5592 4727 4039 3598 3217 2872 2557 2232 2025 1725
Vic. 6 fases 601 161 50 8 7 4 0 1 0 0
Derrota 1 13255 15915 18233 19941 21435 22694 23699 24476 25249 25841
Derrota 2 550 365 183 135 52 31 27 10 6 6
Derrota 3 773 531 346 210 122 67 35 34 14 7
Derrota 4 1151 957 714 451 306 238 139 89 60 32
30000 Derrota 5 1934 1645 1357 1079 808 671 498 348 295 218
Derrota 6 3133 3178 2975 2810 2433 2034 1905 1604 1318 1237
Ambiguo 8603 7248 6142 5366 4837 4261 3697 3438 3058 2659
Vic. 6 fases 754 198 59 24 7 2 1 1 0 0
Derrota 1 17616 21448 24364 26673 28751 30361 31591 32616 33629 34351
Derrota 2 696 494 271 117 89 34 19 10 8 4
Derrota 3 1069 727 444 271 155 100 54 38 27 14
Derrota 4 1597 1228 891 645 425 290 158 134 76 68
40000 Derrota 5 2470 2271 1783 1449 1104 795 629 495 370 316
Derrota 6 4302 4140 3923 3646 3164 2847 2507 2144 1864 1580
Ambiguo 11496 9494 8265 7175 6295 5581 5041 4562 4026 3667
Vic. 6 fases 933 273 90 24 7 2 1 0 0 0
Derrota 1 22373 26674 30299 33250 35735 37846 39499 40922 42090 42953
Derrota 2 865 587 336 171 89 53 28 28 11 3
Derrota 3 1310 934 605 382 224 125 7 40 26 13
50000
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Derrota 4 1909 1464 1110 841 519 312 236 161 118 84
Derrota 5 3066 2784 2273 1718 1417 988 851 599 439 370
Derrota 6 5264 5416 5017 4556 4007 3501 3086 2602 2306 2043
Ambiguo 14280 11868 10270 9058 8002 7173 6222 5648 5010 4534
Vic. 6 fases 1904 523 152 49 6 4 4 1 0 0
Derrota 1 44274 53400 61027 66831 71536 75666 78995 81756 84116 86220
Derrota 2 1789 1160 688 349 170 105 52 34 16 9
Derrota 3 2540 1790 1171 744 409 266 168 104 57 31
Derrota 4 3844 3089 2144 1536 1081 648 470 321 228 145
100000 Derrota 5 6128 5460 4497 3617 2730 1995 1622 1225 967 710
Derrota 6 10526 10797 9977 8918 8084 7116 6205 5308 4655 3956
Ambiguo 28995 23781 20344 17956 15984 14200 12484 11251 9961 8929
Vic. 6 fases 3830 1046 343 96 32 8 3 3 0 0
Derrota 1 88383 106545 121179 133662 143441 151272 157747 163406 168066 171998
Derrota 2 3705 2316 1379 741 348 169 115 42 18 13
Derrota 3 5207 3681 2417 1440 839 497 285 178 109 58
Derrota 4 7592 6287 4497 3008 2084 1391 901 647 417 279
200000 Derrota 5 12472 11130 9040 7077 5514 4112 3231 2277 1889 1439
Derrota 6 21199 21317 20099 18002 15958 14128 12304 10868 9325 8277
Ambiguo 57612 47678 41046 35974 31784 28423 25414 22579 20176 17936
Vic. 6 fases 5945 1563 493 160 30 17 3 0 0 0
Derrota 1 132270 160438 181896 199915 214792 227361 237216 245854 252621 257922
Derrota 2 5326 3606 1993 1063 578 309 156 82 49 27
Derrota 3 7802 5448 3562 2163 1263 765 450 288 177 81
Derrota 4 11811 9230 6647 4701 3082 2088 1300 921 622 430
300000 Derrota 5 18645 16450 13621 10620 8294 6147 4707 3616 2805 2139
Derrota 6 32169 32083 30053 27239 24267 21022 18310 15835 13758 12197
Ambiguo 86032 71182 61735 54139 47694 42291 37858 33404 29968 27204
Vic. 6 fases 7714 2156 614 178 58 19 7 2 0 0
Derrota 1 176982 213251 241953 266927 286049 302427 316009 327417 336621 344051
Derrota 2 7081 4770 2597 1478 739 399 185 102 78 26
Derrota 3 10329 7524 4782 2857 1712 1024 609 322 190 123
Derrota 4 15505 12368 8914 6188 4147 2763 1761 1247 818 584
400000 Derrota 5 25107 21907 17942 14464 10913 8430 6314 4931 3755 2869
Derrota 6 42705 42541 40117 36162 32257 28203 24498 21153 18399 15961
Ambiguo 114577 95483 83081 71746 64125 56735 50617 44826 40139 36386
Vic. 6 fases 9610 2716 726 214 84 20 8 2 0 2
Derrota 1 221258 265653 302857 333078 358404 378294 394938 409371 420257 430290
Derrota 2 8939 5991 3422 1828 963 446 234 124 65 32
Derrota 3 13012 9337 5860 3640 2173 1273 756 427 279 152
Derrota 4 19374 15370 11116 7687 5294 3427 2232 1573 994 672
500000 Derrota 5 30689 27856 22639 17875 13383 10326 7778 5926 4688 3674
Derrota 6 53723 53704 50234 45142 40244 35125 30674 26468 23214 20125
Ambiguo 143395 119373 103146 90536 79455 71089 63380 56109 50503 45053
Vic. 6 fases 19353 5316 1505 471 144 45 13 7 1 0
Derrota 1 442020 532470 606199 667066 716549 757689 790388 817964 840877 860184
Derrota 2 18304 11729 6771 3598 1886 1012 505 269 135 92
Derrota 3 26188 18667 11795 7327 4283 2462 1497 883 508 326
Derrota 4 38710 31145 22472 15242 10261 6873 4595 3077 2007 1374
1E+06 Derrota 5 61654 55009 45261 35446 27413 20700 15914 12030 9355 7276
Derrota 6 106100 107130 100307 90646 80193 70069 61554 53102 46116 40556
Ambiguo 287671 238534 205690 180204 159271 141150 125534 112668 101001 90192
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Caso 2.1

Simul. Resultado Lambda =
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Vic. 6 fases 988 939 864 780 648
Derrota 1 0 0 6 17 24
Derrota 2 0 0 0 4 10
Derrota 3 0 0 2 7 10
1000 Derrota 4 1 0 1 7 13
Derrota 5 0 2 1 6 15
Derrota 6 0 0 3 4 29
Ambiguo 11 59 123 175 251
Vic. 6 fases 1978 1915 1731 1474 1264
Derrota 1 0 0 8 28 72
Derrota 2 0 1 9 15 23
Derrota 3 0 2 3 13 15
2000 Derrota 4 0 0 6 21 30
Derrota 5 0 0 4 21 30
Derrota 6 0 0 8 12 40
Ambiguo 22 82 231 416 526
Vic. 6 fases 2972 2823 2595 2317 1848
Derrota 1 0 0 7 36 117
Derrota 2 0 0 8 24 27
Derrota 3 0 3 11 17 35
3000 Derrota 4 0 1 10 17 61
Derrota 5 0 3 12 15 57
Derrota 6 0 3 6 27 65
Ambiguo 28 167 351 547 790
Vic. 6 fases 3966 3799 3502 3074 2542
Derrota 1 0 1 16 49 127
Derrota 2 0 2 9 26 64
Derrota 3 0 5 10 23 47
4000 Derrota 4 0 3 11 25 52
Derrota 5 0 2 11 28 54
Derrota 6 0 3 12 34 7
Ambiguo 34 185 429 741 1037
Vic. 6 fases 4951 4757 4368 3841 3128
Derrota 1 0 6 16 59 155
Derrota 2 0 1 9 37 43
Derrota 3 0 3 11 33 55
5000 Derrota 4 0 2 14 29 63
Derrota 5 0 2 11 36 69
Derrota 6 1 3 14 36 105
Ambiguo 48 226 557 929 1382
Vic. 6 fases 9894 9511 8717 7637 6333
Derrota 1 0 5 39 130 372
Derrota 2 0 5 17 61 94
Derrota 3 0 3 12 69 111
10000 Derrota 4 0 1 19 68 150
Derrota 5 0 5 20 73 162
Derrota 6 0 3 29 75 160
Ambiguo 106 467 1147 1887 2618
Vic. 6 fases 19781 18977 17507 15310 12619
Derrota 1 0 14 72 265 677
Derrota 2 0 10 38 107 208
Derrota 3 1 14 47 111 249
20000
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Derrota 4 0 8 38 144 249
Derrota 5 0 11 44 162 279
Derrota 6 0 8 49 154 334
Ambiguo 218 958 2205 3747 5385
Vic. 6 fases 29711 28510 26192 22969 18898
Derrota 1 0 21 112 424 1076
Derrota 2 0 10 62 172 323
Derrota 3 0 10 73 180 355
30000 Derrota 4 0 9 56 196 410
Derrota 5 0 13 73 210 475
Derrota 6 0 9 74 226 568
Ambiguo 289 1418 3358 5623 7895
Vic. 6 fases 39581 38007 35020 30588 25227
Derrota 1 2 19 120 500 1407
Derrota 2 0 11 94 220 447
Derrota 3 0 15 87 233 494
40000 Derrota 4 2 15 74 252 540
Derrota 5 1 17 93 286 600
Derrota 6 0 15 87 288 738
Ambiguo 414 1901 4425 7633 10547
Vic. 6 fases 49507 47516 43744 38377 31630
Derrota 1 2 20 188 632 1660
Derrota 2 0 20 107 297 511
Derrota 3 2 12 118 277 620
50000 Derrota 4 0 25 122 327 703
Derrota 5 1 19 119 382 721
Derrota 6 1 21 125 424 916
Ambiguo 487 2367 5477 9284 13239
Vic. 6 fases 98997 95002 87443 76909 63544
Derrota 1 1 57 336 1288 3308
Derrota 2 0 42 225 538 1110
Derrota 3 0 40 191 605 1180
100000 Derrota 4 0 50 233 691 1390
Derrota 5 0 52 248 739 1543
Derrota 6 0 40 244 798 1729
Ambiguo 1002 4717 11080 18432 26196
Vic. 6 fases 197950 190074 174711 153238 126743
Derrota 1 2 97 714 2621 6761
Derrota 2 1 81 422 1120 2166
Derrota 3 2 79 432 1203 2396
200000 Derrota 4 4 80 479 1266 2658
Derrota 5 3 77 498 1483 3053
Derrota 6 5 86 514 1584 3670
Ambiguo 2033 9426 22230 37485 52553
Vic. 6 fases 297057 285011 262259 229229 189962
Derrota 1 6 143 1093 3906 9964
Derrota 2 3 106 618 1636 3223
Derrota 3 3 132 659 1927 3618
300000 Derrota 4 6 123 703 2042 3979
Derrota 5 2 158 736 2176 4669
Derrota 6 1 109 791 2499 5437
Ambiguo 2922 14218 33141 56585 79148
Vic. 6 fases 396092 379818 349376 305921 253843
Derrota 1 7 229 1458 5228 13253
400000
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Derrota 2 4 170 771 2306 4252
Derrota 3 6 151 952 2433 4707
Derrota 4 3 157 889 2638 5198
Derrota 5 6 160 988 2869 6135
Derrota 6 3 146 998 3241 7097
Ambiguo 3879 19169 44568 75364 105515
Vic. 6 fases 495013 474669 436851 382704 316631
Derrota 1 11 240 1789 6587 16576
Derrota 2 3 178 1063 2891 5487
Derrota 3 10 186 1094 3025 6068
500000 Derrota 4 5 206 1213 3344 6678
Derrota 5 4 208 1205 3740 7564
Derrota 6 4 196 1256 4066 9125
Ambiguo 4950 24117 55529 93643 131871
Vic. 6 fases 990036 949718 873285 764433 633372
Derrota 1 12 531 3619 13151 33055
Derrota 2 9 393 2054 5573 10709
Derrota 3 10 372 2167 6192 11966
1E+06 Derrota 4 11 410 2352 6739 13488
Derrota 5 12 453 2469 7481 15334
Derrota 6 12 407 2646 8203 17843
Ambiguo 9898 47716 111408 188228 264233
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Caso 2.2

Simul. Resultado Lambda =
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Vic. 6 fases 988 939 864 780 648
Derrota 1 0 0 6 17 24
Derrota 2 0 0 0 4 10
Derrota 3 0 0 2 7 10
1000 Derrota 4 1 0 1 7 13
Derrota 5 0 2 1 6 15
Derrota 6 0 0 3 4 29
Ambiguo 11 59 123 175 251
Vic. 6 fases 1978 1915 1731 1474 1264
Derrota 1 0 0 8 28 72
Derrota 2 0 1 9 15 23
Derrota 3 0 2 3 13 15
2000 Derrota 4 0 0 6 21 30
Derrota 5 0 0 4 21 30
Derrota 6 0 0 8 12 40
Ambiguo 22 82 231 416 526
Vic. 6 fases 2972 2823 2595 2317 1848
Derrota 1 0 0 7 36 117
Derrota 2 0 0 8 24 27
Derrota 3 0 3 11 17 35
3000 Derrota 4 0 1 10 17 61
Derrota 5 0 3 12 15 57
Derrota 6 0 3 6 27 65
Ambiguo 28 167 351 547 790
Vic. 6 fases 3966 3799 3502 3074 2542
Derrota 1 0 1 16 49 127
Derrota 2 0 2 9 26 64
Derrota 3 0 5 10 23 47
4000 Derrota 4 0 3 11 25 52
Derrota 5 0 2 11 28 54
Derrota 6 0 3 12 34 T
Ambiguo 34 185 429 741 1037
Vic. 6 fases 4951 4757 4368 3841 3128
Derrota 1 0 6 16 59 155
Derrota 2 0 1 9 37 43
Derrota 3 0 3 11 33 55
5000 Derrota 4 0 2 14 29 63
Derrota 5 0 2 11 36 69
Derrota 6 1 3 14 36 105
Ambiguo 48 226 557 929 1382
Vic. 6 fases 9894 9511 8717 7637 6333
Derrota 1 0 5 39 130 372
Derrota 2 0 5 17 61 94
Derrota 3 0 3 12 69 111
10000 Derrota 4 0 1 19 68 150
Derrota 5 0 5 20 73 162
Derrota 6 0 3 29 75 160
Ambiguo 106 467 1147 1887 2618
Vic. 6 fases 19781 18977 17507 15310 12619
Derrota 1 0 14 72 265 677
Derrota 2 0 10 38 107 208
Derrota 3 1 14 47 111 249
20000
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Derrota 4 0 8 38 144 249
Derrota 5 0 11 44 162 279
Derrota 6 0 8 49 154 334
Ambiguo 218 958 2205 3747 5385
Vic. 6 fases 29711 28510 26192 22969 18898
Derrota 1 0 21 112 424 1076
Derrota 2 0 10 62 172 323
Derrota 3 0 10 73 180 355
30000 Derrota 4 0 9 56 196 410
Derrota 5 0 13 73 210 475
Derrota 6 0 9 74 226 568
Ambiguo 289 1418 3358 5623 7895
Vic. 6 fases 39581 38007 35020 30588 25227
Derrota 1 2 19 120 500 1407
Derrota 2 0 11 94 220 447
Derrota 3 0 15 87 233 494
40000 Derrota 4 2 15 74 252 540
Derrota 5 1 17 93 286 600
Derrota 6 0 15 87 288 738
Ambiguo 414 1901 4425 7633 10547
Vic. 6 fases 49507 47516 43744 38377 31630
Derrota 1 2 20 188 632 1660
Derrota 2 0 20 107 297 511
Derrota 3 2 12 118 277 620
50000 Derrota 4 0 25 122 327 703
Derrota 5 1 19 119 382 721
Derrota 6 1 21 125 424 916
Ambiguo 487 2367 5477 9284 13239
Vic. 6 fases 98997 95002 87443 76909 63544
Derrota 1 1 57 336 1288 3308
Derrota 2 0 42 225 538 1110
Derrota 3 0 40 191 605 1180
100000 Derrota 4 0 50 233 691 1390
Derrota 5 0 52 248 739 1543
Derrota 6 0 40 244 798 1729
Ambiguo 1002 4717 11080 18432 26196
Vic. 6 fases 197950 190074 174711 153238 126743
Derrota 1 2 a7 714 2621 6761
Derrota 2 1 81 422 1120 2166
Derrota 3 2 79 432 1203 2396
200000 Derrota 4 4 80 479 1266 2658
Derrota 5 3 7 498 1483 3053
Derrota 6 5 86 514 1584 3670
Ambiguo 2033 9426 22230 37485 52553
Vic. 6 fases 297057 285011 262259 229229 189962
Derrota 1 6 143 1093 3906 9964
Derrota 2 3 106 618 1636 3223
Derrota 3 3 132 659 1927 3618
300000 Derrota 4 6 123 703 2042 3979
Derrota 5 2 158 736 2176 4669
Derrota 6 1 109 791 2499 5437
Ambiguo 2922 14218 33141 56585 79148
Vic. 6 fases 396092 379818 349376 305921 253843
Derrota 1 7 229 1458 5228 13253
400000
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Derrota 2 4 170 7L 2306 4252
Derrota 3 6 151 952 2433 4707
Derrota 4 3 157 889 2638 5198
Derrota 5 6 160 988 2869 6135
Derrota 6 3 146 998 3241 7097
Ambiguo 3879 19169 44568 75364 105515
Vic. 6 fases 495013 474669 436851 382704 316631
Derrota 1 11 240 1789 6587 16576
Derrota 2 3 178 1063 2891 5487
Derrota 3 10 186 1094 3025 6068
500000 Derrota 4 5 206 1213 3344 6678
Derrota 5 4 208 1205 3740 7564
Derrota 6 4 196 1256 4066 9125
Ambiguo 4950 24117 55529 93643 131871
Vic. 6 fases 990036 949718 873285 764433 633372
Derrota 1 12 531 3619 13151 33055
Derrota 2 9 393 2054 5573 10709
Derrota 3 10 372 2167 6192 11966
1E+06 Derrota 4 11 410 2352 6739 13488
Derrota 5 12 453 2469 7481 15334
Derrota 6 12 407 2646 8203 17843
Ambiguo 9898 47716 111408 188228 264233
Caso Extra
Simul. Resultado Distribuigdo J2
Uni(1,10) | Uni(1,11) | Uni(1,12) | Uni(1,13) | Uni(1,14) | Uni(1,15) | Uni(1,16)
Vic. 6 fases 13 0 0 0 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 2 3 0 0 0 0 0 0
Derrota 3 2 0 0 0 0 0 0
1000 Derrota 4 10 1 1 1 0 0 0
Derrota 5 17 3 0 2 o] 0 0
Derrota 6 921 988 996 992 1000 1000 999
Ambiguo 34 8 3 5 0 0 1
Vie. 6 fases 19 1 1 0 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 2 3 1 0 0 0 0
Derrota 3 6 1 0 0 0 0 0
2000 Derrota 4 12 3 1 1 0 0 0
Derrota 5 25 11 5 1 0 0 0
Derrota 6 1875 1964 1987 1993 1996 1995 1997
Ambiguo 60 19 6 5 4 5 3
Vic. 6 fases 17 3 0 0 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 2 1 2 0 0 0 0 0
Derrota 3 11 5 2 1 0 0 0
3000 Derrota 4 16 4 1 0 0 0 0
Derrota 5 36 14 2 1 o] 0 0
Derrota 6 2830 2947 2988 2993 2993 2996 2994
Ambiguo 89 25 7 5 7 4 6
Vie. 6 fases 26 9 2 0 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 2 4 0 0 0 0 0 0
Derrota 3 15 7 1 0 0 0 0
4000
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Derrota 4 29 7 4 0 0 0 0
Derrota 5 50 30 3 2 0 0 0
Derrota 6 3760 3918 3978 3990 3994 3988 3994
Ambiguo 116 29 12 8 6 12 6
Vic. 6 fases 34 8 0 0 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 0 0
Derrota 2 9 0 0 0 0 0 0
Derrota 3 18 5 1 0 o] 0 0
5000 Derrota 4 36 9 4 0 o] 0 0
Derrota 5 75 18 9 4 1 0 0
Derrota 6 4674 4919 4974 4989 4990 4997 4992
Ambiguo 154 41 12 7 9 3 8
Vic. 6 fases 67 19 3 2 0 0 0
Derrota 1 0 0 0 0 0 1 0
Derrota 2 13 3 0 0 0 0 0
Derrota 3 37 9 2 0 o] 0 0
10000 Derrota 4 73 17 6 4 0 0 0
Derrota 5 138 56 15 3 1 0 1
Derrota 6 9348 9820 9947 9965 9978 9978 9981
Ambiguo 324 76 27 26 21 21 18
Vic. 6 fases 134 32 4 2 1 0 0
Derrota 1 0 0 1 0 0 0 1
Derrota 2 29 2 1 0 0 0 0
Derrota 3 98 17 1 3 1 0 0
20000 Derrota 4 142 30 10 2 1 0 0
Derrota 5 241 105 19 6 2 5 0
Derrota 6 18769 19659 19892 19947 19954 19957 19968
Ambiguo 587 155 72 40 41 38 31
Vic. 6 fases 224 36 14 5 2 0 0
Derrota 1 0 1 0 0 0 0 0
Derrota 2 41 7 3 0 0 0 0
Derrota 3 121 32 9 0 1 0 0
30000 Derrota 4 220 47 11 3 0 0 0
Derrota 5 414 156 40 5 5 2 2
Derrota 6 28041 29485 29832 29924 29924 29936 29944
Ambiguo 939 236 91 63 68 62 54
Vic. 6 fases 274 63 17 5 1 0 0
Derrota 1 0 0 1 0 0 0 0
Derrota 2 38 5 1 0 0 0 0
Derrota 3 161 35 10 3 o] 0 0
40000 Derrota 4 300 69 16 3 5 2 0
Derrota 5 535 183 67 15 5 0 1
Derrota 6 37544 39353 39770 39893 39918 39941 39916
Ambiguo 1148 292 118 81 71 57 83
Vic. 6 fases 357 48 16 2 1 0 0
Derrota 1 0 0 1 1 0 1 0
Derrota 2 53 15 0 2 1 0 0
Derrota 3 195 41 9 2 3 0 0
50000 Derrota 4 364 73 28 12 1 1 0
Derrota 5 637 229 64 23 8 3 1
Derrota 6 46878 49215 49730 49852 49878 49905 49932
Ambiguo 1516 379 152 106 108 90 67
Vic. 6 fases 684 153 27 6 4 2 0
Derrota 1 1 2 2 0 0 1 1
Derrota 2 123 24 3 2 2 0 0
100000

20




Derrota 3 399 80 28 7 2 0 0
Derrota 4 656 151 56 13 5 2 1
Derrota 5 1398 490 135 34 7 5 0
Derrota 6 93555 98314 99421 99727 99798 99802 99807
Ambiguo 3184 786 328 211 182 188 191
Vic. 6 fases 1378 309 76 10 3 2 0
Derrota 1 5 1 5 4 3 2 2
Derrota 2 233 46 10 9 2 1 1
Derrota 3 783 125 43 11 3 0 1
200000 Derrota 4 1412 351 90 30 4 2 0
Derrota 5 2654 946 281 72 24 2 2
Derrota 6 187240 196651 198884 199424 199597 199617 199631
Ambiguo 6295 1571 611 440 364 374 363
Vic. 6 fases 2052 449 78 20 5 4 0
Derrota 1 6 5 0 7 2 2 6
Derrota 2 330 75 15 6 2 1 1
Derrota 3 1188 222 64 17 10 1 0
300000 Derrota 4 2071 516 129 46 15 7 1
Derrota 5 4012 1419 396 133 42 14 3
Derrota 6 281026 295074 208378 299090 299334 299452 299433
Ambiguo 9315 2240 940 681 590 519 556
Vic. 6 fases 2704 563 119 36 4 3 0
Derrota 1 3 2 6 4 7 8 6
Derrota 2 461 87 20 14 0 1 2
Derrota 3 1527 298 75 36 10 2 0
400000 Derrota 4 2822 704 223 47 16 5 6
Derrota 5 5308 1870 550 163 58 15 7
Derrota 6 374733 393418 397752 398861 399168 399242 399280
Ambiguo 12442 3058 1255 839 737 724 699
Vic. 6 fases 3499 766 149 34 11 5 0
Derrota 1 3 4 5 4 9 7 6
Derrota 2 558 105 33 6 2 2 1
Derrota 3 1904 369 104 41 9 2 1
500000 Derrota 4 3411 891 249 68 24 4 4
Derrota 5 6523 2354 670 217 66 23 10
Derrota 6 468433 491698 497309 498537 498917 499040 499045
Ambiguo 15669 3813 1481 1093 962 917 933
Vic. 6 fases 6833 1417 309 89 22 11 3
Derrota 1 7 21 19 16 9 9 18
Derrota 2 1111 227 70 22 9 5 2
Derrota 3 3806 775 196 64 18 9 7
1E+06 Derrota 4 6925 1743 489 157 43 14 5
Derrota 5 13277 4796 1370 362 126 33 17
Derrota 6 936992 983491 994361 997107 997902 998094 998191
Ambiguo 31049 7530 3186 2183 1871 1825 1757
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