PP@OMMC

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Informéatica

Programa de Pos-Graduacao em Modelagem Matematica e Computacional

TECNICAS PARA ESTIMACAO DE EXPOENTES DE LYAPUNOV EM
SISTEMAS DINAMICOS NAO-LINEARES

Vanlex Gomes Galdino

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-Graduagao em Modelagem
Matematica e Computacional, UFPB, da
Universidade Federal da Paraiba, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo
de Mestre em Modelagem Matematica e

Computacional.

Orientador: Hugo Leonardo Davi de Souza

Cavalcante

Joao Pessoa
Janeiro de 2018



M21m

UFPB/BC

Gomes Galdino, Vanlex

Técnicas para estimacdo de expoentes de Lyapunov em
sistemas dinamicos nao-lineares / Vanlex Gomes Galdino. —
Jodo Pessoa, 2018.

fEL]

Orientador: Hugo Leonardo Davi de Souza Cavalcante

Dissertacdo (mestrado) — UFPB/CI/PPGMMC.

Referéncias Bibliogréficas: p. [42]—[43]

1. Primeira palavra-chave. 2. Segunda palavra-chave. 3.
Terceira palavra-chave.

CDU: 719.6(043)

1l




R L aeE o amaas 5 a8 i S "Wig i LT e B LE m Sy e

TECNICAS PARA ESTIMAGAO DE EXPOENTES DE LYAPUNOV EM
SISTEMAS DINAMICOS NAO-LINEARES

Vanlex Gomes Galdino

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO PROGRAMA DE
POS-GRADUAGAO EM MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL
(PPGMMC) DO CENTRO DE INFORMATICA DA UNIVERSIDADE FEDERAL
DA PARAIBA COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A
OBTENGCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM MODELAGEM
MATEMATICA E COMPUTACIONAL.

Examinada por:

Prof. Thierry Passeratl deBilans, D.Se.
7
- o gr;‘ﬁ- '-u

\_,/ Prof. io de Carvallio Bezeira, Dr.
L5 Comale

Prof, Hugo Leonardo Davi ae Souza Cavaleante, Dr.




v

A minha esposa e filha, Flavia e

Ana Beatriz.



Agradecimentos

Uma vitéria, é algo que é conquistado por muitos, assim gostaria de agradecer a
todos que contribuiram nesta etapa da minha vida:

Ao meu orientador Hugo Leonardo Davi de Souza Cavalcante, que me incentivou
a continuar, contribuindo para a conclusao desta etapa muito importante em minha
trajetoria profissional. Um professor que, além dos conceitos sobre os topicos estu-
dados, que ele tanto admira, me ensinou com atitudes o que é ser um profissional
ético, comprometido e apaixonado pelo que faz;

Aos meus colegas do mestrado, em especial ao amigo/irmao Jairo, Féabio, Leo-
poldo Calssar, que formaram um vinculo de amizade e companheirismo;

Aos professores do corpo docente do mestrado em Modelagem Matemética
Computacional-CI-UFPB, que foram muito mais que professores, foram educado-
res;

Ao professor Gilson Francisco de Oliveira Junior, UFCE. Este é um agradeci-
mento especial, pois nao sendo meu orientador, ajudou-me na obtencgao de resultados
importantes para as conclusoes desta dissertacao.

A minha familia, em especial, ao meu pai Valdir Barbosa Galdino e minha mae
Maria Judimar Gomes, meu irmao Francisco de Assis Gomes Galdino e minha irma
Ramona Gomes Galdino, que nos momentos mais dificeis sempre deram muita forca
e incentivo para a conclusao desta pos-graduagao, por seus pensamentos e oragoes
em todos os momentos;

A professora Katia Elizabeth Galdino - UEPB, que fora minha orientadora no
curso de especializacao de matemaética pura e aplicada, posso dizer que foi quem me
mostrou um outro lado da matematica, o numérico também ¢é importante.

Ao professor Silvanio de Andrade - UEPB, pelas palavras de incentivo e dedi-
cagao no ensino de matematica essas acoes me fizeram seguir em frente apesar das
dificuldades, obrigado.

Ao professor Luiz Anténio da Silva Medeiros - UFCG, que a partir de um curso de
verao, me incentivou a procurar uma pos graduagao e prosseguir no meio académico.

Nao posso deixar de mencionar o nome de Dona Carminha, dona dos alojamentos

que ficamos nessa jornada, cheia de suas animosidades e disposicao para com as
dificuldades da vida.



A UFPB, por proporcionar através de toda a sua infra-estrutura e corpo docente,
de forma gratuita um ensino de qualidade em graduacao e agora em pos-graduagao;
Sobretudo, a Deus que rege com maestria todo o caos do universo.

A todos, muito obrigado.

vi
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A estabilidade de trajetorias no espaco de fase de um sistema dindmico pode ser
caracterizada com o uso dos expoentes caracteristicos de Lyapunov. Em situagoes
simples, estes expoentes correspondem aos autovalores da equacao de movimento
linearizada. Entretanto, para trajetorias complexas que aparecem em muitos siste-
mas nao lineares, particularmente na ocorréncia de caos, a determinacao e a prépria
conceituacao de estabilidade e dos valores destes expoentes é mais um elusiva, ao
ponto de criar dificuldades técnicas.

Este trabalho faz uma revisao didatica apresentando e explicando os conceitos
de estabilidade e dos expoentes de Lyapunov, discutindo sua aplicacao na carac-
terizacao de sistemas dindmicos nao-lineares e propoe um estudo sobre as técnicas
de calculo destes expoentes. Para ilustar este estudo, analisamos alguns sistemas
especificos, de Lorenz e Rossler, e discorremos sobre as propriedades que podem ser

inferidas a partir do estudo realizado.

vil



Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial fulfillment

of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

TECHNIQUES FOR ESTIMATION OF LYAPUNOV EXPONENTS IN
NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS

Vanlex Gomes Galdino

January /2018

Advisor: Hugo Leonardo Davi de Souza Cavalcante

Program: Computational Mathematical Modelling

The stability of trajectories in the phase space of a dynamical system can be char-
acterized through Lyapunov characteristic exponents. In simple situations, these
exponents correspond to the eigenvalues of the linearized equation of motion. How-
ever, for complex trajectories occurring in many nonlinear systems, specially during
the occurrence of chaos, the determination and the very concept of stability and of
the values of those exponents becomes more elusive, creating technical difficulties.
This work makes a pedagogical review, presenting and explaining the concepts of
stability, and Lyapunov exponents, discusses its application to the characterization
of nonlinear dynamical systems, and proposes a study about the techniques do eval-
uate those exponents. To illustrate this study, we analyze some specific systems,
such as Lorenz’s and Rossler, and discuss the properties that can be inferred from

our study.
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Capitulo 1

Introducao

A dindmica comeca com Newton no século XVII, que primeiro estabeleceu a conegao
entre as leis de movimento e as forcas que os causam, particularmente, demostrando
que as orbitas elipiticas dos planetas decorrem da Lei Universal de Gravitagao.
Enquanto a abordagem utilizada até entao ia no sentido de resolver as equagoes
diferenciais do movimento, analitica ou numericamente, Poincaré propoe a utilizagao
de ferramentas vindas de outras areas, como a Topologia, a Geometria, a Algebra
e Analise, para obter uma descricao qualitativa e, quando possivel, quantitativa do
comportamento do sistema.

E. N. Lorenz também fez uso de uma anélise qualitativa para explicar o compor-
tamento de seu modelo meteorologico. O mesmo fez Rossler para o desenvolvimento
do seu sistema, o qual define um sistema dindmico em tempo continuo que exibe
uma situagao cadtica, associada as propriedades de um fractal.

Neste trabalho, serao apresentados alguns métodos utilizados para determinar
o expoente de Lyapunov, que serve para explicar e responder questoes relativas as
propriedades do movimento e, em particular, ao equilibrio, conhecidos pelos termos
estabilidade e instabilidade [11] no contexto de sistemas dinamicos constituidos
por equagoes diferenciais. O interesse de se calcular o valor em questao, expoente
Lyapunov, se da pelo fato de saber como se comportam as trajetérias ao longo do
tempo no espago de fase. Podemos verificar que, o comportamento do sistema de
equacoes diferenciais é sensivel a perturbacdes nas condicdes iniciais. E possivel
observar que a distancia entre as trajetorias cresce muito rapidamente no espaco
de fases. Tal comportamento orbital é caracterizado pelos expoentes Lyapunov,
os quais permitem determinar a estabilidade, ou nao, de um sistema dinamico.
Serao, pois, abordados os conceitos introdutérios sobre sistemas dinamicos, tipos de
sistemas, existéncia e unicidade da solucao desse sistema, trajetoria ou fluxo, caos
deterministico e espaco de fase.

Este estudo teve contribuicoes consideréveis de alguns estudiosos da matemética

do século XX, tais como Lyapunov, Andronov, Birkhoff e Kolmogorov. Neste pro-



cesso, o seu ambito foi muito alargado, vindo a abranger outros modelos de evolugao
no tempo, além das equagoes diferenciais: iteracoes de transformacgoes, equagoes as
diferengas, equagoes diferenciais parciais de evolugao, transformacoes e equagoes
diferenciais estocéasticas.

Nesse sentido, os Sistemas Dinadmicos possuem muitas aplicagoes, podendo ser
aplicados em varios fendmenos complexos das diversas ciéncias, como na Quimica
(reagbes quimicas, processos industriais), Fisica (turbuléncia, transi¢do de fase,
otica), Biologia (competicao de espécies, neurobiologia), Economia (modelos de cres-
cimento econdmico, mercado financeiro) estudo que fora intensificado e ampliado ao
longo dos anos|6].

No nosso estudo nos interessaremos por entender como surgem as trajetorias
cadticas, para isso utilizaremos métodos ja conhecidos na literatura. No entanto,
nao é em todo sistema que podemos observar a presenca de caos, por exemplo, em
sistemas bidimensionais nao existe a presenca de caos, isso é garantido pelo teorema
de Poincaré-Bendixon. Mas como definir caos? A maioria dos autores afirma que um

sistema dinamico é cadtico quando este segue ou atende as seguintes caracteristicas:

e 0s sistemas possuem trajetorias aperiddicas, ou seja, nao se estabelecem em

pontos fixos, orbitas periddicas ou quasi-periodicas;
e 0s dados dos parametros nao sao aleatorios;

e sensibilidade das condigoes iniciais influenciam , isto é , trajetorias vizinhas
separam-se exponencialmente, ou seja, o sistema possui um expoente de Lya-

punov positivo.

Uma forma de distinguir caos em um sistema dinamico, é avaliando a distan-
cia/afastamento exponencial entre as trajetorias, inicialmente proximas de uma tra-
jetoria de referéncia, conhecida como trajetoria fiducial, ao longo do tempo. Para
calcularmos esta distancia/afastamento faremos a aplicacao do método das pertur-
bacoes descrito nos artigos do Wolf et al. e do Sano e Sawada.

Dessa maneira, para efeito de organizacao esta dissertacao esta distribuida em
4 capitulos, a saber: na introducao explanamos sobre como surgiu o interesse da
teoria dos sistemas dinamicos e das equagoes diferenciais. No capitulo 2, fazemos
uma revisao bibliogréfica sobre alguns dos conceitos que compoe o estudo de sistemas
dinamicos de equagoes diferenciais. No capitulo 3, apresentamos o modelo e ideia
que Lyapunov teve para determinar, se um sistema de equagoes diferenciais produz
caos. A principio, este sera o foco do referido estudo. No capitulo 4 apresentamos,
uma forma diferente de se obter o expoente de Lyapunov, também discutiremos os

nossos resultados, nos quais revelam a rica dinamica do sistema estudado. Por fim,



no capitulo 4, apresentamos uma conclusao sobre todos os resultados obtidos nesta

pesquisa. [9]



Capitulo 2

Sistemas de equacoes lineares
diferenciais e nao-lineares: conceitos

basicos

Introduziremos as principais defini¢oes e conceitos sobre sistemas dinamicos nao-
lineares e lineares, que serao tuteis para um melhor entendimento, ja que este assunto
nao ¢ abordado em alguns cursos da area de exatas, a exemplo o curso de licenci-
atura em matematica, no qual temos apenas a disciplina de equagoes diferenciais.
Inicialmente definiremos os conceitos basicos de parametros, pontos fixos, sistemas

din&micos,

2.1 Definindo variavel e parametro

Quando estamos estudando as equacgoes diferenciais que descrevem sistemas din&mi-
cos nos deparamos com varidveis dindmicas e parametros. E importante sabermos o
que sdo parametros e o que sao variaveis. Ao invés de apresentar defini¢oes formais,
tentaremos mostrar de forma didatica, com um exemplo de um modelo matematico
para um péndulo simples, nao amortecido. Consideremos um péndulo de compri-
mento [ e massa m, sujeito apenas a agao da gravidade g, de acordo com figura [2.1]

O movimento deste pode ser determinado com a equacgao diferencial abaixo:

d?0(t)
dt?

+ Tsin(0(t)) = 0, (2.1)

onde o angulo #, representa a posigao angular do péndulo relativa ao eixo que é
paralelo a forca gravitacional e passa pelo ponto de sustentacao. Entao determinar
o movimento do péndulo é determinar como o angulo # varia com o tempo.

As grandezas empregadas para este modelo atraves da equacgao diferencial sao:



Figura 2.1: Péndulo simples.

1. O tempo t que é uma variavel que evolui sem interferéncia de nada, o que
podemos fazer apenas é medi-lo, em segundos, horas, séculos, ... Entao dizemos

que t é uma varidvel independente.

2. No caso de 6, esta varia com o tempo. Portanto denominamos como sendo

uma varidvel dependente, isto é, depende do tempo.

3. As grandezas comprimento [ e aceleracao da gravidade g sao os pardmetros do
sistema, que influenciam o comportamento do sistema mas nao dependem do

tempo ou posi¢ao angular.

Na secao seguinte, faremos uma revisao mais abrangente sobre defini¢oes e conceitos
necessarios para um melhor entendimento sobre sistemas dinamicos e porque estuda-

los.

2.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Podemos entender por sistema dindmico uma prescricao mateméatica deterministica
para a evolugao do estado de um sistema ao longo de um tempo ¢, onde o ¢t é uma
variavel que pode ser continua ou discreta de valores inteiros, [20] [13]. Um sistema
¢ dito discreto se é um sistema que depende de variaveis discretas, isto ¢, o dominio
dessas entradas ¢ finito ou enumerével. Um sistema continuo pode ser entendido
por um sistema que depende de variaveis de entrada continua, como por exemplo:
o conjunto de numeros reais.

Em nosso texto adotaremos a notagdo # = f(x) para representar um sistema
dindmico continuo, e para sistema um sistema dinamico discreto usaremos
X[n+1] = F(X]n]) ou X,,411 = F(X,,) .



Denotamos um sistema dinamico de equagoes diferenciais lineares e equacgoes

diferenciais nao-lineares, que possui o tempo ¢, como uma variavel continua pode

ser escrito por:

d
% = filw, w2, 1),
d
% == fg(ﬂfl,l’g...,.ﬂjn),
(2.2)
dy,
% = folz1,22...,24),
ou , na notagao vetorial:
dzr >
— = T 2.3
= T, 23)
ou simplesmente por;
T = fl@). (2.4)
onde ;
T T
T = , T =
Tn Tp

onde f é uma matriz quadradal7]. Em nosso texto adotaremos, por simplicidade
de notacao, a forma (2.4). Onde f ¢ uma funcdo definida por f; : B x R — A,
j=1,...,n,sendo BCR" ACReZéum vetor de dimensao n.

Um sistema dindmico discreto pode ser escrito utilizando a forma:
Xn1 = F(X,), XeR (2.5)

onde a funcao F' é conhecida. O estado deste sistema ¢é alterado quando h& uma

mudanca dos instantes {tg, 1,2, - - - }, atencao para o intervalo de tempo entre estes

instantes, pois, o estado do sistema permanecera constante.

2.3 Sistemas dinAmicos autonomos e nao-

autéonomos

Os sistemas dinamicos de equacgoes diferenciais ordinarias sao equagoes cujas solu-

¢oes sao fungoes de uma variavel independente, que normalmente denotamos por



t, onde t estd associada muitas vezes ao tempo e x(t) ¢ a solugdo que estamos

procurando. Existem dois tipos de sistemas dindmicos, a saber:

i. Os sistemas autonomos, sao escritos da forma:
t = f(x),onde z € R", (2.6)

onde a variavel t nao aparece explicitamente;

ii. Para sistemas nao-autdénomos, temos :

¥ = f(x,t),onde x € R". (2.7)

Exemplo: & = —ci — sen(z) + wsen(t) para os quais valores de ¢ aparecem explici-
tamente na equacao diferencial. [I] A abordagem que, iremos dar nesse trabalho,
serd voltada para os sistemas autéonomos, mas podemos utilizar um truque para
transformar um sistema de equacoes nao-autdénomas em uma sistema de equagoes
autonomas, o processo consiste em atribuirmos uma variavel a um parametro do
sistema.

Vejamos como se d& esta passagem de uma equacao nao-autonoma para uma

equacao autonoma, dada a equagao nao-autdénoma, abaixo:
0+ af+w2 = usen(Qt), (2.8)
podemos fazer uma mudanca de variavel z; = 6, 25 = 6 obtendo um novo sistema;

.Z.'lzl'g

Ty = —amy — Q2 + p sen(Qt),

agora, introduzindo uma nova variavel z3 = Qt (lembrando que, 2 ¢ uma constante,

e portato Qt = €2). Conseguimos transforma-la em um sistema auténomo, como

segue:
T| = Ta
Ty = —amwy — Qdsen(zy) + pu sen(w3)
Ty = (.

No entanto, dependendo da complexidade, nem sempre conseguiremos transformar

uma equagao diferencial nao-auténoma em uma equacao auténoma.



2.4 Espaco de fase

O espago de fase, também chamado espaco de estados, é o conjunto de todos os
vetores de estados que poderiam, em principio, ser assumidos pelas variaveis diné-
micas do sistema. Para um sistema bidimensional a trajetoria é chamada de plano
de fase, ao passo que, em um sistema de equacoes diferenciais que ultrapassa as duas
dimensdes, damos o nome de espago de fase [I]. De uma forma geral, o retrato de
fase é o conjunto de curvas obtidas pela evolugao temporal do sistema a partir de
condicoes iniciais, isto é, escolhemos alguns pontos do espaco de fase como condigoes
iniciais £(0) e geramos trajetorias x(t), de tal maneira que, o conjunto formado por
todos os pontos (z1, s, ..., T,) representam um possivel comportamento para uma
solucao do sistema dindmico. A seguir, veremos como fazer para distinguir quando

um sistema dindmico de equacoes diferenciais é dissipativo ou conservativo.

D

x(r) (1y

xf 3)

Figura 2.2: Trajetoria obtida pelo conjunto de pontos, (z(V), 2 .. (™) no espaco
de fase. Fonte: Chaos in dynamical systems - Ott, Edward.

2.5 Sistemas Conservativos e Dissipativos

Um sistema dinamico é dito conservativo quando um volume no espaco de fase é

preservado sob a evolu¢ao tempo. Seja V (t) = [ dx; - ...+ dx, o volume da superficie



(2, em que sua variagao é dada por :

vy  d
d
_ /%(dxl e day) (2.10)
= /id (d d )+id (d de,) + ...+ (2.11)
= di Tr1\axy - ... Tn di To\AXT * ... Tn .
+..+ %dwn(dmg e dTp) (2.12)
dfi | 0fa Ofn
= —— 4+ =+ ... dry-...-d 2.1
/(8:1:1 + 019 et oz, (dzy Tn) (2.15)
pois,
, 0fi
- o I g 2.1
i df; 9, d; (2.16)
assim temos:
MO [ g o
dt v

Entao, se ocorrer V - fdV < 0, o sistema dinamico é dissipativo.

Considerando o sistema de equagoes de Lorenz dado por, & = o(y — x),y =
pr —y —xz, 2 = xy — bz, vemos que este é dissipativo. Para isso mostremos que
V- f <0, temos::

o 0 0 , . .
vV = (%’8_3/5) ef=t=0y—x),y=pr—y—xzi=xy— bz

v.f - (%<a<y—x>>+%<px—y—xz>+%<xy—bz>> (2.18)

derivando, temos:
V-f = —o—-1-0 (2.19)

Se —o — 1 — 3 < 0, dizemos que o sistema de equagcoes diferenciais é dissipativo.

ivo. De fato para os parametros o = 28, b = 3 e p = 10, onde e sao nameros de



Prandt]ﬂ e Rayleighﬂ, respectivamente. Entao, vemos que V - f < 0 e portanto, as

equacgoes de Lorenz denotam um sistema dinadmico dissipativo.

2.6 Ponto Fixo

Os sistemas dinamicos de equagoes diferenciais citados anteriormente possuem solu-
¢oes em cada situacao citada, a seguir mostraremos que uma solugao difere para cada
sistema. Seja um sistema dinamico de equagoes diferenciais nao-lineares auténomo

dado por;
i = f(&),com ZeR"

dizemos que z* € R" é uma solugao de equilibrio em R", tal que:

—

f@) =0,

ou seja, £* é uma solucao que nao muda no tempo. Outras nomeclaturas sao atri-
buidas a esta solugao, como por exemplo, ponto fixo, ponto estacionario, solugao
de equilibrio, mas em nosso texto iremos adotar ponto fixo. Para um sistema nao-
autéonomo pode ser um erro.

Graficamente, para um sistema 1-D, temos;

flx)

Figura 2.3: Trajetoria do plano de fase, em que os pontos 7 e T sao os pontos fixos
do sistema ¥ = f(Z).

Observacao 1 Em se tratando de sistemas de equagoes diferenciais, temos que, 0s

sistemas nao-lineares podem ter maltiplos pontos de equilibrio isolados.

Veremos a seguir se este estes pontos sao pontos fixos estaveis ou instéaveis.

1O ntimero de Prandtl Pr é um ntmero adimensional que aproxima a razio de difusividade
de momento (viscosidade cinematica) e difusividade térmica de um fluido, expressando a relagao
entre a difusdo de quantidade de movimento e a difusdo de quantidade de calor dentro do proprio
fluido, sendo uma medida da eficiéncia destas transferéncias nas camadas limites hidrodindmica e
térmica.

2 Em mecanica dos fluidos, o niimero de Rayleigh para um fluido ¢ um nimero adimensional
associado com os fluxos conduzidos por empuxo (também conhecidos como convecgao livre ou
convecgao natural).
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2.7 Estabilidade

O estudo do equilibrio desempenha um papel central nas equacgoes diferenciais or-
dinérias e nas suas aplicagoes. [I2]. Consideremos um campo vetorial autéonomo
dado por 2.4 Dizemos que uma solugao de equilibrio para este sistema dinamico, é
um ponto r* € R” tal que,
fl@) =0

isto é, uma solu¢do que nao muda com o tempo. Anteriormente, definimos esta
solucao como ponto fixo. Agora vamos determinar sua estabilidade do sistema, po-
demos inserir perturbagoes ou pequenos estimulos proximos, ao ponto fixo, e ver se
o sistema se reestabelece, se isso ocorrer, entao, ele é dito um sistema dinamico esta-
vel. Contudo, se aplicarmos pertubagoes de forma que o sistema tenha sua dindmica
alterada, e nao consiga se restabelecer, denominamos de um sistema instavel.

Para determinarmos esta estabilidade para um ponto fixo *, suponhamos que

—

T* satisfaca f(*) = &, e perturbemos sua vizinhanga em torno de ¥*, tal que:
i) = Z(t)—z* (2.20)

para sabermos se esta perturbagao crescera ou decrescera calculamos sua derivada:

=1 = %(f—j’*):f (2.21)

SR

uma vez que T seja constante, teremos:

—

= i=f@)=7-1" (2.22)
usando a expansao em Série de Taylor para obter a fungao f (%), tem-se:
f@+iq) = f(@)+ f(@)7+ 00 (2.23)

como O(n?) produzem termos quadréticos pequenos em 7. Finalmente note que 7*

—

¢ solugao assim temos f(z*) = 0. Consequentemente:
i = qf@)+ o) (2.24)

para f| (7*) # 0 os termos de @(n?) sao desprezados e podemos esquecer a aproxi-

magao:
fl&+m = f@n. (2.25)

esta equacao é chamada de linearizacao sobre z*.

11



A equagao (2.25)) nos permite dizer se um ponto fixo é instével ou nao.

Seja z* um ponto fixo, ao perturbarmos sua vizinhanca a direita, isto é,
daf af
dx dx
tao este ponto fixo é considerado estéavel. Se obtivermos os resultados contrarios,

—z+1s > 0 e em seguinda perturbarmos a sua esquerda e “=|«—« s < 0 en-

ou seja ar=zo4s < 0 € % +—z+—g > 0 entao o ponto fixo é considerado instéavel.

daf

’ dx

Embora o nosso trabalho tem um foco para discussoes dos sistemas dindmicos no

fluxo, podemos abordar como analisar os pontos fixos para um sistema dinamico de
tempo discreto. E a ideia de linearizacao se da de forma analoga.

Suponha que z* satisfaga a condi¢ao f(z*) = z*, entdo encontramos a solugao

linearizada do mapa ou equagao de diferenca, dada por :

Th+1 = f,<x*>77n

com autovalor ou multiplicador A = | f’(z*)|. Podemos obter esta expressao desen-

volvendo alguns termos, vejamos:

mo= A
N = Am = /\2770

M = Afp—1 = A"

a seguir temos a seguinte proposi¢ao que nos ajuda a analisar a estabilidade de um

ponto.

Proposicao 1 Seja f um mapa suave, em R, e que assume p como um ponto fixo

para f.
e Se|f'(p)| <1, entao p € um ponto fixo estdvel.
e Se|f'(p)| > 1, entao p € uma ponto fizo instdvel.

e Para |f'(p)| = 1 temos o caso marginal, o qual nao podemos afirmar nada.
120/

Observacao 2 Uma demonstracao sobre esta proposicao, estd explicada na pdgina
10 da referéncia [1

A seguir nés vamos introduzir uma definicdo sobre o expoente de Lyapunov,
tal expoente pode determinar a existéncia de caos em certos sistemas dinamicos
ou equagoes de diferencas, podemos avaliar a sua divergéncia exponencial entre as

trajetorias a partir das condi¢oes iniciais.
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2.8 Definicao: Expoente de Lyapunov

Quando estudamos sistemas dinamicos, geralmente, deseja-se saber além de sua
solugao, como suas trajetorias se comportam ao longo do tempo. Para isto utilizamos
a definicao do expoente de Lyapunov, estes servem para medir a taxa exponencial
média do afastamento entre trajetorias de um sistema no espago de fase. Com este
valor é possivel caracterizar se um sistema dindmico de equagoes nao-lineares ou
uma equagao de diferencga sao cadticos ou nao.

Para nossa melhor compreensao vamos supor que tenhamos duas trajetorias que
iniciam seus percusos muito proximos, damos o nome de x(t) e para a sua trajetoria
vizinha atribuimos z(t) + §(¢) onde ¢ ¢ um vetor distancia muito pequeno. Quando
o sistema evolui no tempo, observa-se que estas trajetorias podem se afastar rapi-
damente a uma taxa exponencial. A figura abaixo nos fornece apenas uma ideia de

como seriam estas curvas no espago de fase [20]. A expressdao que mostra como §

x(¢)

\5([)
x(D+8(5)

Figura 2.4: Evolucao de duas trajetorias proximas. Fonte: Strogatz

cresce, € descrita por:
6(6)] = [6(0)]e™ (2.26)

manipulando algebricamente a equagao temos:

Ol
10(0)]
In(e*) = In ||§<(é))||
¥ = i
- %m |‘§((é))|| (2.27)

onde A indica a distancia na n-ésima iteracao, e este valor chama-se expoente de

Lyapunov. A partir deste valor, , identificamos que:

e se o valor de A\ > 0 temos que as trajetorias se afastam;

e a0 passo que A < 0 essas trajetorias se aproximam.

13



No proximo capitulo, veremos que o expoente de Lyapunov, A\, depende da trajetoria
estudada, isto é, calcula-se uma média sobre vérios pontos distintos desta trajetoria
para encontrarmos o verdadeiro valor do expoente Lyapunov. Ja em um sistema di-
namico de equagoes diferenciais nao-lineares, podemos determinar varios expoentes
de Lyapunov, veremos que a partir de uma esfera infinitesimal de condigoes iniciais

perturbadas sua evolugao iré transaforma-se em um elipsoide infinitesimal.
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Capitulo 3
O Expoente de Lyapunov

Vimos na se¢ao (1.8) do capitulo anterior, uma introdugao sobre o expoente de Lya-
punov. O que de fato interessa é observar o comportamento das trajetoérias, que
comecam inicialmente muito proximas e que rapidamente se afastam uma da outra
divergindo exponencialmente, e isto ocorre pela dependéncia nas condigoes iniciais,
isto é, se uma a condicao inicial for levemente perturbada por uma distancia 9,
queremos determinar a evolugao desta perturbacao, ou seja, se ela vai ser ampli-
ficada ou atenuada pela dinamica do sistema. Depois, veremos como se calcula o
referido expoente no tempo discreto e continuo, conceitos que estao bem definidos

matematicamente pelo teorema ergodico de Oseledec [14].

3.1 Expoente de Lyapunov para tempo discreto

Nesta secao iremos definir, formalmente, como calcular o expoente de Lyapunov para

sistemas de uma dimensao em tempo discreto. Vamos considerar uma aplicagao
F:R—R

onde F' é uma aplicagao diferenciavel.

Definicao 3.1 Seja F' uma funcao que representa um mapa suave em R. O expoente

A para uma orbita {xy, za,...,x,} € definido por

1
A= lim —[ln|F' ()| + -+ In|F'(z,)]]

n—oo M,

desde que este limite exista.

O ponto é que, para orbitas peridédicas ou , o ntimero de Lyapunov e A(z;) descreve

o alongamento médio por iteragao, perto de um ponto na érbita.
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Defini¢ao 3.2 Seja F' um mapa suave. Uma drbita {xy, 2, ...2y, ...} € chamada
assintoticamente periddica se converge para uma orbita periodica como n — oo; Isso
significa que existe uma orbita periodica {y1,ys, ..., Yk, Y1, Yo, ...} de tal modo que

lim |z, —y,| =0
n—oo

Qualquer 6rbita atraida por um ponto fixo atrator é assintoticamente periddica.

Teorema 3.1 Seja F' um mapa da linha real R. Se a orbita {1, xs,...xp, ...} de F
satisfaz F'(x;) # 0 para todos i e é assintoticamente periddica para a drbita periddica
{y1,Y2,--Yn, ..}, entdo as duas orbitas possuem expoentes de Lyapunov idénticos,

assumindo ambos existir.

Prova 1 Usa-se o fato de que uma média da sequéncia converge para o limite de
sequéncia converge para o limite de sequéncia, isto €, se S, € uma seqiiéncia infinita

de nimeros com lim,_, s, = s, entao

n

1
lim — g S; = 8.
n—oo N

=1

Assuma k =1 para comegar, de modo que y; seja um ponto fizo. Como lim,, . x, =

Y1, o fato de que a derivada F' € uma funcao continua que implica que

lim F'(x,) = F'(lim 2,) = F'(y1)

n—o0 n—oo

Além disso, desde In|z| € uma fungao continua para x positivo,

lim In |F'(z,)| = In| im F'(z,)| = In|F' ()]
n—00 n—0oo

Esta equacao nos dd o limite de uma seqiiéncia infinita. Usando o fato de que a

média da sequéncia converge para o limite da sequéncia, vemos que
= 1 / - = / - =
ble) = Jim 31 )| = 10 |F ()] = h(o)

Agora suponha que k > 1, de modo que y; nao seja necessariamente um ponto fixo.
Entéo, yi € um ponto fizo para F*, e a orbita de x, € assintoticamente periddica
em F* para o drbita de y,. Pelo que provamos acima, o expoente de Lyapunov da
orbita de 1 em F* ¢ In|F*(y;)]|.

Dizemos que perto de toda orbita cadtica de tamanho finito existe uma 6rbita
assintoticamente periodica, cujo Lyapunov tem o mesmo valor no limite n — oo,

conforme mostrado.
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3.2 O maior Expoente de Lyapunov

Dado um sistema de equacgoes diferenciais nao-lineares, com dimensao n, podemos
calcular o expoente de Lyapunov, tal tarefa nao é tao simples como nos Mapas,
1-dimensao, pois sistemas multidimensionais possuem n expoentes de Lyapunov
que correspondem a n-trajetorias independentes no espaco de fases. A estas n-
trajétorias estao associadas uma taxa média de divergéncia ou convergéncia a que
definem de Expoente de Lyapunov. Por definicao afirma-se que qualquer sistema
dindmico contendo pelos menos um expoente de Lyapunov positivo é caracterizado
como sendo cadtico [22].

Para o sistema dindmico em questao, que gera um fluxo onde denotaremos por
f : U xR — R" e supondo uma condi¢ao inicial 25 e um ponto vizinho zg + dT) no
espaco de fase, onde dT) é uma perturbacao para a condicao inicial 5 com imagens
F(#o) e f(Z + dy), respectivamente. Temos portanto,
d<t) = x;(t) - f@) = D:L‘of(xo) ’ d07
onde 7,(t) é a solu¢do para a condicdo inicial zg + dy e Z(t) é a solugao para a
condigao inicial Z(¢). Temos que o termo anterior é obtido pela linearizagao de f
Portanto a taxa média exponencial para divergéncia ou convergéncia para as duas

trajetorias é definida por:

-

1. ||d 1 - -
= —1nM = lim = In|| Dy, f(z0) - dol|,
t—oo t |do|| teot

onde [|d|| ¢ o comprimento do vetor d. Para uma perturbacdo tipica, a trajetoria
perturbada tende a se alinhar na dire¢ao de mais rapido crescimento, e célculo da
expressao acima resultara no maior expoente de Lyapunov, A;. Mas o ntumero de
autovalores associados a matriz jacobiana D f indica que ha n expoentes a serem
determinados, formando assim um espectro de expoentes, o qual serd detalhado na

secao a seguir.

3.3 Espectro de Lyapunov

Podemos calcular um conjunto formado por varios expoentes de Lyapunov, a este
conjunto damos o nome de espectro de Lyapunov. O método utiliza a ideia desen-
volvida por Benettin et al e Shimada e Nagashima [19], que determina o conjunto
completo de expoentes de Lyapunov para um sistema de equacgoes diferenciais.
Entao, seja um conjunto de equagoes diferenciais com uma condicao inicial g,

qualquer, obtendo uma trajetoria fiducial passando no centro da esfera, e outras
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trajetorias cujos pontos pertencem a superficie da esfera, que podem ser separados

infinitesimalmente da trajetoria fiducial, como mostra a figura(3.1).

%0 B <«

x"z"(:g) = xo(0)+§t"'

Figura 3.1: Esfera n-dimensional sofrendo deformacoes para outra forma geométrica,
elipsoide.

Em particular, os eixos principais sao definidos pela evolucao, através das equa-
¢oes lineares de um quadro de vetor inicialmente ortonormal ancorado a trajetoria
fiduciaria. Entao o que ocorre é que, simultaneamente, as equagoes linearizadas de
movimento sao integradas para n-condigoes internas diferentes, definindo uma es-
trutura arbitrariamente orientada de n-vetores ortonormais. Observamos que, cada
vetor divergird em magnitude, mas ha uma singularidade adicional em um sistema
caotico, cada vetor tende a cair na direcao local do crescimento mais rapido.

A ideia é que, para tempo continuo vamos calcular o espectro dos expoentes de
Lyapunov fazendo uma discretizagdo do tempo, de modo que x(t) — z;.

Entao para o sistema z = f(f), onde f € R" e o expoente de Lyapunov é
fornecido por:

" .
Aj = A}l_l)nooﬁlnrf”, j=1,..n,

sendo |Y]| s@o os modulos dos auto-valores da matriz definida por

M =]]J(),

i=1

onde os J; sdo as matrizes Jacobianas [7]. Neste procedimento a divergéncia entre as
trajetorias é muito grande, apesar de executa-lo para poucas iteragoes. Além disso

a dificuldade desses métodos é calcular o produto;

M = J[J) = J(@x) I (xxn-2) - T (a1) (3.1)

i=1

e os autovalores associados. A ideia é mostrar que uma matriz M pode ser expressa
na forma de produto entre matrizes triangulares e tem-se como resultado uma matriz
triangular. Portanto, os autovalores de uma matriz triangular é o produto dos
elementos de sua diagonal principal.

Se a matriz J é invertivel entdao J; = J;0,;_; segue que:
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Jl = OZTl (32)

onde O; é uma matriz ortogonal, e T; é uma matriz triagular. Entao equivale a

esSCrevermaos:

Ji = O T,07} (3.5)
a equagao (3.1) fica escrita como,
N
[[7() = ONTNORL,ONTNORL,-- OITy (3.6)
i=1
= ONTNTNflTN72 ct Tl' (37)

A parcela Oy néo ¢ utilizada no produto, isto esta demonstrado em [14]. Entao

chegamos a euquagao

1 .
N = A}linooﬁln|'f|— lim —Zln| jlcomj=1,---p, (3.8)

onde Tj; é o elemento da diagonal principal da matriz triangular. Entao podemos

calcular os A\; com a média em m iteracoes [7]

1 m
= — In |7, 3.9
m;n| JJ|a ( )

que convergira para um valor médio.
Em um sistema dinamico dissipativo continuo tridimensional, os tinicos espectros

possiveis, e os atratores que podem surgir durante a evolucao, sao os seguintes:

i. (+,0,-) um atrator estranho - podemos definir um atrator estranho como o
conjunto de comportamentos caracteristicos para o qual evolui um sistema
dindmico independentemente do ponto de partida, isto é, independe de sua

condicao inicial;

ii. (0,0,-) toro duplo (quaseperiodico) - Consideremos uma cole¢ao de k-
osciladores com frequéncias wy,...,w; ( sem relagbes racionais entre os wj:

nenhuma combinagao linear com coeficientes inteiros diferentes de zero desa-
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iil.

iii.

1v.

parece). O movimento dos osciladores é descrito por:
0i(t) = ¢;(0) + wit(mod 27), com i=1,--- k,

e este movimento ocorre no produto de k circulos, (k > 1) que é um toro T*

de dimensao k. Assintoticamente o sistema dinamico sera descrito por:

z(t) = flo=2lpi(t), p2(t), - s pr(t)] (3.10)
= W(wy (), w(t), -, wy(t)) (3.11)

onde ¥ ¢é periddico, de periddo 2;

0,-,-) um ciclo limite (6rbitas periodicas) - Um orbita perodica é uma solugao
f tal que fi(z) = fi7(z) para alguma contante 7' > 0 e todo tempo t. O
conjunto limite corresponde a solugao peridédica é uma curva fechada tracada
por f'(z) ao longo de um periodo, que é topologicamente equivalente a um

circulo [I7].

(0,-,-) um ciclo limite (6rbitas periodicas) - Suponha que existe um ponto z*
eum 7 > 0, tal que f7Z7 = T mas f/T = 2* quando 0 < ¢t < T. Entdao T
¢ um ponto periodico de perfodo T'e Y = {f'T : 0 < ¢ < T}, é a orbita
periédica correspondente (ou érbita fechada). A derivada Dz fT tem autovalor
1 correspodendo a diregao tangente de Y em Z. Se o resto do espectro esta

em {z : |z|] <a}coma <1, entdo Y ¢ um atrator de érbita periddica,

(-,-,-) um ponto fixo - Seja z* um ponto fixo para o sistema dindmico & = f(x),
isto é:

flz®)=2a"Vt
a derivada D, f de f, no primeiro tempo, como o ponto fixo é uma matriz

m X m ou um operador no espaco de HilbertE]. Se o seu espectro estiver em

um disco {z : |z| < a} com a < 1, ent@o z* ¢ um conjunto atrator. [21]

Na proxima secao, iremos ver um tipo especial de equacao, que nao foge da linha

principal deste trabalho, pois possui um comportamento auténomo.

3.4 Mapas

Descreveremos neste segmento, algumas propriedades produzidas por equagoes sim-

ples, tais como as Equacoes de Diferencas, que possuem um rico comportamento

'E um espaco vetorial dotado de produto interno, ou seja, com nocoes de distancia e angu-

los. Esse espago obedece uma relagao de completude, que garante que os limites existem quando
esperados, o que permite e facilita diversas definicbes da Anélise.
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dindmico, como, pontos estaveis, cascatas de ciclos estaveis e até comportamento,
que em muitos casos sao cadticos. Um exemplo de sistema descrito por uma Equagao
de Diferencas é o mapa logistico. O mais surpreendente, é que estes mapas geram
uma série de previsoes, bem sucedidas, como por exemplo, rotas para o caos em semi-
condutores, convexao de fluidos, populagoes biologicas e lasers. [15]. Equagoes de

diferenca de primeira ordem sao equagoes do tipo:
Tpr1 = F(z,), neR (3.12)

onde F' : I C R — R é o valor de  na n-ésima iteragao e F' é uma funcao de-
pendente das combinagoes nao lineares de x,, a sequéncia gerada por esta equagao
{zg, 21, -+ ,x,} é chamada de 6rbita a partir de de uma condicdo inicial zy. Uma
equacao de diferenga pode descrever um modelo de uma populagao de insetos, por
exemplo. A ideia é analisar a magnitude da populagao na geragao t+1, ou seja, T, 1,
com & magnitude da populagao na geracao t, x;, podemos expressar essa relacao por
F(z), e denominé-la de "densidade dependente". A fungao nao-linear, F(z), tem

frequentemente as seguintes propriedades:

ii. F(x), aumenta monotonicamente, & medida que z aumenta através do inter-

valo 0 < z < A, com F(z) atingindo seu valor maximo em = = A;
iii. F(z), diminui monotonicamente, & medida que x aumenta além de x = A;

Além disso, a func¢do F'(z) possui um ou mais parametros que qualificam a gravidade
do comportamento nao-linear. Estes parametros geralmente tem algum significado
biologico, econémico ou econdmico. Apesar de simples, a equacao de diferenca nao-
linear possui desvantagem na pratica, pois x deve pertencer ao intervalo 0.0 < x <
1.0, caso = exceda este intervalo as iteracoes seguintes divergem para —oo, este
resultado pode ser interpretado, como a extin¢ao de uma determinada populacao.
Um exemplo de equagao de diferenga, que foi bastante estudado na literatura, e

que nos interessa por apresentar caos é:
Tpr1 = rrp(l —x,) (3.13)

que é conhecido conhecida como mapa logistico, cujo comportamento torna-se inte-
ressante quando 3.57 < r < 4.0. Esta equagao de diferenca, mapa logistico, apre-
senta situagoes interessantes quando resolvemos modificar os valores do parametro
r. Vamos supor que, a equagao esteja modelando, matematicamente, como
uma populacao de seres vivos se comporta. Entao, quando atribuimos valores para

r < 1.0, observamos graficamente, figura(3.2), que a populagdo sempre se extingue,
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(r—1)

,
vez que a magnitude da derivada é inferior a 1, isto é, |[F'(X)| < 1. As populagoes

x — 0. Caso tenhamos 1.0 < r < 3.0, o mapa, tem um atrator em z = , uma

pequenas, crescem para um estado estavel de x = , isto é, a populagao tende

r
a estabilizar-se, ver Figura(3.3).
r=3.3 r=3.3
Figura 3.2: Para 1.0 < r < 2.8, para Figura 3.3: Para 2.8 < r < 3.3, para
a equacao de diferencas a equacao de diferencas
(r=1) .
Para valores de » > 3.0, o ponto fixo X = é instavel desde que

|F'(X)| > 1, e um atrator de periodo de ciclo dois, ocrqlpa seu lugar, como mos-
trado na Figura(3.3). Quando r cresce acima de 3.5, o periodo dois também se
torna instavel, se aproximando de um ciclo que agora se repete a cada quatro, isto
é, o ciclo anterior duplicou seu periodo. [20]

Quando o valor de r = 3.9 esse efeito de instabilidade acontece, veja que ao
tragarmos um eixo vertical que passa por r esta intersecta o grafico, da Figura (3.6),

em quatro pontos.

n

Figura 3.4: Para 3.3 < r < 3.5 para Figura 3.5: Para 3.5 < r < 3.9 para
a equacao de diferencas a equacao de diferencas

O grafico da Figura(3.6), é obtido computando valores de A\ versus r do mapa
logistico, a imagem indica de onde a funcao deixa de ter 6rbitas periddicas e pontos
fixos, entrando em um estagio aperiddico.

Quando A\ atinge o valor 0 ocorre uma bifurcacao. Observamos ainda, que a
ocorréncia da primeira bifurcagao acontecem r = 3.0 e que, a partir de valores de

r = 3.6847 temos um estado caotico. O expoente de Lyapunov geralmente aumenta,
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10

Expoente de Lyapunov para f(x) = rx(1-x)

0.8

0.6

04l A

0.2

Figura 3.6: O grafico da esquerda refere-se a mapa de bifurcagao, ambos mostram
onde o caos acontece, isto é, quando r ~ 3.54087.

exceto nos pontos aonde o logaritmo é negativo, causando janelas de comportamento
periddico. Para uma melhor vizualizagao do que expomos anteriormente, na ima-
gem da figura( |3.4)) sobrepomos o gréfico de bifurcacao e o grafico do expoente de

Lyapunov.

1.0 4

0.5

0.0

0.5 10 15

Figura 3.7: Graficos do Expoente de Lyapunov e Bifurcacao sobrepostos.

Observacao 3 Para o leitor, acompanhar o desevolvimento do exemplo disponibi-

lizamos um algoritmo que encontra-se no apéndice deste trabalho.

Um outro exemplo que podemos observar o expoente de Lyapunov positivo, isto
é, a presenca de caos, é o comportamento da equagao de diferenga f(x) = 2z(mod 1).
O que vemos na imagem figura(3.9), é uma sequéncia de numeros,
{x1, 29, -+ ,x,}, gerada por 2z (mod 1) , para obtermos a sequéncia, multiplica-
se 2 por xp, onde zy € [0, 1], e se o resultado for maior do que 1, subtraimos uma

unidade, de forma que o proximo valor, x;, pertenca ao intervalo entre 0 e 1. Ob-
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fly)=2x(mod 1)

10

0.8

06

fix)

0.4

0.2

Figura 3.8: Grafico da fun¢ao f(z) = 2z (mod 1) A imagem mostra um mapa em
sua n-enésima iteragao.

servamos que este mapa nao é continuo em z = %, mas o que nos interessa nao é
esta descontinuidade, e sim a ideia de circulo.

Comparando os graficos anteriores, referente ao mapa logistico, vimos que
quando r varia constatamos a evolucao da populagao em ciclos referentes até a
condi¢ao de caos, no grafico de Shift Bernoulli, nao existe um parametro r a ser
variado, mas podemos identificar que nao héa formacao de o6rbitas peridédicas obser-
vando o comportamente de x em fun¢ao de n apenas olhando pois est nos da apenas

dois segmentos paralelos, o que vamos fazer ¢ plotar os dados z[n| por x[n + 1],

1.0

0.8 L4 -

0.6 LIPS

Xn
.
L]

0.4 . 3

0.2 3

0.0

Figura 3.9: Solucao do Mapa Shif Ber- Figura 3.10: Solugao do Mapa Shif Ber-
noulli com ntmeros em ponto flutuante. noulli usando ntmeros com 1000 casas
decimais(pacote Decimal do Python).

"Ao gerarmos o grafico a funcdo f(x) = 2z (mod 1), encontramos um
problema como podemos visualizar a Figura 3.9, pois a cada iteracao no
mapa um bit de informacao sobre a condigao inicial é perdido, entao
depois de 52 iteragoes (no maximo) o niumero cai em 0 e fica neste ponto
fixo. isso ocorre por um problema de implementacao numérica em ponto

flutuante. So6 conseguimos a representagao grafica correta como a Figura

24



3.10, usando o pacote Decimal do Python, que permite aumentar o ni-
mero de bits usado na representacao de ponto flutuante arbitrariamente.
A figura fora calculada usando 1000 casas decimais. (Hugo Cavalcante,

comunicagao pessoal).

e cada um desses nimeros tem uma agao externa binéria 0.ayasas... onde para

cada i, a; = 0 ou 1 definimos o mapa f : T* — T com segue:
f(z) = 2z (mod 1) (3.14)

O que ocorre é que, a funcao f substitui a sequéncia 0.a;asas... por um nova sequén-
cia 0.asasay..., onde o termo aq, binério, é deslocado um bit, portanto, devido a este
deslocamento atribuiu o nome de "shift"Bernoulli. Obtvemos a forma numérica dos
expoentes de Lyapunov, mas também podemos obter este valor de forma analitica.
Lembrando que nem sempre é possivel o caluco analitico do expoente de Lyapunov
pois este depende das particularidades do mapa. Entao podemos escrever a equagao
Tpy1 = 2 mod 1 como z,.1 = F(z,) e aplicando na equagdo (2.27) obtemos o
expoente de Lyapunov para o mapa de Bernoulli, exceto em x = 5 onde a derivada

nao esta definida, entao;
(o]

1
A= lim =) In|F'(z)

—oo N,

= 23 2
n n

= In|2|

A =~ 0.6931 >0

A partir do préximo topico, iremos nos dedicar aos sistemas nao-lineares autono-
mos, veremos como se comportam tais sistemas ao variarmos os parametros e suas

condicoes iniciais.

3.5 Alguns métodos de cailculo do expoente de Lya-

punov

Antes de apresentarem-se os resultados obtidos neste trabalho, é interessante rever-
mos como funcionam alguns métodos a exemplo do método padrao ou classico, o
método do Wolf e o método do Sandri, para calcular o expoente de Lyapunov em

sistemas dinamicos nao lineares, os métodos mais conhecidos sao:

e método das trajetorias ou método direto;
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e método das perturbagdes ou espagoes tangentes (matriz Jacobiana).

este tltimo método se mostra mais promissor para o calculo do expoente em séries
temporais. Utilizaremos o sistema de equagoes nao lineares de Lorenz e de Ross-
ler para aplicar os algoritmos desenvolvido no método do Wolf [22] e em seguida

aplicaremos o método desenvolvido por Sano e Sawada [18].

3.5.1 O método padrao

O método consiste em evoluirmos um sistema dindmico de equagoes diferenciais nao-
lineares, a partir de uma condicao inicial xy no tempo para obtermos uma solucao,
onde esta solucao serd chamada de trajétoria fiducial. O algoritmo construido para
analisar o sistema, foi implementado linearizando as equagcoes diferenciais em torno

da trajetoria fiducial, dada por = = z(t).
7 = DF(X)n (3.15)

onde 7 sdo as equagoes linearizadas e DF (X)) é a matriz jacobiana do tipo n X n,

[0f. Ofs 0f:]
or O 0z
o |06 0 OF,
* or O 0z
of. of of.
| O0x Oy 0z

Para aplicarmos a equagao (3.15]), temos a notagao:

5xac 5ya: 5za:
M= 10z Oy Oz
(5xz 5yz 5zz

onde d,, é o componente da variacao x [4], o método classico ou padrao consiste
em construir o espago tangente subjacente a dinamica, com isso é possivel acompa-
nhar a distancia entre as trajetorias linearizadas e a trajetoria fiducial. Consegue-se
resolver um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares, resolvendo de forma si-
multanea todas as n equagoes linearizadas, entao para as n diregoes ortogonais,

temos:

6] = D, F[d]

A equagao acima iré nos fornecer doze equacoes incluindo as equacoes do sistema
diferencial nao-linear. E trabalhamos com o vetor de estado aumentado n(n + 1)
Durante a execucao das trajetorias se faz necessario ortonormalizar os vetores,

corrigindo os vetores que tendem a crescer rapidamente. [5] Para contornar este
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problema de diregao, utilizamos o método de e Gram-Schmidt (GSR), que admite-
se uma base ortonormal que forma cada componentes do vetor. Dada uma condigao
inicial qualquer, utilizamos o processo de re-ortonormaliza¢ao de Gram-Shmidt, [2],
[22], para gerar uma base alinhada com as dire¢oes dos eixos principais da esfera do
sistema dinamico. Entéo o processo de GRS, partindo de uma base {vy, v, , v, },
podemos obter uma base ortonormal {q, g2, , ¢, } 0 seguinte conjunto de vetores

ortonormais obtidos a partir de:

j—1
u<
u; = v —Z(qi,yj>qi onde q; = m (3.16)
i=1 J
com j=2,--- ,me (,) sendo o produto vetorial.

Durante a evolucao usamos um At como passo entre as ortonormalizacoes e
se desejar vereifca-se a aproximacao dos expoentes de Lyapunov. O valor de u; ¢

armazenado antes do processo de ortonormalizacgao:

k
1
e = —— 1 (JA 1
M= g 2ol (317
A o= lim A\ (3.18)
k—o0

3.5.2 0O método do Wolf

Esse método detecta se em um sistema dinamico ha presenca de expoentes negativos
e/ou positivos de Lyapunov, caso ocorra ao menos um expoente positivo este sistema
caracteriza-se como cadtico. Segundo [22], dado uma série temporal z (), um es-
paco de estados m-dimensional é reconstruido com coordenadas de atraso, um ponto
sobre o atrator é dado por {z(t), x(t +7),...,x(t + (m — 1)7)}, onde 7 é o tempo de
atraso, devendo ser bem escolhido. Um ponto proximo é localizado (pela distancia
euclidiana, por exemplo) ao ponto inicial {z (o), z(to+7), ..., x(to+ (m—1)7)} deno-
tamos a distancia entre estes dois ponto por L(ty). Para um tempo ¢; teremos uma
distancia L(t1). No esquema da ﬁgura que mostra a evolugao das trajetorias,
o maior expoente de Lyapunov ¢é calculado a partir do crescimento dos elementos
de comprimento. Quando a distancia entre dois pontos cresce, um novo ponto é
escolhido perto da trajetoria finducial, minimizando o comprimento de substituicao

e a mudanga de orientagao do vetor. Aplicando a equagao (2.15) temos [22]:

P > I L(t) (3.19)

e esta ira nos fornecer a divergéncia expoencial com relagao ao comprimento. Usamos

um procedimento analogo para obter os dois maiores expoentes de Lyapunov, este
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L’(bz)’

|

t3

L(ty)
to

Figura 3.11: Fonte: Artigo do Wolf et. al. 1985

seré obtido pelo crescimento dos elementos de &rea. Portanto, quando o elemento
de area torna-se grande ou distorcido, entao, escolhe-se dois novos pontos perto da
trajetoria de referéncia , minimizando a area de substituigao e a orientacao do espago
de fase entre os elementos da area original e de substituicao. Novamente aplicamos

a equagao (2.15) teremos:

M

Al
AL+ Ao Zl (3.20)

tM—to

esta soma de A; + A9, nés dara a divergéncia com relacao a area.
A seguir descreveremos o método de Sano e Sawada, que também se propoe a

estimar de forma quantitativa o espectro de Lyapunov em séries temporais

3.5.3 O método do Sano e Sawada

Este método faz parte da familia dos métodos das trajetorias perturbadas, bem
como o do Wolf. Consideremos a trajetoria z(t) para o sistema & = f(x) sendo uma
solucao do sistema dindmico no espago de fase. Por outro lado a evolugao do vetor

tangente & no espago tangente para x(t) ¢ dada pela linearizagao:
§=T(),

o dfi < ,
onde 7' = D f é a matriz jacobiana e cada elemento a;; = 8_ﬁ’ e a solucao do sistema
L

nao autonomo é dada por:

g(t) = AE(0), (3.21)

onde a matriz A® ¢ o operador linear que mapeia o vetor tangente £(0) para £(t).
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A taxa média exponencial de divergéncia é escrita como segue:

L IE@)]]
Az, &) = lim —In , (3.22)
t=oo b [[E(0)]]
onde ||-|| representa a norma do vetor . Como nem sempre conseguimos saber quais

sao as equagoes diferenciais nao-lineares que produzem uma trajetoria no espago de
fase, este método possibilita estimar um fluxo linearizado do mapa A’ do espaco
tangente a partir dos dados observados [18]. Tomando um conjunto de pontos {x;}
com j = (1,2, ---) denotando uma série temporal para algum sistema fisico no
intervalo de tempo discreto At, ou seja, x; = x(to + (j — 1)At). Considere agora

uma bola de raio € centrada no érbita do ponto x;
v} ={on —a; ¢ low, —xjll < e}, (3.23)

onde y; ¢ o vetor substituicao entre zj, e z;. Usando a norma euclidiana usual
l|s|| = (s2 + -+ - + s2)? para algum vetor s = (51,82, + , 8y,).
Apobs a evolucdo no tempo o ponto orbital z, ird avancar para z..,, € 0S pontos
J i+

vizinhos zj, avangarao para oy, .. O vetor substituicao serd mapeado por:
('} = {him = Tjom o, —35]| < e} (3.24)

Se o raio da bola for suficientemente pequeno para os vetores de substituigao {y’}
e {2}, entao sao considerados uma boa aproximacao para os vetores tangentes no
espago tangente, a evolugao de {y'} para {z'} pode ser representada pela matriz A;

como sendo:
2= Ay, (3.25)

. , . ~ t ~
onde a matriz A; é uma aproximagao do fluxo do mapa A’ em z; na equagao (3.21]).
Aplicando o método dos minimos quadrados para onde este ird4 minimizar o erro

quadrado em z' e A;y* em relagdo a todos os elementos da matriz A; como segue:
|
min S = min N Z 12" — Ajy'||? (3.26)
i=1

cada elemento da matriz A sera denotado por ay(j) e aplicando na condigao ((3.26))

obteremos d X d equagoes para resolver = 0. Encontramos a matriz A,

" Daw(j)

por:

AV = C, (3.27)
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com,

N
1 ik, il
Vu = NZy ", (3.:28)
€
1 N
_ ik, il
(O = NZZI?/ y", (3.29)

onde C e V sdo matriz de ordem d x d, chamada matizes de covariancia, e {y*} {2}
sao os k-componentes dos vetores y’ e 2%, respectivamente. como ja determinmos
a equagoes variacional no espaco de fase o expoente de Lyapunov pelo método de

Sano e Sawada é dado por:

1 — ,

A= lim — > inf|Aél]], (3.30)
i=1

onde a matriz A; é solugao da equacao , com {i = 1,2,---,d} e {e/} ¢ um

conjunto de bases ortonormais no espago tangente em x;.

A seguir faremos uma analise do método descrito pelo Wolf nos sistemas de
Lorenz e Rossler e, posteriormente, aplicaremos o método de Sano e Sawada aos
mesmos sistemas, para verificar o comportamento temporal destas series. Espera-
se, de fato, que possamos classificar os sistemas em: atrator estranho, toro, ciclo
peridédico e ponto fixo. Queremos evidenciar, entretanto, que, apesar de diversas
tentativas, nao foi possivel analisar os sistemas de Lorenz e Réssler, aplicando o
método do Sano e Sawada, por nao obter a implementacao de um algoritmo que cal-
culasse as trajetorias da serie temporal, pois tivemos a impressao de existir lacunas

no esclarecimento dos intervalos a serem escolhidos.

3.6 O sistema de Lorenz

Um dos sistemas mais estudados na literatura da movimentagao caotica, é o sistema
de Lorenz, de dimensao 3, apresentando trajetérias cadticas, sendo também um

sistema dissipativo. A seguir escrevemos o sistema de Lorenz:

i = o(y—x)
y = pr—1y—1a2 (3.31)

Z = xy—bz
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onde g, p, e, b > 0 sao os parametros das equagoes do sistema, . Para plotarmos a
figura (3.5) a seguir, utilizamos como parametro de entrada os valores de o = 10.0,
p=45.95 e f = 8/3.0, com uma condigao inicial zo = (1.0, —0.8,1.04), este por sua
vez, assemelha-se com a geometria do sistema original. Os parametros do modelo

original do sistema de Edward Lorenz sao o0 = 10, p =28, e f = %.

Atrator de Lorenz

20
_30—}_0 10 10
0 30 40
10 10 20

0
20 —o0—10
30 —40—30 20

Figura 3.12: A imagem ilustra o atrator de Lorenz que, para valores de p < 23.899,
observamos um comportamento estéavel, isto é, o sistema evolui para um dos dois
lobulos. E a medida que p cresce observamos um comportamento caético.

O atrator produzido, pelo sistema de equacoes de Lorenz, nao pertence a ne-
nhuma categoria de axiomas da matemética. Algo de fundamental importancia, no

estudo de sistemas dinamicos, sao os conjuntos limites que dividem-se em quatro, a

saber:
1. Ponto fixo - um ponto fixo é um ponto z € M tal que f(x) = z para todo t.

2. Ciclo periédico - um movimento periodico é uma solugao f tal que z(t) =

z(t+T), Vitealgum T > 0;

3. Ciclos quasi-periddicos - uma solucao quasi-periddica para um sistema dina-

mico é uma funcao f: R — R" que pode ser representada por:

onde H é uma funcao de periédo 27, para cada argumento, e os w;s € R.

5. movimentos cadticos - podemos dizer sem muita formalidade que, um sistema

cadtico atende aos itens:

a) sao limitados aleatoriamente como trajetorias de estado permanente dis-

tintos do Ponto fixo e Ciclo quasi-periodico;

31



b) convergem para um conjunto no espago de fase chamado de atrator es-

tranho, cuja estrutura é complexa;

¢) dependendo das condigbes iniciais suas trajetorias cadticas divergem lo-
calmente, isto é, pequenas mudancas nas condigoes iniciais se desenvol-
vem exponencial muito rapidamente causando mudancas em sua evolua-

Gao.

Como a aplicacao deste trabalho é baseada nos expoentes de Lyapunov, entao pode-
mos investigar a estabilidade desses conjuntos limites por estes conceitos. Portanto
vamos considerar duas orbitas, xg e xg + J, e que ap6s certo tempo, produzem

imagens f(zo) e f(xg + J), com d, sendo uma perturbagao escrita como:
0n = f(zo+0) — f(xo) = J(xo) - do (3.32)

onde obtemos os termos anteriores pela linearizacao f. Assim, a taxa média de

divergéncia ou convergéncia entre, as duas trajetorias descritas, é dada por:

A= lim 1ln 0]
t=oo b ||do|

(3.33)

Entao, para prevermos o espectro de Lyapunov em um sistema dindmico, com equa-

¢oes diferenciais com uma condicao inicial, facamos:

d(xo) = J(x) - ¢(x0), onde ¢o(xg) = 1. (3.34)

onde ¢(xg) é a derivada com respeito a zy de f com zy e J(z) é a matriz jacobiana
com respeito ao sistema de equagoes diferenciais. Que seré, ¢(xg) = Dy, f (o) € uma
equacao diferencial linear variando tempo com matriz, cujos coeficientes dependem
da evolugao do sistema original (1). Portanto, para calcular a trajetoria, devemos

integrar a combinagao do sistema. [I7].

(3.35)

.T(to) . i
17 =
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dada a matriz, J(x), associada ao sistema (3.31)):

—0 o 0
Jx)=| —z+p -1 —x
Yy r —p

onde J, é a matriz jacobiana, e que o trago, 7, é dado por::
T=| -0 -1 —-p

O traco determina a variagao do volume de uma pequena regiao no espago de fase,
como cada ponto no deslocamento de acordo com o sistema ( [3.31) [10]. esta
situagao nos fornece o resultado, 22:1 IF) = —1 — ¢ — B3, independente da orbita.

Um outro resultado interessante é que:
@5 _1
0>1 2—5(—14—04—5).

Esta equagao descreve como as pertubagdes (ou volumes de espago de estado) evo-
luem ao longo de uma trajetéria. Esse tipo de informagao ¢é essencial para qualquer
tipo de compreensao aprofundada das paisagens dos sistemas dindmicos. [4] Os
parametros que foram usados para determinar os expoentes de Lyapunov foram:
o = 16.0, p = 28.0 e f = 4/5.7, e os expoentes \; = 4.3263, Ay = —0.0467
e A3 = —9.7268, com um passo de 0.001 para a integracao, usando o odeint do
python, como isso, constatamos que o sistema possui um comportamento caodtico.

Tomamos uma n-esfera infinitesimal, com condigoes iniciais, zy, no centro da es-
fera, acompanharemos a evolucao, ao longo da tajetéria, a mudanca de comprimento
e a orientacao de cada vetor dependem da inclinacao diferencial em torno da traje-
toria. A imagem da figura(3.13) mostra na pratica o que fora dito anteriormente,
quando definimos o espectro de Lyapunov, no qual o uso do algoritmo descrito por
Wolf nos fornece uma anélise gréafica da evolugao dos sistemas de equagoes diferenci-
ais nao-lineares, que possuem em sua dindmica vetores que se contraem e expandem
em diferentes dire¢oes no espaco de fase.

Obtendo os expeontes de Lyapunov através de um resultado numérico, podemos

M a area serd calculada pelos dois

calcular a extensao linear do elipsdide por e
eixos principais, cuja expressao serd e1122) e o volume do elipsoide sera fornecido
pelos trés primeiros eixos, eM1+A2+23)t como afirmou Wolf em seu artigo et al 1985.
Desenvolvendo o algoritmo, conseguimos o seguinte espectro para a condicao inicial
zo = (1.2,—0.5,1.06), cujos valores dos parametros do sistema de Lorenz sdo o =

16.0, p = 28.0 e B = 4.0/5.7:
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Figura 3.13: Evolucao da n-esfera no espago de fase, para um elipséide, a deformagao
ocorre por que os menores expoentes seguem o maior expoente de Lyapunov.

A1 A2 A3
4.32613425 | -0.0466372 | -9.898263

onde (A1, A2, A3) formam o espectro de Lyapunov.

Na imagem seguinte, observamos que os valores obtidos numericamente dos ex-
poentesv, nos fornece um conjunto chamado de Espectro de Lyapunov, de forma
que os expoentes se ordenam numa ordem descrescente, isto é, (A > Ay > A3) e
respectivamente temos os sinais (+,0, —), que sdo condizentes com a defini¢ao de

atrator cadtico, conforme mostrado no grafico da figura(3.12):

Sistema de Lorenz

A, espectro de Lyapunov

Figura 3.14: Os dados que inserirmos foram: para a condigao inicial z, =
(1.2,—.5,1.06) e os pardmetros o = 16.0, p =28.0 ¢ § = 4.0/5.7
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3.7 O sistema de Rossler

O sistema de equagoes diferenciais nao-lineares a seguir foi apresentado em 1976,
por O. E. Rossler, esse sistema contém apenas um termo nao linear, xz, diferente
do sistema de Lorenz, que possui dois termos nao lineares. As equagoes a seguir

descrevem o sistema dinamico auténomo de Rossler:

& = —(y+2)
Yy = T+ay (3.37)
2 = b+z(zx—oc

onde a, b e ¢ sao parametros reais. A forma gréafica gerada pelo o fluxo do sis-
tema, é conhecida como o atrator de Rdssler, este por sua vez tem a forma de
uma espiral Ginica, em que a parte exterma retorna para o centro apdés uma torgao

apropriada.[16]. Observando detalhadamente o fluxo do sistema Rosler, através da

Atrator de Rossler

200
150
100

50

y -20 —20

Figura 3.15: Trajetoérias no espago de fase, do sistema de Rossler, para valores de
parametros a = 0.313, b = 0.1370. e ¢ = 14.09 e com condig¢oes iniciais xg =
[0.0,—2.0,0.3]

figura (3.15), temos a impressao que o fluxo ndo estd em uma superficie dobrada,
mas sim, um disco dobrado de largura finita. Portanto, cada se¢ao transversal ob-
servada, é bidimensional. [I6]. A dinamica cadtica, entao, fica por conta da variavel
z, pois se negligenciarmos z, desprezando-a, ficaremos com um sistema de duas
equagoes lineares. A seguir, exibiremos gréaficos em que restrigiremos os valores de
a=0.2eb=0.2 e atribuimos valores ao parametro ¢, o qual gerou ciclos limites

diferenciados.
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Figura 3.16: Trajetoria no espago de fase Figura 3.17: Trajetoria no espago de fase
para o Sistema de Rossler, a = b= 0,2 e para o Sistema de Rossler, a = b = 0,2

c = 3.794.0 e com condigao inicial zp = e ¢ = 4.0 e com condigao inicial zqg =
[0.0,2.0,08] (0.0, 2.0, 08]
Atrator de Rossler Atrator de Rossler
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Figura 3.18: Trajetoria no espago de fase Figura 3.19: Trajetoria no espago de fase
para o Sistema de Rossler, a = b = 0,2 para o Sistema de Rossler, a = b = 0,2
e ¢ = 4.99 e com condi¢ao inicial zg = e ¢ = 7.9 e com condi¢ao inicial zqg =

(0.0, 2.0, 08 (0.0, 2.0, 08

Assim como o sistema Lorenz, é dificil provar resultados especificos sobre este
sistema, pois essa exploracao se concentrara na experiéncia numérica e na construgao
de um modelo. [12]. Neste modelo, sistema de Rossler, podemos observar as con-
tragoes, as expansoes € uma re-injecao que parece percorrer uma trajetéria muita
proxima, percebemos também que, em uma direcao hé compressao para proteger o
atrator e, na outra dire¢do, ha divergéncias ao longo do atrator.|20)]

O que vemos na figura (3.15) sdo trajetorias que permanecem, confinadas, no
atrator, onde este esta limitado no espago de fase. O grafico acima pode ter outras
variacoes a medida que variamos o parametro c, vejamos alguns exemplos: Uma
forma compacta de descrevé-la é através do espectro de expoentes de Lyapunov.
Esse espectro caracteriza localmente as diregoes. Utilizando o método desenvolvido

no artigo do Wolf et al 1985, conseguimos obter os dados referentes ao espectro de
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Lyapunov para o sistema de Rossler.
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Como podemos verificar, os sistemas de equacoes diferenciais nao-lineares pos-
suem um comportamento em sua dinamica de contragao e expansao em diferentes
diregoes, conforme vimos na evolugao da esfera para o elipsoide. Como isso, temos
a certeza da presenca de um expoente de Lyapunov positivo.

Desenvolvendo o algoritmo, conseguimos o seguinte espectro, para a condi¢ao
inicial g = (0.1, —0.8,1.04) e parametros do sistema com valores a = 0.15, b = 0.20
e c=10.0:

A A2 A3
3.85543479333 | -0.0688409774921 | -4.18511692778

onde (A1, A2, A3) formam o espectro de Lyapunov. Uma visdo geométrica deste con-
junto esté descrita na figura(3.13), abaixo, permitindo, portanto, maiores detalhes

do espectro.

Sistema de Rossler

A, espectro de Lyapunov

—4
T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

t

Figura 3.20: Espectro de Lyapunov obtido para o sistema de Rossler

Como dissemos anteriormente, o expoente de Lyapunov é um niimero que repre-
senta a taxa de divergéncia que nos permite diagnosticar se um sistema dinamico
é instavel ou estavel, essa medida até agora fora determinada de forma global, mas
as vezes precisa-se entender como o sistema se comporta proximo a um ponto xg
no espago de fase, ou seja, é necessario determinar essa taxa em um tempo finito
local. Uma aproximacao dos expoentes de Lyapunov sao avaliados ao longo de uma
trajetoria seguido pelo sistema conduzido por uma sequéncia de valores reais [§].
Podemos obter este resultado atraves dos autovalores da matriz Jacobiana definida
por D, I avaliado em x.

Conseguimos entao validar os resultados abaixo, a partir do algoritmo desenvol-
vido em Python aplicando ao sistemas ja conhecidos, Lorenz e Rossler, estimando o
expoente de Lapunov a partir da média temporal dos expoentes de Lyapunov locais

ao longo da trajetoéria. Portanto, para o sistema de Lorenz as nossas simulagoes
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numéricas obtidas foram \; = 8.52021 e \y = —22.6860 cujo grafico desses dados

esta representado na imagem a seguir:
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Figura 3.21: Espectro de Lyapunov obtido localmente para o sistema de Lorenz

para o sistema dinamico de Rossler obtivemos o maior expoente de Lyapunov
Local ao longo da trajetoria dado por A\; = 0.83719 e o menor expoente sendo
estimado por Ay = —14.274
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Figura 3.22: Espectro de Lyapunov obtido localmente para o sistema de Rossler

Assim verifica-se que os dados obtidos, mostram que um sistema dinédmico é

considerado ser localmente instavel (cadtico) se A > 0 e localmente estavel se A < 0.
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Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Neste trabalho estudamos o comportamento de sistemas dindmicos com equagoes
diferenciais nao lineares, atraves de alguns resultados numéricos, ja que a resolugao
de forma analitica torna-se extremamente inviavel. Portanto usam-se métodos nu-
méricos para estimar alguns resultados, bem como a analise grafica do espaco de fase
que fornece muitas informacgoes sobre o sistema, a exemplo de pontos fixos, bifura-
goes, estabilidades e instabilidade. Para tanto, usamos como ferramenta/software
a liguagem de programacao Python, e o pacotes numpy que é uma biblioteca nu-
mérica para manipular vetores, a biblioteca matplotlib que nos auxilou em algumas
visualizacoes gréficas e o odeint que é um integrador de uso geral usando LSODA
(Livermore Solver para Equagoes Diferenciais Ordinarias com o método automéatico
de comutagao para problemas rigidos e nao-rigidosde sistemas).

O que avaliamos foi como relacionar a evolucao do sistema do ponto de vista da
dinamica, verificando as propriedades contidas na literatura de sistemas dinamicos
de equagOes nao-lineares. Apesar de que a presenca de um expoente de Lyapunov
positivo, como dito anteriormente, determina ou caracteriza o sistema em caobtico,
para determinados valores dos parametros, bem como a condicao inicial, conforme
apresentado no sistema de Lorenz utilizando o método do Wolf et. al. 1985. Con-
seguimos obter o conjunto formado por todos os expoentes de Lyapunov, ou seja, o
espectro de Lyapunov que contém, além o expoente positivo, o expoente nulo e o
negativo.

Verificamos, na aboradagem do estudo de Equagoes de Diferengas ou Mapas,
que podemos encontrar um conjunto de dindmicas nao-lineares apesar de simples,
esta equacao de diferenca ou mapa produz estabilidade, oscilagoes periddicas ou até
mesmo caos para diferentes valores do parametro taxa de crescimento que denotamos
por r. Como motivagao usamos a equacao de diferenga para modelar uma populagao
biolégica, e podemos acompanhar que pequenas variacoes no parametro r influen-
ciaram drasticamente no comportamento desta populacao, conforme verificado nos

graficos da segao 3.5.
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Entretanto, o método proposto por Sano e Sawada nao permitiu que chegassemos
a resultados satisfatorios, devido a possiveis auséncias de informagoes que pudessem
esclarecer e contribuir para o desenvolvimento do algoritmo capaz de calcular o
espectro de Lyapunov. Por fim, nem todo trabalho cientifico se pauta em verdades

absolutas, mas em métodos com limitagoes reais e/ou hipoteses as vezes incertas.
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Apéndice A
Algumas Demonstracoes

Demonstragao do teorema 2.1 Existéncia Defina a sequéncia de fungoes x,,(t) por
zo(t) = xo
Teorema: Seja f um mapa suave, em R, e que assume p como um ponto fixo
para f.
i. Se |f'(p)| < 1, entao p é um dissipador.
ii. Se |f'(p)| > 1, entdo p é uma fonte.
Prova: Prova teorema ponto fixo Seja @ um nimero qualquer entre |f'(p)| e 1;

1+ [f(p)]
2

por exemplo, a poderia ser escolhido como . Assim

Lo @) = f0)]

z—p r—0p

= [/'(p)|

exite uma vizinhanga N,(p) para algum e > 0 tal que

[f(x) = ()]

<a
|z — p|

para x € N(p), = # p.
Em outras palavras, f(z) estd mais proximo de p do que de z, pelo menos um

fator de a (que é menor que 1). Isso implica duas coisas:

1. se N(p), entdo f(x) € N(p); Isso significa que se x esta dentro e para p, entao
assim é f(z), e repetindo o argumento, assim sdo f2(z), f3(x), e assim por

diante.
2. Em segundo lugar, segue que:
¥ (@) — p| < a*|z—pl
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para todo £ > 1. Assim p é um dissipador.
Prova do teorema de estabilidade para equacoes de diferencas.

Teorema A.1 Seja F' um mapa (suave) em R e suponha que p seja um ponto fixo

de F. 1. Se |F'(p)| < 1, entdao p é uma dissipador. 2. Se |F'(p)| > 1, entdo p €

uma fonte.
Demonstracao (Parte 1.) Seja a um nimero qualquer entre |F'(p)| e 1; por
exemplo a poderia ser do tipo %l(p)'. Desde que,
F(x)— F(p
o F@ = O _

exista uma vizinhanga N¢(p) para alguma € > 0 tal que

|F'(x) = F(p)]

< a
|z — p|

para x em N.(p), = # p.
Em outras palavras, F(z) € mais prozimo de p do que x é, pelo menos, um fator

de a (que € menor que 1). Isso implica duas coisas: primeiro, se x € N(p), entdo
F(z) € Nc(p); Isso significa que se x estiver dentro de de p, entdo é f (x), e ao
repetir o argumento, entao sao FQ(I>, Fs(x), e asstm por diante. Sequndo, seque-se

que
|F*(z) — p| < a*|z — p|

para todo k > 1. Assim, p € um atrator.

A parte 2, do teorema, deizamos para o leitor como exercicio.

Definicao A.1 Um conjunto invariante fechado L C R"™ € chamado de atrator se

existe uma vizinhanca U de L tal que:

VeelU e Vt>0= ¢(z,t) €U e tlimc;S(x,t)—)L.
—00

45



1#!fusrfbinfenv python3

2# -*- coding: utf-8 -*-

3 nen

4 Algoritme desenvolvido em python gque modela uma populacio
Sutilizando Mapa logistico, x = r*x{1-x)
6 """

T

8 from numpy import *

9 from matplotlib.pylab import *

10 import matplotlib.pylab as plt

11

12 #Funcao do mapa logistico

13 def mapa(x,r):

14 return r*x*{1-x)

15

16 #Parametro B<=r<l1. Atribua valores a
17 #8r=f{1.8, 2.8, 3.3, 3.5, 3.5644, 3.56B759, }
18 r=3.7893

19 #r = 1+5.3*%1/2#r=3.449489742783178

20 x = zeros(868)

21 x[8] = B6.92

22
23 for 1 in range{len(x)-1):
24 ®x[1+1] = mapa(x[i],r)
25

26 #Descarte do transiente
27 %xx = zeros(38)
28 xx[0] = x[-1]

29

30 for 1 in range(len{xx)-1):
31 ¥xx[1+1] = mapa(xx[1l],r)
32

33 grid(True)

34 plot{xx, '-")

35

36 xLlabel{"x[1]1")
37 ylabel{ "x[1+1]1")
m 38 show()

Figura A.1: Algoritmo que permite, ver os ciclos dobrarem a medida que varia
0 <r < 1. Execute o algoritmo python.
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1# -*- coding: utf-g§ -*-

2 ||l ]

3 Algoritmo gque plota o mapa de bifurcacies para a equacao
4 de diferenca f(x)=rx(1-x)

g nun

6 from numpy import *

7 from matplotlib.pylab import *

8

9 def mapa(x,r):
108 return rEx*(1-x)
11
12 T = 560006

13 xt = zeros{T)

14 x = zeros(400)

15

16 #r = linspace(3.84, 3.8571, 3080) #r=08.5 , r=3.3 , r=3.97
17'r linspace(1.8, 4.8, 1588)

18 k 0]

19

20 xplot=zeros(len(r)*(len(x)-1))
21 yplot=zeros(len({r)*(len(x)-1))

22

23 xt[e]=0.4

24 for t in range(len(r)):

25 for n in range(len(xt)-1):

26 xt[n+1l] = mapa(xtin].r[t])
27

28 x[@8]=xt[-1]

29 for n in range(len(x)-1):

36 x[n+1] = mapa(x[n],r[t])
31 xplot[k]l=r[t]

iz yplot[k]l=x[n]

33 k=k+1

34

35 fig=Ffigure(1)

36 plot{xplot, yplot, '.', markersize=0.65)

37 xlabel({'r', fontsize=14)
38 ylabel('x', fontsize=14)
39 grid(True)

[] 48 show()

Figura A.2: Algoritmo que produz solugoes e o diagrama de bifurcagao.
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1 #Ifuirfhinfenv pjfhoﬁS

2# -*- coding: utf-8 -=*-

3 mnn

4 Algoritmo que plota o expoente de Lyapunov, para a equacao
S de diferenca f{x)=rx({1-x)

P

7 from numpy import *

g8 from matplotlib.pylab import *

9|

18 def f{x,r):

11 return r*x*(1-x)

12 def dt(x,r):

13 return log(abs{r-2*x*r))
14

15T = 50006

16 xt = zeros(T)

17 x = zeros(186)

18

19 r = linspace(1.8, 4.8, 9688) #r=08.5 , r=3.3 , r=3.97

20 k ]

21

22 1 = zeros(len(r))

23 xp = zeros({len(L)}*(len{x)-1))
24 yp = zeros(len(Ll)*(len(x)-1))
25

26 xt[@]= B8.34
27 for t in range(len(r)):

28 for n in range(len(xt)-1):

29 *xt[n+1] = f{xt[nl,r[t])

30

31 x[B8]=xt[-1]

3z for n in range(len(x)-1):

33 x[n+1]=F{ x[n],r[t] )

34 1[t] += dt{ x[n],r[t] )}/len(x)
35

36 grid(True)
37 title('Expoente de Lyapunov para f(x) = rx(1-x}"')
38 xlabel('r', fontsize='13'")
39 ylabel('S\lambdas', fontsize='15")
48 plot(r,1)
41
[] 42 show()

Figura A.3: Algoritmo que calcula solugbes do Mapa logistico.
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