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RESUMO

Nesta tese estudamos a influéncia da geometria nas propriedades eletronicas de nanocones
duplo de carbono. Também propomos uma forma de deteccao do manto de invisibilidade
explorando a geometria do manto construido utilizado a teoria de 6tica de transformacao.
Para o estudo dos nanocones duplos de carbono, utilizamos o modelo continuo baseado
num hamiltoniano tipo Dirac para férmions sem massa onde os defeitos topologicos sao
descritos através de campos de gauge nao abelianos. Para isso demonstramos como a
equacao de Dirac pode ser obtida a partir do acoplamento do spin ao andlogo relativistico
da energia cinética e demonstramos como as propriedades eletronicas do grafeno podem
ser modeladas por uma equagao de Dirac efetiva para férmions sem massa. Desenvolvemos
entao a abordagem geométrica que descreve dois cones em uma unica estrutura, pela
extensao da coordenada radial ao inteiro conjunto dos niimeros reais. Para uma melhor
compreensao das caracteristicas desse tipo de superficie, demonstramos a dindmica de uma
particula nesta superficie nos casos classicos, quantico e quantico-relativistico. Resolvemos
entao a equacao de Dirac efetiva para uma particula livre na superficie de um nanocone
duplo de carbono, mostramos que para algumas combinacoes de diferentes nanocones, a
densidade local de estados préoxima do vértice dos cones nao ¢é nula na energia de Fermi e
apresenta uma forte dependéncia com o momento angular. Obtemos também os niveis de
Landau para uma particula carregada sob influéncia de um campo magnético azimutal e
fazemos uma andlise detalhada do espectro de energia considerando as combinacoes dos
ntmeros quanticos. Mostramos como o campo magnético quebra a “simetria” entre os cones
introduzindo estados de classes diferentes em cada cone. A geometria de superficies também
é explorada no estudo dos metamateriais através da teoria de otica de transformacao.
Demonstramos como é possivel manipular em laboratério a permissividade elétrica (¢) e
a permeabilidade magnética (i) de um material dielétrico e, desta forma, obter controle
sobre o indice de refracao do meio. Essa abordagem nos permite modelar a geometria
que reproduza um efeito desejado e determinar os parametros do material dielétrico que
reproduz a geometria desejada. Mais especificamente, exploramos como construir um
material capaz de camuflar completamente um objeto em seu interior, o chamado manto
de invisibilidade. Ao mesmo tempo que mostramos como o manto de invisibilidade pode
ser construido, propomos uma estratégia de detectar a presenca desse manto através da

diferenca de fase gerada pela curvatura resultante da sua construgao.

Palavras-chave: Grafeno, Cones duplos, Niveis de Landau, Otica de transformacao e

Metamateriais.



ABSTRACT

In this thesis we study the influence of the geometry on the electronic properties of double
carbon nanocones. We also propose an invisibility cloak detecting strategy by exploring
the geometry of the cloak built using the theory of transformation optics. For the study of
double carbon nanocones, we use the continuous model based on a Dirac Hamiltonian for
massless fermions where topological defects are described through non-abelian gauge fields.
For this we demonstrate how the Dirac equation can be obtained from the coupling of spin
to the relativistic analogue of kinetic energy and demonstrate how the electronic properties
of graphene can be modeled by an effective Dirac equation for massless fermions. We then
develop the geometric approach that describes two cones in a single structure, by extending
the radial coordinate to the whole set of real numbers. For a better understanding of the
characteristics of this type of surface, we demonstrate the dynamics of a particle on this
surface in classical, quantum and quantum-relativistic regimes. We then solve the effective
Dirac equation for a free particle on double carbon nanocone surfaces. We show that for
some combinations of different nanocones, the local density of states near the apex of
the cones is not zero in the Fermi energy and presents a strong dependence on angular
momentum. We also get Landau levels for charged particles under the influence of an
azimuthal magnetic field and do a detailed analysis of the energy spectrum considering the
combinations of quantum numbers. We show how the magnetic field breaks the “symmetry”
between the cones by introducing states of different classes in each cone. The geometry of
surface is also explored in the study of metamaterials through the theory of transformation
optics. We show how it is possible to manipulate in the laboratory the electric permittivity
(e) and the magnetic permeability (1) of a dielectric and, in this way, obtain control over
the refractive index of the medium. This approach allows us to model the geometry that
reproduces a desired effect and determine the parameters of the dielectric that reproduces
the desired geometry. More specifically, we explore how to construct a material capable of
completely camouflaging an object within it, the so-called invisibility cloak. At the same
time, we show how the invisibility cloak can be built, we propose a strategy to detect the
presence of this cloak through the difference of phase generated by the curvature resulting

from its building.

Keywords: Graphene, Double Cones, Landau levels, Transformation optics and Metama-

terials.
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1 INTRODUCAO

O conhecimento cientifico vem se desenvolvendo de forma gradativa. Cada ano que se
passa conhecemos novas teorias, novas técnicas, teorias sao comprovadas experimentalmente

e outras sao refutadas.

Isaac Newton foi um renomado pesquisador que contribuiu muito para o desenvol-
vimento do conhecimento cientifico em diversas areas. Ele reconhecia que o conhecimento
que ele foi capaz de produzir s6 foi possivel gracas ao que outros tinham feito antes
dele. Quanto mais avangamos no conhecimento cientifico mais portas se abrem para que
avancemos um pouco mais. Uma das fundamentacoes da fisica é sem duvida a matematica,
alguns chegam a mencionar em suas conversas sobre o assunto que a “matematica é a mae
de todas as ciéncias”. Nesse contexto, a geometria tem desempenhado um papel muito
importante em diversas areas. A descricao matematica dos formatos dos objetos e das
suas trajetorias nos permite compreender e descrever a posicao dos astros no universo,
sendo possivel até mesmo prever a sua trajetoria daqui a centenas de anos. Mesmo objetos

mintsculos como dtomos e moléculas tem sua forma descrita em termos geométricos.

Nesta tese, vamos explorar aspectos geométricos da matéria em duas areas: A dina-
mica de particulas na superficie de um cone duplo e a construgdo do manto de invisibilidade
e sua detec¢ao. Dentro do estudo da dinamica de particula, a teoria quantica vem sendo
usada com bastante sucesso. Atualmente a mecanica quantica é parte fundamental em
areas como a fisica de particulas, matéria condensada, computagdo quantica, dentre outras.
A mecanica quantica descreve o comportamento de particulas em escala atomica, onde a
maioria dos seus efeitos sao percebidos. No entanto, alguns efeitos macroscopicos também

sdo explicados pela mecéanica quantica, como o efeito Hall [1] e a supercondutividade [2] .

A base da mecanica quantica foi estabelecida na primeira metade do século XX.
Nesse mesmo periodo se desenvolvia a teoria da relatividade. No intuito de fundamentar
um teoria quantica que fosse compativel com o principio de covariancia relativistico e
que ao mesmo tempo incorporasse o spin do elétron de forma natural, Paul A. M. Dirac,
em 1922, propos uma equacao para descrever a dindmica quantico—relativistica de uma
particula de spin %, equacao que ficou conhecida como equacgao de Dirac. Uma grande
conquista dessa teoria foi a previsdo da existéncia da antimatéria, que foi confirmada em
laboratorio posteriormente. Em anos recentes, a equacao de Dirac vem sendo usada como
modelo efetivo em outras areas. Em particular, no estudo de particulas em superficies em

2 + 1 dimensoes em materiais como o grafeno [3] e os isolantes topoldgicos [4].

Efeitos quanticos relacionados a geometria de espagos curvos também sao alvo
de estudos [5, 6]. Superficies cdnicas, em particular, sdo de interesse especial no estudo
de fenémenos quanticos devido & curvatura singular que elas carregam [7]. Efetivamente,

eles aparecem na investigagao de defeitos topolégicos em meios continuos [8, 9], cordas
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cosmicas [10, 12] e mesmo em buracos negros [11].

A dindmica quantica de particulas carregadas na presenca de diferentes defeitos
topologicos na fisica de materiais também vem sendo alvo de intensas pesquisa. Materiais
feitos de carbono, em especial, tem atraido grande atencao nos ultimos anos devido as suas
propriedades incomuns e seu amplo potencial de aplicagoes [13]. O crescimento nos estudos
desses materiais ocorreu especialmente depois da descoberta do fulereno em 1985 [14] e
dos nanotubos de carbono em 1991 [15]. Desde entao, varios nanomateriais de carbono tem
sido obtidos, tais como nanocones [16], grafeno [3], nanoespiras [17], anéis [18] e nanotoros
[19]. Os nanocones de carbono, em especial, foram observados experimentalmente pela
primeira vez em 1992 como tampas conicas de nanotubos de carbono [20, 21], e em 1994
como estruturas livres [22]. Nanocones de carbono com angulos de 19°,39°,60°, 85° e 113°
jé foram observados [23]. Esse tipo de estrutura ¢ resultado da introducdo de um defeito
topolégico chamado desclinagao na folha plana de grafeno, resultando na substituicao de

um hexagono por um pentiagono ou um heptagono na estrutura do grafeno.

O estudo das propriedades eletronicas dos nanocones de carbono revelaram um
ganho na densidade eletronica de estados na vizinhanca do vértice do cone, como obtido
por primeiros principios [24, 25, 26], ou pelo modelo de tight-binding [27, 28, 29, 30]. Esse
ganho pode ser usado em aplica¢oes em campos de emissoes [31] e sondas de varredura [26],
por exemplo. Um dispositivo de retificagdo baseado em nanocones de carbono também foi
proposto [32], e foi demonstrado que nanocones de carbono sdao excelentes retificadores
térmicos [33], que os tornam materiais promissores para a construgido de dispositivos
fononicos. Nanocones de carbono também tem sido propostos como uma opgao mais barata
e mais facil de produzir do que os nanotubos de carbono em aplicagoes para dispositivos

de armazenamento de gases [34] e como capsulas para transporte de medicamentos [35].

Um outro tipo de estrutura conica que tem atraido aten¢ao, mais recentemente,
sdo os cones duplos, ou seja dois cones unidos pelo vértice. Estudos tedricos [36] indicam
que esse tipo de estrutura tem propriedades interessantes, como a alta dependéncia dos
seus estados eletronicos com o momento angular dos elétrons, tanto no caso classico como
no caso quantico nao relativistico. Classicamente, o vértice dos cones atua como uma
espécie de “filtro”, permitindo que apenas particulas com momento angular nulo passem
de um cone para outro, seguindo uma linha reta. Consequentemente, qualquer pequena
perturbacgao que afete o momento angular nulo de alguma particula causa uma mudanca
dréstica na sua trajetoria, tornando o movimento linear instavel. Tracos dessa instabilidade

também sao notados no regime quantico.

Na referéncia [37], cdlculos computacionais por primeiros principios sao realizados
para o cone duplo de carbono. Os resultados mostram que eles tém baixa energia de
formacao e, portanto, é esperado que eles possam ser obtidos experimentalmente. Motiva-

dos pelas propriedades interessantes que essa estrutura apresenta e pela possibilidade de
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obtencao experimental desse tipo de estrutura, investigamos mais a fundo suas proprie-
dades. Inicialmente, avaliamos a dindmica de uma particula nessa superficie no dominio
relativistico [38], ou seja, resolvemos a equagao de Dirac tanto para o problema da particula
livre como para o caso de uma particula carregada sob influéncia de um campo magnético
azimutal. Posteriormente, estendemos os resultados para o caso de um nanocone duplo
de carbono [39]. Neste caso, investigamos as suas propriedades eletrénicas e mostramos
que para algumas combinagoes de defeitos na estrutura, a densidade local de estado na
energia de Fermi nao se anula, levando a uma caracteristica condutiva para a estrutura.
Calculamos também o espectro de energia para os niveis de Landau nos nanocones duplos
de carbono. A curvatura singular da superficie introduz niveis de energia chamados niveis
de apice, relacionados as érbitas circulares que envolvem o vértice dos cones em uma
abordagem semiclassica. O campo magnético no cone duplo introduz uma quebra de

simetria no cone duplo separando a classe de nivel de Landau em cada cone.

Para que possamos trabalhar com a equacao de Dirac na geometria de espago curvos,
como a superficie de cones duplos, um formalismo muito utilizado é a chamado formalismo
das tetradas [40, 41]. Nesse formalismo definimos os parametros que intermedeiam a
transformacao de coordenadas locais para coordenadas gerais e com isso definimos a
forma dos parametros presentes na equacao de Dirac. No caso da estrutura hexagonal de
carbono que compdem o grafeno e suas variagoes curvas como nanocones e nanotubos de
carbono, um modelo efetivo descrito por uma equacao de Dirac para férmions sem massa é
desenvolvido para descrever as suas propriedades eletronicas. Nos casos onde lidamos com
geometrias curvas, os efeitos dessa geometria sdo incorporados & equacao de Dirac efetiva
na forma de campos de gauge nao—abelianos, em um processo similar a transformacgdo do
potencial de gauge eletromagnético usado para compensar a fase na funcao de onda no
efeito Aharonov—Bohm [42].

Além de investigar a dindmica de particulas quanticas em superficies de cones duplos,
também exploramos os aspectos geométricos do manto de invisibilidade e desenvolvemos
uma estratégia para deteccao desse manto. A ideia de construir um material capaz de
camuflar perfeitamente um objeto nao é nova e é tema recorrente na ficcao cientifica
[43]. A ideia basica para camuflar perfeitamente um objeto é teoricamente simples. N6s
conseguimos enxergar as coisas a nossa volta gracas a fendmenos como a dispersao,
reflexao e refragao da luz no objeto. Alguns animais na natureza, tem uma pele tao
lisa e com indice de refragao semelhante ao do ar que minimiza esses efeitos, sendo
praticamente transparentes. Podemos entdao camuflar um objeto se conseguirmos manipular

apropriadamente as propriedades 6ticas do material.

Obviamente, ndo somos capazes de manipular o indice de refracdo dos corpos e
objetos de acordo com a nossa vontade. Portanto, nao podemos camuflar os objetos desta

forma. Uma segunda alternativa seria, entao, projetar um material que faca esse trabalho
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por nos. Neste caso, deveriamos projetar um material que fosse capaz de desviar toda a onda
que incide sobre um material, de forma que ela nao tivesse acesso ao objeto, e a0 mesmo
tempo fazer com que a onda retorne ao meio seguindo a mesma trajetéria original. Desta
forma um observador externo nao conseguiria identificar a camuflagem. Para construir um
manto de invisibilidade como esse precisamos, entao, ter um elevado grau de controle sobre
o indice de refracdo do material, ou em outras palavras, precisamos ter controle sobre
os parametros do material em questao, mais especificamente, a permissividade elétrica
(e) e a permeabilidade magnética p, pardmetros estes que definem o indice de refragao.
No entanto, os materiais encontrados na natureza apresentam valores limitados desses

pardmetros, o que acaba inviabilizando a construgao desse manto.

Durante as ultimas duas décadas vem se desenvolvendo uma nova classe de materiais
projetados com o objetivo de trasnpor as limitacoes nos parametros € e i, nos materiais
que encontramos na natureza, que ficaram conhecidos como metamateriais [44, 45, 46, 47].
Varios tipos de metamateriais ja foram propostos e construidos experimentalmente, como os
materiais com indice de refragao negativo [48, 49], os metamateriais hiperbélicos [50, 51, 52|,

e os ghirais [53].

Uma ferramenta muito poderosa no desenvolvimento dos metamateriais é conhecida
como Gtica de transformacao [54, 55]. Essa teoria é baseada na covariancia entre as equagoes
de Maxwell em um espaco livre com geometria arbitraria e as equagoes correspondentes
em um meio material com geometria plana. Um mapeamento entre esse dois espacos é
feito, tornando possivel relacionar a geometria que descreve uma desejada trajetoria para
as ondas eletromagnéticas e os pardmetros € e y em um material que reproduz esse mesmo

comportamento.

O desenvolvimento da 6tica de transformacao trouxe atengao para os metamateriais
como um laboratorio de testes para modelos em diversas areas como cosmologia e gravitacao.
Através da otica de transformacao é possivel simularmos uma geometria qualquer em
um metamaterial no laboratério. Buracos negros [56, 57, 58], cordas césmicas [59, 60],
transicdo de assinatura kleiniana [61], andlogo da forga gravitacional [62], dentre vérias

outras geometrias [63, 64] ja foram propostas como modelos andlogos em metamateriais.

A possibilidade de projetar esses novos materiais nos permite desenvolver maior
controle sobre a propagacao de ondas nos materiais [46], tornando assim possivel projetar-
mos um manto de invisibilidade [65, 55]. Diversas formas foram propostas tanto para o
manto de ondas eletromagnéticas [66] como para ondas de matéria [67, 68, 69]. Diversas
geometrias também foram propostas para o manto de invisibilidade como planos [70]
cilindros [66], discos[55] e até triangulares [71, 72, 73], camuflagem conhecida como manto

carpete.

Juntamente com o surgimento de novas propostas para o manto de invisibilidade

também comegaram a surgir propostas para a sua detec¢ao. A forma mais obvia de se detec-
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tar um manto de invisibilidade tem a ver com o comprimento de onda de funcionamento do
material. Na pratica, um metamaterial é projetado considerando o limite da célula unitéaria
menor que o comprimento de onda. Sendo assim, existe um metamaterial especificamente
projetado para funcionar como um manto de invisibilidade para um determinado intervalo
de comprimentos de onda. Desta forma, se iluminarmos o manto com uma onda fora desse

intervalo conseguiriamos detecta-lo.

Com o avango da tecnologia e crescente miniaturizagao dos materiais é possivel
considerarmos que a falha no intervalo de comprimentos de onda de atuacdo de um
metamaterial possa ser minimizada com o tempo. Mesmo no cenario de um manto de
invisibilidade que nao tenha esse problema é possivel estabelecer algumas estratégias
para a sua deteccao. Ja foram propostas formas de detec¢ao usando ondas de propagacao
contréria [74], avaliando o atraso temporal entre uma onda que passe pelo manto e outra
onda teste [75, 76], explorando materiais com resposta nao linear [77], usando ondas de

particulas carregadas [78], bem como uma metamaterial auxiliar chamado de anti manto
[79, 80].

Partindo do manto de invisibilidade com formato circular em duas dimensoes
desenvolvemos uma estratégia de deteccao baseada na geometria do manto. Assim como o
campo magnético confinado ao interior de um solendide pode ser identificado por meio da
fase na fung¢do de onda no efeito Aharonov—Bohm [42], a curvatura gaussiana presente
em uma superficie também pode ser identificada por meio da fase [81, 82]. Sendo assim,
demonstramos que a geometria do manto de invisibilidade comporta uma curvatura
gaussiana singular concentrada na borda do manto. Calculamos, entao, a fase geométrica
resultante e mostramos como essa fase depende das dimensoes do manto. Esta €, entao,
uma estratégia de deteccao simples e pratica, pois nao é preciso a construcao de materiais
auxiliares ou da preparacao de particulas. Basta, entao, observarmos a diferenca de fase
na polarizacdo de onda que contorne o manto para identificarmos a sua presenca e termos

informagoes sobre suas dimensoes.

A organizagao dessa tese é como segue. No capitulo 2, discutimos como a equagao
de Dirac pode ser obtida incorporando o spin ao andlogo relativistico da energia cinética,
demonstramos algumas das suas principais propriedades e acoplamentos. Discutimos
também algumas caracteristicas do grafeno, e mostramos como é possivel modelar suas
propriedade eletronicas no limite de baixas energias através de uma equacao de Dirac efetiva
para férmions sem massa. No capitulo 3, apresentamos a dinamica de uma particula na
superficie de um cone duplo e para isso apresentamos inicialmente o sistema de coordenadas
apropriado para essa superficie e como se da a sua dinamica nos regimes classico e quantico,
resolvendo as equagoes de Hamilton e Schrodinger [36]. Posteriormente, obtemos a solugao
da equacao de Dirac para os casos de uma particula livre e de uma particula carregada

sob influéncia de um campo magnético azimutal [38].
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A dindmica de uma particula na superficie de um nanocone duplo de carbono
é apresentada no capitulo 4. Calculamos, inicialmente, os campos de gauge relativos a
geometria do cone duplo e resolvemos de forma analitica a equacao de Dirac efetiva para
o caso de uma particula livre. Calculamos, entdo, a densidade local de estados proximo do
vértice dos cones para uma combinacao de possiveis defeitos pentagonais e heptagonais na
rede do grafeno. Mostramos também o espectro de energia para a caso de uma superficie
finita, bem como calculamos os niveis de Landau resultantes desse modelo. Discutimos os

possiveis niveis para diversas combinagoes dos parametros quanticos.

O capitulo 5 apresenta uma breve introducao as principais caracteristicas dos
metamateriais. Mostramos as principais classes, suas propriedades e como como modela-lo
através de um modelo efetivo. Desenvolvemos também o conceito de 6tica de transformacao
apresentando a relagao entre a geometria de um espago livre com os pardmetros de um
meio material. O manto de invisibilidade é o tema principal do capitulo 6. Neste capitulo,
demonstramos as transformacoes de coordenadas necessarias para a construcao de um
manto de invisibilidade circular em duas dimensoes, mostramos a curvatura gaussiana

resultante dessa geometria e obtemos a fase geometria resultante dessa curvatura.
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2 A EQUACAO DE DIRAC E O GRAFENO

A equacao de Dirac tem uma grande importancia histérica por ter revelado a
existéncia das antiparticulas, antes mesmo da sua confirmacao experimental. Esta equacao
trata da dindmica quantica relativistica de particulas de spin % e além disso, vem sendo
utilizada como modelo efetivo para descrever os portadores de carga em certos materiais
como o grafeno e os isolantes topolégicos. Neste capitulo, demonstramos como a equagao
de Dirac pode ser obtida a partir do acoplamento do spin ao andlogo relativistico da
energia cinética. Ilustramos os conceitos basicos da resolucao desta equacgao, a partir da
solucao do problema de uma particula livre em um espaco plano e mostramos algumas
formas de simplificar a equagdo em problemas bidimensionais. Uma forma alternativa de
resolver a equacao de Dirac é utilizar a sua forma quadratica. Este método sera muito ttil
no desenvolvimento dos proximos capitulos e é discutido aqui. Para lidar com problemas
que envolvem espacos curvos e a presenc¢a de campos é demonstrado como escrever a

equacao de Dirac através do formalismo das tetradas.

Um dos materiais que tem suas propriedades eletronicas modeladas por uma equacao
de Dirac efetiva é o grafeno. Discutimos as caracteristicas desse material e demonstramos

como podemos descrever sua estrutura eletronica através de um modelo de ligacao forte.

2.1 A equacao de Dirac

A equagao de Dirac ganhou notoriedade por ser capaz de fornecer a dinamica
quantica de uma particula de spin %, tendo o spin como uma consequéncia natural da
sua estrutura matematica e sendo consistente com a teoria da relatividade especial. A
equacao de Schrodinger, que descreve o comportamento quantico das particulas, nao é
covariante sob transformagoes de Lorentz, sendo, portanto, inconsistente com a teoria da
relatividade especial. Muitos se esforcaram no intuito de encontrar a equagao que fosse
capaz de descrever o comportamento quantico—relativistico das particulas. Em 1926, Oskar
Klein e Walter Gordon propuseram a conhecida equacao de Klein—Gordon. Esta equacao
teve sucesso em conciliar as duas teorias, mas pelo fato de ser uma equacgao de segunda
ordem, admite solugoes com energia negativa e densidades de probabilidade negativas.
Esta aparente anomalia na equacao de Klein—Gordon levou muitos a desacreditar o seu

valor.

Poucos anos depois, em 1928, Paul A. M. Dirac propos a sua famosa equacao
unificando a teoria quantica com a relatividade especial. Diferentemente das equagoes de
Schrodinger e de Klein—Gordon, a equagao de Dirac é uma equagao diferencial, matricial,
de primeira ordem, onde a funcao de onda é uma matriz de 4 componentes, contendo em

si o grau de liberdade de spin e trazendo em sua soluc¢ao a revelagao de uma particula
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com mesma massa da particula em questao, mas com carga oposta, a qual foi chamada de
antiparticula. Essa categoria de particulas foi descoberta poucos anos depois, o que deu

muito peso para a equacgao de Dirac.

Uma outra vantagem da equagao de Dirac é incorporar o spin % do elétron de
forma natural. Na mecéanica quantica nao relativistica a interacdo do momento magnético
de spin do elétron com o campo magnético ¢ introduzido adicionando o termo %ﬁ . B
ao hamiltoniano da particula, onde ¢ tem como componentes as matrizes de Pauli e Bé
o campo magnético [83]. Existe, no entanto, uma forma mais natural de incorporar esse
termo ao hamiltoniano da particula. A energia cinética de uma particula de spin %, na

auséncia de potenciais pode ser escrita em termos do vetor ¢ como

(GG 21)

onde p é o vetor momento e m é a massa da particula. Esta expressao é uma forma

alternativa totalmente equivalente a forma original do hamiltoniano H = 2> No caso

2m
de termos a presenca de um potencial vetor fY, fazemos a substituicao p — p — % e
encontramos
1 eA eA
H=—3¢ |pg—=—|¢ |p-—
2m c c
1 A" en
e e —
=—|p——| ——07-B. 2.2
2m b c 2me (2:2)

O termo de interagao do momento magnético de spin com o campo magnético,
agora surge naturalmente no hamiltoniano. Além de incorporar o spin de forma natural,
Dirac buscou compatibilizar a mecanica quantica com a relatividade especial. Isso é feito

incorporando o spin ao analogo relativistico da energia cinética, ou seja

(E _G. ﬁ) (E + G- ﬁ) = (mc)?. (2.3)

¢ c
Escrevendo em termos dos operadores E= ih% ep= —ihﬁ, temos
th 0 =\ (ih O -
—— +iho - —— —ihd - P = 2p. 2.4
cOt+ZU \% " gV (me) (2.4)

onde ® é a funcao de onda, que agora tem duas componentes. E conveniente fazermos

a transformagao %% — 8%0, com o objetivo de unificar posteriormente as coordenadas
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espaciais e a coordenada temporal em um tnico operador. Para obtermos uma equacao

linear em % definimos duas fungoes, cada uma com duas componentes,

1 —
Of = — (ihi—i—ihﬁ-V) P, ol = @,
me 0xo

que resulta nas duas equagoes de primeira ordem acopladas

(zho V — zhi> L = —mced™,
6?.7:0

e g 0 R L

—ihd -V —ih— | & = —mcd™.
62130

Podemos escrever essas equagoes de uma forma mais simples, fazendo

—ih(3 - V) (" — o) — iha%((IDL — O = —mc(PF — o),
0

k(- V(D — o) 4 zh%(qﬂ — o) = —me(dF — 1),
Lo

ou em forma matricial

—ihs —ihd -V \ [ ¥a a
3 = —mc ,
ihg -V ihze Vn (G

onde definimos a func¢ao de onda de quatro componentes

= va\ [ OR+@F
B TS A N A L

Simplificando a notagao podemos escrever ainda na forma

[—z’hco? -V + ﬁmcﬂ U= z’h%\ll,

onde definimos as matrizes

(2.6)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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. (o q (1 0
(00) (1), o

com [ sendo a matriz identidade e as matrizes de Pauli sendo dadas por

01=(01), 02=(Q _i), 03=(1 O). (2.14)
10 t 0 0 —1

Para alguns problemas sera 1til termos a equagao de Dirac escrita diretamente em

termos dos operadores momento e energia na forma

- i+ Bmc’| ¢ = By, (2.15)

Uma outra maneira de escrever a equacao de Dirac de forma ainda mais compacta,
conhecida como forma covariante, pode ser obtida multiplicando a expressao (2.12) por

a esquerda, o que nos fornece

(=ihey"0, +me?) W =0, (2.16)

onde definimos as matrizes 7* = (7°,7¥), conhecidas como matrizes de Dirac, como

=4 = (I 0 ) (2.17)

0 —1I
. 0 —o,
V= pa = , parak=1,2 ¢ 3, (2.18)
o. O
e o operador diferencial J,, vem do tensor de energia—momento p, = —ihd, = —ih (%, ﬁ) =

(—%, ﬁ), sendo —thd, o operador energia momento. Lembrando que estamos utilizando a

assinatura 1), = (—, +, +, -|—) para o tensor métrico do espaco.

A equacao de Dirac é composta de quatro equagoes diferenciais que acoplam as
quatro componentes do espinor de Dirac ¥ , representado por uma matriz coluna 4 x 4.
Por ser uma equacgao linear em %, a equacao de Dirac evita o problema com a densidade
de probabilidade negativa. No entanto, a equacao de Dirac ainda apresenta solucoes
com energias positiva e negativa. As solugdes com energia negativa foram interpretadas
por Dirac como solugoes para antiparticulas. A posterior descoberta experimental das

antiparticulas acabou por consolidar de vez a sua teoria.

Vejamos, entdo, algumas das caracteristicas da equagdo de Dirac exemplificadas na

solugao para a particula livre.
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2.2 Solucao para a particula livre

O problema da particula livre em um espaco plano é especialmente interessante
para apresentar algumas caracteristicas importantes da equagao de Dirac e ilustrar alguns
métodos de resolucoes e simplificagbes que serdo tteis posteriormente. A equacao de Dirac

para este problema é escrita em sua forma covariante como

5}
ihe | =— + "

570 +me*| ¥ = 0. (2.19)

ozt

Para resolver essa equacdo, multiplicamos por 7Y a esquerda e escrevemos a funcao
ip-E

de onda em termos da solugdo de onda plana como W(t,7) = e # e_i_gtwp, onde F é a
energia da particula e ¢, = (¢4,95)". Usando esses resultados e usando a representagao

das matrizes 7, a equagao (2.19) pode ser escrita na forma

mc? oo - p Va ) _ g ¥a (2.20)
cd-p —mc? (GJF vy ) '

que se reduz ao seguinte sistema de equagoes diferenciais acopladas

{ cd - P +mcihy = By (2.91)

¢ - pha —mc*pp = Evg

Resolvemos esse sistema desacoplando as equacoes diferenciais. Como resultado

obtemos as relagoes

co-p

hp = by = —————)4. 2.22
tha (B mCQ)lﬁ& i 7+ mcz)wA (2.22)
Que nos levam a
E*pa = (P’ +m’c')iha (2.23)
E*pp = (p*c® + m?*c")p. (2.24)

Encontramos, entao, a relacao de dispersao, que neste caso sera dada por

E = +4/p>c® + m2ct. (2.25)
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Vemos, entao, que a equagao de Dirac comporta solugoes com energias positiva e
negativa, correspondendo as solugoes para particulas e antiparticulas. Percebemos também
que as energias permitidas se encontram no intervalo £ < —mc? e E > mc?, tendo uma

regido proibida para a energia entre —mc? e mc?, como pode ser visto na Figura 1.

E=0
- E= mec*
Regido
L"mibida
= -mc*
E=0

Figura 1 — Energias permitidas para uma particula livre em um espago plano.

Nos resta, ainda, saber qual das duas fungoes, 14 ou g, representa a solucao
para particulas e qual representa a solugao para antiparticula. A resposta é facilmente
encontrada quando olhamos para o problema da particula livre em repouso, ou seja p'= 0.
De acordo com (2.25), a energia neste caso serd ' = +mc?. Usando este resultado na

equagao (2.15), encontramos a seguinte condi¢ao

Vo =+, (2.26)

Esta relacao nos permite avaliar o que cada componente do espinor v representa

fisicamente. Operando as matrizes em (2.26), encontramos

Ca ) _ (Ve (2.27)

—Up Yp

Concluimos, entao, que a componente superior, ¥4, corresponde a solucao das
particulas, tendo energia positiva, enquanto a componente inferior, )5 corresponde a
solucao para as antiparticulas, caso onde as energias sao negativas. Cada uma dessas
componentes é composta de outras duas solugoes que nos dao o grau de liberdade de spin.

Identificamos a primeira solugao como spin up e a segunda como spin down.

Retornando, agora, para o problema da particula livre com momento p, sabendo o
que cada componente do espinor representa, podemos encontrar as solugoes apropriadas
para cada caso. Iniciamos com o caso das particulas, ou seja, energia positiva, caso

simbolizado pelo indice +. As solugoes para este caso sao
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1 0

0 1
(E+mc?) (E4+mc?)
c(pz+ipy) ___¢p
(E+mc?) (E+mc?)

sendo 1/)2 , a solugao para spin up (1) e 1/};}) para spin down (J.). Utilizamos o resultado (2.22)

e levamos em conta que

Dz =+ Z.py —Pz

5.]7:( Pz px_lpy). (2.29)

Para o caso das antiparticulas, ou seja, energia negativa, simbolizada pela indice

—, temos como solugoes

e _ clpe—ipy)
([El+mc?) (|E[+mc?)
_ Apatipy) _ps
w;,T — (|E|+mc?) . ou wp—,i —_ (|E|+mc?) ’ (230)
1 0
0 1

Em duas dimensoées podemos simplificar o problema percebendo que o resultado

da operagao - p s ou & - p g em (2.22) tem apenas dois resultados possiveis

0 Pz — 1Py 1 _ 0 (2.31)
pe+ip, 0 0 Petipy )

0 Dz — Z’py 0 _ Pz — ipy (2 32)
Pz +ipy 0 1 0 ' '

sendo p, +ip, para spin up e p, — ip, para spin down. Podemos, entdo, simplificar os nossos
célculos se considerarmos desde o inicio, em (2.15), 8 — 0% e @ — (0!, s0?), onde s = +1,
sendo +1 para spin up e -1 para spin down. O problema que originalmente envolvia um
espinor de quatro componentes é reduzido para um problema com um espinor de apenas

duas componentes, tendo o grau de liberdade de spin carregado pelo parametro s.

2.3 Acoplamentos

Nas sec¢oes anteriores obtivemos a equacao de Dirac para uma particula de spin %

livre da influéncia de campos e em um espago plano. Ao utilizarmos a equacao de Dirac no
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estudo de sistemas fisicos reais, bem como em sua versao efetiva no estudo das propriedades
eletronicas de materiais, estaremos rotineiramente interessados em espagcos curvos, como as
superficies conicas, assim como estaremos interessados em avaliar a influéncia de campos

sobre o sistema. Portanto, precisamos construir a equagao de Dirac para essas situagoes.

Em geral, quando tentamos construir uma relagao em um espacgo curvo vinda de
um espago plano precisamos substituir qualquer magnitude que se transforme como um
tensor no espago plano pelo seu correspondente que também se transformam como um
tensor sob transformacgoes gerais de coordenadas no espago curvo. No caso dos espinores,
essa transformacao é complicada pois nao existe representacdo de espinores no grupo de
transformacoes gerais. E necessario, entao, um formalismo alternativo que nos permita fazer
essa transformacao [41]. Utilizaremos, entéo, o formalismo das tetradas. Neste formalismo,
introduzimos em cada ponto X descrito em coordenadas locais, um conjunto de coordenas
arbitrarias {§ e um campo ¢f (), que é um conjunto de vetores ortonormais fixando a
transformagao entre as coordenadas locais (indices latinos) e as coordenadas gerais (indices

gregos) seguindo a relagao

_ 08k

OxH

¢ (X) (2.33)

r=X

O campo e nos da a relagao entre os sistemas de coordenadas local e geral. Em

termos dos tensores métricos, podemos escrever

G () = 63(55)6(;(17)%6- (2.34)

onde g,, € o tensor métrico do espaco curvo, enquanto 1, ¢ o tensor ordinario do plano,
que consideraremos como 1, = diag(—1,+1,+1,+1), seguindo a assinatura conhecida
como convenc¢ao da costa leste. A partir dessa relagdo é possivel obtermos o campo €, e a

partir deles, determinar as quantidades
0 = ey (x)da”, (2.35)

conhecidas como tetradas. Os efeitos da curvatura do espaco sao incorporados na equagao

de Dirac através do acoplamento 0, — 9, + 2, onde o termo £, é conhecido como

s
conexao espinorial e é definido como

Qu = ;lw,u,abzaba (236)

onde
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nob = % v, (2.37)

e wyqp € a chamada conexao de spin que estd relacionada as tetradas pela relagao conhecida

como equacao de estrutura de Cartan,

di® + wi A O° =T, (2.38)

A equacdo de estrutura de Cartan define a relacdo das tetradas com a torsao 74
do espaco. No nosso caso, nos limitaremos a espacos com torcao nula. Outra quantidade
que exige atencao na equagao de Dirac em espagos curvos sao as matrizes 7y, ou matrizes
de Dirac. O elemento €, nos dd a transformagao de coordenadas entre as coordenadas
locais e as coordenadas no espago curvo. Portanto, as matrizes de Dirac no espago curvo

sao definidas como

Vi (x) = el(z)". (2.39)

Unificando esses resultados, encontramos a equacao de Dirac de forma mais geral

como

{—z’hcv" (O + Q) + mCQ] Y =0. (2.40)

Se o problema que esta sendo estudado tem a presenca de campos elétricos e/ou

magnéticos, seus potenciais aparecem no hamiltoniano de Dirac na forma do acoplamento

&
Pu — P — EA/M (2.41)

onde A, = (—%,A) é o quadripotencial, sendo ¢ o potencial elétrico e A o potencial
vetor magnético, e é a carga elétrica da particula e ¢ é a velocidade da luz. No nosso
trabalho estaremos interessados, apenas, em problemas com campo magnético. Neste caso,

ficaremos com a equacao

[—ihcy“ (O + Q) —er" A, + mCQ} U =0. (2.42)

Solucionar esse tipo de equagao desacoplando as equagoes diferenciais pode ser
bastante trabalhoso em determinadas situagoes. Uma forma de simplificar os célculos
em algumas situagoes é trabalharmos com a equacao de Dirac em sua forma quadratica.

Demonstramos como fazer isso na proxima segao.
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2.4 Forma Quadratica

Uma das principais caracteristicas da equagao de Dirac, que a diferencia da equacao
de Schrodinger e da equacgao de Klein Gordon, é o fato de ela ser uma equacao diferencial
de primeira ordem, ao contrario destas equacoes citadas, que sao de segunda ordem. Como
estamos acostumados a lidar com a equagao de Schrodinger e ja conhecemos diversos
resultados matematicos desenvolvidos para a solu¢ao de alguns problemas, é 1til encontrar
uma forma quadratica para a equacao de Dirac onde podemos utilizar esses resultados
conhecidos. Para fazer isso, partimos da equagdo (2.42) escrita em termos do tensor

energia—momento

[a’pi — tho'€); — Ea’Ai + o®mc — —] U =0. (2.43)
c c
Multiplicamos, entao, pelo operador
_ L e . 3 E
[cr]pj —iho?!Q; — -0’ A; + 0°mc + —] , (2.44)
c c
e obtemos

2
pipith — 2ihupih + 2z'h§Amm - 2§Aipﬂ/} — RO+ f:—QAZAiv)

e E?
—Zs_piAjEijkO'kw + <m262 o _2> Q/; =0. (245)
c c
Lembrando que p; = —ihV e consequentemente p;p; = —h?V?, teremos

2
2% — 2ihQupit) + 20h= AQup — 2= Aipip — R + S AAi)
e E?
—iSEpiAjEiijkw + (m202 — g) ’Z/) =0. (246)

onde V? é o operador de Laplace—Beltrami.

Esta forma quadratica da equacao de Dirac pode ser muito util para simplificar os
calculos em alguns problemas. Se conhecermos o operador de Laplace—Beltrami para o
problema em questao, evitamos os célculos de desacoplamento dos sistemas de equacoes
diferenciais acopladas inerentes a equagao de Dirac em sua forma padrao. Esse desacopla-
mento pode ser bastante trabalhoso especialmente quando este envolve espagos curvos e a

presenca de campos externos.
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Uma outra vantagem da forma quadratica da equagao de Dirac (2.46) é que ela é
escrita em termos dos operadores, o que nos ajuda a identificar com maior clareza o que

cada termo da solugao representa.

Na proxima secao discutiremos as principais caracteristicas do grafeno, material

que tem suas propriedades eletronicas modeladas por uma equagao de Dirac efetiva.

2.5 Grafeno

O grafeno é uma estrutura de atomos de carbono arranjados em uma rede hexagonal
com a espessura de um tnico atomo. O atomo de carbono tem seis elétrons, dois deles
formam um orbital 1s% e os outros quatro se configuram em orbitais do tipo 2s2 e 2p2,
no seu estado fundamental [84]. A primeira vista, pode parecer que o carbono serd um
atomo bivalente, uma vez que tera dois elétrons 2p disponiveis para ligagoes, enquanto os
elétrons 2s sao quimicamente inertes. No entanto, observa-se que o carbono é um atomo
tetravalente. Isso ocorre porque o carbono forma estados hibridizados sp. Quando os
atomos formam moléculas ou sélidos, a energia total diminui devido a sobreposicao das
func¢oes de onda e a formacao dos orbitais moleculares nas moléculas e das bandas de
energia nos solidos. E esse ganho de energia que promove elétrons 2s para estados 2p nos

atomos de carbono, permitindo assim que o carbono faca quatro ligagoes.

r'll'

(a) (b)

Figura 2 — Em (a) vemos a estrutura hexagonal do grafeno construida com duas subredes A e B.
Os vetores da rede sao dj e a3, dados em (2.47). A Figura (b) apresenta a zona de
Brillouin correspondente, com os vetores da rede reciproca by e by 1o espago reciproco.
Os pontos de Dirac sio localizados por K ¢ K.

Uma primeira opgao de hibridizagdo que ocorre no carbono acontece quando orbitais
s e p se combinam para formar quatro orbitais sp que permitem quatro ligacoes quimicas

simples, equivalentes, do tipo . Este tipo de hibridizacdo é conhecida com sp?, j4 que um
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orbital s se combina com trés orbitais p. Uma outra opg¢ao de hibridizacao acontece quando
trés elétrons sp formam ligacoes covalentes hibridas, do tipo o, deixando um elétron p que
formara uma ligacdo m. As orbitas correspondentes se acomodam no plano, separadas por

um angulo de 120°. Sao ligagdes desse tipo que ocorrem no grafite e na folha de grafeno.

Os atomos de carbono no grafeno se organizam em uma rede cristalina hexagonal
semelhante a um favo de mel (figure 2a). A rede de Bravais é triangular e tem vetores de

rede dados por

a = 5(3, V3),  ay = 5(3, —3), (2.47)

onde a ~ 1,42A ¢ a disténcia entre os vizinhos mais préximos. A rede do grafeno contem
dois atomos por célula unitaria e duas subredes, chamadas A e B. Cada atomo da subrede
A é cercado por trés atomos da subrede B e cada atomo da subrede B é cercado por
trés atomos da subrede A, formando, assim, uma rede bipartida. A zona de Brillouin é
apresentada na Figura 2b. Sua rede reciproca também é triangular e tem vetores de rede

dados por

by = 2—2(1, V3), b= :QTZ(L —V/3). (2.48)

Dois pontos especiais de alta simetria estao representados na rede reciproca como
K e K'. Esses pontos sao conhecidos como pontos de Dirac. Os estados hibridizados sp?
(o estados) formam bandas de valéncia e condugao com um grande gap, ja os estados
7w formam uma banda simples, onde as bandas de valéncia e condugao se cruzam nos
pontos K e K  formando um cone conhecido como cone de Dirac. Este ponto conico é

uma caracteristica do grafeno que da origem as suas propriedade eletronicas peculiares.

A estrutura eletrénica do grafeno é descrita pelo modelo de ligagdo forte (tight—
binding), obtido primeiramente por Wallace, em 1947 [85]. Na aproximacao de vizinhos
mais proximos, a interacao entre as subredes é desprezada, ficando apenas as interagoes

entre os primeiros e segundos vizinhos. O hamiltoniano é, entdo, descrito pela matriz 2 x 2

o 0 tS(k)
H(k)_(tS*(E) . ) (2.49)

onde k é o vetor de onda, t é a energia para o atomo saltar para o atomo vizinho mais

proximo. No carbono esse pardmetro vale aproximadamente ¢t ~ 2,8eV e

} o aw (ka3
S(k) = Ze““s — 2¢"% cos ( yaQ\/_> + e thaa, (2.50)
5



Capitulo 2. A equagdo de Dirac e o grafeno 30

A energia é dada pela relacao

E(k) =+t |S(k)| = +t\/3+ f(k) + ¢ f (), (2.51)

/ 7’ . 7’ . . . 7 .
onde t é a energia para o dtomo saltar para o segundo vizinho mais proximo e

f(k) = 2c0s(V/3kya) + 4cos (?l@a) cos (gkma> : (2.52)

O sinal de + na expressdo (2.51) indica a banda de condugao e a banda de valéncia,
respectivamente. O espectro de energia resultante apresenta simetria em torno dos pontos
de cruzamento entre as bandas. Perceba que quanto menor o valor de ¢, a simetria elétron
buraco se torna maior, alcancando nao somente as vizinhancas do cruzamento das bandas,
mas também toda a zona de Brillouin. Na Figura (2), podemos ver a estrutura de bandas

do grafeno mostrando a simetria elétron buraco. Esses pontos de alta simetria sdo

- 2T 2T =, 2r 27
K={—,- , K=— ———], 2.53
(Ba 3\/§a) (3@ 3\/§a) ( )

e satisfazem a relagdo S(K) = S (}5 ") = 0. O comportamento da banda de energia préxima

desses pontos pode ser encontrado expandindo o hamiltoniano, da seguinte forma

(2.54)

fye o (@) = hoy ( ( 0 (¢x F iqy) ) 7

¢z L iqy)) 0

onde ¢ = k—K ouk— I?', vy = 3aT|t| é a velocidade do elétron no ponto de Dirac. Para o
grafeno ndo dopado, essa velocidade coincide com a velocidade de Fermi (vy = 1-10%m/s).

O espectro de energia, considerando k = K + ¢, com 7] << |I? |, é

EL(@) ~ vl + O l(%ﬂ . (2.55)

Essa relacao de dispersao é uma caracteristica do grafeno que o diferencia de outros
materiais. Usualmente, a relacao entre a energia e o momento é quadratica, com energia de
Fermi dependendo diretamente do momento. No grafeno, a velocidade de Fermi é constante
e a relacao de dispersao € linear. Esta relacao de dispersao é a mesma que obtemos como
solugdo da equagdo de Dirac para a particula livre (2.25) se considerarmos uma particula

de massa nula e com velocidade v;. Portanto, os portadores de carga no grafeno para
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grandes comprimentos de onda (ou baixas energias) nao sao descritas pela equagao de

Schrodinger, mas por uma equagdo de Dirac efetiva em (2+1) dimensoes, com massa nula.

Para obter esse modelo efetivo precisamos fazer as correspondéncias

0 0
qz — _ZE, qy — _Za_ya (256)

que equivale a aproximacao de massa efetiva, ou teoria de pertubacgao k- P [86] . Como

resultado dessa correspondéncia, o hamiltoniano (2.54) pode ser escrito agora como

Hy = —ihwé -V, (2.57)
H, = HE. (2.58)

O hamiltoniano completo consiste de matrizes 4 x 4 que levam em consideracao as

duas subredes e os dois pontos de Dirac. Utilizando a fungao de onda

N
e
U = l/’ﬁ, , (2.59)
Y
v
podemos escrever o hamiltoniano como
H = —ilwm ® v, (2.60)

onde 7y é a matriz unitaria. A equacao de Dirac efetiva apresenta dois pseudospins. Um

deles é representado pelas matrizes ¢ e esta relacionado as subredes A e B, o segundo
. . . . « . /

pseudospin identifica o grau de liberdade relacionando aos pontos de Dirac K e K, que

representamos pela notagao 7.

No proximo capitulo utilizamos os resultados desenvolvidos para a equacao de
Dirac e sua versao efetiva no grafeno para investigar a dindmica de uma particula na

superficie de um cone duplo.
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3 DINAMICA DE UMA PARTICULA NA SUPER-
FIiCIE DE UM CONE DUPLO

Neste capitulo investigamos a dinamica de uma particula em superficies conicas.
Esse tipo de superficie apresenta especial interesse devido a sua curvatura singular. Eles sao
alvo de estudo como defeitos topoldgicos em meios continuos, cordas césmicas e buracos
negros. Eles também sao estudados no contexto da fisica de materiais como o grafeno e
os isolantes topoldgicos, onde aparecem na forma de defeitos topoldgicos na estrutura do

material, como as declinacoes.

Apesar de haver interesse no estudo de superficies conicas, a grande maioria dos
estudos se limita a cones simples. Superficies de cones duplos, isto é, dois cones ligados
pelo vértice sao pouco estudados. Pesquisas recentes tem demonstrado que esse tipo de
superficie tem propriedades interessantes ligadas ao momento angular da particula [36].
Classicamente, o vértice dos cones funciona como uma espécie de filtro permitindo que
apenas particulas como momento angular nulo passem de um cone para outro. Ja no
regime quantico, a dependéncia com o momento angular aparece na forma de instabilidade

na funcdo de onda, em torno de j = 0, onde j é o nimero quantico de momento angular.

Inspirados por esses resultados, decidimos ampliar os estudos para o regime quantico—
relativistico. Para isso escrevemos o sistema de coordenadas para o cone duplo de forma a
unificar os dois cones em um unico tensor métrico, estendendo o dominio da coordenada
radial para todo o conjunto dos niimero reais. Isso nos permite desenvolver o formalismo
das tetradas para essa superficie e, desta forma, resolver a equacao de Dirac para os casos
de uma particula livre, bem como para uma particula carregada na presenca de um campo

magnético azimutal.

3.1 Sistema de coordenadas

Uma superficie conica pode ser construida, teoricamente, a partir de um defeito
inserido no plano, através de um processo tedrico de corte de uma regiao do plano e
colagem das arestas resultantes, processo conhecido como modelo de Volterra. Na Figura 3
vemos uma demonstra¢ao desse método para uma superficie conica simples. Uma fatia de
angulo A é retirada do plano e as arestas restantes sao coladas de forma a gerar um cone.

O espaco plano da Figura 3a é mapeado através do tensor métrico em coordenadas polares

ds? = dr?® + r2de”. (3.1)

No sistema de coordenadas polares, a coordenada radial r tem dominio [0, c0), ja

que é uma medida da distancia da origem até o ponto. Ao colarmos as arestas para formar
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(a) (b)

Figura 3 — Método de Volterra para a formagao de uma superficie conica. Em (a), uma fatia com
angulo A é retirada de uma superficie plana e as arestas restantes sao unidas formando
uma superficie conica (b). Esta superficie pode ser mapeada em coordenadas esféricas
considerando 6 constante.

a superficie cOnica, a coordenada radial permanece com o mesmo dominio, mas agora é
medida na superficie do cone. Por outro lado, a coordenada angular ¢, que originalmente
tem dominio (0, 27), acaba ficando restrita a (0, 2m — \) quando retiramos uma fatia de
angulo \. E conveniente, entdo, redefinirmos a coordenada angular para o cone de forma a

recuperarmos o dominio original. Fazemos isso através da mudanca de coordenadas

/ A
o =0¢ 1i% , (3.2)

onde o sinal + ou — equivale a insercao ou retirada de uma fatia, respectivamente. Com

esta mudanca de coordenadas, o tensor métrico se torna

ds* = dr? + o*r*d¢?, (3.3)

onde a =1+ % = sen(f) e a coordenada angular ¢ recupera o dominio original [0, 27),

’ / ’ . ’
uma vez que ¢ = 0 para ¢ =0 e ¢ =27 para ¢ = 27 — \. O tensor métrico resultante é
equivalente ao tensor métrico euclidiano em coordenadas esféricas com a coordenada €

tomada constante, como era de se esperar.

Este sistema de coordenadas mapeia perfeitamente bem a superficie de um cone
simples. No entanto, algumas dificuldades surgem quando consideramos a superficie de um
cone duplo, que consideraremos como sendo duas superficies conicas simples unidas pelo
vértice. Neste caso, o sistema nao pode mais ser visto do ponto de vista das coordenadas

esféricas com 6 constante, uma vez que teremos dois valores diferentes para #, um para
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cada cone. Seguindo esse ponto de vista, deverfamos olhar para o problema tratando um

cone de cada vez, o que equivale a resolvermos duas vezes o problema do cone simples.

Figura 4 — Sistema de coordenadas para a superficie de um cone duplo.

Simplificamos bastante o problema do cone duplo se notarmos que é possivel
mapear essa superficie simplesmente estendendo o dominio da coordenada radial para
todo o conjunto dos numeros reais, como mostra a Figura 4. A diferenga bésica é que
agora o versor radial, que chamaremos de [, tera projecao no eixo z sempre apontando
no sentido positivo desse eixo. Como o dngulo 6 é tomado como o angulo entre o versor
é; e o0 versor €, ele serd uma constante neste novo sistema de coordenadas. Perceba que,
todos os trés versores no cone inferior apontam na dire¢ao oposta aos seus equivalentes no
sistema de coordenadas esférico. Devemos ficar atentos a esse fato quando determinarmos

posteriormente expressoes para quantidades fisicas, como o campo magnético.

Este novo sistema de coordenadas nos permite lidar com dois cones de forma
integrada. Como o modulo da distancia entre dois pontos neste espago é sempre um

numero positivo, devemos ter

dr =dl é+ a|l| do é,. (3.4)
O quadrado do elemento de linha nos da o tensor métrico deste espago como sendo

ds? = dF.d7 = dI* + o |I|” d¢?. (3.5)

Com esses resultados somos capazes de modelar e investigar um sistema fisico em
uma superficie de um cone duplo. Iniciaremos nossos estudos apresentando os resultados

para o caso classico de uma particula livre do ponto de vista das equagoes de Hamilton.
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3.2 Equagao de Movimento Classica

O primeiro sistema que investigaremos é o caso de uma particula livre na superficie
de um cone duplo do ponto de vista do formalismo classico de Hamilton-Lagrange [36],
que nos dardo uma visao do comportamento classico de uma particula nesta superficie.
Considere, entao, uma particula livre, de massa m, se movendo livremente na superficie

de um cone duplo, livre da influéncia de potenciais. A lagrangeana desta particula é

mi2  ma2l24?
2 2

L= (3.6)

Como o sistema esta livre da influéncia de potenciais, os dois termos no lado direito
da equagao (3.6) se referem a energia cinética da particula. O primeiro termo nos da a
energia cinética linear, na direcao de [. Enquanto o segundo termo, representa a energia

cinética de rotagao, na direcao de ¢.

A partir dessa lagrangeana, obtemos a expressao para o hamiltoniano do sistema

H = Zpiqi — L, (3.7)
i
que é dado por
2 2
b Dy
H=-— 3.8
2m  2ma?l?’ (38)
onde p, = %;ﬁ = ml é o momento linear e Py = % — ma?l%$ é o momento angular. As
equacao de Hamilton serao, portanto
. OH
j=2= =2 (3.9)
dpp m
0H Doy

h=— = : 3.10

¢ Ipy  ma?l? (3.10)
Um comportamento interessante surge quando olhamos para o caso onde o momento

angular é conservado, ou seja p, = j = const. Considere, inicialmente, j = 0. Neste caso,

a equagdo de movimento, dada por (3.9), resulta na seguinte relagao

di.
- =— 3.11
it (3.11)
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Figura 5 — Trajetéria de uma particula livre classica na superficie de um cone duplo considerando
momento angular j nula. Fonte: referéncia (36).

que tem como solugao

1=1,+ 2, (3.12)
m

onde [y é o valor da coordenada radial [, no instante ¢t = 0. De acordo com essa solugao,
no caso do momento angular nulo, o movimento da particula descrevera uma trajetéria
retilinea, passando de um cone para outro. Ja no caso de termos momento angular nao
nulo, mas constante, a equagao de movimento é encontrada a partir da expressao para a

energia do sistema

mi? j
FE = 1
2 + 2ma?2(?’ (3.13)
que pode ser escrita como
2F J
=4+ —@t+0C)2 4+ ——— 3.14
— (t+C)2+ pypy-t (3.14)

onde o sinal + ou — se refere ao cone superior e inferior, respectivamente, e C' é uma
constante de integragao determinada pelas condigoes de contorno. Um fato interessante
que surge nesta solugdo é o surgimento de uma solucao para cada cone. A trajetoria
da particula fica entao confinada ao cone de onde ela iniciou seu movimento, ndo sendo

possivel para ela acessar o outro cone (Figura 6).

Percebemos, entdao, um comportamento inusitado nas trajétorias classicas. O vértice

da superficie conica age como uma espécie de filtro, permitindo que apenas particulas com
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Figura 6 — Trajetéria de uma particula livre classica na superficie de um cone duplo considerando
momento angular j ndo nulo e constante. Fonte: referéncia (36).

momento angular nulo passem de um cone para o outro, seguindo uma linha reta. Uma
pequena pertubacao arbitraria no valor do momento angular modifica completamente o
comportamento da particula na superficie, levando a trajetorias curvas confinadas em um
dos cones. Tal comportamento é apontado na referéncia [36] como sendo uma solugao
instavel de Lyapunov, ou seja uma modificagao abrupta de comportamento gerado por

uma mudanc¢a minima em um dos pardmetros, neste caso, o0 momento angular.

Diferentemente do caso classico, sabemos que os valores permitidos do momento
angular de uma particula livre no caso quantico, deve ser quantizado. Vejamos entao como
o momento angular influenciara as solugoes aceitaveis para o problema quantico resolvendo

a equacao de Schrodinger para este sistema.

3.3 Equacao de Schrodinger para a particula livre

Considere, agora, o mesmo sistema de uma particula se movendo livremente, na
auséncia de potenciais, em uma superficie de um cone duplo e analisemos a solugao da
equagao de Schrodinger para este sistema. O hamiltoniano (3.8) escrito em termos dos

operadores momento linear p; e momento angular 7, nos levam a relagao

2m = 2ma?l?

b’ 5
(504 G ) W0.0) = EW(.0), (3.15)
Conforme apontando por Kowalski e Rembielisnky [36], a andlise da extensao

auto adjunta para o caso do cone duplo leva a um defini¢cao dos operadores quanticos de

momentos linear e angular da seguinte forma:

g 1
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I = —ihg—i. (3.17)

Ficamos, entao, com a equacao diferencial

(o 1\°
S A I . L 1
( 2m (8[ i 21> 2mal? 8¢2) ’ (3.18)

U 10% U 1 0°U  2mE
Loy _10% 2 _ by 1
o 1ol TIE  Parog T a2 (3:.19)

Resolvemos esta equagao diferencial utilizando o método de separacdo de variaveis.
Consideramos, entdo, a fungao de onda ¥(l, ¢) como sendo o produto de duas fungoes que
dependem de cada uma das coordenadas, ou seja U(l, ¢) = f(¢)1;(1). A solucao da parte
angular ¢ facilmente encontrada resolvendo a equagao diferencial (3.17), de onde obtemos

a relacao

f(¢) = €%, (3.20)

com nimero quantico de momento angular j sendo um nimero inteiro mais um meio. A
funcao de onda ¥ é autofungao do momento angular com autovalor jh. Nos resta entao
encontrar a solugao para a parte radial da fungao de onda. Fazemos isso substituindo a

solugdo separavel na equagao diferencial (3.19). Encontramos o seguinte resultado

52 10 omE 141
@?/)](l) + ia’l/)](l) + ( m — 4 a ) QZJJ(Z) = 0 (321)

Essa equacao é conhecida como equagao de Bessel e tem como solugao

2mkE
() =C1J l 3.22
1/)]( ) 1 \/%_i_;a_z ( 2 ) 3 ( )
onde J é a funcao de Bessel de primeiro tipo e C} é uma constante de normalizagao.

Evitamos solugoes do segundo tipo pois elas divergem na origem do sistema de coordenadas.

Como vimos na segao anterior, a solugdo para as equagdes de movimento no caso
classico apresenta uma solucao instavel em torno de j = 0, tendo como resultado, um

movimento confinado em um dos cone para uma particula com momento angular nao nulo,
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e exigindo momento angular nulo para que uma particula transite de um cone para outro.
E interessante avaliarmos agora como se comporta a solugio do caso quantico, uma vez
que o momento angular agora assume valores quantizados. Vejamos inicialmente como
se comporta a fungdo de onda no vértice dos cones. A funcao de Bessel em [ = 0 pode

assumir os seguintes valores:

J,(0) = 0, v>0 e v(€EZ)<O
J,(0) = 1, v=0 (3.23)
J,(0) — oo, v(€7)<0

onde v ¢é o indice da fungao de Bessel, que no nosso caso vale v = \/}1 + aﬁz Como j é
composto por valores inteiros mais um meio, v sempre sera maior do que zero, o que implica
que a funcao de onda serd nula na origem. Portanto, a probabilidade de encontrarmos a
particula na origem é nula. Apesar disso, o momento angular ainda apresenta uma grande
influéncia sob o comportamento da fungao de onda. A equacao diferencial (3.21) para

7 =0 tem a seguinte forma

0? 10
@%(1) + ja%(l) + <

2mE 1
h? 4]?

) doll) = 0. (3.24)

A solugao dessa equacgao diferencial é

2mE 2mE
Asen< %l)-i-BCOS( 7;; l)

onde A e B sdo constantes de integragao e levamos em consideragao que tanto J% (2) =
\/ =sen(z) como J_%(z) = /=2cos(z) sao solugdes da equagdo (3.24). A solucdo para

J # 0 foi encontrada em (3.22). A func¢ao de Bessel com indice negativo também é solucao

os(l) = %

(3.25)

da equagao de diferencial (3.21), no entanto, para o caso de j # 0, o indice da fungao
de Bessel é menor do que _71, o que leva a estados nao normalizaveis, O que nao pode
representar a solucao de um problema em mecéanica quantica. Considerando, entao, a

solugao para j # 0 e tomando o limite de j — 0, teremos como resultado

_ 1 2mkE

Assim como no caso cléssico, a solucao da funcao de onda no problema quantico

apresenta um comportamento instavel em torno de j = 0. Para 7 = 0 a solugao é dada
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como uma combinacao de senos e cossenos. Mudando o valor do momento angular para
um valor proximo de 0, a influéncia do cosseno na fung¢ao de onda desaparece, restando

uma solu¢ao dominada pela fungao seno.

Esses resultados interessantes para os casos classico e quantico nos motivou a
investigar o comportamento de uma particula em um cone duplo para o caso relativistico,

resolvendo a equagao de Dirac. Apresentamos esses resultados na préxima se¢ao.

3.4 Equacao de Dirac para a particula livre

A dinamica quantico-relativistica de uma particula livre, de spin %, na superficie
de um cone duplo, é dada pela equaciao de Dirac (2.40), onde devemos escrever as matrizes
7" no espago curvo de acordo com a relagao (2.39), bem como levar em consideragao a
conexao espinorial (3.31), conforme explicado na secao 2.3. Precisamos, entéo, desenvolver

a teoria das tetradas para o sistema de coordenadas do cone duplo.

O tensor métrico da superficie de um cone duplo em (2+1) dimensoes, é dado por

-1 0 0
0 0 %P

Para escrever a equagdo de Dirac em um espago curvo utilizamos os elementos

a
1

sao encontrados a partir da relagao (2.34), considerando que a métrica do espago plano

e(x), que intermeiam a relacdo entre a equac¢ao no espaco plano para o espaco curvo. Eles

como 7, = diag(—1,1,1). No nosso problema, temos os valores nao nulos

e =1, el =1, el =alll. (3.28)

De posse desses elementos, determinamos o campo de tetradas

N0 N1 )2
0" = dt, 0 =dl, 0 = a|l| do. (3.29)
Para encontrar a conexao espinorial, precisamos determinar os valores nao nulos

da conexao de spin w,q a partir da equagdo de estrutura de Cartan (2.38). Encontramos

110 11O0SSO caso

Wep21 = —Wea1 = Q. (330)
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Isso nos leva a conexao de spin

Qp = —%aag- (3.31)

As matrizes v* no espago curvo sao escritas em termos das matrizes v, definidas

no plano, por meio da relagao (2.39). Utilizando (3.28), temos

2
P =1 A=A A= olell (3.32)
Determinadas essas quantidades, somos capazes de escrever e resolver analiticamente
a equagao de Dirac. Escrevemos a equagao (2.40), com a conexao espinorial encontrada
em (3.31) e as matrizes de Dirac definidas em (3.32). Escolhemos proceder os célculos
utilizando a equagao de Dirac em sua forma quadratica (2.46), na auséncia de potenciais,

ou seja

c2

2
—12V2) — 2hQpid — B2 Q0 + <m2 2 E—) Y = 0. (3.33)

Como comentado na secao 2.2, podemos simplificar os calculos em casos bidimensi-
onais definindo o grau de liberdade de spin através do pardmetro s. Seguimos, entao, a

transformacao

oAt Yyt =0, vyt = so”. (3.34)

Qy = —Laso®, (3.35)

Para procedermos com os calculos precisamos confirmar qual é a forma do operador

de Laplace—Beltrami para as coordenadas do cone duplo. Esse operador é definido como

vQ

0
ozt

_ \/% (mgw%> ' (3.36)

com g = det(g;;). O laplaciano no nosso caso sera, entao,



Capitulo 3. Dindmica de uma particula na superficie de um cone duplo 42

o _ L 0 oy, L 9 19
Vo= e Mog ) iraae o Eazag
? 10 1 o

= — 3.37

92 Tl Pa?ogt (3.57)

onde usamos o resultado %|l| = % Aplicando o operador (3.37) em (3.33), encontramos
0% 10 1 9? so3 0 h? E?

2|2l -y i Ly Ly 22 -2 )W =0. (3.38

o TTal T razogr |t T aras” T ap +<mc c2> (3:38)

A invariancia rotacional da equacdo de Dirac no cone duplo nos permite escolher
solugdes com energia positiva que sao autofungoes do momento angular com autovalor jh.

Sendo assim, escolhemos o ansatz

W(t,1,¢) = e7%;(1). (3.39)

Substituindo esse ansatz na expressao (3.38) e apds algumas manipulagoes algébri-

cas, chegamos a

10 L[ s 4 1
{0l 2|2 « 4

K P +—]¢+K%=o7 (3.40)

onde

1
K2 = W(EQ — m204). (341)
C

3 ¢ a matriz indentidade, e ambas comutam,

Como as Unicas matrizes atuando sdo o
podemos diagonaliza-las simutaneamente. Portanto levando em conta que o3¢ = A\, onde
A = £1 sdo os autovalores de o correspondentes as componetes 14 e ¢g do espinor

)

respectivamente. Teremos

0? 10 V2
@wﬁ-ja —1—22/)+K2¢=0, (3.42)

onde

y— (i _ %) | (3.43)
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A equagao (3.42) é uma equacgao de Bessel que tem como solugao regular na origem

b(KL) = CyJ, (K1), (3.44)

onde Cy é uma constante de normalizagao.

A funcao de onda é do mesmo tipo da obtida na solucao da equagao de Schrodinger.
A mesma analise que fizemos em relagdo ao comportamento da funcao proximo de j é
valida aqui. No regime cléssico, a solucao é instavel em torno de 7 = 0. Para demonstrar a

validade dos resultados obtidos é interessante encontrar a fun¢ao de onda no limite nao

2

relativistico. A energia nao—relativistica, que chamaremos de € é definida como € = E—mc?,

quando E ~ mc?. Neste limite, a componente superior da funcao de onda, isto é 14 é muito
maior do que a componente inferior ¢ ( podemos confirmar esse resultado observando
as expressoes em (2.22)). Portanto, desconsideramos a componente )5 e reescrevemos a

solugao para a componente 1,4, isto é, reescrevemos a equagao (3.42) com A = +1 como

c? 0? 10 1<j s
10l 2\a 2

2
m ﬁl/fA +otha— 5 = — —) z/JA] = —%z/)A. (3.45)

O termo de energia fora dos colchetes pode ser reescrito como

c? 1 2mc? 1 1 (3.46)
(BE+mc2)  2m \e+2me2) 2m \1+ 55 )" ’

2mc?

No limite nao relativistico esse termo pode ser expandido em séries de potencias

resultando

1 1 1 € € \?2
2m (1 + == ) ~om (1 © 2me? * (2m02> i ) ' (347)

2mc?

Considerando apenas o primeiro termo, ficamos com a seguinte equagao para a

funcao de onda no limite nao relativistico

0? 10 1 (52 sj 1 2me
[@ﬁm + 7@%1 2 (@ ~ % + 4_1) w] + ?IM =0. (3.48)

Esta é essencialmente a mesma equacao que obtivemos na resolucao da equagao
de Schrodinger a menos do termo 2L. A equacao de Schrodinger, calculada conforme

2a
a referéncia [36], teve o seu operador de momento linear modificado com o objetivo de
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se tornar auto—adjunto. Nés nao utilizamos esse operador modificado aqui, pois toda a
informacao da geometria ja esta incorporada a equagao de Dirac por meio da métrica
e da conexao espinorial. Nao sendo necessario entao modificar o operador para torna-lo

auto—adjunto.

A solucao da equacao de Dirac para o caso da particula livre no cone duplo apresenta
simetria em relagdo aos cones. Apesar de identificarmos um comportamento instavel em
torno de j = 0, nao conseguimos identificar nenhuma grande diferenga na dinamica da
particula em cada cone. E isso era de se esperar, uma vez que a dinamica de uma particula
livre em uma superficie é independente da orientagdo da superficie no espago. No entanto,
quando consideramos a presenca de campos no problema, a orientagao da superficie em
relagdo ao campo passa a ser importante. Com isso em mente, vamos analisar na préxima

secdo o problema de uma particula carregada sob a influéncia de uma campo magnético.

3.5 Niveis de Landau

Figura 7 — Superficie de um cone duplo sob influéncia de um campo magnético azimutal uniforme
na direcao do eixo z.

Nesta secao, estudaremos os efeitos de um campo magnético azimutal, B = Bé.,
experimentado por uma particula carregada na superficie de um cone duplo (Figura 7).
Como vimos na sec¢ao 2.3, o campo magnético é adicionado a equagao de Dirac na forma
do acoplamento do potencial vetor A,, de acordo com a equagio (2.42). Precisamos entao
determinar o potencial vetor na geometria do cone duplo. O valor do potencial vetor é
escolhido de forma a satisfazer a relagao B =V x A. De acordo com o elemento de linha

(3.4), podemos escrever o rotacional de A como

1 él Oé|l|é¢ éz
Vi 1 o) o) 0
Al Oé|l|A¢ Az
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Para um campo magnético azimutal, nos resta

1 0

VxA=Bye,=——— (a|l| Ay) &, 3.50
X o€ a|l|8l(a|’ ¢)67 ( )
que implica em
Byl
Ay = 7“@4). (3.51)

De posse do potencial vetor magnético, podemos partir para a resolucao da equagao

de Dirac. Partimos da forma quadratica

2
—AVPT — 2ihQup, U + 260 AT — 25 AU — P00 + A AT
C C C

. € k 2o E? .
—is—piAjeipo" W + | mic” — — | ¥ = 0. (3.52)
c c
Substituindo a expressio para V? dada pela equagio (3.37), juntmente com as
quantidades €2y em (3.31) e Ay em (3.51), e levando em consideragao também que as
quantidades que aparecem na expressao (3.52) com indices latinos sao definidas no espago

local, encontramos

2 19 1 0 i o 19
JE— 2 R— [ — —_——— J— ) —_—— — —‘ —
g [812+18l+12a26¢2]q] zm( 20‘3a|z|>< Zhoz|l|8qb>qj
_eQ [ Bol i ol L i o) eQ [ Bol 10
2ih e (22 [~ LasZ ) —n? [ —LasZ ) w—2%C (290 (—in— ) @
ih c ( 2 >< 2a8a|l|> h ( 2asa|l| c \ 2 Zhoz|l|5qz5

2 (Byl\? ' . E?
¢ <_0> g Qs (~inV x &) + <m202 - —) U =0. (3.53)

2\ 2 1 c?

Aqui, destacamos o sinal da carga da particula na forma do parametro (). Esse
parametro vale -1(+1) para particula(antiparticula). Com isso, e agora é o valor absoluto
da carga elétrica da particula. A partir da equacgado diferencial acima, ja conseguimos
perceber como o sistema de coordenadas do cone duplo, com o dominio da coordenada
radial estendido. Vemos a presenga tanto da coordenada [ como do seu valor absoluto |].
Sendo assim, nao podemos mais simplesmente cancelar a divisao desses valores. Uma boa

estratégia para lidar com essas divisoes é definirmos o novo pardmetro

(3.54)

[ +1, para o cone superior
—1, para o cone inferior
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Além de facilitar os calculos, a presenca desse parametro mostra de que forma
o campo quebra a simetria entre os cones. Utilizando, entdo, esse novo pardmetro e

novamente considerando os autovalores de o como ), ficamos com

02 10 1 52 A 0 sheQnB, i)
A B P RA NG it/ Y AT
o T 1ol T Pa2ogr TYaroe. T 2he 2]
eQnBy 9 e (Byl\’ seQ) m2ct — B2 )
1 —V+—(—] V- —AByVY ——— |Pv=0. (3.55
i ahc 0¢ * h?c? \ 2 he 0 + h?c? (3:55)
Utilizando o ansatz ¥(t,1, ¢) = e“?1);(1), chegamos a
d? 1d M? eBo\?
Lo oLy By K — (222 2y —o, .
AR TR ER <2hc> Fo=10 (3.56)

onde

. 2
j s\ eQQn DBy E? —m2c

MZ= (L -2 K, = N _— N

! (a 2 ) ’ ! he h?c? ’ !

I
/N

|~

_|_

w
| &
N————

—
o
Ut
\]

S~—

. . ~ s B
Simplificamos essa expressao fazendo a mudanca de variavel {( = <e| 0') 2 e

escrevemos na forma

!/

d? 1d M} K, 1
Tt el (3:5%)
onde redefinimos o parametro K; como
’ FLUf
K, =——K;. :
' el Bl (3:59)

Uma estratégia comum para resolver esse tipo de equacgao é propor uma solug¢ao
baseada no seu comportamento nos limites assintoticos. Baseado no comportamento da

equagao (3.58) nos limites ( — +o00 e ( — 0, propomos a solugao

b =e 2T F(C). (3.60)

Substituindo em (3.58), chegamos a

d2

& ,_|M1+1
d¢?

FQ+ (0t +1-0 ger@+ (K- Po <0 o

¢ i
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Tabela 1 — Estado quantico com respeito as energias das particulas no cone duplo, sob influéncia

de um campo magnético externo. Consideramos Q = —1 e b = +1.

. 7

U i 5.\ 2e|By|hc

+1 > —% +1 n

+1 <-1 41 n+i4ld

+1 >+5 -1 n+l

+1 <+ -1 n+li4ld

1 1

-1 >—5 +1 n+5+2

-1 < —% +1 n+1

1 o>+l a0 a4l
— 2 2 a

-1 < -l—% -1 n

Esta equacao é conhecida como equagao hipergeométrica confluente e F'(¢) é a fun-

R . M|+1 '
¢ao hipergeométrica confluente que pode ser expressa na forma F’ (# — K, |My|+ 1;¢ )
O espectro de energia é obtido exigindo-se que solugoes fisicamente aceitaveis precisam ser
normalizadas, o que resulta na necessidade de truncarmos a série hipergeométrica. Esta

condi¢ao nos leva a impor a relagao

oMy +1

n=K, T (3.62)

4 , . .~ . , ’
onde n é um niimero natural. A partir dessa condicao, substituimos os valores K, e M,

encontrados em (3.59) e (3.57), respectivamente e encontramos o espectro de energia

1 1(7 sA Qnblj  sA
E2 =9 B |2yl 27 2.4 )
ehc| 0|{n+2+2| 2|+ 5 -|—2 +m’c (3.63)

Um novo parametro, b, foi incluido para expressar o sentido do campo magnético
em relagdo ao eixo z, sendo +1(—1) para um campo magnético paralelo (antiparalelo) ao
eixo z. Como esperado do problema classico de uma particula carregada em presenca de
um campo magnético, uma inversao simultdnea do sinal da carga da particula (Q) e do

sentido do campo magnético (b) leva aos mesmos niveis de energia.

Muitos parametros influenciam o comportamento do espectro de energia. Para
uma melhor analise desses parametros, nés listamos na tabela 1 alguns resultados da
combinagao dos parametros 7, i e s.A. Podemos classificar os niveis de energia em dois
grupos. O primeiro grupo é composto dos niveis que nao dependem do niimero quantico
de momento angular e do pardmetro «, esses niveis aparecem nas formas n e n + 1. Esses
dois estados sao infinitamente degenerados e representam os mesmos niveis de Landau,
exceto o estado n = 0 que apresenta metade da degenerescéncia e permite estados com
modo zero, correspondentes a energia de repouso, £ = mc?. Os estados deste primeiro

grupo sao os mesmos que aparecem no caso de uma superficie plana, sem defeitos. No caso
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do cone duplo, esses estados estarao relacionados a orbitas classicas que nao englobam o
vértice em uma abordagem semicldssica, que sao chamados niveis de corpo. Os demais
estados, que aparecem na forma n + % + % ocorrem para energias diferentes do primeiro
grupo e estao relacionados a dérbitas classicas que englobam o vértice dos cones. Eles sao

chamados niveis de apice.

00018 00018+
00016 00016
000144 000144
£ 3
=1 bt
00012+ 00012
00010 000104
00008~ 0.0008 -
(a) (b)
Figura 8 — Niveis de energia para um valor fixo do campo magnético |By| = 1. Novamente
consideramos i = 6,582 - 10710V - 5, c =3-108m/sem = 9,11 - 1073 K¢ com os
pardmetros Q = -1, b=s=A=+1lej= —g. Niveis de corpo sao representados na

cor verde, enquanto os niveis de épice estao representados em roxo. Temos em (a) o
caso plano, ou seja a = 1, onde todos os estados sdo niveis de corpo. Em (b), temos o
cone duplo com «a = 0, 5, neste caso, niveis de dpice aparecem para o cone superior

(n=+1).

A introdugao do pardmetro n em (3.54) nos trouxe a vantagem de simplificar os
os célculos e, além disso, nos permite agora avaliar a influéncia do campo magnético em
cada cone. No caso da particula livre, a orientacao espacial dos cones nao influencia a
dindmica da particula. Quando introduzimos o campo magnético, percebemos que ele
acaba quebrando a essa simetria entre os cones, o que leva a diferentes niveis de energia
para cada cone. Esse fato é traduzido pelo parametro 7. Olhando com mais atencao para o
parametro 71 na tabela 1, percebemos que os niveis no cone duplo aparecem alternadamente
como niveis de corpo e de apice. Ou seja, se um dos cone apresenta niveis de corpo para
uma determinada combinacao de parametros, o outro cone terda necessariamente niveis de

apice para a mesma combinagao de parametros (Figura 8).

Os niveis de apice dependem do pardametro a. Este parametro nos da uma medida
do angulo de abertura da superficie conica e assume valores no intervalo 0 < a < 1. Neste
intervalo, percebemos que os niveis de energia se tornam mais largos quando comparados
ao caso plano. Percebemos também que existe uma simetria de “inversao” para uma

inversao simultanea de todos os parametros, conforme a tabela 1.
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Uma vez que ja conhecemos a solugao da equagao de Dirac para a geometria de
um cone duplo tanto no caso da particula livre como no caso dos niveis de Landau, vamos
dar um passo adiante e investigar a dindmica de um férmion sem massa em um nanocone

duplo de carbono. Esse serd o topico principal do proximo capitulo.



50

4 DINAMICA DE UMA PARTICULA NA SUPER-
FICIE DE UM NANOCONE DUPLO DE CAR-
BONO

Neste capitulo aplicamos o modelo efetivo desenvolvido na se¢ao 2.5, para o estudo
das propriedades eletronicas de nanocones duplos de carbono. Estudos recentes com
simulagoes computacionais indicaram que a obtencao experimental desse tipo de estrutura
é possivel, uma vez que sua energia de formacao é um pouco menor do que o caso do cone

simples [37].

Inicialmente, utilizamos a geometria do cone para determinar todas as quantidades
exigidas pelo modelo efetivo, utilizando o formalismo das tetradas. Em seguida, aplicamos
esse modelo para o problema de uma particula livre. Encontramos a densidade de estados
local, proximo ao vértice dos cones e mostramos que para algumas combinagoes dos tipos
de defeitos na superficie, a estrutura apresenta caracteristicas metalicas. Resolvemos,
também, o problema de uma particula carregada sob influéncia de um campo magnético
azimutal e obtemos os niveis de Landau correspondentes. Neste caso, separamos os niveis
em duas classes e mostramos como o campo magnético acaba selecionando a classe que

aparecera em cada cone.

4.1 Acoplamentos para o nanocone duplo de carbono

Para obtermos uma superficie conica de carbono, pensando no método de Volterra,
ks
3
processo, o hexagono na origem se torna um pentagono e atomos de mesma subrede sao

precisamos retirar fatias angulares que sejam multiplos de % (veja a Figura 9). Neste
conectados entre si. Podemos, também, adicionar uma fatia angular a superficie formando o
que chamamos de anticone. Neste caso, a origem sera composta de um heptagono. Estamos
considerando a inser¢ao ou retirada de apenas uma fatia, uma vez que estruturas conicas
com curvaturas maiores do que essas sao raramente observadas experimentalmente devido

a sua alta energia de formacao.

Na descri¢ao continua, os pentagonos e heptagonos na rede cristalina sao tratados
na forma de campo de gauge ficticios. Ja calculamos um desses campos na se¢ao 3.4, onde
obtivemos a expressao para a conexao espinorial (1, para a geometria do cone duplo. Um
segundo campo de gauge que devemos levar em consideracao é o campo @, encontrado a

partir da relacao

fa- dF = g#. (4.1)
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Figura 9 — Processo de Volterra para o nanocone duplo de carbono. em (a partimos de uma folha
de grafeno e retiramos uma fatia de angulo %. As ligagoes quebradas sao refeitas de
forma a obtermos um cone simples em (b). Neste processo de colagem atomos da
mesma subrede sdo conectados entre si. Em (c¢) dois cones sao ligados pelo vértice
para formar um cone duplo.

Quando o espinor é transportado por um angulo de 27 na superficie do cone, ele
é forcado a dar um salto na mesma subrede. Em analogia ao efeito Aharonov—Bohm,
essa descontinuidade é traduzida na forma do campo de gauge a. Precisamos, entao,
calcular qual o valor de @ para a geometria do cone duplo. Vamos, inicialmente, lembrar
do parametro a que nos dd uma medida do angulo de abertura do cone. Esse parametro é

definido como

A
a=1+—, 4.2
+ 2m (42)
onde A = £N% é o angulo da fatia inserida (+) ou retirada (—), sendo N a quantidade de
fatias inseridas ou retiradas para formar o cone duplo. Considerando a retirada ou insercao

de apenas uma fatia, podemos escrever a relagao

1=46(a—1). (4.3)
Esse valor unitario pode ser introduzido na equacao (4.1), sem perda de generalidade,

resultando em

745. dF = [£6 (0 — 1)] =72 = 437 (a — 1) 72, (4.4)

| S

A solucao dessa integral é dada por
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& aPan
o 708,

(d)

Figura 10 — Nanocones de carbono. (a), (b) e (c¢) sdo compostos de vértices pentagonais, sendo
que (b) tem coordenadas paramétricas (1,1) e (¢) (2,0). As superficies (d), (e) e (f)
sao compostos de vértices heptagonais, sendo que (e) tém coordenadas paramétricas

(1,1) e (f) (2,0).

g B le D 2, (4.5)
S
e
S = / dF = / (dié; + |I] adeéy), = 27]l]a. (4.6)

onde S é um comprimento de circunferéncia tomado na superficie do cone para um

determinado valor de [. Ficamos, entao, com o seguinte campo de gauge

3(()z—1)7_2

5 ol (4.7)

a¢:

Podemos, ainda, considerar um cone contendo dois pentagonos ou dois heptagonos
no seu vértice (veja Figuras 10 e 11). Nestes casos o campo de gauge serda dado através da

relacao

2, (4.8)

jl{c'i.df':ﬂ[l—z(n—m)
. 3
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Como agora precisamos retirar ou inserir duas fatias para a formacgao do defeito,

encontramos, a partir da equacao 4.2, a relagdo unitaria

1=43(a—1). (4.9)

Esse valor unitario é, entao, inserido na expressao (4.1) e encontramos o valor do

campo de gauge para a situacdo de dois defeitos como sendo

CL¢::|: 3

(d) () (f)

Figura 11 — Nanocones duplos de cabono construidos pela justaposi¢ao das superficies na Figura
(10).

Os parametros (n,m) sao as coordenadas paramétricas dos centros dos defeitos na
rede do grafeno. E um fato conhecido que os efeitos dos defeitos topolégicos na superficie
do grafeno sao dependentes da posicao relativa entre os defeitos. Esta sensibilidade pode ser
classificada por uma regra de combinacao em (n —m), conforme demonstrado na referéncia
[30]. Duas classes de defeitos sao diferenciadas a depender de n —m ser um miltiplo de trés
ou nao. Escolhemos um exemplo para cada uma dessas classes. Para a classe n # m(mod3),
escolhemos a estrutura (1,1) e para a classe n = m(mod3), escolhemos a estrutura (2,0).
Investigaremos, entao, seis diferentes estruturas, trés com defeitos pentagonais e trés
com defeitos heptagonais, conforme podemos ver nas Figuras 11. A titulo de comparacgao

também analisaremos o caso do cone simples, conforme vemos na Figura 10.
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4.2 Particula livre na superficie de um nanocone du-

plo de carbono

Agora, podemos escrever a equagao de Dirac efetiva para o caso da particula livre

na superficie de um nanocone duplo de carbono como

laq’p@ — tha'Q; — ho'a; — —] v = 0. (4.11)
vr

Para encontrarmos a forma quadratica desta equacao, a multiplicamos pelo operador
O']pj — ZhO’JQj — hO’JCLj + —. (412)
vy

e apo6s alguns céalculos encontramos

2

E

pipiV — 2ihp; ¥ — 2ha;pip — BP0 + 2ih°Qa; ¥ + DPa;a, 0 — — U = 0. (4.13)
v
f

Usando as matrizes 7" em (3.32), a conexao espinorial (3.31) e levando em conta

que os campos de gauge (4.10) e (4.8) tém apenas componentes em @, teremos

9 10 1o b9 2ay O
~ lyo o g 22 Ty
" 1ol Paroir aos T all0e
A S R E T, (4.14)
A2 1| ¢ 7 '

onde definimos

2 [ E ’ -
k* = (h_vf> . (4.15)

Escolhemos novamente trabalhar no ansatz

Ui, 6) = 70,). (4.16)

Podemos, agora, diagonalizar a equagao (4.14) levando em conta que os tnicos

2

operadores agindo no k spin sao 72 e 7% que vem do campos de gauge (4.10) e (4.8),

respectivamente. Portanto podemos substituir o seu autovalor 7 = £1, que vale +1(—1)
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para o k spin K(K'). De forma andloga, a matriz 0 que age no pseudspin é substituido
pelo seu autovalor o = +1, onde o sinal +1(-1) estd relacionado a sub rede A(B). Aplicando

esses resultados, encontramos

92 19 2 jo 2jTa,
~ Y T I T ra T aEY T e W
!/ 1 2
1 a.,0T Q .
+ it T e — K =0, (4.17)

onde definimos

4 = 3(a—1)

$= "5 o Dbaraum defeito, (4.18)
e
/ 3(a—1 2
a5 =—5 (o - ) [1 —3 (n — m)] , para dois defeitos, (4.19)

com o objetivo de tornar explicita a dependéncia da coordenada radial (I) com os campos

de gauge. Reorganizamos, entdo, os termos da equagao (4.17) e a reescrevemos na forma

0? 10 v?
Vit gt EYt Kby = 0, (4.20)
onde
‘ 2
v’ = (é — Ta:b - %) : (4.21)

A equagao (4.20) é claramente uma equagao de Bessel , cuja solugao regular na

origem ¢é dada por

Y;(l) = Csd,(kl), (4.22)

onde (5 é uma constante de normalizacao. E importante notar que o resultado obtido
aqui reproduz os resultados conhecidos para o grafeno plano e para o nanocone simples

de carbono [30, 87, 88]. Se considerarmos a = 1, os campos de gauge (4.10) and (4.8) se

1

anulam e levam a uma fungao de Bessel com indice j — 5, como esperado para o caso

plano.

O sistema de coordenadas unificado do cone duplo nos possibilita lidar com dife-
rentes cones na mesma estrutura e, desta forma, combinar suas propriedades. Na préxima

secao exploramos as propriedades eletronicas para algumas dessas combinacoes.
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4.3 Densidade de estados local

Uma quantidade importante que caracteriza as propriedades eletronicas e de
transporte é a densidade de estados (DE). Ela nos dd informagao sobre o nimero de
estados disponiveis para serem ocupados por intervalo de energia em cada nivel de energia.
Desta forma, a DE revela as caracteristicas de conducao do material, se ele é metalico,

isolante ou semicondutor.

Como estamos focando nossa atencao em superficies conicas, que, no limite continuo,
apresenta curvatura singular, vamos olhar mais atentamente para a densidade local de
estados (DLE) préxima do vértice dos cones. Como apontado na referéncia [30], a DLE na
teoria do continuo pode ser escrita, por analise dimensional, para uma estrutura conica

como

Tabela 2 — Valores de « e a;”- para diferentes estruturas com defeitos pentagonais e heptagonais,
como ilustrado na Figura 11. Também listamos os valores correspondentes de 1.

Tipo de defeito Q a;s Vo

1 pentagono 5/6 3/10 —1/5
2 pentagonos (1,1) (n # m(mod3)) 2/3 1/4 0

2 pentagonos (2,0) (n = m(mod3)) 2/3 3/4 —1/2
1 heptagono 7/6 =3/4 =2/7
2 heptdgonos (1,1) (n Z m(mod3)) 4/3 —-1/8 —1/4
2 heptagonos (2,0) (n = m(mod3)) 4/3 -3/8 —1/2

dn fo(|%[7)
— | == 4.23
dE|,~ “whul (4.23)
onde fy(|k|l) é a fungao de escala
kil |k
fa([k|1) = (4.24)

202200 (g + 1)2°

Como k é proporcional a energia E (veja a equacao 4.15), a DLE serd proporcional
a|E |2V°+1, onde vy é o valor do indice v da fun¢do de Bessel que minimiza 2v + 1 em
uma dada classe. Para uma dada classe, os valores permitidos de v (4.21) dependerao dos
parametros j, 7 e 0. A combinacao desses valores que minimiza v, define . Os valores de

Vo para todos os cones considerados aqui sao listados na tabela 3.

A DLE em termos da energia é mostrada na Figura 12. Consideramos estruturas
com defeitos pentagonais e heptagonais, sendo tanto superficies com um tinico cone como
cones duplos, combinando diferentes tipos de defeitos. E importante mencionar que, para

todos os cones considerados aqui, o valor do nimero quantico de momento angular j que
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— — 1 pentagono.
—— 2 pentagonos (2,0).
----- 2 pentdgonos (1,1).

— — 1 heptagono.
—— 2 heptégonos (2,0).
----- 2 heptagonos (1,1).

— — 1 pentagono.
— 2 pentdgonos (2,0).
----- 2 pentagonos (1,1).
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Figura 12 — Diagrama esquematico da densidade de estados préximo do vértice do cone de acordo
com as equagoes (4.23) e (4.24). Plotamos a DLE para cones com defeitos pentagonais
em (a), (c) and (e), onde (a) s@o superficies de cones simples, (c) sdo superficies de
cones duplos idénticos e (e) contem combinagoes de diferentes cones com um cone
do tipo (2,0). A mesma sequéncia é seguida para estruturas heptagonais em (b), (d)

and (f).

minimiza 2vy 4+ 1 é sempre :I:%, que sao estados com momento orbital angular zero. Isto

se deve ao fato de que estamos olhando par a DLE proximo ao vértice do cone, e esses

estados sao mais concentrados nesta regiao.

As DLE para cones simples com defeitos pentagonais e heptagonais sdo mostradas

nas Figuras 12a e 12b, respectivamente. Como podemos ver, a DLE mostra uma dependén-

cia direta com o tipo de defeito na superficie. A Figura 12a reproduz os resultados obtidos

na referéncia [30], neste caso o cone com 2 pentdgonos do tipo (1,1) tem a mesma DLE

linear do grafeno plano, enquanto a estrutura (2,0) apresenta DLE plana e nio nula na

energia de Fermi. Conforme vemos na Figura 12b, para o caso de defeitos heptagonais, a

DLE plano préximo da energia de Fermi também ocorre para a estrutura (2,0), no entanto

a DLE linear nao é reproduzida em nenhum dos casos. O ganho na DLE observado nas

estruturas (2,0) ocorre devido a fun¢do de onda se tornar mais fortemente concentrada no



Capitulo 4. Dindmica de uma particula na superficie de wm nanocone duplo de carbono 58

vértice ao passo que 2v + 1 decresce. A classe que apresenta o valor minimo de 2v + 1,
quando comparamos vy para todas as classes, é a classe n = m(mod3). Como a estrutura
(2,0) é o nosso exemplo desta classe, ela apresentara o minimo de 2v 4+ 1. Mais especi-
ficamente, para esta estrutura teremos o = 2/3 e a:b = 3/4, isso leva a vy = —1/2, e
consequentemente 215 + 1 = 0. O mesmo acontece com a estrutura (2,0) com dois defeitos
heptagonais, onde o = 4/3 e a; = —3/8. Nestes casos, o defeito topoldgico mantem a

caracteristica condutiva do material (i.e. semimetélica) da estrutura.

A DLE dos cones duplos sao mostradas nas Figuras 12c¢ - 12f. Nas Figuras 12¢
e 12d consideramos com o mesmo tipo de defeito topolégico em cada um dos cones. A
DLE nesses casos nao muda seu comportamento, e o resultado é simplismente o dobro do
resultado obtido para os cones simples, como esperado. Um resultado mais interessante
surge quando combinamos diferentes defeitos na estrutura, como ilustrado nas Figuras
12e e 12f. Nesses casos, a DLE é o resultado da combinacao do comportamento dos dois
diferentes cones. Escolhemos como exemplo as combinagoes onde um dos cones é do tipo
(2,0). Como resultado, a estrutura (2,0) leva a DLE nao nulas préximo da energia de Fermi,

e portanto traz um comportamento metalico para a estrutura.

4.4 Espectro de energia para nanocones finitos

Se consideramos cones finitos de geratriz [ = L, a fungdo de onda para [ > L deve

ser nula. Sendo assim, a condi¢ao de contorno para as bordas do cones deve ser

Y;(L) =CJ, (kL) = 0. (4.25)

Para que essa relagao seja valida, o argumento da funcao de Bessel, kL, deve ser

um zero do fungao de Bessel. Isso nos leva a um espectro de energia discreto dado por

hv F
Eynj = Jun 7 (4.26)
onde j,, € o n—€ézimo zero da fungao de Bessel de ordem v.

Na Figura 13 mostramos o espectro de energia para o caso de cones finitos. Con-
sideramos o espectro ao valor mais baixo de j, que dd uma fun¢do de onda que é mais
concentrada no vértice do cone. Neste caso, v = vy. E possivel ver que o espectro de energia
do cone depende do defeito topologico presente na superficie, apesar de cones diferentes
poderem ter o mesmo espectro de energia, como é o caso de dois pentdgonos (2,0) e dois
heptdgonos (2,0). Pontuamos que a geratriz do cone, L, pode ser usada para controlar o

intervalo entre os valores de energia subsequentes.

Para o caso do cone duplo temos dois valores de L, um para cada cone. Como o

espectro de energia depende de L e do tipo de defeito topoldgico na superficie, existem
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Figura 13 — Espectro de energia para superficies de conicas. Em todos os casos, consideramos
L =50 nm, vp = 10° m/s and v = vy.

muitas possibilidades de combinagoes de cones com os mais variados espectros de energia.
Portanto, podemos escolher dois cones especificos em um cone duplo e desta forma controlar
o transporte eletronico entre eles. Do ponto de vista classico, dois cones sao conectados
por estados com momento angular zero. No regime quéntico, o estado de momento angular
mais baixo é mais concentrado no vértice dos cones, sendo assim, sao esses estados que

apresentarao uma maior probabilidade de transporte entre os cones.

Vimos na se¢ao 3.5 que o campo magnético introduz uma quebra de simetria entre
os cones nos trazendo outras possibilidade para o espectro de energia. Investigamos os

niveis de energia com a presenca de um campo magnético azimutal na proxima sec¢ao.

4.5 Niveis de Landau para o nanocone duplo de car-

bono

Nesta secao estudamos os efeitos de um campo magnético azimutal, B = Byé,,
aplicado a superficie de um nanocone duplo de carbono e como a curvatura da superficie

afeta os niveis de Landau. Iniciamos escrevendo a equacgao de Dirac efetiva para o problema

o'p; —iho'Q); — ho'a; + QJZAZ- —— | =0, (4.27)
Uy Uy
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onde e é o valor absoluto da carga do elétron e () = +1 de acordo com tipo de particula,
sendo +1 para buracos e —1 para elétrons. Para obter a forma quadratica da equagao de

Dirac (4.27), aplicamos o operador

E
olp; —iho!Q; — ho'a; + —QO']A +— (4.28)
vf vf
e encontramos
. eQ 2 )
pzpz\:[] —227"_1,@@]91\:[} — 27:11&1]?@\1] + Q—Azpl\lf —h QZQ@\I] + 2ih Qiai\If
Uy
2
Soin LA 1 Raav - o @aaw S A
vy vr Uy
E2
+ist? pidjepotV — — 0 = 0. (4.29)
v

f

Para solucionar essa equagao usamos as matrizes v em (3.32), a conexao espinorial
(3.31), também levamos em conta que os campos de gauge (4.10) e (4.8) tem apenas

componentes em ¢. O potencial vetor serd, como vimos na secao 3.5

- DByl
A==
2

% 5. (4.30)

Como feito na secao 4.2, diagonalizamos a equacao 4.29 considerando que os unicos
operador agindo no K—spin sdo 7* nos campos de gauge (4.10) e (4.8), que tem autovalor
7 = +1(—1), relacionados ao pseudospin K (K'). De forma similar, a matriz o que age
no pseuspin é escrita em termos dos seus autovalores ¢ = +1, onde o sinal +(—) estd

relacionado a subrede A(B). Como resultado encontramos

_ 8_2111_li _La_Q 20_3311; QiTa;aq; c@nBo 0

o2 " Tal  PBarog  'aBog- | ol 06 ahv; 06

i 0% \° Ta,0® eQnByo® a,’ etnQa, By
- (- 0 o — U+ -2 g
( 2" w) 2 2hu, 2 he
62 BO Q
— U+ —0°By¥ — k*U 4.31
* h%; ( > ) o, i (4.31)
onde k = a¢ sao definidos em (4.18) e (4.19) e o parametro 7 é definido como

l +1, )
pe { para o cone Superior (4.32)

—1, para o cone inferior
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Para resolvermos a equagao (4.31), utilizamos a solugio separdvel W(l, ¢) = e“9);(l)

e ap6s alguns calculos chegamos a

2 19 1 eBy \*
2 = b — M2 4 Koths — 1%, =0 4.33
3121/)1 + l@l% 12 25+ Kot <2hvf> (0 ) ( )
onde
’ 0'_2
MZQ = a — 7'(1¢ — § s (434)
N, = é — ral, + % , (4.35)
¢ QnB B
el bo
K, = oy Ny + _hzvj%' (4.36)

Simplificamos a equagao (4.33) fazendo a mudanca de varidvel ( = (elﬁgl) I?e

escrevendo a equagao na forma

d? 1d M?2 K, 1
d_Czwj + Ed—c% - 4—@% + T%’ - Z%’ =0, (4.37)
onde redefinimos o parametro K5 como
’ h/Uf
K,=———K,. 4.
2 26 |BO| 2 ( 38)

Assim como fizemos para obter os niveis de Landau no caso relativistico, vamos
propor uma solu¢ao baseada no comportamento da equagao (4.37) nos limites assintéticos

[ — +o00 el — 0. Usando essa estratégia, propomos a solugao

Yy =307 F((). (4.39)

Aplicando esta soluc¢do em (4.37), encontramos

d2

@ M+ 1
ac?

FQ + (0t +1- 0 ger(@ + (8- P ro =00 aao

Esta equacao é conhecida como equagao hipergeométrica confluente e F'({) é a fun-

¢ao hipergeométrica confluente que pode ser expressa na forma F' (% - K ;, |Ms| + 1;¢ )
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Tabela 3 — Estados quanticos com suas respectivas energias para uma particula carregada em
um nanocone duplo de carbono sob influéncia de uma campo magnético azimutal.
Consideramos @Q = —1 and b = +1.

o 2 ’ T n  E*/2(e|Bo| hvy)
1 Za,+5; 1 F1on

+1 Zag+y 4l -1 nti+l-a
1 Zag—5  +l 41 on+l

-1 Zaqﬁl—él +1 -1 n+%+%l—a;3
+1 <—a¢+§ -1 +1 n+g5+ L T ay
+1 <-ay+3 -1 -1 n+1

-1 <—a;5—% -1 +1 n-l—%—i—%l—a;5
-1 <—a¢—% -1 -1 n

O espectro de energia é obtido se relembrarmos que solugoes fisicamente aceitaveis precisam
ser normalizadas, o que resulta na necessidade de truncarmos a série hipergeométrica. Esta

condig¢ao nos leva a impor a relagao

, M| +1

n=K, S (4.41)

Ve d . . ~ . Vé !
onde n é um ntmero natural. A partir dessa condicao, substituimos os valores K, e M,

encontrados em (4.38) e (5.3), respectivamente, e encontramos o espectro de energia

1 1 7 ’ ( b 7 ’
E2=2€hvf|B0|{n+§+§‘é—Tad)—z +2—n[é—7a¢+z]} (442)

Quando comparamos esse espectro de energia com o espectro (3.63) do caso
relativistico, vemos que, agora, temos a presenca do campo de gauge a;) e nao temos mais
o termo de massa, ja que no modelo efetivo tratamos de férmions de Dirac sem massa.
Como esperado do problema cléssico, existe uma simetria de "inversao'nos parametro @) e
b. Ou seja, se invertermos simultaneamente o sentido do campo magnético e o sinal da

carga da particula preservamos o mesmo espectro de energia.

E esperado que um bom modelo que ele reproduza os resultados conhecidos para
situagoes mais simples. No nosso caso, esperamos que o modelo utilizado reproduza os
resultado para uma folha plana de grafeno e para o caso do cone simples. Uma folha plana
de grafeno é representada aqui com « = 1, neste caso, o campo de gauge a;ﬁ se anula e
reproduzimos os niveis de landau para o grafeno [89]. A correspondéncia entre o cone
simple e o cone duplo é codificada por meio do parametro n. O caso do cone simples é
reproduzido quando consideramos n = +1 [87], ou seja, quando olhamos somente para o
cone superior no cone duplo. No cone inferior (n = —1), o campo magnético aponta em

direcao ao vértice do cone, o que é analogo ao caso do cone simples considerando o campo
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magnético com sentido oposto a é,. Portanto, o termo negativo introduzido por n no cone
inferior expressa a diferenca de direcao do campo magnético em relagao a orientagao do

cone.

Como discutimos na se¢ao 3.5, os niveis de energia podem ser classificados em dois
grupos. O primeiro grupo sao os chamados niveis de corpo e estao relacionados a orbitas
classicas que nao envolvem o vértice do cone, sao esses niveis que aparecem no caso do
grafeno plano e sao do tipo n e n+ 1. O segundo grupo é conhecido como niveis de apice.
Eles estao relacionados a orbitas classicas que englobam o vértice. A influéncia do defeito

;. . ~ . /
topoldgico na estrutura fica evidente na sua dependéncia com os campos de gauge a,.

— — 1 pentagon — — 1 pentagon
= 2 pentagons, n=m ( mod3) w2 pentagons, n=m ( mod3)
rrrrrrrr 2 pentagons , n¥m ( mod3) sess2aas 2 pentagons, nzm ( mod3)

E(meV)
E(meV)
EfmeV)

0.06 0.06 0.06
0.05 0.05 0.05
0.04 0.04 0.04
(a) (b) (¢)
— — 1 heptagon — — 1 heptagon
—— 2 heptagons, n=m (mod3) = 2 heplagons, n=m ( mod3)
rrrrrrrr 2 heplagons, n=m ( mod3) ssesces 2 heplagons, nzm ( mod3)

E(meV)
E(meV)

0.06 0.06
0.05 0.05
0.04 0.04
(d) (e)
Figura 14 — Niveis de Landau para superficies conicas com 0 = Q =7 = —1 e |By| = b = +1.
Niveis de corpo sdo representados na cor verde e niveis de apice na cor roxa. Plotamos
os niveis de energia para valores de n = 1,2,3,4,5, com j = —g. Em (a), temos

os niveis de corpo para o caso do grafeno plano. Superficies cénicas com defeitos
pentdgonais sao plotadas em (b) and (c), sendo (b) para cones simples e (¢) para
cones duplos. Defeitos heptagonais sao plotados em (14d) e (14e), sendo (14d) para
cones simples ¢ (14e) para cones duplos. Consideramos h = 6,582 - 10716V - s,
vy =10m/s.

A tabela 3 lista alguns estados quénticos e seus niveis de energia correspondentes.
Note que os niveis de dpice dependem do parametro «. Esse parametro nos da uma medida

da abertura do cone. Para cones pentagonais ele possui valores no intervalo 0 < a <1 e
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para cone heptagonais a > 1. No nosso caso dos niveis de Landau no problema relativistico,
esse parametro age tornando os estados mais largos quando comparados ao caso plano
( =1). No caso de férmions de Dirac sem massa para um nanocone duplo de carbono, a

. A -
presenga do campo de gauge a, introduz uma nova dependéncia em «. Como resultado, os

! !

iveis d . ) is lar , . T ) . Taa, d
niveis de energia se tornam mais largos para j > 5—2%, ou menores para j < 2 quando
comparados ou correspondente plano. Na Figura 14, plotamos os niveis de Landau para

. . . 7'04(1;5 , . s .
valores de j no intervalo j < -—2. Podemos perceber como os niveis de dpice que surgem

nas superficies conicas sao menores do que seu correspondentes no plano.

A introdugao do parametro n em (4.32) nos trouxe a vantagem de simplificar os
calculos e permitir avaliar a influéncia do campo magnético em cada cone. Percebemos que
o campo magnético introduz uma quebra de "simetria"entre os cones. Os niveis de Landau
para o cone duplo aparecem de forma alternada com niveis de corpo e de apice para cada
cone separadamente, considerando os mesmos parametros. Na Figura 14 plotamos alguns
niveis de corpo para o caso da folha plana de grafeno. Quando introduzimos curvatura
na estrutura, no caso dos cones simples, niveis de apice surgem. Se considerarmos um
cone duplo, o segundo cone introduzira outros niveis de corpo ao espectro, uma vez que o
primeiro cone apresentou niveis de apice. A situacdo oposta acontece se tivermos niveis de
corpo no primeiro cones (escolhendo % > a:ﬁ — %, por exemplo). Neste caso, niveis de dpice

surgiriam no cone inferior.
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5 OTICA DE TRANSFORMACAO NO ESTUDO
DE METAMATERIAIS

Avancos recentes no desenvolvimento da fisica de materiais tem possibilitado a
obtencao em laboratorio de materiais nao encontrados na natureza, com propriedades
desenhadas de acordo com as necessidades praticas e desejos dos seus projetistas. Esse
desenvolvimento foi impulsionado gragas a chamada teoria da ética de transformacao
que se baseia nas propriedades de invariancia das equag¢oes de Maxwell. Neste capitulo,
discutimos as caracteristicas basicas de um metamaterial, como é possivel manipular as
propriedades de um material em laboratorio e demonstramos os conceitos basicos por tras

da 6tica de transformacao.

5.1 Introducao aos metamateriais

O termo metamaterial é normalmente creditado a Rodger M. Walser da univer-
sidade do Texas, que definiu esses materiais em 1999 [90]. O prefixo meta nos passa a
ideia de algo que se transforma, que transcende a sua forma original, como na palavra
metamorfose. Assim com uma larva que amplia suas possibilidades ao passar por uma
metamorfose e se transformar em uma borboleta, a ideia dos metamateriais é transpor
alguns limitagoes nos materiais que encontramos na natureza. Walser definiu um metama-
terial como “um composto macroscopico de arquitetura celular sintética, tridimensional e
periddica projetado para produzir uma combinagao otimizada, nao disponivel na natureza,

de duas ou mais respostas a uma excitacao especifica”.

Figura 15 — O copo de Lycurgus. (Créditos: Tesouros do museu britanico.)

A defini¢ao mais atual para metamateriais nos diz que eles sdo compostos macros-

copicos, periddicos ou nao, cujas propriedades se devem tanto a sua composi¢ao quimica
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quanto a sua arquitetura celular. De fato, a ideia de manipular a arquitetura celular
de um material ndo é nova. Os romanos talvez tenham sido os primeiros a inventar um
metamaterial 6tico cujas caracteristicas se devem a sua arquitetura celular, o vidro rubi.
Na composi¢ao desse vidro existem goticulas minusculas de ouro que conferem ao material
propriedades éticas extraordinarias. O copo de Lycurgus (Figura 15) é um exemplo desse
tipo de material. Quando iluminado por fora o copo é verde, mas quando iluminado por
dentro ele brilha na cor rubi. O tamanho e a forma das nanoparticulas de ouro determinam

a cor do material.

“ A
Plasnis elatricn Materiais de mao
direita
Onda evanescente Materiais corm
impedancia
combinada
Materiais naturais
Ho e
Ar R
Ondas com propagacao O & €
contraria
Materiais com Onda evanescente
impedancia
combinada
Materiais de mao Plasma
esquerda magnético

Figura 16 — Grafico € vs u. No gréfico sdo apresentadas as classes de metamateriais de acordo
com o quadrante correspondente. Fonte: referéncia (47).

Quando projetamos um metamaterial, usualmente impomos a condicao de que o
tamanho da célula unitaria seja menor ou igual ao comprimento de onda de operacao
do metamaterial. Nesta condicao, as propriedades do metamaterial podem ser descritas

usando a teoria de meio efetivo.

A manipulacdo das caracteristicas quimicas de um material nos permite ter um
amplo controle sobre as propriedades de um material. No entanto, acabamos limitados
as caracteristicas dos elementos quimicos encontrados na natureza. Quando falamos das
propriedades oticas, normalmente caracterizamos as propriedades de um material através da
permissividade elétrica (¢) e da permeabilidade magnética (1). Um exemplo de propriedade

oOtica definida por esses parametros é o indice de refragao, que é definido como

n® = e fir, (5.1)

onde ¢, = é e [y = Mﬁo sao a permissividade e permeabilidade relativas do material

definidas em termos de €q e g que sao os valores de permissividade e permeabilidade do
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espago livre. Na natureza, a permeabilidade dos materiais em sua vasta maioria é igual a
do espaco livre, ou seja u = j, enquanto a permissividade normalmente é maior do que
€o. Ficamos entao limitados a uma pequena linha no espago de valores possiveis de € e p.
Os metamateriais ampliam esses possiveis valores, como mostra a Figura 16. Podemos
classificar os metamateriais de acordo com o quadrante em que se encontra nesse grafico.
No primeiro quadrante (¢ > 0 e p > 0), estao localizados os chamados materiais de mao
direita. Neste caso, o campo elétrico E, 0 campo magnético B e o vetor de onda k formam
um sistema de mao direita. O segundo quadrante ( € < 0 e p > 0) é chamado de plasma
elétrico, este quadrante suporta ondas evanescentes, assim como o quarto quadrante (e > 0
e 1 < 0), que é chamado de plasma magnético. O terceiro quadrante (€ < 0 e pu < 0)
abriga os metamateriais chamados materiais de mao esquerda. Neste quadrante E , Be
k formam um sistema de mio esquerda. Neste caso o vetor de onda aponta na dire¢ao
oposta a direcdo de propagacao do fluxo de energia médio e por isso dizemos que eles

suportam ondas com propagac¢ao contraria.

A classe dos metamateriais de mao esquerda é a mais conhecida. Alguns chegam
a confundir os materiais de mao esquerda com a prépria definicao de metamateriais.

Apresentamos as propriedades dessa classe de metamateriais na proxima segao.

5.2 Materiais de mao esquerda

Os materiais de mao esquerda foram propostos em 1968 por Veselago [91] que
analisou o comportamento tedrico de ondas eletromagnéticas em materiais com permissi-
vidade e permeabilidade negativos. Ele foi capaz de demonstrar que um material desse
tipo apresentaria indice de refracao negativo e propagacao contraria, bem como um efeito

Doppler reverso e radiagao Cerenkov contraria.

A primeira vista pode parecer que a inversao de sinal em € e em p nao afetard
a propagacao da onda eletromagnética ja que a multiplicagao desses dois parametros
no indice de refragdo (5.1) permanece inalterada. No entanto, basta olharmos com mais
calma para as equagoes de Maxwell para uma onda eletromagnética em um meio dielétrico
para termos uma melhor compreensao das propriedades 6ticas desse tipo de material. As

equacoes em questao sao

I 9 -
EF=—-u—H .2
V x pap (5.2)
— — a—»
H=c¢—F. .
V x Eé?t (5.3)

Considerando uma onda plana do tipo E = E, exp(l;-F—wt) e H=H, e:cp(l;-F—wt),

onde k é o vetor de onda e w é a frequéncia angular, podemos escrever as equacoes (5.2) e
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Figura 17 — Sistema ortogonal formado pelos vetores E , H e k. Em (a), temos um sistema de
mao direita, onde o vetor de Poynting S tem a mesma direcao e sentido do vetor
de onda k e em (b), temos um sistema de mao esquerda onde S e k tem a mesma
diregao, porém com sentidos opostos. Fonte: referéncia (49).

(5.3) como

]

k x (5.4)

. (5.5)

= —luw

= ewk.

>~
Tty
Uy

X

Note que, no caso usual de € e p positivos, o trio E, H e k formam um sistema
ortogonal de mao direita (Figura 17a). No entanto quando consideramos € e y negativos
o resultado é um sistema ortogonal de mao esquerda (17b). Apesar da dire¢ao do vetor
de onda ter mudando em relagao aos campos EeH , a densidade direcional do fluxo de
energia dada pela parte real do vetor de Poynting permanece inalterada. Uma vez que o

vetor de Poynting é definido como

S—=ExH, (5.6)

a dire¢ao de propagacao do fluxo de energia nao é modificada pela inversao de sinal de €
e i. B por esse motivo que os materiais de mao esquerda também sao conhecido como
materiais com propagac¢ao contraria, uma vez que a densidade de energia e o vetor de onda

tém sentidos opostos.

Uma outra consequéncia da inversao de sinal simultdnea de € e © nos materiais de
mao esquerda surge quando analisamos a refracdo do ponto de vista da lei de snell. A
condi¢ao de contorno na interface entre dois meios exige que a componente tangencial do

vetor de onda seja continua. Para dois materiais de mao direita a condigao é
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Figura 18 — Refragdo entre um material de mao direita (indice 1) e um material de mao esquerda

—,

(indice 2). Temos representadas a dire¢oes dos vetores de Poynting (S5) e dos vetores

—.

de onda (k). Fonte: referéncia (49).

sen(0;)|ky| = sen(6,)|ka|. (5.7)

Considere agora o caso de uma interface entre um material de mao direita e outro
de mao esquerda (Figura 18). Neste caso, devemos levar em consideragao que o material

de mao esquerda terd um vetor de onda oposto, ou seja

sen(0;)|ky| = —sen(6,)| k). (5.8)

Como os angulos de incidéncia e refracao estao limitados ao intervalo (0, g), eles

devem ter sinais opostos. A Figura 18 mostra uma representagao das dire¢oes de propagagao
de uma onda neste problema. Como a propagacao da onda segue o mesmo sentido do fluxo
de energia, o resultado é uma refracao no quadrante oposto ao que teriamos usualmente em
um material de mao direita. Escrevendo a relacao (5.8) em termos dos indices de refragao,

temos

senlls) _ kel _m2 (5.9)
sen(6,) k| ™

Como o indice de refracao do meio de mao direita (n;) é positivo, devemos ter o
indice de refracao do meio de mao esquerda como sendo um nimero negativo. Podemos

entdo reescrever a relagao (5.1) na forma
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n = tecy/ep, (5.10)

onde ¢ = ﬁ, é a velocidade da luz no espago livre e o sinal +(—) se aplica a uin material

de mao direita (esquerda). E por esse motivo que os materiais de mao esquerda sdo muitas

vezes chamados de materiais com indice de refracao negativo.

A possibilidade de obtermos um material com indice de refracdo negativo abre
muitas possibilidades de manipulagao de ondas eletromagnéticas. A relagao (5.10) nos
mostra como o indice de refracao (n) de um meio esta diretamente relacionado com sua
permissividade (€) e permeabilidade (u). Se formos capazes de construir um material onde
temos o controle sob os parametros € e ;i poderemos ampliar muito nosso controle sob a
propagacao de ondas em um meio. Para conseguir esse objetivo precisamos desenvolver
a arquitetura celular de tal forma a ter controle sobre o comportamento efetivo desses

pardmetros. Discutimos sobre o design de metamateriais na proxima se¢ao

5.3 Design de metamateriais

Figura 19 — Realizagio experimental de um metamaterials de mao esquerda. A amostra é com-
posta de anéis ressonantes quadrados e veretas de cobre na placa de circuito de fibra
de vidro. Fonte: referéncia (96).

Para obtermos controle sobre o design de metamateriais com parametros negativos,
os materiais de mao esquerda precisamos desenvolver um modelo onde possamos controlar
o comportamento efetivo desses parametros. A ideia é desenvolvermos um meio discreto
feito da combinacao de células unitarias de dimensées menores do que os comprimentos de
onda de interesse. Como os detalhes experimentais da obtengdo de um metamaterial nao
¢é o objetivo dessa tese, apresentaremos um breve histérico dos principais trabalhos que

fundamentaram o design de metamateriais em laboratoério.
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O procedimento padrdao para a constru¢do de metamateriais com parametros
negativos na faixa de micro-ondas foi desenvolvido especialmente apds os trabalhos de
John Pendry [92, 93], Walter Rotman [94] e David Smith [95]. No inicio da década de 60,
Walter Rotman estudou um modelo de plasma diluido usando varetas e chapas metalicas,
com frequéncia de plasma na faixa de micro-ondas [94]. Nesse trabalho é demonstrado que
a permissividade efetiva pode ser negativa abaixo da frequéncia do plasma. Posteriormente,
John Pendry postulou que a permissividade dielétrica negativa também poderia ser obtida
por um modelo efetivo com varetas e chapas metdlicas [92]. Logo ap6s, Pendry sugeriu
que a permeabilidade negativa poderia ser obtida por estruturas em formato de anéis

ressonantes divididos [93].

A realizacdo experimental da proposta de Pendry foi feita apenas alguns anos apés
a publicagao dos seus trabalhos originais. Um grupo da Universidade de San Diego [96, 97]
conseguiu produzir uma combinagao de varetas metalicas e anéis ressonantes (Figura
19). Posteriormente, outros grupos também conseguiram reproduzir o indice de refracao

negativo em laboratoério [98, 99].

Na proxima secao discutiremos como a 6tica de transformacao fundamenta a
relacao entre geometria e parametros de um metamaterial nos dando, assim, uma poderosa

ferramenta para o estudo dos metamateriais.

5.4 Otica de transformacéo

Até o momento fundamentamos os metamateriais em termos da permissividade
elétrica e permeabilidade magnética destes. Tais parametros sao desenhados de forma a
conferir uma determinada propriedade ao material. Precisamos, entdo, saber exatamente
quais serao as caracteristicas de € e u para que a propriedade desejada seja obtida. Nesse
contexto, ¢ util relacionarmos a geometria que descreve a propagacao da onda desejada com
esses parametros. Essa é a ideia basica por tras da ética de transformagao. O objetivo é
fundamentar de forma matematica como a geometria se relaciona com o meio material. Em
outras palavras, queremos relacionar o tensor métrico que descreve a trajetoria desejada
para a onda com os correspondentes parametros € e p que reproduz a trajetéria desejada

em um meio material.

A otica de transformacgao é possivel gragas a covariancia entre as equacoes de
Maxwell no vacuo e em um meio material. Considere as equagoes de Maxwell no vacuo em

coordenadas espaciais arbitrarias

V-E=L  V.d=o
€o
5 o oH _ - - OE
E = —pug— H=j4 — A1
V x o V x ‘7+608t (5.11)
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Para deixar explicito a relagao das equagoes de Maxwell com o tensor métrico do

espaco podemos escrever os operagoes divergente e rotacional em termos do tensor métrico
gij, usando a notagao de soma de Einstein como

1 0 NP 1 0 N
Jaam V) =0 g (V) = o
o OF oOH' - OH, , OF!
ijk Yk - _ ijk Ytk — 4
o, T Mo o T T (5.12)

onde g ¢ o determinantes do tensor métrico g;;. Podemos ainda reescrever as equacoes

de Maxwell em termos do simbolo de permutagao [ijk| e usando o tensor métrico para
escrever os campos com indices covariantes como

2 () =it D (v -0

6$i
. OE 0 (£+/99" H; o™ o 0(x\/99E;
ik aq«]f:_“(’ ( ot 2 ik 5 = £ Va0 e ( )
)

. e (3.13)

Essas sao as equagoes de Maxwell no espago vazio com geometria curva. Considere
agora as equagoes de Maxwell para um meio dielétrico escrito na forma

o (VaD) = Van e (VaB) =0

0B, 0(£y597B)) ol (k6 D)
[”k]a_g;j = — o . igk] o, =+/gJ + o . (5.14)

Podemos, entao, relacionar as equagoes de Maxwell para o espaco livre com ge-

ometria curva (5.13) com as equagdes para um meio dielétrico (5.14) se fizermos as
relagoes

o=xgp, J =£qj", (5.15)

e considerarmos as relagoes constitutivas

Di = EoeijEj, Bl = ,U()/.L“HJ, (516)
onde

€ = i = 4, /gg". (5.17)
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Essa expressao nos da a relacao entre a permissividade elétrica (€) e a permeabilidade
magnética (u) do meio fisico com a geometria que descreve a trajetéria desejada para a
onda. Os parametros € e p agora sdo matrizes reais e simétricas, uma vez que sao dadas em
termos do tensor métrico ¢g”/. Como €” é uma matriz, o deslocamento dielétrico dado por
€0l E ndo terd necessariamente a mesma dire¢do da intensidade do campo elétrico E.O
mesmo pode se dizer para a indugao magnética B e a intensidade do campo magnético H.
Desta forma, esse meio é um meio anisotrépico. Além disso, devemos satisfazer a condi¢ao
€'/ = p¥. Esta relagao é conhecida como condigao de impedancia combinada (impedance

matched, em inglés). A impedancia é definida como

Hott
Z = |—. (5.18)
€p€
Sendo assim, a impedancia do meio material serd a mesma do espaco livre curvo

original. Dizemos entao que esse é um meio anisotréopico com impedancia combinada.

Essa relacao existente entre as equacoes de Maxwell no espaco livre com geometria
curva e as equacoes correspondentes a um meio dielétrico nos permite modelar inicialmente
a geometria desejada para a trajetéria das ondas em questdao em um espago livre e entao
obter diretamente as condi¢oes dos parametros € e p que reproduzem o comportamento

desejado em um meio dielétrico.

A teoria da otica de transformacao nos dd um poderoso ferramental tedrico tanto
para manipulagao da propagacao de ondas em materiais com o objetivo de aplicagoes
praticas como abre a possibilidade de usar os metamateriais como um laboratério de testes
de modelos em areas como cosmologia e gravitacdo. Através dessa teoria é possivel mapear
a geometria de objetos como buracos negros, cordas cosmicas, entre outros em termos
dos parametros de um material dielétrico. Desta forma, os metamateriais se tornam uma

especie de "laboratorio de testes', para o estudo de modelos cosmoldgicos e gravitacionais.

Para fazer esse mapeamento, normalmente partimos de um espaco virtual com
coordenadas arbitrarias e fazemos uma mudanga de coordenadas para obter a geometria
que descreve o comportamento desejado e a partir dai fazemos a comparagdo com o
meio material, chamado de espaco fisico. Sendo assim, a forma mais geral da expressao
(5.17) deve incluir a geometria desse primeiro espago antes da transformacao, que nem
sempre é tomado em coordenadas cartesiana. Considerando que o tensor métrico antes da

transformagao é dado por v;;, a relacdo (5.17) generalizada é

€l = il = :I:ﬁg“. (5.19)

4l

No préximo capitulo demonstramos como a ética de transformagao torna possivel
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a construcao de um manto de invisibilidade capaz de camuflar um objeto posto em seu

interior e como é possivel detecté-lo.



75

6 O MANTO DE INVISIBILIDADE E SUA DE-
TECCAO

A teoria da ética de transformacgao, apresentada na se¢ao 5.4, abre a possibilidade
de imaginarmos uma geometria desejada para a trajetoria de uma onda eletromagnética e
encontrarmos diretamente as caracteristicas de um material que simule esse comportamento.
No entanto, saber os parametros de um material que simule determinado comportamento
para uma onda eletromagnética nao garante que sejamos capazes de obter esse material em
laboratorio. Até alguns anos atras estdvamos limitados aos pardmetros € e p em materiais
existentes na natureza, que como vimos na figura 16 é bastante limitado. E exatamente por
isso que aplicagoes como o manto de invisibilidade se limitavam apenas a fic¢ao cientifica.
Apenas apds o desenvolvimento dos metamateriais se tornou possivel colocarmos em
pratica aplicagoes como a construgao de materiais de mao esquerda, como discutido na

secdo 5.2 e assim a construcao de mantos de invisibilidade se tornou possivel.

Neste capitulo mostramos o desenvolvimento da teoria da oOtica de transformacao
para um manto de invisibilidade circular em duas dimensoes, bem como apresentamos
uma estratégia de deteccao desse manto explorando a propria geometria desenvolvida para

construi-lo.

6.1 O Manto de Invisibilidade
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Figura 20 — Transformagao de coordenadas no espaco virtual. Em (a), temos um espago livre
em grid cartesiano. Como o espago é livre, uma onda eletromagnética, representada
pelas linhas vermelhas, segue linhas retas. Em (b), é aplicado uma transformagao de
coordenadas que mapeia o ponto na origem em um disco de raio a, comprimindo o
espaco entre o buraco de raio a e a borda do manto com raio b. A regiao interno ao
buraco é excluida do espaco, portanto um objeto, representado pelo peixe, colocado
nesta regido nao sofrerd interferéncia da onda eletromagnética. A onda seguird o
menor caminho otico, que agora serao trajetorias curvas dentro do manto evitando a
regiao do buraco. Fonte referéncia (55).
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Para modelar a geometria de uma manto de invisibilidade, partimos de um espaco
livre bidimensional e plano (Figura 20a). Como estamos em um espaco livre, devemos ter
€ =€y e pu= . O sistema de coordenadas que utilizamos para mapear esse espago € o

sistema polar, com tensor métrico dado por

1 0

6.1
0 7./2 ( )

"\/i/j/ =

Como esse espago ¢ livre e plano, uma onda eletromagnética tera trajetorias retas

neste espago. Um objeto qualquer neste espago ira interagir com a onda eletromagnética
produzindo absorcao, reflexao, refracao, dentre outros fenomenos. Como resultado dessa

interacdo, um observador é capaz de enxergar o objeto perfeitamente bem.

Para podermos camuflar um objeto precisamos entao evitar que as ondas eletro-
magnéticas interajam com o mesmo. Ao mesmo tempo o observador nao deve ser capaz de
observar nenhuma distorgao resultante do processo de camuflagem. Obtemos esse resultado
considerando um espago virtual onde uma regiao do espago é proibida. Sendo assim, a
onda eletromagnética ndo podera entrar nessa regiao, ja que ela nao faz parte do espaco,
e portanto, a onda nao podera interagir com o objeto posto nesta regiao. Porém, nao
podemos dizer que temos um manto de invisibilidade apenas excluindo uma regiao do
espaco em um grid cartesiano. Isso seria equivalente a encobrir o objeto com um manto
comum, o observador nao seria capaz de ver o objeto, mas poderia ver o manto e saberia
que o objeto esta ali. Precisamos entao modificar o grid de coordenadas para que as ondas
sejam desviadas em torno do objeto, de forma a nao interagir com ele, e sejam direcionadas

ao observador como se nada tivesse acontecido.

A Figura 20b representa como podemos construir um manto de invisibilidade no
espaco virtual. As ondas eletromagnéticas entram no manto de invisibilidade, representado
pelo anel azul claro de raio b e sao desviadas de forma a nao terem acesso a uma regiao
proibida, representada pelo anel azul escuro de raio b. As ondas saem do mando exatamente
com a mesma direcdo que entraram. Desta forma, um observador externo nao sera capaz de
ver o objeto e nem saber que alguma camuflagem foi feita ali. Na percepcao do observador

as ondas sempre estiveram em trajetérias retas, no grid cartesiano.

Para obter a geometria do espaco virtual da figura 20b, fazemos uma transformacao

de coordenadas do tipo

(b —
7’=a—|—7”‘—( ba) (62)
Perceba que r = a corresponde a r' = 0. Isso significa que a superficie de raio a na

figura 20b corresponde a um tnico ponto na figura 20a. Ou seja, qualquer coisa colocada
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Figura 21 — Espago virtual com valores de € e u dados em termos da relagao (6.6). A geometria
segue o mesmo grid plano do espaco virtual original. Porém, como os valores de € e p
definem um indice de refragao que simula a geometria do espago virtual transformado

a onda segue uma trajetéria curva evitando a regido em azul escuro. Fonte referéncia
(55).

dentro do disco de raio a deve ser excluida do campo eletromagnético, se torna assim
invisivel. O tensor métrico para o espaco virtual apés a transformacao de coordenadas

pode ser calculado como

g5 =1y N A (6.3)
onde A! é a matriz de transformagao
;o O0a

Al = —.
oxt

(6.4)

Aplicando entao a matriz de transformacao calculada a partir da relagdo (6.2),

encontramos
2
c 0
Gij = ) (6.5)
0 (r—a)
onde ¢ = ﬁ. Esse tensor métrico nos indica qual deve ser a geometria apropriada para

obtermos o efeito de invisibilidade. Uma vez que conhecemos a geometria do espago
virtual, podemos encontrar os parametros do material dielétrico que simulam esse mesmo
comportamento através da relagdo (5.19). O meio material que simula a geometria do
espaco virtual é conhecido como espaco fisico. Esse espago é novamente plano, assim como
o espaco virtual originalmente. A modificagdo na geometria do espago é agora traduzida

em termos dos parametros
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VI 5 (r—a) [ ¢ 0
VI - L7

VY re 0 (r—a)2

€l =p’ =+ (6.6)
Esses parametros definem um gradiente de indice de refracao que tem o efeito de

refratar a luz em cada elemento diferencial de area, no manto, desviando a trajetéria da

luz e assim reproduzindo o comportamento no espago virtual.

Essa forma de construcao do manto de invisibilidade vem de uma transformacao
de coordenadas a partir de um plano cartesiano. Desta forma o material nao estabelece em
si uma geometria curva, uma vez que é localmente plana. A transformacao apenas muda a
nogao de distancia nesse espaco, mas nao altera os angulos, ou seja é uma transformagao
conforme. Na proxima se¢ao discutimos algumas estratégias para deteccdo do manto de

invisibilidade circular.

6.2 Estratégia para deteccao do manto de invisibili-
dade

Uma vez que as ondas eletromagnéticas sao desviadas para nao interagir com o
objeto camuflado e ao mesmo tempo direcionadas de forma a manter sua trajetéria original
fora do manto, um observador externo nao é capaz de saber se algo esta sendo camuflado,
apenas olhando para ele. E necessario entdo elaborar alguma estratégia para que seja

possivel detectar o manto de invisibilidade de forma indireta.

A forma mais 6bvia de se detectar o manto de invisibilidade tem a ver com
uma limitacao na sua construcao. Usualmente, um manto construido a partir de um
metamaterial funcionard apenas para um intervalo de frequéncia especifico. Sendo assim,
basta iluminar o ambiente com um feixe de ondas fora do intervalo de operacao desse
manto para que se possa detecta-lo facilmente. Vamos considerar, entdao, que seja possivel
construir um manto de invisibilidade “perfeito”, que funcione para todos os comprimentos

de onda. Neste caso, essa estratégia nao funcionara.

Para encontrar uma forma de detectar a presenca do manto vamos explorar algumas
das caracteristicas geométricas intrinsecas a sua constru¢ao. Como comentamos na se¢ao
anterior, a transformacao de coordenadas utilizada para a construgao do manto nao torna
0 espago curvo. A curvatura local permanece nula. No entanto, a nogao de distancia é
alterada no espago dentro do manto (ou seja, na regido entre a e b). Isso implica que
na borda do manto (anel de raio b) a medida de distdncia muda bruscamente, passando
do espaco transformado dentro do manto para o espaco cartesiano usual fora do manto.

Transicoes abruptas entre tensores métricos em um espac¢o costumam se traduzir em
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termos de curvaturas singulares. Vejamos entao em mais detalhes o que acontece nesta
regiao.
Como nosso objetivo é investigar a regiao r = b, o tensor métrico pode ser escrito

em cada regido como

ds* = dr?® + r*d6?, r > b, (6.7)
ds® = *dr® + ¢*(r — a)*dh?, a>r<b, (6.8)
onde
b
= , 6.9
c=— (6.9)

Podemos escrever os tensores métricos de forma unificada utilizando a funcao de

Heaviside definida como

0, forr<b
O(r—b)=4 1/2, forr=»b . (6.10)
1, forr>b

Aplicando essa fungao escrevemos

ds* = (*O(b— 1) + O(r — b)) dr’ + ((r — a)?O(b—r) + 1?O(r — b)) d6>.  (6.11)

Nosso objetivo é investigar se existe uma curvatura singular na regiao de transicao
r = b. De posse do valor da curvatura poderemos explorar a mudanca de fase gerada por
essa curvatura como uma estratégia para a deteccao. Tomamos, entao, o tensor métrica na
forma (6.11) e calculamos inicialmente as componentes nao nulas do simbolo de Christoffel,

encontrando como resultado

2 2
= (202 1)5(r—b)—%5(b—r),
2 N2 _ _
- _c(a2 T) 6(b—r)—cQ(a—r)@(b—r)—kT(M(T b)2—|—20(r b))’
2 1\.2 2, 2.2
ng _ F§r=—((c r 22&7‘0 +Ca)5(r—b)

— la—1)0(b—1) —rO(r —b). (6.12)
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A partir dos valores para os simbolos de Christoffel, podemos calcular diretamente
o tensor de curvatura de Riemann desse resultado encontramos um tensor de curvatura

singular atraves da relagao

R, =00, — 0,10, +T0 h —T0Tn . (6.13)

TuY pur vo v

Apos alguns cédlculos, encontramos os seguintes resultados

(c—=1)(2c+1)ab

00r — _R9T9 = 2(b —_ CL)CB 6(T - b)v
0 o _(c—1)3(b—a) _
Rrﬁr - Rrr6’ - abe 5(T b) (614)

Contraindo o tensor de Riemann obtemos o tensor de Ricei

1 (p—
Rm« = (C ) (b a) (5(7’ — b), Rg@ = —
abc

(c—=1)(2c+ 1)ab
2(b—a)c?

S(r—b).  (6.15)

O trago do tensor de Riemann é conhecido como escalar de curvatura, ou escalar

de Ricci. No nosso caso, o escalar de curvatura é dado por

R (257 o) (205 y)

+ (5((:_—52 X @(rﬂ— b)) (_ (c ;gj(i;ca;gl)abé(r - b)) | 616

A funcao delta somente é nao nula quando r = b, portanto

R =kd(r —b), (6.17)

onde

D () ) (S

Uma vez que estamos trabalhando em duas dimensoes, o escalar de curvatura (R)

estd relacionado com a curvatura gaussiana (K) pela expressio K = R/2. Sendo assim
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K = g(s(r —b). (6.19)

A curvatura gaussiana é, portanto, nula em todo o espago exceto na regiao r = b,
onde ela é infinita, dizemos entao que o espaco apresenta uma curvatura singular. Curvatura
gaussiana singular também aparecem em defeitos topoldgicos como as superficies conicas
que estudamos no inicio dessa tese. No caso das superficies conicas também podemos dizer
que excluimos uma regiao do espaco através de uma transformacao de coordenadas, mas

naquele caso retiramos uma fatia angular.

Assim, com um campo magnético confinado em um solenoide é percebido na forma
de uma fase dependente do potencial vetor, no efeito Aharonov—Bohm, uma curvatura
gaussiana singular também pode ser percebida na forma de um fator de fase, conhecido
como fase geométrica. Sendo assim, se formos capazes de identificar uma diferenca de fase
relacionada a curvatura gaussiana (6.19) poderemos ter alguma informacao da presenga
do manto de invisibilidade. Como a curvatura depende das propor¢oes do manto, ou
seja depende dos valores de a e b, essa fase geométrica nos dard informacgao sobre a
existéncia e as dimensoes do manto de invisibilidade. A diferenca de fase que surge no

-,

efeito Aharonov—Bohm ¢é dada em termos do potencial vetor (A) como

AP = ;Ti 74 A-dl (6.20)

Se escrevermos o potencial vetor como o rotacional do campo magnético e aplicarmos
o teorema de Stokes perceberemos que a integral do potencial vetor nada mais é do que o
fluxo do campo magnético. De forma analoga, a diferenca de fase em um circuito circular

ao redor do manto de invisibilidade serd dada como um fluxo de curvatura como

X = /KdA. (6.21)
O elemento de area dA para o espaco definido pelo tensor métrico (6.11) é calculado

usando o formalismo das tetradas. Inicialmente definimos as quantidades 8% em (2.35)

usando (2.34), e encontramos

A A,

0" = cOb —r) +O(r —b)dr, 0* =c(r—a)O(b—1)+r0(r —b). (6.22)

O elemento de area é dado através do produto entre os elementos 6" e 2. Ou seja
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dA=0"NG> =[O —r)+O(r —b)dr Ale(r —a)O(b—r) +rO(r —b)]db, (6.23)

dA = [CQ(T —a)Ob—1)0(b—71)+c(r—a)O(b—1)0(r —b)+
+crO(b—r)O(r —b) +rO(r — b)O(r — b)] drdb. (6.24)

Utilizando, entdo, esse elemento de drea e a curvatura gaussiana definida em (6.19)

podemos calcular qual sera a diferenga de fase observada no problema do manto de

invisibilidade
= [ KdA = (%(b —a)(@+ )+ g1+ )5 [ 8(r = vydrds, (6.25)
1 9 1
x=rm (b= a)(e*+¢)+ (1 + ). (6.26)

Como discutimos anteriormente, o manto de invisibilidade é construido de forma
a evitar a interagao do objeto a ser camuflado com a onda eletromagnética e ao mesmo
tempo guiar a trajetéria dessa onda dentro do manto de forma que ela sai com a mesma
trajetoria que tinha ao entrar no manto, fazendo assim com que o observador externo seja
incapaz de identificar a presenca do manto. No entanto, para que seja possivel o desvio
do campo eletromagnético dentro do manto os parametros n e p do metamaterial sao
projetados em um espago virtual onde a geometria é plana, porém com uma nogao de
distancia alterada. Isso acaba gerando uma regiao de transi¢do na borda do manto (r = b)
onde reside curvatura gaussiana singular. Portanto, apesar do observador nao ser capaz de
detectar visualmente a existéncia do manto, ele pode identificar a sua presenca usando
uma onda de teste e observado a diferenca de fase resultante. Uma regiao livre do manto
nao apresentarda qualquer diferenca de fase, enquanto a presenca do manto provoca uma
diferenca de fase do tipo (6.26). Desta forma é possivel acusar a existéncia de um manto
de invisibilidade em uma determinada regiao e inclusive obter informagao sobre as suas

dimensoes, uma vez que a sua fase depende diretamente dos pardmetros a e b.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese investigamos a dindmica de uma particula na geometria de superficies
cOnicas, mais especificamente, superficies de cones duplos, ou seja dois cones ligados pelos
vértices. Exploramos também a geometria de um manto de invisibilidade bidimensional
circular estabelecendo uma estratégia para a sua detecgao baseada na fase geométrica

associada a curvatura gaussiana singular presente na borda do manto.

No intuito de avaliarmos a dinamica quantico—relativistica de uma particula na
superficie de um cone duplo, desenvolvemos toda a abordagem geométrica, definindo um
sistema de coordenadas apropriado para a superficie e calculando todos os parametros
necessarios para a aplicagao do formalismo das tetradas. Definimos, assim, a conexao
espinorial e as matrizes de Dirac apropriadas para o modelo. De posse desses dados
resolvemos a equacao de Dirac para os casos de uma particula livre e de uma particula

carregada sob a influéncia de um campo magnético.

A dinamica classica de uma particula livre na superficie de um cone duplo apresenta
uma solucao instavel em torno do momento angular nulo. A condi¢do de momento angular
nulo ¢ a Unica solucao que permite que a particula transite de um cone para outro seguindo
uma linha reta, no caso classico. Qualquer pertubagao no valor do momento angular resulta
em uma dindmica completamente diferente para a particula, confinando-a a um dos cones.
No caso quantico, dado pela equacao de Schrodinger, a solucao da funcao de onda também
apresenta instabilidade em torno do niimero quantico de momento angular nulo. A solucao
muda drasticamente seu comportamento para uma pequena pertubacao em torno desse
valor. Percebemos que o mesmo comportamento se repete na solucao da equacgao de Dirac,
apresentado um comportamento instavel em torno do ntimero quantico de momento angular
nulo. A solu¢do também apresenta simetria em relagdo a cada cone individualmente. Nao
conseguimos notar nenhuma grande diferenca na dindmica da particula em cada um dos
cones. De fato, era de se esperar esse comportamento uma vez que a orientacao espacial

da superficie nao deve interferir na dindmica de uma particula livre.

Na presenca de um campo magnético, a orientacao espacial da superficie passa a
ser relevante. Podemos perceber esse fato facilmente com a abordagem das tetradas que
utilizamos aqui. Neste formalismo, a geometria do cone duplo é traduzida na equagao de
Dirac em termos de uma conexao de spin que tem a dire¢ao do versor é4. No sistema
de coordenadas que utilizamos, esse versor tera direcoes diferentes para cada cone da
superficie. Assim, a presenca de um campo magnético azimutal evidenciara essa diferenca
na conexao espinorial em cada cone. Resolvemos, entao, de forma analitica a equagao
de Dirac para esse problema e, como previsto, encontramos os niveis de Landau que
evidenciam as diferencas entre cada um dos cones na superficie na forma de wm parametro,

que chamamos de 7). Esse parametro vale +1 a depender do cone onde a particula se
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encontra.

Os niveis de Landau para superficies conicas podem ser classificadas em dois grupos.
O primeiro grupo contém os chamados niveis de corpo. Esses sao os mesmos niveis do
grafeno plano. O segundo grupo é chamado de niveis de apice e evidencia a dependéncia
dos niveis de Landau com o dngulo de abertura («) da superficie. No caso do cone duplo,
a presenca do pardmetro 7 acaba levando a niveis de classes diferentes para cada um dos
cones. Quando um dos cones apresentar niveis de corpo para uma determinada combinagao
de parametros, o outro cone necessariamente apresentara niveis de apice para essa mesma

combinacao de pardmetros.

O passo seguinte foi avaliar o comportamento dos portadores de carga em nanocones
duplos de carbono. Para isso introduzimos um novo campo de gauge que compensa a
descontinuidade nas subredes geradas na formacao do defeito na superficie. Resolvemos
entao a equacao de Dirac efetiva para o caso da particula e plotamos as densidade locais
de estado préximas do vértice dos cones. Consideramos defeitos pentagonais e heptagonais,
tanto com apenas um defeito como com dois defeitos na rede. plotamos entao as DLE
para varias combinagoes desses defeitos na superficie e notamos que em alguns casos a
DLE nao se anula na energia de Fermi, conferindo caracteristicas de conducdo ao material.
Mostramos também o espectro de energia para nanocones finitos. Neste caso, evidenciamos
uma dependéncia tanto com o tipo de defeito na estrutura quanto com a dimensao da sua
geratriz, o que possibilita uma grande combinacao de energias possiveis, podemos entao

escolher dois cones especificos de forma a controlar o transporte eletronico entre eles.

Os niveis de Landau para os nanocones duplos de carbono também foram calculados.
Novamente encontramos os niveis de corpo e de apice se alternando em cada um dos cones.
Mas agora os niveis de apice apresentam uma dependéncia com o angulo de abertura do
cone de forma diferenciada devido a presenca do campo de gauge que introduz uma nova

dependéncia em «.

A aplicagao da geometria no estudo das propriedades dos materiais é um tema muito
importante também no estudo dos metamateriais. Demonstramos aqui como é possivel
projetar a geometria para um manto de invisibilidade utilizando a 6tica de transformacao.
Através de uma transformacao de coordenadas que exclui uma regiao do espago em um
espaco virtual mapeamos as caracteristicas dos parametros 1 e pu que reproduzem as
trajetorias de uma onda eletromagnética no espago virtual em um metamaterial. Definindo

desta forma os pardmetros para a construcao de um manto de invisibilidade.

O processo de construgao do manto de invisibilidade através do mapeamento da
geometria por uma transformacao de coordenadas implica na juncao de dois espagos com
nocgoes de distancias diferentes. Isso resulta em uma curvatura gaussiana singular na borda
da manta. Calculamos entao o valor dessa curvatura gaussiana para o problema do manto

de invisibilidade circular em duas dimensoes.
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Inspirados pelo efeito Aharonov-Bohm onde um campo magnético confinado ao
interior de um solenoide pode ser percebido na forma de uma fase na fun¢ao de onda de
um feixe que circula o solenoide e na sua versao geométrica, onde a curvatura singular em
defeitos topologicos também produz uma fase, desenvolvemos uma estratégia de detecgao
do manto de invisibilidade calculando a mudanca de fase resultante da curvatura gaussiana

singular calculada para o manto.

Uma vez que a fase geométrica depende diretamente dos parametros a e b que
definem o raio interno e externo do manto, respectivamente, podemos identificar a presenca
de um manto de invisibilidade ao detectar a fase geométrica e assim conseguimos tanto

identificar a sua presenga como obter informacgao sobre as suas dimensoes.

Nesta tese exploramos os efeitos da geometria em materiais que sao alvo de intensos
estudos devido as suas enormes possibilidade de aplica¢oes, os nanocones de carbono e os
metamateriais. Acreditamos que os resultados apresentados aqui contribuem para ampliar

o conhecimento sobre o tema e desenvolver esses materiais.
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