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Efeitos de torcao e violacao da simetria de Lorentz
sobre um campo escalar sujeito a potenciais centrais

Autor: Ricardo Luis Lima Vitoéria
Orientador: Dr. Knut Bakke Filho

RESUMO

Neste trabalho, investigamos a influéncia de potenciais centrais sobre o campo escalar em
trés diferentes cenarios: o espago-tempo de Minkowski, espaco-tempo com uma deslocacao
tipo-espaco e um espaco-tempo com uma anisotropia causada pela violacao da simetria de
Lorentz. No espaco-tempo de Minkowski, analisamos o campo escalar sujeito ao oscilador
de Klein-Gordon mais os potenciais linear e tipo-Coulomb. No espaco-tempo com uma
deslocacao hélice, investigamos os efeitos de torcao sobre o campo escalar. Discutimos o
efeito analogo ao efeito Aharonov-Bohm para estados ligados. Além disso, analisamos os
efeitos de rotacao sobre o campo escalar no espaco-tempo com uma deslocagao hélice e
no espaco-tempo com uma deslocagao espiral. Em seguida, lidamos com a interface entre
uma teoria que vai além do Modelo Padrao e mecanica quantica. Consideramos um pano
de fundo da violacao da simetria de Lorentz determinado por um campo tensorial, e assim,

analisamos efeitos sobre o campo escalar.

Palavras-chave: oscilador de Klein-Gordon, deslocacoes tipo-espago, violagao da simetria

de Lorentz.



Effects of torsion and violation of Lorentz symmetry on
a scalar field subject to central potentials

Author: Ricardo Luis Lima Vitoria

Supervisor: Dr. Knut Bakke Filho

ABSTRACT

In this work, we investigate the influence of central potentials on the scalar field in three
different scenarios: the Minkowski spacetime, spacetime with a space-like dislocation and
a spacetime with an anisotropy caused by the violation of the Lorentz symmetry. In the
Minkowski spacetime, we analyse the scalar field subject to the Klein-Gordon oscillator
plus the linear and Coulomb-type potentials. In the spacetime with a screw dislocation,
we investigate the effects of torsion on the scalar field. We discuss the analogous effect
to the Aharonov-Bohm effect for bound states. In addition, we analyse rotating effects
on the scalar field in spacetime with a screw dislocation and in the spacetime with a
spiral dislocation. Next, we deal with the interface between a theory that goes beyond the
Standard Model and quantum mechanics. We consider a background of the violation of

Lorentz symmetry determined by the tensor field, and thus, analyse effects on the scalar
field.

Keywords: Klein-Gordon oscillator, space-like dislocations, violation of Lorentz symmetry.
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1 Introducao

No século XX houve uma evolucao na fisica através do surgimento de duas teorias
de grande importancia no contexto cientifico e tecnologico: relatividade (especial e geral)
e mecanica quantica. A primeira descreve objetos macroscopicos, enquanto a segunda
descreve objetos microscopicos. Na escala macroscopica, a teoria da relatividade geral
vem obtendo significativo sucesso na descricao do comportamento fisico do sistema solar,
planetas, buracos negros, estrelas, galdxias, etc, e a evolu¢ao do universo atual como um
todo. Na escala microscopica, a teoria quantica consegue, de forma formidavel, descrever
processos referentes a dtomos, moléculas, particulas elementares, etc. Entretanto, na busca
pela a unificacao dessas duas teorias, ha dificuldades de incorporar efeitos quanticos na

relatividade geral.

A mecénica quantica foi desenvolvida por volta de 1925 e foi uma teoria extremamente
bem sucedida, pois, além de prevé autovalores, a mesma é capaz de prevé as autofuncoes
das quais ¢ possivel obter propriedades de atomos! e moléculas, mesmo com a incompa-
tibilidade com a relatividade geral de Eisntein?. Quando a teoria da relatividade especial
foi testada experimentalmente e aceita como uma descricao correta em sitemas caracte-
rizados por altas velocidades, ficou claro que, de algum modo, a teoria quantica deveria
ser repensada, modificada ou generalizada para incorporar e corrigir o limite relativistico

(GREINER; BROMLEY, 2000).

Com a intencao de formular e resolver uma teoria quantica puramente relativistica
que fosse capaz de descrever a interacao entre elétrons e fotons, em um periodo de mais
ou menos 20 anos, de forma independente, pesquisadores de renome como Dirac, Klein,
Gordon, Dyson, Wick, Feynman, Schwinger, e muitos outros, desenvolveram um ferra-

mental tedrico o qual culminou na eletrodindmica quantica. O sucesso da eletrodinamica

10 &tomo de hidrogénio tem uma importancia histérica porque foi o primeiro sistema que Schrédinger
tratou com sua teoria. Além disso, os autovalores previstos pela teoria para o dtomo de hidrogénio estdo de
acordo com aqueles previstos pelo modelo atémico de Bohr e observados experimentalmente (GRIFFITHS,
2004).

2Apesar de historicamente Schrodinger ter tentado introduzir uma formulacio quantica relativistica
sem sucesso, a sua formulacdo quantica nao relativistica teve bastante éxito.
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quantica tornou-se consolidado através da concordancia entre as medidas experimentais
e as predicoes da mesma, onde, em muitos casos, giram em torno de uma parte em um
milhao. Foi nesse periodo que surgiu a mecanica quantica relativistica, a qual é objeto
de estudo de equagoes de ondas relativisticas com intuito de substituir a equacao nao
relativistica de Schrodinger, ou seja, efeitos da relatividade restrita foram incorporados

em equacoes de ondas de carater quantico, tais como as equacoes quanticas relativisticas

de Klein-Gordon e Dirac.

No caso da equacdo de Klein-Gordon ( EKG), também conhecida como equagao de
Klein-Gordon-Fock?, proposta em 1927, a mesma, foi inicialmente interpretada como uma
equacao descrevendo uma particula livre. Essa interpretacao foi posteriormente substi-
tuida, pois, além da existéncia de densidades de probabilidades negativas, ou seja, a nao
existéncia de densidade de probabilidade positiva definida, em analogia ao formalismo de
Schrondinger, surgem também energias negativas (GREINER; BROMLEY, 2000). A razao
mais profunda para esse suposto "problema" é a presenca de uma derivada temporal de
segunda ordem na EKG. Com isso, a EKG foi considerada "sem sentido fisico" quando
a propuseram. Na verdade nao havia problema algum, porém os conhecimentos daquele
periodo nao eram suficientes para compreender o mundo novo que comecava a se revelar.
Devido a esses "problemas", o trabalho de Klein? e Gordon® adentrou ao esquecimento

por duas décadas.

De certa forma, esses "problemas" provindos da EKG que caracterizaram "discordan-
cias com a Natureza", foram interessantes no sentido de buscarem, na época, uma nova

equacao para a particula relativistica. Dirac® ganhou protagonismmo.

No caso da equacao de Dirac, proposta em 1928, ela apresenta densidade de probabi-
lidade positiva definida, porém, ainda ocorrem a presenca de energias negativas. Foi assim
que surgiu uma das maiores descobertas da fisica contemporanea: a existéncia de anti-
particulas, verificadas experimentalmente em 1932, ou seja, as solucoes correspondentes
a energia negativa estao conectadas com a antiparticula da particula associada a energia

positiva (GREINER; BROMLEY, 2000).

Dessa forma, a EKG tornou-se novamente objeto de estudo, porém, com uma nova
interpretacao, no que diz respeito a descricao de particulas, isto é, a EKG descreve apenas

particulas sem spin ou spin-0 7. Particulas de spin-0 constituem algumas das particulas

30 "Fock"é referente ao fisico russo Vladimir Aleksandrovich Fock.

40skar Benjamin Klein.

>Walter Gordon.

5Paul Adrien Maurice Dirac.

"Essa caracteristica pode ser analisada tomando o limite ndo relativistico da EKG, o qual recai na
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elementares descritas pelo Modelo Padrao ( MP)®, por exemplo, pions, kions e a famosa,

particula de Higgs.

Vale ressaltar que, em teoria quantica de campos, as equacgoes de ondas relativisticas
de Klein-Gordon e Dirac passam a ser interpretadas como equacoes de campos bosonico

de spin-0 e fermionico de spin-1/2, respectivamente (MANDL; SHAW, 2010).

Apesar da necessidade das equacgoes citadas acima serem consideradas equagoes de
campo, no contexto de teoria quantica de campos, a interpretacao como equacoes para
particulas fornecem bons resultados, por exemplo, no caso da equacao de Dirac, temos o
valor redefinido, via correcoes radiativas, do momento magnético do elétron e dos niveis
de energia do atomo de hidrogénio, conhecido como Lamb shift (MANDL; SHAW, 2010).
Além disso, a EKG descreve, por exemplo, 4tomos piodnicos, 0s quais consistem em um
niicleo e um (ou mais) méson-m que estd em torno dele (GREINER; BROMLEY, 2000). Em
particular, a Ref. (GREINER; BROMLEY, 2000) fornece varios resultados de estados ligados
no estudo de pariculas de spin-0, ou campos escalares, no espago-tempo de Minkowski,
0s quais nos motivou a investigar, para diferentes cenarios e potenciais centrais, a EKG,
com o intuito de buscar, de forma analitica, espectros de energia com possiveis correcoes

e mudancas provinientes de efeitos externos.

A estrutura deste trabalho é a seguinte: no Cap. (2), fazemos uma breve introducao
sobre a motivacao e a importancia do oscilador de Klein-Gordon ( OKG) no estudo de
estados ligados relativisticos, como, também, com base na Ref. (RAO; KAGALI, 2008),
apresentamos o perfil energético do OKG em uma dimensao, mostrando que, no limite
nao relativitico, os niveis de energia recaem nos niveis de energia fornecidos pela equacao
de Schrédinger para o oscilador harmonico. Dado isso, apresentamos a primeira parte
dos nossos resultados, onde o campo escalar interage com o OKG e diferentes potenci-
ais centrais no espago-tempo de Minkowski; no Cap. (3), apresentamos, de forma breve,
o campo de torcao no espaco-tempo e suas classificacoes, em particular as deslocacoes,
ou seja, deslocacoes tipo-espaco conhecidas na literatura como deslocacgoes tipo-hélice e
tipo-espiral (PUNTIGAM; SOLENG, 1997; VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005; KATANAEV; VO-
LOVICH, 1992). Em seguida, revisamos brevemente o efeito Aharonov-Bohm ( AB) (AHA-
RONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989) e a quantizacao de Landau (LANDAU;
LIFSHITZ, 1981). Apos essas revisoes, apresentamos a segunda parte de nossos resultados
através da anélise de diferentes sistemas de estados ligados imersos no espaco-tempo com

torcao e em referenciais nao-inerciais, ou seja, em um referencial em rotacao uniforme

equagdo de Schrodinger para particulas sem spin (GREINER; BROMLEY, 2000).
8Falaremos mais sobre o MP, de forma conceitual e resumida, no Cap. (4).
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(LANDAU; LIFSHITZ, 1980; BAKKE, 2014b); no Cap. (4), fazemos uma breve revisao da
violagao da simetria de Lorentz ( VSL) e sua associa¢do com a simetria C'PT (BAKKE;
BELICHE, 2015). Porsteriormente, apresentamos, resumidamente, o setor fotonico da Ex-
tensdo do Modelo Padrao ( EMP) e suas classificagoes referentes a conservagao ou nao
da simetria C PT (BAKKE; BELICHE, 2015). Em seguida, através das Refs. (BAKKE; BE-
LICH, 2015, 2016), enfatizamos a possibilidade de induzir potenciais de confinamento em
um espaco-tempo com VSL, via acoplamento nao-minimo na EKG do termo fotonico
C PT-par da EMP, fornecendo, entao, varios cenarios possiveis em um espaco-tempo ani-
sotropico. Apds essas revisoes, apresentamos a terceira parte de resultados que compoe

este trabalho; no Cap. (5), apresentamos as nossas conclusoes e pespectivas.

Com intuito de facilitar uma eventual consulta por parte de pesquisadores interessa-
dos nos assuntos aqui tratados, em particular, na equacao de Heun biconfluente e suas
principais caracteristicas, juntamente com o método de Frobenius usado para soluciona-

la, mencionamos que as analises e manipulacoes mateméaticas da mesma encontram-se no

Apéndice (A).
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2 Campo escalar sujeito a potenciais

centrais no espaco-tempo de
Minkowski

Na fisica, o oscilador harmoénico simples é de grande importancia, pois trata-se de
um modelo ideal conveniente para a descricao de sistemas que envolvem oscilagoes. Na
generalidade, o oscilador harmoénico simples pode ser utilizado para representar muitos
sistemas nos quais um corpo esta executando pequenas vibragoes em torno de um ponto
de equilibrio estavel. No cenario da mecanica quantica nao-relativistica, € um dos poucos
sistemas que podem ser resolvidos de forma exata. E de suma importancia a extensio do
oscilador harmonico para o cenario da mecanica quantica relativistica, devido as varias
situacoes onde os efeitos relativisticos sao realmente significativos, por exemplo, o contexto
subatomico. No entanto, as tentativas de descrever o oscilador harmoénico no cenério
relativistico através de métodos usuais, além da nao obtencao do oscilador harmoénico
de Schrédinger correspondente ao limite nao-relativistico, se convergiram somente em
solucoes por métodos aproximativos, como Lipas mostrou no caso de um campo escalar
(LTPAS, 1970). Em particular, no caso de um campo escalar, descrito pela EKG, Bruce
e Minning propuseram um modelo de oscilador relativistico que, além de ter solucoes
exatas, recai no oscilador harmonico representado pela equacao de Schrodinger no limite
nao-relativistico, o qual tornou-se conhecido na literatura como o OKG (BRUCE; MINNING,
1993).

2.1 Osciladores quanticos relativisticos: uma breve re-
visao

Em 1970, Lipas (LIPAS, 1970), com intutuito de descrever o oscilador harménico sim-
ples relativistico para um campo escalar, provou que, através do método usual de inserir

potenciais de confinamento, solucoes de estados ligados sao possiveis somente com méto-
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dos pertubativos. Além disso, tomando o limite nao relativistico, nao é possivel recuperar
o oscilador harmonco simples descrito pela equagao de Schrodinger, ou seja, a EKG unidi-
mensional para um potencial vetor A,(z) = (A, —A =0)! ¢ dada (GREINER; BROMLEY,
2000):

(ﬁu — gA#> (p — EA“ O(x,t) = m?Po(x,t);

(ﬁuﬁ“ — %f)ﬂA“ A s + A A“) O(x = m?c®(z,t);

<ﬁoﬁ° it = Lot — g 4 L AO) a,t) = mPED(r,1);
(pop —pip' — QQfQAO + Zz A(Q)) O(z,t) = m?cEd(x,t), (2.1)

A

onde p, = (£/¢, —p;) = ih0,, com p = 0,i = 1, m é a massa de repouso da particula
e Ay = V(z), logo, considerando solugdes de estados estacionarios ®(z,t) = % ¢(x),

obtemos

(ff &2 . 5_2 _ 28V(2) N V2(g;)) b(z) = mP(x):

dx? c? c?

onde £ ¢é a energia relativistica.

Podemos ir além, com a equagdo acima; podemos reescrever a Eq. (2.2) como uma

equacao tipo Schréndinger:

d*¢(z
) 4 (g~ Veg)ola) =0 (2.3
T
onde
Er — m2ct 26V (z) — V(x)
b= =g VT T am (24)

Considerando V(z) = $mw?z?, com m sendo a massa da particula e w a frequéncia do

oscilador, o potencial efetivo Vs toma a forma:

Emw?z? — (1/4)m*wiz?
c2h? ’

Ver = (2.5)

que tomando o limite nao relativistico da Eq. (2.3), o termo quértico da Eq. (2.5) per-

manece, nao fornecendo a equagao de Schrodinger. Sendo assim, o problema nao possui

Vale ressaltar que, como estamos aqui tratando de discussoes apresentadas na Ref. (RAO; KAGALI,
2008), estamos considerando a assinatura (+ — ——) utilizada na mesma.
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solu¢do analitica (LIPAS, 1970).

Em 1989, Moshinsky e Szczenpaniak (MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1989), propuseram
um acoplamento na equacao de Dirac para assegurar a linearidade tanto no operador
momento linear como na posi¢ao e, que, no limite nao relativistico, possa ser interpretado
como um hamiltoniano do oscilador harménco descrito pela equacao de Schrodinger. A
equacao de Dirac com esse acoplamento ¢ dada por:

ﬂ%%:pﬂuﬁwmm%y+m8mm (2.6)

o foa]l . [1 0
a_lﬁol’ﬂ_IO—fr 27

com & = (01,09,03) sendo as matrizes de Pauli, I a matriz identidade e w a frequéncia

onde

angular do oscilador. Além deste acoplamento ter solucoes analiticas de estados ligados,
no limite nao relativistico os autovalores do operador hamiltoniano correspondem aos
autovalores do hamiltoniano do oscilador harmonico simples com frequéncia w descrito

2w

pela equagao de Schrodinger, porém, acrescidos de um termo de spin-Orbita forte —=7,

onde w K h.

Devido a este comportamento no limite nao relativistico, a Eq. (2.6) tornou-se co-
nhecida na literatura como o oscilador de Dirac (MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1989). Nos
ultimos anos, o oscilador de Dirac tem atraido o interesse em estudos do modelo utilizado
em Optica quantica de Jaynes-Cummings (ROZMEJ; ARVIEU, 1999; BERMUDEZ; MARTIN-
DELGADO; SOLANO, 2007a), transicoes de fase quantica (BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO;
LUIS, 2008a; BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; SOLANO, 2007h), o efeito de interferometria
de Ramsey (BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; LUIS, 2008b) e efeitos nao-inerciais (BAKKE,
2012, 2013).

Outra proposta para a construgao de um modelo relativistico para o oscilador harmo-
nico foi feita por Bruce e Minning (BRUCE; MINNING, 1993), introduzindo um acoplamento
na EKG, em analogia com o oscilador Dirac (MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1989), de tal
forma que se pode recuperar a equacao de Schréododinger para um oscilador harmonico
no limite nao relativistico e, por isso, ficou conhecido na literatura como o OKG. Esta
analise é melhor discutida por Rao e Kagali (RAO; KAGALI, 2008), na descri¢ao do per-
fil energético do OKG unidimensional, onde os mesmos seguiram a momencratura do

acoplamento linear do operador momento, o qual d& origem ao oscilador relativistco de
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Klein-Gordon, proposto por Mirza e Mohadesi (MIRZA; MOHADEST, 2004), p, — P, —imwzx
e pi — p, + imwz, onde P! ¢ o adjunto do operador momento linear p,, m é a massa
da particula e w ¢é a frequéncia angular do OKG. Entao, a EKG unidimensional para
uma particula livre, na presenca deste tipo de acoplamento, apo6s algumas manipulacoes

matematicas, torna-se

d? m2w?r? (52 _ m204)
@ - 72 + 2732 gb(m) =0. (28)

Se fizermos £ = mc? + ¢, onde € = hw, e mc? > ¢, o terceiro termo da Eq. (2.8)

torna-se:

E2 —m2ct B m2c* + 2mc?hw + h2w? — m2c? B 2mw n w? N 2mw (2.9)
2 c2h? -k N ‘

logo, a Eq. (2.8) é reescrita da seguinte forma

{_h_Qd_z _ (5 _ lmw%?)} o(x) =0, (2.10)

que nada mais é do que a equacao do oscilador harmonico nao relativistico, ou a equacao
de Schrodiger independente do tempo para o potencial do oscilador harmoénico em uma
dimensdo, ou seja, no limite ndo relativistico, a Eq. (2.8), a qual representa o OKG em

uma dimensao, recai na equacao do oscilador harmonico nao relativistico.

Apoés algumas passagens matematicas na Eq. (2.10), para buscar por solugbes de

estados ligados, Rao e Kagali (RAO; KAGALI, 2008) definem os niveis de energia do sistema,

2 52,2
&, ~mce + (n—ir%)hw—% (n—i—%) %, (2.11)
onden =0,1,2,3,...sa0 os modos radiais. Note que no limite nao relativistico, a energia
de ligagao do OKG toma a forma
€n <n + %) huw, (2.12)

onde mc?> > € e, novamente, obtemos uma caracteristica do oscilador harmonico nao

relativistico, ou seja, seus niveis de energia.

O OKG tem sido investigado em espago nao-comutativo (MIRZA; NARIMANI; ZARE,
2011; LIANG; YANG, 2012), em espaco de fase ndo-comutativo (XIAO; LONG; CAI, 2011) e
em hamiltoniana P7T-simétrica (CHENG, 2011). Além dos efeitos quanticos relativisticos

governados por oscilacoes harmonicas, o confinamento de uma particula escalar relativis-
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tica para diferentes potenciais de confinamento tem sido investigado em diversas areas da
fisica (DUTRA; JIA, 2006; QIANG; ZHOU; GAO, 2007; CASTRO, 2005; ALHAIDARI; BAHLOULI
AL-HASAN, 2006; DOMINGUEZ-ADAME, 1989; XU; HE; JIA, 2010). Um caso particular é o
confinamento de uma particula escalar relativistica para o potencial de Coulomb (GREI-
NER; BROMLEY, 2000; WEN-CHAO, 2003; MOTAVALLI; AKBARIEH, 2010; YASUK; DURMUS;
BOZTOSUN, 2006; OLIVEIRA; MELLO, 2006). Como vimos acima, na Eq. (2.1), o procedi-
mento padrao em introduzir um potencial escalar na EKG ocorre modificando o operador
momento linear, p, — p, — ¢A, (GREINER; BROMLEY, 2000). Outra maneira de introdu-
zir um potencial escalar (potencial nao-eletromagnético) na EKG tem sido discutida na
literatura (GREINER; BROMLEY, 2000), na qual o termo de massa da equacdo de onda é
reescrita da forma: m — m+V/(7,t), onde V(7,t) é o potencial escalar. Este segundo pro-
cedimento tem sido explorado na interacdo quark-antiquark (BAHAR; YASUK, 2013), na
andlise do comportamento de uma particula de Dirac na presenca de um potencial escalar
estatico e um potencial de Coulomb (SOFF et al., 1973) e em uma particula escalar relativis-
tica no espaco-tempo com corda coésmica (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO,
2012).

Recentemente, Bakke e Furtado (BAKKE; FURTADO, 2015) descreveram a dindmica
quantica de um campo escalar com massa dependente da posicao sujeito ao OKG e o
potencial tipo-Coulomb em (2 + 1) dimensoes, onde, na busca por estados ligados de tal
sistema, um efeito quantico é obtido: a dependéncia da frequéncia angular do OKG com
os niimeros quanticos do sistema, cujo significado é que nem todos os valores da frequéncia
angular sdo permitidos. Em particular, o oscilador isotropico de Klein-Gordon em (24 1)

dimensoes nos permite escrever a EKG na forma:
(€2 —m?)¢ = (p+ imwpp).(p — imwpp) ¢, (2.13)

onde p = /22 + y? e p é o vetor unitario na direcao radial.

Alguns pontos ainda nao foram tratados na literatura, no que diz respeito ao OKG,
como, por exemplo, a interacao coulombiana, efeitos de potenciais de confinamento linear
e tipo-Coulomb em sistema de massa dependente da posi¢ao, ambos no espaco-tempo de
Minkowski. Portanto, baseado na Ref. (BAKKE; FURTADO, 2015), no decorrer deste capi-
tulo, lidamos com o OKG sujeito a um potencial tipo-Coulomb provindo do acoplamento
minimo. Também analisamos um campo escalar com massa dependente da posicao sob
efeito de potenciais de confinamento linear e tipo-Coulomb, ambos provindos da modifica-
cao do termo de massa da EKG, sujeita ao OKG. Em particular, o interesse em incluir um

potencial de confinamento linear vem através de estudos de fisica molecular atomica (AUS-
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TIN, 1980; VRSCAY, 1985: KILLINGBECK, 1977, 1978: SAXENA; VARMA, 1982: CASTRO;
MARTIN, 2000), salto quantico (GIBBS, 1975; DESKO; BORD, 1983), movimento de uma
particula quantica em um campo de for¢a uniforme (LANDAU; LIFSHITZ, 1981; BALLEN-
TINE, 1998) e mecanica quantica relativistica (SOFF et al., 1973; FIGUEIREDO MEDEIROS;
BEZERRA DE MELLO, 2012; PLANTE; ANTIPPA, 2005; NOBLE; JENTSCHURA, 2015; GLAS-
SER; SHAWAGFEH, 1984; TEZUKA, 2013; GUNION; LI, 1975; FERREIRA, 1988; DOMINGUEZ-
ADAME; GONZALEZ, 1990; VERCIN, 1991; MYRHEIM; HALVORSEN; VERCIN, 1992). Além
disso, potenciais tipo-Coulomb tém sido investigados em sistemas de matéria conden-
sada, como sistemas unidimensionais (GRIBI; SIGMUND, 1991; GESZTESY; THALLER, 1981;
REYES; CASTILLO-MUSSOT, 1999; RAN et al., 2000; CHARGUI; DHAHBI; TRABELSI, 2015),
moléculas (IKHDAIR; FALAYE; HAMZAVI, 2015; GUSEINOV; MAMEDOV, 2004; GUSEINOV,
2004), interagoes pseudo-harmonicas (DUTRA, 1993; IKHDAIR; HAMZAVI, 2012), o poten-
cial de Kratzer (KRATZER, 1920; SETARE; KARIMI, 2007; MARQUES; BEZERRA, 2002) e
defeitos topologicos em solidos (FURTADO et al., 1994; MILSHTEIN, 1979; KITTLER et al.,
2007; RAN; ZHANG; VISHWANATH, 2009). Outros estudos abordaram o potencial tipo-
Coulomb na propagacao de ondas gravitacionais (ASADA; FUTAMASE, 1997), modelos de
quarks (CHRICHFIELD, 1976), um &atomo com momento de quadrupolo elétrico (BAKKE,
2014a), momento de quadrupolo magnético (FONSECA; BAKKE, 2014), particula com mo-
mento de dip6lo magnético permanente (BARBOZA; BAKKE, 2015) e mecénica quantica re-
lativistica (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE; FURTADO, 2015;
KHALILOV, 2005; CRATER; WONG, 2009).

2.2 Campo escalar sob efeitos do oscilador de Klein-
Gordon e um potencial tipo-Coulomb I

Nesta secao, analismos a influéncia do potencial tipo-Coulomb sobre o espectro de
energia do OKG. Seguindo a referéncia (GREINER; BROMLEY, 2000), o potencial de Cou-
lomb é introduzido na EKG via acoplamento minimo, ou seja, como a componente A
do quadrivetor A, = (—A,, A= 0)2, porém, devido a simetria adotada neste trabalho, o
potencial considerado aqui é um potencial tipo-Coulomb, o qual pode ser produzido por
uma distribuicao uniforme de cargas elétricas dentro de um longo cilindro nao condutor.

Portanto, a EKG (2.1) (GREINER; BROMLEY, 2000) em unidades naturais (c =h=1) ¢é

2Aqui, como em todos os nossos resultados apresentados neste trabalho, a assinatura utilizada é
(—+++).
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reescrita:
[P — qAu)[P" — gAY — m?*$ = 0, (2.14)
onde o elemento de linha do espago-tempo de Minkowski ¢ dado na na forma
ds* = —dt* + dp® + p*dy?, (2.15)

e o potencial tipo-Coulomb I? & dado por:

qA():é::l:Ma
p

; (2.16)

onde b é uma constante que caracteriza o potencial tipo-Coulomb I.

Doravante, consideremos uma particula escalar relativistica sujeita ao potencial tipo-

Coulomb I (2.16) e ao OKG dado na Eq. (2.13). Assim, a EKG torna-se

9 2
mi¢ = { ETRl qu} ¢ — [p + imwpp.[p — imwpp| . (2.17)

Vale ressaltar que na Ref. (BAKKE; FURTADO, 2015) é introduzido um potencial tipo-
Coulomb como uma modificacao do termo em massa, portanto, difere do sistema descrito
pela EKG (2.14). Assim, a EKG (2.17) no espago-tempo de Minkowski, em (2 + 1) di-
mensoes, torna-se

0% 2bz%

a? 106 107
o oo ¢ 5 o

2
e = pﬁp P2 Op?

<b + mwe — mPw?p’e.  (2.18)

No que se segue, consideremos uma solugao particular para a Eq. (2.18) a qual é uma
autofuncao do operador L, = —id,. Portanto, podemos escrever uma solugao particular
para a Eq. (2.18) em termos dos autovalores da componente z do momento angular,

L, = —10,, da seguinte forma:

onde | =0,£1,£2,... e R(p) ¢ uma fun¢do da coordenada radial. Entdo, substituindo a
Eq. (2.19) na Eq. (2.18), obtemos

@R 1dR ~*>_  2Eb
- LR+ 2R w2’ R+ BR =0, (2.20)
dp> " pdp  p p

3Iremos, no decorrer deste trabalho, nos referi ao potencial tipo-Coulomb provindo do acoplamento
minimo desta forma.
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onde definimos os seguintes parametros:

B=E—m?+mw; =010 (2.21)

A partir de agora, consideremos a mudanca de varidvel r = /mwp, tal que

dR  drdR dR
do  dpdr s
d’R d (dR dr d (drdR d*R
el (e e e g (2.22)
dp? dp \ dp dpdr \ dp dr dr?
Assim, reescrevemos a Eq. (2.20) na forma:
d*’R  1dR ~? ) 5}
—— 4+ -— - ZR+-R—1’R+-"—~R=0 2.23
d7’2+7’dr r2 +r " +mw ’ (2.23)
onde definimos o novo parametro
2EDL
6= ——. 2.24
— (2.24)

O comportamento assintotico das possiveis solucoes para a Eq. (2.23) é determinado
para r — 0 e r — oo. Através das Refs. (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO,
2012; VERCIN, 1991; MYRHEIM; HALVORSEN; VERCIN, 1992), o comportamento das pos-
siveis solugoes para a Eq. (2.23) em r — 0 e r — 00 nos permite escrever a fungao R(r)

em termos de uma funcdo desconhecida H(r) da seguinte maneira:
R(o) =rMe=5 H(r), (2.25)

onde

dR _2 [dH 7]

B P i 2 [ [PV WA RS By & o

i~ ()

2R 2 [d?H ~ dH v |y

W = TMB 2 [W+2 y—r)%‘l‘(?j‘{‘ﬁ_%_l_ﬂ’ﬂ) H:|(226)

Substituindo as Eqs. (2.25) e (2.26) na Eq. (2.23), obtemos

d*H 2 1 dH 0
I ol ) B 2 £_2_2M+_ H=0. (2.27)
dr? dr mw r

A Eq. (2.27) corresponde & equagao de Heun biconfluente* (FIGUEIREDO MEDEIROS;
BEZERRA DE MELLO, 2012; RONVEAUX, 1995; BAKKE, 2014a) e a fungao H(r) é a fungao
de Heun biconfluente: H(r) = Hg (2|y],0 595 —r). Para prosseguir com a nossa dis-

) mw?

4Ver apandice A.
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cussao sobre solugoes de estados ligados, usemos o método Frobenius (ARFKEN; WEBER,
2005; FURTADO et al., 1994). Assim, a solu¢do para a Eq. (2.27) pode ser escrita como

uma expansao de série de poténcia em torno da origem:

H(r) = Z 1. (2.28)

Substituindo a Eq. (2.28) na Eq. (2.27), obtemos a relacdo de recorréncia

dci1 + (@ = 2))g }

Cirg = — | — , , 2.29
2 ha+%0+2+%ﬂ) (2:29)

e o coeficiente

)
L 2.30
ERCTE (2:30)
onde
o= A —2 -2 (2.31)
mw

Iniciando com ¢y = 1 e usando a relagdo (2.29), podemos calcular outros coeficientes

da série de poténcia (2.28). Por exemplo,

) 2bE
cT = — =

T+2p)  Vmw(l+2h)
S 20°E* B a 2.32)
R ) [ R oY s TG e B (2

A teoria quantica exige que a funcao de onda (2.19) seja normalizavel, entao, assu-
mimos que a funcdo R(r) desaparece em r — 0 e r — oo. Desta forma, solugoes de
estado ligado podem ser obtidas porque nao ha divergéncia da funcao de onda em r — 0
e r — o0o. Por outro lado, expressamos a funcao H(r) como uma expansao de série de
poténcia em torno da origem na Eq. (2.28). Deste modo, as solugoes de estado ligado
podem ser definidas impondo que a expansao da série de poténcia (2.28) ou a série Heun
biconfluente se torne um polinémio de grau n. Desta forma, garantimos que R(r) se com-
porta como 7" na origem e desaparece em r — 0 (VERCIN, 1991; MYRHEIM; HALVORSEN;
VERCIN, 1992). Através da relacao de recorréncia (2.29), podemos ver que a expansiao
da série de poténcia (2.28) torna-se um polinémio de grau n, impondo duas condicoes

(FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE; FURTADO, 2015; VERCIN,
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1991; MYRHEIM; HALVORSEN; VERCIN, 1992; FURTADO et al., 1994):

a=2n; cpy =0, (2.33)
em quen = 1,2,3,.... Através da condicao o = 2n, podemos obter a seguinte expressao :
Eln =m* 4+ muwis(1+2n + 2)7]). (2.34)

No entanto, nossa analise nao estid completa. Precisamos analisar a segunda condi¢ao
dada na Eq. (2.33), isto é, ¢,41 = 0. Com este objetivo, obtemos um polindomio de grau
n = 1 para H(r). Ao tomar n = 1, temos que ¢,.1 = ¢o = 0, com isso, suponhamos que
a frequéncia angular w do OKG possa ser ajustada de forma que a condicao analisada
seja satisfeita, nao s6 para n = 1, mas para qualquer valor de n permetido. Por esta
razao, rotulamos w = w;, na Eq. (2.34). Desta forma, as condigoes estabelecidas na Eq.
(2.33) estao satisfeitas e uma solucdo polinomial para a fun¢ao H(r) dada na Eq. (2.27) é
calculada (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012). Portanto, para o estado
de menor energia, obtemos a relacao:

WEY,

ECES T} (2:39)

Wi

a qual corresponde aos valores possiveis da frequéncia angular do OKG no estado corres-
pondente ao modo radial n = 1, sendo este ltimo o estado de menor energia. Através
da Eq. (2.35), temos que os nimeros quanticos do sistema {l,n} e o parametro associado
a interacao de Coulomb restringem os valores possiveis da frequéncia angular do OKG.
Portanto, existem valores da frequéncia angular do OKG que nao sao permitidos para
que possam ser obtidas solucoes de estados ligados relativisticos. Tomando n = 1 na Eq.
(2.34) e, posteriormente, substituindo a Eq. (2.35) na tltima, as energias permitidas para

o estado de menor energia do sistema sao dadas por

E1=+ . (2.36)

Assim, ao introduzirmos o potencial escalar através do acoplamento minimo, podemos
ver na Eq. (2.36) que os niveis de energia relativistica do OKG sao modificados pela
influéncia do potencial tipo-Coulomb I. Essa influéncia produz o estado de menor energia
do OKG a ser definido pelo nimero quantico n = 1 em contraste com o nimero quantico

n = 0 conforme obtido nas Refs. (BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI, 2008).

No que se segue, consideremos o caso mais simples da fungdo H(r) que corresponde
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a um polinoémio de primeiro grau. Neste caso, para n = 1, podemos escrever H;;(r) =
1+ ﬁ. Desta forma, a fun¢ao de onda radial (2.25) associada ao estado de menor
energia é dada na forma:
Ri1(0) = ez (1 + Lr) . (2.37)
’ (1+29])

Portanto, a partir da introducao do potencial escalar, através do acoplamento minimo,
na EKG, temos que os efeitos do potencial tipo-Coulomb I sobre o espectro de energia
do OKG revelam uma mudanca dos niveis de energia, onde o estado de menor energia do
sistema é definido pelo nimero quantico n = 1. Além disso, os valores da frequéncia angu-
lar do OKG sao restritos a um conjunto de valores que nos permitem obter uma solucao
polinomial para a série de Heun biconfluente. Do ponto de vista da mecanica quantica,
este & um efeito caracterizado pela dependéncia da frequéncia angular do OKG com os
nameros quanticos {/,n} do sistema (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012;
BAKKE; FURTADO, 2015).

2.3 Campo escalar sob efeitos do oscilador de Klein-
Gordon e um potencial linear

Nesta se¢do, analisamos o comportamento do OKG (2.13) sujeito ao potencial de
confinemanto linear em (2 + 1) dimensdes, portanto consideramos a simentria cilindrica

caracterizada pelo elemento de linha do espago-tempo de Minkowski dado na Eq. (2.15).

Como discutido na secao anterior, podemos inserir um potencial escalar na EKG
modificando o termo de massa na forma: m — m + V(7,t), onde V(7,t) é o potencial
escalar (GREINER; BROMLEY, 2000). Consideremos um potencial escalar estatico linear

dado por

Vi(p) = up, (2.38)

onde ;1 é uma constante que caracteriza o potencial de confinamento linear. Desse modo,
a forma geral da EKG que descreve a interacao do OKG, Eq. (2.13), com o potencial
escalar estatico linear, Eq. (2.38), é dada por®
2 Po i
[+ V(p)°o = —75 — b+ imwppl.[p — imwpplo. (2.39)

5E importante mencionar que a modificacdo do termo de massa é feita somente na massa de repouso
da EKG, ja que o produto da massa com a frequéncia angular, mw, que aparece no acoplamento que
fornece o OKG, esté relacionado com a "constante de mola" do modelo do oscilador relativistico.
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Substituindo o potencial de confinamento linear (2.38) na EKG (2.39), temos

0? 0? 10 1 92
Fo  Po 106 15

o ot2 dp? ,;ap E@TOQ + mwe — m2w2p2¢ — m2¢ —2mupp — ,UQP2¢ =0. (2,4())

Substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.40), obtemos a equacao diferencial radial

>R 1dR [?

onde 3 esta definido na Eq. (2.21) e

0* = m2w? + u®. (2.42)

De agora em diante, consideremos a mudanca de variavel p = \/ép, assim, a equagao

diferencial radial (2.41) toma a forma

d*R  1dR I? B
— 4+ -—— - —R—0’R—0oAR+5R=0 2.43
i? ode @ CT Y ’ (243)
onde definimos o novo parametro
_ 2mp

A= T

(2.44)

O comportamento assintotico das solugoes possiveis para a Eq. (2.19) sao determina-
dos para ¢ — 0 e p — 00, entdo, através das referéncias (FIGUEIREDO MEDEIROS; BE-
ZERRA DE MELLO, 2012; VERCIN, 1991; MYRHEIM; HALVORSEN; VERCIN, 1992), o com-
portamento das possiveis solu¢oes para a Eq. (2.19) em 9 — 0 e ¢ — 00 nos permite

escrever a funcdo R(p) em termos de uma fungao desconhecida G(p) como segue:
R(o) = o"e"2¢let VG p), (2.45)

onde,

dR » G 1 2|1
BN P 1 Cax Ol Buts (X)) _ 2" al -
do e [dQ 2 ( e 0 ) } ’

d’R o d’G 2|1 dG
T et | 2 29— 0] == 2.46
o"le 2 g —i—( 0 0 ) do ( )

dp?
12— M A2
+ —QH—M—F)\Q-FQQ—Q—F—G.
0 0 4
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Substituindo as Eqs. (2.45) (2.46) na Eq. (2.43), obtemos

26 Tl +1) 1 G [ h]
+ “A=2 —+|g——|G=0, 2.47
do? 0 ¢ do g 0 (2.47)

onde definimos os paramtros g e h:

g N\2 A
=— 4+ — —2-=2|l; h=—=02|l| +1). 2.48
A equacao diferencial de segunda ordem (2.47) corresponde a equagao de Heun bicon-
fluente® (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE, 2014a; RONVEAUX,

1995) e a fungdo G(p) é a fungdo de Heun biconfluente: G(r) = G (2]l|, A, % + ’\IQ, 0, Q).

Vamos prosseguir com a busca de solucoes de estados ligados, portanto, devemos

seguir os mesmos passos da Eq. (2.28) & (2.32), em que obtemos a relagdo de recorréncia

[h+ A+ Dlejia + (g = 25)cy
(J+2)+ 242/l ’

(2.49)

Ci+2 = —
com

cT =

A

2)

N(201] +3) g

= — . 2.50
@ sl +2) 202l +2) (2:50)

onde iniciamos a série com ¢y = 1.

Através da relagao de recorréncia (2.49), podemos ver que a expansao da série de Heun
biconflunte torna-se um polinémio de grau n, impondo duas condi¢oes (FIGUEIREDO ME-
DEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE; FURTADO, 2015; VERCIN, 1991; MYRHEIM;
HALVORSEN; VERCIN, 1992; FURTADO et al., 1994; BAKKE, 2014a):

g=2n; 1 =0, (2.51)

onde n = 1,2,3,.... Analisando a condigao ¢ = 2n, dada na Eq. (2.51), obtemos a

2 a
&y =m? +2my|w? + —[n+[I] +1] — mw — ——. (2.52)
’ m a8

Vamos agora analisar a condicao c¢,11; = 0, dada na Eq. (2.51). Para este objetivo,

expressao:

como feito na secao anterior, consideremos a frequéncia angular do OKG w para ser

6Veja o apéndice A.
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ajustada de forma que a condicao c,y; = 0 possa ser satisfeita. Vamos exemplificar a
discussao sobre a condicao ¢, = 0, considerando primeiro o estado de menor energia do

sistema n = 1; assim, a partir da condicao c¢,;1 = 0, temos ¢ = 0. A condicao c; = 0

112 2/3 12
= — (2]l - — 2.
= (e +3) -2 (2.59)

a qual corresponde aos possiveis valores da frequéncia angular do OKG no estado de menor

produz

energia. Este exemplo nos mostra que somente valores especificos da frequéncia angular
sao permetidos e dependem dos numeros quanticos {l,n} para que os estados ligados
relativisticos possam ser encontrados. Por este motivo, rotulamos w = w;, na Eq. (2.53).
Além disso, substituindo a Eq. (2.53) na Eq. (2.52), o nivel de energia correspondente ao

modo radial n =1 é

) ) i v 2 T
= 2m | — (2|l 24 |l]) — — (21 — — (2.54
et = v (s en)] @i -m () - e

12

(2 +3)]"

e a funcao de onda radial (2.45) associada com o estado de menor energia é escrita como

Giai(o) = Q\lle*%g(gh\) (1 + %Q) ) (2.55)

Podemos notar que o estado de menor energia do OKG (2.54) é definido pelo numero
quantico n = 1, em vez do nimero quantico n = 0 obtido nas Refs. (BRUCE; MINNING,
1993; RAO; KAGALIL, 2008), devido a influéncia do potencial de confinamento linear. Além
disso, a frequéncia angular do OKG ¢é determinada pelos niimeros quanticos {/,n} cujo
significado dessa restricao é que apenas valores especificos da freqiiéncia angular w sao
permitidos para que solucoes de estados ligados relativisticos possam ser encontrados no

sistema.
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2.4 Campo escalar sob efeitos dos potenciais linear e
tipo-Coulomb 11

Nesta se¢ao, consideramos o OKG em (2 + 1) dimensoes dado na Eq. (2.39) sob a

influéncia de potenciais linear e tipo-Coulomb:
v
Vi(p) = pp+ " (2.56)

onde v & uma constante que caracteriza o potencial tipo-Coulomb II7. Seguindo os mesmos

passos da Eq. (2.39) para Eq. (2.43), temos

d®R 1dR #* 9 ) 6
B i MoR — = = 2.57
dg2+gdg QR 0°R— \oR R+8R 0, ( )

onde definimos os parametros 6 e \ estao definidos nas Eqs. (2.42) e (2.44), respectiva-

mente, e os parametros 3, 7 e § sao

- 2
B=E*—m?+mw+ v, 7 =07F+0%4 5:973;.

(2.58)

Analisando o comportamento assintotico das solugbes possiveis para a Eq. (2.57),

podemos escrever a fungdo R em termos de uma func¢do desconhecida G(r) como
R(o) = oMe~z2@tNG(p). (2.59)

Substituindo a Eq. (2.59) na Eq. (2.57), obtemos a equagdo de Heun biconflunte (FIGUEI-
REDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE, 2014a; RONVEAUX, 1995):

- ) ) ]
S <ol D PN [C SRR PR ] e TP (2.60)
do? 0

IS _
g=0+ X 0o h=daslen+s (261)

e a funcio de Heun biconfuente é determinada por H = Hp <2|fy[ A8 + )‘ ,20; 7’) Assim,
utilisando o método de Frobenius, como nas Eqs. (2.28) e (2.29), obtemos a seguinte
relacao de recorréncia

[+ A0+ Dlejn + (5 — 2))e
(J+2)(+2+217])

Cipa = — , (2.62)

70O potencial tipo-Coulomb provindo da modificacio do termo de massa serd nomeado desta forma no
decorrer deste trabalho.



34

onde h e g sdo dados na Eq. (2.61). Novamente, iniciamos a série de poténcia com ¢y = 1 e
calculamos coeficientes de ordem da expansao de série de poténcia (2.28)usando a relagao

de recorréncia (2.62). No presente caso, os coeficientes ¢; e ¢y tornam-se

A2y +1) +25
2215] + 1)
B h(h+ ) g
? T ER+DER D) 2RI+ D) 209

T =

Através da relacao de recorréncia (2.63), a expansao de série de Heun biconfluente

torna-se um polindémio de grau n impondo que
g=2n; 1 =0, (2.64)

onde n=1,2,3,.... A partir da condicdo g = 2n, obtemos a expressao

2,2

3 m
En=m*+20(n+ 5 +1) — mw — =

+ 2uw. (2.65)

Analisando a condicao ¢, ;1 = 0 para o estado ligado n = 1, onde, também, assumimos
que a frequéncia angular do OKG pode ser ajustada de tal forma que a condigdo ¢, 1 =0
possa ser satisfeita, entdo, para n = 1, ¢; = 0, e assim, através da Eq. (2.63), obtemos
2 2,2

mz“ (2/7] + 3) = 0. (2.66)

2m?v
0}, — ————07, — 2m* vl —
SEECTTES NG

Uma vez que o parametro 6 depende da frequéncia angular do OKG, como estabelecido

na Eq. (2.42), simplificamos nossa notagao renomeando:

o M
Orn = £myjwi, + e (2.67)

Portanto, a frequéncia angular w;;, associada ao estado de menor energia, satisfaz a
equagao algébrica do terceiro grau (2.66). Apesar da Eq. (2.66) ter pelo menos uma
solucao real, ndo a escrevemos porque sua expressao ¢ muito longa. Além disso, para
n = 1, a fungao de onda radial (2.59), associada ao estado de menor energia, é dada na

forma

o1 A
RZ,I(Q) — Q"Ylefﬁg(g‘i’/\) (1 + —0 + (268)

o= 2

27 (2hl+1) )
Novamente, o espectro de energia do OKG (BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI,

2008) é modificado, onde o estado de menor energia do OKG torna-se definido pelo nimero

quantico n = 1 ao invés do nimero quantico n = 0. Além disso, a influéncia dos potenciais
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de confinamento tipo-Coulomb II e linear sobre o OKG restringe os valores da frequéncia
angular do OKG para um conjunto de valores nos quais nos permitem obter uma solugao
polinomial para a série de Heun biconfluente. Estes possiveis valores da frequéncia angular
do OKG sao determinados pelos ntumeros quanticos {l,n} do sistema. Em particular,
vimos que os possiveis valores da frequéncia angular relacionada ao modo radial n = 1 do

sistema sao determinados por uma equacao algébrica de terceiro grau.

2.5 Campo escalar sob efeitos dos potenciais linear e
tipo-Coulomb I

De modo a estender nossa discussao, nesta secao analisamos a dinamica quantica
relativistica de uma particula eletricamente carregada com uma massa dependente da

posicao sob a influéncia do OKG e o potencial tipo-Coulomb I.

Assim, a forma geral da EKG, que descreve uma particula eletricamente carregada
com uma massa dependente da posicao sob a influéncia do OKG e do potencial tipo-

Coulomb I (2.17) é dada por

0

2
m+ V(o)P6 = [a ' qu] & — [p+ imwppl [p — imuwppls. (2.69)

Substituindo as Eqs. (2.16) e (2.38) na Eq. (2.69), obtemos

0%¢  2bi 8@5 (92¢ 106 1 0%
2 o' 209 2
m*¢ 8t2+ 8t ¢ p0p+ Err + mweo — miw?p?e
— 2mupd — 1/2p2g25. (2.70)

Seguindo os passos da Eq. (2.19) para Eq. (2.21), obtemos a equagao diferencial radial

2R 1dR . 2E

——+—— — =R+ ="—R-2mupR — *p’R+ BR=0 2.71

2 a7 p myip +8 (2.71)
onde os parametros [, v e 6 sdo definidos nas Egs. (2.21) e (2.42), respectivamente.

Utilizando a mudanca de variavel p = \/gp, a Eq. (2.71) é reescrita da forma

R 1dR § s

e L £ J W - - 2.72

ot T ode o NeR PR+ 5R =0, (2.72)
onde A é definido na Eq. (2.44) e

2
ue

S
I

(2.73)
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Note que a Eq. (2.72) é analoga & Eq. (2.57), logo, seguindo os passos da Eq. (2.59)

a Eq. (2.63), obtemos a relacao de recorréncia da série de Heun biconfluente:

NG+ 1) + hlej — (5 — 25)e;

Citn = : , : 2.74
G+2)0 +2+21) (2.74)
e os coeficientes (com ¢y = 1)
h 5
G = - e
S T )
o = W+ ) ___9 (2.75)
201222 2@+ 21
onde
A2 Y N
g=0+ % —a-apl h=20h+1) -4 (2.76)

Como visto na Sec. (2.2), a série de poténcia representada pela fun¢ao de Heun bi-
confluente, torna-se um polinémio de grau n impondo que (FIGUEIREDO MEDEIROS; BE-
ZERRA DE MELLO, 2012; BAKKE, 2014a):

g = 2n; Cnr1 =0, (2.77)
onde n =1,2,3,.... Através da condicao g = 2n, obtemos
2 2 m*p?
En=m"—mw+20(n+[y[+1) - g (2.78)
Por outro lado, analisando a condicao c¢,y; = 0 para o estado de menor energia
(n = 1), obtemos uma equacao algébrica de terceiro grau
20E; (1+2[7))3 +2[7])
03 — 02, + 2bmpu& 01 — mP’ =0, 2.79
b @yt T 27

onde renomeamos 0, ,, e ¢ dado na Eq. (2.67) para estabelecer que estamos considerando a
frequéncia angular do OKG como o parametro que pode ser ajustado para que a condi¢ao
cnr1 = 0 possa ser satisfeita e uma solugao polinomial para a funcao de Heun biconfuente
possa ser determinada. Uma vez que, a Eq. (2.79) tem pelo menos uma solugio real
(FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012), entao, a expressao para o estado

de menor energia & ; pode ser obtida a partir desta solucao real.
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2.6 Sumario

Neste capitulo, apresentamos as formas, ja consagradas na literatura, de inserir po-
tenciais de confinamento via acoplamento minimo e modificacao do termo de massa, no
caso, na EKG. No que diz respeito a potenciais centrais, fizemos uma breve revisao do
OKG, um potencial de central provindo de um acoplamento linear em 7 no operador
momento linear introduzido por Bruce e Minning (BRUCE; MINNING, 1993), baseado no
acoplamento definido por Moshinsky and Szczepaniak, o qual deu origem ao oscilador de
Dirac (MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1989). Revisamos o OKG em uma dimensio, como
também seu perfil energético, mostrando que, no limite nao relativistico, obtemos os as-
pectos gerais do oscilador harmonico descrito pela equacao de Schrondiger (RAO; KAGALIL,
2008). Em seguida, apresentamos os nossos primeiros resultados relacionados ao estudo
de uma particula escalar sob efeitos de potenciais centrais inseridos via modificacao do
termo de massa e acoplamento minimo na EKG, onde, em ambos os casos o OKG atua.
No capitulo a seguir, apresentaremos um outro cenério, para a anélise de um campo es-
calar sob esfeitos de pontenciais centrais, onde o plano de fundo que engloba este sistema

é caracterizado por um defeito topologico conhecido na literatura como torgao.



38

3 Campo escalar sujeito a potenciais
centrals em um espaco-tempo com
torcao

Em analogia a sistemas de matéria condensada, no que diz respeito a transicao de
fase, espera-se, segundo teorias de Universo primordial, que haja objetos no Universo, os
quais denominamos defeitos topolégicos, provindos do desacoplamento das interagoes fun-
damentais (transicao de fase), embora, ainda, esses objetos nao tenham sido observados.
Exemplos bem conhecidos de defeitos topologicos sao a corda cosmica (HISCOCK, 1985;
LINET, 1985; VILENKIN, 1985), parede de dominio (VILENKIN, 1985, 1983) e monopolo
global (BARRIOLA; VILENKIN, 1989). Do ponto de vista matematico, defeitos topologicos
sao solugoes de equagoes diferenciais nao-lineares (SOUZA et al., 2012). Defeitos topologicos
no espaco-tempo e em fisica da matéria condensada podem ser associados com a presenca

de curvatura e torcao.

3.1 Defeitos topologicos associados a torcao: uma breve
introducao

No interesse de descrever a diferenciacao de um campo vetorial no espaco-tempo,
surge a definicao de transporte paralelo, onde este dispositivo se resume em assumir que
um campo vetorial em um ponto qualquer é movido desse ponto para um outro ponto
vizinho, paralelo a si mesmo, ou seja, como se sua magnitude e diregao nao mudasse
(NARLIKAR, 2010). Esta metodologia é necessaria para a defini¢do de diferenciacao de um

ial i ! bel dif de doi (
campo vetorial, pois, a mesma- esteabelece que a diferenca de dols vetores € um vetor

desde que ambos estejam definidos no mesmo ponto.

Para um campo vetorial B; que varia com xF, por exemplo, temos que

B, k k — B, k
lim i(2” +027) i(z7) .
sam 50 5z

9B;
ox™
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Pela definicao geral, as mudancas nas componentes de um campo vetorial através do
transporte paralelo serao proporcionais as componentes originais, e também ao desloca-
mento na posicao entre os pontos vizinhos e, com isso, define-se a derivada covariante.
Por exemplo, no caso do campo vetorial B;(x*), temos que sua derivada covariante ¢ dada
por:

0B; 0B;
Oxk TR T gk

— T B = B — Ty By, (3.1)

onde T, sdo denominadas de simbolos de trés indices ou simbolos de Christoffel, e, em

geral, sdo funcoes do espaco-tempo (NARLIKAR, 2010).

Enquanto a métrica nos diz como medir a distancia entre dois pontos vizinhos, os
simbolos de Christoffel nos fornecem a informacao de como definir vetores paralelos em
pontos vizinhos. Define-se como conexao afim esta propriedade de acoplar vetores vizinhos

a partir do conceito de paralelismo local (NARLIKAR, 2010).

E importante resslatar que a teoria gravitacional de Einstein é desenvolvida através
de uma geometria nao-eucridiana, a qual introduz as seguintes especificagoes: T't, = T,
e giry = 0, ou seja, os simbolos de Christoffel sao simétricos e a derivada covariante da

métrica é nula.

No entanto, o transporte paralelo de um campo vetorial ao longo de trajetorias
diferentes pode levar a dois pontos nao concidentes. Por exemplo, considere o trans-
porte paralelo do campo vetorial infinitesimal (¢ ao longo de xy* cujas componentes sao
A% = (% +x* —I',¢HX” e compare isso ao transporte paralelo do campo vetorial infini-
tesimal x* ao longo de (% com as componentes B* = x4 (* — ' x*¢”, como mostrado
na Fig. (1). Fazendo C* = A* — B*, temos:

O = T ¢iy¥ 4 T% XY = 28° Chy”, (3.2)
onde
a 1 o «
S,uzz - §(F,u1/ - Fy,u)? (33)

o qual é definido como o tensor de tor¢ao. Podemos observar, como mostra a Fig. (3.1)
(HAMMOND, 2002), que os vetores A% e B® nao formam um paralelogramo e esta nao
formacao ou nao fechamento do paralelogramo é proporcional a torgao (3.3). Se as cone-
xo0es desse espaco forem os simbolos de Christoffel, ou seja, conexoes simétricas, tem-se

5%, =0 (SANCHES, 2011).



40

I ¥, L L
II.:- — r‘.flp"-}': (;, L

// 4
// II".I-XH — I r'r,rﬂ’ i

Figura 1: O vetor infinitesimal (* é transportado paralelamente ao longo de x*, e vice-versa,
em um espac¢o-tempo onde o tensor de tor¢do é ndo nulo (HAMMOND, 2002).

Em um extenso trabalho sobre elasticidade de objetos tridimensionais (objetos ci-
lindricos ocos), Vito Volterra introduziu o conceito de distor¢oes (VOLTERRA, 1907) as
quais provenieram do processo que leva o seu nome ou, também conhecido por processo de
"cortar e colar". Posteriormente, as distor¢oes foram bastante utilizadas em investigacoes
de solidos continuos (KLEMAN, 1980; KRONER, 1981) e em cristais (NABARRO, 1967). O
processo de Volterra produz tipos diferentes de objetos os quais sao caracterizados por
deslocacoes e descrinagdes. Em particular, como mostra a Fig. (2), as deslocagoes sdo
decompostas, considerando o sistema de coordenadas cilindricas, onde o eixo z coincide

com o eixo de simetria, em (PUNTIGAM; SOLENG, 1997; BAKKE, 2009):

e tipo espiral — defeitos resultantes de translacoes perpendiculares ao eixo z, ou seja,

translagoes na direcao radial;

e tipo lateral — defeitos resultantes de translacoes perpendiculares ao eixo z, porém,

translagoes na direcao azimutal;

o tipo-hélice — defeitos resultantes de translacoes paralelas ao eixo z.

Efeitos topologicos associados com torcao tém sido investigado em solidos cristali-
nos com uso de geometria diferencial (KATANAEV; VOLOVICH, 1992; KLEINERT, 1989).
Recentes estudos exploraram os efeitos de torcao em sistemas de matéria condensada
(FILGUEIRAS et al., 2016; MA et al., 2016; WANG et al., 2015; FILGUEIRAS; SILVA, 2015).
Vale a pena mencionar alguns trabalhos que trataram com um defeito topologico rela-
cionado a torcao tipo deslocacao. Dentre eles, temos o efeito AB para estados ligados

(MARQUES et al., 2005) e o espalhamento quantico (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2001).

Putingam e Soleng adaptaram de forma sistematica, através de sistemas de matéria
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Figura 2: Da esquerda para a direita, onde o eixo claro indica a direcdo da deslocacdo: des-
locacdo tipo espiral, onde o eixo z (escuro) de simetria do defeito é perpendicular ao eixo
indicativo direcional radial da deslocacdo; delsocacdo tipo lateral, onde o eixo z (escuro) de
simetria do defeito é perpendicular ao eixo indicativo direcional azimutal da deslocacdo; des-
locacdo tipo-hélice, a qual eixo z (escuro) de simetria do defeito é paralelo ao eixo indicativo
direcional em z da deslocagdo (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

condensada, as distor¢oes provindas do processo de Volterra em (3+1) dimensdes usando
métodos geométricos diferenciais, onde os mesmos construiram dez possiveis espacos-
tempos distorcidos, ou seja, com defeitos topologicos associados & tor¢ao (PUNTIGAM;
SOLENG, 1997). Em particular, tem-se o espaco-tempo com deslocagao tipo-espago carac-
terizando uma deslocagio tipo-hélice (PUNTIGAM; SOLENG, 1997), como mostra a Fig.
(3). Este tipo de pano de fundo de defeito topologico tem sido utilizado em estudos do
efeito AB para estados ligados (BEZERRA, 1997), oscilador de Dirac (BAKKE; FURTADO,
2013), efeitos nao-inerciais (BAKKE, 2014b) e a descricdo do OKG na teoria de Kaluza-
Klein (CARVALHO et al., 2016). O elemento de linha que descreve um espago-tempo com
uma deslocagao tipo-hélice é dada por (PUNTIGAM; SOLENG, 1997):

ds? = —dt® + dp? + p2dp® + (dz + xdp)?, (3.4)

onde x é uma constante que caracteriza a deslocacdo (tor¢do). Na Eq. (3.4), a torgao
corresponde a uma singularidade no origem (KATANAEV; VOLOVICH, 1992; KLEINERT,
1989; FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2001; PUNTIGAM; SOLENG, 1997). Em comparacio

com a teoria elastica na fisica da matéria condensada (KATANAEV; VOLOVICH, 1992;

b
21"

KLEINERT, 1989), o parametro y esté relacionado ao vetor de Burgers b via X =

3.2 Efeito Aharonov-Bohm para estados ligados: uma
breve revisao

Em eletromagnetismo classico, o potencial vetor A é apenas uma conveniéncia mate-

mética na descricao eletromagnética dos campos elétrico £ e magnético B. Entretanto,
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Figura 3: Deslocacdo tipo-hélice (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

Aharonov? e Bohm?® apresentaram uma descricio quantica para uma particula sensivel
a presenca de um potencial vetor A nao nulo em regioes onde o campo magnético é
nulo, B = 0, ou seja, o potencial vetor em um cenario quantico passa a ser um campo
real, ao invés de um mero artificio matematico, como descrito no cenario classico. Esse

preocedimento ficou conhecido como efeito AB (AHARONOV; BOHM, 1959).

O efeito AB pode ser testado experimentalmente. Um arranjo experimental que mostra
um efeito fisico direto do potencial eletromgnético sobre elétrons quanticos, ao contrério
dos elétrons classicos, é apresentado na Fig. (4), onde elétrons sao emitidos de uma fonte
para chegar ao detector. Um obstaculo é colocado de tal forma que o feixe de elétrons
tomara o caminho um ou dois. Depois desse obstaculo, um solenoide, é colocado entre o

caminho da fonte de elétrons e o detector.

No caso nao relativistico, as energia permitidas de um particula restrita a um anel de

raio ro (raio fixo) sujeita ao efeito AB sao (GRIFFITHS, 2004):

2 ) 2
PR <l_q_3>7 (3.5)

- 2mry 21h

onde [ =0,+1,£2, ... sao os autovalores do operador momento angular ﬁz, q a carga da

particula e $5 é o fluxo quantico de AB.

Note que os niveis de energia sao influenciados pelo fluxo quantico ®g, onde essa

influéncia é explicitada através de uma redefinicao dos autovalores do momento angular

9®p

2. Essa caracteristica serd bastante

através de um momento angular effetivo lof = [ —

2Yakir Aharonov.
3David Joseph Bohm.



43

7
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Figura 4: Arranjo experimental do efeito AB (FERREIRA, 2004).

necessaria no decorrer deste capitulo.

3.3 Quantizacao de Landau: uma breve revisao

A quantizacao de Landau ocorre quando uma particula carregada eletricamente inte-
rage com um campo magnético uniforme, o qual é perpendicular ao plano de movimento
da particula. Este sistema particular é caracterizado por um espectro discreto de energia,

onde cada nivel de energia tem uma degenerescéncia infinita (LANDAU; LIFSHITZ, 1981).

Em um sistema onde a particula de massa m carregada eletricamente com uma carqa ¢
se encontra no plano xy descrito por cooordenadas polares e sujeita a um campo magnético
uniforme B = Byz, proveniente do potencial vetor A= —%g&, o qual esta atuando na
diregao perpendicular a este plano, caracterizando uma simetria cilindrica, os niveis de

energia da particula sdo dados da forma (LANDAU; LIFSHITZ, 1981):

h2k? L1
Eyijn=——+Mw -+ =4+, 3.6
ki = 5+ o(n+2+2+2> (3.6)
onde n = 0,1,2,... sao os modos radiais, [ = 0,£1,£2,... os autovalores do operador

momneto angular L,, —oo < k < oo os autovalores do operador momento linear p,, wy ¢é
a frequéncia de ciclotron

_ 15

Wo y
mc

(3.7)

e ¢ a velocidade da luz no vacuo.
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Note que, para qualquer valor de n, temos uma degenerescéncia infinita. Esta ca-
racteristica da quantizacao de Landau serd necessaria para nossas analises futuras neste

capitulo.

3.4 Campo escalar sob efeitos de um potencial linear
no espaco-tempo com uma deslocacao tipo-hélice

Nesta se¢ao, analisamos o comportamento de uma particula escalar relativistica com
a massa dependente da posicao, como ja visto no Cap. (2), em um espago-tempo com
uma deslocagao tipo-hélice sujeita ao potencial escalar linear. Na presente abordagem,
assumimos que a particula escalar relativistica possui uma massa dependente da posicao
m(p) — m+V(p), onde V(p) é o potencial escalar estatico (GREINER; BROMLEY, 2000).
Sendo assim, a descricao quantica relativistica deste sistema de massa dependente da
posi¢do em um espago-tempo no cendrio definido pela métrica (3.4) é dado pela EKG em

sua forma covariante:

%__g@gww—gw A V(p)Pé =0, (3.8)

onde g = det(g,,) e g" é o tensor métrico inverso.
o

As componentes do tensor métrico dado na Eq. (3.4) sao: goo = —1, g11 = 1, g22 =
P2+ X2, goz = g3 = X € gz3 = 1. Com isso, utilizando a regra do cofator, podemos calcular

o determinate g:

-1 0 0 0
0 1 0 0 ! 0 .
g = ) ) — (_1)1+1(_1) 0 p2 4 X2 x| = _p27 (39)
0 0 p°+x° x
0 X 1
0 0 X 1

e o tensor métrico inverso g"” pode ser definido utilizando a relagao g,, 9" = I4, onde
I, é a matriz identidade de ordem 4, a qual nos fornece de forma direta as componentes
g0 =—1,¢% =0parav #0, g'' =1, g =0 para v # 1, e as componetes restantes sao

definidas através dos quatro sistemas de duas equacgoes seguintes:

2 2\ 20 30
+ + =0 .
{ (/0 X )g Xg N 920 _ g30 —0,

Y2 T P0=0
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(P +x)g* + xg¥=1 g2 1 o3 X
X922 + g32 — 0 p

=9

(PP +xM9" + xg¥ =0 5 X 5 PPN
g% rogB =1 p?’ p?

Logo, o tensor métrico inverso na sua forma matricial é definido

-10 0 0
01 0 0

9" = 0 o 1 . (3.10)
P2

Entao, substituindo as Eqgs. (3.9) e (3.10) na Eq. (3.8), obtemos a seguinte equagao
diferencial parcial

»P¢ 0% 106 1[0 o\, 9% 2
e 1 ) ot G-t VFe=0. (1)

% ~ X8z 0722

Com a Eq. (3.11) podemos, entdo, analisar o campo escalar de massa dependente da
posicao para diferentes potenciais escalares de confinamento. Portanto, consideremos o

potencial escalar estatico linear dado na Eq. (2.38).

Uma solugao para a Eq. (3.11) pode ser escrita através do Ansatz
O(p, i, 2, 1) = e e R(p), (3.12)

onde [ =0,+1,£2,..., —o00 < k < oo e R(p) é uma fun¢do da coordenada radial. Entao,
substituindo as Eqgs. (2.38) e (3.12) na Eq. (3.11), temos

?R 1dR 1
= —(l—kY)’R -2 R—120°R+ (&2 —=m?*— kK )R =0. 3.13
dp2+pdp p2( X) mupR — " p*R + ( m ) (3.13)

Fazendo a mudanga de varidvel { = /fip, a Eq. (3.13) torna-se
2R 1dR

Gt @R aeR-E€REPR=0, (3.14)
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onde definimos

1
_ 2 = (2 —m? —k»: = (- ky)> 3.15
&Y Vi 8 u< m )y v = (—kx) (3.15)

Podemos perceber que a Eq. (3.14) é analoga a Eq. (2.43), logo, seguindo os passos da
Eq. (2.45) a Eq. (2.49), com R(§) = Mle26Et0G(€), onde G(E) é a série de Heun

biconfluente, obtemos a relagao de recorréncia

[a(j +1) + 7]cj — (A = 2j)¢y

Cito = - - , 3.16
T GG 2 2h) (3:10)
e a relacao
C1 = %Co, (317)
na qual
a? a
/\:ﬁ+z—2—2|7|; 7':5(2|7|+1). (3.18)

Note que solugdes polinomiais para a fun¢ao G(§) sdo encontradas impondo que a série
de Heun biconfluente torna-se um polinémio de grau n. Através da relacao de recorréncia
(3.16), temos que a série de Heun biconfluente torna-se um polinémio de grau n impondo

que (BAKKE; FURTADO, 2015; FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012):

A=2n;  cpp1 =0, (3.19)
onden =1,2,3,.... Com a condicao A = 2n, obtemos
Exin = EV2u(n + |l — kx| + 1) + k2. (3.20)

Por outro lado, se quisermos analisar a condicao ¢,.1 = 0, precisamos definir alguns

coeficientes da expansao da série de poténcia. Comecemos com ¢y = 1, entao, das Eqgs.

(3.16) e (3.17), obtemos ¢; = § e ¢ = C;Q((ﬂ'g;;) - 2(2+/\2|v|)' Neste caso, se considerarmos

o estado de menor energia (n = 1), temos ¢,,1 = ¢3 = 0, e entao,

3
g1 = m (\l — kx| + 5) ; (3.21)

isto é, para determinar solugdes polinomiais para a fun¢do G(§), assumimos que o pa-
rametro p associado ao potencial escalar linear na Eq. (2.38) deve ser escolhido com o
objetivo de satisfazer a condi¢do ¢,+1 = 0, portanto, rotulamos p = ug,, na Eq. (3.21).

Com a relagao dada na Eq. (3.21), temos que os valores possiveis do parametro p sao
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determinados pelos parametros associados com a tor¢ao e os nimeros quanticos {k, [, n}
do sistema. Substituindo a Eq. (3.21) na Eq. (3.20), as energias permitidas para o estado

de menor energia sao dados por

2

k

Podemos observar a influéncia da tor¢ao na Eq (3.21) e, consequentemente, na Eq.
(3.22) através da presenga do parametro y. Tal parametro produz uma mudanga no
momento angular que da origem a um ntmero quantico de momento angular efetivo
lef = | — kx. Conforme indicado na Ref. (BEZERRA, 1997), essa mudanga é aniloga ao
efeito AB (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989), onde a mudanca no
momento angular ¢ dada por [ = [ — & (AHARONOV BOHM, 1959; GRIFFITHS, 2004),
como visto na Sec. (3.2). Tomando x = O, entdo, obtemos na Eq. (3.21) as energias per-
metidas do estado de menor energia do sistema de massa dependente da posi¢ao confinado

em um potencial escalar linear no espaco-tempo de Minkowski.

3.5 Campo escalar sob efeitos dos potenciais linear e
tipo-Coulomb I

O potencial de Coulomb pode ser introduzido na EKG através do acoplamento minimo
(GREINER; BROMLEY, 2000), como visto na Sec. (2.2). Entdo, nesta se¢do, analisamos o
sistema de massa dependente da posi¢ao discutido na Sec. (3.4), sujeito ao potencial tipo-
Coulomb I. Portanto, para uma particula eletricamente carregada de massa dependente
da posi¢ao que interage com o campo eletromagnético em um espago-tempo curvo, a EKG

é escrita na forma (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012)
1

vy

Entéo, considerando a configuracao de calibre utilizada na Sec. (2.2), A, = (—Ag, A = 0),

e substituindo as Egs. (2.16), (2.38), (3.3) e (3.10) na Eq. (3.23), obtemos a seguinte

[0 — 1qA) (9" V=09) (D) — igA,)]d — [m + V(p)]*¢ = 0. (3.23)

equacao diferencial parcial

92 2ib 2¢ 1 1 2 2

Po L WO B T 100, 1 (0 OV, P

o2 ot > pdp  p? \ Oy 0z 072
- (m+up)¢=0- (3.24)

Utilizando a solugdo geral dada na Eq. (3.12), como também a mudanga de variavel
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£ = \/1p, feita na Sec. (3.4), obtemos a equacao diferencial de segunda ordem:

PR 1dR 4. 6
+———=R+-R—aR—-ER+BR=0, 3.25
dg "y Tt gt etieg (3:29)

onde « estd definido na Eq. (3.15) e

_ e
ue

Em analogia & Sec. (3.4), com R(€) = ¢Mle2¢E+9G(¢), obtemos a relacdo de recorréncia

F=(1—-kx)?*=0b*% ¢ (3.26)

para os coeficientes da série de poténcia

[a(j + 1) + Tleg — (A= 2j)e

Cito = : , - , 3.27
=g+ 2 4 2) (321
com
7 T(a+7) A
(1= ————; 3= — , (3.28)
2l 2@+ 242l 22+ 2m)
onde consideramos ¢p =1 e
- a? o,
A=B+—2=20 T=50ER 1) -0 (3.29)

Novamente, temos que solugbes polinomiais para a fungao G(§) sdo determinadas
impondo que a série de Heun biconfluente torne-se um polinémio de grau n. Através
da relacao de recorréncia (3.27), necessitamos impor que A = 2n e ¢, = 0, com n =

1,2,3,.... Aléem disso, com a condi¢io A = 2n, obtemos a expressio:

Elin = i\/ 2t n(n+ 5] + 1) + k2, (3.30)

onde renomeamos [t = f ., COMO visto na Sec. (3.4). Analisando a condi¢do ¢,41 = 0
para n = 1, modo radial corresponde ao estado de menor energia, para qual temos que

cni1 = co = 0, e entao, os valores possiveis de p sao determinados por

(3.31)

m? 21y +2) 20°
Hil1 = B YIS

217 4+ 3) — 2mb Epin + &2
BRI = 2 g ) Bt G

Nesta ultima, podemos notar que os possiveis valores de p sao determinados pelos para-

metros associados com a tor¢ao e o potencial tipo-Coulomb I. Com o resultado dado na
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Eq. (3.31), consequentemente, as energias obtidas para o estado de menor energia sao
o _ 2mb(r]+2)(20]+2)
M Ay 4 8 2] - 1)

. \/1 (5] + 81 — 23] — D[mA(] +2)(2h] +3) + K221 + 1
R3] + 2221 + 22

(3.32)

X

A Eq. (3.32) corresponde a expressao para os valores permitidos de energia relativistica
do sistema de massa dependente da posicao para o estado de menor energia definido
pelo potencial escalar dado na Eq. (2.38) sob a influéncia do potencial tipo-Coulomb I
(2.16) no espago-tempo com uma deslocagao tipo-hélice. Comparando a expressao para o
estado de menor energia relativistica (3.32) com os valores permetidos de menor energia
relativistica obtidos na Sec. (3.4) (Eq. (3.22)) podemos notar que a presenca do potencial
tipo-Coulomb I modifica o espectro de energia do sistema de massa dependente da posicao.
Além disso, da Eq. (3.31) e, consequentemente, na Eq. (3.32), percebemos que os efeitos
de torcao existem nos niveis de energia relativistica através da presenga do parametro x
que caracteriza a deslocacdo tipo-hélice. E interessante ressaltar que, fazendo y = 0 na
Eq. (3.32), obtemos a expressao para as energias permetidas do estado de menor energia

no espaco-tempo de Minkowski.

3.6 Efeito Aharonov-Bohm para estados ligados sobre
um campo escalar em um espaco-tempo com uma
deslocacao tipo-hélice

Nesta secao, investigamos efeitos topologicos em sistemas quanticos relativisticos que
decorrem do pano de fundo do espaco-tempo com uma deslocacao tipo-hélice descrito
pela Eq. (3.4), onde analisamos o efeito AB para estados ligados (AHARONOV; BOHM,
1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989). Neste caso, assumimos que o defeito topologico tem
um campo magnético interno com um fluxo &5 (MARQUES et al., 2001). Assim, nossa
configuracdo de calibre & A, = (0,0, A,,0), com

= %, (3.33)
onde ®p denota o fluxo quantico de AB (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA,
1989; MARQUES et al., 2001; OLIVEIRA; MELLO, 2006). H4 um grande nimero de trabalhos
que tém investigado o efeito AB, onde alguns podem ser vistos nas Refs. (JACKIW et

al., 2009; KHALILOV, 2014; ANACLETO et al., 2015; DOLAN; OLIVEIRA; CRISPINO, 2011;
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BERRY et al., 1980; CERDA; LUND, 1993; COSTE; LUND; UMEKI, 1999; VIVANCO et al., 1999;
NESHEV; NEPOMNYASHCHY; KIVSHAR, 2001; LEONHARDT; OHBERG, 2003; STONE, 2000).
No entanto, nao ha ainda na literatura a investigacao da dinamica quantica relativistica
de uma particula de spin-0 no espago-tempo de deslocacao tipo-hélice sujeita ao efeito
AB (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989) e sob efeitos de potenciais
de confinamento como os potenciais tipo-Coulomb I e I, linear, parede rigida (condigao

de contorno de Dirichlet) e 0 OKG (BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI, 2008).

3.6.1 Efeitos de um potencial linear

Nesta subsecao, analisamos os efeitos de um potencial de confinamento escalar estatico
linear dado na Eq. (2.38) sobre um campo escalar sujeito ao efeito AB (AHARONOV; BOHM,
1959), onde 0 mesmo se encontra no espgao-tempo com uma deslocagao tipo-hélice (3.4).
Neste caso, utilizando as Eqgs. (2.38), (3.9), (3.10), (3.33) na Eq. (3.23), obtemos a seguinte
equacao diferencial parcial de segunda ordem:

@+@+1@+l(a o . %)U 0°¢

J— —_— —_— 2 =
o2 9p*  pdp  p? \ Dy 5. Ton * 022 (m+pp)’e =0 (3:34)

Observe que, ao substituir 42 = (I — kx)? por

@5\’
2 = (z —ky — 2—:) : (3.35)

podemos seguir os mesmos passos da Eq. (3.12) a Eq. (3.19) para resolver a EKG (3.34).

Sendo assim, obtemos a seguinte expressao

Enin = £ 2tian(n + [ +1) + k2. (3.36)

Ao lidarmos com o estado de menor energia do sistema (n = 1), seguimos os passos da
Eq. (3.16) a Eq. (3.21) e obtemos

3

+ —) . (3.37)

2 q®p
= [ —ky — —=
Hii1 = m (’ X o B

Consequentemente, os valores possiveis do parametro u dependem da fase quantica geomé-
trica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), o parametro associado com a tor¢ao e os nimeros
quanticos {k,l,n} do sistema, de modo que as solugdes polinomiais para a funcao de

onda radial possam ser definidas. Substituindo a Eq. (3.37) na Eq. (3.36), as energias
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permetidas para o estado de menor energia sao dadas por

o ) k?
Ern=4myf (21— by — T2 43]) 1=y - LTLZ 12| ) + = (3.38)
8 o m?

21

onde percebemos que ha influéncia da fase quantica geométrica de AB (®p) e do defeito
topologico sobre os valores permetidos de menor energia relativistica. Esta dependéncia
dos niveis de energia relativistica da fase quantica geométrica corresponde a um ana-
logo relativistico do efeito AB para estados ligados (BAKKE; FURTADO, 2013; PESHKIN;
TONOMURA, 1989; BAKKE; FURTADO, 2012).

Tomando x = 0 nas Eqgs. (3.37) e (3.38), obtemos o andlogo relativistico do efeito AB
para estados ligados no espago-tempo de Minkowski. Por outro lado, tomando &5 = 0
nas Egs. (3.37) e (3.38), recuperamos os resultados obtidos nas Egs. (3.21) e (3.22),

respectivamente.

Perceba que, se fizermos &5 — &5 + 27“ na Eq. (3.38), obtemos a expressao para os

valores permetidos do estado de menor energia relativistica do sistema da forma

2

P P k
4 o 2m m?

Fazendo ! — [F1 na Eq. (3.38), obtemos a Eq. (3.39), ou seja, temos que & ;1 (@B + %’r) =
Ekix11 (Pp), que significa que o estado de menor energia relativistica ¢ uma funcao perio-

dica da fase quantica geométrica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), onde a periodicidade

& Py = 27” .
3.6.2 Efeitos dos potenciais linear e tipo-Coulomb II

Com o objetivo de generalizar nossas andlises, investigamos nesta subsecao o caso em
que a particula relativistica de massa dependente da posicao esta confinada no potencial

visto na Eq. (2.56). Neste caso, a equagao diferencial radial é escrita como

R 1dR 1T 2
e LR TR omupR — 12’ R+ AR =0, (3.40)
dp> pdp p p

onde

2
A=E—m?>—k*—2uv;, = (l—k‘x——ﬂ) + A2 (3.41)
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Fazendo a mudancga de variavel § = /up, obtemos

R 1dR 12 ) A

—+-——=R—-R—afR— &R+ —R=0, 3.42

@ Tgag gttt eim iy (&4
onde « estd definido na Eq. (3.15) e

< 2mv
b= ——. 3.43
7 (3.43)
Note que a Eq. (3.42) é andloga a Eq. (2.57), logo, seguindo os passos da Eq. (2.57)

a Eq. (2.64), obtemos a expressao
E =k +2u(l+n+t| +v). (3.44)

No caso do estado de menor energia, e escolhendo o parametro que caracteriza o potencial
escalar estatico linear como parametro de ajuste para a segunda condi¢ao de truncamento
da série de Heun biconfluente, como ja vistos em casos anteriores, obtemos os possiveis
valores permitidos para o mesmo

m2(2 + 2t + 2v)(1 + 2v + 2|¢])
2(2]7] + 1) '

Mgl = (3.45)

A relagao (3.45) nos fornece os valores permitidos do parametro p nos quais podemos obter
um polinémio de primeiro grau para a funcao de Heun biconfluente. Devido a dependéncia

dos nameros quanticos {k,[,n}, renomeamos j = fig .

A partir das Egs. (3.44) e (3.45), podemos determinar os valores permitidos da energia
relativistica do sistema de massa dependente da posicao. Como observado nas secoes

anteriores, o modo radial correspondente ao estado de menor energia (n = 1), ou seja,

21t + 2v)(1 4+ 2 202+ |v k2
5k,l,1:im\/(3+ il +20) (20 + 2@+ [i] +v) | K2 (5.46)

(2|71 + 1) m2’

Note que os valores permetidos para a energia relativistica correspondente ao modo
radial n = 1 dados na Eq. (3.46) sofrem mudangas em comparagao aos valores permetidos
de energia relativistica para o estado de menor energia calaculados na Subse. (3.6.1), vide
a Eq. (3.38). Perceba que, se fizermos v — 0 na Eq. (3.46), recuperamos a Eq. (3.38).
Por outro lado, analogamente ao caso da Subse. (3.6.1), existe o momento angular efetivo
lefg =1 —kx — % nos niveis de energia (3.46). Isto nos mostra um analogo do efeito
AB para estados ligados (AHARONOV; BOHM, 1959) devido a dependéncia dos niveis de

energia com a fase geométrica P pg.
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Fazendo &5 = 0 e x # 0 na Eq. (3.46) obtemos os autovalores permitidos de menor
energia de um campo escalar de massa dependente da posicao sob efeitos de confinamento
dos potenciais escalares linear e tipo-Coulomb II no espaco-tempo com torcao. Por outro
lado, tomando ®5 # 0 e x = 0 na Eq. (3.46), obtemos os autovalores permitidos da energia
relativistica correspondente ao modo radial n = 1 de um campo escalar confinado em
potenciais linear e tipo-Coulomb II, sujeito ao efeito AB no espaco-tempo de Minkowski.
H&a também o caso particular em que tomando ®5 = x = 0 na Eq. (3.46), o que significa
a obtencao dos autovalores permitidos do estado de menor energia de um campo escalar
sujeito aos efeitos de potenciais de confinamento linear e tipo-Coulomb II no espago-tempo
de Minkowski.

Além disso, podemos notar que as energias relativisticas permetidas do estado de

menor energia é uma funcao periddica do fluxo quantico de AB, ou seja, &£ 11 (<I>B + %r) =

Ekix11(Pp), onde a periodicidade é ¢y = 27”.

3.6.3 Efeitos dos potenciais tipo-Coulomb II e o oscilador de
Klein-Gordon

Consideremos um campo escalar de massa dependente da posicao eletricamente carre-
gado interagindo com o OKG (BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI, 2008) e um potencial
tipo-Coulomb II dado por?

Vip) = —, (3.47)

onde, como visto no Cap. (2), v é uma constante que caracteriza o potencial tipo-Coulomb
II. Assim, a EKG com o termo de massa dependente da posicao no espaco-tempo com

uma deslocacao tipo-hélice (3.4) pode ser escrita como
1

VY

onde z,, = (0, p,0,0) é o quadrivetor e, como visto no Cap. (2), w é a frequéncia angular

do OKG (BRUCE; MINNING, 1993).

(0, + mwz, —iqAL) (g™ /=9)(0, + mwz, —iqgA,)]¢ — [m + V(p)]?¢ = 0, (3.48)

Entao, substituindo as Eqs. (3.9), (3.10) e (3.47) na Eq. (3.48), obtemos a seguinte

4Aqui, fizemos 1 = 0 na Eq. (2.56).
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equacao diferencial parcial

9% ¢ 106 1 [0 o . dg\° . 0%
o T w*za—pw(%‘%‘”%) *t oz

2
m2w?p*p — 2mwe — (m + %) ¢ =0. (3.49)

Agora, considerando a Eq. (3.12) na Eq. (3.49), obtemos a equagao diferencial radial
d’*R n 1dR @ 2my
dp> —pp P p

onde 7 esta definido na Eq. (3.41) e

R—m*w*p’R+ AR =0, (3.50)

A=E&—m? -k - 2mw. (3.51)

A equacao diferencial radial (3.50) é analoga a Eq. (2.20), logo, seguindo os passos da
Eq. (3.20) a Eq. (2.33), obtemos a expressao

Eain =M+ K + 2mw(2 4+ n + |1]). (3.52)

Na analise para o estado de menor energia representado pelo modo radial n = 1, e
escolhendo a frequéncia angular do OKG (BAKKE; FURTADO, 2015) como parametro de
ajuste para que a condi¢ao de truncamaneto da série de Heun biconfluente ¢, ;1 = 0 seja
valida, obtemos os seguintes valores permetidos

2mu?

Wg,i1,1 = 5 .
<1+2\/(1—kx—%) +y2)

Na Eq. (3.53) temos os valores permitidos da frequéncia angular do OKG, onde renome-

(3.53)

amos W = Wk, 05 quais nos permite obter um polinémio de primeiro grau para a série

de Heun biconfluente.

Substituindo a Eq. (3.53) na Eq. (3.52), temos

(3+\/(Z—kx—%)2+u2> L2
+ =.
(1+2\/(l—kx—q;%)2+y2>

gk,l,l =4m |1+ 402 (354)

Consequentemente, através da interacao do campo escalar com um potencial tipo-
Coulomb II mais o OKG, temos que soulucoes para a EKG podem ser determinadas. A

expressao (3.54) nos déa os niveis de energia associados com o modo radial n = 1. Para
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outros modos radiais, outras expressoes para os niveis de energia relativistica podem ser

obtidos.

Na Eq. (3.54), podemos notar o efeito AB para estados ligados devido a presenca do
momento angular efetivo l.; =1 — kx — %, isto é, existe a influéncia da fase quantica
geométrica P g sobre os niveis de energia relativistica associados com o modo radial n = 1.
Tomando @5 = 0 e x # 0 na Eq. (3.54), obtemos os as energias relativisticas permetidas
para o estado de menor energia do sistema de massa dependente da posicao sob efeitos
dos potenciais de confinamento tipo-Coulomb IT e o OKG no espaco-tempo com uma
deslocacao tipo-hélice (tor¢ao). No caso em que ®5 # 0 e x = 0 na Eq. (3.54) definimos
os autovalores das energias permitidas para o estado de menor energia do sistema de
massa dependente da posicao sob os efeitos de confinamento do potencial tipo Coulomb
IT e do OKG onde ha a presencga do fluxo quantico de AB no espaco-tempo de Minkowski.
Tomando &5 = x = 0 na Eq. (3.54), definimos os autovalores permitidos da energia
relativistica do estado de menor energia de um campo escalar com massa dependente da

posicao sob os efeitos de confinamento dos potenciais tipo-Coulomb II e 0 OKG.

Note que os autovalores permitidos da energia relativistica do estado de menor energia
(3.54) ¢ uma funcao periodica do fluxo quantico de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), ou
seja, &1 <<I>B + 2;”) = &rix1.1(Pp), onde a periodicidade é ¢y = 27”.

3.6.4 Efeitos do potencial tipo-Coulomb II

Consideremos agora um campo escalar com massa dependente da posi¢ao sob o efeito
AB (AHARONOV; BOHM, 1959) sujeita aos efeitos de confinamento do potencial tipo-
Coulomb II dado na Eq. (3.47). Neste caso, substituindo as Egs. (3.9), (3.10), (3.33) e
(3.47) na Eq. (3.23), temos a equagao diferencial parcial de segunda ordem

2 2 2 2
9% 9% 1a¢+1(a 9 .@B)¢ %

2
_geyge 100, L +_2_(m+3) 6 =0. (3.55)
ot op>  pdp p 0z p

— — 10—

% ~ Xz 2T

Inserindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.55), obtemos a equacao diferencial radial

d?R 1dR ? 2muy -
- 4+ __R-""R-p3’R=0, 3.56
dp* ~ pdp  p? P (359

onde definimos o parametro 7 na Eq. (3.41) e

B =m?+ k- & (3.57)
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Facamos a consideracao que v = —|v/|, e entdo, mudamos a variavel dada por r = 2fp,

onde temos

dR  drdR __dR

el )

dp dp dr P dr’
d*R dr d (drdR _,d*R
_ = I aa— = 4 2—. .
dp? dp dr (dp dr) P dr? (3:58)

Logo, a Eq.(3.56) torna-se

d?R 1dR 2 a 1
Lt "R+ %R-ZR=0 3.59
dr? * rdr 72 * r 4 ’ ( )

onde

a= mg”‘. (3.60)

Impondo que R(r) — 0 (a fungao radial R(r) é bem comportada), obtemos a possivel

solucao em r — 0 e r — o0

2

R(r) = rlle=2r f(r), (3.61)

onde a funcdo f(r) é a solucdo para a equagao diferencial de segunda ordem:

2

d d 1
g+ 10D (a-p- ) -0 (3.62)

A Eq. (3.62) é conhecida como a equacao hipergeométrica confluente (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1972; ARFKEN; WEBER, 2005), e assim, f(r) = 1F (|t]|+ 35— & 2[] + 1;7)
é a funcdo hipergeométrica confluente. E importante observar que, o comportamento
assintotico da funcao hipergeométrica confluente para grandes valores de seu argumento

¢ dado por (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972)

1F1 = (a,b;2) =~ %e’”w“_b[l +O(lz|™H)]. (3.63)

Consequentemente, a Eq. (3.63) revela que ;F; quando = — oc.

Com o objetivo de determinar solugoes de estados ligados relativisticos, podemos
impor que a = —n (7 = 0,1,2,...). Desta forma, a fun¢ao hipergeométrica confluente

torna-se bem comportada quando x — oo. Ao trabalharmos com a = |z]+ % — @, portanto,
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a condi¢do |7] + 1 — a = —n fornece

m2|y|2
5.
(%+ﬁ+\/(l—kx—%)2+u2>

Os niveis de energia (3.64) surgem através da interagdo entre o campo escalar e o

gk,l,ﬁ =4 |m2+k2— (364)

potencial tipo-Coulomb (definido na Eq. (3.47)) no espago-tempo com uma deslocagao

tipo-hélice. Observe que a contribuicao dada por loy = | — ky — ‘1‘2%, a qual significa
que tanto o fluxo magnético e a torcao do espaco-tempo modifica 0 momento angular
fornecendo um momento angular efetivo. Esta modificagao nos ntmeros quanticos do
momento angular dada pelo fluxo magnético quantico @5 da origem ao efeito AB para

estados ligados (AHARONOV; BOHM, 1959).

Note que, na Eq. (3.64), se fizermos &5 = 0 e x # 0 definimos os niveis de ener-
gia relativistica de um campo escalar de massa dependente da posicao sob os efeitos de
confinamento de um potencial tipo-Coulomb II no espaco-tempo com torcao. Por outro
lado, se fizermos ®p # 0 e x = 0 definimos o espectro energético de um campo escalar
com massa dependente da posicao confinada em um potencial tipo-Coulomb II sujeita ao

efeito AB no espacgo-tempo de Minkowski.

Além disso, podemos notar que o nivel de energia relativistica (3.64) é uma fungao
periddica da fase quantica geométrica, ou seja, & x (CIDB + %”) = Eriz1.:(Pp), onde a

periodicidade é dada por ¢y = ==

3.6.5 Efeitos dos potenciais tipo-Coulomb I e II

Vamos incluir a interagao tipo-Coulomb I dada na Eq. (2.16)° no sistema estudado na
subse¢ao anterior (Subse. (3.6.4)). Ao incluir o potencial tipo-Coulomb I, as componentes
nao nulas do quadripotencial eletromagnético sao dadas por A, = (—AU, 0, q;B , 0) Neste
caso, a partir da Eq. (3.32) temos a seguinte equagao diferencial parcial

PO 2106 a2¢ 106 1[0 0 O a%
w oot ¢ paer_(%_X@_ ) =
2
. (m + %) ¢ = 0. (3.65)

®Aqui, n6s assumimos que |v| > [b|.
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Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.65), obtemos a equacao diferencial radial

2R 1dR i & -
s "R4Y-R-PB*R=0, 3.66
dp*  pdp p? p (360

onde 2 esta definido na Eq. (3.57) e definimos os novos parametros

d 2
a=2E—mv); *= <z —kx — ‘IQ—WB) +12 - (3.67)

Facamos a mudanca de variavel r = 23p, e entdo, temos

d?R 1dR 7? a 1
i g plttgg o gfi=0 (3.68)

A Eq. (3.68) é analoga a Eq. (3.59), logo, seguindo os passos da Eq. (3.61) a Eq.

(3.64), obtemos a seguinte equagao algébrica de segundo grau na energia:

2mbu [(n+ 17+ 3)" (m? 4 K2) = m2?]

° [(ﬁ+|z|+§)2+b2} - [(ﬁ+|z|+§)2+62]

= 0. (3.69)

Neste caso, resolvendo a Eq. (3.69), temos a expressao geral para o espectro de energia

do sistema de massa dependente da posi¢ao

mbv

Eein = = 5 (3.70)
(n+ i+ 3) +b2]
p
(i +3)° + ] 1
A4 = 2 | 12 _ 22
X 1+, |1+ mCTERE (n—i—M—l—Z) (m? 4+ k?) — m?v ,
\

o qual representa as energias permitidas do sistema provenientes da interecao entre o
campo escalar e os potenciais tipo-Coulomb I e II no espaco-tempo com uma deslocacao
tipo-hélice. Nos niveis de energia relativistica (3.70), podemos observar o momento angular
efetivo lop = | — kyx — %. Portanto, devido a dependéncia dos niveis de energia do
fluxo magnético 5 (fase quantica geométrica), temos o efeito AB para estados ligados

(AHARONOV; BOHM, 1959).

Note que, tomando @5 = 0 e x # 0 na Eq. (3.70), obtemos os niveis de energia de
um campo escalar carregado eletricamente de massa dependente da posicao submetida
aos efeitos de confinamento dos potenciais tipo-Coulomb I e II no espaco-tempo com
tor¢ao. Por outro lado, tomando &5 # 0 e x = 0 na Eq. (3.70) definimos o espectro

energético relativistico de um campo escalar carregado eletricamente de massa dependente



99

da posicao sob efeitos dos potenciais de confinamento tipo-Coulomb I e II sujeito ao
efeito AB (AHARONOV; BOHM, 1959) no espago-tempo de Minkowski. Para &5 = y =
0 na Eq. (3.70) determinamos os niveis de energia relativistica de um campo escalar
eletricamente carregado de massa dependente da posicao sujeito aos efeitos dos potenciais

de confinamento tipo-Coulomb I e II no espaco-tempo de Minkowski.

Note também que o nivel de energia raltivistica (3.70) ¢ uma funcao periodica do fluxo
quantico de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), ou seja, & 1.1, (CIDB + %”) = Ekix1.n(Pp), onde

a periodicidade é ¢g = 27”.

3.6.6 Efeitos associados com um campo magnético uniforme

A quantiza¢ao de Landau (LANDAU; LIFSHITZ, 1981), como ja discutida brevemente
na Se¢. (3.3), ocorre quando uma particula carregada eletricamente intereage com um
campo magnético uniforme, o qual é perpendicular ao plano de movimento da particula.
Esse sistema ¢ caracterizado por um espectro de energia, onde cada nivel de energia tem
uma degenerecéncia infinita. A quantizacao de Landau tem sido bastante investigada
na literatura, como, por exemplo, sistemas de particulas neutras (ERICSSON; STOQVIST,
2001; RIBEIRO; FURTADO; NASCIMENTO, 2006; FURTADO; NASCIMENTO; RIBEIRO, 2006),
e na presenca de defeitos topologicos (MARQUES et al., 2001; FURTADO et al., 1994). No
contexto relativistico de mecanica quantica, a quantizacao de Landau foi discitida nas
Refs. (RABI, 1928; SCHAKEL, 1991; HALDANE, 1988; JACKIW, 1984; BALATSKY; VOLO-
VIK; KONYSHEV, 1986; BERESTETSKII E. M. LIFSHITZ, 1982). Na presenca de defeitos to-
pologicos, alguns estudos da quantizacao relativistica de Landau foram desenvolvidos no
espago-tempo com corda cosmica (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012),
no espago-tempo com corda cosmica giratoria (CUNHA et al., 2016), no grafeno (BUENO;
FURTADO; CARVALHO, 2012), em teorias de Kaluza-Klein (FURTADO; MORAES; BEZERRA,
1999) e nos sistemas de particulas neutras (BAKKE; FURTADO, 2010). Entao, considere-
mos que o quadripotencial vetor possua a seguinte componente ndo nula (MARQUES et al.,
2001; FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; CUNHA et al., 2016):

1 dp

A, =—=Byp*+ = 3.71
© 9 0P + ot ) ( )
onde By é uma constante e ® 5 denota o fluxo quantico de AB (AHARONOV; BOHM, 1959;
MARQUES et al., 2001). Note que, através da Eq. (3.71), temos um campo magnético

uniforme dado por B=VxA= —Byz.
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3.6.6.1 Quantizagao de Landau relativistica

Tomando V(p) = 0 na Eq. (3.23), obtemos a EKG que descreve um campo escalar
eletricamente carregado que interage com o campo eletromagnético em um espago-tempo

curvo:
1

v—9

Neste caso, através das Egs. (3.9), (3.10) e (3.71), a EKG (3.72) torna-se

(0 — iun)(\/—_gg“”)(au —iqA,)¢ — m?¢ = 0. (3.72)

82¢ P¢  10¢ %, 8 dp a%s
o T %*5@7)*—(890 Yo q—) = 379)
2 2 2
v oigBy (L oy L) gy Ty 4 B° P’ —m?¢ =0,
Op 0z 27

a qual descreve a interacao de um campo esclar eletricamente carregado com um campo
magnético uniforme no espaco-tempo com deslocacao tipo-hélice. A solucao para a Eq.

(3.73) esta definida na Eq. (3.12), que nos fornece a seguinte equacao diferencial radial:

>R 1dR /? m2ws
Taft 0 p MW ap  p g 3.74
onde wy (frequéncia de ciclotron) e ¢ estdo definidos nas Egs. (3.7) e (3.35), respectiva-

mente. Além disso,

P
e=E*—m®— k> — mwo (l kx—q—B). (3.75)

2

Agora, considere a mudanca de variavel x = ™20 p? entdo a Eq. (3.38) torna-se
d*R  dR /? x €
—+ ——-——R—--R R=0. 3.76
md +d:c 4x 4 +2mw0 ( )
A solugdo para a Eq. (3.76) é dada por
R(z) —gie s x1 Fy M%—l— ‘ |t] + 1; 2 (3.77)
2 2 2nwg’ )

onde, como ja vimos anteriormente, |} (‘—;l +31- el + 15 x) é a funcao hipergeo-

2mw0
métrica confluente (ARFKEN; WEBER, 2005; MACHADO, 2012), e a série hipergeométrica

A . — . ‘L‘ 1 € _ —
confluente torna-se um polinémio de grau 7 impondo que 5 + 5 — Tmas = — 1, na qual
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n=20,1,2,.... Com essa condicao em maos, obtemos
| —ky— 2 | —ky— 2
Erin = 4| M2+ 2mwy (ﬁ—i— ‘ X2 2n ’ + ( XZ 2”)> + k2. (3.78)

Consequentemente, tornando @5 = 0 na Eq. (3.78), a mesma corresponde aos niveis
de energia relativistica de uma particula carregada eletricamente que interage com um
campo magnético uniforme no espago-tempo com uma deslocagao tipo-hélice. Esse es-
pectro de energia corresponde aos niveis de Landau relativisticos no espago-tempo com
uma deslocagao tipo-hélice. Observe que, fazendo y = 0, obtemos os niveis de Landau
relativisticos no espago-tempo de Minkowski (RABI, 1928; BERESTETSKII E. M. LIFSHITZ,
1982). Entdo, comparando os niveis de Landau relativisticos no espago-tempo com uma
deslocacio tipo-hélice (3.78) com o caso do espago-tempo de Minkowski, podemos ver
que os efeitos de torcao modificam os niveis de energia, quebrando a degenerescéncia dos

niveis de Landau relativisticos.

Além disso, com ®p # 0 e x = 0, podemos observar na Eq. (3.78) que existe um
momento angular efetivo l.; = [ — %, e assim os niveis de energia relativistica dependem
da fase geométrica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959). Esta dependéncia da fase quantica
geométrica resulta no surgimento de um efeito analogo ao efeito AB para estados ligados
(AHARONOV; BOHM, 1959). Além disso, temos que & <<I>B + 27“) = Ekix1.:(Pp), 0 que
significa que o espectro relativistico de energia é uma funcao periédica da fase quantica

geométrica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), cuja periodicidade é ¢ = 27”.

Finalmente, com &5 # 0 e x # 0, podemos observar na Eq. (3.78) que o momento
angular efetivo é definido por l.; =1 — kx — %’ isto é, é definido pelo fluxo magnético
®p e o parametro de deslocamento espacial x (torsdo). Portanto, ha uma dependéncia da
fase quantica geométrica, que também d4 origem ao efeito analogo do efeito AB para os
estados ligados. Neste caso, temos que tanto a tor¢cao quanto a fase quantica geométrica
modificam os niveis de energia e quebram a degenerescéncia dos niveis relativisticos de

Landau.

Novamente, temos que &5 (CIDB + 27“) = &rix1.2(Pp), portanto, o espectro relativis-
tico de energia (3.78) é uma funcao periodica da fase quantica geométrica de AB, cuja
periodicidade é ¢y = 27”. Os efeitos de tor¢ao alteram o padrao de oscilagoes do espectro

de energia.
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3.6.6.2 Efeitos do potencial de paredes rigidas

Deixe-nos restringir o movimento da particula escalar relativistica a uma regiao onde
um potencial de confinamento de paredes rigidas esta presente. Esse tipo de confinamento

é descrito pela seguinte condi¢ao de contorno:
R(po) =0, (3.79)

o que significa que a funcao de onda radial desaparece em um raio fixo py. Consideremos

e __ €
2mwo  2qBo

> 1. Com o raio fixo py e um valor constante para o parametro da funcao
hipergeométrica confluente b = |l —kx — %‘ + 1, podemos considerar o parametro da
®p

~ . o ‘likxfﬁ 1 € 3
func¢ao hipergeométrica confluente a = ———— + 5 — T sendo grande, e entao, a

fungao hipergeométrica confluente pode ser escrita na forma (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1972; BAKKE, 2013)

1F1 = (a,b;xg) o cos <\/2bx0 —4daxy — b—ﬁ + E) . (3.80)

2 4

Assim, substituindo as Eqgs. (3.77) e (3.80) na Eq. (3.79), temos

1/ T q®p 37\ 2

Erin~ =+ R |l —kxy——|+—

Kl m—i—pg(mr—kz‘ X~ oo +4)
1/2

®
+ mw0<l—kx—q—3)+k2

o (3.81)

Consequentemente, a Eq. (3.81) nos da os niveis de energia relativistica de um campo
escalar carregado eletricamente, que interage com um campo magnético uniforme, sujeita
a um potencial de confinamento de paredes rigidas no espaco-tempo com uma deslocagao
tipo-hélice. Podemos observar também que existe a influéncia de tor¢ao e o fluxo magnético
nos niveis de energia relativistica (3.81) devido a presenga do momento angular efetivo
ley = l—kx—%2. Assim, com a dependéncia dos niveis de energia relativistica (3.81) com
a fase quantica geométrica @5, temos um anélogo relativistico do efeito Aharonov-Bohm
para estados ligados (PESHKIN; TONOMURA, 1989). Por outro lado, tomando ®5 # 0 e
X = 0 na Eq. (3.81), temos a dependéncia dos niveis de energia com a fase geométrica de
AB (AHARONOV; BOHM, 1959), a qual corresponde ao analogo do efeito AB para estados
ligados (PESHKIN; TONOMURA, 1989) no espago-tempo de Minkowski. Comparando os
niveis de energia relativistica no espago-tempo de Minkowski (y = 0) com o espago-

tempo com uma deslocacao tipo-hélice (x # 0), podemos observar que os efeitos de torgao
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alteram o padrao de oscilacoes do espectro de energia.

Podemos ver que &5 (CIDB + 2;”) = &Erir1.:(Pp), portanto, o espectro de energia
(3.81) ¢ uma funcao periddica da fase quantica geométrica de AB (AHARONOV; BOHM,
1959), onde a periodicidade é ¢y = :I:%’r.

3.6.6.3 Efeitos do potencial linear

Nesta subse¢ao introduzimos o potencial escalar linear, definido na Eq. (2.38), através
da modificagdo do termo de massa, como visto na Sec. (2.3) ou na Sec. (3.4). Entao,
substituindo as Eqgs. (2.38), (3.9), (3.10) e (3.71) na Eq. (3.23), e seguindo os mesmos
passos da Eq. (3.11) & Eq. (3.13), obtemos a seguinte equacao diferencial radial

d*R 1dR /*
d_p2+;d_p—;—R—g2p2R—2m,upR+eR—O (3.82)

onde ¢ e € estao definidos nas Eqgs. (3.35) e (3.75), respectivamente, e

m2w2
¢t = I O 4 2 (3.83)

Fazemos agora a mudanca de variavel dada por T = /Sp, entdo, a Eq. (3.83) torna-se

d*R 1dR /?
o - L R-#*R-IR+ R—O (3.84)

dz?  zdx 12
onde definimos o novo parametro

2mpu

b= S5 (3.85)

Podemos notar que a Eq. (3.84) é anéloga a Eq. (3.14), logo, seguindo os mesmos

passos da Eq. (3.14) a (3.20), obtemos

o
. = m?+ 4/ m2w? + 4p2 (n—i—l—l—‘l—kzx—qz—B
" ﬂ-

P 2,2
+ mw (l—kx— (12—’9) Ty #“2 (3.86)
" o ta

Na anéalise para o estado de menor energia, representado pelo modo radial n = 1,
escolhemos a frequéncia de ciclotron (campo magnético) como parametro de ajuste. Deste

modo, para que a condicao de truncamaneto da série de Heun biconfluente ¢,,; = 0 seja
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valida, obtemos os seguintes valores permitidos da frequéncia wy

4 [m2p q®p 2/3 4

A relagdo apresentada em Eq. (3.87) revela os possiveis valores da frequéncia de ciclotron

wort1 (consequentemente, o campo magnético By) associados com o nivel de energia cor-
respondente ao modo radial n = 1. Consequentemente, o polindémio de primeiro grau para
a série de Heun biconfluente é definido. Note que o valor da frequéncia de ciclotron muda
para cada nimero quantico n e também para [ e k. Por essa razao devemos renomear

Wo = Wok,1.n- Em seguida, substituindo n = 1 e a Eq. (3.87) na Eq. (3.86), obtemos

1/3
)
)| (- 52)
21
o (ke = 92BN (g ol gy - 10 " %5 58
m X o m?2 2 X o m2

m2u?

2/3"
(252 (3+ 2|1 — hx — %2

2,2

mep 9B

2T

il = m2+2[ <3+2’5—k><

+ K-

Assim sendo, a Eq. (3.88) é a expressao dos niveis de energia permitida do estado de
menor energia (n = 1) para um campo escalar carregado, que interage com um campo
magnético uniforme, sujeita a um potencial escalar linear no espaco-tempo com uma
deslocagao tipo-hélice. Comparando as Eqgs. (3.87) e (3.88) com a Eq. (3.78), temos que
a presencga do potencial escalar linear (2.38) modifica os niveis de energia relativistica.
Além disso, temos também a influéncia de torcao e o fluxo magnético nos niveis de energia
permitida (3.88), os quais podem ser vistos com a presenca do momneto angular efetivo

lef =1—kx— q;}% no estado de menor energia (PESHKIN; TONOMURA, 1989).

A energia para o modo readial n = 1 (3.88) é uma fung¢ao periddica da fase quantica
geométrica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), ou seja, Exux (@B + 27”) = Eriz1.a(Pn),

onde a periodicidade é ¢y = j:%”.

Note que, fazendo y = 0, obtemos as energias permitidas correspondentes ao modo
radial n = 1 para uma particula de spin-0 carregada eletricamente que interage com
um campo magnético uniforme e sujeita a um potencial escalar linear no espago-tempo
de Minkowski. Assim, ndés também temos que a presenca do defeito topolégico muda o
padrao de oscilagoes do espectro de energia, neste caso, o padrao de oscilacao do estado

de menor energia.
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3.6.6.4 Efeitos do potencial tipo Coulomb II

Consideremos agora os efeitos do potencial escalar de confinamento tipo-Coulomb II
dado na Eq. (3.47) sobre o campo escalar eletricamente carregado de massa dependente
da posicao sujeito ao campo magnético uniforme. Neste caso, substituindo as Eqgs. (3.9),
(3.10), (3.47) e (3.71) na Eq. (3.23), e, seguindo os mesmos passos da Eq. (3.11) a Eq.
(3.13), obtemos

d?R 1dR 2 2 202
T o SR—""R- m4w0sz+eR=07 (3.89)
p*  pdp p p

onde os parametros wy, e € estao definidos nas Eqs. (3.7), (3.41) e (3.75), respectivamente.

W0
2

Facamos a mudanca de variével p = p, entdo, a Eq. (3.89) torna-se

d?R 1dR 72 A 2¢
4+ - — " R-—"R—-—0R+—R-= 3.90
i Tode 2 o T g ’ (3.90)
onde
2mv

(3.91)

A Eq. (3.90) é analoga a Eq. (2.23), logo, seguindo os mesmos passos da Eq. (2.23) a

Eq. (2.34), temos a seguinte expressao:

)
c‘,’k,z,nZi\/m2+k2+mw0 (1+n+M+l—kx—q2—B). (3.92)
s
Como visto na Subse. (3.6.6.3), a frequéncia de ciclotron wy, para o modo radial n =1, é
dada por
4mu?
= —. 3.93
Wok, 1,1 o+ 1 (3.93)

A relagao dada na Eq. (3.93) fornece os possiveis valores da frequéncia angular que nos

permite construir um polinémio de de primeiro grau para a série de Heun biconfluente.

Através das Egs. (3.92) e (3.93), temos

P
(2+\z\+l—k><—q—3), (3.94)

27

4m?2p?
Epi1 = m2+Ek2+ ——
wbd \/ (2le] + 1)

a qual corresponde aos niveis de energia associados com o modo radial n = 1. Esses
niveis de energia surgem da interacao do campo escalar com o potencial tipo-Coulomb II

e um campo magnético uniforme no espago-tempo com uma deslocacao tipo-hélice. Em
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contraste a Eq. (3.64), podemos observar que a presen¢a do campo magnético uniforme
modifica os niveis de energia assoaciados com o modo radial n = 1. Além disso, podemos
notar na Eq. (3.94) a presenca do momento angular efetivo .y =1 — ky — %. Isso nos
mostra a influéncia do fluxo magnético e da torcao do espaco-tempo sobre os niveis de
energia. Em particular, a dependéncia dos niveis de energia do fluxo magnético (a fase
quéantica geométrica ) que pode ser interpretado como o analogo relativistico do efeito
AB para estados ligados (PESHKIN; TONOMURA, 1989). Por outro lado, tomando &5 = 0,
temos somente a influéncia da topologia do defeito sobre os niveis de energia (3.94).
Como nao existe interagao entre o defeito topologico e o campo escalar, esta influéncia do

defeito topoldgico nos niveis de energia também corresponde a um analogo do efeito AB

para estados ligados (BEZERRA, 1997; MARQUES et al., 2005).

Em adigdo & nossa andlise, vale ressaltar que o nivel de energia (3.94) é uma fungao
periodica da fase quantica geométrica de AB, ou seja, &1 (@B + %’r) = Ekix11(PB),

onde a periodicidade é ¢g = j:%”.

3.6.7 Efeitos associados com um campo magnético uniforme e o
oscilador de Klein-Gordon

Como visto no Cap. (2), seguindo a ideia do oscilador de Dirac (MOSHINSKY; SZC-
ZEPANIAK, 1989), Bruce e Minning propuseram um modelo para um oscilador quantico
relativistico que interage com uma particula escalar, o qual se tornor conhecido na lite-
ratura como o OKG (BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI, 2008; MIRZA; MOHADESI,
2004). O OKG é descrito introduzindo um acoplamento na EKG como p,, — p,, +imwz,,
onde m é massa de repouso da particula escalar, w é a frequéncia angular do OKG e
z, = (0,p,0,0) (CARVALHO et al., 2016). Consideremos, entao, que o OKG interage com o
campo eletromagnético, assim, a EKG no espago-tempo com uma deslocagao tipo-hélice
(3.4) pode ser escrita como

——(0,, + mwz, —iqA,) (g™ V=9)(0, + mwz, —igA,)p — m*d =0, (3.95)
V=g
Nesta subsecao, investigamos o efeito AB para estados ligados (PESHKIN; TONOMURA,
1989) quando o OKG (BRUCE; MINNING, 1993) interage com um campo magnético uni-
forme no espacgo-tempo com uma deslocagao tipo-hélice. Também, assumimos que o defeito
topologico tem um campo magnético uniforme (MARQUES et al., 2005; BEZERRA, 1997),

como visto nas subsecoes anteriores.
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3.6.7.1 Quantizagao de Landau relativistica

Consideremos o quadripotencial vetor (3.71) e o OKG (BRUCE; MINNING, 1993; RAO;
KAGALI, 2008), portanto, a equagao radial de Klein-Gordon no espago-tempo com uma

deslocacio tipo-hélice (3.4) pode ser reescrita como

d?R 1dR /? m2w?

2 _
—+— - =R - R+€eR=0 3.96
onde o parametro ¢ esta definido na Eq. (3.35) e
2 2 - 2 2 2 qPp
w”=4dw +wy; €E=E —m"—k —2mw—mw0<l—kx—2—). (3.97)
T
Definimos, agora, a mudanca de variavel y = mf”Q, entdo, a Eq. (3.97) é reescrita da
forma
d*R  dR 2 €
i Ly - R | ) (3.98)

dy?>  dy 4y 4 2mw
A solugao para a Eq. (3.98) é analoga a Eq. (3.77), isto ¢
Ll oy 1 €
R =vetah (B - o). (3.99)
mw

e, portanto, seguindo a discussdo feita em Eq. (3.77) e Eq. (3.78), os niveis de energia

relativistica sao dados por

I—kxy—%92] 1
Elin = m2+2m\/4w2+w8<ﬁ+| X2 2 +§>

d
+  mwg (z —kx — qQ—B> + 2mw + k2. (3.100)
s

Ol )

3

Entao, a Eq. (3.100) ilustra os niveis de energia relativistica decorrentes da interacao
do OKG com um campo magnético uniforme no espaco-tempo com uma deslocagao tipo-
hélice. Com a presenca do momento angular efetivo loy =1 —kx — %, podemos também
observar a influéncia do defeito topologico e a fase quantica geométrica sobre os niveis de
energia relativistica. Consequentemente, a dependéncia dos niveis de energia relativistica
(3.100) de @5 produz o andlogo do efeito AB para estados ligados (PESHKIN; TONOMURA,
1989), onde o espectro de energia é uma funcao periddica da fase quantica geométrica
de AB (AHARONOV; BOHM, 1959), &k 1x (@B + %’r) = &rir1.a(Pp), com periodicidade
Gy = j:%”. Note que fazendo w — 0, recuperamos os resultado dado na Eq. (3.78).

Por outro lado, fazendo wy = 0 e &5 = 0, recuperamos os resultados obtidos na Ref.
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(CARVALHO et al., 2016).

Tomando x = 0 na Eq. (3.100), temos os niveis de energia relativistica que surgem
através da interagao do OKG com um campo magnético uniforme no espaco-tempo de
Minkowski. Em contraste, temos que a presenca de tor¢ao no espaco-tempo modifica a
degenerescéncia dos niveis de energia relativistica. Além disso, a presenca de torcao no

espaco-tempo modifica o padrao de oscilacoes dos niveis de energia.

3.6.7.2 Efeitos do potencial de paredes rigidas

Analisemos 0 OKG que interage com um campo magnético uniforme no espaco-tempo
com uma deslocacao tipo-hélice quando esta sujeito a condigao de limite dada na Eq.
(3.79). A condicao de limite (3.79) é escrita na forma

2
R (yo - mg'g[’) ~0. (3.101)

Consideremos inicialmente o caso particular 7— >> 1. Entdo, substituindo a Eq. (3.99)

na Eq. (3.101), podemos usar a relacido dada em Eq. (3.80) para obter os niveis de energia

+37r 2
4

1/2

relativistica

Erin ~ =+

)

, 1 (_ T
m-+ — | nT+ 5
Po 2

®
+  2mw + muwy (l —kx — 9’2—B> + k2 (3.102)
™

Na Eq. (3.102), temos a influéncia do defeito topologico e da fase quantica geomé-

%5

trica sobre o espectro de energia através do momento angular efetivo l.p = [ — kx — 2.

Podemos também observar o efeito analogo do efeito AB para estados ligados (PESH-

KIN; TONOMURA, 1989) e periodicidade ((bo = i%) dos niveis de energia (3.61), onde

Ek i (CI)B + 2%) = Eriz1.a(Pp). Em contraste com a Eq. (3.81), temos uma nova contri-
buicao para os niveis de energia relativistica dada pelo termo 2mw que decorre do OKG.

Note que, tomando w — 0, recuperamos o resultado dado na Eq. (3.81).

Fazendo xy = 0 na Eq. (3.102), definimos os niveis de energia relativistica da interagao
do OKG com um campo magnético uniforme sujeito ao potencial de confinamento de
paredes rigidas no espaco-tempo de Minkowski. Consequentemente, a presenca de torcao
no espaco-tempo tembém modifica a degenerescéncia dos niveis de energia e o padrao de

oscilacao dos mesmos.
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3.6.7.3 Efeitos do potencial linear

Agora, consideremos o campo escalar eletricamente carregado interagindo com o OKG
e um potencial escalar linear V' (p), dado na Eq. (2.38), sob efeitos de um campo magnético
uniforme no espago-tempo com uma deslocagio tipo-hélice (3.4). Este sistema nos fornece

a seguinte equacao diferencial radial

#R 1dR 2
o2 _22R 9 R+eR=0 3.103
R M R mpupR + , (3.103)

onde ¢ e € estao definidos nas Eqs. (3.35) e (3.77), respectivamente, e definimos o parametro
¢ como
22 2,2

m=w,
— +2:m2w2+ 0
° g H 4

+ 1. (3.104)

Fazendo a mudanca de variavel § = 1/Sp, reescrevemos a Eq. (3.104) na forma

PR 1dR . €
—— 4+ -— - _—R-AJR—*R+-R=0, 3.105
dy*  ydy y mmYRTE (3:105)

onde

< 2mp

A Eq. (3.105) é anéloga a Eq. (2.43), logo, seguindo os mesmos passos da Eq. (2.43) a
(2.52), obtemos
m2y2

()
+ mwy (l —kx — q—B> + K — — +2mw.  (3.107)
21 (m%ﬂ + m4w0 +M2>

o
it = m2+\/4m2w2+m2w§+4p,2(n+1+‘l—kx—q2—3
Rhl 7-‘-

No intuito de determinar um polinémio de primeiro grau (n = 1) para a fung¢ao de
Heun biconfluente, verificamos a necessidade da condigao ¢,y = 0 dada na Eq. (3.67),
implicando em ¢y = 0. Assim, utilizando os mesmos argumentos para a definicado da Eq.

(3.87), obtemos

4 2,,2 O 23 42
Wok,1,1 = \/ﬁ {m; <3+2‘l—kx—(]2—7TB )] —L—4w, (3.108)

onde, também, assumimos que o campo magnético By pode ser ajustado para validar a

condicao ca = 0. Neste caso, os valores possiveis da frequéncia de ciclotron associada com

o estado de menor energia (wor; 1) (e também o campo magnético By) sao determinados
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pela relagao (3.108) e um polinémio de primeiro grau para a série de Heun biconfluente é
definido. Comparando as Eqs. (3.108) e (3.87), temos uma nova contribuicdo para wog 1

dada por —4w?, provinda do OKG. Assim, substituindo n = 1 e a Eq. (3.108) na Eq.

(3.107), temos
1/3
)| Crlon i)
2T

4 2,2 d 2/3 A2
WEEEC AT E
m 2 2T

2,,2
A + 2mw, (3.109)
752 3+ 2] — kx — 2]

2,,2
®
m2+2{m2“ (3+2’l—kx—q—3

27

2
gk,l,l

+

P
m(‘l—kx—qQ—B
T

+ k-

2/3

a qual nos fornece as energias permitidas do estado de menor energia para um sistema que
consiste na interacao do OKG com um campo magnético uniforme e um potencial escalar
linear no espacgo-tempo com uma deslocacao tipo-hélice. Em contraste com os niveis de
energia (3.100), as Eqgs. (3.108) e (3.109) mostram que a presenga do potencial escalar

linear produz outro espectro de energia.

No6s podemos também observar o efeito AB para estados ligados (PESHKIN; TONO-
MURA, 1989) nas enegias permetidas correspondentes ao modo radial n = 1 devido a
dependéncia dos niveis de energia da fase geométrica quantica 5. Note que a energia
para n = 1 é também uma fun¢ao periodica da fase quantica geométrica de AB (AHA-
RONOV; BOHM, 1959), onde &1 <<I>B + %”) = Eriz11(Pp) (a periodicidade é também
¢ = £7).

Podemos notar também que a influéncia do defeito topologico sobre os niveis de ener-
gia é caracterizada pela presenca do momento angular efetivo [y = 1 — ky — %. Com
x = 0, temos que as energias permitidas correspondentes ao modo radial n = 1 (3.109)
decorrem da interacao do OKG (BRUCE; MINNING, 1993) com um campo magnético e um
potencial escalar linear no espaco-tempo de Minkowski, que também é uma funcao perio-
dica da fase quantica geométrica de AB (AHARONOV; BOHM, 1959). Assim, a topologia
do espaco-tempo também altera o padrao de oscilacoes das energias correspondentes ao

modo radial n = 1.
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3.7 Campo escalar sujeito ao potencial de parede rigida
no espaco-tempo de deslocacao tipo espiral

Na Ref. (VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005), exemplos de defeitos topologicos em solidos
associados com torgao sao dados. Iniciamos esta secao considerando uma generalizacao
de um defeito topolégico em gravitagao. Consideremos a distor¢ao de um ciculo em uma
espiral, como mostra a Fig. (5), que corresponde & uma deslocagao tipo espiral. Entéo,
o elemento de linha correspondente desse defeito topologico no contexto de gravitacao é

(VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005; PUNTIGAM; SOLENG, 1997):
ds? = —dt* + dp? + 2xdpdy + (% + p*)de? + d2?, (3.110)

onde Y é uma constante (y > 0) associada com a distor¢ao do defeito.

Figura 5: Representacdo da desloca¢do espiral (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

O determinante g = det(g,, ) provindo da Eq. (3.110) pode ser encontrado pela regra

do cofator, ou seja,

-1 0 0 0
_ 1 X 0
_| 0l X 0_ 1+1 2 4 2 2
I=1 0 = 242 0 =(=D" (=) x pP+x2 0|=—p" (3.111)
X P TX 0 0 .
0 0 1
Através da relacao g,,9"" = I, onde Iy é a matriz identidade de ordem quatro,

podemos encontrar as componentes do tensor métrico inverso, das quais, algumas sdo
encontradas de forma direta, como —¢%° = ¢ = 1e ¢ = ¢* = 0 com v # 0,3. O

restante das componetes sao determinadas através dos seguintes sistemas de duas equacoes
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com duas variaveis:

11 21 =2
g+ X9 =1

{—11 9 | —2y.21 :>911:1+X_2’ 921__12’
X9t + (pPP+xN)g? =0 P P
g+ x9* =0 2 X, 2 1
- 12 2 | =2).22 =y = 9=
X9 + (pPP+xH)gF =1 P P

= g% = ¢® =0,

{ (0 +x%)9" + xg* =0
Yg'? LB =0

Logo, o tensor métrico inverso, na sua forma matricial, é definido como

1 0 0 0]
0 1+% —X 0
9" = s . (3.112)
0 % L 0
0o 0 0 1

Dado isso, investiguemos os efeitos topologicos do espaco-tempo com uma deslocagao tipo
espiral sobre o campo escalar quando este esté sujeito a um potencial de confinamento
de parede rigida. Logo, substituindo as Eqgs. (3.111) e (3.112) e fazendo V(p) = 0 na Eq.

(3.8), obtemos a equagao diferencial parcial

o NP (1 X*\0g 2x ¢  x0p  19°

- 142 )27 A ) ZE_ A AZE L T

o ( " 02> o7 (p p3> I PR Opdp  pPop RO
P,

A solugao para a Eq. (3.113) tem a mesma forma da Eq. (3.12), portanto, da Eq.

(3.113), obtemos a equagao diferencial radial

=2 2 =2 - 9 _
X"\ d°R 1 x 2yl dR 1 X! 9
14+ 2 ) — - ) = - R+ iZR+60’R=0 3.114
(+p2> d02+(p P2 ) dp P +Zp‘”’ * ’ ( )
onde
0? = &2 —m? — k*. (3.115)

Com intuito de resolver a Eq. (3.114), consideremos a seguinte solu¢ao em termos de uma
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fungao radial desconhecida u(p):

L

R(p) = "o (%) u(p), (3.116)

a qual nos fornece as expressoes

dR _ eilarctan(é) |:d'LL i l)Z U:| 7

- = —_— (3

dp dp (P> + X%

2 ‘ 2 9%l% 21 2.2

SR gitmean(t) [d_ 2 du 2, X1 (3a1n)
dp dp> (PP +x)dp  (PP+X*) (PP+X)

Logo, substituindo as Eqgs. (3.116) e (3.117) na Eq. (3.114), temos a equagao diferencial
1\ d*u 1 2\ du I

1+—>—+<———)——_—u+92u:0. 3.118

( pP) dp*  \p  p*)dp (P +p?) (3115)

Procedemos com a mudanga de variavel dada por s = 0+/p? + x?, a qual nos concede

du (2 ,\du
dp s \ 2 X ds’

as equacoes

d2 94 2 d2 94 o2 d
u o _ V(s ) ou X du (3.119)
dp? 52 \ 462 ds? s? ds
Entdo, substituindo a Eq. (3.119) na Eq. (3.118), obtemos a seguinte equagao:
d? l1d 12
it lutu=o (3.120)

ds?  sds s?

A Eq. (3.120) ¢ a bem conhecida equagao diferencial de Bessel (ABRAMOWITZ; STE-
GUN, 1972; ARFKEN; WEBER, 2005). A solugao geral para a Eq. (3.120) é dada na forma:
u(s) = AJy(s) + BNy (s), onde Jy(s) e Ny(s) sao as fungdes de Bessel de primeiro e
segundo tipo, respectivamente, e A e B sao constantes. Com o proposito de ter uma so-
lucao regular na origem, devemos tomar B = 0 na solugao geral, uma vez que a fungao
de Neumann® diverge na origem. Assim, a solu¢ao regular para a Eq. (3.120) na origem ¢é

dada por

u(s) = Ay (s). (3.121)

Consideremos o confinamento de parede rigida caracterizado pela condicao de con-

6A funcdo de Bessel de segundo tipo ¢ também conhecida na literatura por funcido de Neumann
(ARFKEN; WEBER, 2005).
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torno mencionada em Eq. (3.79) cuja forma ¢é

u(so =0/ pg + x2) = 0. (3.122)

Consideremos um caso particular onde sy > 17. Neste caso particular, podemos escrever

(BAKKE, 2014b; AHARONOV; BOHM, 1959; ARFKEN; WEBER, 2005):

l
Jy(so0) = cos (30 — M - z) . (3.123)

Consequentemente, substituindo a Eq. (3.123) na Eq. (3.121), obtemos, através da

condigao de contorno (3.122) que

2 I 3\?
EENATIEN sz

Epin ~ E£4/m2+ k2 +
S \/ (02 + 2 4

comn=20,1,2,....

Portanto, apresentamos na Eq. (3.124) o espectro relativistico de energia para o campo
escalar sujeito ao potencial de confinamento de parede rigida no espacgo-tempo com uma
deslocacao tipo espiral. O efeito da topologia desse espaco-tempo pode ser visto pela pre-
senca do parametro Y que da origem a um raio efetivo gy = \/W. Em discordancia
aos resultados anteriores fornecidos neste capitulo, temos que os autovalores do momento
angular permanecem inalterados, isto é, nao existe efeito da topologia do espago-tempo
que forneca um momento angular efetivo. Consequentemente, nao h& analogo do efeito
AB para estados ligados (MARQUES et al., 2005; AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TO-
NOMURA, 1989) neste sentido. Note que, tomando Y = 0 obtemos o espectro de energia

no espaco-tempo de Minkowski.

3.8 Efeitos de rotacao

Dois pontos interessantes levantados por Landau e Lifshitz (LANDAU; LIFSHITZ, 1980)
sao os efeitos da rotacao no espago-tempo de Minkowski. Um deles ¢ o comportamento
singular a grandes distancias para um sistema em um referencial em rotacao uniforme,
enquanto o outro ¢ o efeito sobre os relogios no referencial em rotacao. Em particular,
esse comportamento singular em grandes distancias significa que existe uma restri¢do nas
coordenadas espaciais devido aos efeitos de rotagao. Por exemplo, tomando o elemento de

linha do espaco-tempo de Minkowski em coordenadas cilindricas, temos: ds? = —c?dt? +

"po é um raio fixo.
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dp*+p*dp® +dz?; assim, tomando ¢ — p+wt, onde w é a velocidade angular constante do
referencial em rotacao, entao, o elemento de linha do espaco-tempo de Minkowski torna-se
2 2

ds® = —¢? (1 — wCQP ) + 2wpPdpdt + dp* + p*de® + d2°. (3.125)

Portanto, podemos ver que a coordenada radial se torna determinada no intervalo 0 < p <
<, caso contrario, implicaria que a velocidade de rotagao ¢ maior que a velocidade da luz
no vacuo, o que é um absurdo, levando em conta um dos principios da relatividade especial.
Esta restricao na coordenada radial em um referencial com velocidade angular uniforme
chamou a atencao para a interface entre relatividade geral e mecanica quantica relativistica

(HEHL; NI, 1990; BAKKE, 2010; STRANGE; RYDER, 2016; AMBRUS; WINSTANLEY, 2016).

No entanto, um ponto que nao foi tratado na literatura é o efeito de rotacao no campo
escalar considerando o espacgos-tempos com deslocacoes tipo-hélice e tipo espiral, ambos

como pano de fundo.

3.8.1 Campo escalar no espaco-tempo de deslocacao tipo-hélice

Nos iniciamos esta secao considerando um espaco-tempo com uma deslocacao tipo-
hélice representado pela métrica (3.4). A fim de estudar os aspectos do referencial de
rotagao uniforme, vamos realizar uma transformacao de coordenadas dada por ¢ = p+wt,
onde w é a velocidade angular constante do referencial em rotacao. Desse modo, o elemento
de linha (3.4) torna-se (BAKKE, 2014b):

ds® = —(1—w?p? —w?x?)dt* + 2w(p* + xH)dpdt + dp* + (p* + x*)dp?
+ 2wydzdt + 2xdpdz + d2*. (3.126)

Consequentemente, podemos ver que a coordenada radial esté restrita no intervalo
0<p< —F. (3.127)

Observe que a restricao na coordenada radial é determinada pela velocidade angular

/1—y2w?2
Sepz%

uma particula colocada fora do cone de luz. Observe que, tomando y = 0, recuperamos a

e pelo parametro associado a torcao do defeito. Nesse caso, nos teriamos

discussao feita na Ref. (LANDAU; LIFSHITZ, 1980) no espago-tempo de Minkowski.
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O determinate do tensor métrico correspondente a4 Eq. (3.126) é dado por

—(I=w?p® = x*w?) 0 w(p® +x*) wx
B 0 1 0 0
I w(p? + x?) 0 P+t x|
wx 0 X 1
—(1=w?p® —wx*) w(p®+x?) wx
g = ()(=1)** w(p® + x2) 2 x| =—p (3.128)

wy X 1

O tensor métrico inverso é definido pela relagao g,,g"" = I4, onde obtemos, de forma
direta, as componentes ¢g'! = 1 e ¢'¥ = 0 para v # 1, e as componentes restantes sao

calculadas através dos seguintes sistemas de equagoes:

(1= w? —w)g® + w2 + wxg® = 1
w(p? + x2)g" PN+ ® = 0
ngOO + XgQO + g30 — 0

com g% = —1, ¢ =we ¢3° = 0;

—(I—w’p® —wi*)g" + w(p®+x)g" + wxg” = 0

w(p? + y2) g™ PPN+ xg? =0
wy g™ + Yg?! TP =0
com ¢°! = ¢?' = ¢3! = 0;
—(I—w?p? —wx*)g™ + w(p? +xM)g* + wxg® = 0
w(p® +x*)g™ + (P9 + oxg? =1
wyg® + Y22 Tog? =0
comg02:w,g22:pig—wQeg?’Q:—p%;

—(1—w’p® —wi*)g” + w(p®+x*)g” + wxg® = 0
w(p? + v2)g% + PR+ xg® = 0

wyg® + Y2 R |



77

com ¢ =0, ¢ = —p% e g% = pQZQXQ. Logo, o tensor métrico inverso é
-1 0 w 0
1
g = ’ ) 02 . "l (3.129)
w 0 752p —p%
2 2
o0 e

Escrevendo a EKG (3.8), com V(p) = 0, no espago-tempo descrito pelo elemento de
linha (3.126), temos a seguinte equagao:
62 2 2 2 1 1 2 2 2
__gb 4 Qwa¢_w2%+%+_% _a¢__xa¢
ot? Dot 0p?  0p?  pdp  p*op?  p? 00z
X 0% 0% _
p? 022 022

+ m?¢ = 0. (3.130)

Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.130), obtemos a equagao radial

>R 1dR B 72

e et 0°R — 131
7t ya, Al tPR=0 (3.131)

onde v esta definido na Eq. (3.15) e
0* = (€ + lw)* — m* — k> (3.132)

Note que a Eq. (3.131) trata-se da equacao diferencial de Bessel (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1972). Seguindo os passos da Eq. (3.120) a Eq. (3.121), temos que R(p) = AJ},(0p).

Como apontamos na Eq. (3.127), a restrigao na coordenada radial impde que o campo

V1-xPw?
w

R(p) deve satisfazer a condi¢ao de contorno:

1— 2~,2
R (p s po = —wax> —0, (3.133)

escalar deve desaparecer em p — pg = . Isso significa que a funcao de onda radial

a qual corresponde a um campo escalar sujeito a um potencial de confinamento de parede

rigida. Considerando o caso particular em que fpy >> 1, obtemos

wm?

1 3\°
Epin e —lw+ (| m2 k24— =k 42 3.134

onden=0,1,2,....

Consequentemente, os niveis de energia (3.134) correspondem a um campo escalar

sujeito a um potencial de confinamento de parede rigida sob os efeitos de rotacao no
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espaco-tempo com uma deslocacao tipo-hélice. As contribuicoes para os niveis de energia

relativistica (3.134) decorrentes da topologia do defeito sao dadas pelo momento angular

w

da tor¢ao no espaco-tempo, temos uma mudanca no momento angular que produz o

efetivo l.y = | — kyx, e pela presen¢a do raio fixo py = . Devido aos efeitos
momento angular efetivo [,y = [ — kx. Conforme discutido na Ref. (BEZERRA, 1997), essa
mudanca no momento angular corresponde a um efeito analogo ao efeito AB (AHARONOV;
BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989). Note que, para x = 0, a contribuicio da
tor¢ao no espaco-tempo desaparece, e assim, recuperamos os niveis de energia relativistica
no espaco-tempo de Minkowski em um referencial com rotacdo uniforme. Além disso,
podemos observar um efeito do tipo Sagnac (SAGNAC, 1913; POST, 1967) pela presenca
do acoplamento entre a velocidade angular w e o niimero quantico do momento angular

.

3.8.2 Campo escalar no espaco-tempo de deslocacao tipo espiral

Consideremos, agora, a transformacao de coordenadas ¢ — ¢ + wt no elemento de

linha dado na Eq. (3.110), a qual é reescrita da forma:

ds® = —(1—w?y* — w?p?)dt* + 2xwdpdt + 2w(x* + p*)dpdt + dp?
+ 2vdpdy + (X* + p?)de* + d2°. (3.135)

Neste caso, temos que a coordenada radial é restrita pelo intervalo:

1 — 20112
AV Sy (3.136)

w

0<p<

Consequentemente, a restricao sobre a coordenada radial é determinada pela velocidade
angular do referencil nao-inercial e o parametro associado com a distorcao de um circulo
dentro de uma espiral (tor¢ao). Esta restri¢do sobre a coordenada radial é analoga ao
do espago-tempo com deslocamento tipo-hélice, dada na Eq. (3.127). Portanto, se p >

w
recuperamos a discussao feita na Ref. (LANDAU; LIFSHITZ, 1980) no espago-tempo de
Minkowski.

, temos uma particula fora do cone de luz. Note que tomando y = 0, tembém

Assim, a EKG (3.8), com V(p) = 0, no espago-tempo descrito pelo elemento de linha
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(3.135) ¢ dada por

P +(1+X—2)@+(1_&2)@_Q_X 06

ot Dot p*) 0p*  \p p*) Op  p*Opdy
X 09 1 )
+ E%Jr (?—wQ) a—w+@—m2¢:o. (3.137)

A solucao para a Eq. (3.137) tem a mesma forma da Eq. (3.113), portanto, a equagao
radial torna-se
Y2\ d’R 1 2 21\ dR [I? ! _
(1+X—2)—2+<——X—3—¢%)———R+zX—R+QQR=0, (3.138)
p*) dp PP p p p
onde 62 esta definido na Eq. (3.132). Seguindo os passos da Eq. (3.116) a Eq. (3.120), mas
com a mudanca de variavel dada por s = 0+/p? + x?, obtemos

Pu  ldu P
@+§£_§_2u+u:0, (3.139)

Logo, seguindo os passos da Eq. (3.121) a Eq. (3.122), temos que u(5) = AJ(5). Com

w

po = , a condi¢ao de contorno (3.122) torna-se

u <5 — 5 = ﬁ) =0, (3.140)

w

a qual, também, corresponde a um campo escalar sujeito ao potencial de confinamento de
parede rigida, como visto na subse¢ao anterior. Consideremos também o caso particular

S50 > 1, obtemos

I 3\
Epin = —lw+ \/m2 + k2 + w?n? (n + % + Z_L) ) (3.141)

Na Eq. (3.141), temos o espectro relativistico de energia para o campo escalar sujeito
ao potencial de confinamento de parede rigida sob os efeitos de rotagao no espago-tempo
com uma deslocacgao tipo espiral. Em oposicao aos resultados obtidos neste capitulo, nao
ha influéncia da topologia do espago-tempo sobre os niveis de energia no referencial em
rotagao uniforme. Apesar de ter efeitos da topologia do espaco-tempo na coordenada
radial, como vimos na Eq. (3.136), para py = —Vl_wW, s6 temos efeitos de rotacao nos
niveis de energia relativistica. O efeito tipo Sagnac (SAGNAC, 1913; POST, 1967) pode ser
observado na Eq. (3.141) devido a presenca do acoplamento entre a velocidade angular w
e o nimero quantico do momento angular /. Além disso, nao ha efeito analogo ao efeito
AB para estados ligados (BEZERRA, 1997; MARQUES et al., 2005; AHARONOV; BOHM, 1959;

PESHKIN; TONOMURA, 1989), dado que os autovalores do momento angular permanecem
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inalterados. Portanto, o espectro de energia (3.141) ¢ analogo ao obtido na Eq. (3.134)

para x = 0, ou seja, no espaco-tempo de Minkowski.

3.9 Sumario

Neste capitulo, apresentamos uma breve defini¢ao sobre torcao e seus efeitos geomé-
tricos no espaco-tempo. Posteriormente, especificamos os tipos de defeitos associados a
torcao em analogia ao processo de Volterra, conhecidas como discrinagoes e deslocagoes,
onde esta tltima é decomposta nos tipos espiral e hélice. Feitas essas apresentacoes, utili-
zamos esse pano de fundo de defeitos topologicos associados & tor¢ao, no caso, deslocagoes
tipo-hélice e espiral, para a descricao de um campo escalar massivo sujeito a potenciais
centrais com intuito de definir os niveis de energia relativistica. Em seguida, acoplamos
o campo escalar massivo ao campo de calibre através do acoplamento minimo e, com
isto, analismos a dinamica quantica relativistica para o potencial tipo-Coulomb I e as
configuragoes que fornecem os analogos da quantizacao de Landau e do efeito AB, onde
analisamos seus efeitos sobre os niveis de energia relativistica. Além disso, investigamos
os efeitos de rotagao sobre um campo escalar em um caso particular, onde fizemos da
condicao de contorno imposta pelo referencial nao-inercial sobre a coordenada radial, um
efeito de confinamento do potencial de parede rigida. Tal efeito nos permitiu definir os
niveis de energia relativistica de desses sistemas. No capitulo seguinte, analisaremos os

efeitos da VSL na interacao de um campo escalar sujeito a potenciais centrais.
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4 Campo escalar sujeito a potenciais
centrals em um espaco-tempo com
violacao da simetria de Lorentz

A unido entre a relatividade especial e a mecénica quantica, juntamente com a sua
maturacao e consisténcia, possibilitou a formulacao do MP, o qual descreve, de forma
unificada, as intera¢oes fundamentais (eletromagnética, nucleares fraca e forte) entre par-
ticulas, com excecao da interacao gravitacional. No entanto, ha varios questionamentos
sobre o MP de cunhos teérico e experimental, por exemplo, uma possivel variacao na
constante de estrutura fina (SONGAILA; COWIE, 1999, 2004; DAVIES; DAVIES; LINEWEA-
VER, 2002). Com isso, ao longo das tltimas décadas, surgiram teorias com a intencao de
estender o MP, as quais tornaram-se conhecidas como EMP. Dentre essas propostas, tem-
se a quebra espontanea da simetria através de campos nao-escalares (campos vetoriais e

tensoriais).

4.1 Violacao da simetria de Lorentz e a simetria C PT':
uma breve revisao

A uniao entre a Relatividade Restrita e a mecanica quantica nos forneceu uma teoria
capaz de descrever particulas fundamentais, a qual ficou conhecida como Teoria Quéantica
de Campos, que, com o passar do tempo e maturcao de ideias levantadas e relacionadas
4 mesma, formulou-se o MP, o qual descreve, de maneira unificada, as interagoes funda-

mentais eletromagnética e nucleares forte e fraca, com excecao da interagao gravitacional.

Com base no modelo cosmologico Lambda-Cold Dark Matter' (ACDM) (WEINBERG,
2008), pautado no principio cosmolégico, e que, até o momento, melhor explica a origem

e a evolucao do Universo atual, é de se esperar que, em um cenario de altas energia e

'Em traducdo literal significa Lambda-matéria escura fria.
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temperatura, cenario analogo aos momentos iniciais da evolucao do Universo, tenhamos
uma teoria que descreva, de forma unificada, todas as interacoes fundamentais conhecidas
da Natureza. No entanto, na tentativa de incorporar a Relatividade Geral no MP, a

simetria de Lorentz® é quebrada naturalmente (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989).

Além disso, ha questionamentos de carater observacional sobre as estimativas teori-
cas do MP, como, por exemplo, evidéncias de que a constante de estrutura fina, a = &,
esteja variando lentamente (SONGAILA; COWIE, 1999, 2004; DAVIES; DAVIES; LINEWEA-
VER, 2002). As particulas que compoem os raios cosmicos observados no limite Greisen-
Zatsepin-Kuzmin (Egzx = 4.10"eV) podem ter uma velocidade maior do que a velocidade
da luz no vacuo como uma possivel explicacao para o tempo de vida que essas particulas
possuem (KOSTELECKY; MEWES, 2001, 2002). Recentemente, pesquisadores consideraram
um muédn em oOrbita em torno de um préton e mostraram que o raio do proton é dife-
rente, ou seja, algo que nao deveria ter acontecido (POHL et al., 2016). Além disso, o MP
nao conseguiu explicar a origem do momento dipolo elétrico do elétron (BERNREUTHER;
SUZUKI, 1991). Teorias que vao além de MP prevéem um momento de dipolo elétrico pe-
queno, mas potencialmente mensuravel (d, < 107"%.cm) (BARON et al., 2014). As medidas
experimentais foram melhoradas e atingiram o nivel de d, ~ 1073!e-cm (BERNREUTHER;
SUZUKI, 1991: BARON et al., 2014; ENGFER; WALTER, 1986; REGAN et al., 2002; HUDSON
et al., 2011; KARA et al., 2012).

Esses exemplos citados acima nos levam a crer que, apesar do grande sucesso do MP
para dar uma visao geral dos processos microscopicos através de uma teoria de campo
que unifica as interacoes fraca, frote e eletromagnética, o mesmo tem algumas limitagoes.
Nos tltimos anos, o interesse em investigar a possibilidade de uma fisica além de MP foi
intensificado com a necessidade de entender o setor escuro do Universo: matéria e energia
escuras. H4 uma falta de explicacao da natureza da matéria escura a qual motivou novos
propositos de descrever a interagao entre os setores escuro e visivel, o que poderia induzir
a deteccao de uma quinta forca. Isso é investigado em decaimentos de um estado excitado
de ®Be (FENG et al., 2016). Além disso, temos o desequilibrio entre a matéria-antimatéria
que nao foi esclarecida pelo MP (KIM, 1987; CHENG, 1988; KIM; CAROSI, 2010; PIGNOL,
2015; STADNIK; FLAMBAUM, 2014; ROBERTS et al., 2014; POSPELOV; RITZ, 2005).

Uma proposta interessante para investigar a fisica além do MP foi feita por Kostelecky

2Um sistema é caracterizado pela simetria de Lorentz se as leis da fisica ndo sdio modificadas por trans-
formacoes de Lorentz dos seguintes tipos: boosts e rotacoes. No caso da primeira transformacgao, boosts,
os quais sao divididos em trés tipos, onde cada um se sucede em um dos eixos espaciais, ¢ determinada
pela mudanga de velocidades, enquanto que a segunda transformacao, as rotagoes, correspondem aos trés
tipos béasicos de rotacdes em torno dos trés eixos espaciais.
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e Samuel (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989), onde trataram a quebra espontanea da simetria
através de campos nao-escalares, ou seja, vicuo de campos que tém uma natureza ten-
sorial, com base na teoria de cordas. Uma descricao consistente das flutuacoes em torno
deste novo vacuo é obtida se as componentes do campo de fundo forem constantes e pelo
fato de que este novo minimo, para ser um campo de fundo nao escalar, viola a simetria
de Lorentz espontaneamente. Esta possibilidade de extensao do MP foi considerada para
campos que pertencem a uma teoria mais fundamental, o que pode induzir a violacao
espontanea da simetria de Lorentz com base em um potencial especifico. Vale ressaltar
que esta extensao de MP mantém a invaridncia de calibre, a conservacao de energia e
momento e a covariancia sob rotagoes e boosts de observadores, onde esta extensao é cha-
mada de EMP (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997, 1998). Neste contexto, & bem conhecido
que a presenca de termos que violam a simetria de Lorentz impde pelo menos uma direcao
privilegiada no espaco-tempo. Nas tltimas décadas, estudos sobre a VSL foram feitos em
varios ramos da fisica dados nas Refs. (BELICH et al., 2006; GAZZOLA et al., 2012; BELICH
et al., 2009; CASANA et al., 2015; CASANA; FARIAS; FERREIRA, 2015; CASANA; FERREIRA;
SANTOS, 2014; CASANA et al., 2014, 2013; BELICH et al., 2005; AJAIB, 2012; GRUSHIN,
2012; BELICH et al., 2012; CASANA et al., 2013; BELICH et al., 2011; RIBEIRO et al., 2015;
BAKKE; BELICH, 2013, 2012; RIBEIRO; FURTADO; PASSOS, 2012; BAILEY; KOSTELECKY,
2006; KOSTELECKY; TASSON, 2009; KOSTELECKY, 2004; BAKKE; BELICHE, 2015).

E importante mencionar que a EMP é caracterizada nao s6 pela VSL, mas também
pela violagao da simetria C'PT', uma propriedade importante do MP que é obtida via teoria
quantica. A sigla C'PT significa conjugacao da carga, paridade e mudanga de direcao no
fluxo do tempo, respectivamente. Uma breve discussao das suas principais caracteristicas

pode ser apreciada nessa Ref. (BAKKE; BELICHE, 2015). Vemos que:

e Inversao espacial ou operacao paridade — trata-se de uma invariancia sob a troca

de, por exemplo, direita < esquerda, ou seja, reflexoes espaciais:
P
r— —T.

Sob estas transformagoes, pseudo-escalares e vetores, como a velocidade da parti-
cula, o campo elétrico, o potencial vetor, etc, sao transformados pela operacao de
reversao espacial P, enquanto que, sob esta mesma transformacao, pseudovetores,

como campo magnético, momento angular, etc, permanecem inalterados.

Além disso, o operdor gradiente V e a derivada temporal 0;, quando submetidos a

operacao de paridade, sao definidos da forma V22 Ve o LA 0y, respectivamente.
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Escolhendo o tensor métrico sendo g, = diag(+, —, —, —), temos J, 2 oM, e assim,
o quadripotencial vetor e a quadridensidade de corrente sao transformados pelo

~ P P
operador de reversao temporal como A, — At e J, — JH.

No caso do tensor métrico ter a assinatura g, = diag(—,+,+,+), é vélida a ope-
racao de paridade 0, 5 —0", logo, temos mudancas no quadripotencial vetor e na

quadricorrente;

e Inversao temporal — esta operacao faz basicamente
t 5t

onde, consequentemente 0, 7 —0;. O operador de reversao temporal 7 age sobre

o0s vetores posicao, velocidade e acelaracao® como

—

= T - T - - T =
r—=7r, U——U;, a—d.
Consequentemente, o operador gradiente permanece inalterado sob a transformacao
- . — ’7’ —
de reversao temporal, ou seja, V — V.
Escolhendo a assinatura do tensor métrico como sendo g,, = diag(+,—, —,—),

. ~ T T T
temos as seguintes transformagoes: A, = A*, J, = J* e 0, = —0";

e Conjugacao da carga — esta operacao de simetria inverte a carga elétrica,
q——q

ou seja, essa operacao transforma uma particula na sua antiparticula. A quadriden-

. -, c
sidade de corrente, sob esta transformacao, ¢ dada como J, = —J,,.

Além disso, o operador de conjugacao de carga age sobre as componentes do qua-

dripotencial vetor da forma
AQ £) —AO; A) £> —g,

nos fornecendo, entdao, que os campos elétrico e magnético, quando submetidos a

transformacao de conjugacao de carga, sao definidos da forma
ES-E, BS-B

Portanto, vetores como momento linear, aceleragao e forca permanecem inalterados

3 As leis de Newton sao invariantes sob este tipo de transformacao, pois envolvem derivadas segundas

C R, dOF
no tempo: F' = m 7.
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—

- X . . oC o o C 5 c
sob a operacao de conjugacao de carga, ou seja, p—p,a —>ae ' = F.

Além disso, trabalhando com a assinatura do tensor métrico g, = diag(+, —, —, —)
ou g = (—, +,+, +) temos que o operador d, permanece inalterado sob a operagao

de conjugacao de carga: 0, 5 Oy

Em particular, uma simetria que é bastante analisada no formalismo de teoria de
campos consiste em uma transformacao que combina as trés simetrias discretas discutidas
acima, e, por isso, é conhecida como a simetria C'PT. O operador associado & simetria
C PT é determinado pelo produto dos operadores C, P e T e atua nos potenciais escalares

e vetoriais eletromagnéticos como (BAKKE; BELICHE, 2015)

respectivamente. Considerenado a assinatura do tensor métrico g, = diag(+,—, —,—), o
quadripotencial vetor e o operador d,, quando submetidos & operacao do operador CPT,

transformam-se como

CPT CPT
A, = —Ay 0, = —0,.

Além disso, o teorema C' PT afirma que qualquer teoria de campo quantico é invariante
em relagdo a simetria C'PT se as seguintes condigoes sdo satisfeitos (BAKKE; BELICHE,
2015):

e a teoria deve ser local e invariante sob as transformacoes de Lorentz;

e a teoria deve respeitar a conexao de estatistica-spin, ou seja, 0s campos com Spins
inteiros devem satisfazer as relacoes de comutagao associadas com bosons, enquanto
que as particulas de spins semi-inteiros devem satisfazer as relagoes de anticomuta-

¢ao associadas com férmions.

Portanto, o teorema C'PT estabelece que, embora uma teoria quantica possa violar as
simetrias C', P e T separadamente, mas se satisfizer as duas condi¢oes acima, portanto, é

invariante sob as transformacgoes C'PT.

Além disso, a invaridncia de uma teoria em relacdo a simetria de Lorentz é uma

suposicao fundamental da validade do teorema C'PT. A densidade de Lagrangiana da
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EMP que satisfaz o teorema CPT também ¢ invariante sob as transformacoes de Lorentz.
No entanto, se a simetria C'PT for quebrada em um sistema, a simetria de Lorentz também
é quebrada. Para resumir, se uma teoria efetiva em (3+1) dimensdes quebra a simetria
CPT, entao, também ha a quebra da simetria de Lorentz. No entanto, o inverso nao é

verdade (BAKKE; BELICHE, 2015), que é 0 que veremos na proxima segao.

4.2 Setor do campo de calibre da Extensao do Modelo
Padrao: uma breve revisao

O setor de campo de calibre* da EMP tem dois termos que modificam as propriedades
de transporte do espago-tempo, uma vez que estes termos quebram a simetria de Lorentz.
Com base na eletrodinamica de Maxwell, a densidade de lagrangeana do setor de calibre

da EMP ¢ dada por (BAKKE; BELICHE, 2015):

1 1 1
L= Fu P~ Zgumﬁb"AyFa’B — Z(KF)WWFWF“B —qA,J", (4.1)

onde F),, = 0,A, — 0,A, € o tensor eletromagnético, A, é o qudripotencial vetor, J* ¢ a

quadridensidade de corrente, €,,43 € 0 tensor de Levi-Civita e ¢ é a carga elétrica.

A Eq. (4.1) é composta pelo termo da teoria livre de Maxwell, no caso, o primeiro
termo, enquanto que os dois termos seguintes violam a simetria de Lorentz, onde os mesmo
sao divididos em dois grupos: um viola a simetria C'PT-impar, representando, assim, o
setor fotonico C'PT-impar, enquanto o outro viola a simetria C'PT-par, representando
o setor fotonico C'PT-par. Vale lembrar que estas caracterisiticas estao diretamente re-
lacionadas as simetrias, ou transformacoes, discretas C, P, T, onde teorias de campos
que descrevem particulas nao-interagentes sao invariantes sob estas transformacoes, caso
contrario, a presenca de interacoes na teoria pode violar estas simetrias, e do teorema

CPT, formado pela combinacao das mesmas.

Dadas essas defini¢oes, voltemos a Eq. (4.1), na qual fazemos J* = 0, e a analisemos

pelos setores separadamente (BAKKE; BELICHE, 2015).

4H4 também o setor fermionico da EMP, porém, por ndo ser objeto de estudo ou de aplicacio neste
trabalho, ndo abordamos o mesmo. Na Ref. (BAKKE; BELICHE, 2015) pode ser vista uma apresentagao
deste setor e varias aplica¢es no estudo de fases geométricas.
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4.2.1 Setor do campo de calibre: extensao de C' PT-impar

Considere a densidade de lagrangeana de Maxwell-Carrol-Field-Jakiw (CARROLL; FI-
ELD; JACKIW, 1990)

1 1
L=—FuF" - ZgmﬁbﬂA“FO‘ﬁ. (4.2)

onde, Fy; = —E; e Fy; = €1ym B Esta densidade de lagrangeana é definida pela presenca

de um campo de fundo vetorial b, = (by,b) que viola a simetria de Lorentz e pode ser

reescrita na forma

1 1o = e o
L= 5(E2 — B%) + §[bO(A.B) — A%b.B) — b.(A x E)]. (4.3)
Sob a transformacao C'PT, L crr L' a densidade de lagrangeana 4.3 torna-se
Vi 1 2 2 1 0 -2 = ]. 0 - = 1—» — —
L = §<E — B*) — §b (A.B) + §A (b.B) + §b.(A x E), (4.4)

onde podemos notar que ela nao é invariante sob a transformacao C'PT. Logo, a simetia
CPT & quebrada pela presenca do campo vetorial fixo b, o qual viola a simetia de Lorentz,

e, portanto, a Eq. (4.2) é o setor de calibre conhecido como o setor CPT-impar da EMP.

4.2.2 Setor do campo de calibre: extensao de C' PT-par

Agora, consideremos o caso em que o setor de calibre da EMP é definido pela presenca

de um campo de fundo tensorial (Kr)was que viola a simetria de Lorentz, ou seja,

1 1
L= —2FuF" - Z(KF)WﬁFWF“B. (4.5)
O campo de fundo tensorial (Kp),.az € composto por dezenove coeficientes, onde

nove destes coeficientes sao nao-birrefrigentes e dez sao birrefrigentes. Além disso, possui

as mesmas simetrias do tensor de Riemann e um trago nulo duplo:

(KP)was = —(KF)vuas;

(KF)was = —(KF)uwpa;

(Kr)uwap = —(KF)apus (4.6)
(Kr)was + (KF)uapy + (Kr)upra = 0;

(Kp)* = 0.
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Podemos reescrever a Eq. (4.5) na forma

1 o ‘
L = §(E2 — B?) — (Kp)oiy E'E? + (KF) oitmEimp ' B (4.7)
1
+ Z(KF>ablm5abq€lmquBp.

Sob a transformacao CPT, L crr L', a densidade de Lagrangeana, Eq. (4.7), per-

manece inalterada, £ = L', consequentemente a presenca do campo tensorial (Kz)uas
fixo, que viola a simetria de Lorentz, nao viola a simetria CPT, e, por isso, este setor de

calibre da EMP é conhecido como o setor C'PT-par.

4.3 Potenciais induzidos em possiveis cenarios de vio-
lacao da simetria de Lorentz: um breve comentario

Recentemente, inspirados nas Refs. (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997, 1998; SCAR-
PELLI et al., 2004; KOSTELECKY; MEWES, 2001, 2002), Bakke e Belich estudaram a di-
namica quantica relativistica de uma particula escalar sob efeitos da VSL introduzindo
um acoplamento nao-minimo na EKG dado por p,p* — pup* + 4(Kr)uwasF* (2)F* (z)
(BAKKE; BELICH, 2015, 2016), onde g é uma constante e (Kg), g, cOmMo visto na se¢ao
anterior, corresponde ao tensor que governa a VSL além do MP. E importante mencionar
que o acoplamento entre o campo escalar e o campo tensorial (Kp),.qag descreve a aniso-

tropia do espago-tempo criando as direcoes preferenciais no espago-tempo por um termo
de VSL.

Na Ref. (BAKKE; BELICH, 2015), Bake e Belich mostraram que um potencial tipo-
Coulomb, com a configuracao de campo E= %,ﬁ e B = By? via acoplamento nao-minimo,
pode ser induzido por efeitos de quebra da simetria de Lorentz e, com isso, obtiveram
solugoes de estados ligados para a EKG. Ja na Ref. (BAKKE; BELICH, 2016), os autores
mostraram que potenciais de confinamento do tipo-harménico e linear podem se originar
dos efeitos de quebra da simetria de Lorentz, através da configuragao de campo E = % P
e B= Byz, obtendo, assim, as solugoes de estados de ligados relativisticos para o campo

escalar, onde \, \ e B; sao constantes®.

E importante mencionar que esse procedimento de induzir potenciais de confinamento
via acoplamento nao-minimo na EKG, o qual viola a simetria de Lorentz, até entao,

nao foi aplicado no OKG (BRUCE; MINNING, 1993), em sistemas com massa dependente

5\ e )\, neste caso, representam distribuicdes uniformes lineares de cargas elétricas.
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da posicao, onde ¢ possivel inserir potenciais de confinamento, como os potencial tipo-
Coulomb II e linear. Portanto, nas se¢oes posteriores, com base nas Refs. (BAKKE; BELICH,
2015, 2016), consideramos um plano de fundo de VSL determinada pelo tensor (Kz),as
o qual descreve a VSL além do MP, o qual d& origem a potenciais tipo-Coulomb e tipo-
harmonico, onde expandimos essa analise para sistemas de massa dependente da posicao

e para um campo esclar interagindo com o campo de calibre via acoplamento minimo.

4.4 Efeitos da violacao da simetria de Lorentz sobre um
campo escalar sujeito ao oscilador de Klein-Gordon

Como visto no Cép. (2), o acoplamento do oscilador relativistico proposto por Bruce e
Mining (BRUCE; MINNING, 1993) nos permite escrever a EKG em (3+1) dimensoes como
segue (c=h=1):

0%

~ g — (B +imwpp).(p — imwpp)d — m?¢ =0, (4.8)

onde m ¢é massa de repouso do campo escalar, w é a frequéncia angular do OKG, p =
Vx?2 4+ y? é a coordenada radial e p é um vetor unitario na dire¢do radial. Note que

escrevemos a EKG (4.1) utilizando a métrica:

ds? = —dt? + dp® + pPde* + d2*. (4.9)

Seguindo as Refs. (BAKKE; BELICH, 2015, 2016), ao introduzir o acoplamento nao-
minimo p,p* + 4(Kp)wasF* () F*?(x) na Eq. (4.8), temos
oot I o . g w of 2
_w - (p + mepp)(p - mePP)Qb + Z(KF)}LV&BF (%)F (l’)¢ —-—m ¢ = 0. (410)
Uma outra propriedade do campo tensorial (Kr),.as € que ele pode ser escrito em
termos de matrizes 3x3, Kkpg, KpB, KHE, KHB, definidas nas Refs. (KOSTELECKY; MEWES,
2001, 2002, 2006) como:

(kpE)ij = —2(Kp)oios;

1
(HHB)jk = §5qu5klm(KF)pqlm; (4-11)
(kp)jk = —(kmE) ), = rpe(Kp)2P.

Note que as matrizes (kpg)jx € (kup)jr sd0 simétricas e as matrizes (kpp)jk € (KHE)k;)
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nao tém simetria. Neste caso, podemos reescrever a Eq. (4.10) na forma

82¢ ~ . A\ A . ~ g i i g i i
o (D + imwpp).(p — imwpp)d — 5(/fDE)ijE E ¢+ §(I€HB)ijB B¢

— g(kpp)iyE'B'¢ — m?*¢ = 0. (4.12)

Doravante, consideremos um possivel cenario da VSL determinado por apenas uma
componente nao-nula do tensor (kppg);; como sendo (kpp)i3 = £ = const. e por uma

configuragao de campo dada por (BAKKE; BELICH, 2015):

— — )\
B =By E=2p (4.13)
p

onde By é uma constante, Z € um vetor unitario na direcao z e A € uma constante associada
com a distribuicao linear de cargas elétricas sobre o eixo axial z. Entao, a EKG (4.12)
torna-se

¢ 99 109 1% 0% 2 2 9 BogAr 2
_oe o0 109 0% 0% _ ZDogAk —m2p = 0. (4.14
R R PR R w’pe ; ¢ + mwe —m2p = 0. (4.14)

Utilizando a Eq. (3.12), em termos de uma funcao radial f(p), como soluc¢ao da Eq.

(4.14), e utilizando a mudanga de variavel r = y/mwp, obtemos

d2f+1ﬁ_ﬁf_%f_r2f+ﬁf=o, (4.15)

dr?  rdr r?
onde

Bog\k E?—m? — k* + mw
o= : b= .

N — (4.16)

Note que a Eq. (4.15) é analoga a Eq. (2.23), logo, podemos seguir os passos da Eq.
(2.25) a Eq. (2.29) e, assim, definir a relagdo de recorréncia dos coeficientes da solugao
dada em série de poténcias:
acjp — (B = 2)I| — 2 — 2))b;

G+2G+2+20)

Cjy2 = (417)

com ¢} = m, onde consideramos o coeficiente ¢y = 1.

Como visto nos capitulos anteriores, na procura de solucoes polinomiais para a série

de poténcias, no caso, a série de Heun biconflente torna-se um polinémio de grau n quando

=2l —2=2n; c¢1 =0, (4.18)
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onde n = 1,2,3,.... Portanto, a condigao 8 — 2|l| — 2 = 2n produz a seguinte expressao:

1
ngm = :|:\/Tn2 + k2 4+ 2mw (5 + |l’ + n) (4.19)

No entanto, precisamos analisar a condi¢ao c¢,.; = 0 para determinar as solugoes
polinomiais para a equacao de Heun biconfluente. Para isso, precisamos definir alguns
coeficientes da expansao da série de poténcias. Entao, da Eq. (4.17) juntamente com as
definicoes de ¢; e ¢ = 1, resulta em

o — (B =2l - 2)@2fI[ +1)
20211 + D)(2|l| + 2)

¢y = (4.20)

Assim, ao lidarmos com o estado de menor energia do sistema (n = 1), temos que ¢, =
cs = 0, entao, obtemos a relacao
ng2>\2/€2

2m(1+ 2J1])’ 21

Wk1,1 =

ou seja, valores especificos da frequéncia angular do OKG sao permitidos se quisermos
determinar uma solucao polinomial para a série de Heun biconfluente. Em particular, a
Eq. (4.21) corresponde aos possiveis valores da frequéncia angular do OKG associados ao
estado de menor energia do sistema (n = 1) que produzem uma solugao polinomial para a
série de poténcias e, portanto, satisfazem o comportamento assintotico da funcao de onda
radial quando r — 0 e r — o0o. Além disso, temos que os possiveis valores da frequéncia
angular dependem dos parametros que estabelecem o cenario da VSL (g, By, k, \) e os
nameros quanticos do sistema {k,[,n}. Portanto, a expressao para a energia do estado de

menor energia do sistema torna-se

k2 (Boghk)2(3 + 21
Ek,u:j:m\/l—i—ﬁ—i—( 0gh)*(3 + 2l1)) (4.22)

om2(1 + 2|1])

Assim, os efeitos do pano de fundo da quebra de simetria de Lorentz no OKG sao
caracterizados pela presenca de um potencial tipo-Coulomb que modifica o espectro de
energia e impoe uma restricao aos possiveis valores da frequéncia angular do OKG. Esta
restricdo nos mostra que os parametros associados ao pano de fundo da VSL e os ni-
meros quanticos do sistema determinam os valores permitidos da frequéncia angular que

produzem uma solucao polinomial para a série de Heun biconfluente.
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4.5 Efeitos da violacao da simetria de Lorentz sobre
um campo escalar sujeito ao potencial linear e o
oscilador de Klein-Gordon

Nesta subsecao, analisamos os efeitos quanticos relativisticos de um potencial escalar
linear e a VSL no OKG. O potencial escalar linear (2.38) ¢ introduzido na EKG (4.12)
através da modificagao do termo de massa dada na Eq. (2.39) (GREINER; BROMLEY, 2000).
Portanto, considerando o pano de fundo da VSL da se¢do anterior, Sec. (4.4), entdo, a
EKG (4.14) torna-se

Bog)\li

%0 @ 106 1 0% @ — 2P — ; & + mwd

o ot pt pop T om
— (m+up)’p=0. (4.23)

Note que a Eq. (4.23) é analoga a Eq. (2.40), logo, seguindo os mesmos passos da
Eq. (2.40) & Eq. (2.54), e utilizando os argumentos da se¢do anterior, Sec. (4.4), para a
frequéncia angular do OKG como parametro de ajuste para as condicoes de truncamento

da série, obtemos a equacao algébrica de terceiro grau

(BogAk)?
(m2wi,l,1 + )P — m(m%i,z,l + 1?)
2mpBog k(|| + 1)

m2?
(2‘” + 1) (mQWIz,l,l + NQ)I/Q - T(Q‘” + 3) = 07 (424)

onde temos que os possiveis valores da frequéncia angular do OKG, que produzem uma
solucao polinomial para a série de Heun biconfluente, sao determinados pela solucao real
da Eq. (4.24). Em particular, a solugdo real para a Eq. (4.24) é muito longa, portanto, nao
a escrevemos. Também podemos ver, a partir da Eq. (4.24), que os possiveis valores da
frequéncia angular do OKG dependem dos nimeros quanticos do sistema e dos parametros
associados ao pano de fundo da VSL. Portanto, para cada nivel de energia relativistica,
temos uma relacao diferente da frequéncia angular do OKG com os parametros da VSL e

0s numeros quanticos do sistema.

Assim, a presenca do potencial escalar linear e do potencial tipo-Coulomb induzido
pelos efeitos do pano de fundo da VSL modifica o espectro de energia do OKG e também
impoe uma restricao aos valores da frequéncia angular deste oscilador quantico relativis-
tico. Portanto, para cada nivel de energia relativistica, a relacao da frequéncia angular
desse oscilador quantico relativistico, que depende dos parametros da VSL e dos niimeros

quéanticos do sistema, é diferente. Em particular, vimos que os valores possiveis da frequén-
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cia angular associada ao estado de menor energia do sistema sao determinados pela Eq.

(4.24), e assim, é encontrada uma solu¢ao polinomial para a série de Heun biconfluente.

4.6 Efeitos da violacao da simetria de Lorentz sobre um
campo escalar sujeito ao potencial tipo-Coulomb II

Nesta subsecao, consideramos uma particula escalar relativistica com massa depen-
dente da posicao sujeita a um potencial escalar proporcional ao inverso da distancia radial,
inserido na EKG via modificacao do termo de massa,

m(p) =m+ %, (4.25)

em um espago-tempo definido pela métrica (4.9), assim, investigamos os efeitos de um
potencial tipo-harmoénico produzido por um ambiente anisotropico gerado por um termo

de VSL neste sistema.

Consideremos um pano de fundo da VSL determinada pela presenca do campo elétrico
(BAKKE; BELICH, 2016)

-
E=" (4.26)
2
onde ¢ é uma constante relacionada a uma distribuicao uniforme de volume de cargas
elétricas. Desta forma, uma vez que a componente do tensor de VSL (kpg)11 pode ser
considerado uma constante, enquanto todas as componentes dos outros tensores sao nulas,
a EKG (4.12), tomando w — 0, torna-se:
¢ ¢ 106 19%¢ KkpE)nt?p? v\’
——f+—<f+——¢+—2 f+ f—g( o)y (1Y) g =0, (4.27)
ot dp>  pdp  p?0p 0z 8

Observe que o penultimo termo do lado esquedo da Eq. (4.27) d& origem a um poten-

cial tipo-harmonico (BAKKE; BELICH, 2016).

Substituindo a Eq. (3.12), em termos de uma funcao radial G(p), na Eq. (4.27), e,

posteriormente, fazendo a mudanca de variavel ¢ = \/wp, obtemos a equagao diferencial:

£G 1dG (12 +12) , 0 B
e e OTYOT et 2

onde

2
wQ — M7 0 = me’ B = 82 — m2 — kj2, (429)
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Note que a Eq. (4.29) é analoga a Eq. (2.23), logo, podemos utilizar os passos da Eq.

(2.23) a Eq. (2.29) e definir a relagdo de recorréncia para os coeficientes da série de Heun

biconfluente:
= i1+ V@ (2] + 2+ 2VI2 + 12 — B/w)c; (4.30)
" VE(i+2)(+2+ 2V 7))
com
C = o )
Y e+ 2V R)
2
cy = 0 (4.31)

2002+ 2V 12 +v2) (1 + 2vI12 + v?)
(B/w — 2 — 2V + 1)
2(2 + 2v1%2 + v?)

onde consideramos ¢y = 1.

Estamos interessados em buscar solugoes de estados ligados; assim, devemos impor
que a série de Heun biconfluente seja truncada. Isso ocorre, da Eq. (4.28), como ja vimos

em casos anteriores, quando

ﬁ —2=2VI2+1v2=2n; c,1 =0, (4.32)
w
onden =1,2,3, ..., 0 que significa que a série de Heun biconfluente torna-se um polinomio

de grau n quando as duas condi¢oes dadas em (4.32) sao satisfeitas. Da condic¢ao g —2-—
2V 1?2 + V2 = 2n, obtemos a expressao

Ekln = i\/m2 + k2 4+ 2w(n+ VI + 124+ 1), (4.33)

Observe que n é o nimero quantico relacionado aos modos radiais. Assim, ao lidar com
o estado de menor energia do sistema n = 1, temos que ¢, 1 = ¢ = 0. A partir desta
condicao, podemos expressar o parametro v, o qual caracteriza o potencial tipo-Coulomb
II, em termos dos parametros da VSL, a massa da particula e os nimeros quanticos
{k,l,n}. Esta relagao é obtida tomando as solu¢oes para a seguinte equacao algébrica do
quarto grau, ou equagao algébria biquadrada, para v:
2 2

w w w 1
Vlilll_ 2+ 4 Vlgll_ 4 12__ :O7 (434)

- m m " m 4
onde rotulamos v = vy;, para enfatizar que os valores possiveis deste parametro de-

pendem dos nimeros quanticos {k,l,n}. Deste modo, os quatro valores permitidos do
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parametro vy ;1 que estd associado com o estado de menor energia do sistema, sao

2
V/(clz)1 = i\/mw + w2 + wV2m2w + w? + 4m2i2;
” 2m?
2
Vlg2l)1 = —i\/mw + w2 4+ wV2m2w + w? + 4m212;
” 2m?
2
Vil = i\/mw + @? 4+ wV2mPw + w? + 4m2l%; (4.35)
” 2m?
2
V/(f41)1 = —i\/mW—l—w?+w\/2m2w+w2+4m212.
v 2m?

Desta forma, ambas as condicoes estabelecidas na Eq. (4.32) sdo satisfeitas, e assim,
obtemos uma solu¢ao polinomial para a funcao de Heun biconfluente. Com esta informa-

¢ao, a expressao para o nivel de menor energia do sistema n = 1 é dada por

9(kpE)1v?
Epl1 = i\/mQ + k2 + 14/ T(Z + /AR ) (4.36)

Através das Eqgs. (4.35) e (4.36), podemos observar que os efeitos da VSL modificam os

niveis de energia relativistica do potencial tipo-Coulomb II (BAKKE; BELICH, 2015; GREI-
NER; BROMLEY, 2000). A influéncia do pano de fundo da VSL na interac¢ao do potencial
tipo-Coulomb IT restringe o parametro v a um conjunto de valores permitidos para deter-
minar uma solucao polinomial para a série de Heun biconfluente. Como exemplo, para o

estado de menor energia do sistema, o conjunto dos valores permitidos de v foi definido
em (4.35).

4.7 Efeitos da violacao da simetria de Lorentz sobre um
campo escalar sujeito ao potencial tipo-Coulomb I

Nesta secao, analisamos a interacao de um campo escalar com o potencial tipo-
Coulomb I em um pano fundo caracterizado pela VSL estabelecida pelo campo tensorial
(KF)uwap, como visto nas segoes anteriores, em um espaco-tempo definido pela métrica
(4.2). Como visto no Sec. (2.2), o potencial tipo-Coulomb I, (2.16), pode ser introduzido
na EKG através do acoplamento minimo, p, — p, — ¢A,(x) (GREINER; BROMLEY, 2000),

onde A, = (—Ap, A). Neste caso, a EKG com o acoplamento nao-minimo, em sua forma

covariante, é dada da forma:

D — qAL)][P" — qA"(2)]o — g(/‘ﬁDE)z’jEiqub + g(/fHB)ijBiBij
— g(IiDB)ijEingb — m2¢ == O, (437)
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onde utilizamos a Eq. (4.11).

Consideremos um pano de fundo da VSL determinada por um campo magnético e
apenas uma componente ndo nula do tensor de quebra da simetria de Lorentz: (kpp)y, =
const., ou seja, (kpg)i; = (kup);r = 0. O campo magnético que constrdi o fundo da VSL

é
B =npe, (4.38)

onde n = pgo é uma constante. Esse campo magnético é produzido por uma magnetizacao
dada por M = opZ. Portanto, o campo magnético (4.38) e a componente do tensor de

VSL (kuB)y, = const. fornecem uma contribuicao para a EKG (4.37).

A partir de agora, facamos uma discussao a partir de um ponto de vista tedrico,
onde uma particula escalar interage com um potencial tipo-Coulomb I em um meio cujos

efeitos da VSL podem ser observéiveis. Assim, considerando a configuracao de calibre

—

A, =(—A),A=0)eakEq. (2.16), a EKG (4.37) torna-se
2 2 2 2 2 2 2
_% + 2@'9%4_6_@54_%4_}% i(‘?gb a¢+g(/{HB)‘W’n'O¢
ot? p ot  p? 0p®>  pdp  p?op* 022 2
— m?¢ =0. (4.39)

Note que o pentltimo termo da Eq. (4.39) corresponde & contribui¢do do pano de fundo
da VSL determinada pelo campo magnético (4.38) e a componente do tensor de quebra
da simetria de Lorentz (kyp),, = const.. Substituindo a Eq. (3.12), em termos de uma

funcao radial F(p), na Eq. (4.39), obtemos

d’F 1dF ~? 2ED 1 -
R T A 7l R 2022 F F = 4.40
iE T oay it 5 (RB)eetl P F + BE =0, (4.40)

onde v = [2 — b% e 3 é definido na Eq. (4.29).

Para obter solugoes de estados ligados, suponhamos que || > |b| e que (kpp)y, = —a,
onde a > 0. Observe que este é um cenéario particular da VSL. A tnica suposicao feita
na componente do tensor de quebra de simetria de Lorentz (kyp) é que o mesmo deve
ser uma constante no sistema de coordenadas determinado pelo elemento de linha (4.2),
isto é, em coordenadas cilindricas. Por outro lado, devemos observar que, se fizermos uma
mudanca no sistema de coordenadas (por exemplo, para coordenadas cartesianas), essa
componente do tensor de quebra da simetria de Lorentz torna-se um termo que depende

i _ 2 _ 1. 7.2
da posi¢ao. Portanto, com (kgp),, = —a, podemos chamar 7° = 5gbn* e reescrever a Eq.
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(4.40) da seguinte forma

d*F  1dF ~? 2ED -
— b —— — —=F+—F - 7p’F+ BF =0. (4.41)
dp*  pdp  p? p

Utilizando a mudanca de variavel x = /7p e, posteriormente seguindo os mesmos

passos da Eq. (2.22) a Eq. (2.29), obtemos a relacao de recorréncia dos coeficientes da

série de Heun biconfluente

[Ocji1 + (2 =2 =2y — 2j)c)]

Civg = — , , , 4.49
o G+ 20 +2+27) )
onde 0 = 2—\5}_’ e os coeficientes ¢; e ¢y (para j = 0) em termos de ¢y = 1 sao
20E
a = /= o
VT(1+27])
1 4b%E2 B
6 = — - 20 9. 4.43
* = TagenD ez tr 2T e

Devemos construir uma solu¢ao polinomial para a série de Heun biconfluente, por-

tanto, a série é limitada quando impomos as duas condicoes:

B o o =om: ey =0 (4.44)

-
comn =1,2,3,.... Além disso, através da relacao é —2—2|y| = 2n, obtemos a expressao
Eain =m" + K+ \/2agn(1 +n +|7]). (4.45)

Precisamos analisar a segunda condi¢do dada na Eq. (4.44), isto é, ¢,41 = 0, onde
possamos construir um polindomio de grau n = 1 para a funcdo de Heun biconfluente. Ao

tomarmos n = 1, temos que ¢, 1 = co = 0, portanto, obtemos a relacao:

2 &b
=2 ———= 4.46
it =2\ g T+ 2] 10

o que significa que os valores permitidos do parametro 1 que caracterizam o campo mag-
nético (4.38) sao determinados pela relacao (4.46) de modo a resultar em um polindémio
de primeiro grau para a funcao de Heun biconfluente. Note que, para outros valores de
n, podemos obter expressoes diferentes dern. Por esse motivo, rotulamos 1 = 7 ;.,, 0 que
significa que os valores permitidos do parametro n sao determinados pelos niimeros quan-

ticos {k, [, n}. Dando continuidade & nossa andlise, substituindo a Eq. (4.46) na Eq. (4.45),
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resultando em

m?2 + k2
| @)
(14+2])

Eri1 ==+ (4.47)
que sao as energias relativisticas permetidas do estado de menor energia. Note que, apesar
de nao ter uma dependéncia explicita das energias permitidas (4.47) sobre os parametros
da VSL, os efeitos da VSL modificam a energia do estado fundamental de uma particula
carregada sob os efeitos de um potencial tipo-Coulomb I. A relacao explicita dos para-
metros que determinam o pano de fundo da VSL as energias permitidas é dada pela Eq.
(4.46), em relagao ao estado de menor energia. Para outros niveis de energia, podemos
estabelecer outras relagoes analogas a Eq. (4.46). A origem desses estados ligados relati-
visticos pode ser vista observando a Eq. (4.41). Nessa equagdo observamos que o termo
associado & VSL desempenha o papel de um potencial tipo-harmonico®, portanto, pro-
duz solucoes de estados ligados relativistiscos na presenca do potencial tipo-Coulomb I

atrativo ou repulsivo (2.16).

4.8 Sumario

Neste capitulo, fizemos uma breve revisao sobre o MP e suas limitagoes em explicar
alguns problemas fisicos previstos pelo mesmo. Por isso, na busca por modelos teéricos
para solucionar problemas ou justificar discrepancias entre previsoes teoricas e resultados
experimentais (ou observacionais), surge a EMP, o qual é caracterizado pela VSL. Essa
quebra de simetria emerge através da presenca de campos de fundos nao-escalares na
teoria, ou seja, campos de fundo de natureza vetorial ou tensorial. Esses campos estao
presentes na EMP em dois setores: fermionico e fotonico. Em particular, através do setor de
campo de calibre e o opeador CP7T, pudemos notar o vinculo entre a VSL com a simetria
CPT, que, por sua vez, nos fornece a qualificagao do setor fotdénico em CPT-impar e
C PT-par, o que indica a violacao e conservacao da simetria C'PT. Dado isso, fizemos
um breve comentario sobre o estudo de um campo escalar em um pano de fundo de VSL
proveniente do termo que caracteriza o setor fotonico C'PT-par, via acoplamento nao-
minimo, proposto por Bakke e Belich (BAKKE; BELICH, 2015, 2016). Entao, inspirados
neste estudo, apresentamos nossas anélises de possiveis cenarios de VSL no estudo de
um campo escalar interagindo com diferentes potenciais de confinamento e, com isso,

definimos, analiticamente, os perfis energéticos relativisticos de cada sistema analisado.

6Caso analogo ao que foi visto na Sec. (2.2).
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5 Consideracoes finais

Este trabalho, no que diz respeito a fundamentacao teodrica e resultados, esté dividido
em trés partes, caracterizando trés panos de fundo diferentes: espaco-tempo de Minkowski,
espago-tempo com defeito topologico (torgao) e espaco-tempo com VSL. Em todos os
casos, discutimos a interacao de um campo escalar interagindo com diferentes potenciais de
confinamento, como o OKG (BRUCE; MINNING, 1993), potenciais escalares tipo Coulomb
e linear, ambos inseridos na EKG via modificacao do termo de massa, potencial tipo
Coulomb inserido na EKG via acoplamento minimo (GREINER; BROMLEY, 2000) provindo
de uma distribuicao de cargas em um nao condutor de simetria cilindrica e o potencial de
parede rigida, onde, em todos os casos, foi possivel determinar analiticamente solugoes de

estados ligados para tais sistemas.

No Cap. (2), descrevemos a interagao do campo escalar com o OKG (BRUCE; MINNING,
1993) sob os efeitos dos potenciais de confinamento tipo Coulomb I. Também analisamos
o OKG interagindo com os potenciais escalares de confinamento linear e tipo Coulomb
II, ambos inseridos na EKG via modificacao do termo de massa, ou seja, uma particula
de massa dependente da posicao; primeiramente analisamos individualmente o potencial
escalar linear e depois o potencial escalar linear mais o potencial tipo-Coulomb II. Em
todos os casos, obtemos a equacao diferencial de Heun biconfluente, onde a mesma tem
dois pontos singulares, no caso, a origem e o infinito. Dado que a origem é um ponto
singular regular, enquanto o infinito ¢ um ponto singular irregular, podemos utilizar o
método de Frobenius em torno da origem e, na busca por solugoes de estados ligados,
um efeito interessante foi observado: a dependéncia da frequéncia angular do OKG dos
niameros quanticos do sistema {l,n}, em contraste com os resultados obtidos nas Refs.
(BRUCE; MINNING, 1993; RAO; KAGALI, 2008). A ocorréncia deste efeito se deve pela
presenca dos potenciais de confinamento interagindo com o campo escalar sob efeitos do
oscilador relativistico. Além disso, percebemos que os autovalores de energia relativistica
dos sistemas analisados s6 podem ser definidos individualmente, uma caracteristica de

obtencao dos polinémios de Heun biconfluente.
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No Cap. (3), analisamos os efeitos da presenca de tor¢ao do espago-tempo sobre a
interacao de um campo escalar sob efeitos de diferentes potenciais de confinamento; com
base nas Refs. (PUNTIGAM; SOLENG, 1997; VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005), descrevemos
os efeitos quanticos de um campo escalar para dois tipos de espaco-tempo com uma

deslocacao tipo-espaco: tipo-hélice e tipo espiral.

No caso da deslocagao tipo-hélice, na obtencao dos espectros de energia relativistica
analisados, observamos um efeito explicito do defeito topologico sobre os autovalores da
energia relativistica, através da redefinicao dos autovalores do momento angular [, forne-
cendo, entao, um momento angular efetivo l.y = [ — kX, onde x é o parametro associado
a torgao do espaco-tempo. Logo, inspirados na Ref. (BEZERRA, 1997), pudemos concluir
que esta mudanca nos autovalores do momento angular dos sistemas analisados ¢ um
efeito analogo ao efeito AB para estados ligados (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN;
TONOMURA, 1989). Além disso, como forma de enriquecimento, aplicagao e extensao de
nossas analises, através da interacao do campo escalar com o campo de calibre, estudamos
solucoes de estados ligados de um campo escalar na presenca de um campo magnético uni-
forme, nos fornecendo, portanto, a quantizacao de landau relativistica (LANDAU; LIFSHITZ,
1981), como também os efeitos de um fluxo quéantico provindo do defeito (MARQUES et al.,
2005) caracterizando o efeito AB para estados ligados (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN;
TONOMURA, 1989). Em particular, em sistemas onde o fluxo quantico atuam, notamos
que os niveis de energia relativistica definidos sao funcoes periédicas com periodicidade
27”. Em alguns casos analisados, a constante que caracteriza o potencial escalar linear p e
a frequéncia de ciclotron wy (campo magnético uniforme) passaram a ter valores perme-
tidos devido a dependéncia dos ntimeros quénticos do sistema {k,[,n}, que, por sua vez,
dependem também do defeito, ja que os autovalores do momento angular sdo redefinidos

pela presenca do parametro associado a torcao do espago-tempo.

No caso da deslocagao tipo espiral, descrevemos a interacao de um campo escalar
sujeito ao potencial de confinamento de parede rigida, condicao de contorno de Dirich-
let, onde, através de um caso particular da funcao de Bessel de primeiro tipo, pudemos
definir os niveis de energia relativistica do sistema. Percebemos que o efeito da topolo-
gia deste espaco-tempo pode ser visualizado pela presenca de um raio efetivo redefinido
pelo parametro associado & torcao, gy = \/W, com Y sendo o parametro associado
a deslocacao tipo espiral. Diferentemente dos sistemas analisados no espago-tempo com
uma deslocacao tipo-hélice, os autovalores do momento angular permanecem inalterados,
ou seja, ndo ha um analogo do efeito AB para estados ligados (AHARONOV; BOHM, 1959;
PESHKIN; TONOMURA, 1989; MARQUES et al., 2005; BEZERRA, 1997).
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Vale ressaltar que, em todos os casos acima, tomando os parametros associados aos
defeitos iguais a zero, recuperamos os niveis de energia relativistica no espaco-tempo de
Minkowski.

Investigamos também efeitos de rotacao sobre um campo escalar imerso no espaco-
tempo com deslocacao tipo-espago. Neste caso, nos baseamos na Ref. (LANDAU; LIFSHITZ,
1980) para descrever um campo escalar confinado a um potencial de parede rigida em dois
espacos-tempos de defeitos topologicos: o espaco-tempo com uma deslocacao tipo-hélice
e 0 espaco-tempo com uma deslocacao tipo espiral. Comecamos nossa discussao nesses
dois casos através da restriciao da coordenada radial que surge do referencial em rotagao
uniforme e da topologia do espaco-tempo. Entao, usamos essa informacao sobre a restricao
na coordenada radial para impor a condicao de contorno que corresponde a um potencial
de confimento de parede rigida, condi¢ao de contorno de Dirichlet. Mostramos em ambos
os casos que um espectro discreto de energia pode ser definido.

No caso do espago-tempo de deslocacao tipo-hélice, vimos que o espectro de energia
depende do raio fixo py = FTwZXQ, onde w é a velocidade angular do referencial em
rotacao uniforme, e do momento angular efetivo l.; = [ — kx. Assim, devido a esta
presenca do momento angular efetivo, temos um anélogo do efeito AB para estados ligados
(AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989; MARQUES et al., 2005; BEZERRA,
1997). No caso de x = 0, recuperamos o espectro energético do sistema no espago-tempo
de Minkowski.

No caso do espaco-tempo com uma deslocagao tipo espiral, vimos também que existe

uma restricao na coordenada radial que surge do referencial de rotacao uniforme e da to-

— que determina a condicao de contorno do potencial

pologia do espaco-tempo py =
de confinamento de parede rigida. Porém, ao contrario do caso analisado no espago-tempo
com deslocacao tipo espiral, nao ha nenhuma dependéncia dos niveis de energia relativis-
tica com o pardmetro associado & deslocacao tipo espiral. Além disso, nao existe efeito
analogo ao efeito AB para estados ligados. Portanto, os niveis de energia relativisticos
obtidos no espacgo-tempo com uma deslocacao tipo espiral em um referencial em rotacao
uniforme sao anélogos ao caso do espaco-tempo de Minkowski. Vale ressaltar que, nos
dois casos analisados, onde hé efeitos de rotacao, também observamos um efeito do tipo

Sagnac (SAGNAC, 1913; POST, 1967).

No Cap. (4), investigamos a interacao de um campo escalar com um meio que carac-
teriza a VSL, através do acoplamento nao minimo do termo C'PT-par do setor de campo

de calibre, porém conserva a simetria C'PT.Essa cracteristica é analisada pela atuacao
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do operador CPT sobre o setor do campo de calibre da EMP (BAKKE; BELICHE, 2015).
Com esse acoplamento, é possivel teorizar possiveis cenarios para a dinamica quantica
relativistica de um campo escalar mediante a indugao de potenciais de confinamento via

configuragoes de campos eletromagnéticos.

Guiados pelas Refs. (BAKKE; BELICH, 2015, 2016), propusemos trés cenarios possiveis
de VSL através de configuracoes de campos eletromagnéticos induzindo, assim, potenci-
ais de confinamento tipo-Coulomb e tipo-harmonico. No caso do potencial tipo-Coulomb
induzido pela VSL, analisamos o OKG, onde vimos que os niveis de energia deste osci-
lador quantico relativitico sao modificados pelo meio da VSL. Extendemos essa analise
inserindo na EKG o potencial escalar de confinamento linear via modificacao do termo
de massa. Em ambas as analises, vimos também que h& uma restricao sobre os possiveis
valores da frequéncia angular do OKG para que uma solu¢ao polinomial da série de Heun
biconfluente possa ser determinada. Essa restricio nos mostra que, para cada nivel de
energia relativistica, hd uma relacao da frequéncia angular desse oscilador quantico rela-
tivistico com os parametros da VSL e os niimeros quanticos do sistema. No segundo caso,
o potencial de confinamento tipo-harmonico induzido pela VSL, analisamos os efeitos do
potencial de confinamento tipo-Coulomb I e II. Para o campo escalar de massa dependente
da posicao, a influéncia do pano de fundo da VSL na interacao do potencial tipo-Coulomb
IT restringe o parametro que caracteriza o mesmo a um conjunto de valores permitidos
determinados pelos nameros quanticos {k,,n} que geram uma solugdo polinomial para a
série de Heun biconfluente. Como exemplo, obtivemos os valores permitidos deste parame-
tro para o estado de menor energia do sistema, enquanto para a interecao tipo-Coulomb I,
com o propoésito de satisfazer as condicoes de construir o polinémio de primeiro grau para
a série de Heun biconfluente, vimos que o parametro que caracteriza o campo magnético,
provindo da VSL, tem um conjunto de valores permitidos determinados também pelos

nimeros quanticos do sistema.

Com a pretencao de dar continuidade e extender nossas analises, para cada capitulo
que compoe o presente trabalho, apresentamos os seguintes pontos a serem analisados

futuramente:

e a interacao de um campo escalar com o OKG, tipo-Coulomb e potencial linear pode
ser de interesse na teoria de Kaluza-Klein (FURTADO; MORAES; BEZERRA, 1999;
CARVALHO et al., 2016), no pano de fundo caracterizado pelo monopdlo global (OLI-
VEIRA; MELLO, 2006), nos espacos-tempos de Godel, Kerr-Newman e Friedmann-
Lamaitre-Robertson-Walker (FERNANDES; MARQUES; BEZERRA, 2006);
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e sobre os defeitos topologicos lineares apresentados no Cap. (3), tor¢ao, até o mo-
mento, analisamos somente os efeitos de deslocagoes tipo-espago, como a deslocagao
tipo-hélice e a deslocagao tipo-espiral. No entanto, é de nosso interesse investigar a
dinamica quantica relativisitica de um campo escalar sujeito aos potenciais centrais
no espago-tempo com uma deslocacao tipo-espiral dada na Eq. (3.110), como tam-
bém em generalizagoes dos defeitos topologicos apresentados na Ref. (VALANIS; PA-
NOSKALTSIS, 2005) no contexto gravitacional. Na Ref. (PUNTIGAM; SOLENG, 1997)
é apresentada a deslocagao tipo tempo, a qual ainda, até o momento, nao foi objeto
de estudo na interacao de um campo escalar sujeito a efeitos de diferentes potenciais
centrais. Além disso, em todas essas perspectivas apresentadas, através da interacao
do campo escalar com o campo de calibre, podemos investigar a quantizacao Lan-
dau (LANDAU; LIFSHITZ, 1981) e o efeito AB (AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN;
TONOMURA, 1989);

e no caso de VSL, ainda ha muito a ser explorado no acoplamento nao-minimo uti-
lizado nas Refs. (BAKKE; BELICH, 2015, 2016) e no Cap. (4) deste trabalho, por
exemplo, configuragoes de campos eletromagnéticos que fornecam termos de carater
centrifugo na EKG, com uma possibilidade da VSL fornecer uma mudanca nos autos
valores do momento angular, potencial linear, onde possamos utiliza-los no confi-
namento de um campo escalar sob efeitos de potenciais centrais. Também h& um
interesse de analisarmos o acoplamento nao-minimo na EKG do termo C PT-impar
do setor de calibre da EMP, o qual viola a simetria C'PT, conhecido como termo
de Carrol-Field-Jackiw (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990; BAKKE; BELICHE, 2015).
Além disso, temos também interesse em analisar a interacao de um campo escalar
massivo em um cenario de VSL caracterizado pela presenca de um campo vetorial
de fundo constante inserido na EKG dando surgimento ao termo \(u*9,)?, onde A
¢ uma constante e u* é o campo de fundo que viola a simetria de Lorentz (CRUZ;
MELLO; PETROV, 2017). Com este acoplamento, podemos analisar o campo escalar
sujeito a varios potenciais centrais e outros efeitos quanticos que fornecem estados
ligados, como a quantizagdo de Landau (LANDAU; LIFSHITZ, 1981) e o efeito AB
(AHARONOV; BOHM, 1959; PESHKIN; TONOMURA, 1989);

e cm algumas das pespectivas apresentadas acima, estudaremos a possibilidade de
aplicar efeitos de rotacao (LANDAU; LIFSHITZ, 1980) nas métricas correspondentes

aos espagos-tempos que definem o pano de fundo que o campo escalar esta imerso;

e ¢, por fim, inspirados nas Refs. (SONG; WANG; JIA, 2017; HASSANABADI; HOSSEIN-
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POUR, 2016; ESHGHI; MEHRABAN, 2017; IKOT et al., 2016; HASSANABADI; SARGOL-
ZAEIPOR; YAZARLOO, 2015; CASTELLANO, 2003), temos interesse em investigar pro-
priedades termodinamicas dos sistemas analisados no presente trabalho e nos siste-
mas propostos nas pespectivas acima com intuito de descrever os efeitos topologicos,
como a tor¢ao no espago-tempo, e anisotropias no espaco-tempo provenientes da VSL
sobre grandezas termodinamicas extraidas do valor médio do ntimero de ocupagao

provindo da estatistica de Bose-Einstein (SALINAS, 2001).
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APENDICE A - Equacao de Heun

biconfluente

A forma geral da equacao diferencial de Heun, na sua forma canonica, é a seguinte

(FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; RONVEAUX, 1995)

2 _
d“H A 1 € dH aoxr —q H =0 (A1)
(

oA P pro s S pramn e P pva Y pepny

onde € ¢ um parametro definido em termos de outros parametros, e =a+o+1— X — pu.

Os pontos singulares regulares e (ou) irregulares podem ser calculados com a seguinte
definicao: seja a equacao diferencial de segunda ordem linear homogénea com coeficientes
variaveis

bo(x)dilyx(f) + bl(x)dgé—(j) +bo(z)y(x) =0 = % + 771(91:)3—3: + Po(z)y =0, (A.2)

com Py(z) = % e Po(x) = 238 sendo fungdes que, se sdo ambas analiticas em um
ponto o, este sendo um ponto ordinario. Se pelo menos uma das funcoes P;(z) e Pa(x)
nao é analitica em xg, este ponto é considerado um ponto singular (ARFKEN; WEBER,
2005; MACHADO, 2012). Os pontos singulares podem ser de dois tipos, singular regular e

singular irregular, e sao caracterizados pelas funcoes
Qi(z) = (x — 20)P1(2); Qa(z) = (x — x0)Pa(w), (A.3)

que se forem ambas analiticas em x(, caracterizam um ponto singular; se pelo menos uma

nao for analitica em z, entdo é um ponto singular irregular (MACHADO, 2012).
No caso de zy — 00, estabelecemos x = % na Eq. (A.2), a qual é reescrita da forma

T dy -

ou seja, temos novos coeficientes variaveis, Py (2) e Pa(z), para a andlise de g — oo(z — 0)
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(ARFKEN; WEBER, 2005):

P = ETDET) gy BT

= . (A.5)
Se para xy — 0o(z — 0) as equagbes acima permanecerem finitas, o ¢ um ponto ordinario.
Se elas divergirem, mas nao mais rapidamente que 1/z e 1/22, respectivamente, x, trata-se
de um ponto singular regular; caso contrario, ele ¢ um ponto singular irregular (ARFKEN;

WEBER, 2005).
Dado isso, podemos definir os pontos regulares e (ou) irregulares da Eq. (A.1), onde
seus coeficientes sao

7 € aoxr —q

Pr= z(xr—1)(x —a)

A
Pr=—+

x (xr—1) * (x — a); (4.6)

Temos quatro pontos singulares: t =0, x = 1, x = a e x — 00. Devemos, agora, analisar
se sao regulares e (ou) irregulares. Para isso, utilizamos das Eqs. (A.3) e (A.5), onde

obtemos:

ePara zy = O:

zlaocx — ¢
(x —1)(x —a)’

de modo que estas funcoes sao analiticas em xy = 0. Portanto, o ponto o = 0 é

(A7)

_ _ H £ . _ 2D
Qr=aPi=X +2x (x—1)+(x—a)]7 Qo = 2Py =

singular regular.

ePara xop = 1:

0 = (e—1Pi=p+(x—1) B+(;}

T —a)
aor — q
= (z—-1)*Py=(r—1 ) A.8
0 = (w-1PP=(a-1) |21 (A8)
ou seja, as fungoes acima sao analiticas em xy = 1, logo, o mesmo é um ponto

singular regular.

ePara xy = a:

0, = (x—a)Plngr(x_a)PJr p };

z (x—1)
Q = (z-0a)?P=(z—a) {%} : (A.9)

onde é notavel que xy = a trata-se de um ponto singular regular, ji que as fungoes

acima sao analiticas neste ponto.
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ePara xy — oo:

5 (2-X) p 3
1(2) z 2(1—=2)  z2(1—az)
_ oo — qz A B C D
_ -4 = A.10
() 22(1—=2)(1—az) =z 22 * (1—2) * 1—az ( )
com A = (14+a)ac—q, B = ao,C = ao (1;“_2(1“)—#, D= (1—a)a(w—qa—|—%{;§2“)

Observando as equagbes acima, Eq. (A.10), percebemos que as mesmas divergem
com 1/z e 1/2%, 0 que nos induz a concluir que o ponto singular z = 0 (x — 00) é

regular.
Sendo assim, a equacao diferencial de Heun geral (A.1) possui quatro pontos singulares
regulares (FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012; RONVEAUX, 1995).

A equagao diferencial de Heun (A.1) tem quatro formas confluentes contendo pontos
singulares irregulares em zero e (ou) no infinito, que sdo conhecidas na literatura como

(RONVEAUX, 1995):

eEquacao confluente de Heun:

r (r—1)

2 _
d*H {5 ol ) } dH (oex T)H _o. (A1)

dx? * %—'— x(x—1)

eEquacao duplamente confluente de Heun:

() o))
e (5

eEquacao biconfluente de Heun:

SRS

] H=0; (A.12)

d*H n 1+«
da?

—0—24 C;—]Z+ [A—a—2—%[u+a(l+a)]}H_0; (A.13)

T

eEquacao triconfluente de Heun:

d*H o dH
W-(V-ﬁ-?)x )%+[0+(p—x)x]H:O. (A.14)
Aqui, damos énfase somente na equacao de Heun biconfluente (A.13), ja que foi ob-

jeto de aplicacdo no decorrer do presente trabalho. Sendo assim, considere a Eq. (A.13)
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reescrita de forma conveniente

d’H 14+« dH K
o — 97| == g— | H= Al
dx? +[ T 4 m} dx +[ a;] 0, (A.15)
onde
1
0=X\—a-—2; fi:é[(l—l—oz)a—l—,u}. (A.16)

Observando a Eq. (A.15), temos dois pontos singulares, z = 0 e x — 00. Devemos
analisar se os mesmos sao regulares ou irregulares. Neste caso, os coeficientes P; e Py da
Eq. (A.15) sao

1
P, = +Cy—o—2x; 77229—%- (A.17)

T

Logo, utilizando a Eq. (A.3) (MACHADO, 2012), para xo = 0, temos

Q, = 2P, =1+a—ox— 2%
Qs = 2°Py=z(0r — k), (A.18)

ou seja, as equagoes acima, Eq. (A.18), sao analiticas na origem, tornando-a um ponto
singular regular. Para x — oo (z = 0), devemos recorrer aos coeficientes determinados na

Eq. (A.5) (ARFKEN; WEBER, 2005), que, para a Eq. (A.15) tornam-se

p 27tz o 2 5 0 & (A.19)

=+ o .
z 22 23 24 23

Podemos notar que os coeficientes Py e Py divergem mais rapidamente com os termos 1/23
e 1/2% para z = 0 (x — 00), respectivamente. Com isso, conclui-se que o ponto z — co é

um ponto singular irregular.

Como a origem é um ponto singular regular da Eq. (A.15), existe pelo menos uma

solugdo em seu entorno da forma (ARFKEN; WEBER, 2005; MACHADO, 2012)
H(z)=2a" chrj = chrj”, (A.20)
=0 =0

onde ¢; sao os coeficientes constantes da série de poténcia e r um paramtro a ser definido.

Esse procedimento é conhecido como método de Frobenius (ARFKEN; WEBER, 2005).

Da Eq. (A.20), obtemos as seguintes operagoes:

[e.e]

dH _ o dPH KN , o
T =G T =) GG = (A.21)
j=0 J=0
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Logo, substituindo as Egs. (A.20) e (A.21) na Eq. (A.15), temos

Z(j + 1)+ 7+ Q)T Z[a(j +7) + K]eri
=0 =0

+ [0 —2(j + 7)]e;r " = 0. (A.22)

WK

.
Il
o

Nota-se que as poténcias da varidvel dentro dos somatoérios nao sao iguais, o que nao
nos permite reunir os termos em um dnico somatoério. Portanto, precisamos reescrever os

dois primeiros termos da Eq. (A.22). No caso do primeiro termo, fagamos k = j — 2, ou

seja,
Z(j +7r)(j+r+ oz)cjrj”_Q = Z (E+24+7) (k4247 + a)cpor™. (A.23)
7=0 k=-2

No entanto, agora temos um somatoério em k, e nao mais em j. Vale lembrar que os indices
j e k sao indices "mudos", pois indicam apenas onde inicia e finaliza a soma, podendo ser

trocado um pelo outro sempre que haver necessidade. Por exemplo,

Z(j + 1)+ 71+ )’ = r(r+ a)ea’?
=0
+ I+rA+r+a)agz™t+...; (A.24)

Z (E+2+7)(k+2+7+ )™ = r(r+a)cr™ 2 +
k=—2

+ (1+7)(1+r+a)ez™ +....(A.25)

Percebe-se, entao, que os somatorios (A.24) e (A.25) sdo iguais, isto é, sdo somente formas
diferentes de escrever matematicamente a mesma coisa. Assim, podemos mudar o indice

novamente de k para j, onde a Eq. (A.23) é reescrita como segue

Z(j + 1)+ 7+ Q)T = Z (G+24+7)(F+2+7+a)cjor ™. (A.26)
§=0 J==2

De forma analoga, o segundo termo da Eq. (A.22) é redefinido:

o)

Z[o(j + 1) + K]t = Z [0(j+1+7) + Klejar’™. (A.27)
j=0 Jj==1
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Substituindo as Eqs. (A.26) e (A.27) na Eq. (A.22), obtemos

Z G424+ 247+ a)cpr’™ — Z [0(j +1+7) + Klejrt"
j=—2 j=—1
+ [0 —2(j +7)]c;r T =0.  (A.28)
=0

Resolvemos o impasse das poténcias da variavel dentro dos somatoérios tornando-os
iguais, porém, com indices dos somatoérios diferentes, ou fora da faixa, o que nos impoe
a explicitar os termos correspondentes a esses indices fora da faixa. Entao, somando a
série de poténcia (A.28), de modo a explicitar os termos que se encontram fora da faixa,

obtemos

r o (r+a)er” 2+ [(L+r)(1+r+a)e — (or + K)clz™™

+ Y A +2+n)0 +2+ 7+ )0’ — [0+ 147) + Klejar’ (A.29)
=0

+ [0 =2 +1)]e;r T} = 0.

A Eq. (A.29) estabelece uma igualdade de polinomios, e considerando o coeficiente

co # 0, temos as seguintes equagoes:

r(r+a) =0; (A.30)

lor+x) .. (A.31)

“a= (1+7r)(1+7r+a) 0

[0(j +1+7)+ Klej — [0 —2(5 + 7]
J+2+nm)(+2+r+a) ’

(A.32)

Cjt2 =

onde temos a condicao indicial, que relaciona os coeficientes ¢y e ¢; e a relacao de recor-

réncia da série de poténcia, respectivamente, com j =0,1,2,....

Da Eq. (A.30), a condigao indicial, temos as seguintes raizes para r, 1, = 0 e ro = —a.

Para darmos continuidade, devemos seguir propriedades relacionadas a essas raizes.

Sendo xy um ponto singular regular da Eq. (A.2) e sendo r; e 75 as raizes da equacao
indicial associada ao ponto g, com Re(r1) > Re(ry)!, as solugoes provindas da equagao
diferencial via série de Frébenius em torno de x( sao dadas de acordo com os seguintes

casos (MACHADO, 2012):

!Componentes reais de 71 e rs.
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(1) —se ry —ry # N, onde N é um ntimero natural, as duas solugoes LI em série sao

yi(z) = |z — 20" > il —z0)s  wp(a) = |z — ol Y di(x — x); (A.33)
=0 =0

(2) —se ry —r9 = N, com N # 0, as duas solugoes LI em série sao

ni(@) = |z —azo|" ) el —w);
=0
yo(z) = ey(x)ln|z — xo| + |2 — zo|™ Z dj(z — o), (A.34)
=0
onde e é uma constante;
(3) — se 11 = 19, as duas solugdes LI em série ficam
ni(@) = |z —wo[" Y el — o)
=0
ya(z) = wyi(z)in|r — xo) + |2 — 20| ! Z d;(x — xo). (A.35)
=0

Nas solugoes (A.33), (A.34) e (A.35), percebe-se que sempre hd uma série comum para
o valor maior de r, ry, dada por yi(z) = |v — x| Y72 ¢j(x — 20)?, onde a mudanga
ocorre na solu¢ao y,(x). Dependendo da equagao diferencial do problema, encontrar y,(x)
pode ser muito complicado , e ndo existe um método padrao para encontra-la (MACHADO,
2012).

Dadas essas propriedades, podemos retornar ao nosso caso, a equacao biconfluente de
Heun, e analisar em qual dos casos ela se enquadra. Entao, o modulo da diferenca entre

r1 e ro & dado por:
[r1 — 1ol =10 = (=a)| = |a. (A.36)

Vale lembrar que o parametro «, no decorrer desta tese, é dado por a = 2|vy| ou o = 2|l],
onde |y| ~ |l el =0,£1,%2,..., ou seja, no caso de o = 2|~y|, temos a primeira proprie-
dade; no caso de v = 2|, temos a segunda propriedade. Todavia, em ambos os casos, para
que nao percamos a informacao, de suma importancia de nossos problemas apresentados,
no que diz respeito ao comportamento assintotico das suas respectivas equagoes diferenci-
ais radiais, das quais obtemos solugoes analiticas na origem e no infinito, é necessario que
descartemos solucoes para 1y = —a = —2|y|, —2|l|, pois vimos que, através da analise

do comportamento assintotico das equacgoes diferenciais radiais na origem, obtemos uma
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solucdo polinomial para as autofuncoes, do tipo R(z) ~ x| que, no caso de solucdes para
79, terfamos uma autofuncio do tipo R(z) ~ zly,(z) ~ 2Mlz=21 ~ 271 que se torna
divergente na origem, fazendo com que percamos condi¢oes necessarias para obtencao de
informacoes fisicas dos sistemas analisados. Entao, a partir de agora, devido as condicoes
de analiticidade das autofuncoes dos problemas apresentados no presente trabalho, con-
sideraremos somente a solucao correspondente a r; = 0, que, por sua vez, nos impoe a
reescrever as Eqgs. (A.31) e (A.32) como seguem

(14 «)

C1 =

o(j+ 1)+ K|cja — (0 — 2j)cj.

G+ +2+a) (A.38)

Cj+2 =

Uma forma de definir polinomios biconfluentes de Heun de grau finito n, j — n, é
impondo ¢,;1 = 0, fazendo com que os polinémios posteriores ao polindémio de grau n
inexistam devido os seus respectivos coeficientes nulos. Com isso, através da Eq. (A.38),

na busca por polinémios de grau finito, devemos ter as seguintes condicoes simultaneas:
0=2n; ¢ =0, (A.39)

com n = 1,2,3,.... Note que n ndo inicia de 0, pois, para n = 0 (j = 0), temos um
polinémio de grau 0, ou seja, uma funcao constante, onde esta constante é o coeficiente

co, H(x) = co, a qual nao satisfaz a Eq. (A.15).

Uma outra maneira de mostrar que n = 1 ap6s truncar a série biconfluente de Heun,
porém, equivalente ao caso anterior, é fazermos j = n — 1 na Eq. (A.38) (FURTADO et al.,
1994), a qual nos fornece as condi¢oes simultaneas

2

et (A.40)

0 = 2n; Cn =
onden=1,2,3,....

Os polindémios H (z) sdo conhecidos como fungoes biconfluentes de Heun e tém a forma

geral (RONVEAUX, 1995; FIGUEIREDO MEDEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012)

H(z) = Hg(a, 0, A\, ;). (A.41)
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Tomando os limites 0 — 0 e 4 — 0 na Eq. (A.15), obtemos

EH  [(1+a) dH
—2z| — —a—2)H =0. A.42
prcas { x} ot A—a—2) 0 ( )

T

Agora, facamos a mudanca de variavel x = y/u, a qual nos fornece

dH dH  d*H d*H dH
YV @ e (A.43)
que, por sua vez, obtemos
d*H Q dH A a1
— —4+1- ) — 4= —= H = A.44
du? +<2+ ") du +<4 4 2) ’ ( )

a qual se trata da equacao diferencial hipergeométrica confluente, onde sua solugao ¢ a
fungdo hipergeométrica confluente H(z) =; Fi(z?), ou seja, a equagao diferencial hiper-
geométrica confluente é um caso particular da equacao diferencial biconfluente de Heun,
como também nas suas solugoes, representadas pela seguinte relagdo (FIGUEIREDO ME-

DEIROS; BEZERRA DE MELLO, 2012)

A1
Hp(o,0,X, 02 = Vu) = Fy (%—Z+§7%+1;U:$2>a (A.45)

a qual ja é bem conhecida e reproduzida na literatura (ARFKEN; WEBER, 2005; MACHADO,
2012; ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972).
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