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Resumo

Nosso trabalho objetivou a busca do conhecimento, tendo em vista a resolucao
de problemas com o uso de Modelagem Matematica. Dentre todos os pontos
relevantes destaca-se: o0 modelo matemaético e o uso das Equagdes Diferenciais
Ordniéria.

Além disso, o projeto foi formado de meneira a ligar cada capitulo de forma
a deduzir niveis de aprendizado necessdrio para o seguinte. Realizamos um
breve estudo sobre equacdes diferenciais ordindria de 1%, equagdes exatas, fun-
coes de varidveis separaveis.

Para isso usamos autores como: Dennis G. Zill, Sérgio Antonio Abunahman,
Loudes M. W. Almeida, Jussara L. Araugjo, Eleni Bisognin, Elaine C. Ferruzzi,
Rodolfo E. Vertuan, Karina P. Silva e Paulo Sergio.

Para finalizar, o travalho apresentou 4(quatro) exemplos de modelagem ma-
tematica expondo de forma pratica o objetivo. Logo, esse projeto apresentou
vario pontos relevantes para o entendimento de Modeldgem Matemdtica com o

uso de EDOs de 1? Ordem, tranzendo conceitos histéricos, tedricos e praticos.

Palavras chave: Modelagem Matematica, Equacdes Diferencias, Matematica,

Resolucdo de Problema.



ABSTRACT

Our study aimed to seek knowledge in order to solve problems with the use
of Mathematical Modeling. Among all relevant points highlight the mathema-
tical model and the use of Differential Equations Ordnidria.

In addition, the project was formed meneira connecting each chapter in or-
der to deduct learning levels required for the following. We conducted a brief
study of ordinary differential equations of 1st, exact equations, variables sepa-
rable functions.

For this we use authors as:. Dennis G. Zill, Sergio Antonio Abunahman,
Loudes MW Almeida, L. Jussara Araujo, Eleni Bisognin, Elaine C. Ferruzzi,
Rodolfo E. Vertuan, Karina P. Silva and Paulo Sergio.

Finally, the travalho presented four (4) examples of mathematical modeling
exposing practically the goal. Therefore, this project presented various relevant
for the understanding of Mathematical modeling using ODE 1st Order, tran-

zendo historical, theoretical and practical concepts.

Keywords: Mathematical modeling, Differential Equations, Mathematics,

Problem Solving.
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1 Memorial Academico

1.1 Historico de Formacao Escolar

Toda minha trajetoria escolar antes de ingressar na universidade foi cursado
em escolas particulares. Em especial na escola Monteiro Lobato, situada no
municipio de Belém-PB interior da Paraiba na regido do brejo paraibano, atual-
mente esta encontra-se extinta, cidade onde cresci e vivo até hoje.

Inicialmente posso citar no que me lembro sobre minha alfabetizaciao foi
iniciada na escola, passando por auxilios didrios dos pais quando em casa. Nao
me lembro se tive dificuldade em matemadtica, mais em portugués sim.

O ensino bésico foi todo ele cursando na escola Monteiro Lobato, tive bons
professores que me deram um boa base para os ensinos posteriores. O ensino
fundamenta tive mudancas em algumas séries, por exemplo, da Sa série (hoje 6a
ano) até a 7a série (hoje 8a ano) cursei no colégio em minha cidade, Monteiro
lobato. Posteriormente cursei a 8a séries (hoje 9a ano) no colégio Santo Anto-
nio situado no municipio de Guarabira — PB, localizado a 25km do municipio
em que moro.

Além disso, como temino do ensino Fundamental ainda ndo tinha em mente
o que queria estudar num possivel faculdade, mesmo assim continuei com meus
estudo focando como principal meta o término do ensino médio.

Dando inicio ao ensino médio tive a minha primeira e tinica experiéncia com
o ensino publico, estudei o 1° ano do ensino médio na escolar José Rocha Sobri-

nho situada no municipio de Bananeira — PB, localizado a 20km do municipio



que moro.

Posteriormente, voltei a estudar na escola Santo Antonio, concluindo assim
o Ensino Médio em dezembro de 2004. Com o fim do ensino médio ainda nao
tinha em mente o que prestar no vestibular, fiquei indeciso por alguns anos. A

principio fiz vestibular para ciéncias da computacdo nao obtendo exito.

1.2 Historico de Formacao Universitaria

Em 2009 por incentivo de colegas decidi fazer vestibular para matematica.
Com a admiracdo que sempre tive por matemdtica e com os incentivos dos co-
legas e ainda, foi quando assisti ao filme “Uma mente Brilhante” que relatava a
vida académica professor John Forbes Nash deixando-me ainda com mais ad-
miragdo pela matéria.

O professor John Nash é uma matemético norte-americano ao longo de sua
vida vem desenvolvento a teoria dos jogos, geometria diferencial e equagdes
diferenciais. Sendo um dos motivos que me levou a cursar matematica e a dar
inicio ao meu TCC. Equacdes diferenciais e padroes sdo paixdes que tenho na
area da matematica.

Iniciando o curso no segundo semestre de 2009, tive meu primeiro con-
tato com o curso e posteriormente vieram as dificuldade. Mesmo trazendo boa
bagagem do ensino médio, ndo foram suficiente. O primeiro semestre acabei
abandonando por falta de tempo, e o segundo semestre também. J4 estava de-
cidido, iria desistir, mas como um anjo enviado por Deus o Colega Genilson
Viana passou no vestibular € me motivou a voltar a estudar ja que juntos seria
mais motivante.

No segundo semestre de 2010 voltei, junto com o colega Genilson Viana.
Por 2 (dois) anos consecutivos estudava e trabalhava em uma empresa de inter-
net. Em meados de 2012 o meu trabalho comecou a atrapalhar no meu estudo

entdo tive que decidir em manter meu trabalho e continuar meus estudos.



Optei por continuar estudando, ou seja, fiquei desempregado iniciando as-
sim um trabalho informal, pois como sou casado ndo podia me dar ao luxo de
sO estudar.

No fim do ano de 2012 resolvi estudar para concurso pois percebi que s
com o trabalho de manuten¢cdo de computadores ndo estava dando para levar a
vida. Mantive concentrado no curso de matematica.

Tive uma decepg¢ao muito grande para com a administragao do curso, pois fi-
quei reprovado em uma matéria por negligéncia. Negligéncia esta que me custo
mais um semestre na matéria de “Introducio a Algebra Linear”, tornando assim
uns dos pontos ruins que passei no decorrer do curso, no mais foi de grande
exceléncia a caminhada.

No ano que inicie meu preparativos para a conclusdo do curso comecei a re-
ceber os frutos das sementes plantadas anteriormente recebi minha primeira sala
de aula o meu primeiro trabalho de verdade com o uso da matematica. Deste
entdo continuei meus estudos firme e forte até o momento de hoje.

A escolha do tema “Equagdes Diferenciais com Aplicagdo em Modelagem”
teve como principio motivador o Professor Marivaldo e a tutora Sheilla, pessoas
estas que deram ainda mais motivos para amar a matematica.

Em se tratando de educacao gosto muito de uma cita¢ao do livro “Matema-
tica no Ensino Fundamental Formacao de Professores e Aplicacao em Sala de

Aula” do autor John A. Van de Walle que diz:

O NCTM(National Council of Teachers of Mathematics) acredita que
“A aprendizagem matematica € maximizada quando os professores

concentram seus esfor¢os sobre o pensamento e a argumenta¢ao ma-

tematica.(2009, Pag. 19)

Podemos perceber que a educagao matemaética trata-se de um unidao de pon-
tos. Em um esfor¢co convergente para um melhor desenvolvimento. Com a

minha admira¢do com grandes mentes como John Nash, Dr. Marivaldo e a tu-
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tora Sheilla, pessoas estas que aprendi admirar pelo seu amor pela matematica,
tive a ideia de fazer meu TCC sobre equagdes diferenciais. Logo concluo que
serie muito grato a Deus e a minha familia, em especia meus pais irmao e es-
posa, e a todos que direta ou indiretamente estdo ligado a essa conquista, espero

em breve iniciar um mestrado e posteriormente um doutorado.
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2  Introducao

Desde o século XVII quando se iniciva o estudo das Equacodes Diferencias.
Alguns de seus idealizadores como: Isaac Newton, Gottfried W. Leibniz, vislu-
braram as Equagdes Diferencias de forma a solucionar varias aplicagdes na area
do célculo e dentre outras ciéncias.

A busca de conhecimento tornou possivel o desenvolvimento tecnologias
que sdo usadas ainda hoje pelo homem. O uso das equagOes para pratica de
Modelagem Matematica vem se tornando a cada ano um grande ponto para o

crescimento das ciéncias.

2.1 Justificativa

O tema foi escolhi por um interesse maior de aprofundar no assunto, ja que
durante o curso tive uma simpatia sobre o tema. Com o discorrer de algumas

leituras percebi que o assunto tende a uma abrangéncia bem maior.

2.2 Objetivos

2.2.1 Geral

Esta pesquisa teve por objetivo principal, a investigagdo do uso das Equagdes

Diferencias como subsidiario de outras ciéncias. Tendo em vista ...
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2.2.2 Especifico

Coletar informacgdes necessdrio para demonstrar que o uso das Equacgdes
Diferencias pode ir além da sala de aula. Mostrando que esse tema € importan-

tissimo para a solu¢ao de varios problemas encontrado na sociedade.

2.3 Estrutura do Trabalho

O trabalho € constituido de 7 capitulos.

O primeiro capitulo relata a trajetoria académica desde o ensino bésico ao
término da graduacgdo, e suas esperiéncias como professor de matematica.

O segundo capitulo € a introducdo. Onde € apresenta; o trabalho, a justifi-
cativa da escolha do tema, a problematica, os objetivos gerais e especificos, a
metodologia e a estrutura do trabalho.

No terceiro capitulo faz-se uma apresentagdo da fundamentacao tedrica que
estd divida em: relatar de forma breve a historia das Equagdes Diferencias e
Modelagem Matematica.

O quarto capitulo contitui de um estudo sobre Equacdes Diferenciais Ordi-
ndria de 1* Ordem. Onde foi apresentado algumas solu¢des das EDOs de 12
Ordem. Também fez-se a apresentacdo da equagao de Bernoulli e Riccate.

O quinto capitulo apresentamos as Equagdes Diferenciais Exatas. Onde fa-
zemos o estudo das funcdes de varidveis separdveis e dos conceitos das Equa-
coes Diferencias Exatas.

No sexto capitulo apresentamos 4(quanto) modelos matemtaticos e suas so-
lucdes com o uso das Equacdes Diferencias.

O setemo capitulo trouxe em seu conteudo a conclusao do trabalho, pas-

sando a seguir a descri¢do das referéncias.
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3  Fundamentacdo Teorica

3.1 Um breve relato historico das Equacoes Diferenciais

Vamos apresentar uma breve histéria sobre Equacdes Diferencias que tenho
por base o texto Uma Breve Historia das Equacdes Diferenciais cujo o autor €
"Prof. Paulo Sergio".

Para alguns matematicos,"nos ultimos 300 anos", as equagdes diferenciais
sdo o coragao da analise matematica bem como do Célculo diferencial Integral.
Com um papel bastante importante e tornando-se um objetivo de vdrios cur-
sos de graduagdo envolvendo célculo. Podemos citar que equacdes diferencias
também tem grande importancia para o campo das ciéncias fisicas. A seguir
faremos apontamentos relevantes sobre a historia das equacoes diferencias num
contexto geral, olhando a fundo seus colaboradores.

Por volta do século XVII Isaac Newton (Natural de Woolsthorpe-by- Cols-
terworth, Reino Unido) e Gottfried W. Leibniz (Natural de Handver, Alemanha)
iniciaram o estudo das equagodes diferenciais no campo do calculo. Isaac New-
ton por sua vez, atuou pouco nessa area, porem sua contribuicao foi de grande
relevancia ja que ele teve um papel importantissimo para o desenvolvimento do
célculo e na elucidacgdo de alguns principios basicos na mecanica. Isaac Newton
também foi importante para o desenvolvimento de uma base matemaética para a
aplicacdo das equagodes diferenciais no século XVIIL.

Isaac Newton estabeleceu solucdes para as equacdes de primeira ordem do
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tipo

onde f(x,y) é um polindmio em x e y usando séries infinitas.

Em seguida o matemdtico Gottfried W. Leibniz aos 20(vinte) anos mais ou
menos demonstrou o interesse pelo assunto. Leibniz entendia que uma notagao
matemadtica deveria ter uma boa notacido, ou seja, a notacao de derivada Zl—)yc,

assim como na notagao de integral.

dx _ P(y)

dy  P(x)

Com a reducao das equacdes homogéneas (€ homogéneas se a funcao f(x,y)
¢ homogénea, isto €, uma funcdo homogénea € aquela que, se sofrer transfor-
macao em suas varidveis, resulta em uma outra fun¢do que € proporcional a
func¢do original) a equagao de varidveis separaveis (€ dita separdvel ou de varia-
veis separdveis se pode ser escrita na forma % = % ou % = %) tem-se um
conceito novo no procedimento para encontrar a resolu¢ao de equagdes lineares
de primeira ordem do tipo Z—; + P(x)y = Q(x).

Durante o século XVII com suas viagens pela Europa, Leibniz manteve-se
em correspondéncia com os irmaos Bernoulli (natural de Basileia, Suica). No
decorrer de suas viagens pela Europa entre uma carta e outra com 0s irmaos
Bernoulli, Leibniz solucionou muitos problemas sobre equacoes diferenciais.

Os irm@o Jakob Bernoulli e Joham Bernoulli tiveram um grande papel no
desenvolvimento das equagdes diferenciais em suas aplicacdes. Os irmaos sem-
pre se envolviam em brigas matematicas, por causa do seus frequentes ciumes,

mesmo assim tiveram um papel relevante para diversas dreas da matematica.

Por exemplo, Jakob Bernoulli resolveu a equacao diferencial:
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foi através de Jakob que se ouviu pela primeira vez a palavra INTEGRAL em
sentido moderno. Ja seu irmao Joham Bernoulli foi brilhante na resolugdo do
problema da Catendria que € a forma que os cabos suspensos adquirem sob seu
proprio peso. A Catendria satisfaz a equagdo diferencial de segunda ordem:

d_zyzﬁ 1_|_ @ ?
dx*> H dx )’

onde, as constantes positivas p, g € H representam, respectivamente, a densidade
uniforme do cabo, a aceleracdo devido a gravidade e a grandeza da tensdo no
cabo de medida no ponto mais baixo do cabo.

Por volta do século XVII, o brilhante matematico Leonhard Euler (natural de
Basileia, Suiga) determinou a condicdo para que a equacao de primeira ordem
se torne exata. Euler publicou um artigo demonstrando a teoria do Fator de
Integracao, e também encontrou a solugdo geral para a solucdo das equagdes de

segunda ordem com coeficientes constantes do tipo:

axy” + a1y’ +apy = f(x)

Posteriormente, Euler usou série de poténcia para solucionar as equagdes
diferenciais. E também apresento um procedimento numérico para a solucado de

problemas de valores iniciais do tipo:

D — f(x,y)

y(x0) = yo
Mais além deixou contribuicdes no que diz respeito a equagdes diferenciais
parciais, desenvolvendo a equacao.

I’f , °f  Pf _

dx? + dy? + 072 0

Nos dias de hoje essa equagdo citada acima € conhecida por Laplaciano. Ou-

tro grande matematico que impulsionou essa histéria foi o0 matemético Joseph
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Louis Lagrange (natural de Turim, Itdlia), demonstrou a solug¢do geral de uma
equacao linear homogénea de n solucoes diferentes.

No século XIX um matemdtico brilhante chamado Joseph Fourier (Natu-
ral de Auxerre, Franca) demonstrou solu¢ao das equagdes diferenciais parciais,
que descreve a distribuicdo de calor em uma barra metalica por séries trigono-
métrica.

As solugdes apresentada por Fourier mostrou-se bastante eficaz na resolu-
coes de diversas equacoes parciais lineares, com estudos ainda mais dedicados e
indo mais a fundo sobre suas convergéncias, trouxe um maior desenvolvimento
das funcdes e novas teorias de integracgao.

Com o passar do tempo as equagOes diferencias parciais se tornaram im-
portantissimo ao campo da Fisica-Matematica. Dai foram sendo demostrando
varias resolucdes de certas equagdes diferenciais ordindria.

Em conseguéncia deste fato muitas das equagdes que iriam sendo desenvol-
vidas receberam o nome dos mateméticos que fizeram contribuigdes em seus
campos de estudo, tais como Bessel, Legendre, Hermite, Chebyshev e Hankel.

Nos ultimos 50(cinquenta) anos, com o apoio de grandes computadores com
caracteristicas modernas e versateis, ajudou no crescimento da investigacdo de
variados problemas. Por meio de métodos numéricos tornando assim as inves-
tigacOes mais efetivas. Também foram desenvolvidos integradores numéricos
refinadissimos, com robustez e de facil uso.

No século XX com o grande avancgo tecnologico foi desenvolvidos méto-
dos geométricos ou topoldgicos tendo em vista o estudo das equacdes parciais
ndo-lineares. Com o objetivo a compreensao, a0 menos qualitativamente, o
comportamnto de solu¢des em uma visdo mais geométrica, também com ana-
litica. Com o auxilio de métodos numéricos a obtencao de detalhes em certas
regides era possivel, se assim fosse necessario.

Nos utimos anos com o advento da computagio gratica, ficou evidente feno-

menos inesperados conhecidos como atratores estranhos, caos e fractais, seu
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estudo estd sendo desenvolvidos constantemente em diversas aplicacdes.
Em pleno século XXI vem sendo demonstrado varios problemas e ao ponto
que os anos iram caminhando hé de se falar que ainda existe estudos focados

em solu¢des, por exemplo, procurar a solu¢do das equacdes de Navier-Strokes.

3.2 Modelagem Matematica

No Livro "Modelagem Matematica na Educagcdo Basica"dos autores Lou-
des Werle de Almeida, Karina Pessoa da Silva e Rodolfo Educardo Vertuan,

apresentou conceitos etimologicos dos termos MODELO e MODELAGEM,

Ainda que o termo modelo tenha sua origem do latim modellum, di-
minutivo de modus, que significa medida em geral, parece mais ad-
quado. Quando considerarmos a caracterizacdo apresentada para o
termo no diciondrio etimoldgico de Cunha (1989) como representa-

¢ao de alguma coisa. (2012, P4ag. 13)

Segundo o dicionario Houaiss (2009), o termo modelagem significa
dar forma a algo por meio de um modelo. Seguindo esse entendi-
mento podemos dizer que a Modelagem Matemdtica visa propor so-
lucdes para problemas por meio de modelos matematico. (2012, Pag.

15)

Com essas defini¢Oes citadas a cima, podemos dizer que, Modelagem Ma-
tematica pode ser definida como um processo para a constru¢do de uma mo-
delo. E 0 modelo matemadtico € a estrutura que demonstra de forma aproximada
caracteristicas de um fendmeno. Logo, no livro "Modelagem Matemadtica na

Educacao Basica"os autores cita que:

Modelo matemadtico € um sistema conceitual, descrito ou explicativo,

expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica e



18

que tem por finalidade descrever ou explicar o comportamento de ou-
tro sistema, podendo mesmo permitir a realizagdo de previsdes sobre

este outro sistema. (2012, P4ag. 13)

Além disso, podemos nos ater que um modelo matematico tem-se, em vista,
a representacao da realidade numa o6tica simples pelo os olhos de quem inves-
tiga. A modelagem matemdtica pode ser descrito em diferentes sistemas, tais
como, por meio de uma equacgdo, por um grafico, por uma tabela, etc. A mode-
lagem matemadtica tem um contexto interdisciplinar, mostrando que seu uso nao

esta ligado somente a matematica.

Bento de Jesus Caraga (1901-1948), matemadtica portugués, publicou
em 1941 a primeira edi¢do de seu livro Fundamentos da Matemditica,
e nessa obra argumenta que a atividade matematica se desenvolve
impulsionada por duas buscas: a busca de respostas para questoes
oriunda da propria Matemdtica e a busca da compreensio de fend-
menos ou de respostas para problemas da realidade fisica, social e

cultural que envolve o homem. (2012, P4g. 15)

Se assim falando, a modelagem pegando pelo conceito da busca por solugdes
pertinentes a realidade fisica, social e cultural a modelagem tem-se encontrado
bastante eficaz. Ja que com as constantes mudangas no dia a dia da sociedade
formular um modelo para estudar algo que acontece e por posterior prever de
forma aproximada algo que possa acontecer, tem deixado o homem ainda mais
entusiasmado pelo fato.

Dessa forma podemos citar algumas fases que caracteriza num contexto fi-

sico, cultural a modelagem matematica.

Uma atividade de Modelagem Matematica, nesse contexto, envolve
fase relativas ao conjunto de procedimentos necessarios para confi-

guragdo, estruturacao e resolucdo de uma situagcdo-problema as quais
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caracterizamos como: inteiragdo, matematizacio, resolugdo, inter-

pretacdo de resultados e validacao. (2012, P4ag. 15)

Compreende-se que a modelagem matematica e um conjunto de passos que
por sua vez tem como objetivo descrever um dado fenOmeno matematico no
mundo real. Essa descricdo, demonstrada na maioria dos casos por meio de
equacoes, que € conhecida por modelo matematico.

A seguir, iremos conceituar as fase inteiragdo, matematizagdo, resolucao,
interpretacao de resultados e validagdo segundo os autores Loudes Werle de Al-
meida, Karina Pessoa da Silva e Rodolfo Educardo Vertuan.

Primeira fase, interacdo: € o momento que remete-se em informar-se sobre
a situacao-problema, ou seja, € na fase interacdo onde comegamos a entender o
que se pretende estudar. E nesse momento que entendemos as caracteristicas e
especificidades da sistuacao-problema.

Segunda fase, matematizacao: € nesta fase que comeca a estruturar a situagao-
problema de uma linguagem natural para uma linguagem matemadtica. Tendo

em vista a evidenciagdo do problema matematico a ser resolvido.

Dai que a segunda fase da Modelagem Matemadtica é caracterizada
por "matematizagdo", considerando esses processos de transicao de
liguagens, de visualizagda e de uso de simbolos para realizar descri-

coes matematicas. (2012, Pag. 16)

Terceira fase, resolucado: € nesta fase que se cria um modelo matematica para
a resolucdes dos problemas indagados nas fases anteriores, tem como finalidade
descrever a situagao-problema, permitindo assim uma andlise dos aspectos re-
levantes.

Quarta fase, interpretacdo de resultados e validacdo: € nesta fase que se tem
uma interpretacdo dos resultados obtidos pela constru¢do do modelo matema-

tico, ou seja, aplica-se uma andlise dos procedimentos e se foi consistente.
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Essa fase visa, para além da capacidade de construir e aplicar mode-
los, ao desenvolvimento, nos alunos, da capacidade de avaliar esse
processo de constru¢do de modelos e os diferentes contextos de suas

aplicacoes. (2012, Pag. 16)

Podemos perceber que a modelagem matematica vem passando por proces-
sos evolutivos de acordo com o comportamento real do mundo, logo podemos
afirmar que esse tipo de modelo € essencial para estruturas fisicas, sociais e cul-
turas da sociedade de hoje.

Nos dias de hoje a modelagem € utilizada em diversas areas, como por exem-
plo: no estudo da proliferacdo de doencas infecciosas, producdo de matérias
para construcao civil, estratégias de pesca, efeitos biologicos de radia¢des , mo-
vimentacdo de animais, movimento de rios, estratégias de vacinacao, teoria da
decisdo, crescimento de cidades, trafego urbano, controle biolégico de pragas,
entre outros. Tornando o processo de modelagem em um processo de interdisci-
plina por natureza, ja que utiliza os resultados e os instrumentos de outras areas
para o seu desenvolvimento.

Segundo Elaine Cristina Ferruzi (2003, p.35) em sua tese de Mestrado "A
modelagem Matemaética como estratégia de ensino e aprendizagem do célculo
diferencial e integral nos cursos superiores de tecnologia“cita que podemos

classificar as estruturas de modelagem matematica da seguinte maneiras;

Modelo linear ou nao linear, modelo estatico, modelo estocastico ou

modelo deterministico

Agora vou descrever em poucas palavras a carectiristicas de cada modelo.

O modelo linear ou nao linear possui como carecteristica mais marcante
as estruturas de suas equacoes.

O modelo estatico representa objetos que ndo varia ou modelo dinamico.

Como exemplo do uso desse modelo, o crescimento de uma populacao, analise
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de consumo, etc.
Ja o modelo estocastico ou modelo deterministico utiliza de forma mais
relevante nos dias atuais. Caracterizado por utilizar ou ndo fatores aleatorios.
De posse da citagcdo acima, podemos concluir que modelo matematico €
um estrutura(usado na pratica do dia a dia) para solucionar problemas em n
situacdes. Tornando o seu uso bastante eficaz na realizagdo de experimentos
com objetivo de expor um situac¢ao de sistema a ser investigado. Elaine Cristina

Ferruzi (2003, p.36) cita que:

uma atividade de Modelagem Matematica pode ser descrita em
termos de uma situacao inicial (problematica), de uma situacao final
desejada (que representa uma solucdo para a situacao inicial) e de
um conjunto de procedimentos € conceitos necessarios para passar
da situagdo inicial para a situacdo final. Neste sentido, relagdes en-
tre realidade (origem da situacdo inicial) e Matemadtica (drea em que
os conceitos e os procedimentos estdo ancorados) servem de subsi-
dio para que conhecimentos mateméaticos € ndo matematicos sejam

acionados e/ou produzidos e integrados.

Podemos compreender que atividade com Modelagem Matematica passa por
varias indagacdes de forma a produzir o modelo a ser seguido na obtengdo de
um resultado final desejado.Em se tratando de "como fazer"Modelagem ma-
temdtica na sala de aula, Lourdes Maria, Jussara e Eleni (2001, pag.15), ha

essencialmente, trés aspectos a ser seguido

1) o espaco e a condugdo das atividades de Modelagem Matematica
no curriculo escolar e/ou nas aulas de Matematica ii) a familiariza-
cdo dos estudantes com a atividades de Modelagem Matemitica iii)o
que "compete"ao professor e aos alunos em atividade de Modelagem

Matematica.
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Vejamos um breve relato de cada caracteristica que Lourdes Maria, Jussara

e Eleni (2001) demonstrou em seu livro que foi citado acima.

O espacgo e a condugdo das atividades de Modelagem Matemdtica no cur-
riculo escolar e/ou nas aulas de Matemdtica, de acordo com Lourdes Maria,
Jussara e Eleni (2001), possue quatro carecteristica

a) a alternativa da sepracdo: realizar curso extracurricular com o foco em
modelagem.

b) a alternativa da combinacdo: Uso de Modelagem Matemadrica, em sala de
aula, no auxilio a introduc¢ao de conceitos matematicos.

¢) alternativa da integracdo curricular: O problema seria o ponto de partida
e a matematica necessdria para resolvé-los.

d) a alternativa interdisciplinar integrada: integracao entre atividades extra-

matematicas € matematica.

A familiarizagcdo dos estudantes com a atividades de Modelagem Mate-
madtica é a apresentacdo do tema de forma teorica e prética aos alunos. Segundo
Lourdes Maria, Jussara e Eleni (2001), nesta fase deve-se responder certas in-

dagacdes

O que € uma situacao-problema? Qual € o problema que preciso re-
solver? o que preciso para resolver este problema? Como abordar
este problema no ambito da Matematica? Que matematica usar para
resolver este problema? Como chegar a um modelo matematico? O

modelo obtido é adequado para esta situacao?

Questionamento desta natureza deve ser realizadas e posteriormente respon-
dido para uma melhor compreensao de atividades de modelagem matematica.
De acordo com Almeida e Dias (2004) o processo de familiarizagdo com mo-

delegam matemadtica € gradativo.
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Onde o professor pode dividir esse processo em 3 etapas. A primeira etapa
seria um primeiro contato do aluno com modelagem matematica, a segunda
etapa seria uma maior independéncia do aluno em relacao aos procedimen-
tos e por tultimo, a terceira etapa € quando o aluno fica responsavel pela con-
ducio da atividade.

Nas duas primeiras etapas deve existir uma colaboragao e orientacdo do pro-
fessor para com os alunos, tornando os alunos mais confiantes para a atepa se-

guinte.

Esta introducdo gradativa estd alinhada com teorias que, ao caracte-
rizar "rotas de modelagem"para os alunos, estabelecem que o que o
alunos faz e o que o aluno aprende em atividades de modelagem de-

pende, em grande medida, da sua familiarizacdo com a modelagem

(Ferri, 2010)

No que diz respeito a etapa o que "compete”ao professor e aos alunos em ati-
vidades de Modelagem Matemdtica, as autoras Lourdes Maria, Jussara e Eleni
(2001), demonstra de forma direta. Tendo em vista que nesta etapa divisao de
forma coerente de quais atribui¢des os professores e alunos devem ser respon-
saveis.

Onde o professor tem papel essencial no desenvolvimento da atividade, Bar-
bosa (2001) demonstra que a eleboragdo de situacdo problemas, simplificagao,
dados qualitativos e quantitativos e resolugcdo, em certos casos especificos pode
ser atribui¢ao so6 do professor, mas também o aluno e o professor podem exercer

de forma conjunta.



24

4 Equacoes Diferenciais Ordinadria
Lineares

4.1 Equacao Linear de 1* Ordem

Uma equagao linear de 1? ordem na forma padrdo é uma equacdo diferencial
na forma:
dy

POy =f() @.1)

onde P(x) e f(x) sdo func¢des da varidvel x, continuas ou constantes. Lembramos
que a solucdo da equacdo (1) é uma funcdo y(x) que satisfaz a equagdo. Tal
solugdo € da forma
Y=Yp+Yn
onde y, € a solu¢do de uma equagio particular e y;, € a solu¢do da equag@do ho-
mogénia.
Um método de solugdo para (1) € devido a Lagrange e € feito via substitui-

cdo, o qual apresentaremos agora.

t=¢(x)

Substituindo y(x) por Z - em (1), onde sendo Z a nova funcao
Z=Y(x)

incognita e t a funcao a determinar. Assim, y=Z7 -t.

Derivando em relacao a x, tem-se:

dy _dt dz
2 _z% 4

—. 4.2
dx dx dx (4.2)
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Substituindo, em (1), % pelo seu valor em (4.2):

dt  dz
Zo 124+ P(2)- 2+t = ()
z <% +P(x) -t) —|—tili—i = f(x) (4.3)

Para integrar a equacao (4.3), examina-se dois casos particulares da equacao

(4.1), a saber:
1°) % = f(x), o que implica em P(x) =0

dy = f(x)dx

y= /f(x)dx—|—C

2°) Zl—)yc + P(x)y = 0, o que corresponde a f(x) = 0 (equagao linear incom-
pleto).

Multiplicando todos os membros por dx:

dy+ P(x)ydx=0

as variaveis:

d
& +P(x)dx =0

y

/%-F/P(x)dxzc

In(y)+ [ P(x)dx=C

Integrando:

In(y)=C— /P(x)dx
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Pela defini¢do de logaritmo, pode-se escrever:

y =/ PWdx _ ,C o= [P(x)dx

Se et =K
y:K.e—fP(x)dx

que € a solucdo de uma equagdo linear homogénea ou incompleto.

Assim, retornando a equagao (4.3):

Z (% +P(x)t> —Hfl—f = f(x)

Se conseguir-mos obter os valores de t e Z, obviamente se terd a solugao da
equacdo (4.1) que € a linear dita completa, ja que y=Zt. Assim, pesquise em
(4.3) um modo de calcular essas duas funcoes. Se igualar o coeficiente de
Z em (4.3) a um determinado fator, o valor dai obtido sera levado ao resto da

equacao, possibilitando o célculo de Z, ja que t foi calculado da forma citada.

Deste modo, iguale-se o coeficiente a zero (condi¢do imposta).

dt

TP =0 (4.4)

Observamos que a equacao (4.4) é do tipo citado no 2° caso, onde t funciona

como y e cuja solugao é:
I = K.e_fp(x)dx

Assim, levando o valor de t em ti’;—f = f(x), obtém-se o valor de Z:

— X de
Ke /P4 a:f(x)

dz 1
A2 _ oI P()dx,
el f(x)

dZ = %efp(x)dx-f(x)dx

Integrando:
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/ JPDE. £(x)dx +C. (4.5)
Como y = Z -t tem-se:
y=Ke /PW [ /fP x)dx dx—l—C]
Assim:
y=e JPW4d U JPx)dx., dx+C1} (4.6)

A equacdo (4.6) € a solugdo geral da equacdo (4.1).
Outra maneira de resolver (4.1) é via o método do Fator Integrante, o qual

passamos a descrever.

Dada a equagao:

podemos colocd-la na forma
(P(x)y—f(x))dx+dy=0 4.7)
Multiplicando ambos os membros por e/ Pdx tem-ge:

e PO (p(x)y — £(x))dx + el PO gy = 0.

Seja,
M = e/ PO (P(x)y — f(x))

N = el PWdx gy

Derivando entao M em relacdo a y:

oM

o J P(x)dx
R P(x)e
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O mesmo com N em relagdo a x:

JdN
A J P(x)dx
P P(x)e

Como %M %—N a equacao transforma-se em equacao diferencial exata, no

proximo capitulo iremos detalhar melhor.

Exemplo 4.1.1

5o Y
Resolva a equagdo 7z — =x—2

a) pelo método de Lagrange

Solugdo
P —L=x-2
Substituindo:
N dy dt dz
y=z dx de dx
dt ta’z z-t )
- _—— =X —
de dx X

Calculando t:

Integrando:
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Calculando z:

Maist:x:>xg—§:x—2

2
dz = (1——> dx = z=x-2In(x)+C
x

Solucdo geral

y=z-1t=x[(x—2In(x)+C)]

y=x(x—In(x)+C)

4.2 Equacao de Bernoulli

Apresentaremos uma equagdo diferencial de bastante utilizacdo que € a equa-
¢do de Bernoulli !, uma equacéo da forma

d
A+ P(x)y = f()y"

onde P(x) e f(x) sdo func¢des de x ou constantes e n € Z, n =0 n # 1. Caso
n # 0en = 1, temos equacio lineares.
Para resolver a equacao de Bernoulli vamos reduzir a equacio a uma linear.

Vamos a equacgao:

d

POy = ) (4.8)
onde

n#0 e n#l

Nicolau Bernaulli (1687-1759) - Sobrinho de Jacques e Jio Bernoulli, foi professor de Matematica da Univer-
sidade de P4dua, na Itdlia, e professor de Direito da Universidade de Basiléia na Suica.
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Dividindo ambos os membros por y", tem-se:
d 1—n
y A Py T = f () (4.9)

Fazendo agora a substituicao

ylmh =y (4.10)

sendo t uma funcao de x. Derivando (10) em relacao a x, tem-se:

_.dy dt _.dy 1 dt
1— "—=— = " = -—
(1=m)y dx dx Y dx 1—n dx
Levando em (9):
1 dt
— P = ()
Multiplicando por (1-n):
dt

ajLP(x)(l —n)t =(1—n)f(x)

que € uma equacao linear e resolve-se como as anteriores.

Exemplo 4.2.1

d
1) & =22 =3xy?

Solucdo
Dividindo por y*:
dy 2
—24y —1
22yl 3
Y dx xy x
Substituindo:
d dt
ylot = 24y _

Vdx T dx
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dx  dx
Equacao transformanda:

dt 2
————t=3

dx x *
dt 2
—+—t=-3
dx i X *

— .y dt o dv du
Fazendot =u-v, T = ugn v

du+ du+2u _ 3
udx Y dx x| o

Calculando u:

du 2u

e Ry

dx x
du dx 1
—=-2— = 1 = =2/ = = —
- ; n(u) n(x) U=

Calculando v:

1 dv 3

—_— . — = —3X

X2 x

3 4
dv = —-3x3dx = v = —% C

Como t = u-v, tem-se:
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Reduzindo ao mesmo denominador:

. 4C —3x*
 4x2

Como y~! =1, pode-se escrever, ji que AC=K:
B 4x?
YT K3

Obs.: A solugdo da equagao de Bernoulli pode ser obtida de forma analoga

a linear, ou seja, pela substituicdo y = z-¢

4.3 Equacao de Riccate

Outra equacio que é bastante utilizada é a equagio de Riccat® é uma equacio
da forma
dy

— =Py’ +Qy+R
dx

onde P, Q e R sdo funcdes de x.
Podemos perceber que a equacao linear e a equacdo de Bernoulli sdo casos

particulares da equacdo de Riccati, a primeira com P=0, e a segunda com R=0.
Vamos exibir um método para resolu¢aoda equagdo de Riccate

Adminta-se uma soluc¢ao particular yy da equacao:

d
& Py L Qy+R (4.11)
dx

Fazendo

y=yo+z 4.12)

2Jacopo Francisco Riccati - Matematico italiano, nasceu em Veneza em 1676 € morreu em Treviso em 1754.
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sendo z uma funcao a determinar.

Se yg € solugdo, pode-se escrever:

dyo

—— = Py;+ 0Oy +R (4.13)
dx
Derivando (12), tem-se
dy dyy dz
- =4 — 4.14
dx dx + dx ( )

Substituindo esse valor na equacao (11), assim como o de y obtido em (12),

tem-se:

dy() dZ 2
o, 9 _p R
I +dx (yo+2)"+0(vo+2z)+

d dz

D0 L 22 Py +2Pyoz+ PP+ Oyo+ Q2+ R

dx dx

d dz

%‘l‘a = P22+ (2Pyo+ Q)z+ Py2 + Oyo + R (4.15)

Mas a relacao (13) mostra que C% = Py% + Qyo+R, donde (15) se transforma

em:
— =P 2P Z
5. =P+ (2P0 +0)
Ou, agrupando:
d
L (opyy 1 @)= P2 (.16)

que € uma equacgdo de Bernoulli em z, de resolugdo ja conhecida.

Exemplo 4.3.1

s Y Y Y
Resolva a equagdo 7 +1+ 5 =3

1) Verefique que y=x é uma solugdo particular da equagao fl—)yc + % + )yc—i = 3.

Solugdo
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Se y=x, tem-se % + )XC —I—JyC—E =1+14+1 =3, logo y=x € solucdo particu-

lar da equagao.

Substituindo:
T
_— x _ -
Y < dx dx
Substituindo na Equagao dada:
dz x+z x*+2xz+7
14+ —+ + 3 =3
dx X X
dz Z 27 7
1+—+1+—+1+—+—2:3
dx X X X
dx xZ a x2Z

que € uma equagao de Bernoulli em z.

Dividindo ambos os membros por z2, tem-se:

7 “—+-7z =-—=
dx x x2
-1 __ —2dz __ dt —2dz __ dt
Fazendoz7 =t = —7 ‘E= = g =4
dt 3 1
dx x = x2
ou
dr 3 1

dx x  x2

Ja que se recaiu numa linear, faz-se t=uv
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Calculando v:

dv 3 d d
T =0 = Z=3=
dx x % X
Integrando:
In(v) = 3In(x) = y=x°
Calculando u:
du 1 dx
3 _
Integrando:
—4
X |
=——+C =——4C
u ) + = u 1 +

Mast = Z_l

T ACH 1



Com y=x+z, tem-se:
4x

4Cx* —1
_4Cx5—x+4x_4Cx5+3x
YT TACA —1 T 4ACA —1

y=x+

Portanto, a Solu¢do Geral é:

B Kx° +3x

Y Kx*—1

36
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5 Equacoes Diferenciais Exatas

5.1 Variaveis Separaveis

Vamos apresentar agora alguns métodos de resolucao para Equagdes Diren-
ciais Ordindria de 1* Ordem.

Vamos considerar a equagdo do tipo y’ = f(x) na forma diferencial
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (5.1)
Se conseguimos coloca-la na forma
M(x)dx+N(y)dy=0 (5.2)

onde M(x) e N(y) a equagdo é dita de varidvel separdvel e pode ser integrada

sobre a variavel. Assim

/M(x)dx+/N(y)dy =C

determinando as solugdes para (18)

Exemplo 5.1.1

Resolva a equacao ydx +xdy = 0.

ydx+xdy =0 = —+—=0
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Integrando temos

In(x)+In(y) = In(c)

Exemplo 5.1.2
Resolva, x(y + 1)2dx + (x* 4 1)ye’dy = 0.

oY
dx+ 4

X
a2 dy=0
NI N N Do

Integrando temos

|
Eln(xz—l— 1)+

Apresentaremos agora a definicdo de uma fun¢do homogénea.

Definicio 5.1.1 Uma funcdo f(x) é dita homogénea de grau A se para todo
niimero real t, f(tx,ty) = t* f(x,)

Veja exemplo a seguir:
a) f(x,y) = x> +y%, dai f(tx,ty) = t2x* +12y* = 1*(x*,y*) = 1> f(x,y) é homo-
géna de grau A = 2.

Suponhamos que M(x,y) e N(x,y) de (17) sejam homogéneas de grau A. Fa-
zendo a multiplicacdo y = vx, temos
M (x,vx)dx+ N(x,vx)(vdx +xdv) =0

X*M(1,0)dx +x*N(1,0)(vdx +xdv) = 0

M(v)dx+N(v)(vdx+xdv) =0
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dx N(v)
x M(v)+N(v)
que € de varidvel separdveis.

dv=20

Algumas técnicas para resolver uma EDO de 1* Ordem estdo baseadas no
conceito de Diferencial Total, lembramos que a diferencial de uma funcéo F (x,y)
€

oF oF

dF = —(x,y)dx-|-—(x,y)dy, (5.3)
dz Jz

com 2E e 2F existindo.
dx =~ dy

Como %—I; %—5 sao fungdes de x,y entdo (19)pode ser posta na forma

dF =M(x,y)dx+N(x,y)dy

5.2 Equacoes Exatas

Uma expressao da forma
M (x,y)dx+N(x,y)dy

e dita uma diferencial exta se existir uma fungéo diferencidvel F(x,y) definida
em D C R? tal que dF = M(x,y)dx + N(x,y)dy, neste caso a equagio de 12
ordem

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0, (5.4)

¢ dita exata, e a expressdo F(x,y) = C chama-se integral geral da equacao.

O lema a seguir no fornece as resolugdes para equagdes diferenciais exatas.
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Lema 5.2.1 Seja
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (5.5)

definida na regido D C R* e supondo que exista uma fungao diferencial F tal que
M(x,y) = %—I; e N(x,y) = %—I; em D. Entdo a expressdo F (x,y) = C, C constante
define uma solugdo geral de (20).

Demonstracdo: Vide literatura.

Assim, pelo lema a integral geral € uma solucao de (21)

Exemplo 5.2.1

A equagdo xdx + ydy = 0 é uma diferencial exata.
Pois sendo F(x,y) = ngﬁ temos dF = xdx+ ydy. Logo a equagdo xdx+ ydy =
0 tem a funcdo integral x> +y*> = C2,, C # 0, solugdo y = +v/C2 — x2.

A garantia da existéncia da solu¢do para uma equacgdo exata ndo € muito util se

nao soubermos se uma dita equagdo € exata quando a vemos. Precisamos de um
critério para reconhecer se da equacao € exata e que também ajude na exibic¢ao

de F(x,y). Tal situagdo é resolvida pelo teorema.(vide literatura)
Teorema 5.2.1

A equacdo
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (5.6)

onde M e N sao funcdes continuas e derivaveis, € diferencial exata, se € somente

se, ocorrer a relacao
oM(x,y) ON(x,y)

dy  Ox

A relagdo (23) € condigdo necessdria e suficiente para que a equagao (22) seja

(5.7)

uma diferencial exata.

Demonstracao:
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1) A condicdo é necessaria  Serd mostrado que se o primero membro da
equacao (22) € uma diferencial total, a relacdo (23) serd verificada, ou seja, se
Mdx+ Ndy = 0 é diferencial total, entao:
oM _an
dy  dx
Dizer que o primeiro membro de (17) € a diferencial total de determinada

funcdo f(x,y) € dizer que Mdx+ Ndy = dF, ou seja:

JF JdF
Mdx+ Ndy = —dx+ ——dy,
o0x dy
o que leva a escrever que
JdF
M=—
o (@)
e
JdF
= — b
5 (b)

Derivando (a) em relagcdo a y e (b) em relacio a x, tem-se respectivamente:

oM _ 0°F IN  O°F
dy  9dxdy ¢ ox  Jyodx

O que o teorema de Schwartz! permite dizer:
oM _ oON
dy  dy
Logo, a condicao (23) € necessdria para que (22) seja a diferencial total de
F(x,y).
2)A condicao € suficiente
Serd mostrado agora que se a relacdo (23) se verifica, (22) € a diferencial
total de F(x,y).

Seja a relacdo:

JoF
g - M(X,y)

10 teorema de Schwartz diz que, em existindo uma fung¢do Z=f(x,y) e esta, assim como as suas derivadas

. . 2 2f ~ , . . ~ . 2 2 4 .
parciais %, %, gxa’; -, aa} - gx, sdo continuas num determinado intervalo, entdo a igualdade ;X;V = gyafx ¢é verdadeira.
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isto é, supde-se uma funcdo F(x,y) construida de modo que M seja igual a 5 ‘9F

Para se obter F' € necessario que se integre a igualdade anterior em relagao
a x.

Assim:
F=/ M(x,y)dx+¢(y) (5.8)

Se xp a abcissa de um ponto arbitrario no campo de defini¢do da fungdo f e
¢(y) uma fun¢ao arbitraria de y, resta-nos calcular a fun¢do ¢(y). Para tanto,
deriva-se a igualdade (24) em relagdo a 'y

8F8

ERRRR XOM( x,y)dx+¢'(y). (5.9)

Mais pelo teorema de Leibniz? permite escrever:

oF X oM

5 = Gyt (5.10)
Sendo aM %1;7 tem-se:

8F X N

8y . axa’x—i—(p( y). (5.11)

Integrando:

?9_1; = N(x,y) = N(x0,y) + ().

Observe-se que N(xg,y) é fungdo apenas de y, ja que xo = constante. Dessa
maneira pode-se afirmar que —N(xg,y) + ¢’(y) é uma fungéo arbitrdria de y (a
diferenca entre duas funcoes de y, sendo uma delas arbitraria, ¢ também uma
funcdo arbitréria de y).

Pode-se entdo chamar de 6 a diferenca

—N(x0,y)+¢'(y)

20 teorema de Leibniz mostra que, para as integrais dependentes de um pardmetro, tem-se:

Uabf(x, oc)dx}/ _ [/abf’(x, a)dx]
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0(y) = —N(x0,y) +¢'(y)

Como 0(y) € arbitraria, pode-se fazé-la igual a zero, o que implica em escrever:

¢’ (y) = N(x0,)- (5.12)

Integrando (28), obtém-se ¢'(y).

Assim:
y
00) = [ Nixo,y)dy+C
Yo
sendo yg a ordenada de um ponto arbitrario no campo de existéncia de f(x,y).

Entao:
f= / X,y dx+/ N(xo,y)dy+C
Yo

Como F(x,y) =Constante, tem-se, finalmente
X y
/ M(x,y)dx+ | N(xo,y)dy =K
X0 Yo
que € a solugao geral de uma equacdo diferencial exata, sendo xq e yy constantes
arbitrarias.
Podemos mostrar a condicado de suficiencia e, respectivamente, a solucao da

equacao da mandeira a seguir:

Se
oM ON
—_—= = Mdx+Ndy =0
dy  dx
€ diferencial exta.
se a integral
/ Mdx =P (5.13)
Sera provado que se a relagdo = aM %1;] se verifica, entdo existe uma funcgdo

Q(y) tal que:
F(x,y) =P(x,y)+0(y) (5.14)
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¢ solugdo da equacao.

Para tanto, deriva-se (30) em relagdo a x e y respectivamente. Tem-se entao:

8f 0P
ox  ox =M ()
- 0 0
f_oP
L= o =N (@)
De (d), escreve-se: 5
P
Q' (y)=N - oy (e)

Veja-se que Q'(y) ndo depende de x, e, como consequéncia, também o segundo
membro da igualdade (e), como se pode verificar.

Assim, derive-se o segundo membro de (e) em relacio a x:

ON  9°P ()
dx dyodx
Mas (c) mostra que 5. 8P = M logo, derivando em relagdo a y, tem-se:
0°P oM (©)
dxdy  dy &
Deste modo
ON 9*P ON oM
dx 8y8x dx  dy
Como se supds 5~ aN %—N pode-se escrever que:
ON  9°P )
dx dxdy

Entao, pela integracdo de (e), tem-se:

O(y) = / (N — %) dy (i)

Substituindo (i) e (29) tem-se a solugao f.

(x,y) /de+/<N——>dy:C

Assim:
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Observe que a demonstracdo da condi¢do suficiente exibimos a solug¢do geral

de uma equacdo diferencial exata.

Exemplo 5.2.2

Resolva a seguinte equacgdo diferencial exata:
1) (x* —y?)dx —2xydy =0
Solucdo

1° Método: U = [; M(x,y)dx+ ¢(y) onde ¢(y) é uma fungio arbitréria

de y, a se determinar.

oM JdN
= 2y=—
dy dx
Logo ¢ diferencial exata.
) e
U:/ (= yH)dx+ ¢ (y) = [——y XI +0(y)
. 3 N
U

T —2yx+¢'(y)

U .
Mas como 5% =N (x,y), tem-se:

—2yx+¢'(y) = —2xy



Assim

U:x——y2x+C

2° Método: (x> —y?)dx — 2xydy = 0

U=P(x,y)+0(y)

U:/de+/(N—£>dy:C
dy

3

P:/de:/(xz—y2)dx:%—y2x

dP
Qz/(N—a—y) dy:/(—ny+2yx)dy=0

Assim:

46
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6 Modelagem matematica

6.1 Modelo 1 - Crescimento de Bactéria

Vimos num primeiro momento Equacdes Diferencias qualitativamente e ana-
liticamente. Agora iremos exibir exemplos de EDOs de primeira ordem no uso
de modelagem matematica.

Antes de iniciar o exemplo propriamente dito, iremos dizer algo sobre cres-
cimento e decaimento exponencial.

O problema de valor inicial

% = kx : x(ty) = xo (6.1)
onde k € uma constante de proporcionalidade, server como modelo para diver-
sos fendmenos que envolve crescimento e decaimento. Tendo como pressuposto
o conhecimento da populacdo (bactéria, etc) num instante arbitrio 7, a solugao
de (31) pode nos remeter a predicao da populacdo no futuro. Um instante
onde t > ty. De forma andloga, podemos encontrar a constante de proporciona-
lidade de k com base na solu¢do de (31), solucdo do problema do valor inicial,

determinando uma medida de x em um instante #; > .

Segue 0 modelo propriamente dito.

Uma cultura tem inicialmente Py bactéria. Em t=1h, o nimero de bactéria é
de %P(). Se a taxa de crescimento for proporcional ao nimero de bactérias pre-

sentes no instante t, P(t), determine o tempo necessario para tripicar o nimero
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de bactérias.

Solucao

Em primeiro lugar, resolvendo a equacao diferencial em (31), substituindo x

por P. Tomando 7y = 0, a condig¢do inicial é P(0) = Py. Usamos a observagao

epirica de que P(1) = 3P para determinar a constante de proporcionalidade k.
Observe que a equagao diferencial ‘fl—f = kP é a0 mesmo tempo separavel e

linear. Colocando-a na forma padrdo de um EDO linear de primeira ordem,

dP
= _P=0
dt ’

podemos ver por inspecdo que o fator integrante é e X, Multiplicando ambos

os lados da equagdo por esse termo integrante, obtemos

% [e_ktP] =0 e e Mp—=c.

Portanto P(t) = cek’. Em t=0. Segue que Py = ce’

k

= ¢. Assim sendo, P(t) =
Pye®. Em t=1 temos %Po — Pyl ou ef = 3. Da dltima equacgdo, obtemos k =
ln% = 0,4055 e portanto, P(t) = Pye™4%, Para encontrar o instante no qual

o niimero de bactérias triplicou, resolvemos 3Py = Pye?405

0,4055t=In3 ou

para t. Segue que

. In3
00,4055

~2,71h

Veja a figura 6.1

obeserve que no Modelo 1 o nimero de bactérias presentes no instante t = 0,
Py, ndo desempenha nenhum papel na determinacao do tempo necessario para
triplicar se nimero na cultura. O tempo necessario para uma populagdo inicial
de, digamos, 100 ou 1.000.000 de bactérias triplicar € de aproximadamente 2,71

horas.
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P(t) = P0e0,4055t

Figura 6.1: crescimento de bactéria Fonte: EquacOes Diferenciais com aplicacdo em modela-
gem, Dennis G. Zill

Conforme visto na figura 6.2, a fungdo exponencial ¢ cresce a medida que
t cresce para k > 0 e decresce a medida que ¢ cresce para k < 0. Assim, pro-
blemas que descrevem crescimento (populacdo, bactéria ou até mesmo capital)
sdo caracterizados por um valor positivo k, enquanto problemas que envolvem
decaimento (como na desintegracdo radioativa) dao lugar a um valor negativo
k. Dessa forma, dizemos que k € ou uma constante de crescimento (k > 0) ou

uma constante de decaimento (k < 0).

) e k>0
\ crescimento
\
\
\
\ M k<0
A e
t

Figura 6.2: crescimento e decaimento de bactéria Fonte: Equagdes Diferenciais com aplicacao
em modelagem, Dennis G. Zill

6.2 Modelo 2 - Meia-vida de Plutonio

Na Fisica meia-vida € a forma de calcular a estabilidade de uma substancia

radioativa. Em outra palavras € o tempo necessaria para a metade os dtomos
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em uma quantidade inicial Ay desintegrar ou transformar em dtomos de outros
elementos. Vamos a exemplos do livro "Equag¢des Diferenciais com aplicagdes

em Modelagem"do autor Dennis G. Zill:

Por exemplo, a meia vida do radio altamente radioativa, Ra-226, é
mais ou menos 1700 anos, logo em 1700 anos metade da quantidade

de uma da quantidade de Ra-226 € transformada em radonio, Rn-222.

Eis o problema.

Um reator regenerador converte uranio 238 relativamente estdvel no isétopo
de plutonio 239. Depois de 15 anos determinou-se que 0,043% da quantidade
inicial Ag de plutonio desintegrou-se. Ache a meia-vida desse is6topo, se a taxa

de desintegracdo for proporcional a quantidade remanescente.

Solucio
Seja A(t) a quantidade de plutdonio remanescente no tempo t. Como no exemplo

1, a solucdo do problema de valor inicial

dA
dt ’ (0) =40

& A(t) = ApeM. Se 0,043% dos dtomos de Ag tiverem se desintegrado, restaram
99,957% de substancia. Para encontrar a constante de decaimento k, usamos
0,99957Ay = A(15), isto €, 0,99957A) = Ape*. Resolvendo para k, temos
k= %ln0,99957 = —0,00002867.

Logo, A(t) = Age 0000028677 Agora, a meia-vida corresponde ao valor do

tempo no qual A(f) = 3Ao. Resolvendo para t, obtemos $Ag = Age~0:00002867

ou % — ¢ 0,00002867¢ " A \jltima equacao fornece

In2

L e S VIS .
' = 0.00002867 >+ 180anos
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A datagdo por carbono foi inventa por volta de 1950 pelo quimico Willard
Libby, criando um método de usar o carbono radioativo como meio para de-
terminar a idadde dos fosseis de forma aproximada. Esse método de datagdo
baseia-se no fato que o is6topo de carbono 14 € produzido na atmosfera pela

acao da radiacao cosmica sobre nitrogénio. Dennis G. Zill em seu livro cita:

. a quantidade proporcional C-14 presente, digamos, em um fOs-
sil com a razdo constante encontrada na atmosfera, é possivel obter
uma estimativa razodvel da idade do féssil. C-14 € aproximadamente
5600 anos. Por seu trabalho Libby ganhou o prémio nobel de quimica
em 1960. O método de Libby tem sido usado para datar méveis de
madeira em tumulos egipcios, o tecido de linho que envolvia os per-

gaminhos do Mar Morto e o tecido de enegmatico sudario de Turim

6.3 Modelo 3 - Idade de um Fossil

Foi encontrado um osso fossilizado que contém um milésimo da quantidade

original de C-14. Determine a idade do féssil.

Solucao

O ponto de partida é novamente A(¢) = Age!’ Para determinar o valor da cons-
tante de decaimento k, usamos o fato de que 4o — A(5600) ou %Ao = 2000k De
5600k = lnz = —[n2, obtemos k = 5(6138) = —0,00012378.

Logo, A(t) = Age 00012378 De A(f) = 1000A0’ temos 10100‘4 — Age 0000123781,
Assim, —0,00012378¢ = 1”1000 —In1000. Assim sendo,

_In1000
t = 000012378 ~ 55.800 anos

A idade encontrada no Modelo 3 estd realmente no limite da precisio para

esse método. A técnica usual do carbono 14 esta limitada a cerca de 9 meias-
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vidas do is6topo, ou a cerca de 50.000 anos. Uma das razdes dessa limitagao é
que a andlise quimica necessdria para obter uma medida precisa do C-14 rema-
nescente torna-se de alguma forma muito grande em torno do ponto 1/1.000 de
Ap. Além disso, essa andlise requer a destruicdo de uma amostra muito grande
do espécime. Se essa medida for obtida indiretamente, com base na radioativi-
dade real do espécime, serd muito dificil distinguir entre a radiacdo do f0ssil e
a radiagéio normal de fundo. !

Porém, recentemente, o uso de um acelerador de particulas possibilitou aos
cientistas separar diretamente o C-14 do estdvel C-12. Quanto o valor preciso
da razdo de C-14 para C-12 € computado, a precisao do método pode ser es-
tendida para 70.000 - 100.000 anos. Outras técnicas com 1sOtopos, cCOmo O uso
do potassio 40 e do argonio 40, podem determinar idades de varios milhdes de

2

anos.” Metodo ndo isotopicos baseados no uso de aminoacidos sdo também

possiveis algumas vezes.

Foi encontrado um osso fossilizado que contém ...

6.4 Modelo 4 - Esfriamento de um Bolo

Lei de esfriamento de Newton:
A formulagdo matematica da lei empirica de Newton do resfriamento de um

objeto € dada pela equagdo diferencial linear de primeiro ordem

dT

T k(T —Tm), (6.2)

onde K é uma constante de proporcionalidade, 7'(¢) é a temperatura do objeto

parat > 0 e T;, € a temperatura ambiente - isto €, a temperatura do meio em

0 niimero de desintegracdes por minitu por grama de carbono é registrado com um contador Geiger. O nivel
mais baixo para o qual a detec¢@o € possivel é cerca de 0,1 desintegragdo por minuto por grama.

2A datagdo por potdssio-argdnio é usado em materiais terrestres, como minerais, pedras e lavas, e materiais
extraterrestres, como meteoritos e pedras lunares. A idade de um f6ssil pode ser estimada determinando-se a idade
do extrato de pedra no qual foi encontrado.
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torno do objeto. Vamos ao problema, supomos que 7, seja constante.

Quanto um bolo € tirado do forno, sua temperatura € 300F. Trés minutos mais
tarde, sua temperatura é 200F. Quanto tempo levara para o bolo resfriar até a

temperatura ambiente de 70F

Solugdo
Vamos fazer em (27) a identificacdo 7,, = 70. Precisamos entdo resolver o pro-

blema de valor inicial

fl_f —K(T-70),  T(0) =300 (6.3)

e determinar o valor de K de tal forma que 7'(3) = 200.
A equacdo (28) € ao mesmo tempo linear e separavel. Separando varidveis,

dT
T-170

= Kdt,

temos In|T — 70| = Kt +C e, portanto, T = 70+ Ce". Quando ¢ =0, T = 300
e, portanto, 300 = 70 + C, resulta em C, = 230. Dessa forma, 7 = 70 + 23064,
Finalmente, a medigdo 7'(3) =200 leva a e’ = 3 ou k = § In33 = —0,19018.
Assim

T (1) = 704 230e 0190181, (6.4)

(b)

Figura 6.3: Fonte: Equagdes Diferenciais com aplicacdo em modelagem, Dennis G. Zill
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Observamos que (29) ndo fornece uma solugdo finita para 7'(r) = 70, uma
vez que lim; . 7 (¢) = 70. Intuitivamente, porém, esperamos que o bolo atinja
a temperatura ambiente apos um periodo razoavelmente longo. Qual € o signi-
ficado de "longo"? Naturalmente, ndo deveriamos interrogar o raciocinio pelo
fato de o modelo (28) ndo estar inteiramente de acordo com nossa intui¢ao
fisica. As partes (a) e (b) da figura 6.3 mostram claramente que o bolo tera

aproximadamente a temperatura ambiente em mais ou menos meia hora.
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7 Conclusao

Estudamos as Equagdes Diferencias de 1* Ordem com a finalidade de usélas
em modelagem matemadtica. O trabalho tem como objetivo a demonstragdo de
forma mais prética o uso de modelagem e equacdes diferenciais. Em 4 modelos
demostramos de forma menos abstrata o uso de conceitos estudados no decorrer
do curso de licenciatura em matematica, mostrando que tudo que se € apresen-
tado no decorrer do curso tem-se no curso tem relevancia. A beleza desse estudo
nos provoca a necessidade e vontade de aprofundar nosso estudo nesta area de
conhecimento, nos remetendo para a banca a vontande de posteriormente fazer

um mestrado na area.
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