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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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Apresenta-se, nesta dissertacdo, uma pesquisa que envolve trés grandes areas da
Matematica aplicada, Computagao Grafica (CG), Probabilidade e Otimizagao. O
objetivo principal de desenvolver estratégias de movimentacao entre personagens
adversarios numa perseguicao onde cada movimentacao dar-se-a a partir da solu-
¢ao de um problema de Otimizagao ou uma regra probabilistica. A dinamica da
movimentacao, dar - se - & por meio da formulacao e implementagao de problemas
de otimizacao que governario a perseguicdo. E feito um levantamento teérico apre-
sentando os assuntos relacionados 4 CG, em especial: Animacao; Otimizacao, por
exemplo: Defini¢cao do Problema geral de Otimizagao e sua classificacao referente as
propriedades da funcao objetivo bem como as caracteristicas do conjunto de solucoes
viaveis; Probabilidade, é definido modelo probabilistico, Variaveis Aleatérias, em es-
pecial, Uniforme, Exponencial e Normal, Esperanca Matemaética e Lei dos Grandes

Numeros.
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In this dissertation, we present a research that involves three major areas of Applied
Mathematics, Computer Graphics (CG), Probability and Optimization. The main
objective is to develop strategies of movement between adversary characters in a
chase where each move will be based on the solution of an optimization problem or
a probabilistic rule. The dynamics of the movement will be through the formulation
and implementation of optimization problems that will govern the persecution. A
theoretical presentation is presented presenting the subjects related to CG, in par-
ticular: Animation and Color; Optimization, for example: Definition of the general
optimization problem and its classification regarding the properties of the objective
function as well as the characteristics of the set of feasible solutions; Probability, is
defined probabilistic model, Random Variables, in particular, Uniform, Exponential
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Capitulo 1

Introducao

Computacao grafica (CG) é comumente definida como um conjunto de métodos e
técnicas capazes de transformar dados em imagem através de um dispositivo gréafico
[1]. Em sintese seus estudos resumem-se a geracao, manipulagao e interpretacao de
modelos e imagens de objetos por meio de um computador.

Segundo [19], a computagdo grafica encontra aplicagoes em praticamente todas
as areas do conhecimento humano e pode-se observar em quaisquer que sejam as

aplicagoes, pelo menos trés das caracteristicas listadas abaixo:

e Permite a visualizacao de objetos que ainda encontram-se em fase de elabora-

Gao;
e Torna possivel a visualizacao de objetos que estao fora do alcance de visao;

e Permite a construcao e visualizacao de objetos que estao fora da realidade

dimensional.

A primeira caracteristica é tutil em areas como arquitetura e engenharia facili-
tando a comunicacao arquiteto-cliente uma vez que torna-se possivel a anélise es-
pacial do projeto a ser desenvolvido. A segunda é fortemente presente nas ciéncias
médicas onde é possivel coletar dados a partir de imagens geradas através de exa-
mes como radiografias, tomografias e ultra-som. A ultima caracteristica, por sua
vez, pode ser vista nas grandes produgoes cinematograficas e mais recentemente na
construcao de jogos e animacao, sendo esta iltima o objeto desta pesquisa.

Do latim, Animare, dar vida, movimento, coragem, entusiasmo, alma. A trans-
cricao de dicionario acima nao s6 define como também descreve os passos para
producao de animacgao em computacao grafica. Primeiro tenta-se desenhar ou escul-
pir, depois capturar os movimentos e, por ultimo, retratar o espirito da criatura ou
cena a ser animada [I8]. Dessa forma, Animacdo ¢ um recurso grafico de extrema

importancia e aqui tentaremos visualiza-la através de outras areas: otimizacao e

probabilidade.



1.1 Motivacao

O fato da computacao grafica ser uma area amplamente aplicada, a juncao de
seus conceitos com outros conceitos das areas classicas e modernas da matemética,
como Otimizacgao e Probabilidade, torna-se uma proposta atraente para a formulagao
de métodos e resolucao de problemas diversos.

Neste trabalho, intitulado Animacao e Otimizacao, desenvolveu-se uma pesquisa
que misturasse computacao grafica, otimizacao e probabilidade na construcao de
estratégias de movimentagdo (captura e sobrevivéncia) aplicadas a uma dindmica
de perseguicao.

O uso das técnicas de otimizacao neste trabalho justifica-se pelo fato da mesma
representar uma classe de problemas que consiste em realizar a melhor escolha dentre
um conjunto de alternativas. Ou seja, diz respeito a selecao de um critério usado
para escolher uma solucao que geralmente é representada por uma funcao que devera
ser minimizada ou maximizada.

J& o uso dos conceitos probabilisticos justifica-se pelo fato de deixar a perseguicao
um tanto mais dinamizada atribuindo caracteristicas aleatérias na movimentacao.
Desse modo os modelos apresentados estao agrupados em dois grupos: determinis-
ticos e nao deterministicos.

Partindo deste principio foram construidas estratégias de movimentagao que go-
vernam a dinamica de uma animacao cuja formulacao inicial e suas variantes estao

descritas nos capitulos adiante.

1.2 Objetivos

Os objetivos da pesquisa resumem-se a:

e Dissertar sobre os conceitos de animacao, otimizagao e probabilidade, apre-

sentando os pontos pertinentes a pesquisa;

e Aplicar os conceitos de otimizacao e probabilidade na construcao de estratégias

direcionadas a uma perseguicao.

e Desenvolver estratégias de movimentacao entre personagens adversarios numa
animacao onde cada movimentagao dar-se-a4 a partir de um problema de oti-

mizacao e em alguns casos adotando caracteristicas probabilisticas.

e Simular numericamente a dinamica das perseguicoes.



1.3 Estrutura do Trabalho

Os proximos capitulos estao estruturados da seguinte forma.

Capitulo 2: é dissertado sobre Animacdo de um modo geral. E feito um breve
levantamento histérico de sua evolucao até os dias atuais destacando Walter Elias
Disney como um grande contribuidor dessa evolucao. Também sao apresentadas as
principais formas e técnicas de animacao, sendo elas Animacao por Quadros-chave,

Animacao Procedimental e Animacao Estocastica.

Capitulo 3: neste capitulo ¢ definido o Problema de Otimizacao e logo apos sao
apresentadas as definicdes de minimizador local, minimizador global e valor 6timo.
Na sequéncia classifica-se os problemas de otimizacao em discretos e continuos.
O capitulo encerra-se com uma breve abordagem sobre programacao linear e

programacao nao linear.

Capitulo 4: este capitulo destina-se a Probabilidade. Sao apresentados a definicao
de modelo probabilistico, classificacao de variavel aleatoria em discretas e continuas,
define-se valor esperado e também alguns modelos probabilisticos como: exponen-

cial, uniforme e normal. E também enunciada brevemente a lei dos grandes ntimeros.

Capitulo 5: neste capitulo sao apresentados testes numéricos para os modelos
definidos no capitulo 4. Eles estao organizados em dois grupos: deterministicos e
nao deterministicos. Sao exibidas as respectivas descricoes bem como as variantes
do Modelo 1. A sequéncia traz dois casos chamados de unidimensional e bidimen-
sional onde sao acrescentadas ao Modelo 1 peculiaridades aleatorias. Finaliza-se o
capitulo com a apresentacao das simulagoes numéricas, exposicao dos resultados e

discussoes acerca dos mesmos.

Capitulo 6: sao apresentadas as conclusoes baseadas nos objetivos e resultados da

pesquisa. Também sao apresentadas sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Animacao

Nos tépicos seguintes sao retratados a Animacao como recurso grafico de ex-
trema importancia, bem como um breve levantamento histérico e todos os temas
pertinentes para construcao deste trabalho. Esses temas podem ser consultados nas
bibliografias [18], [29], [30], [31], [32], [33] e [34].

Do latim, Animare, dar vida, movimento, coragem, entusiasmo, alma. Segundo
[29], os primeiros registros de animacao datam de 2000 a.C. quando os egipcios
pintavam nas paredes sequéncias de lutas e cenas de adoragao. Somente em 1828,
a animacao pode ser explicada pelo entendimento do principio fundamental do olho
humano: a persisténcia da visao. Esse principio foi demonstrado por Paul Roget
Frenchman, com a invencao do thaumatrope, um disco colocado em uma haste que
de um lado tinha pintado um péssaro e do outro uma gaiola vazia. Quando o disco
girava o passaro aparecia dentro da gaiola. Thauma é uma palavra grega que significa
magia e deu origem a thaumaturgy, a arte de fazer magia ou arte miraculosa. No
portugués, taumaturgo ¢ aquele que faz milagres.

Um dos artefatos mais curiosos e em uso até hoje sao os Flipbooks. Os flip-
books sao pequenos livros, ou cantos de livros usados para simular uma animacao
desenhando folha a folha. A animacao ganha vida ao se folhear com rapidez essas
paginas. Parece uma brincadeira de crianca, mas em alguns paises existe uma legiao
de fas e compradores de historias complexas deste tipo de animagao [33].

A maior invencao no ramo da animacao foi a cAmera fotografica. Quando inven-
tadas, eram utilizadas somente para imagens paradas. Pouco e pode-se dizer que
quase nada, era sabido como representar uma histéria a partir de imagens. No final
de 1890, Méléis introduziu os primeiros conceitos e truques para contar historias e
dar vidas a coisas inanimadas, hoje conhecida como Animacao antropomorfica
[33].

Diversos outros acontecimentos marcaram a evolucao da Animacao em camadas
e cores, mas nenhum nome ¢ mais evidente na histéria da animacao do que Walter
Elias Disney (1901-1966) [31].



Walt Disney, como gostava de ser chamado, nao s6 construiu novas técnicas e
estidios, como transformou a animacao em uma forma de arte. Disney foi premiado
31 vezes com o Oscar, criou os storyboards E], os animatics (pilotos de animagao),
planos de camara, desenvolveu o uso de cores e som. Ele também promoveu a ideia
de que a mente do personagem era a forca motriz da acao e que uma chave para o
movimento animado era a anélise do movimento real [18]. Atualmente, a animacao
possui um mercado bem consolidado com um publico de faixa etiria bem variada e

seu mercado segue em constante desenvolvimento.

2.1 Animacao por Computador

Pode-se dizer que a historia da animagao por computador iniciou-se em 1974 por
René Jodoin, com o primeiro filme Hungh. Esse filme foi gerado utilizando a técnica
de interpolacao de objetos [18]. Filmes de circuito comercial que marcaram a historia
sao Star Treck IT (1977, que usou a animagao gerada por computador em poucos
minutos), Tron (1982, que usou como parte integrante do filme), o Ezxterminador do
Futuro 11, Jurassic Park, O segredo do abismo, e recentemente a franquia Matriz, os
desenhos animados 3D da série Toy Story da Pixar e os novos produtos resultantes
da unido pixar-Disney [31].

Uma animacao por computador pode ser produzida por uma grande diversidade
de métodos. Pode-se citar os produzidos a partir de desenho ou modelos fisicos.
No primeiro tipo, os artistas criam uma sequéncia de desenhos que sao combinados
em um filme [32]. No segundo método, é usado um modelo fisico, por exemplo,
um boneco com articulacoes ou até mesmo uma pessoa, onde cada movimento é
registrado por uma fotografia quadro a quadro [30)].

Basicamente, divide-se a animagao por computador em duas categorias: anima-
¢ao assistida por computador e animacao gerada por computador [I§]. No primeiro
caso, o animador cria o quadro (movimento) inicial e final enquanto o computador
se encarrega de gerar os quadros intermediarios. No segundo, apresenta-se um grupo
maior de técnicas subdivididas em: técnicas de baixo nivel (low level techniques -
técnicas que ajudam o animador na especificagdo do movimento) e técnicas de alto
nivel (high level techniques - técnicas usadas para descrever como se comporta o
personagem durante a animagao) [18§].

Uma forma de ilustrar essas duas aplicagoes técnicas, é imaginar um sistema
que controle o movimento de um personagem como uma macrofun¢ao que se resume

ao comando "caminhe atenciosamente", isso é um sistema de alto nivel. Quando

1S30 organizadores graficos tais como uma série de ilustracdes ou imagens arranjadas em sequén-
cia com o prop6sito de pré-visualizar um filme, animagcao ou grafico animado, incluindo elementos
interativos em websites [35].



acontece a geracao de todos os quadros correspondentes a cada movimento de andar

do personagem, tem-se um sistema de baixo nivel [30] e [35].

2.2 Formas de Animacao
Dentre as varias formas, pode-se citar baseando-se em [I8], [36] e [34]:

e Animacao por Quadros-chave (Keyframe)
Corresponde a uma forma de animagao assistida por computador, na qual
o animador determina o que deve ser apresentado no quadro inicial e final
sendo o computador uma ferramenta de apoio na determinacao de quadros
intermediarios que ligarao os quadros-chave determinados pelo usuario. Tal
sistema é bem eficiente, pois permite o controle quase por completo de uma

cena, no entanto ele é bem trabalhoso [18].

e Animacgao Procedimental
Fundamenta-se na capacidade do computador em determinar a dinamica de
uma sequéncia baseando-se em instrucoes implicitas, onde o objetivo final de
uma sequéncia é especificado pelo animador, sendo os movimentos consequen-

tes determinados por algoritmos [36].

e Animacao Estocéastica
Este tipo de animagao utiliza o processo estocastico ou randémico para con-

trolar grupos de objetos, ou seja, os movimentos ocorrem aleatoriamente [I§].

2.3 Animacao Aplicada a Jogos 2D

O termo sprite é muito utilizado nos jogos 2D. Sprites sao os personagens presen-
tes no jogo, eles podem realizar varios movimentos como andar, saltar, lutar, voar,
entre outros. Num jogo geralmente é fornecido um sprite representando o persona-
gem principal contendo um controlador, enquanto os outros podem ser os inimigos
que perseguem o jogador, ou objetos que o mesmo pode pegar [36].

Como mostrado na figura (2.1), um sprite pode executar diversos tipos de movi-
mentos. A execugao de varios movimentos acarreta realismo a animagao [36]. Desta
maneira, a estrutura de dados que representa os sprites deve permitir que varios
quadros sejam armazenados para serem escolhidos no decorrer do jogo.

Os objetos que compoem o ambiente de um jogo possuem forma, assim como
uma posi¢ao no espaco, caracteristica que deve ser vista com bastante atengao [37].
A ocorréncia de colisoes entre objetos é uma das consequéncias existentes quando a

posicao dos objetos nao é respeitada. Partindo do principio de que cada elemento



walk/run jump fall

Figura  2.1: Sprite: Sequéncia  de  animacao. Fonte:
http://martindrapeau.github.io/backbone-game-engine /docs /hero-collisions.png.

possui uma posi¢ao (x,y), uma largura e uma altura, ainda em [37], o método mais
simples consiste em verificar se algum retangulo invade o espaco de outro.

Um outro método consiste em representar o espaco usado pelo objeto como
sendo uma circunferéncia. Para verificar se houve ou nao uma colisao, calcula-se
a distancia (distancia entre pontos) entre os dois objetos. Para que exista uma
colisao o resultado desse calculo deve ser menor ou igual & soma dos raios dos
objetos multiplicados por uma constante que representa o quanto da circunferéncia
é utilizada pelos mesmos [37].

Como mostrado, o calculo de distancias entre pontos, embora represente um re-
curso simples, serve como método de verificacao da existéncia de colisdes. Usaremos
esse recurso em parceria com otimizagao para montar estratégias de movimentacao
entre objetos, de modo a visualizar essa dinamica que representarad uma perseguicao
entre os mesmos. A animacao da perseguicao consiste na visualizacao das iteracoes

dos algoritmos criados para solucionar cada caso.



Capitulo 3
Otimizacao

Otimizacao refere-se a uma area de conhecimento que aborda problemas que pro-
curam encontrar a melhor escolha entre um conjunto de alternativas. Mesmo nessa
declaracao simples e imprecisa, é possivel identificar dois elementos fundamentais
presentes em um problema de otimizacao: Melhor, termo que diz respeito a sele-
¢ao de um critério usado para escolher a solugao que geralmente é representada por
uma funcao que deverd ser minimizada ou maximizada; Alternativa, que se refere
ao conjunto de possiveis solucoes que devem ser satisfeitas por qualquer solucao
candidata.

Neste capitulo, sao apresentadas definicoes importantes que auxiliaram a formu-
lacao dos problemas de otimizacao desta pesquisa. Posteriormente, sao descritas
as classificacoes dos problemas de otimizacao baseadas nas propriedades da funcao

objetivo, bem como nas caracteristicas de um conjunto S que define as alternativas.

3.1 Problema de Otimizacao

Do ponto de vista matematico, um problema de otimizagao tem como objetivo
encontrar um objeto de um conjunto S com o melhor desempenho possivel. A
medida de desempenho é definida por uma fungao f : S — R . Caso o melhor

desempenho signifique minimizar f em .S, escreve-se:

min f(z) (3.1)

zeSs

A formula (3.1) significa encontrar um z* € S tal que f(z*) < f(z) para todo z € S.
A fungao f de (3.1)) é denominada fungao objetivo (fungao que se pretende maximizar
ou minimizar) e seu dominio S é o conjunto de possiveis solugoes, também chamado

de regido viavel [15], que pode ser um conjunto de equagoes e/ou inequagoes [2].



Diante disso, o problema geral apresentado em (3.1)) corresponde a

sujeito a  hi(x)=0, i=1,..p (3.2)
g](ZL')SO, J=1..m

O problema é chamado de Problema de Otimizacao Geral, isto é, com
restricoes de igualdade e desigualdade, onde h : S — RP representa um conjunto
de p funcoes chamadas restricoes de igualdade e g : S — R™ um conjunto de m
funcoes que, por sua vez, sao as restricoes de desigualdade. Na auséncia de h e g o

problema é dito sem restricoes. As defini¢oes abaixo estao atreladas ao problema

B2).

Definicao 1. Um ponto x € S ¢

e minimizador global de (3.2)), se

f(@) < flz) Voels; (3-3)

e minimizador local de (3.2), se existe uma vizinhanga U de Z tal que

f(@) < flz) YoeSNU. (3.4)

.___
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Figura 3.1: z!' & o minimizador global (v é o valor 6timo), z* ¢ um minimizador local
estrito e |23, 2%] ¢ um conjunto de minimizadores locais nao estritos. Fonte: [14].

Definigao 2. Diz-se que v € |—00, +00[ definido por

v = inf f(x) (3.5)

€S



é o valor 0timo do problema (3.2)). Mais detalhes destas definigdes podem ser vistos
nas literaturas [3|, [5], [8], [14] e [15].

3.2 Classificacao dos Problemas de Otimizacao

A classificacao dos problemas de otimizacao é muito importante uma vez que a
caracterizacao dos problemas auxiliam na formulacao de estratégias e técnicas que
buscam solucionar um dado problema. Os mesmos podem ser classificados de acordo
com varios critérios relacionados as propriedades da funcao objetivo como também

do conjunto viavel S. Assim, as classificacoes possiveis levam em consideracao:

e A natureza do conjunto viavel S;

e As propriedades da funcao objetivo f.

A classificacao comumente utilizada é a que baseia-se na natureza das solucoes.
Dentre as varias classes de problemas existentes, sao apresentados aqui os problemas
de otimizacao Continuo e Discreto. A seguir é feita uma breve abordagem para cada

um dos casos. Esta classificacao é sugerida na literatura [2], [7] e [9].

3.2.1 Problema de Otimizacao Continuo

O problema de otimizacao ¢ chamado Continuo quando o conjunto de
solucoes vidveis é um subconjunto continuo do R". Quando m = p = 0, o conjunto
de solucoes é todo o espaco do R™. Os casos mais comuns ocorrem quando S é
uma superficie diferenciavel de dimensao n (com ou sem fronteira), ou S C R" é
uma regiao desse espaco. Seguem abaixo alguns exemplos de problemas continuos

apresentados em [2]:

1. Maximize a funcdo f(z,y) no conjunto S = {(z,y) € R* 2% +y* = 1}.
O conjunto de solucdo S é o circulo unitario S!, que é uma curva de R?, isto

é, uma superficie unidimensional.

2. Maximize a fungao f(z,y) no conjunto S = {(z,y) € R*2? + y> < 1}.
O conjunto de solucdes é um disco de R?, uma superficie bidimensional con-

tendo a fronteira.

3. Maximize a fungao f(z,y) no conjunto S, definido pelas inequagoes 22 +y* < 1
ey—a>0.
O conjunto de solugoes é uma regiao definida pela interseccao de duas super-

ficies com fronteira.
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Na Figura 3.2 estao as ilustragoes das regioes viaveis para cada um destes exem-

plos.

A R
NN N

Figura 3.2: Regioes viaveis para os diferentes problemas apresentados. As variaveis

de projeto podem assumir niimeros reais.

3.2.2 Problema de Otimizacao Discreto

Um problema de otimizacao é chamado discreto quando S corresponde a um
conjunto discreto, isto é, S é um conjunto de pontos isolados. O caso mais frequente
nas aplicagoes ocorre para S C Z" = {(i1,...,in),7n € Z}. Segue abaixo alguns
exemplos de problemas discretos apresentados em [2] cuja ilustracdo pode ser vista

na Figura 3.3.

1. Maximize a fun¢ao f(z,y), sujeito ao conjunto S = {(x,y) € Z*6x + Ty <
O conjunto solucao S é finito e corresponde ao conjunto de pontos com coorde-

nadas inteiras dentro do triangulo cujos lados sao os eixos e a reta 6z+7y = 21.

2. Minimize a fungdo f(z,y) = (z—1)*>+ (x —6)?, sujeito a S = {(x,y) € Z*y <
z,x >0,y > 0}.
O conjunto S é infinito, o problema consiste em encontrar, entre todos os

pontos com coordenadas inteiras em um cone, o que é mais préoximo do ponto

(1,6).
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Figura 3.3: Regioes viaveis para os diferentes problemas apresentados. As variaveis

de projeto podem assumir ntmeros inteiros. Fonte: [2].

3.3 Programacao Linear

As propriedades da funcao objetivo também sao fundamentais na elaboracao de
estratégias para solucionar os problemas de otimizagao. Os casos especiais que levam
a estratégias de solugoes particulares sao aquelas em que a funcao objetivo é, dentre
outras, convexa, linear e quadratica. O material apresentado nesta secao é baseado
na literatura [4], [6], [11], [14] e [L5].

3.3.1 Problema de Otimizacao Convexo

Para definir o problema de otimizacao convexo faz-se necessario apresentar al-
gumas defini¢oes preliminares, sendo elas correspondentes a conjuntos convexos e
funcoes convexas.

Um conjunto convexo caracteriza-se por conter todos os segmentos cujos extre-

mos pertencem ao conjunto. Ver Figura 3.4.
Definicao 1. Um conjunto S C R™ é chamado convexro se para quaisquer pontos
reS, yeSeacl0l], tem-se que ax+(1—a)y € S. O ponto ar+(1—a)y € S,
onde o € [0, 1], se chama combinagdo convera de x ey (com o pardmetro o).

O conjunto vazio, o espaco R™ é um conjunto que contém um ponto s6 sao

trivialmente convexos.

12



Figura 3.4: O conjunto S; é convexo; o conjunto Sy nao é convexo.

Definicao 2. Se S C R" é um conjunto convezo, diz-se que a funcio f : S — R é

conveza em S quando para quaisquer x € S, y € S e a € [0,1], tem-se que

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y). (3.6)

T) &

af(z)+(1—a)f(y) ¢
flaz+ (1 - a)y) !

e

Figura 3.5: Tlustragdo da defini¢do de func¢ao convexa. Fonte: [14]

Defini¢ao 3. (Problema de minimizac¢do convexo) Dizemos que
min  f(z) sujeito a x € S. (3.7)

¢ um problema de minimizacao convexo quando S C R™ é um conjunto convexo e

f:S8 =R éuma funcio convera no conjunto S. A importancia da convexidade ja

13



pode ser vista no resultado seguinte, cuja demonstracao encontra-se em [14].

Teorema 1 Sejam S C R™ um conjunto convexo e f : S — R uma fun¢ao convexa
em S. FEntao todo minimizador local do problema € global. Além disso, o
conjunto de minimizadores € convexo. Se [ € estritamente convera, nao pode haver

mais de um minimizador.

3.3.2 Problemas de Otimizacao linear

Programagao Linear(PL) é uma subéarea da Otimizacdo que compreende uma
classe de problemas no qual a funcao objetivo é linear nas incognitas e as restricoes
consistem em igualdades e desigualdades também lineares. Em particular, tal pro-
blema é convexo [I4]. Logo, pelo Teorema 1, toda solugao local é global. A forma

padrao de um problema de otimizacao linear é escrito da seguinte forma:

min 1T, + oo + ... +cpxy
sujeito a ax1 + a1y + ... Fappx, = by
a91T1 + AooXo + ... + G9,T, = by
(3.8)
Am1T1 + Qoo + ... + QGyn®n = bm
e 12> 0,292>0,...,2, >0,

onde b;’s, ¢;’s e a;;’s sao constantes reais fixas, e ;s sao os nimeros reais a serem
determinados.

Em uma notagao vetorial mais compacta, (3.8) torna-se:

min c’x (3.9)

sujeito a Ax = Db, x > 0,

Onde x e ¢ sdo vetores coluna de dimensio n, ¢! é um vetor linha de dimenséio n.
A é uma matriz m x n e b é um vetor coluna de dimensao m. A desigualdade do

vetor x > 0 significa que cada componente do vetor é nao negativo.

3.4 Programacao nao Linear

Assim como programacao linear, a programacao nao linear é uma classe de sub-
problemas que aparecem em varios métodos para solucionar problemas de otimiza-
¢ao mais gerais. Em grande parte das aplicacoes, modelos lineares refletem apenas
aproximagoes dos modelos reais. Os fen6menos, numa visao geral, sao melhor re-

presentados por modelos nao lineares.
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Segundo [14], o problema de otimizagao (3.2]) quando nao linear, define-se de tal

maneira onde f e g; sdo fungoes nao lineares, apresentando a seguinte forma

min  f(z) (3.10)

€S

sujeito a g(z) <0
onde f é a funcao objetivo e a funcao g é restricao de desigualdade.

Definicao 4. Minimo local O ponto x* é um minimo local do problema |3.10
se existe x* € S e existe uma vizinhanca V' de x* tal que f(x) > f(x*) para todo
re VNS, Quando f(z) > f(a*), x* é dito minimo local estrito.

3.4.1 Condigoes de Otimalidade

Estao descritas abaixo as condigoes necessirias para um minimo local do pro-
blema (3.10)).
Teorema 2. Condicoes necessarias

Se z* € R™ ¢ um minimo local do problema (3.10)), entdo existe um vetor A* € R™
tal que:

V(2" \) = V(z*) + Vga )\ = 0 (3.11)
Gz )\ = 0 (3.12)

g(z) > 0 (3.13)

A< 0 (3.14)

Onde G(z*) = diag(g(x*)).
Os pontos (z*, \*) que verificam as condigdes (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) se

denominam pontos de Karush-Kuhn-Tucker, ou ponto KKT. Os algoritmos de oti-

mizagao geram uma sequéncia de pontos (z%, \¥) que convergem para pontos (x*, \*)
de KKT.

O teorema 2 estd demostrado em [IT].

3.4.2 Problemas de Otimizacao quadratica

Um caso especial da programacao nao linear é a programacao quadratica. Em
um problema de programacao quadratica a funcao objetivo é uma funcao quadratica

e as restrigoes sao lineares. Segundo [15], um problema de programacao quadratica
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escreve-se da seguinte forma:
min  f(x) sujeito a x€S={reR"|Ax <b}, (3.15)
onde
FiR SR, f(z) = %(Cx,x) +(c,7) (3.16)

C € R™™ é uma matriz simétrica definida positiva[l], c € R*, A € R™*" b c R™ e
S corresponde a regiao viavel. O formato das restricoes nao reduz a generalidade,

j& que quaisquer restricoes lineares podem ser transformadas nesta forma.

3.5 Meétodos de Otimizacao

Seja o problema . Segundo [I5] todo método para resolugdo numérica do
problema faz uso de calculo de valores da funcao objetivos e das restricoes, as-
sim como das derivadas destas funcoes. Um método é dito sequencial, quando cada
ponto define-se com base na informagao obtida nos pontos anteriores. A grande mai-
oria dos métodos computacionais sao deste tipo e vale salientar que eles geralmente
sao bem mais eficientes em relacao aos métodos passivos, onde as informacoes dos

pontos anteriores nao sao considerados.

3.5.1 Meétodos sequencias

De acordo com [15], um método sequencial gera uma sequéncia de pontos no
R”, z',...,2"% ..., que sdo chamados de aproximacoes & solucio do problema, ou

ainda, os iterandos do método. Esta sequencia z*

, conhecida ainda como trajetoria,
pode conter ou nao todos os pontos em que os valores das funcoes e das derivadas
sao calculados, isto é, ela pode conter somente pontos selecionados arbitrariamente.

Comumente, algoritmos sao expressos em formato de um esquema iterativo, como
oM = (2¥), k=0,1,.., (3.17)

onde 1, é o operador com valores em R”, definido num conjunto U, C R". Natu-
ralmente, supoe-se que na iteracao k + 1 este operador é conhecido. Ao fixar-se um
esquema iterativo, a escolha do chute inicial 2° € U, estabelece uma tinica trajetoria

se, e SO se:

Vp1(Vr_a(.bo(2°)..)) € U, VE=1,2,.... (3.18)

!Uma matriz C é dita definida positiva se é simétrica e seus auto valores sdo maiores que zero.
Ou ainda, C € R™*" & positiva definida se 27 Cz > 0, Vx # 0.
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A ordem do método baseia-se na derivada de maior ordem da funcao objetivo e
das restricoes que compoe o processo realizado em uma iteracao.

Quando qualquer ponto inicial z° € U, define uma trajetoéria tal que z¥ é uma
solucao do problema para algum k finito, trata-se de um método com convergén-
cia finita. Algoritmos com esta propriedade existem para problemas relativamente
simples, como os citados nos topicos acima, programagao linear e programacao qua-
dratica. Ja& para problemas com estruturas mais gerais recorre-se a métodos com

convergéncia assintotica.

3.5.2 Convergéncia assintética

Em métodos com convergéncia assintética nao hé garantias de que um elemento
z* da trajetoria seja uma solucio exata do problema. Portanto, a tarefa é provar
que para k suficientemente grande, z¥ é uma boa aproximacdo da solucdo. Em
[15] mostra que dependentemente da natureza, exemplifica-se diferentes tipos de

convergéncia:

e Sez®* -7 (k— 00), onde T é solugdao do problema, trata-se de convergéncia

em relagao as variaveis do problema.

e Quando nao é possivel provar a convergéncia de uma solugao especifica, mas

apenas de uma propriedade mais fraca como
dist(z*, D) = 0 (k — o0)

onde D é o conjunto solugao do problema, tém-se uma convergéncia ao con-

junto de solucgoes.

e QQuando
dist(z*,5) — 0, f(z") =T (k — 00),

onde ¥ é o valor 6timo do problema, tém-se uma convergéncia em relacao a

funcao objetivo.

e Para o problema irrestrito, quando vale
Vi) =0 (k— oo),

trata-se de uma convergéncia em relacao ao gradiente.

e Quando Uy = R" e tem-se convergéncia a partir de qualquer 2° € R", diz-se

ter uma convergéncia global.
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e Quando algum tipo de convergéncia pode ser garantido somente a partir de
pontos suficientemente proximos a uma solucgao, fala-se em convergéncia local

do problema.

Uma estratégia comumente utilizada para a resolucao de um problema que re-
presente um certo grau de dificuldade, é baseada na reducao deste problema a uma
sequéncia (finita ou infinita) de problemas mais simplificados. Portanto, problemas

mais basicos devem ser previamente estudados.

3.5.3 Direcoes viaveis

k¥ & solucdo do problema, uma ideia inicial consiste

k

Dada uma aproximacao x
em definir uma dire¢ao que, ao mesmo tempo, é viavel em z* em relacao ao con-

junto S e & de descida para a fungao objetivo f. Em [14], tem-se a seguinte definicao:

Definicao 5. Um vetor d € R"™ chama-se uma direcao vidvel no ponto x € S em
relacdo a S, se para todo t > 0 suficientemente pequeno tem-se que x +td € S.
Ainda em [I4] & visto que o conjunto de todas as dire¢oes viaveis em x € S em
relacdo a S é um cone que é denominado Vg(x). Entao, d € Vg(x) se, e somente se,
todo passo suficientemente curto a partir de x na direcao d resulta em um ponto

que pertence a S.

Lema 1. Seja S C R™ um conjunto convexo. Entao
y—z €Vs(zr) Vr,yes.
Lema 2. Seja
S ={z e R"g(z) <0}

onde a funcao g;R™ — R™ € diferencidvel no ponto y € S.

Entao:

(a) Para todo d € Vs(y) tem-se que (Vyg;(y),d) <0 Vie I(y), onde

I(y) = { gi(y) = 0} € o conjunto de indices das restri¢oes ativas de y.

(b) Se d € R™ satisfaz (Vg;(y),dy <0 Vie I(y), tem-se que d € Vs(y) .

O resultado em (a) define uma condigao necessaria para uma direcao viavel, ja o
resultado em (b) fornece uma condigao suficiente. Suas respectivas demonstragoes

encontram-se em [14].
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3.5.4 Meétodos de descida

Métodos de descida podem ser definidos para um problema do tipo({3.1]), onde o
conjunto vidvel S C R"™ nao precisa ser nem convexo nem fechado e a funcao objetivo
nao precisa apresentar diferenciabilidade. O esquema geral apresenta-se em [I5] da

seguinte forma:
e =k 4adt, d" e Sp(a®) N Vs(aY), k=0,1,.., (3.19)

sendo S(z¥) o conjunto de diregoes de descida da fungio f a partir do ponto z*,
onde z' € S e os parametros de comprimento do passo a; > 0 tem que satisfazer,

pelo menos, as condicoes
f@™) < f(2b), oFtes. (3.20)

Como d* € §;(z") N Vs(z*) pela definigao, as condigdes serdo satisfeitas para
todo aj > 0 suficientemente pequeno. Entende-se que quando Sy(z*) N Vs(z*) = 0,
o método encerra-se.

Se S ¢ um conjunto convexo e fechado, a segunda condi¢ao em satisfaz-se

para todo oy, € [0, 4y, onde
0 < &, = sup{a € R, |z" + ad" € S} (3.21)

Podem ser utilizadas as mesmas técnicas de minimizagao uni-dimensional para de-
terminar oy que garanta a diminuicao da f, desde que leve-se em consideragao a
restricao adicional oy < . Quando oy pode ser determinado explicitamente os cal-
culos sao bem mais simples, ou quando uma cota inferior para «, pode ser facilmente
obtida.

3.5.5 Meétodo das direcoes viaveis

No que diz respeito a problemas mais complexos, o aconselhavel é recorrer a
aproximacoes locais de todos os dados do problema. Segundo [15], esta é a ideia
basica dos métodos de direcoes vidveis, que sao métodos de descida para problemas
com restri¢oes de desigualdade.

Seja o problema cujo esquema geral é onde z° € S, e os parametros
de comprimento do passo ay > 0 tem que satisfazer, pelo menos, a condicao .
As relagoes a seguir retiradas de [I5] sdo feitas para restrigoes de desigualdade,
podendo ser estendidas analogamente para casos onde tém-se restricoes de igualdade,

contanto que elas sejam lineares.
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Seja ¥ € S que resolve o problema
min max {(Vf(z"), d);max{(Vg;(z"),d)}} sujeito a [ld||l <1,
1ely

onde I, = I(2*) = {i = 1,...,m|g;(z¥) = 0} é o conjunto dos indices das restri¢oes
do problema (3.10) que sdo ativas no ponto x*. Este problema pode ser resolvido

como o problema de programacao linear

min ¢t sujeito a (t,d) € Uy, (3.22)

Uy (3.23)

I
<
8
)
=
2
IN
S+
~
m
=

Na definigao do conjunto Uy, as restrigoes —1 < d; < 1 garantem que o subproblema

(3-22), (3-23), apresente solucio. Seja u* = (tk,d*) uma solugao de (3.22), (3.23).
Dessa forma, t;, < 0, pois no ponto vidvel (0,0) a funcdo objetivo do problema
, , é igual a zero. Quando t; = 0, o método encerra-se.

A esséncia do subproblema , , é a seguinte: conforme ¢t diminui, o
componente d do ponto viavel (¢,d) para este subproblema obtém caracteristicas
cada vez mais claras de uma direcao viavel de descida. De modo particular, quando

k

I(z*) = 0, d* fica na oposta ao gradiente da f no ponto z*. Se o conjunto S é

convexo, entao o nimero «ay, é dado pela féormula
ar =sup{a € Ry |z + ad € S}

Quando o conjunto S nao é convexo, dificilmente pode existir uma estratégia razoavel
para calcular o comprimento do passo para esquemas desta natureza.
Vale salientar que podem nao haver garantias de convergéncia para o método

das diregoes viaveis discutido acima. A dificuldade mais notoria vista em [I5] é a

seguinte. Para [}, = I(z*), o subproblema (3.22)), (3.23)), ndo leva em consideracio

k mas sdao "quase-

as restricoes do problema original que nao sao ativas em x
ativas'neste ponto. Esta situacdo pode fazer com que, para a direcao d* escolhida, o
valor de &y, seja muito pequeno, mesmo existindo outras direcoes viaveis e de descida
que permitam passos bem mais longos. A diminui¢ao inadequada dos valores de &y
pode ocasionar na convergéncia do método a pontos nao-estacionarios do problema.

Segundo [I5], a ideia de levar em conta restricoes quase-ativas pode ser imple-
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mentada da maneira seguinte. Fixa-se §o > 0 e 6 € (0,1). Para todo k, define-se
I ={i=1,..,m|g(z") > =0}

Se para a solucao u* = (t;,d*) do subproblema Corresponde, (3.23)), tem-se
que t, < —dy, aceita-se d¥ como a direcdo vidvel de descida. Caso contrario, troca-se
0 por 06y, e repete-se o calculo de d*, com novo I;. Esta modificacio possibilita a
prova da convergéncia ao conjunto de pontos estacionéarios do problema.

Para resolver numericamente os modelos deterministicos desta dissertacao é uti-
lizado o FAIPA (Algoritmo de Pontos Interiores para Arcos Viaveis), um método
programagcao nao Linear desenvolvido por Herskovits que segundo [45] trata-se de
uma classe de algoritmos de direcao viavel que utilizam iteragoes de pontos fixos
para resolver equacoes nao-lineares, nas variaveis primal e dual, dadas pelas igual-
dades incluidas nas condic¢oes de otimalidade de Karush-Khun-Tucker (KKT). Com
o objetivo de garantir a convergéncia aos pontos KKT, o sistema ¢ resolvido de
forma a ter as desigualdades satisfeitas nas condi¢oes de KKT em cada iteracgao.

Mais detalhes deste algoritmo podem ser consultados em [45].
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Capitulo 4

Probabilidade

4.1 Definicoes Preliminares

4.1.1 Modelo Probabilistico

Segundo [39], suponha-se que um experimento seja realizado sob certas condi-
¢Oes fixas. Seja €2 o conjunto de resultados possiveis, onde por "resultado possivel"
entende-se elementar e indivisivel do experimento. €2 serd chamado de espaco amos-
tral do experimento.

As defini¢oes a seguir podem ser vistas em [38] e [39].

Definicao 1. Seja Q) o espago amostral do experimento. Todo subconjunto A C

serd chamado evento.

Definicao 2. Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd chamado

evento aleatorio.

Definicdo 3. Uma classe A # 0 fechada em relagdo as operacoes de unido,

interseccdao, complemento e diferenca é chamada de Algebra dos eventos.

Definicdo 4. Uma dlgebra A é uma o-Algebra se satisfaz a sequinte condi¢io

AZEA,Z:LQ,HUAZGA

i=1

Definicdo 5. Dada uma funcio o-Algebra A de subconjuntos de Q, chama-se
P A — R uma medida de probabilidade se satisfaz os sequintes ariomas de

Kolmogorouv:
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3. Se {A,}n>1 € uma sequéncia de eventos disjuntos dois a dois, entdo
P(Ui‘ll An) = Ziil P<An)-

Apresentadas as defini¢oes acima e ainda segundo [39], tem-se a seguinte

definicao para um modelo probabilistico:

Definicao 6. Um espaco de probabilidade ou modelo probabilistico € definido por
(Q,A,P), onde:

1. ©Q € um conjunto nao vazio;
2. A € uma o — algebra de subconjuntos de §2

3. P € uma medida de probabilidade de A.

4.2 Variavel Aleatoria
Tanto [39] como [40], apresentam a seguinte defini¢do para uma variavel aleatoria:

Defini¢do 7. Uma varidvel aleatoria X em um espaco de probabilidade (0, A,P) é
uma funcao real definida no espago  tal que [X < x| é evento aleatdrio para todo
r € R; e, X : Q — R é varidvel aleatdoria se [ X < zx] € A V 1z € R, em que

X <z]={we: X(w) <z}

4.2.1 Tipos de variaveis aleatoérias

De fato existem mais de dois tipos de varidveis aleatoérias, mas os mais impor-
tantes sao as discretas e continuas. Em [38] o autor define uma varidvel aleatoria
discreta como sendo uma fungao que pode assumir no méximo um nimeros contavel
de valores possiveis. Para uma variavel discreta X define-se a func¢ao discreta de

probabilidade p(a) de X como

Ainda em [38] a fungdo de probabilidade p(a) é positiva para no maximo um nimero

contével de valores de a. Isto é, se X deve assumir um dos valores 1,z ., entao
e p(x;) >0 para =12, ..
e p(xr) =0 para todos os demais valores de z.
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Como X deve receber um dos valores de x;, temos

Zp(flfi) =1

E visto em [39] que uma variavel aleatoria é continua se existe uma fungao f que

satisfaca:
e f(z) >0, para todo = € (—o0, 00);
o [Z fla)dr=1

Para calcular probabilidades, temos que para a <b

P(aSXSb):/bf(x)dx

Ou seja, € uma funcao X que pode assumir valores em um determinado intervalos
de numeros reais. De (4.1 tem-se que f é dita funcdo de densidade de probabilidade

de X ou simplesmente densidade de X.

4.2.2 Principais Modelos

Definiremos alguns dos principais modelos. As defini¢oes abaixo podem ser

melhor analisadas em [40)].

Definicao 8. Modelo Uniforme Discreto
Seja X uma varidvel aleatoria assumindo valores 1,2, ..., k. Dizemos que X seque
o modelo Uniforme Discreto se atribui a mesma probabilidade z a cada um desses

k valores. Ou seja, a sua funcao de probabilidade € dada por:
1
P(X=J)= E’J =1,2,.., k.

Usa-se a notacdo X ~ Upll, k] para indicar que uma variavel aleatoria X segue o

modelo Uniforme Discreto com valores de 1 a k.

Definicao 9. Modelo Uniforme continuo
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicao uniforme continua no intervalo [a,b],

a < b, se sua funcao de densidade de probabilidade ¢ dada por:

= a<xz <
flz) = .

caso contrario.
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Usa-se a notacdo X ~ Ula,b] para indicar que X segue o modelo
uniforme continuo no intervalo dado. Esse modelo pressupoe que se
Tr1,%2,Y1,Y2 € [a,b],x1 < moyy1 < Yo tais que xy — x1 = Yo — yp, entdo
Pl <X <x5) = Py < X <),

Definicao 10.Modelo exponencial
Uma varidvel aleatdria continua X, assumindo valores nao negalivos, seque o

modelo exponencial com pardmetro X > 0 se sua densidade é

e ™™ x> 0;
flz) = (4.1)

0, caso contrario.

Adota-se a notagdo X ~ Exp(A) para indicar que X tem Distribui¢do Exponencial

de parametro \.

Definicao 11. Modelo Normal

Uma varidvel aleatoria continua X tem distribuicao Normal com parametros p

e 02, se sua funcao densidade € dada por:

. (x — p)?

flz) = 5 e 202  para—oo <z < 00. (4.2)
oV 2m

Usa-se a nota¢ao X ~ N(u,c?) para indicar que X tem distribui¢aio Normal com

parametro y e o2,

4.3 Esperanca

Um dos conceitos mais importantes e utilizados no célculo das probabilidades é
o valor esperado de uma variavel aleatoria. Em [38] sua definigao é apresentada da

seguinte forma:

Definicao 12. Se X ¢ uma varidvel aleatoria discreta com funcao de probabilidade
p(z) entdo a esperanca, ou valor esperado, de X representada por E[X], é definida

por

EX]= Y apla) (4.3)

x:p(z)>0
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4.3.1 Esperanca de uma fungao de uma variavel aleatoria dis-

creta

Suponha-se que é conhecida uma variavel aleatoria discreta e sua funcao de
probabilidade e que deseja-se calcular o valor esperado de alguma funcao de X, seja

ela, g(X). Como é feito isso?

Proposicao 1. Se X ¢ uma varidvel aleatoria discreta que pode receber os valores

x;,1 > 1, com respectivas probabilidades p(x;), entdo, para qualquer func¢ao real g,

Elg(X0)] = 3 gl)p(a) (4.4

A demonstracdo da Proposicao 1 pode ser vista em [39).
O valor esperado de uma variavel aleatéria X, E[X], também é chamado de
média ou primeiro momento de X. A grandeza E[X"], n > 1 é chamada de n-ézimo

momento de X. Ou seja:

E[X"] = z"p(x). (4.5)

z:p(x)>0

4.3.2 Esperanca de varidveis aleatdrias continuas

Se X é uma varidvel aleatoria continua com funcao densidade de probabilidade

f(x), entao o valor esperado de X é

E[X] = /_OO xf(z)dx. (4.6)

o0

Proposicao 2. Se X é uma variavel aleatoria continua com funcao densidade de

probabilidade f(x), entao, para qualquer funcao de valor real g,

E[g(X)] = / " g(@)f(a)d. (4.7)

A demonstracao desta proposi¢ao encontra-se em [3§].

4.4 Leil dos Grandes Numeros

Consideremos certo experimento, com a variavel aleatoria X representando o
valor de um caracteristico numérico do resultado. Pensemos na realizagao desse ex-

perimento n vezes e n grande, de tal maneira que as realizacoes sejam independentes.
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Suponhamos que depois do "ensaio"do experimento registra-se o valor caracteristico
numeérico; chamemos esse valor de observado. A Lei dos Grandes Numeros afirma
que a média aritmética dos n valores observados é aproximadamente igual a E[X],
quando n é grande; de fato, afirma que esta média aritmética das observagoes con-
verge, em certo sentido, para E[X], quando n — oo [39].

Em [39], o autor apresenta a seguinte versao da Lei dos Grandes Numeros em
termos de variavel aleatoria:
Proposicao 3. Se X1, X, ... sao independentes, igualmente distribuidas e integrd-

vews, entao

X1+ ...+ X,

- — E[X4). (4.8)

A convergéncia afirmada pela Lei dos Grandes Numeros é caracterizada por dois
tipos: convergéncia em probabilidade (a Lei Fraca de Khintchin) e convergéncia

quase certa (Lei Forte de Kolmogorov).

4.4.1 Lei Fraca de Khintchin

Sejam Y, Y], Y, ... variaveis aleatorias definidas em um mesmo espago de probabili-
dade (Q2,4,P).

Definicao 14. Y, converge para Y em probabilidade se para todo € > 0,

P(lY,—Y|>¢ —0 quando n — oc. (4.9)

4.4.2 Lei Forte de Kolmogorov

Sejam Y, Y], Y,, ... varidveis aleatorias definidas em um mesmo espago de probabili-
dade (Q2,A4,P).

Definicao 15. Y, converge para Y quase certamente se
P(Y, =Y quando n—o0)=1 (4.10)

Isto é, se 0 evento Ay = {w : Y, (w) = Y(w)} é de probabilidade 1.
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Capitulo 5
Resultados numéricos

As implementacoes dos codigos para execucao das simulacdes numéricas foram
realizadas em OCTAVE versao 4.2.1, uma linguagem computacional desenvolvida
para computacao matematica. Optou-se por seu uso pelo fato de ser um software
livre e com linguagem bastante compativel com o MATLAB.

Todos os testes foram executados em um computador com as seguintes caracte-
risticas técnicas: processador Intel Core i7 de 2.2 GHz, 8 GB de memoria RAM e

sistema operacional Windows 7.0 de 64 bits.

5.1 Modelos Deterministicos de perseguicao

O primeiro modelo estudado e apresentado nesta dissertagao é denominado Mo-
delo 1 e carrega a seguinte descricao:

Seja ngg € {1,2,3}. Considere uma regiao S C R"4 um ponto py € S e um circulo
C.r C S de centro c e raio r. O circulo e o ponto se movem como solugao de um
problema de otimizacao, dando inicio a uma perseguicao.

A perseguicao é uma sequéncia (py, ¢x)ren- No instante k, p, € S é a posi¢ao do
ponto e ¢, € S é a posicao do centro do circulo. O objetivo do circulo é capturar o
ponto. Em contra partida, o ponto procura fugir do circulo. Tanto o ponto como o
circulo, realizam movimentos para atingirem seus objetivos.

Neste trabalho define-se movimento a uma direcao d € R"™s.

O movimento do ponto em k define-se por d = pgri1 — pr- O ponto prii é
escolhido de modo que seja solucao do seguinte problema de otimizacao denominado
PROBLEMA 1 (ou problema do movimento do ponto):

max IPE1 — al? (5.1)
sujeito a Prr1 €S

\pkﬂ —PkP = u?
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O problema significa mover o ponto para a posicao py.1 de modo que esteja
em S, se afaste de p; uma distancia v e maximize a distancia ao centro do circulo
Ci.-.

De igual forma, o movimento do circulo € em k define-se por d = ¢4 — ¢x. Por
sua vez, o movimento do circulo deve verificar €., , C S, para todo k. Ou seja,
dado que em certo instante é a vez do circulo se mover, deseja-se saber qual é o
novo centro ciy1. Ele é escolhido como um ponto da fronteira do circulo, de forma
a resolver o que chamaremos de PROBLEMA 2 (ou problema do movimento do

circulo):

min - |cpi —pk+1|2 (5.2)
sujeito a |cpp1 — cpl? = r?

C

Cl+1,

r CS.

O problema (5.2)) significa mover o centro do circulo para a posicao ci.1 de modo
k+

que o circulo de centro em ci,1 e raio r esteja em S, se afaste de ¢, uma distancia

r e minimize a distancia ao ponto pgy.

A perseguicao é finita quando existe K tal que px € €

CK,T*

Os problemas de otimizacao (5.2]) e (5.1)) governam a dindmica da perseguicao.
A figura p.1] ilustra essa situacao.

Ph+1

Ch+1

Figura 5.1: Ilustracao da Dinamica da Perseguicao

A perseguicao do modelo 1 tem os seguintes dados fixos:
1. S: regiao de R™s4.
2. po € S posicao inicial do ponto.

3. ¢o € S posicao inicial do centro do circulo.
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4. u > 0 comprimento do movimento do ponto, para qualquer k.
5. r > 0 comprimento do movimento do circulo, para qualquer k.

Uma perseguigao consiste na repeticao dos seguintes passos:
PASSO 1) Movimento do ponto: no tempo k o ponto estd em p; e se move para
Pra1, solugdo do PROBLEMA 1.
PASSO 2) Movimento do circulo: no tempo k o centro do circulo esta em ¢ e se
move para ciy1, solucado do PROBLEMA 2.

A perseguicao termina no tempo K quando pg € €, .

5.2 Variantes do modelo 1

Nesta secao apresentam-se algumas variantes do modelo 1. Na primeira delas a
perseguicao acontece sem restrigoes, a segunda acontece em um semiplano gerado
por uma reta. Na terceira e quarta variante consideram-se obsticulos na forma de

elipse.

5.2.1 Variante 1: semiplano

Seja S={reR?*:a"z<d}),a=(1,-7),d=10r, r =1, u = 0.5.

Movimento do ponto:

Pri1 = arg max |z — ¢|?

TER"sd
sujeito a :
e ) (5.3)
|z —pil* <u
T N2
k0

A segunda restrigao de (5.3)) exige que a distancia de x a reta seja maior ou igual
a zero. Isto significa que pi,1 estd em um semiespago definido pela reta.
Movimento do circulo:

_ ; 2
Ck+1 = arg xgllkl,gd | — pra

sujeito a :
J (5.4)

|z — > < r?

T2

A segunda restri¢ao de(5.4)) consiste em pedir que a distancia de = a reta seja
maior ou igual a 7. Isto faz com que ¢, (0 centro do proximo circulo) esteja em

uma distancia r da reta. Desta forma o circulo estaria dentro de S.

30



5.2.2 Variante 2: complemento de uma elipse

SejaS={reR*:|a—z|+|b—z| > |a—0b]+20}, a= (5r,—1), b = (10r, 1),
r=0.7, u= 0.5, § = |a — b|/500.

Movimento do ponto:

_ 2
Pr+1 = arg max |z — ¢
z€R™sd

sujeito a : (5.5)
|z — pif? <

v —al+ |z —b] = |a—0b|+ 20
Movimento do circulo:

_ : 2
Che1 = arg WiN - |7 — P

sujeito a : (5.6)
|z — cp]? < r?

|z —a|+ |z —b| > |a — b + 20

Neste caso a restricao €., , C S nao é verificada para todo k. Isto ¢, o circulo

pode se sobrepor a elipse. Contudo ¢, € S para todo k.

5.2.3 Variante 3: Complemento de duas elipses

Seja S = {z € R? : |a;—z|+|bi—x| = |a1—b1]|+20, |aa—z|+|ba—x| = |ag—ba|+26},
a; = (5r,—1), by = (10r,1), ay = (10r,4), by = (13r,0), r = 0.6, u = 0.5,
(5 = \al — b1|/500

Movimento do ponto:

Pre1 = arg max |z — cxl?

wERMsd
sujeito a :
|z — pil* < u? (5.7)
|z —a1| + |z —b1| = |ag — b1 + 20
|z — as| + |x — ba| = |ag — ba| + 20
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Movimento do circulo:

Cry1 = arg min |z — pri1l?

wERsd
sujeito a :
|z — > < r? (5.8)
|z —a1| + |z —b1| = |ag — by| + 26
|z — as| + |z — ba| = |ag — ba| + 26

A restrigao €., , C S nao ¢ verificada para todo k. Contudo ¢; € S para todo k.

5.3 Resultados numéricos dos modelos determinis-

ticos

Estao listados abaixo os resultados e simulacoes dos testes realizados. As primei-
ras analises observadas dizem respeito aos modelos deterministicos e em seguida sao
feitas consideragoes a cerca dos resultados obtidos nos casos nao deterministicos.

As variantes 1, 2 e 3 foram resolvidos numericamente com a rotina faipa.m

no OCTAVE. A rotina faipa.m resolve o problema de programacgao matemaética:

min - f(z)

sujeito a : (5.9)
g9(x) <0

onde f : R" - Re g : R*" — R™ sao fungoes suaves. Para executar a rotina

faipa.m é necessario fornecer f, g, Vf, Vg e xy tal que g(zg) < 0.

Para simular a perseguicao nesses casos sao necessirias as seguintes rotinas:

1. caso_N.m: configura os dados iniciais e executa o faipa.m.

2. fun_circulo_N.m, dfun_circulo_N.m: funcao e derivada de f e g em x para

definir o movimento do circulo em (5.4), (5.6)), (5.8).

3. fun_ponto_N.m, dfun_ponto_N.m: funcao e derivada de f e g em x para definir

o movimento do ponto em (5.3), (5.5)), (5.7).

4. pasta faipamat: contém rotinas necessirias para executar faipa.m.

5. cicle.m, desenha_lreta.m, desenha_lelipse: rotinas para desenhar circulo,

reta e elipse.

Em todas as variantes, a movimentacao do circulo e o ponto é definida a partir

dos seguintes dados:
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o 7, U
® Co, Po;

e movimento do circulo;
e movimento do ponto.

Em todas as situagbes tem-se kmax = 100 py = (0,0), cog = (57,0) e ngg = 2.

Foram obtidos os seguintes resultados:

[}

|
[}
T

Figura 5.2: Modelo 1: sem restri¢oes
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10 15

Figura 5.3: Variante 1: semiplano.

Figura 5.4: Variante

|II 3 "-----_.-"'z
| ~ -
R
b _.--"'-_.-I
o -] .\h" - /z
.-'"--'.-- - T
1 1 1 1
4 1 B 10

2: complemento de uma elipse.
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Figura 5.5: Variante 3: complemento de duas elipses.

A fim de validar a afirmacao feita anteriormente, as variantes do modelo 1 pro-
posto em (5.1)) tem solucao trivial quando S = R?.

Tabela 5.1: Teste 1: modelos deterministico

| r=1]u=05 ] kmaz =100 || N° de movimentos até capturar

Modelo 1 09
Variante 1 11
Variante 2 09
Variante 3 09

Tabela 5.2: Teste 2: modelos deterministicos

r=1|u=0.9]|kmazr =100 | N° de movimentos até capturar
Modelo 1 41
Variante 1 50
Variante 2 41
Variante 3 38

Como nota-se nas tabelas [5.1] e [5.2] para valores onde u < r o circulo captura o

ponto, pois mesmo que o movimento do ponto consista em maximizar sua distancia
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em relacdo ao centro do circulo, o mesmo sofre desvantagem por seu raio de movi-
mentacao ser menor. Quando u pequeno, o circulo leva menos tempo para captura,
a medida que u cresce aumenta também o ntimero de movimento para que haja cap-
tura. Vale salientar que quando testado para u > r, o ponto nao é capturado pelo
circulo, uma vez que seu passo de movimentacao o permite estar sempre a frente.
Os valores fixos usados para a simulacao das figuras 5.6, 5.7 e 5.8 foram: r = 1,

u=1.1e kmax = 20.

-10

Figura 5.6: Modelo 1: sem restrigoes.
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Figura 5.7: Variante 2: complemento com uma elipse
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Figura 5.8: Variante 3: complemento com duas elipses
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5.4 Modelos nao deterministicos de Perseguicao

O modelo 1 proposto emtem solucao trivial quando S = R?, veremos a seguir.

Por isso, introduziu-se uma caracteristica aleatoria. Considera-se a regiao T do plano
_r

272
define-se a regiao U, ,, que corresponde & rotacao da regiao 1" de tal forma que o

S definida em coordenadas polares por u € [0,00] e « € [—0,0],0 € | | . Agora,
eixo principal ficard em certa direcao v e efetuamos uma translacao até um ponto
w. O ponto py nesse contexto vai pular para um ponto p; escolhido aleatoriamente
na regiao U, ., a partir de uma distribui¢ao conjunta f(u, «), onde u ¢é funcdo de z.

J& o circulo permanece movimentando-se de forma deterministica conforme descrita

em (5:2).

5.4.1 Caso Unidimensional

Considere-se 0o caso unidimensional onde inicialmente o ponto se encontra na
abscissa xy > 0 e o circulo, que neste caso ¢ um intervalo, estd centrado na origem
e possui largura 2r. Para inicio do problema suponha-se que r < xy. Suponha - se
ainda que a cada instante de tempo, de forma independente, o ponto se locomove
para a direita segundo uma variavel aleatoria exponencial de parametro A, ou seja
X ~ Ezp()). Para isso é fixado um valor esperado para X de modo que a posi¢do
sorteada fique proxima a esse valor, pois a Lei dos Grandes Nimeros enunciada na
Proposicao 3 garante que um experimento realizado n vezes, e n grande, tende
em média para sua esperanca. Como a dinamica do circulo permanece a mesma,

enfatiza-se na descri¢cao do modelo a dindmica do ponto apenas.

5.4.2 Caso Bidimensional

Sejam dados gy € R? correspondente ao centro do circulo, py € R? correspondente
a posicao inicial do ponto e p # ¢. Ao tracar uma reta que passe por qq e pg, existe
um angulo 6 que define um cone. O ponto movimenta-se primeiro e a0 movimentar-
se é sorteado dois parametros: um angulo oo ~ U[—6, 0] e um passo u. O passo u é
sorteado conforme uma variavel aleatoria continua exponencial de parametro A , ou
seja, u = X ~ FExp()\). Para isso, assim como no caso unidimensional, é fixado um
valor esperado para X de modo que a posicao sorteada nao fique tao distante desse
valor. Essa é a nova posicao do ponto p. Apds o movimento do ponto, é tracada uma
reta contendo o centro do circulo e a nova posicao do ponto, calcula-se a distancia
P1 — qo, divide pela norma e multiplica por r. Logo, tem-se um o movimento do

circulo que configura o seu novo centro.
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Figura 5.9: Tlustracao do Caso Bidimensional.

5.5 Analise dos Algoritmos

Nesta secao ¢ apresentado um detalhamento do cédigo utilizado para a realizacao
dos testes. Os topicos abaixo dizem respeito aos parametros de controle, dados

iniciais, rotina de atualizagao dos dados e critérios de parada.

5.5.1 Analise do Algoritmo que resolve os casos 1D e 2D

O co6digo em questao apresenta os seguintes parametros fixos:

® o, posi¢ao inicial do ponto;

® (o, posicao inicial do centro do circulo;

r, raio do circulo;

f, maior angulo sorteado,
e movmax, nimero de movimentos maximos para o ponto e para o circulo;

e numexp, nimero de experimentos.
Cada experimento consiste em repetir os seguintes passos:

e Passo 1. Movimento do ponto.

e Passo 2. Movimento do circulo.
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e Passo 3. Se, finalizados o nimero maximo de movimentos ou a distancia do
ponto ao centro do circulo for menor que o raio r, entao terminar o experi-

mento. Caso contrario voltar ao passo 1.

No Passo 1 descrito acima, o movimento do ponto depende da Esperanca que

por sua vez consiste em um valor fixo e intervalado.
e pmin, esperanca minima;
® pmax, esperanca maxima;
e deltap, variacao intervalar das esperancas;
e nps, numero total de esperancas.

Serao detalhadas agora as estruturas de repeticao usadas na construcao desse al-
goritmo. Elas dizem respeito as Esperancas, aos Experimentos e a perseguicao

propriamente dita.
1. Primeiro laco "for":
Varia-se a esperanca inciando da primeira até seu niimero maximo selecionando
assim o valor para o qual serao realizados os experimentos.
2. Segundo lago "for":

Para cada valor esperado faz-se um dado nimero de experimentos, se houver
captura em até movmax movimentos e/ou caso nao haja, finaliza-se e inicia-se
outro experimento com a mesma esperanca. Chegado ao fim dos experimentos,

pula para o proximo valor esperado e o processo repete-se novamente.

3. Terceiro lago "for":

Nesse laco inicia-se a perseguicao, ou seja, corresponde ao loop dos movimentos
do ponto e do circulo. O ponto se movimenta primeiro e para isso sao seguidos

0s seguintes passos:

e Gera-se Y ~ U|[0, 1] através da rotina rand;

e Como u = X ~ Exp(\), gera-se X através da rotina FINV. A funcao
FINV calcula a inversa da funcao de distribuicao de probabilidade, ou
seja, a primitiva da f definida em (4.1)) é:

F(z) = /I)\e)‘“du (5.10)
F(x) = —e ™ (5.11)
Fx) = 1—e™ (5.12)



Fazendo z = 1 — e, tem-se:

r—1 = —e ¥ (5.13)
l—z = e (5.14)
Inl—xz) = =Xy (5.15)
y = —l"“_;x). (5.16)

Logo, X = F~1(Y).
e Sorteia o angulo a ~ U[—6,0].

e dadosgeR* peR%: p#q, u>0eac|[-0,0],0c[-% %] Encontrar

a reta que passa por q e p.

a
o vetor normal [

g

-

Figura 5.10: Reta contendo os pontos ¢, p € s.

Ponto s pertence a reta que passa por ¢ € p quando: Jt € R tal que

x "
s=q+tlp—q),s= g | Entao;

HEE

r=q +tlpr—q) (1)

+t.

b1 —q (5.17)
P2 — 42

(5.18)
y=aq+tp—q) (2)
Se p1 # ¢1 entao de (1) tem-se;
t = 240 (5.19)
P1—q1
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Substituindo em (2), segue que;

r—q

y = @+ p— (p2 — q2) (5.20)
(P —a)y = (—aq)p2—a) + @(p1 —q) (5.21)
=@+ —a)y = —P2— @)+ P —a). (5.22)
Logo;
a = —(p2—q) (5.23)
b = (p—aq) (5.24)
¢ = aq +bg (5.25)

e Calcula o vetor v. Mas quem é v? Ao sortear « é realizada uma rotacao

a
de angulo «a de [ . Depois faz-se uma rotacao no sentido horario de

s
bR
contém o novo ponto p;.

v o= R(a—%).[i]. (5.26)

cosff —senfs

entdo v ¢ a conjuncdo de (o — ), ou seja, é a rotagao do vetor que

senf3  cosf

ER(@’):[

] a matriz que rotacionaré o angulo sorteado.

i

e Determinado o vetor v, calcula -se n = o

e O novo ponto ¢
s = po+un' (5.27)

Atualizada a nova coordenada do ponto, o circulo movimenta-se conforme

6.

4. Critério de parada. Se a distancia do centro do circulo ao ponto for menor
que r entao houve captura. Em seguida encerra-se esse lago e retorna ao laco

anterior para iniciar um novo experimento.

Observagao: A logica utilizada no algoritmo que resolve o Caso 2D é analoga
ao Caso 1D, uma vez que quando # = 0 o caso bidimensional é reduzido ao caso

unidimensional.
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5.6 Resultados numéricos modelos nao determinis-

ticos

5.6.1 Caso unidimensional

Uma hipotese razoavel para o caso unidimensional é que, com probabilidade
positiva, o ponto pode pular uma distancia acima de sua esperanca € ao mesmo
tempo essa probabilidade é menor que 1. Sejam X, X,,... os valores de cada
um dos tamanhos dos saltos do ponto e que os X; sao independentes e igualmente
distribuidos com densidade fx(z). Também considera-se que alternadamente com os
saltos do ponto, o circulo que neste caso é um intervalo vai para a direita um valor r
de distancia. Suponha que EX seja finita e igual a p. O fato é que o comportamento

da perseguicao é diferente se p < r ou se p > r. O objeto de estudo é a expressao:
Tn:X1+XQ+...Xn—nT+d0

Se para algum n, T,, < 0, entao o ponto foi alcancado. Se para todo n temos T;, > 0
entao o ponto nao é capturado.

Proposicao 4: Considere o parametro p acima, se:

Se p < r entao com probabilidade 1 o ponto é capturado,

Se p > r entao com probabilidade positiva o ponto nao é capturado.

Demonstracao 1: As demonstracoes estao baseadas na lei dos grandes nimeros,
a qual estabelece que se as (X;); sdo i.i.d e EX; = p < oo . Entao com probabilidade

1
— X 4+ Xod .. X,
Yoottt A py
n

1 ) O caso p < r. Observe T,, pode ser escrito como sendo:

T, =n(X —r) +do (5.28)

Dado € = 5% , pela lei dos grandes niimeros, existe ng tal que para todo

n>ny, X —1r < p+e—r < 0.Assim, para algum n suficientemente grande,

T}, sera negativo.

2) O caso p > r. Agora tomamos € < p —r e usando novamente a lei dos grandes
nimeros mas na desigualdade inferior. Assim, nés temos, para um certo n,

com probabilidade 1, T, = n(X —r) +dy > n(p — e —r) + dy > 0, para

todo n > nq,0u seja , acima de n; o ponto nao ¢ mais alcancado. Mas, dado
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qualquer natural n; com probabilidade positiva o ponto nao é capturado até

o instante n;.

Do primeiro teste obteve-se os seguintes resultados:

Tabela 5.3: Teste 1: simulacao do caso 1D com 100 experimentos

r =1 | movmaz = 100 Exp. com captura | Exp. sem captura
p=20.5 100 00
p=0.6 100 00
p=0.7 100 00
p=0.28 96 04
p=209 71 29
p=1.0 29 71
p=1.1 12 88
p=12 03 97
p=13 00 100
p=14 00 100
p=1>5 00 100
TOTAL 511 589
TOTAL DE EXPERIMENTOS 1100

A tabela [5.3| comprova a Proposicao 4, uma vez que para uma esperanca cujo
valor é menor que 7; como p = 0.5, p = 0.6 e p = 0.7; o circulo consegue capturar
o ponto em todos os experimentos. A medida que o valor da esperanca vai se
aproximando de 1, o nimero de capturas também vai diminuindo. Quando p > r,
a dindmica dos experimentos muda completamente de modo que o ponto consegue
fugir do circulo nas trés ultimas baterias de experimentos.

Logo, para uma esperanca cujo valor é menor que r, em média, o ponto é captu-
rado certamente, agora quando o valor da esperanca ultrapassa o valor de r o ponto
tem mais chances de fugir.

Abaixo tem-se o grafico que apresenta a média de capturas para cada esperanca

p e a média de movimentos com capturas.
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Figura 5.11: Teste 1: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em zul) no Caso 1D

O grafico vermelho representa a média de capturas para uma dada esperanca
p, cuja compreensao pode ser feita a partir dos dados da tabela. O grafico azul
representa a média dos movimentos para os quais houve captura com base no valor
esperado. Lembrando que em cada experimento o circulo e o ponto realizam no
méaximo 100 movimentos e para cada valor esperado realiza-se 100 experimentos. O

grafico fornece as seguintes informacoes:
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Tabela 5.4: Teste 1: média dos movimentos para os quais houve captura no caso 1D

Esperancas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=0.5 20
p=0.6 24
p=0.7 31
p=0.8 42
p=0.9 50
p=1.0 56
p=11 42
p=1.2 50
p=1.3 00
p=14 00
p=15 00

O teste 2 consiste na simulacao do Caso 1D com 500 experimentos.

Figura 5.12: Teste 2: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) no Caso 1D

46



Tabela 5.5: Teste 2: média dos movimentos para os quais houve captura no caso 1D

Esperancas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=0.5 18
p=0.6 24
p=07 30
p=0.8 42
p=0.9 50
p=1.0 52
p=1.1 5%
p=1.2 44
p=1.3 30
p=14 00
p=15 00

O teste 3 corresponde a simulacao do Caso 1D com 1000 experimentos.

&0 T T T

50— / A |

N
N
. “
/
7 \
a0 — s A —

Figura 5.13: Teste 3: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) no Caso 1D
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Tabela 5.6: Teste 3: média dos movimentos para os quais houve captura no caso 1D

Esperancas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=05 18
p=0.6 22
p=07 30
p=0.8 42
p=0.9 52
p=1.0 56
p=11 52
p=1.2 44
p=13 35
p=14 18
p=15 00

Quando o nimero de experimentos passou a ser 500 e 1000, o circulo continuou
capturando o ponto ,em poucos movimentos, com probabilidade 1 para os valores
esperados 0.5, 0.6 e 0.7, fenomeno também identificado no teste 1. Nos trés testes
nota-se que o ponto critico encontra-se em p = 0.8, ou seja, a partir desse valor
a média de capturas cai consideravelmente e pelo menos nos testes 2 e 3 o circulo
necessita movimentar-se mais para chegar até o ponto.

No caso 1 essa média de movimentacao é mais oscilante. Uma caracteristica
peculiar em cada teste é a média de capturas. Essa média aumenta para um nimero
maior de experimentos, por exemplo, no teste 3 apenas quando p = 1.5 o circulo
nao consegue capturar o ponto nenhuma vez, isso ocorre no teste 2 quando p = 1.4

e p = 1.5. Por fim, no teste 1, isso acontece em p =13, p=14e p=1.5.

5.6.2 Caso bidimensional

Para as simulacoes do Caso 2D usou-se os mesmos valores de r e das esperancas
(p). Mas como agora o movimento do ponto também depende de um &ngulo a €
[—0, 0], realizou-se testes com 100 experimentos para cada valores esperados usando

_ T _ _ T o
0=7%0=750=7%el =7 afimdeobservar quantas capturas e nao capturas
ocorreram para esses experimentos com diferentes valores de 6.

Os resultados foram os seguintes:
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Tabela 5.7: Teste 1: simulacao do caso 2D com 100 experimentos

r=1]|movmaxr =100 | § = % || Exp. com captura | Exp. sem captura
p=20.5 100 00
p=20.6 100 00
p=07 100 00
p=08 97 03
p=20.9 90 10
p=1.0 46 54
p=1.1 16 84
p=12 03 97
p=13 01 99
p=14 02 08
p=15 01 99
TOTAL 056 044
TOTAL DE EXPERIMENTOS 1100

Abaixo tem-se o grafico que apresenta a média de capturas para cada esperanca

p e a média de movimentos com capturas.

Figura 5.14: Teste 1: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura(em azul) no Caso 2D

Assim como no caso unidimensional, o grafico vermelho representa a média de
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capturas para cada esperanca p e o grafico azul representa a média dos movimentos
para os quais houve captura com base no valor esperado. Este tltimo contempla os

seguintes dados:

Tabela 5.8: Teste 1: média dos movimentos para os quais houve captura no caso 2D

Esperangas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=05 18
=06 23
=07 30
p=0.8 35
=09 47
p=1.0 50
p=1.1 58
p=12 56
p=13 38
p=14 28
p=1,5 32

Tabela 5.9: Teste 2: simulacao do caso 2D com 100 experimentos

r=1|movmax =100 | 6 = Exp. com captura | Exp. sem captura
p=0.5 100 00
p=20.6 100 00
p=07 100 00
p=0.8 100 00
p=0.9 92 8
p=1.0 73 27
p=11 29 78
p=12 8 92
p=13 03 97
p=14 01 99
p=1>5 00 100
TOTAL 099 501
TOTAL DE EXPERIMENTOS 1100

O grafico das média de capturas (em vermelho) e de movimentos com capturas
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(em azul) segue abaixo.

ol \ _

Figura 5.15: Teste 2: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) no Caso 2D
Do grafico azul seguem os seguintes dados:

Tabela 5.10: Teste 2: média dos movimentos para os quais houve captura no caso
2D

Esperangas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=0.5 17
p=0.6 21
=07 25
p=0.8 35
p =09 42
p=1.0 02
p=1.1 56
p=12 50
p=13 52
p=14 40
p=1,5 0
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Tabela 5.11: Teste 3: simulagao do caso 2D com 100 experimentos

r=1]|movmazr =100 | § = % || Exp. com captura | Exp. sem captura
p=20.5 100 00
p=20.6 100 00
p=07 100 00
p=0.8 100 00
p=20.9 98 02
p=10 84 16
p=11 55 45
p=12 24 76
p=13 08 92
p=14 04 96
p=15 03 97
TOTAL 676 424
TOTAL DE EXPERIMENTOS 1100

O grafico das média de capturas (em vermelho) e de movimentos com capturas

(em azul) segue abaixo.

Figura 5.16: Teste 3: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) no Caso 2D

Do grafico azul seguem os seguintes dados:
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Tabela 5.12: Teste 3: média dos movimentos para os quais houve captura no caso
2D

Esperancas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=05 16
p=06 18
p=0.7 24
p=08 28
p=09 38
p=1.0 46
p=11 52
p=12 54
p=13 58
p=14 32
p=15 56

Tabela 5.13: Teste 4: simulagao do caso 2D com 100 experimentos

r=1|movmaxr =100 | § = 5 || Exp. com captura | Exp. sem captura
p=0.5 100 00
p=0.6 100 00
p=0.7 100 00
p=0.8 100 00
p=09 100 00
p=10 99 01
p=11 96 04
p=12 80 20
p=13 56 A4
p=14 36 64
p=15 29 78
TOTAL 889 211
TOTAL DE EXPERIMENTOS 1100

Abaixo tem-se o grafico que apresenta a média de capturas para cada esperanga

p (em vermelho) e a média de movimentos com capturas (em azul).
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Figura 5.17: Teste 4: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) no Caso 2D

Tabela 5.14: Teste 4: média dos movimentos para os quais houve captura no caso
2D

Esperancas (p) || Média de movimentos com captura (Aproximadamente)
p=0.5 14
p=06 16
=07 18
p=0.28 20
=09 25
p=1.0 32
p=11 42
p=12 46
p=13 o4
p=14 45
p=1,5 46

Nota-se nos 4 testes uma certa similaridade quanto ao comportamento da per-
seguicao. Utilizando p = r = 1.0 como parametro, ¢ possivel notar que para valores
menores que este, o circulo apresenta vantagem sobre o ponto e vale salientar que em

pelo menos 3 primeiras etapas de experimentos essa vantagem é unanime. A medida
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que os valores esperados ultrapassam p = r = 1, o ponto passa a ter vantagem sobre
o circulo uma vez que o nimero de capturas diminui, exceto quando ¢ = 7, mas esse
fendmeno serd discutido mais adiante.

O numero de capturas e o nimero de movimentos com capturas, em média,
também apresentam-se similares como pode ser observado nos graficos e tabelas
acima. A ideia de fixar um valor esperado para cada 100 experimentos pode justificar
o fato acima. Outra curiosidade é que conforme o angulo 6 de movimentacao do
ponto aumenta também aumentam as chances de sucesso para o circulo captura-lo,
consequentemente para um angulo menor o ponto tem mais chances de evitar sua
captura.

De acordo com as tabelas[5.7], [5.9] e o circulo ganha nessa perseguicao.
Mas na tabela mostra que as maiores chances de sucesso para ele acontece

quando ¢ = 7, ja na tabela observa-se que quando ¢ = % o ponto tem mais
chances de fugir.

Outro fato observado nos quatro testes e que quando p = 0.5, p = 0.6, p = 0.7,
p=10.8ep=0.9 a chance de fuga do ponto é praticamente zero e para ¢ = 7 ela é
Zero.

Estabelecendo comparacoes entre o caso 1D e 2D, percebem-se as seguintes dife-
rencas quando p = 1.0: na tabela [5.3| 0 niimero de experimentos com captura é 29,
na tabela o nimero passa a ser 46 , em tém-se 73, em tém-se 84 e por
fim na tabela [5.13| esse ntiimero chega a 99. Ou seja, vai aumentando o ntimero de

capturas quando aumenta-se 6. O grafico abaixo ilustra essa comparacao.
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Figura 5.18: Evolucao de capturas para diferentes valores de 6 nos casos 1D e 2D.

5.6.3 Outras simulacoes

As proximas simulagoes foram feitas para realizar uma comparacao com as simu-
lagoes principais acima. Nelas aumentam-se o nimeros de experimentos para 500 e

1000, os demais dados permanecem os mesmo.

e Para § = % e 500 experimentos:
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Figura 5.19: Teste 5: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 500 experimentos

e Para ¢ = 7 e 500 experimentos:
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Figura 5.20: Teste 6: Valor médio de capturas (em vermelho)e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 500 experimentos

e Para 6 = % e 500 experimentos:
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Figura 5.21: Teste 7: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio

movimentos com captura (em azul) em 500 experimentos

e Para 6 =
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e 500 experimentos:
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Figura 5.22: Teste 8 Valor médio de capturas (em vermelho)

movimentos com captura (em azul) em 500 experimentos

e Para § = % e 1000 experimentos:
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Figura 5.23: Teste 9: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 1000 experimentos

e Para 6 = 7 e 1000 experimentos:

Figura 5.24: Teste 10: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 1000 experimentos

e Para 6 = % e 1000 experimentos:
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Figura 5.25: Teste 11: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 1000 experimentos

e Para 0 = 7 e 1000 experimentos:
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Figura 5.26: Teste 12: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 1000 experimentos

e Para # = 1° e 500 experimentos:
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Figura 5.27: Teste 13: Valor médio de capturas (em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura (em azul) em 500 experimentos

e Para # = 1° e 1000 experimentos:

Figura 5.28: Teste 14: Valor médio de capturas(em vermelho) e valor médio de

movimentos com captura(em azul) em 1000 experimentos
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Capitulo 6
Conclusoes

Desenvolveu-se nessa pesquisa uma aplicacao das técnicas de otimizacao e pro-
babilidade na construcao de estratégias de movimentacao voltadas para um modelo
de perseguicao entre personagens numa animacao. Do modelo proposto inicialmente
foram gerados outros modelos que enriqueceram o presente trabalho no sentido de
instigar e dinamizar ainda mais essa perseguicao.

Pelos resultados numéricos obtidos no caso unidimensional foi possivel comprovar
um resultado teoérico que se p < r entao com probabilidade 1 o ponto é capturado, em
contrapartida se p > r entao com probabilidade positiva o ponto nao é capturado.
Essa condicao foi valida para testes realizados com 100, 500 e 1000 experimentos.
Em todos os testes o circulo apresenta vantagem sobre o ponto.

Para o caso bidimensional foi analisado o comportamento dos personagens
usando diferentes valores de 6. Todos os testes indicam que nessas situagoes o
numero de capturas ultrapassa o numero de fugas, vale salientar ainda que con-
forme o angulo 6 de movimentacao do ponto aumenta também aumenta as chances
de sucesso para o circulo captura-lo, consequentemente para um angulo menor o
ponto tem mais chances de evitar sua captura. No caso unidimensional o ponto se
locomove na direcao em que o centro do circulo dirigiu-se anteriormente, enquanto
que no caso 2D o ponto se locomove numa direcao diferente da movimentacao ante-
rior ao seu oponente. Pela desigualdade triangular a distancia do ponto em sua nova
posicao para a posicao atual do centro do circulo, é menor que a soma das distan-
cias entre sua posicao anterior em relagao ao circulo e a distancia entre as posicoes
consecutivas do ponto. Este fato faz-se entender que os valores dos parametros (6 e
p) influenciam na situagao critica, que no caso 1D era p (esperanga do valor do pulo
do ponto). Tendo que o p no caso 2D deve ser menor que o raio r.

As simulagoes também mostraram que sem os atributos aleatorios, tanto o mo-
delo 1 como suas variantes apresentam solugoes triviais, uma vez que para u < r
o ponto sempre acaba sendo capturado pelo circulo e para v > r, nao impondo

arbitrariamente um limite de iteracoes, essa perseguicao tende a infinito.
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Durante todo o periodo de formulacao e execucao da pesquisa, filtrar os objetos

de estudos nao foi uma tarefa tao simples, pois o tema trabalhado abria vertentes

criativas a serem consideradas. Esse fato corrobora a afirmacao apresentada na mo-

tivacao desta dissertacao quando cita ser uma proposta atraente misturar diferentes

areas da Ciéncia na resolucao de problemas diversos. E corrobora também a afirma-

¢ao de Lobachevsky em [I7] quando diz ndo haver ramo da Matematica, por mais

abstrato que seja, que nao possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo

real.

6.1

Sugestoes para Trabalhos Futuros

Estimar algebricamente o valor p limite para mudanca do comportamento das

capturas no caso bidimensional.

Aplicar os modelos de perseguicao em problemas de Dinamica Populacional,

um exemplo seria Presa-predador.

Visualizar a dinamica da perseguicao através de técnicas de Animagao da

Computacao Grafica.
Acrescentar mais circulos e pontos ao problema.

Estender o caso 2D para o espago euclidiano.
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