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Resumo

Este trabalho é dividido em trés partes. Na primeira, estudamos o comportamento
de constantes que satisfazem desigualdades de Hardy-Littlewood para formas mul-
tilineares definidas em espacos de sequéncias. Inicialmente, apresentamos as cons-
tantes otimas para um tipo particular, chamada desigualdade mista de (éﬁ,&)—
Littlewood. Em seguida, para outras desigualdades, verificamos o que acontece com
as constantes quando perturbamos os expoentes 6timos. Na segunda parte, resolve-
mos de maneira definitiva um problema levantado por Carando, Defant e Sevilla—Peris:
dada a desigualdade de Bohnenblust—Hille para polindmios m-homogéneos complexos
cujos monoémios tém um ntmero de variaveis uniformemente limitado por um inteiro
positivo M, mostramos que as constantes 6timas sao uniformemente limitadas, inde-
pendentemente do valor de m. Na terceira parte, estudamos lineabilidade em espacos
de sequéncias. Mostramos que certos subconjuntos de alguns espacos de sequéncias
invariantes contém, a menos da sequéncia nula, um subespaco fechado de dimensao

infinita.

Palavras-chave: Desigualdades de Bohnenblust—Hille e Hardy—Littlewood, polinémios

m-homogéneos, espacos de sequéncias invariantes, espacabilidade.
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Abstract

This work is divided into three parts. In the first, we study the behavior of constants
that satisfy Hardy—-Littlewood inequalities to multilinear forms defined in sequence
spaces. Initially, we present the optimal constants for a particular type, called mixed
(Eﬁ,&)—Littlewood inequality. Then, for other inequalities, we see what happens
to the constants when we disturb the optimal exponents. In the second part, we
solve definitively a problem raised by Carando, Defant and Sevilla—Peris: given the
Bohnenblust—Hille inequality for complex m-homogeneous polynomials whose mono-
mials have a number of variables uniformly bounded by a positive integer M, we show
that the optimal constants are uniformly bounded, regardless of the value of m. In
the third part, we study lineability in sequence spaces. We show that certain subsets
of some spaces of invariant sequences contain, except for the null sequence, a closed

subspace of infinite dimension.

Keywords: Bohnenblust—Hille and Hardy-Littlewood inequalities, m-homogeneous

polynomials, invariant sequence spaces, spaceability.
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Introducao

Parte 1: As desigualdades de Bohnenblust—
Hille e Hardy—Littlewood multilineares

Em 1930, J. E. Littlewood, motivado por sua analise do problema de P. J. Daniell,
sobre fungoes de variagao limitada, provou em [53] a seguinte desigualdade, conhecida
hoje como desigualdade 4/3 de Littlewood: para cada forma bilinear A : ¢y X ¢g — K
vale que

(Z |A<ez-,ej>r-3‘> < V2|4

ij=1
e o expoente 4/3 ¢ otimo. Mais recentemente, em [45], foi observado que a forma

bilinear A : ¢y X ¢g — R dada por A(z,y) = z1y1 + T1y2 + T2y1 — T2y2 garante que a
constante v/2 também ¢ 6tima no caso real. Para escalares complexos, v/2 pode ser
trocado por 2/4/7, embora nao se saiba se esse valor é 6timo.

Em 1931, Bohnenblust e Hille em [28| estenderam esse resultado ao provar que
existe uma constante CX > 1 tal que, para cada m € N e cada forma m-linear A :

co X -+ X cg— K, vale

m—+1

i1yerim=1
e que, além disso, o expoente 2m/(m + 1) é 6timo.

Essa generalizagao permitiu resolver o problema da convergéncia absoluta de
Bohr (veja [21] e [40]) e, devido a esse potencial de aplicagao, tem-se investigado
novas generalizacdes e melhores estimativas para a constante CX. Essa busca tem
mostrado resultados em vérias aplicagoes para diferentes problemas em Analise Com-

plexa e Harmonica, Teoria dos Nuimeros e até mesmo na fisica moderna. Dentre elas



esta a aplicacdo dada por A. Montanaro a Teoria da Informacao Quéantica (veja [60]).
Destacamos aqui uma notavel aplicacao chamada o desbalanceamento das luzes.

Seja A uma grade n x n de luzes que estao aleatoriamente ligadas ou desligadas.
Suponha que cada linha e coluna esteja associada a um interruptor que, ao ser acionado,
muda (desliga ou acende) todas as luzes da respectiva linha ou coluna. O problema
consiste em acionar os interruptores de modo a maximizar a diferenca entre as luzes
ligadas e desligadas.

Esse problema foi discutido, por exemplo, por Alon e Spencer em |7| e modelado
do seguinte modo: Consideremos a matriz n x n A = (a;;), onde a;; = £1,a;; = 1
se a luz estiver acesa e a;; = —1 se estiver desligada. Sejam =z = (z1,...,7,) e
y = (Yy1,-..,Yn) 0s conjuntos de interruptores associados as linhas e colunas, respecti-
vamente. Em |7] foi dada a seguinte estimativa assintotica:

Teorema 0.0.1 (/7, Theorem 2.5.1]) Seja a;; = £1, para 1 < i,j < n. Entdo ezistem
x5, y; = x£1,1 <4,5 <n, tais que

n

Z @ijTiYj = < 2/m+ 0(1)> n®?,

3,j=1

onde o expoente 3/2 € dtimo.

O resultado acima nos diz que para qualquer configuragao inicial, é possivel
acionar os interruptores de modo que o ntimero de luzes acesas menos o ntimero de
luzes apagadas seja, pelo menos, ( 2/m+ 0(1)) n3/2.

Em dimensoes mais altas, A. Montanaro editou esse problema da seguinte forma
(veja [59]): seja (as,. 4, ) uma grade n x --- x n de luzes acesas (nesse caso a;, _; = 1)
ou apagadas (nesse caso a;,.;, = —1). Suponhamos que para cada i; exista um
interruptor que quando acionado (z;, = —1) “comute” todas as luzes nessa linha: ligado

para desligado ou desligado para ligado. O objetivo é o mesmo, maximizar a diferenca

entre as luzes acesas e apagadas.
(k) _

Como consequéncia da desigualdade original de Bohnenblust—Hille existem T =
+1,1<j<n,ek=1,...,m, e uma constante CX > 1 ((CX)™ = (/2)"1), tais que

n

1 m 1 m+l
> sl el 2 ™ g

i1,eim=1



m+1

e o expoente *5—= ¢ 6timo. Note que, assim como observado por Montanaro, a melhora

de (1) esta diretamente ligada & melhora da constante (CX)™. Usando as melhores es-

timativas da constante de Bohnenblust—Hille, recentemente encontradas em [21](2014),
(k)

podemos afirmar que existem v =+l,1<j<ne k=1,...,m, tais que

n

Z Wiy i iy 0" Xy, 2 13m0.365n *

i1yeim=1

e 0 expoente 2 ¢ 6timo.

Em [11] é apresentada uma variacdo desse problema ao considerar uma genera-
lizagao da desigualdade de Bohnenblust—Hille. Essa generalizacao ¢ devida a G. H.
Hardy e J. E. Littlewood ([49], 1934), para formas bilineares definidas em espagos
?,, e mais recentemente a T. Praciano-Pereira (|74, 1981), que apresentou a versao
multilinear dessa desigualdade:

Teorema 0.0.2 (Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira) Sejam m > 2 um inteiro

ep:=(p1,...,pm) € [1,+00]™ tais que ‘%) = p%+“‘+;% < L. Eziste uma constante

C}If%p > 1 tal que, para cada forma m-linear continua T : €, X --- x {, — K,

_o| Ll
m+1 2|p‘

oo 2m 2m
m+1—2|1
( Z |T(ei17'”76im> o 2|p|> S CE)E,I)HT” :

i14erim=1

S 2m o
Além disso, o expoente ——— € dtimo.

m+1—2

1
P

Nos ultimos anos, tem crescido o interesse nas estimativas de constantes que sa-
tisfazem as desigualdades, multilinear e polinomial, do tipo Hardy-Littlewood (veja
[4, 5, 8, 12, 43, 45, 79]). Como ja falamos, as principais motiva¢oes sdo potenciais
aplicagoes (veja, por exemplo, [60] para aplicagoes do caso real de estimativas da de-
sigualdade de Bohnenblust-Hille e [21, 40| para aplica¢oes do caso complexo).

Em [4] foi apresentada a importante generalizagao da desigualdade de Bohnenblust-

Hille:

Teorema 0.0.3 (Albuquerque, Bayart, Pellegrino, Seoane—Sepilveda [4]) Se-

jamm>1eqy,...,qm €[0,2]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:



(i) Eziste uma constante Cy, .. 4. > 1 tal que

dm—1 E q1
o [ee] am
Z (Z |T(ei17 "'7€im)|qm> < qu,-n,quTH?
i1=1 im=1
para toda forma m-linear continua T : cy X - -+ X ¢g — K.

(ii) o4+ = <R

O resultado acima, além de ter sido um grande avancgo na teoria multilinear, apre-
sentou novas estimativas para as constantes de Bohnenblust-Hille. Em [4] levantou-se
uma questao sobre o comportamento das constantes para um tipo especial de desigual-
dade de Bohnenblust—Hille, chamada de desigualdade mista de ({1, ¢5)-Littlewood, que

surge ao fazer (qi,q2,qs, . .., ¢n) igual aos seguintes expoentes 6timos
(1,2,2,...,2),(2,1,2,...,2),...,(2,2,2,...,1).

Essa desigualdade foi ponto chave na demonstracao do Teorema 0.0.3.

Em [4, Remark 5.1] foi conjecturado que as constantes de Bohnenblust—Hille com
miultiplos expoentes tém crescimento sublinear. No entanto, o principal resultado de
[69, 70] mostra que estas constantes ndo podem ter tal crescimento para escalares
reais, pois ficou provada a otimalidade de 275 para a desigualdade mista de (¢, ()-
Littlewood.

As constantes 6timas das desigualdades anteriores sao essencialmente desconheci-
das. Trabalhos recentes mostraram que, em geral, essas constantes tém um crescimento
sublinear (veja [10, 12, 21], e referéncias neles contidas). No entanto, um dos poucos
casos em que as constantes 6timas sao conhecidas para todo valor de m é o caso da

desigualdade mista de ({1, ¢5)-Littlewood:

Teorema 0.0.4 (/69, Theorem 2.1]) A constante dtima Cy o o que satisfaz

Z( > |T(€z’17---=6z‘m)|2> < Cuia,.lT, (2)

i1=1 i27---7i7n:1

para toda forma m-linear continua T : cog X -+ X cg = R, €272



O resultado acima foi complementado por [70] ao provar que em qualquer uma das
configuragoes da desigualdade mista de (¢, f2)-Littlewood a constante 6tima é 275,

isto é, ficou provado que se C o, 2 é a constante de (2), entao

—1

01,2,...,21021 9=-=09 1=2"72.

yhyeeey 1Ly

No Capitulo 1, assim como no resultado acima, apresentamos a constante 6tima
de uma desigualdade especifica do tipo Hardy—Littlewood, a chamada desigualdade

mista de <€ p%,ﬁg) -Littlewood. Invoquemos agora a generalizacao da desigualdade de

Hardy—-Littlewood para expoentes mistos:

Teorema 0.0.5 (/4, Theorem 1.2]) Sejam m > 2 um inteiro positivo, p := (p1,...,Pm) €

1
2]

1

p
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Eziste DX _ > 1 satisfazendo

(
m ; 1
[1, 4+o00|™ tais que S

:pil_|_...+}i§%es:: (S$1,..,8m) € [(1—

m,s,p
o L
n n Sm—1 é s1
2| (Z e >|> <DE Al @)
ir=1 im=1
para toda aplicagao m-linear continua A : €5 x ---x €7 — K e todo inteiro positivo
" 1 1|1
m +
b) —+-+— < — =
®) S1 Sm 2 ‘p‘
Note que, segundo o teorema acima, para p; = p,ps = -+ = Py, = +00, 08
expoentes
p
§]=——, Sg=:=8, =2 4
1 p— 17 2 ( )

sao otimos. Esses expoentes, na ordem que aparecem ou comutados, dao nome a uma
classe de desigualdades chamadas de (f%,&) -Littlewood. Mostramos que para a
-

configuragdo dada em (4), a constante
m—1
D]R P — (2%_%)
m,pj,Q
é otima. Esse resultado da presente tese foi publicado em [63]:

e T. Nogueira, D. Nunez-Alarcon, D. Pellegrino. Optimal constants for a mized
Littlewood type inequality, RACSAM Rev. R. Acad. Cienc. FEzactas Fis. Nat.
Ser. A Mat., 111 (2017), 1083-1092.
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As desigualdades consideradas acima somadas a resultados de Aron—Globevnik
e Zalduendo (que apresentaremos mais adiante) formam o grupo das desigualdades
chamadas, nesse contexto, de classicas. A otimalidade dos expoentes das somas significa
que nenhuma constante independente de n pode ser encontrada, para toda forma m-
linear continua, quando algum expoente menor do que o indicado ¢ considerado.

No Capitulo 2 mostramos que, para certos expoentes menores que os 6timos, o
valor da constante que aparece a direita nas desigualdades supracitadas apresentam
uma dependéncia explicita de poténcias de n. Nesse capitulo exibiremos tal dependén-
cia para diferentes tipos de desigualdades cléssicas. Esses resultados foram inspirados
no trabalho de Aratjo e Pellegrino (veja [9]) que primeiro verificaram tal dependéncia.
Além disso, esse trabalho fundamentou a definicao de Indice de Somabilidade dada por
Maia, Pellegrino e Santos (veja [56]) que, grosso modo, mede o quao proximos estao
0S espagos H(’;ffllf (Eq, ..., En; F), dos operadores multilineares multiplo somantes, e o
espago L (E1, ..., Ey,; F). A segunda parte do Capitulo 2 foi publicada em [65]:

e T. Nogueira, P. Rueda. Summability of multilinear forms on classical sequence

spaces, Quaest. Math., 40 (2017), 8053-809.

Parte 2: A desigualdade de Bohnenblust—Hille
polinomial

A desigualdade de Bohnenblust-Hille [28] para polindémios m-homogéneos com-
plexos afirma que existe uma constante C,,, > 1 tal que

m—+1
2m

_2m_
> lea(P)[m < Cp sup |P(z),
lo|=m llz]I<1

para todo polindmio m-homogéneo continuo P : ¢y — C da forma
P(z) = Z co(P)x".
laj=m
Essa desigualdade ¢ importante em muitos campos da matematica (veja [21, 40]
e suas referéncias). Em 2011, foi provado em [40] que C,,, para escalares complexos,
pode ser escolhida com crescimento exponencial. Em 2014, Bayart, Pellegrino e Seoane-
Sepilveda, em [21], apresentaram as melhores estimativas até entao conhecidas, que

sao usadas em importantes aplicagoes.



Em 2015, Carando, Defant e Sevilla-Peris em [37] mostraram que para uma
familia particular de polinémios m-homogéneos as constantes C,,, para escalares com-
plexos, podem ser tomadas tendo crescimento polinomial em m. Mais precisamente, eles
provaram que, para polindmios cujos monoémios tem o ntimero de variaveis diferentes
uniformemente limitados por M, existe um tipo de desigualdade de Bohnenblust-Hille
com uma constante de crescimento polinomial em m. Em [37, Theorem 2.1] foi provado

que
m—+1
2m

3 Jea(P) R <2

€A m

Tm T |PY, (5)
para todo polinémio m-homogéneo continuo P : ¢y — C, sendo enfatizado pelos autores
de [37] o crescimento polinomial (em m) das constantes — essa ¢ uma propriedade muito
boa tendo em mente que a melhores estimativas conhecidas tem apenas um crescimento
sub-exponencial (em m).

No entanto, provamos no Capitulo 3 que, de fato, estas constantes investigadas
por Carando, Defant e Sevilla-Peris sao uniformemente limitadas por uma constante
que nao depende de m. Assim, provamos uma desigualdade do tipo Bohnenblust—Hille
mais forte, ja que nao ha dependéncia do grau de homogeneidade nas constantes. Mais

precisamente, provamos que quando m — oo temos
Ky = MMM,

onde kjs é a constante de Bohnenblust—Hille supracitada. Esse resultado da nossa tese

foi publicado em [55]:

e M. Maia, T. Nogueira, D. Pellegrino, The Bohnenblust—Hille inequality for poly-
nomials whose monomials have a uniformly bounded number of variables, Integr.

Equ. Oper. Theory. 88 (2017), 143-149.

Parte 3: Lineabilidade em espacos de sequén-
cias

A Lineabilidade é uma teoria que vem ganhando for¢ca em matemética nos ul-

timos anos. O espirito de tal conceito é procurar estruturas lineares em ambientes



nao-lineares. Mais precisamente, é a busca por subespacos vetoriais dentro de certos
subconjuntos, nao vazios, de espacos vetoriais que nao possuem uma estrutura linear.
A seguir apresentamos as defini¢oes formais dos conceitos que usaremos neste

trabalho.

Definicao 0.0.6 Um subconjunto A de um espaco vetorial topologico X € dito ser:
(1) p-linedvel em X se AU{0} contiver um subespago p-dimensional de X .

(2) p-espagdvel em X se AU {0} contiver um subespago fechado p-dimensional de
X.

(3) Maximal espagdvel em X se € dim X -espagdvel.

Ao se iniciar os estudos em Analise Funcional, uma das principais propriedades
que se aprende quando ¢ introduzido o conceito de espagos de sequéncias é: se p > ¢
entao {, C ¢,. Esse resultado, apesar de simples, ¢ ferramenta recorrente nas producoes
em Anélise Funcional, como se podera ver na Parte 1 deste trabalho. O fato de ¢, conter

propriamente ¢,, para p > ¢, nos sugere de forma natural uma pergunta:
Quanto o espago £, € maior que o espago {y?
Talvez motivados por essa pergunta, os autores de [62| provaram que o conjunto
My =10, — ¢,

possui, a menos da sequéncia nula, um subespaco fechado cuja dimensao é a mesma
que a cardinalidade de R, ou seja, mostrou-se que M, , é c-espacivel. Apesar desse
resultado ja ser talvez surpreendente, foi provado em [52| que
gp - U gq (6)
1<q<p
também é espagavel.

Apesar do grande avango, esse resultado foi generalizado em [32] quando foi con-
siderado um espago de sequéncias mais geral no lugar de £,(X), como aparece acima.
Uma consequéncia desse resultado é que (6) vale também para 0 < g < p.

Dado um espago de Banach X, os autores de [32]| introduziram uma classe de

espacos de sequéncias mais abrangente, com coordenadas em espagos de Banach ou

8



quasi-Banach! X, chamados espacos de sequéncias invariantes. A seguir recordamos

tal conceito:

Definicao 0.0.7 (/32/) Seja X # {0} um espago de Banach sobre K =R ou C.

(a) Dado x € XN, definimos 2° como seque: se x tem apenas um niimero finito de

coordenadas diferentes de zero, entio z° = 0; caso contrdrio, 1° = (z7)52, onde

x; € a j-ésima coordenada nao nula de x.

(b) Um espago de sequéncias invariantes sobre X é um espaco de dimensao infinita

Banach ou quasi-Banach de sequéncias de X que satisfaz as sequintes condigoes:
(b1) Para x € XN tal que 2° # 0, x € E se, e somente se, 2° € E, e |z| <
K||2°]|, para alguma constante K dependendo somente de E.

(02) ||z;|| < ||z||, para cada x = ()32, € E e cada j € N.

Em [32| foi provado que se E é um espago de sequéncias invariantes sobre um
espago Banach ou quasi-Banach X, para qualquer subconjunto I' C (0, oo], entao

B UEQ(X)

qer
é vazio ou espagcavel.

Em [33] foi considerada uma situagdo mais geral do que a citada acima: dados
espagos de Banach X e Y, uma aplicacao f : X — Y, um conjunto I' C (0, 00| e um
espago de sequéncias invariantes E' com coordenadas em X, foi investigada a existéncia
de subespagos fechados de dimensao infinita dentro de subconjuntos, unidos com a

sequéncia nula, formados por sequéncias (%‘)j’il de E que cumprissem as seguintes

condic¢oes
() ¢ J o)
(e ¢ Jew)

(f(5))521 ¢ co(Y).

E facil perceber que se f for a identidade em X temos exatamente os casos considerados

em [32]. Em [33, Definition 2.3| foi considerada uma classe mais geral de fungoes:

(X, |- ) & dito quasi-Banach se for completo e || - || for uma quasi-norma, i.e, ||z +y| < K(||=| +
lylD, llz]] > O(x # 0) e ||Az|| = |A|l|z| para quaisquer z,y € X, € Ke K > 1.

9



Definicao 0.0.8 Uma funcao f: X — Y entre espacos normados € dita ser:
(a) Nao-contrativa, se f(0) = 0 e para cada escalar o # 0 existe uma constante K (o) >

0 tal que
1f(az)lly = K(a) - [|f(z)]v, (7)

para cada x € X.
(b) Fortemente nao-contrativa, se f(0) = 0 e para cada escalar o # 0 existe uma
constante K(a) > 0 tal que

o(f(ax))| = K(a) - [p(f(2))]; (8)

para todo x € X e p € Y.

O seguinte resultado foi provado por Botelho e Favaro (veja [33, Theorem 2.5]):

Teorema 0.0.9 (/33]) Sejam X e Y espacos de Banach, E um espago de sequéncias
invariantes sobre X, f: X — Y uma fungao e T' C (0, 00].

(a) Se f € nao-contrativa, entao

C(E, f,T) = {(iﬂj)?il cE:(fz;)Z ¢ U fq(Y)} ,

C(E, £,0) = {(2))521 € B+ (f(2;)321 ¢ co(Y)}

sGo vazios ou espagdveis em E (i.e., a uniao do conjunto com {0} contém um subespago
fechado de dimensao infinita de E).

(b) Se f € fortemente nao-contrativa, entao

CU(E, f,T) = {(%)?‘;l e E: (fz)iZ ¢ U EZU(Y)}

qel’

€ vazio ou espacdvel em E.

No Capitulo 4 apresentamos abstragoes do resultado acima. Mostramos, entre
outros resultados, que os espacos de sequéncias invariantes usados no Teorema 0.0.9
podem ser substituidos por espacos de sequéncias invariantes mais gerais. Estes resul-

tados da presente parte da tese foram publicados em [64]:

e T. Nogueira, D. Pellegrino, On the size of certain subsets of invariant Banach

sequence spaces, Linear Algebra Appl. 487 (2015), 172-183.

10



Notacao e terminologia

e KK denotaré o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os espagos vetoriais

sempre serao considerados sobre K =R ou C.

e Dado o nimero real p € (1, 00), o conjugado de p serda o nimero p* € (1,00), tal

que i + 1% = 1. Para p = 1, definiremos p* = oo.

e Em geral, XY, F E; F F; ... denotarao espago normados. A norma de um
espago X sera usualmente denotada por || - ||x ou || - || caso esteja claro o espago
em questdo. A bola unitaria fechada {z € X;||z|| < 1} do espago X sera denotada

por Bx. O dual topologico de X, seréa denotado por X*.

o L(Ey,...,Eny; F) serd o espaco de todas as aplicagdes m—lineares continuas de

Eyx-+-xXE, em F. Quando Ey = --- = E,, = E, escreveremos apenas L("E; F).

e Dado um espaco de Banach X e 1 < p < oo, trabalharemos com os seguintes

espagos de sequéncias, que também serao de Banach:

|=

(®5)721 e x": 1(25)7241lp == (Z ||17J||p> <00 o,

Sl

20 € LX) i ()l = O

1GXN hm:)sJ—O}

J—00

{ )52 € X" (25)521 lwp = Sup (i !w(wj)\p> <00, € X
{

(zj)52, € XN lim ex1ste}

]—)OO



Em ¢o(X) e ¢(X) definimos a seguinte norma
1(2)521 oo := sup |z;].
JEN
Em particular, se X = K denotaremos, por exemplo, £,(X) = ¢, e ¢o(X) = ¢.
Se 0 < p < 1, dizemos que os espagos sao p-normados, e ainda mais, p-Banach.

l,, sel<p<oo
Denotaremos X, := )
Co, Sep =00

Oy = (K" [ - 1lp)-
Para p := (p1,...,pm) € [1,00]™ denotaremos
1 1 1
—_] = — + P + _
p y4 Pm
As vezes, para inteiros positivos nq, . .., n; tais que ni+- - -+ny, = m, denotaremos

1 k y m
p = (pg ), 1 veses ,pgl), o ,pg ), "k, Ye.z“,p;?) € [1,00]

1 1 1
a fim de definir r; dado por — = — +--- 4+ —, parat=1,... k.
T (i) (i)
v P DPn;
Denotaremos Xi<j<mXp, = Xp, X -+ x X, . Por e?j denotaremos a nj-upla

(€j,...,€5),onden; e Nel<j<m.

O produto ®7 X, = X, ® --- ®" X, denota o produto tensorial de X, por X,
(m vezes) com a norma projetiva 7, definida do seguinte modo: se X e Y sao

espacos de Banach e u € X ® Y é tal que

=1

parax; € X ey; € Y,i=1,...,n, entdo a norma projetiva de u é definida por

7(u) = inf {Z H%HxHyiHy} :

Denotamos por ® X, = X,®" -+ ®" X, o completamento de ®7 X,. O tensor

r® -+ ®x serd denotado por ®,,x.

Para p,ry,...,r, € (0,400), denotaremos M2 := {j € {1,...,m} : r; <
p}, ME = {1,...,m}\ MZ.
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I denota a fungao gama. Precisamente, I": (0,00) — R pode ser definida por
[(x) = / t* et
0

v

3
Destacamos que I' (—) =

2

Sejam f e g fungoes em n. Escrevemos f(n) = o(g(n)), quando n — oo, se

n
lim M = 0.
n—o0 g(n)
Para 7 = (71, ...,7), denotaremos o coeficiente multinomial por

A m!
) oy

Definimos |z| := max{n € N:n < z}.

Por L*([a,b]), denotamos o espago das fungdes continuas f : [a,b] — K com a

norma

171l = (/ |f(x)|2dw)%,

gerada pelo seguinte produto interno

(f,9) :/ f(l’)mdx
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Parte 1

As desigualdades de Bohnenblust-Hille

e Hardy—-Littlewood multilineares
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Capitulo 1

Constantes 6timas para uma

desigualdade tipo Hardy—-Littlewood

Neste capitulo apresentamos as constantes 6timas de um tipo de desigualdade de
Hardy—Littlewood para escalares reais, a chamada desigualdade mista de <€Ll,€2)—
-

Littlewood. Nosso principal resultado foi publicado em [63].

1.1 A desigualdade de Hardy—Littlewood

Em 1930 J. E. Littlewood provou em [53] a seguinte desigualdade, conhecida hoje
como desigualdade 4/3 de Littlewood: para cada forma bilinear A : ¢q x ¢y — C vale
que

3
[ee] 4
4
(Z !A(ezwej)!?’) < V2||A]|
ij=1
e o expoente 4/3 é 6timo. A versdo multilinear veio um ano depois por meio do
trabalho de Bohnenblust e Hille em [28|. Mais precisamente, foi provado que existe
uma constante CX > 1 tal que, para cada m € N e cada forma m-linear continua

A:cyx - xcyg— K (CouR), vale

m—+41
o0 2m
2m
2m_ K
< > \A(em---,eim)!m“) < CrllAll
yeeyim=1
e que, além disso, o expoente 27 ¢é 6timo. No Capitulo 3, nos dedicaremos a uma

) ) m+1 )

versao polinomial dessa desigualdade. Essas e outras desigualdades cléssicas foram



concebidas para espagos sobre o corpo de escalares C, embora fosse natural considerar
escalares reais.

A generalizacao dada por Bohnenblust e Hille permitiu resolver o problema da
convergéncia absoluta de Bohr (veja [40] e [21]) e, devido a esse potencial de aplicagao,
tem-se investigado novas generalizacoes e melhores estimativas para a constante CX.

As seguintes estimativas para a constante de Bohnenblust—Hille foram encon-

tradas com o passar dos anos:

m'z (v/2)m! 28] (1931)
Cr < (V2! [51] (1978)

2—log2—~

13m 5 < 1.3m%3642  [21] (2014),
\

onde v denota a constante de Euler-Mascheroni.

Essa busca tem mostrado resultados em varias aplicacoes para diferentes pro-
blemas em Analise Complexa e Harmonica, teoria dos ntimeros e até mesmo na fisica
moderna. Dentre eles destacamos a aplicacao dada por A. Montanaro na Teoria de
Informagao Quantica (veja [60]).

A versao desses resultados para espacos £, no lugar de ¢y ¢ devida a G. H. Hardy
e J. E. Littlewood, no trabalho intitulado: Bilinear forms bounded in space [p,q| ([49],

1934). Usando uma notagao moderna podemos apresenté-la da seguinte forma:

Teoremas de Hardy—Littlewood para formas bilineares:

(i) |49, Theorems 2 e 4] Se p,q > 2 sd@o tais que

1 1 1
s <-+-<1,
2 p g

entao existe uma constante C,, > 1 tal que

pg—g—p
o0 rq
(Z |T<ej,ek>|mpﬁq) < Gy IITII, (L1)
k=1
para toda forma bilinear continua 7" : ¢, x {, — R (ou C). Além disso, o expoente
bq . -

—— & 6timo.
pqg—p—4(q
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(i) [49, Theorems 1 e 4] Se p,q > 2 sdo tais que

1 n 1 <
p g 2
entao existe uma constante D, , > 1 tal que

3pg—2p—2q

00 4pq
(Z T(es, ek>|3m4’2’52q) < Dy, |7 (1.2)
k=1
para toda forma bilinear continua 7" : £, x £, — R (ou C). Além disso, o expoente
4
— P ¢ stimo.
3pq —2p —2q

Como usual nesse contexto, quando p e/ou ¢ for igual a infinito, consideramos ¢y no
lugar de ¢, e/ou ¢,. Assim, é facil perceber que do teorema acima resgatamos o resultado
classico de Littlewood.

Uma versao unificada dos “teoremas” de Hardy e Littlewood afirma que para

}D + % <1 (e p,q > 2) existe uma constante K, , > 1 tal que

1
X

N[>

§ (E T (e5, ek>|2) < Ko Tl (1.3)
j=1 \k=1
com A\ = —21— para toda forma bilinear continua 7": ¢, x {, — R (ou C) (veja [68,
pPq—p—q

Theorem 1] e [38] para uma abordagem mais geral; além disso, os expoentes sao 6timos).

pq
pPq—p—q

Note que, de fato, (1.3) recupera (1.1) porque para % < é + % <1 temos 2 < e
pela inclusdo canonica de espagos de sequéncias, sabemos que (1.3) implica (1.1). Por
outro lado, por simetria, sabemos de (1.3) que existe uma constante K,, > 1 tal que

1
A

> (Z |A<ej>ek>|2) < Ky Al

k=1 \j=1

N[>

1,1 1
ese -+ = < = temos \ =
p+q—2

Pq
pPg—p—q

< 2; por um resultado bastante conhecido, as vezes
creditado a Minkowski (veja [47, Corollary 5.4.2]), sabemos que

1
A\ X
2

< ;(; !A(ejaek)V) < Kop Al (14)

Por (1.3) e (1.4) combinadas com a desigualdade de Holder para somas mistas (|22],

1
2\ 2
) A

> <Z |A(€j7€k)|A>

j=1 =

ou Segao 2.2) (ou interpolagao no sentido de [4], se preferirmos) e sabendo que

1 B 1/2+ 1/2
4pq 2 A\
3pq — 2p — 2q
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recuperamos (1.2).

Mais recentemente foram apresentadas versoes multilineares da desigualdade de
Hardy-Littlewood: para fixar notacao, considere K igual a R ou C, m um inteiro
positivo, p := (p1,...,Pm) € [1,+o0]™ e

1 1 1

—_] = — + PP _I_ —_—

p Y4 Pm
Denotaremos por X, := £, quando 1 < p < 00, e X 1= c.

Teorema 1.1.1 (Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira [74] (1934 e 1981)) Se-

jap € [1,+o00|™ tal que ‘%’ < % Existe uma constante C’E’p > 1 tal que, para cada

forma m-linear continua T': X, x --- x X, — K,

_o| L1
m—+41 2|p‘

o0 2m 2m
mal—2| L
( S | T(ews el m) <Cx LI

i1yeim=1

Além disso, o expoente m++”2|%| € otimo.

Nos tltimos anos tem crescido o interesse no estudo da somabilidade de ope-
radores multilineares (veja, por exemplo, [35, 73, 76]) e na estimativa de constantes
que satisfazem as desigualdades multilinear e polinomial do tipo Hardy—-Littlewood
(veja [4, 5, 8, 12, 43, 45, 79]). Como ja falamos, as principais motivagoes sdo potenci-
ais aplicagbes (veja, por exemplo, [60] para aplicagoes do caso real de estimativas da

desigualdade de Bohnenblust—Hille e |21, 40| para aplica¢oes do caso complexo).

Fazendo p; = - -+ = p,, = p acima, temos as seguintes estimativas dadas em [12]:
2m(m—1) —2m
o e en st k=R
m,p — 2m(m—1) o—2m
() v x=c

onde CX ¢ a constante de Bohnenblust-Hille. Além disso, em [12] foi provado que se
p > m? entdo (CF ), tem crescimento sublinear. Mais recentemente, em [10] (2017),

foram apresentadas melhores estimativas quando p > 2m(m — 1)

(

F 2——, 5 K:C
j=2 J
( m
1
K HQW, para 2 <m < 13

~
Il
7

( ) 2-2;

m r — =

95510 — % H _ 7 para 14 <m
j=14

NG ,

nojwe
Sl
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O resultado a seguir completa, juntamente com o Teorema 1.1.1, a generalizacao

dos teoremas de Hardy—Littlewood multilineares.

Teorema 1.1.2 (Hardy-Littlewood/Dimant—Sevilla-Peris [43](1934 e 2013))
Seja p € [1,400]™ tal que 5 <

%‘ < 1. Emiste uma constante D}f%p > 1 tal que

0 1 1_|E
( > \T(eil,---,eimﬂl"f”) < Dy ol T, (1.5)

i1 eeyim=1

para toda forma m-linear continua T : X,, x --- x X, — K. Além disso, o expoente
“1
(1-1]3]) " ¢ dtimo.

1
P
As estimativas das constantes que satisfazem (1.5) ndo serdo abordadas nesse

trabalho, embora ji exista, para certos casos, uma limitacao universal para essas cons-

tantes (veja [3], [17]).

Uma das generalizagoes mais abrangentes da desigualdade de Hardy—Littlewood

¢ apresentado no seguinte teorema (veja também [77]):

Teorema 1.1.3 (Albuquerque, Aratijo, Nunez-Alarcéon, Pellegrino, Rueda [2])
Sejam m > 2 um inteiro positivo, 1 < k < m e nq,...,n, > 1 inteiros positivos tais

1| < 1, entdo as sequintes

P

que ny + - +np =m. Se q1,...,q € [1%’1',21 e <

afirmacoes sao equivalentes:

(a) Existe uma constante Cy = C'(k, K, p1,...,Pm,q1,---,qx) tal que

q
ak—1 L\ a1

oo oo q
|- (Z |T(e;”;1,...,e;;k)qu> < Gil|T,

ir=1 in=1
para toda forma m-linear continua T : £, x --- x {, — K.
(b) Os numeros qi, . ..,q satisfazem
1 1 k—+1 1
T Qk 2 P
Acima, a notacao e}” representa a nj-upla (e;, ..., e;). Esse resultado sera forte-
mente usado nos préoximos capitulos. Fazendo k = m e p; = --- = p,, = +00 acima,

recuperamos uma generalizagao da desigualdade de Bohnenblust—Hille que apresenta-

mos a seguir:
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Teorema 1.1.4 (Albuquerque, Bayart, Pellegrino, Seoane—Sepiilveda [4]) Se-

jamm>1eq,...,qm € [0,2]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) Eziste uma constante Cy, .. 4. > 1 tal que

Im—1 e q1

o o am a2
91 (8 STLCERTE) I I T
i1=1 im=1
para toda forma m-linear continua T : cy X -+ X ¢g — K.
1 1 m+1
1w — 4+ —< .

O resultado acima, além de ter sido um grande avango na teoria multilinear, apre-
sentou novas estimativas para as constantes de Bohnenblust—Hille. Em [4] levantou-se
uma questao sobre o comportamento das constantes para um tipo especial de desigual-
dade de Bohnenblust—Hille, chamada de desigualdade mista de ({1, ¢3)-Littlewood, que

surge ao fazer (q1,q2,qs,- - -, qm) igual aos seguintes expoentes 6timos
(1,2,2,...,2),(2,1,2,...,2),...,(2,2,2,...,1).

A desigualdade mista de (¢, ¢3)-Littlewood foi ponto chave na demonstracao do Teo-
rema 1.1.4 (veja [4]). Em [4, Remark 5.1|, diante das estimativas recém descobertas, foi
considerada a possibilidade das constantes para essas desigualdades terem crescimento
sublinear. No entanto, o principal resultado de [69] mostra que estas constantes nao
podem ter tal crescimento para escalares reais, pois ficou provada a otimalidade de

m—1

277 para as desigualdades mistas de ({1, f3)-Littlewood. Esse é um dos poucos casos

em que as constantes 6timas sao conhecidas para todo valor de m, como veremos a

seguir:

Teorema 1.1.5 (Desigualdade mista de (¢, (;)-Littlewood, [69]) A constante

otima Ch 2 . o que satisfaz

Z( > |T(€m---a€im)\2> < Cia,. 2T, (1.6)

i1=1 125005t =1

. , L qm=1
para toda forma m-linear continual :cog X -+ X cg — R, €277 .
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O resultado acima foi complementado em [70] quando se provou que para qualquer

uma das configuracoes da desigualdade mista de ({1, ¢5)-Littlewood a constante 6tima

Cig,.0=0Co1,. 2="-=0Co9, .

A proxima secao apresenta o principal resultado deste capitulo. Assim como no
teorema acima, apresentamos a constante 6tima de uma desigualdade especifica do tipo

Hardy-Littlewood.

1.2 A desigualdade mista de (E 2 ,22) -Littlewood

De agora em diante pg &~ 1.84742 é o tinico nimero real que satisfaz

F(m;l) :\/7%. (1.7)

O proximo resultado fornece as constantes 6timas de um tipo de desigualdade
Hardy-Littlewood que engloba (1.6); até onde sabemos, esta ¢ a primeira vez em
que uma desigualdade desse tipo, exceto o caso das desigualdades mistas de (¢, ¢5)-

Littlewood (|69], [70]), mostra ter constantes 6timas com crescimento exponencial:

Teorema 1.2.1 Sejam m > 2 um inteiro positivo e p > p(’:_l ~ 2.18006. A constante

otima Ciyp tal que

p—1
_p_ D

Z( > |T(€i1a-"7eim)|2) < Cimy I T, (1.8)

i1=1 \i2,....,im=1
. . 1_1\m—1
¢ satisfeita, para toda forma m-linear continua T : £, X co X ---xcog — R, € <22 p) :

Observe que a desigualdade do tipo Hardy—Littlewood acima é valida para p > 2
(veja Teorema 1.1.3). Quando p = 2, é simples provar que as constantes 6timas sao

Cim)p = 1. Como consequéncia dos argumentos da prova do Teorema 1.2.1 observamos

)

que para 2 < p < pfﬂl a constante 6tima ainda tem crescimento exponencial; entao,
uma eventual diminuicao da ordem do crescimento quando p — 2 nao acontece. Além
disso, para 2 < p < 1% ~ 2.18006, a diferenca entre as bases nas estimativas expo-
nenciais superior e inferior de C,), nao ¢ maior que 4 - 107* (veja as Figuras 1.1 e

1.2).
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Figura 1.1: Gréficos das fungoes A~} e 227+, para x € [2, 2]

-1 ? po—1

0.0005 T

0.0004

0.0003

0.0002
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0.0000

x—1

> po—1

Figura 1.2: Grafico da funcao (A_zl — 2%*%), para x € [2, -]

Na secao final, também fornecemos estimativas otimas, superiores e inferiores,

para as constantes C, », do caso real de (1.8), mostrando que

_1
2p

N

2

B =

1
227 < ()

IN

para todo p > z% ~ 2.18006. Este resultado recupera, em particular, a otimalidade

da constante v/2 do caso real da desigualdade 4/3 de Littlewood obtida em [45].

1.2.1 Demonstracao do Teorema 1.2.1

A desigualdade de Khinchine (veja [42]) afirma que, para qualquer 0 < g < oo,

existem constantes positivas A,, B, tais que, independentemente da sequéncia escalar
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(a;)j=,, tem-se

n % 1 q % n %
Aq (Z |aj|2> < </0 dt) < B, <Z ’aj|2> 7
j=1 j=1

onde r;,j =1,...,n, sao as funcoes de Rademacher:

n

> agr(t)

j=1

r; 1 [0,1] =R, j €N, r;(t):=sgn(sen2/nt).

Para escalares reais, U. Haagerup [48] provou que se py é o ntumero definido em (1.7)

entao
NCOAY
A, =2 T; ., para 1.84742 ~ py < ¢ < 2
€

A, = 2%7%, para 1 < g < py~ 1.84742.

Usaremos este tultimo valor para estimar a nossa constante.
Seja T : €, X ¢y X -+- X cg — R uma forma m-linear continua. Pela desigualdade
de Khinchine para multiplas somas (veja [72] ou apéndice B.1) temos

p—1
P

Z( S |T<ei1,...,ez-m>|2> .

i1=1 \dz,...,im=1

» p=1
%) o0 =1 P
S (Ai)mil Z / Z Tig (tg) T (tm)T(eil, Ce ,eim) dtz s dtm
p—1 m—1
=17 [0.1] i2,ersim
— (A
p—1
) ) [eS) ;;?%1 %
X Z T <6i1, Tiy (t2)€i2, RN Z i (tm)eim dtg s dtm
(O in=1 im=1
. - 2 o
S (Ai)mil / T <', Z Tigy (tg)eiw ceey Z T (tm)eim dtg e dtm
p—1 [071]777,71 a1 P
< Aiz} )m ! sup T ('7 Zriz (t2)€127 ) Z Tlm(tm)elm

1 ovme 11,
< (A )TN = 22T,

sempre que p > % ~ 2.18006.
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Agora vamos mostrar que (2%7%)’”‘1 ¢ a melhor constante possivel. Sejam as

formas
T Kp X cog — R
e
T2 0, — R
definidas, para z; = (z},2%,...), i = 1,2, por
Ty (w1, 22) = (x5 + 23) a1 + (25 — 23) 27, (1.9)

e

15° (21) = Ty (w1, 29)
para cada x4 € cy. Observe que
I3l = sup {[| 737 = llzall,, = 1} (1.10)
Vamos estimar (1.10). Como (£,)" = {_»_, segue que

|17l = sup {[|73>] = l|z2ll,, = 1} (1.11)

= sup{ sup |13 (21)] - [|zall,, = 1}

I1€Bep

:mm{sm>u@+xaﬂ+«@—u@xﬂwuﬂm=l}

CUlGng
—sup {|(ah 4 bk = 30,0, )]y, sl =1
v 2\ B
= SUP{(H + 2|71+ |1 — x|P—1> T e [—1, 1]} =2.
Para verificar a ultima igualdade, observe primeiro que
sup {(!1 +a| |1 - :1:\1)1 rxe [—1, 1]} =2,

e pela inclusdo ¢; C { e, para p € [2,00), temos || » < [[-[|;. Portanto, para
p— p—1

p € [2,00), temos

p=1
sup{<|1+a:|l71 + 1 —$|Pj> "ize [—1,1]}
< sup{(]1+x]1+ 11 —x\l)l X € [—1,1]}

=2
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Por outro lado, é 6bvio que

p—1

p—1

_p_ _p_ p _p_ _p_ D
sup{<11+xyp—1+y1—x1p—1) :xe[—1,1]}2<|1+1\p—1+\1—1yp—1) _ 9.

=

m—1
Para mostrar que (2 75) ¢ a melhor constante possivel satisfazendo (1.8),

considere
S, =0,
Sp(z1) = (af,23,...)
e

S() I Ch—

SO(x2) = (mgaxga"')>

as aplicagoes shift & esquerda (e por Sy e Sf denote Spo0---0S), e Syo---0Sy compostas r
vezes, respectivamente). Seja Ts : £, X ¢g — R como em (1.9) e defina T3 : £, X ¢y X ¢y —

R por
Ts(z1, 2o, 13) = (23 + 23) [(23 + 23) 21 + (2 — 23) 27|
+ (xé - x%) [(x% + x%) T3 + (acg - x%) xﬂ

= (23 + 23) Ta(z1, x2) + (25 — 23) Ty (S2(21), S5 (22))
Ty: 0, X coxcyxcog— R por
Ty(x1, x2, w3, 24) = (2 + x7) Ts(21, 22, 23) + (2 — 23) T3 (S5 (21), Sy (w2), S (3)) -

Indutivamente, para todo m > 3, o operador m-linear T, : £, X ¢y X --- X ¢g — R &

definido por

Ty, ..o ) :(a:,ln + :zrzn)Tm_l(:El, ey 1)
+ (2h — 22 Te1 (S2 (1), 83" (22), SE™ (23), - ., S3(Tm—1))-

Por indugao em m > 2 devemos mostrar que

Tl = 277
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O caso m = 2 ja estd feito em (1.11). Suponhamos que ||T}, | = 2™ D=1 Assim
sendo,
Tn(@s, -y @) < g + 2l Tne1 (21, - Tt | + [, — 27
X |Tm—1(5§m72(ﬂ71)a S2" 7 (22), S5 (w3)ees S3 (X))
< 2" lag, +apllllle, - Nomille + l2m — 2]
1Sy @)l 1587 @) o155 (@3 leo - - - 155 (@m—1) o)
< 2" oy, + anl + |2, — 2 llllzlle, - lwmotlle
= 2" aulle, - lomrlly max{lz,, |27, ]}
< 2" Hlle, - llzmlleo-

Temos assim ||T},|| < 2™~!. Agora considere a,, = €; + e, e note que
|75 || > sup {\Tm (1, Tm1,am)| : 1 € By,, 2 € Bey, ..., Typ1 € BCO}
= 2|| Tl = 277

e, portanto, ||T;,|| = 2™ 1.

Como

e
2p—1 p
(S0 (S o) ) o
= (2% 7 ,
Tl (")

concluimos a prova.

1.3 Estimativas para C)

O mesmo argumento usado na prova do Teorema 1.2.1 mostra que para 2 < p <

pfﬂl ~ 2.18006 as constantes 6timas também tém crescimento exponencial. Curiosa-

mente, para p = 2 a situacao é bem diferente e as constantes 6timas sao iguais a 1.
De fato, note que a segunda parte da prova (a prova de otimizacao) é valida para todo

m—1
p > 2. Além disso, a primeira parte da prova nos da a estimativa C,) , < (A_pl ) .
p—1

Temos assim, para 2 < p < % ~ 2.18006, a seguinte desigualdade
1-p, m—1
) r <—2P*1> v
1_1\m-1 1 2p—2
22 ) <(C m < I I
( P — ( )7}7 — \/§ \/7_T
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Para p > 2, sabemos que

> (Z IT(%ek)IA) < V2|7 (1.12)

j=1 \k=1

com \ = 1%’ para toda forma bilinear continua 7" : ¢, x ¢ — R (veja, por exemplo,
[4, Theorem 1.2 e Remark 5.1]). Ao interpolar (1.12) e o resultado do Teorema 1.2.1
para m = 2, no sentido de [4], ou usando a desigualdade de Holder para somas mistas

P 2 2.18006,

(veja [22] ou Segao 2.2) obtemos, para p > -

3p—2

& 4 1/2 _ 1/2
<Z|T<ej,ek>r£’12) < (vV2Ir)) " (2% i) T =28 ).

J,.k=1

Usando a abordagem da se¢ao anterior, obtemos a seguinte estimativa inferior

3p—2

2 _4p '
Z |T2(€j»6k)|3p72 3p—2
c Jk=1 B 4 1p B 2%_;
pE= || 2

e assim

Quando p = oo recuperamos a estimativa 6tima da famosa desigualdade 4/3 de Little-

wood que pode ser encontrado em [45].

Observagao 1.3.1 Recentemente, D. Niunez-Alarcon e D. Serrano (veja [67]) provaram

1 m—1
que a constante dtima Cpyp = (2%_5> também € valida para p > 2.
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Capitulo 2

Expoentes vs constantes em

desigualdades tipo Hardy-Littlewood

Para um inteiro m > 2;n € N e p = (p1,...,pm) € [1,400]™, o seguinte
problema tem sido investigado desde os anos 30:
Quais os melhores expoentes s, S1,...,Sy, para 0s quais existem constantes Cgfp,

CcK (dtimas) que satisfazem as sequintes desigualdades

S1yeeeySmsP
n 1
(Z FACI >€i)\s> < ColT] (2.1)
=1

ou

ou

n

> ...(Z|T<ez-1,'..7eim>|5m> < LTl 23)

i1=1 im=1

para toda forma m-linear continua T : X,, x ---x X, — K e todo inteiro positivo n?

Lembre que X, = ¢, para 1 <p < 00, e Xo = ¢p.

Ja sabemos, diante do que foi apresentado no capitulo anterior, que as escolhas

de ‘%‘ = p% 4+t pi influenciam diretamente nos valores dos expoentes s, s1, ..., Sm,
m

que por sua vez, influenciam nas escolhas das constantes que compoem as desigual-

dades (2.1), (2.2) e (2.3). Uma vez apresentados os melhores expoentes s, s1,. .., S,



¢é 6bvio que perturbé-los, no sentido de considerar expoentes menores ou maiores, cri-
arda uma dependéncia em n. Neste capitulo, para algumas desigualdades classicas, nao
sO exibiremos tal dependéncia, como, em alguns casos, comprovaremos ser a melhor

possivel. Parte dos nossos principais resultados foram publicados em [65].

2.1 Expoentes 6timos para desigualdades tipo Hardy-
Littlewood

A seguir apresentaremos as respostas até aqui obtidas para a pergunta acima.
Como vimos no capitulo anterior, alguns desses resultados foram generalizados anos

depois de suas publicagoes.

e Para desigualdades como em (2.1), temos:

Teorema 2.1.1 (Aron e Globevnik ([15], 1989)) Para cada forma m-linear con-
tinua T : co X -+ X cg = K,

Z T(es,...,e)| < ||T (2.4)

Teorema 2.1.2 (Zalduendo ([81], 1993)) Seja ’%’ < 1. Para cada forma m-linear
continua T : X, x ---x X, — K, seque que

o0 N s
(Z T (e, .. ,em“‘p‘) < |l (2.5)
i=1

e Para desigualdades como em (2.2), temos os seguintes resultados:

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Bohnenblust—Hille (|28], 1931)) FEuziste uma
constante (dtima,) C’,HfL,OO > 1 tal que, para cada forma m-linear continua T : co X - -+ X

Co — K,
m—+1

[ee] 2m
2m_
( > ITles .. ,eim)|m+1> < G 1T (2.6)

yeensdm=1

€ otimo.

Além disso, o expoente
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Teorema 2.1.4 (Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira [49, 74] (1934 e 1981))

Seja

i < % FEziste uma constante (6tima) Cffl’p > 1 tal que, para cada forma m-linear
continua T : X, x ---x X,  — K,

_o| Ll
m—+1 2|p|

o0 2m 2m
12 L
( Z |T(6’617 ] einL) o 2| p|) S CE?E,P ||T|| N (27)

i15eim=1

2m

Além disso, o expoente > otimo.

m+1—2

1
P
Teorema 2.1.5 (Hardy-Littlewood/Dimant-Sevilla-Peris [49, 43](1934/2013))
Seja % <

% < 1. Euiste uma constante (6tima) Dy, | > 1 tal que

o0 L\
( > \T(em--->€im)!1_"”> < Dy olITI, (2.8)

i1 eeyim=1

3

para toda forma m-linear continua T : X, x --- x X, — K. Além disso, o expoente
1\ !

(1 —|—= ) € otimo.
p

e Podemos ainda considerar os casos de multiplos expoentes como nas somas em

(2.3). As proximas desigualdades sao extensoes dos resultados vistos até aqui.

A desigualdade de Hardy-Littlewood para formas m-lineares em espagos ¢, com

1 1
expoentes mistos e satisfazendo —‘ < 7 foi provada em [4, Theorem 1.2| (veja também
p

[4, p. 3729| para mais detalhes) e pode ser apresentada da seguinte forma:

Teorema 2.1.6 (Desigualdade de Hardy—Littlewood generalizada [4]) Sejam

m > 2 um inteiro positivo, p = (p1,...,Pm) € [1,+00]™ tais que )i’ < fes:=

-1
(S1,.+.,8m) € {(1 — ‘%D ,2] . As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Existe DX _ > 1 satisfazendo

m7s7p

Sm—1

> ...(Z]A(eil,...,eim)ls’") < Df ollAllL (2.9)

i1=1 im=1

para toda aplicagao m-linear A : (3 X --- x L3 — K e todo inteiro positivo n.
1 1 m+1 1
b)) —+-- -+ — < —
(b) 51 Sm 2 ‘ ‘

=~k
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Em [2], esses resultados citados acima foram unificados com sucesso por apenas
um resultado, como veremos a seguir.

Sejam nq,...,n, inteiros positivos tais que n; + --- + ny = m. Denote por
(e"l . e"’“) a m-upla (e;,, "% e, .., €4, TS e ).

i1 ? Vg

Teorema 2.1.7 (Albuquerque, Aratajo, Nunez-Alarcon, Pellegrino, Rueda [2])

Sejamm >k >1 enq,...,n, > 1 tais que ny + - - - + np = m. Assuma que
1 k m
pP:= <p§ ), n vezes ,pﬁlll), - ,pg ),"k.”fe.zes,p;?> S [1, oo]

1
P

< 1. Sejar; dadopor%i:pgl,->+~--+ @,izl,...,k.

€ tal que 0 <

Pn,;
-1 k

(a) Se 0 < % < % eq:=(q1,...,q) € [(1 — Il) ) ,2] entao, para cada forma

m-linear continua T : (Xlgiganpgl)> X - X (Xlgignkngk)> — K, existe uma

constante C’,]f(m ) tal que

1
9k—1 -\ 4

00 . m 92
> ...<Z|T(e;§1,...,egf)|qk> < Cfmma 1T (2.10)

i1=1 in=1

se, e somente se,

1) « k1
q| — 2

é‘ . Além disso, os expoentes acima sao 0timos.

(b) Se 5 <

i < 1 entao, para cada forma m-linear continua T : <X1§i§n1ngl)) X

NS (Xlgignkngk)> — K, existe uma constante DE(T 0 tal que

1yeeesT

00 1 1-| 4]
( 3 \T(eﬁ%---;e?:)ll'“) < D T (2.11)
i1

K3 ,...,ikzl

Além disso, o expoente € dtimo.

Os resultados que virao a seguir neste capitulo evidenciam o recente protagonismo
do teorema acima na teoria de operadores multiplo somantes. Além disso, no Capitulo
3, ele reaparece como ferramenta primordial quando respondemos, de forma definitiva,

a um problema considerado por Carando, Defant e Sevilla-Peris em [37].

Considerando k = m e p; = -+ = p,, = 400 acima recuperamos a desigualdade
de Bohnenblust—Hille generalizada, Teorema 1.1.4 (veja [4]), que foi estendida quando

em [77] foram tomados ¢, ..., ¢, € (0,400). Foi provado o seguinte:
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Teorema 2.1.8 (Santos, Velanga [77]) Sejam 1 < k < m,(q1,...,q) € (0,+00)*
eny,...,ng > 1 inteiros positivos tais que ny + - - - +nx = m. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(a) Existe uma constante Cf, > 1 tal que
. . ey m\ "
|- (Z T (e, .,e;jf)ﬁk) < Df, . ITl, (2.12)
i1=1 im=1

para toda forma m-linear continua T : ¢y X + -+ X ¢g — K.

g 1 d(A)+1
E — < M, para todo A C {1,...,k}.
A q; 2
J€
Os Teoremas 2.1.1 a 2.1.8 compoem o que chamamos nesse texto de desigualdades

classicas.

Como ja foi observado, a otimalidade dos expoentes nessas desigualdades sig-
nifica que nenhuma constante independente de n pode ser encontrada, para toda forma
m-linear continua, quando algum expoente menor do que o indicado é considerado.
Nosso objetivo é mostrar que, para certos expoentes menores que os 6timos, o valor
da constante que aparece a direita nas desigualdades supracitadas apresentam uma
dependéncia explicita de poténcias de n. A seguir, nao s6 exibiremos tal dependéncia
como mostraremos ser a melhor possivel, isto é, encontraremos os expoentes 6timos
das poténcias de n.

Uma investigacao prévia dessa nova abordagem foi feita em [34, Corollary 5.20].
Contudo, foi em [9] que este assunto foi pela primeira vez fortemente explorado; nele,
desigualdades do tipo Hardy-Littlewood foram consideradas e foi este artigo que desen-

cadeou o nosso estudo. O principal resultado de [9] ¢ o seguinte:

Teorema 2.1.9 (Araijo, Pellegrino [9]) Seja m > 2 um inteiro positivo.
(a) Se (r,p) € ([1,2] x [2,2m)) U ([1,4+00) X [2m, +0]), entao existe uma cons-
tante DX >1 tal que

m,r,p —

n r
2mr+2mp—mpr—
( Z ’T<€i1> . eim)‘r> < Di(é’r,pnmax{ mr mz;z;wmp’r T 0} HT”a

i1seim=1

para toda forma m-linear continua T : £y x --- x {7 — K e todo inteiro positivo n.

Além disso, o expoente max{(2mr + 2mp — mpr — pr) /2pr,0} € détimo.
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(b) Se (r,p) € [2,+00) x (m,2m], entio existe uma constante DX~ >1 tal que

m,r\p —

1
n 7
+ —
( >, |T(6il7-..,eim)\r> < Dy, O
1

yeetm =1

para toda forma m-linear continua T : £ x --- x {7 — K e todo inteiro positivo n.

Além disso, o expoente max{(p + mr — rp) /pr,0} € dtimo.

Note que esse teorema recupera a famosa desigualdade de Bohnenblust—Hille

2mp
mp+p—2m

desigualdade de Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira ([49, 74]). Para r = ~£— e m <

([28]) quando r = 772l_m e p = +o0o. Quando r = e p > 2m, é recuperada a

+1

p < 2m temos a desigualdade de Hardy-Littlewood/Dimant—Sevilla-Peris (|49, 43]).
O Teorema 2.1.9 também fundamentou a definicio de Indice de somabilidade
introduzido por Maia, Pellegrino e Santos em [56]: 0 m—indice multilinear de (p, q)—so-

mabilidade do par de espagos de Banach (Ey X --- X E,,, F') € definido como

nm*m“lt(El, ooy By F) =1inf 5,054

(p,q)

tal que, para todo T € L(E\, ..., Ey; F), existe uma constante C > 0 (nao dependendo

de n) satisfazendo

1
1 m ! Sm - H\"

( > ||T<x,£3,...,xém>>up> < werra [T (el2),, oo
i=1 "

k:l,...,k}m:1

para todo inteiro positivo n e todo :1:,(;) ceFE,coml<k<nel<i<m.

Como se pode constatar em [56], esse indice esta bem definido, ou seja, sempre
existe um valor de s,,,,, finito, para o qual a desigualdade ¢é satisfeita. Além disso,
encontraram-se valores “6timos” de s,,,, para certos pares de espacos. Veja que o
nimero S, ,, funciona como um tipo de medida de nao somabilidade (veja o apéndice
B.1): quando s,,,, = 0 o operador é multiplo (p,q) -somante e quando S,,,, nao
pode ser escolhido como sendo zero, o operador nao é miltiplo (p,g)-somante e os
valores “Otimos” de $,,,, podem ser naturalmente identificados como um indice de
(ndo) somabilidade. Assim, uma vez definido o indice para pares de espagos, vemos
que em certo sentido ele mede quao distantes estao os espagos [T (Ey, ... E,; F) e

(,9)

L(Ey,...,Ey; F) . Quando esses espagos coincidem temos

Mg (B, B F) = 0,
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Nessa mesma linha de investigagao destacamos também os resultados de Galicer,
Mansilla e Muro (veja [46]).

Na préxima secao relembramos um resultado folclérico em Analise Funcional, a
desigualdade de Holder. Como veremos mais adiante, ela sera responsavel por apre-

sentar a maioria dos candidatos a expoentes 6timos das poténcias de n.

2.2 A desigualdade de Holder para somas mistas

Varias extensoes e generalizacoes dessa famosa desigualdade surgiram ao longo
do tempo. Uma dessas extensoes ¢ a desigualdade de Holder para espagos L, mistos.
Esta desigualdade parece ter sido provada pela primeira vez em 1961, por A. Benedek e
R. Panzone [|22], embora suas raizes paregam voltar ao trabalho de W.A.J. Luxemburg
[54]. Mais recentemente, essa desigualdade foi redescoberta pela Analise Funcional de
maneira mais simplificada através de um resultado interpolativo (veja [4, 5]).

De agora em diante, i = (iy,...,4,) € N™ é um indice maltiplo (multi-indice).
Para matrizes escalares a*) = (a(k))n , k=1,..., N, consideramos o produto

i . .
115yt =1

coordenado
a® . aW) = (ai(l) o ai(N)>

i1 yeeeytm=1
A desigualdade de Holder para somas mistas é dada da seguinte forma (veja

também |1, Theorem 2.49]):

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Holder para espagos ¢, mistos, [54, 22]) Se-
jam rj, q;(k) € (0,+00], para j=1,...,m, k=1,..., N, tais que

1 1
— = +- 4 ., J€{1,2,...,m}
rj (1) q;(N)
e seja aF) = (agk)) uma matriz escalar, para todo k =1,...,N. Entao
115eeestm=1

"m—1 T 1

(Z |a§1) -...-agN)|”“>

im=1

3

m —1(k) q2 (k)
qgm (k)

IA
—1=

> (Z \a§’“>rqm<k>)

i1=1 im=1

i
I
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Diante dessa generalizagdo, podemos ressaltar que o item (a) do Teorema 2.1.9 é
valido para uma situagao mais geral: uma vez que a desigualdade de Holder ainda é
valida para expoentes entre 0 e 1, podemos ter r € (0,1). Também, seguindo as linhas
de [9], podemos considerar uma versao com diferentes valores de p. Mais precisamente,
o item (a) pode ser lido da seguinte maneira: seja m > 2 um inteiro positivo e p =
(p1y .-y Pm). Se (r,p) € (0,2] x [2,2m)™ U (0, +00) X [2m, +00]™, entdo existe uma

constante D . > 1 (ndo dependendo de n) tal que

1
n s
Te,.....e; )| <DE . pme{F-m2+5 0k iy
J1 Jm m,r,p

1eemrgm=1
para toda forma m-linear T : £ x --- x {7 ~— K e todo inteiro positivo n. Além

1

disso, o expoente max q @ — mtL
7 r p

2

,O} é 6timo. Nessa situacgao, como esperado, o

expoente vai para +oo quando r — 0.

2.3 A dependéncia em n: primeiros resultados

Nossa primeira abordagem nessa linha de estudo foi manipular o expoente na
desigualdade de Zalduendo (Teorema 2.1.2). Nesta parte faremos uso da desigualdade
de Holder em uma forma mais simples do que a apresentada acima.

Considerando o caso em que p; = --- = p,, = p temos (|81, Corollary 1]) que, se

m > 2 é um inteiro positivo e p > m, entao

p—m

n P
_pP
(Z !T(ejw-aej)lp‘m) < [T, (2.13)
j=1
para toda forma m-linear T : £} x --- X £} — K e todo inteiro positivo n, e, além

disso, o expoente zﬁ ¢ 6timo. Veremos agora o que acontece com o lado direito da

desigualdade acima nos casos em que 1 < p < m e p > m mas com expoentes s # —£—.

p—m

A seguir apresentamos nosso primeiro resultado que, exceto no caso 1 < p < 2, é
otimo.

Teorema 2.3.1 Seja m > 2 um inteiro positivo.
(a) Se s > 1 ep>m, entao

1
<Z|T<ej,...,ej>|5) < ||| 5 Fsmro) (2.14)
j=1
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para toda forma m-linear T : £ x --- x {7 — K e todo inteiro positivo n. Além disso,
0 expoente max {% + % -1, O} € otimo.
(b) Se s >1 e2<p<m, entio

(ZIT(%---,%)IS> <71,
j=1

para toda forma m-linear T : £ x --- x {7 — K e todo inteiro positivo n. Além disso,
o resultado € dtimo.
(c) Ses>2 el <p<2, entio

1
& s
(Z'T%---,e»f) < |17 n 2t
j=1

para toda forma m-linear T': £ X -+ x {7 — K e todo inteiro positivo n.

Demonstragao. (a) Inicialmente, suponha que s < #. Seja x tal que

L1
s p/lp—m)
Usando a desigualdade de Holder temos
n H n B n :
<Z|T(ej,...,ej)|5) < (Z|T(ej,...,ej)|pm) : (me)
j=1 j=1 j=1
n . P .
- (Z\T(ej,..-,e»w) -t
j=1

< |7 n-"

_ ||T|| . nmax{%ﬁ-%—l,ﬂ}‘

Agora suponha que s > —£-. Da inclusao canénica para espacos ¢, e invocando
p—m

a estimativa de Zalduendo (2.13), temos

p—m

<Z|T(€ja---a€j)|s>s < < > |T(€j7---’€j)\”‘pm> p

i1sesim=1

< |7l

_ HTH . nmax{%+§fl,0}.

Agora provaremos a otimalidade. A otimalidade do caso s > zﬁ é 6bvia. Pre-

cisamos considerar o caso s < #. Tome A : £3 x -+ x £y — K (tomamos a ideia a
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seguir emprestado de [43|) dada por

Da desigualdade de Hélder obtemos
1Al <n'™v

e entao, se a desigualdade (2.14) fosse valida com n', terfamos

1
s

1-2 ¢
ns <Cn " »?n

e, portanto,

m 1
t>—+4+-—1.
P s

(b) Para p > 2, como ¢, tem cotipo p com constante de cotipo igual a 1 (o fato de a
constante do cotipo ser 1 pode ser encontrado em [80, Lemma 2.3] ou |71, pag. 29|),
sabemos de [30] que toda forma m-linear continua T" : ¢, x - - - x £, = K & absolutamente
(Z;1,...,1)-somante e a norma somante de T coincide com ||T||. Do Teorema de
inclus@o para operadores multilineares absolutamente somantes (veja [58, Proposition
3.5] ou |71, Proposicion 3.3|) essas formas também sao absolutamente (1;p*, ..., p*)-
somantes e, a fortiori, absolutamente (s;p*,...,p*)-somantes independentemente do

s > 1. Entao, concluimos que
1
(Z |T(€j,-~,€j)|s>
j=1
<imt (o Sleer)
PEB(ep) j=1

()"

m
p*

=17

A otimalidade é imediata, pois nao podemos ter nada melhor do que n°.

(c) Paral < p < 2, como £, tem cotipo 2 com constante do cotipo igual a 1 (novamente,
a informacao de que a constante do cotipo é 1 pode ser visto em [80, Lemma, 2.3| ou 71,
pag. 29|), concluimos de [30] que toda forma m-linear continua 7": £, x --- x £, - K ¢

absolutamente (%, 1,..., 1)—somante e, além disso, a respectiva norma absolutamente
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somante coincide com a norma do supremo. Do Teorema de inclusao (veja [58, Propo-

sition 3.5] ou |71, Proposiciéon 3.3]) para operadores multilineares absolutamente so-

mantes, essas formas também sao absolutamente (3' 2sm 2sm )—somantes. Como

T sm427" " sm4-2

p < 2, é facil verificar que

2sm
<, 2.15
sm+ 2 p ( )
e usando (2.15) concluimos que
n 1 B s;n+2 m
s n 2sm sm
I (ej, )l < |7l sup > [ (e5) |
j=1 QOGB([n)* =1
~imi (3 (n;)sm“)
j=1
1 2sm_ Wzljz
— e (n () )
sm+2

= ||| a5

spm+2p+2ms—2spm

A P

2ms+2p—spm

— ||| 0"

Com isso completamos a prova do resultado. m

Com uma técnica completamente diferente, baseada no trabalho de A. A. Arias

e J. D. Farmer (veja [13]), apresentamos a seguinte generaliza¢ao do resultado acima.

Teorema 2.3.2 Sejam m,n inteiros positivos, pi,...,pm > 1 € s > 0. Seja C' =

C(m,n,p1,...,Pm,s) a melhor constante que satisfaz

n 1/s
(Z T(ejs - .,ej)|5> <],
j=1

para toda forma m-linear T : £ x --- x5 — K. O valor de C' € exatamente

(a) n'/s se - 4 -

_l’_
e e A

v

1
m 21
1 <1
o )
A técnica mencionada acima é a mesma usada na prova do resultado da proxima

secao. Por isso, omitiremos, por enquanto, a demonstracao do Teorema 2.3.2, mas a

retomaremos ao final da proxima segao.
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2.4 Para desigualdades com repeticoes nos indices da

somnma

Ja citado acima, o Teorema 2.1.7 (veja [2]) insere uma abordagem inovadora
na teoria de operadores multiplo somantes ao apresentar uma versao unificada das
desigualdades de Bohnenblust—Hille e Hardy—Littlewood, por considerar repeticoes nos
indices da soma. Mais precisamente, os indices repetidos foram agrupados e o nimero
de grupos (blocos) determinou, por meio de uma ferramenta tensorial, um novo “grau”
de linearidade das aplicagoes. Esse novo resultado também engloba as desigualdades
de Aron—Globevnik e Zalduendo que apresentamos anteriormente.

Fazendo p; = --- = p,, = p, o Teorema 2.1.7 afirma que existe uma constante

M(k,m,p,K) > 1 tal que, para toda forma m-linear continua 7": X, x - -- x X, = K,

1
( S iT(egl,...,e;;k)r’) < M(k,m, p,K) |7, (2.16)

i1, ip=1

_ _p — _ 2kp
onde p = oo baram < p < 2m, e p = Foip_am barap > 2m. Em ambos os casos, o
expoente p é 6timo.
Nessa se¢ao investigaremos o que acontece com a constante quando consideramos
expoentes menores do que os 6timos na desigualdade (2.16).

O resultado principal desta se¢ao é o seguinte:

Teorema 2.4.1 Sejam m, k inteiros positivos, m > k, e sejam nq,...,ng inteiros po-

sttivos tais que nq + -+ - +ng = m.

(a) Se (r,p) € (0,00) x [2m, 00|, entdo existe uma constante DY, . > 1 (ndo
dependendo de n) tal que
1
" r " < 2kp—kpr—pr+2rm 0}
ST ()] < DE, T )
i1ymyip=1
para toda forma m-linear continua T : X, x --- x X, — K e todo inteiro positivo n.

Além disso, o expoente

{Qk'p—kpr—pr—l—Zrm }
max ,0
2pr

é otimo.
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(b) Se (r,p) € [2,00) x (m,2m], entdo existe uma constante Dy, . > 1 (nio

dependendo de n) tal que

1
n r
( > \T(ﬁ,...,#)\’") < DE om0k

01 yeeeyip=1
para toda forma m-linear continua T : X, x --- x X, = K e todo inteiro positivo n.
Além disso, o expoente
{ p—rp+rm }
max{ — ., 0
pr

€ otimo.
A seguir, apresentamos a ferramenta tensorial que tomamos emprestado de [2].

2.4.1 Uma ferramenta tensorial

Antes de apresentar a demonstragao do principal resultado deste capitulo, pre-
cisamos fixar algumas notagoes.
O produto ®;Xp = Xp®7r e ®7TXP denota o produto tensorial de X, com a

norma projetiva?. O tensor z ® - - - ® z serd denotado por ®,,z.

Lembremos que para £ < m, os inteiros positivos nq,...,n; sao tais que n; +
---+mn, = m. Sendo assim, para cada j = 1,...,k, definimos r; tal que
1_n
)
i D
e note que
1
— <1,
rj
se p>m.

Seja D, C ®ZjXp o espago vetorial gerado pelos tensores ®,,.¢;, e; € X, e D_rj 0

seu fecho. Considere os seguintes isomorfismos isométricos (veja [13] e |2, Lemma 2.1])

uj : Xy, = Dy,

definidos por
o (See) S e
i=1 i=1

para todo j =1,... k.

2Veja a secdo de notacdo e terminologia
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Para qualquer forma m-linear continua 7" : X, x --- x X,, = K, considere suas

k-linearizagoes T': &7 X, x --- x @7 X, isto ¢, T' ¢ a tnica forma k-linear tal que

f(x}@---@a:l Lt ®ak

n nk):T(azi,... Tk ...,x’f,...,xkk),

2]
para todos 2 € X, 1 <j <ny, 1 <i <k (veja [2, Proposition 2.3]), e seja
S: Xy x--x X, =K

definida por
S(wr, .. wi) = T(uy(wy),. .., up(wy)).

Entao, diante do que foi apresentado, temos

( Z |T(6?11,...,€;:€)|T>T = ( Z ‘T\(Ul(eh)a"'auk(eik)) T>T
(2.17)

U150tk =1 0150tk =1
1
n s
= ( Z |S(€i1,...,6ik)|r) .
i1y =1
Além disso, seguindo as linhas da demonstra¢ao do principal resultado de [2] temos

IS < |7, e por [2, Proposition 2.3], ||S]| < ||IT||-

2.4.2 Demonstracgao do Teorema 2.4.1

2kp
’ kp+p—2m
Usando a desigualdade de Holder e o Teorema 2.1.7 (ou (2.16)) temos

1

Demonstracao de (a). Primeiro, suponhamos que (r,p) € (O } X [2m, o0].

i1yeenyin=1
kptp—2m 2kp—rkp—rp+2mr
n 2k n 2kpr
e\ | Fpp ’ _ 2kpr P
< T (e’.” e-k) kptp—2m . |1|ZFp=rkp—rpTzmr
- 21 ? Y g
i1, yip=1 i1, i =1
kp+p—2m
n 2kp
—2kp__ ko 2kp=rkp—rp+2mr
= T (em eﬂk) kp+p—2m . (n ) Spr
iv o G
i1yeeyip=1

< Mk, m,p,K) [T - () ™55
2kp—rkp—rp+2mr

= M(k,m,p, K)||T|| -n— 2

2kp
kp+p—2m?

Por outro lado, se (r,p) € [ oo] X [2m, 0o], pela inclusdo canoénica entre

espagos de sequéncias, temos
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kp+p—2m

n 2%p 2kp
ni ni Nk kp+p—2m
g ‘T(eil,...,lk 117"'7€ik)|
L= 1

i1t =1

< M(k,m,p,K)||T|

p—rp+2mr

max 2kp—rk
= M(k,m,p, K)||T| - pm{ 5= 0}

2kp—rkp—rp+2mr O

e, como esperado, neste caso o expoente max{ 5
pr

} é O6timo.

Resta provar a otimalidade do expoente no caso (r,p) € (0, T +pf 2mi| X [2m, 00] .
Podemos utilizar a técnica usada na demonstragao do principal resultado de [2], que
neste texto conhecemos como Teorema 2.1.7.

Suponha que A > 0 é o menor expoente satisfazendo

1
( > |T(egl,...,eg§)|r> < D¥ oM7) (2.18)
1

..... i=1

para toda forma m-linear continua 7' : X, x --- x X, — K. Vamos mostrar que
A= max{w O}. Seja A : X,, x --- x X,, — K uma forma k-linear
continua. Para cada i = 1,...,k sabemos que D,, é completo em ®7TmXp, e considere

a projegdo canénica d,, : ®, X, — D,, (para detalhes veja [13]). Definindo a forma

m-linear Ty : X, X --- x X, = K por

TA(:Bgl),... . :vgk),... 2

’ nl’ » Ly
= A(u;llOdm(xgl)®---®x1(111)),...,u;€10d (z (k)® ®x£s€))>7

temos

Talel,....ei%) = A(uody, (®n,€i,), . u' 0 dp (Dn,eq,))
= A(U;ll(®n1€i1), ceey U (®nkezk)) (219>
= A(eil,...,eik).

Por (2.19) e (2.18) aplicada a T}, e usando que ||T4|| < ||A||, obtemos

1
n r
( > \A(em.weik)IT) < Dy i Al
1

Como A é k-linear, e



da desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (para detalhes veja |4, Lemma 6.1] ou

apéndice B.2.2), existe uma constante Cj > 0 tal que

k kbl (11
nr < CkM,]Emh mkn’\n > Gt
Fazendo n — oo, temos
1 1 2k—kr—r
A>—+ =
T Tk 2r

m 2k —kr—r {2mr+2kp—k:pr—pr }
— 4+ —————— =max 00,
2pr

provando assim a otimalidade do expoente.

Demonstragao de (b). Como

1
( 3 \T(exa---,eakw) s( S |T<ejl,...,ejm>r) |

i1,eip=1 Jisenjm=1

Sl

por [9, Theorem 1.1(b)] (ou Teorema 2.1.9(b)) segue que

1
n T
( > ‘T(eﬁl,...,ea’“)‘j < DX, o U0 )

i1 yeenrip=1
Vamos provar a otimalidade do expoente. Se
mrep-r g

pr
a otimalidade do expoente max{(mr + p — pr)/pr,0} é imediata. Suponha que a

desigualdade acontega para certo expoente s > 0; entao

( Z T (e, ... ef*) |T> <Dy w7 (2.20)

i1y =1
Como no caso anterior, para cada forma k-linear continua A : X, x--- x X, — K,

com 7; = £ e para todo j = 1,..., k, existe uma forma m-linear continua
J
Tyh: Xpx---xX, =K

tal que
Ta(e,...;e*) = Alesy, ..., e;) (2.21)

i1 ) ) Vi
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e || Ta]] < ||AJl. Por (2.21) e (2.20) aplicada a T4, obtemos

(Z\mewﬁfwﬁmmmmwmmmww (2:22)

i1 ip=1

Defina a forma k-linear S : X, x --- x X,, — K por
1 k
S(zW, ... k) = ng ). x§ ),
j=1
e note que pela desigualdade de Holder temos
5] < i Grrr) — g
Portanto, conectando S a (2.22) conseguimos

rﬁgDK

1—m
s P
m7r7p7kn n

e concluimos, facilmente, que
p—rp+rm
pro

s >

A fim de estabelecer a notagao para a demonstragao do Teorema 2.3.2, conside-

remos 7 definido por

1 1 1 1 1
- =—+--+— s —+--+—x<1
r b1 Pm N Pm
e
1
r=1 se —+--+—2>1
P1 Pm

Assim como na se¢ao 2.4.1, consideremos D, C X, Q- ®7TXpm, 0 espago veto-
rial gerado pelos tensores ®,,e;, e D, o seu fecho. Considere o isomorfismo isométrico
(veja [13] e [2, Lemma 2.1])

U Xp = D,

definido por
Uy (Z aiei> = Zai R mCi -
i=1 i=1

O lema a seguir serd fundamental na demonstracao do Teorema 2.3.2.
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Lema 2.4.2 Seja A: l; x ---x{; — K a sequinte forma diagonal m-linear

Alxy, ... ) = Zajxgj) ),
j=1

Entao
ax; |a;| sei—l—---—i—ile,
41 < e (2.23)
max; |a;|n _(H+"’+P7m) se pil +- 4+ # < 1.
Além disso, quando pil 4+ 4 z% > 1 temos a igualdade.
~ 1 .
Demonstragao. Se — +---+ — < 1 entao
yai Pm
|A(z1, ... )| = Zajxgj) xW)
j=1
N ,
< (mjax|aj|) Z 29 gl

J=1

Hb%ier <max |aj|) ) n1—<é+.--+ﬁ) )
J

Por fim, se pil +-F Ii > 1, a igualdade segue observando que |aj,| = |A(ejq, .- ., €j,)|-

Dada a demonstragao do resultado acima, estamos prontos para provar o Teorema

2.3.2. Lembraremos aqui o seu enunciado: sejam m, n inteiros positivos, py,...,pm > 1

e s> 0. Seja C := C(m,n,p1,...,pm,s) a melhor constante que satisfaz

n 1/s
(Z |T(€j,-~a€j)|s) <c|T]
j=1

para toda forma m-linear T": £ X --- x {7 — K. O valor de C' ¢ exatamente

Vv

L

1/s 1
(@) n se -+t
+

ity o) <1

1
m
1 <
m

1
se p1+

Demonstragao do Teorema 2.3.2.

1 1 ~
(a) Suponha que — + .-+ — > 1, e portanto r = 1. Seja T" a linearizagao de T' e
M m

considere S : /1 — K dada por

S(x) =T (up(x)).
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Entao,

n 1/s no 1/s
<Z|T(ej,...,ej)|s> = <Z|T(ur(ej))|s)
" ]; 1/s

= (ZIS(%)!S>

< [ei|, usi

= sup (leo(ej)!5> El
veBm, \ o1

<n|8]

< 7).

Isso mostra que C' < ns.

Para provar a otimalidade, considere Ag : £ X --- X {7 — K dada por
Ag(zW, .. 2™ = Z arg-l) . xg.m). (2.24)
j=1

Note que, do Lema 2.4.2 temos ||Ap|| = 1. Mas,

n 1/s
nl/s: (Z|A0(€j,...,€j)|s> SCHA()H =(C-1.
j=1

b) Suponha { =L +... + L < 1. Seja Aa linearizacao de A e considere S : £, — K
r p1 Pm

dada por
S(x) = A(up(z)).

Entao,

n 1/s n 1/s
(Z Aley, ... ,ej)|s) =2 yﬁ(ur(ej))|s>
" J; 1/s

=2 !S(ej)P)

(€|, 151

(e], 1Al

IN




Note que

n JR—
|| =1
w,s
se
1
s>r* =
1 1
1 <p1 + + pm)
e
1 1 1
n oAl gl
H(ej)jle =nn e
w,S
se

1 1 1
el

Isso mostra que C' < 1 no primeiro caso e C' < nr1 no segundo caso.

1
1 1
o

). Seja Ag como em (2.24). Note que, como p%+' o ﬁ <1,

Agora provaremos a otimalidade. O caso s > ; ( ) ¢é 6bvio, entao consi-

1

L4 1

deremos s <
1- <H Pm

Lyl
do Lema 2.4.2 segue que ||Ao|| < n1_<1’1+ +Pm). Sendo assim,

n 1/s
n'* = (Z Aofejs . ,ej>|s) < CJlAg] < ¢t ot
j=1

o que implica que

1 1,1 A1 41
O > ittt pmax{ et i 10}

e isso completa a prova. m

2.5 Para desigualdades com maultiplos expoentes

Nessa segao, estamos interessados principalmente no que acontece com (2.9) (e

consequentemente com (2.6), (2.7) e (2.8)) quando

JR— ... _>—_
31+ +sm 2

1 1 m+1 ' 1 ‘
P

Do que afirma o Teorema 2.1.6 é 6bvio que as constantes envolvidas ganham dependén-
cia em n quando expoentes menores sao considerados, como ja constatamos nas segoes

anteriores. Considerar multiplos expoentes é um passo natural diante do que ja foi

apresentado. Por isso, mesmo que nao componham o corpo desta tese, apresentaremos
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a seguir alguns resultados que exibem a dependéncia exata de n quando esses novos
expoentes sao considerados. Como veremos, a otimalidade nao é obtida em todos os
casos, como aconteceu até aqui. Esses e outros resultados nesse contexto de miltiplos

expoentes podem ser encontrados em |[6].

Por questoes de clareza fixaremos as seguintes notacées: para p,r1,...,Tn, €
(0, +00), definimos M2 := {j € {1,...,m} : r; <p}, ML :={1,...,m}\ ML. Iremos

denotar por |[MZ| a cardinalidade M2. Um caso particular de p nos seré tutil:

MEL :: Mim/(m+1f2|§|).

Teorema 2.5.1 Sejam m > 2 um inteiro, p == (p1,...,Pm) € [2,+00]™, er =
(r1,...,mm) € (0,400)™. Eziste uma constante DY, = > 1 tal que para todo inteiro
positivon e para toda forma m-linear T : (7 x---x{; — K vale a sequinte desigualdade

r. L
AN

> ...(Z\T(eil,...,eim)rm) < DX T, (2.25)

11=1 im=1

"m—1

onde o expoente s é dado por:

(i)

1
+ —‘—§(|Mi\+1), se pE[2,2m]™.

Quando M2 ={1,...,m} o expoente s € dtimo.

(i)

1
P 1
s = E ———-|M5L|, se ‘—'Sé
jerLrj

Quando MEY = {1,...,m} ou MH: =0 o expoente s é dtimo.

Note que, quando p; = -+ = p,, = 2m em (i) e (ii), os conjuntos M7 = M2

coincidem e os dois expoentes s também.

Observamos no resultado anterior que, no caso % < 1 aotimalidade do expoente

2

s € obtida a partir de (2.25) nos casos extremos MP = {1,... . m} ou MI* = 0. O

proximo resultado mostra que é possivel obter a otimalidade nos casos intermediarios
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0<|M §L| < m para uma desigualdade similar. O preco que se paga a fim de obter a
otimalidade nos casos intermediarios é duplo. Primeiro, o resultado é indicado apenas
para expoentes 71, ..., 7, no intervalo [1, 2] e ndo para todos ry,...,r, > 0. Segundo,
a constante que aparece em (2.26) depende a priori dos expoentes 71, ..., 7y,. Como
se pode constatar na demonstragdo do Teorema 2.5.1 (veja [6] pags 1580-1584), a
constante Dgfl?p, que vem de (2.25), ndo depende dos r;’s.

Usando uma abordagem diferente para o caso 5

l‘ < 1 no Teorema 2.5.1(ii),
1Y
obtém-se uma desigualdade semelhante & (2.25) com expoente s 6timo. Portanto, o

seguinte teorema complementa a parte (ii) do Teorema 2.5.1:

L <Llerell,2]™ entio existe uma

Teorema 2.5.2 Seja m > 2 um inteiro. Se 3

constante DX > 1 (ndo dependendo de n) tal que

m,r,p
Tm—1 s\ T
= & " om0}
S Y 1T, )™ < p¥ ezl ol )
i1=1 im=1

(2.26)

para toda forma m-linear T': £ x ---x L7 — K e todo inteiro positivo n. Além disso,

0 expoente maX{{H — mTH+ %

,0} ¢ Gtimo.

L<lel<r,...,rm <2m/(m+1—2|1/p|) podemos aplicar

Sempre que 5

ambos os teoremas, Teorema 2.5.1 (ii) e Teorema 2.5.2. Os expoentes que obtemos em
b incid i MEE = {1
ambos o0s casos coincidem, pois neste caso M " = {1,...,m}.

Mas ainda hé espaco para aplicar ambos os resultados sempre que

1 1

E’ < 3 (§
alguns dos r; estao entre 2m/(m + 1 — 2|1/p|) e 2. Por um lado, se todos os r;’s sao
maiores ou iguais a 2m/(m+ 1 —2|1/p|), entdo MH* sera vazio e ambos os expoentes
s serao iguais a 0 (como esperado). Por outro lado, se alguns dos r;’s sao maiores e

outros sao menores do que 2m/(m + 1 — 2|1/p|), teremos diferentes expoentes, sendo

S := S959 do Teorema 2.5.2 menor que o expoente s := Sp571 do Teorema 2.5.1, e
portanto, melhor. De fato, se rq,...,7, € [1,2] sdo tais que 0 < k := |[MHL| < m
entao,

e essa desigualdade ¢é equivalente a s 59 < s951.
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Para finalizar este capitulo, respondemos uma questao natural que surge apoés
todos os casos que tratamos: qual € o comportamento do caso linear (m = 1)% Nessa
situagdo, o resultado é claro: dado um ntmero inteiro positivo n, p € [1,+o0] e r €

(0, +00), |
(Z !T<ei>l7“) < nm o) (2.07)

vale para toda forma linear T": (] — K, onde p* denota o expoente conjugado de p.
Além disso, o expoente max {% — z%’ O} ¢ otimo. Na verdade, quando r > p*, (2.27) é
6bvio e, quando r < p*, (2.27) segue pela desigualdade de Hélder, e a otimalidade do
expoente segue pela inclusao de espagos ¢,.

Como se pode ver em [6], a demonstragdo do Teorema 2.5.1 usa uma gene-
ralizagao da famosa desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (veja [4, 57] ou consulte
o apéndice B.2.2). Talvez a falta de otimalidade nos resultados acima ocorra porque
nao se tem (pelo que sabemos) uma desigualdade do tipo Kahane-Salem—Zygmund
para este contexto. Além disso, observada a maneira como se dé a dependéncia em n é
natural questionar, nos casos em que nao se tém a otimalidade, se a dependéncia 6tima
nao aparece por intermédio de outras fungoes que nao sejam da forma f(n) = n®. A

otimalidade, ou nao, das estimativas dos teoremas anteriores sao, na nossa opiniao,

problemas abertos interessantes.
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Parte 11

A desigualdade de Bohnenblust-Hille

polinomial
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Capitulo 3

Constantes para um caso especial da
desigualdade de Bohnenblust-Hille

polinomial complexa

A desigualdade de Bohnenblust—Hille [28] para polindmios m-homogéneos com-

plexos afirma que existe uma constante C,, > 1 tal que
m+1

37 lea(P)|7 < C,, sup |P(z)], (3.1)

[l]|<1

laf=m

para todo polindmio m-homogéneo continuo P : ¢y — C da forma

P(z) = Z Ca(P)x"

laf=m
(esta notagao sera formalmente definida em breve). Essa desigualdade é importante
em muitos campos da matemaética (veja [21, 40| e suas referéncias).

Usando um resultado analogo & féormula de polarizacao, Bohnenblust e Hille
provaram (3.1) com constantes pouco precisas mas suficientes para os seus proposi-
tos. Em uma releitura moderna, usando uma estimativa devida a L. A. Harris ([50])
para a constante de polarizac¢ao de (, em [41, §4] (2009) A. Defant ¢ P. Sevilla—Peris
apresentaram a seguinte estimativa
mo1 % (m + 1)

Cr < (V2) o

2m(m!) zm




Em 2011, foi provado em [40] que C,,, pode ser escolhida com crescimento exponencial,
e esse resultado tem importantes aplicacoes. Mais precisamente, foi encontrada a

seguinte estimativa

Cp < (1 + L)ml Vm(v2)m T

m—1
Em 2014 as estimativas de [40] foram melhoradas em [21], e foi provado que para

qualquer € > 0 existe uma constante k > 0 tal que
Con <rk(1+e)™.

O resultado acima foi crucial para se obter a solugao final de um problema de longa
data sobre o crescimento assintotico do raio de Bohr (veja [26, 27, 29]). O valor exato
de C,, ainda permanece um mistério. Em [66] foi apresentada a melhor estimativa
inferior até entao conhecida

Cpo > (14 27™)7m.

Em 2015, Carando, Defant e Sevilla-Peris em [37] mostraram que, para uma
familia particular de polinémios m-homogéneos, as constantes C,, podem ser tomadas
tendo crescimento polinomial em m. Mais precisamente, eles provaram que, para poli-
noémios cujos mondémios tem o nimero de variaveis diferentes uniformemente limitados
por M, existe um tipo de desigualdade de Bohnenblust-Hille com uma constante de
crescimento polinomial em m.

A seguir vamos estabelecer algumas notagoes necessarias, antes de continuarmos.
Seja a = ()32, uma sequéncia em NU{0} e, como usual, definimos |a| =} a;; neste
caso, denotamos também x® := x?” Um polinémio m-homogéneo P : ¢g — C &

J

denotado por

P(z) = Z ca(P)x?,

|a)=m

onde ¢, (P) é uma constante para cada a. Relembramos que a norma de P é dada por

| P|| := supy, <1 | P(z)]. Como |a| = m, é d6bvio que somente um ntimero finito de a;

m\ m)!
a) ol !

onde oy, ..., q, sao os elementos nao nulos de a. Seguindo, em esséncia, a notagao de

sao nao nulos e definimos

[37], para inteiros positivos m e M < m definimos
w(a) =card {j : ; # 0}
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At ={a:fa] =m, w(a) < M}.

Em vista da importancia da cuidadosa investigacao das constantes de Bohnenblust—
Hille, em [37, Theorem 2.1| foi provado que

m+1
2m

> leaP)m ) <28m P, (3:2)
para todo polinémio m-homogéneo continuo P : ¢y — C, sendo enfatizado pelos autores
o crescimento polinomial (em m) das constantes — essa é uma propriedade muito boa
tendo em mente que as melhores estimativas conhecidas tem apenas um crescimento
sub-exponencial (em m).

O resultado principal deste capitulo mostra que, na verdade, estas constantes
investigadas por Carando, Defant e Sevilla-Peris sao uniformemente limitadas por
uma constante que nao depende de m. Assim, provamos uma desigualdade do tipo
Bohnenblust—Hille mais forte, ja& que nao ha dependéncia do grau de homogeneidade

nas constantes. Esse resultado foi publicado em [55].

3.1 A desigualdade de Bohnenblust—Hille para poli-
nomios que tém uma quantidade de variaveis uni-
formemente limitada

Como ja falamos, nosso principal resultado mostra que a desigualdade (3.2) perde
uma informacao significativa: as constantes 6timas sao universalmente limitadas inde-

pendentemente do valor de m. Mais precisamente, provamos o seguinte:

Teorema 3.1.1 Para todos inteiros positivos m e M < m, existe uma constante ky; >

1 tal que
m—+1
2m

37 Jea(P)| < ku P,

CVGAJM,m

para todo polindmio m-homogéneo continuo P : cq — C. Além disso, assintoticamente

(quando m — o0), temos

Ky = MMM,
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Demonstragao. Comecamos usando o principal resultado de [2], generalizado em [77],
que se apoia em um poderoso resultado de Arias e Farmer [13, Theorem 1.3|, conforme
vimos no Capitulo 2 deste trabalho. Ele afirma quese 1 <k <meny,...,n;. > 1 sao

inteiros positivos tais que n; + - - - + ni = m, entao existe uma constante Cj,, > 1 tal

que
k41
oo ok 2k
( > T (e 76?:)\’““> < Cum ITI (3.3)
i1yeyip=1
para toda forma m-linear continua 1" : ¢y X --- X ¢g — C. Além disso, o expoente ,f—fl
é 6timo. Em [2] também é provado que
Crm < C (3.4)

para todo 1 < k < m (lembramos que C} é a constante 6tima da desigualdade de
Bohnenblust—Hille k-linear). De [21], sabemos que existe uma constante positiva (1 tal
que

Cy < Bk 2 < B k0212 (3.5)

onde v ¢é a constante de Euler-Mascheroni.

V
Seja P a forma m-linear simétrica associada a P (veja [44, 61]), i.e.,

Vv
Picogx-xecy—C

é a unica forma m-linear simétrica tal que

Seja também
Fm = {7—:(7_17"'77_M)6{07"‘7m}M:7—1+'”+TM:m}'

E facil verificar que
oM m\ M+t Vv oM
ST T1 TMN\| 7T
DEIIIEEED DI DI ) I SC e LD
O‘6/\]W,77'L TE m 11,0t
Um argumento de simetria fornece estimativas ainda melhores, mas, surpreendente-
mente, essa estimativa aproximada é suficiente para nossos propositos.

Pela Proposi¢ao A.1 (veja apéndice A.1) temos

max (m) m! (3.6)

retm \7 ) M (g + 1)1
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onde g e r sao inteiros positivos tais que m = qM +r, 0 < r < M.

Como
V
STP(ER e < Y [Plel, el i
81 5e eyl 1] 4eees NS
paratodo 1 <k < M, e
m) m)!

IN

m! Mt M oM
—7 (Cu||P]) a7+,
((L%J!) ) |

onde na ultima desigualdade usamos (3.3) e (3.4). Note também que

2M

oM m) M M oM
ey () cullPps

(L )™

=C”f‘ﬁ<@%w)“wwﬁwﬂ

Y lea(®)

€AV, m 7€M

Assim,
M1
oM m+M—1 o m)! v
S | < ( ) P
aeAM,'m m (I-MJ')
m+M—1\2" ml
< ———7Cue™|| P.
M
m (L7

E sabido que (veja, por exemplo, [36, demonstracdo de Proposition 4.1])

3 3
S| < D] )] <P
€A, m |a|=m
Como
1 0 1—6
o — 2 T g

m+1 M+1
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com

M
0=—,
m
pela desigualdade de Hélder temos
77217+1
S JealP) (3:8)
CXGAM’m
M1 1im
<X Jea(p)in S lealP)
a€A M, m a€Am
M
M+1 m
M —1\ M !
<" TGP )P
m m (1\M
(L5]Y)
A férmula de aproximagao de Stirling nos diz que
|
lim —— 1,
logo,
M i . m
. m! " . V2mm (%)
hm ﬁ = h_r)n M
m—00 (LMJ|) m—00 ( 271_% (ﬁ)ﬁ>
- M
] 2mm (7 " "
:nll_lgo T\ M ™ 1\m
L(V2rr) T (2) '(MM)
2mrm "
= lim — A m]
7 [ (Verir) T (3p)
y lim ( 27Tm)%
— M m—r00 5
M2 )
. m\ "
| (\/ QW)
e como ,
M2
lim (vV2rm)™ = lim (,/%ﬁ) —1,
m—o0 m—o0 M
provamos que
M
' m
lim [LM] = MM, (3.9)

Por (3.8) e (3.9), concluimos que existe uma constante

M

m! "
Cy =sup | ————; o0
mp[(t%ﬂ) ] )
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tal que

5 M

2m M1
Y lea( P < <m+M_1> N [—m! 7
OZGAM,'m m (L%J|)

M+1

m4M—1\ % _u
<cu("TETN T e

m M o
Cire” 1P|

Relembrando que v denota a constante de Euler-Mascheroni, pela desigualdade ante-
rior combinada com (3.5), temos

m—+1
2m
M

> leaP)f sw(”f‘ﬁwnmmﬁwwm
< ru| Pl
Fazendo m — oo, concluimos que
Ky = MMM,
assintoticamente. Com isso, terminamos a prova. ®

E facil checar que o resultado acima nao acontece para escalares reais. Os exem-
plos de [36] mostram que ndo ha chance de estender o resultado para esse caso. De
fato, se C®M ¢ a constante de Bohnenblust—Hille para polinémios m-homogéneos reais
com o ntmero de variaveis limitado por M = 2, em [36, Theorem 4.2] foi provado que

lim sup (C}i’M)% > /27 ~ 1.5098.

m

Logo, por maior razao, o resultado é valido para qualquer M > 2. Além disso, seguindo
as linhas da prova do teorema acima nos deparamos com a desigualdade (3.7), que nao

é valida para o caso real.
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Parte 111

Lineabilidade em espacos de

sequéncias

29



Capitulo 4

Espacabilidade em espacos de

sequéncias

Neste capitulo estudamos o conceito de espagabilidade em espacgos de sequéncias,
que vao desde os espagos usuais, £,(X), £;(X) e ¢o(X), para um espaco de Banach X,
até espacos de sequéncias mais gerais, os chamados espacos de sequéncias invariantes,
que apresentaremos mais adiante.

Inicialmente, relembraremos alguns conceitos de lineabilidade/espacabilidade, em
seguida apresentaremos essa teoria aplicada a certos subconjuntos contidos nos espagos
acima citados e, finalmente, apresentaremos os nossos resultados, que podem ser en-

contrados em [64].

4.1 Sobre lineabilidade/espagabilidade

A lineabilidade/espacgabilidade é uma teoria que vem ganhando forga em mate-
mética nos ultimos anos. O espirito de tal conceito é procurar estruturas lineares em
ambientes nao-lineares. Mais precisamente, é a busca por subespacos vetoriais, de
dimensao finita ou infinita, fechados ou nao, dentro de certos subconjuntos, nao vazios,
de espacos vetoriais topologicos que nao possuem uma estrutura linear.

Nesse texto focaremos no conceito de espagabilidade. A seguir apresentamos as



defini¢oes formais dos conceitos que usaremos.

Definicao 4.1.1 Um subconjunto A de um espago vetorial topologico X € dito ser:

(1) p-linedvel em X se AU{0} contiver um subespago p-dimensional de X .

(2) p-espagdvel em X se AU {0} contiver um subespago fechado p-dimensional de

X.
(3) Mazimal espagdvel em X se é dim X -espagdvel.

Existem poucos métodos gerais (veja, por exemplo, |23, 24|) para provar a line-
abilidade ou espacabilidade e, normalmente, problemas especificos precisam de argu-
mentos ad hoc. Para mais detalhes sobre o assunto nos referimos a [14, 16, 20, 25| e as

referéncias neles contidas.

4.2 Espacabilidade em espacos de sequéncias

Dado um espago de Banach ou quasi-Banach X, em [32] foi introduzida uma nova
classe de espacos de sequéncias mais abrangente, com coordenadas em X, chamados

espagos de sequéncias invariantes. A seguir recordamos tal conceito:

Definicao 4.2.1 ([32]) Seja X # {0} um espago de Banach sobre K =R ou C.

(a) Dado x € XV, definimos 2° como seque: se x tem apenas um nimero finito de
coordenadas diferentes de zero, entao x° = 0; caso contrdrio, x° = (zj)32, onde

x; € a j-ésima coordenada nao nula de x.

(b) Um espago de sequéncias invariantes sobre X é um espago de dimensao infinita E

Banach ou quasi-Banach de sequéncias de X que satisfaz as sequintes condigoes:

(b1) Para x € XV tal que 2° # 0, x € E se, e somente se, 2° € E, e |z <

K||2°||, para alguma constante K dependendo somente de E.

(02) ||zl < ||z||, para cada x = ()32, € E e cada j € N.

A nocao de espagos de sequéncias invariantes, como investigamos neste trabalho,
foi introduzida em [32| embora parega ter suas raizes em [19, 31]. A seguir apresentamos

alguns exemplos de espacos de sequéncias invariantes:
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Exemplo 4.2.2 Como mencionado em [32], espagos de sequéncias usuais sao espagos
de sequéncias invariantes. Por exemplo:

(a) Para cada 0 < p < 00, 0s espagos
Cp(X) = q (25)521 € X0 ||(25)52 |l = <§:W%W> <00,

@@F=CW%€X“M%ﬁ¢WfSw<XNHU> <oo,pE X" o,

lell<t \ 5=
0(X) = { ()51 € 67(X) : Tim [ (25)5 llwp = 0}
co(X) = {(x])]o‘;l e XV lim xj = 0}

Jj—o0

c(X) = {(xj)] L€ XN lim emste}

]4)00

sao espacos de sequéncias invariantes sobre X. Acima e doravante, X* denota o dual
topoldgico de X, e em co(X) e ¢(X) consideramos a sequinte norma
15)5=1 oo := sup 1.
JEN
Tais espacos serao Banach quando 1 < p < oo, e p-Banach quando 0 < p < 1. Quando
p = 00, as somas sao trocadas por supremos e L% (X) := lo(X).
(b) Para 0 < p,q < 0o, o espago de Lorentz £, , € um espago de sequéncias invariantes

(sobre K). Para maiores detalhes e exemplos veja [32].

Em [32| foi provado que se E é um espago de sequéncias invariantes sobre um

espago Banach ou quasi-Banach X, para qualquer subconjunto I' C (0, oo], entéo
E-|]Jtx
g€l

é vazio ou espagavel.

Em (33| foi considerada uma situa¢do mais geral: dados espagos de Banach X
e Y, uma aplicacao f : X — Y, um conjunto I' C (0, c0] e um espago de sequéncias
invariantes £ com coordenadas em X, foi investigada a espagabilidade em subconjuntos
formados por sequéncias ()32, de E que satisfizessem

Fla) ¢ J Gy

qel
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ou

(fla)z ¢ U e o)

(f (z))521 ¢ co(Y).
E facil perceber que se f for a identidade em X temos exatamente os casos considerados

em [32]. A fim de obter uma extensao dos resultados acima, em [33, Definition 2.3] foi

considerada uma classe mais geral de fungoes:

Defini¢ao 4.2.3 ([33]) Uma fungio f: X — Y entre espagos normados € dita ser:

(a) Nao-contrativa, se f(0) = 0 e para cada escalar o # 0 existe uma constante K (o) >

0 tal que
1f (ez)[ly = K () - | f(@)]ly (4.1)
para cada x € X.
(b) Fortemente nao-contrativa, se f(0) = 0 e para cada escalar o # 0 existe uma
constante K(a) > 0 tal que
o(f(ax))| = K(a) - [p(f(2))]; (4.2)

para todo x € X e p € Y™,

O seguinte resultado foi provado por Botelho e Favaro (veja [33, Theorem 2.5]):

Teorema 4.2.4 Sejam X eY espacos de Banach, E um espaco de sequéncias invari-
antes sobre X, f: X — Y uma fungao e T' C (0, 00].

(a) Se f é nao-contrativa, entao

CE f,T) = {(l“j)?ol €E:(flz;)Z ¢ U fq(Y)}

qel

O(E7 f? 0) = {(xj);il S I (f(xj))(;il ¢ CO<Y)}

540 vazios ou espacdveis em E.

(b) Se f € fortemente nao-contrativa, entao

CU(E, f,T) = {(%)3-”1 € B (f())Z ¢ LEJFKZ“(Y)}

€ vazio ou espacdvel em E.
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Nossos principais resultados sao abstracoes do resultado acima. Mostramos, entre
outros resultados, que os espagos de sequéncias invariantes usados em [33] podem ser
substituidos por espacos de sequéncias invariantes mais gerais.

A seguinte definigao ¢ extensao natural de [33, Definition 2.2]:

Definicao 4.2.5 Sejam X e Y espacos de Banach, I' um conjunto arbitrdrio e E um
espaco de sequéncias invariantes sobre X. Se Ej, para cada | € T', € um espago de
sequéncias invariantes sobre Y e f : X — Y € uma funcao qualquer, definimos o

conjunto

G(E, [, (E)ier) = {(%’)}"% € B (f(x))Z ¢ UEZ} -

ler

Na proxima se¢ao damos um passo no sentido de generalizar os resultados citados

anteriormente, ja que abstraimos, em certo sentido, os resultados de [33].

4.3 Principais resultados

4.3.1 Espacgabilidade em espacgos de sequéncias fortemente in-

variantes

De agora em diante, um espago de sequéncias invariantes E sobre um espaco de
Banach X é chamado de espaco de sequéncias fortemente invariantes quando:

(a) coo (X) := {(w])jil € ¢ (X) : x; # 0 para um ntmero finito de indices j} C
L

(b) (z;)2, € E se, e somente se, toda subsequéncia de (xj);il também pertence

j=1
a F.

Exemplo 4.3.1 Se X ¢ um espago de Banach, entdo ly(X), ly(X), € (X), c(X), co(X)

sao espagos de sequéncias fortemente invariantes.

A nocao de espago de sequéncias fortemente invariantes é bastante natural, mas
o seguinte exemplo mostra que existem espacos de sequéncias invariantes que nao sao

espacos de sequéncias fortemente invariantes:
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Exemplo 4.3.2 O espaco de Banach

E = {(xj)‘;il € Uy @ Toy_1 = Toy, para todo inteiro positivo n} )

com a norma do supremo, € um espaco de sequéncias tnvariantes mas nao € um espaco

de sequéncias fortemente invariantes.

A seguir definimos uma nova classe de fun¢oes que seré essencial para as demons-

tracoes dos nossos resultados.

Definicao 4.3.3 Sejam X,Y espacos de Banach e E um espaco de sequéncias invari-
antes sobre Y. Uma fungao f: X — Y tal que f(0) = 0 € dita ser compativel com E

se para qualquer sequéncia (xj)jol de elementos de X, temos

(f(z)521 ¢ E = (flaz;))i2, ¢ E,
independentemente da escolha do escalar a # 0.

Exemplo 4.3.4 Toda fun¢io nao-contrativa f : X — Y é compativel com £,(Y) e
C()(Y).

Agora, afirmamos e provamos um dos principais resultados deste capitulo. Mostra-
mos que |33, Theorem 2.5(a)| pode ser formalmente estendido para uma configuragao
mais geral. A demonstragdo é uma abstragdo da demonstragdo do Teorema 1.4(a) e
usa uma técnica as vezes denominada de vetor mae: dados um espago de Banach X,
de dimensao infinita, e um conjunto A, o método consiste em manipular, de maneira
conveniente, um tnico elemento de A, a fim de definir um operador linear injetivo
T:X — E tal que T(X) € AU {0}. Isso mostra que AU {0} & (dim X)-lineavel.
Na demonstracdo a seguir, tomando A = G(F, f, (E})er), mostraremos também que

T(X) € AU {0}, provando assim a espagabilidade de A.

Teorema 4.3.5 Sejam X e Y espacos de Banach, I' um conjunto arbitrdrio, E um
espaco de sequéncias invariantes sobre X e E; um espago de sequéncias fortemente
invariantes sobre Y, para todol em I'. Se f: X — Y é compativel com Ej, para todo

l €T, entio G(E, f,(E})ier) € um conjunto vazio ou espagdvel.
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Demonstragao. Assuma que G(E, f, (E})er) ¢ nao vazio e considere x = (z;)52, €
G(E, f,(E})ier). Note que existe uma infinidade de indices j tais que z; # 0, porque
f(0) =0 e co(Y) C E; para todo [. Concluimos assim que z¥ # 0.

Inicialmente mostraremos que
2’ € G(E, f,(Er)ier).

Seja. U := J,er Ei- Sabemos que (f(z;))32, ¢ U, e assim [(f(x;))52,]° ¢ U, pois E,
para cada [, é um espago de sequéncias invariantes. Denote 2° = (z;,)%2,, onde x;, é
a k-ésima coordenada nao nula de z. Ent&o, devemos mostrar que (f(z;, )52, ¢ U.

Como f(0) = 0, segue que

[l )izl = [(f(25))520]° € U,
Consequentemente, (f(z;,))2, ¢ U e entao 2° € G(E, f, (E})ier). Como de costume,
dividiremos N como uma uniao enumeravel de subconjuntos infinitos dois a dois dis-
juntos (N;)°, de N e denotaremos N; = {i; < iy <...}.
Considere

o0
Y; = Zl’jk & €iy, € XN,
k=1
onde

zj, @e;, = (0,...,0,1;,0,0,...) € X",
e cada xj, aparece na ix-¢sima posicao.
Observe que y? = z°; entdao 0 # y? € E para todo i. Como E é um espago de
sequéncias invariantes, segue que y; € F para todo ¢ € N. Note também que o conjunto
{y1,v2, ...} é linearmente independente. Além disso, y; € G(E, f, (E))er). De fato,

se y; = (y,)°_,, entao

[ W)ma]” = [(f(2)324]° & By
para cada i € Nel € I'. Seja K a constante da Defini¢ao 4.2.1(b1) e considere § = 1
se I/ é um espaco de Banach e § = s se £ é um espaco s-Banach, 0 < s < 1. Para

(ai);ﬁl € £§’
%) ) o0 3 3 B o0 ~ .
D llaawillls =Y lasl - llgally < K5 fail - o]l
=1 =1 =1

oo
= K5 a0 D laal” = K7 ]2 - (@) Z4 15 < oo

=1
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o0 o0

Entao > |la;yi||5% < oo e, em ambos os casos, concluimos que Y a;y; converge em F.
i=1 i=1

Assim, o operador
o

T:l0; — E T((ai)zl) = Zaiyi
i=1

estd bem definido, ¢ linear e injetivo. Nos resta mostrar que T (¢3) esté contido em

G(E, f, (Ep)er).

= 4. , N p f <
Lembramos que y; = Y -, zj, ®e;,, € X onde z;, é a k-ésima coordenada nao

nula de z = ()2, € G(E, f, (E})er). Devemos mostrar que se z = (2,)p2; € T ({5) ¢

uma sequéncia ndo nula entdo (f(2,))52; ¢ Uep £1- Existem sequéncias (az(.k)> € (s,
i=1
[e.9]

k €N, tais que z = limy_yoo T’ ((a,gk)) ) em F. Note que, para cada k € N,

i=1

BN N k), N ) N N )
T((% )i:l)—zai yi_zai 'ijp@)eip_zzai Tjp @ Eip-
i=1 i=1 =1

i=1 p=1

Como z # 0, seja r € N tal que 2. # 0. Uma vez que N = Ej N;, existem tnicos
m,t € N tais que e,,, = e,. Desse modo, para cada k € N, a ﬁ-:élsima coordenada de
T <<a§k)>%ol) ¢ o vetor agf)xjt. A condicao 4.2.1(b2) da Defini¢ao 4.2.1 assegura que
Convergénzc_ia em F implica em convergéncia coordenada a coordenada, entao

z, = lim ags)xjt = (lim aﬁ’,?) Zj,.
k—o0 k—o0

lim a' # 0. Por um lado

Segue que oy, 1=
k—o0

ooy = (),
para cada p € N. Por outro lado, para p, & € N, a m,-ésima coordenada de T’ ((al(-k)> )

i=1
. (k . A .
é agn)xjp. Assim, a convergéncia coordenada a coordenada nos dé

i (k). —
Jim oz, = 2y

Segue assim que z,, = a,,;, para cada p € N. Como

(fGma)) ey = (f (s, )) -

p=1 p=1

e (f (mjp));il ¢ F), para todo | € T, pela Defini¢ao 4.3.3, segue que (f(zmp));il ¢k,

o0

para todo [ € I'. Uma vez que (f(zn,)) ., ¢ uma subsequéncia de (f(z,))o2, e E,

p=1
para cada [ € I', é um espago de sequéncias fortemente invariantes, segue que

(f(z)5%1 ¢ Ex,
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para todo [ € I, e isso completa a prova de que z € G(E, f, (E})er). ®
Do teorema anterior e dos Exemplos 4.3.1 e 4.3.4 recuperamos o Teorema 4.2.4(a).
O proximo corolario é imediato do Teorema 4.3.5 e mostra que [33, Corollaries
2.7, 2.8 e 2.10] e [32, Theorem 1.3] sado todos casos particulares do seguinte resultado

geral:

Corolario 4.3.6 Sejam X e Y espacos de Banach. Seja E um espaco de sequéncias
mvariantes sobre X e F um espaco de sequéncias fortemente invariantes sobre Y. Se

f: X —Y ¢é compativel com F e o conjunto

A= {(z;)2, € B (f(x)2, & F}

€ nado vazio, entao A € espacdvel em E.

4.3.2 O caso “fraco”

Nessa segao provamos uma extensao de [33, Theorem 2.5(b)], i.e., uma extensao
do Teorema 1.4(b) para espagos de sequéncias invariantes mais gerais.
Seja F' um espaco de sequéncias invariantes sobre o corpo dos escalares K. Para

qualquer espaco de Banach Y definimos
FU(Y) = {(z)}2, € v (¢(x;))j2, € F, para todo ¢ € Y™}
E interessante observar que, se F' é um espaco de sequéncias invariantes sobre K, entao

s [ (o(25))52y]| < 00 (4.3)

para todo (7;)32, € F*(Y). De fato, se (z;)32, € F*(Y') consideramos
u : Y'—= F

p = (@(xj))j:r

Uma versao geral do Teorema do Grafico Fechado para espacos vetoriais topologicos

(veja [75, pag. 51]) conclui a prova de que o operador linear u é continuo. De fato, se

Pn = o em Y e ulpn) = (25),2, em F
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devemos mostrar que (zj);il = u(pp) . Como ¢, — @o, temos p,(r;) — wo(z;), para
todo j. Por outro lado, como u(pn) — (2;),2, em F', ie., (on(2)))52 — (2;);2, em F,
temos também ¢, (z;) — z;, para todo j. Desse modo

wo(z;) = 2,
para todo j, e portanto

(2721 = (o) -

O proximo lema, apesar de simples, destaca algumas ferramentas que serao

necessarias para a demonstracao do principal resultado desta secao.

Lema 4.3.7 Seja Y um espaco de Banach. Se F é um espago de sequéncias invari-

antes sobre K e x € YN, entao
2 € FU(Y) &z € FU(Y) (4.4)
e, além disso, se F' € um espacgo de sequéncias fortemente invariantes, entao
coo(Y) C FU(Y). (4.5)
;”;

Demonstragao. Se z = (z;)7-, e 2° = (z;,),,, entdo

z € F(Y) e (p(x;))2, € F, paratodo p € V"
0
& ((cp (z;));2,) € F, paratodo ¢ € Y~
(

€ F, para todo ¢ € Y*

r ¢ 3

¢ (25,))pzy)
(¢ (xj,))e,) € F, para todo ¢ € Y*
)

A prova de (4.5) é uma consequéncia direta do fato de F' ser um espago de sequéncias

fortemente invariantes. m

Exemplo 4.3.8 Para F' = {,,c, cy, os respectivos F*(Y) sdo os conhecidos espagos de

sequéncias invariantes (YY), c(Y), cg (V).

Definicao 4.3.9 Sejam X e Y espacos de Banach, e F' um espaco de sequéncias in-
variantes sobre K. Uma aplicagao f : X — Y tal que f(0) = 0 € fortemente compativel

com F*(Y) se pof é compativel com F para todo funcional linear continuo ¢ : Y — K.
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Exemplo 4.3.10 Qualquer aplica¢ao fortemente nao-contrativa (veja (4.2)) f: X —

Y ¢ fortemente compativel com £y (Y) e cg(Y).

Definicao 4.3.11 Sejam X e Y espacos de Banach, I' um conjunto arbitrdrio e E
um espago de sequéncias invariantes sobre X. Se Fy, para todo | € I, € um espago de
sequéncias invariantes sobre K, e f: X — Y € uma aplicagao qualquer, definimos o
conjunto
GY(E, f, (Fi)ier) = {(%‘)?"1 € E:(f(x)))i2, ¢ UFZ”(Y)} :
leT
O seguinte teorema é uma generaliza¢ao formal do Teorema 1.4(b). A demons-

tragao segue as linhas da demonstracao do Teorema 4.3.5, mesmo assim a apresentare-

mos por questao de completude:

Teorema 4.3.12 Sejam X e Y espacos de Banach, I' um conjunto arbitrdrio, E um
espaco de sequéncias invariantes sobre X e F; espaco de sequéncias fortemente invari-
antes sobre K para todo l € I'. Se f: X — Y € fortemente compativel com F*(Y)

para todo | € T, entao G (E, f, (F})er) € vazio ou espagdvel.

Demonstragao. Assuma que GY(E, f, (Fj)ier) ¢ ndo vazio e considere x = ()22, €

G"(E, f,(F})er). Como na demonstracao anterior, devemos comegar mostrando que
:UO € Gw<Ea f7 (E)ZEF)-

Note que x; # 0 para uma infinidade de indices j, visto que f(0) = 0, e assim,
de (4.5), temos coo(Y) C F*(Y).
Denote U = (J,cp £7°(Y'). Sabemos que, para cada [, existe um ¢; tal que

(oo ()58 & B, (4.6)

e assim
(o f(=))52]" ¢ Fr, (4.7)
para todo [, visto que Fj, para cada [, ¢ um espaco de sequéncias invariantes. Denote

2 = (z;,)52,, onde x;, é a k-ésima coordenada nao nula de z. Agora, devemos mostrar

que

(wro flzj )iz ¢ i (4.8)
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para todo [. Suponha que
((plo © f(xjk)ﬁozl € Flo (49)

para algum ly. De (4.9), como Fj, é um espaco de sequéncias invariantes, teriamos

[(p1, © f(25,))524]° € F,. Mas, como ¢, (0) = f(0) = 0, terfamos de (4.7) que

[(pry 0 f(@i))i2a]” = [(1 0 f(23)32]" & Fro.

Como Fj, é um espago de sequéncias invariantes terfamos

(9010 © f(%k))zL g—f Fl07

o que contraria (4.9). Portanto, temos (4.8), i.e.,

(f(z5))iza & B°(Y)

para todo [, e assim

xO € Gw<E7 f? (FZ)ZGF)'

Novamente, dividiremos N como uma uniao enumeravel de subconjuntos infinitos dois
a dois disjuntos, (N;)°,, de N e como usual, para todo i, representamos N; = {i; <

ia < ...}. Considere

[eS)
Yi = Zl’jk ®€’ik c XN.
k=1

Como E é um espaco de sequéncias invariantes, segue que vy; € F para todo i € N. E

claro que {y1,¥s, ...} ¢ linearmente independente e y? = z°; temos assim 0 # 3? € £

para todo i. Além disso, y; € G*(E, f, (F)ier). De fato, se y; = (y!,)%_,, entao

[(f WD) = [(F@3)52]" & (V)

para cada [. Dessa forma, de (4.4) do Lema 4.3.7, temos

(f (W)= & FV(Y)

para cadai € Nel €' e entdo y; € GY(E, f, (Fl)ier)-
Seja § = 1 se F é um espaco de Banach e s = s se E é um espaco s-Banach,

0 < s < 1. Procedendo como na prova do Teorema 4.3.5 sabemos que o operador

o0

T:l;—E, T((w)z,)= Zaiyz‘

i=1
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estd bem definido e é injetivo. Nos resta mostrar que

m - Gw(Ea f7 (E)ZGF):

isto é, devemos mostrar que se z = (2,)7, € T (¢3) é uma sequéncia nao nula, entdo

(flz)5zs & [ B ).

lel

Sejam (agk)> € Uz, k € N, tais que
i=1

2= lim 7 (o) ")

em F. Note que, para cada k € N,

(COMED LT SLE SR 3) prLIR-rs
i=1 i=1 p=1

i=1 p=1

Fixe r € N tal que z, # 0. Como N = (J N;, existem (tnicos) m,t € N tais que
j=1
em, = €. Assim, para cada k € N, a r-ésima coordenada de T ((agk)>
i=1
aﬁ,’f)xjt. Da Definigao 4.2.1(b2) sabemos que convergéncia em £ implica em convergéncia

> é o vetor

coordenada a coordenada, e assim

zp = lim aﬁ,’f)xjt = (lim aﬁ,’?) Zj,.
k—o0 k—o0

Segue que a, := lim a'k) #0e
k—o0

T F)) . = 1 QP
o, = (fim ) o = Jim e

para cada p € N. Além disso, para p, k € N, a m,, —ésima coordenada de T’ ((agk)> >

i=1
6 ay)x;,. Assi énci denada nos da lim afy'z;, =
€ am $Jp. SS1m, a convergencla coordenada nos da 111M Qo x]p = Zmp e, consequente—
k—o00

mente,

“my = OmLj,

para cada p € N. Assim sendo

(SOZ © f(zmp))oo

p=1

= (o f (am;,)),”

p=1"

(4.10)

Como f ¢ fortemente compativel com F(Y'), para todo [, concluimos que ¢; o f ¢é

compativel com F; e entdo, de (4.8), segue que

(¢rof (am:cjp));‘;1 ¢ F. (4.11)

72



Portanto, de (4.10) e (4.11) temos

(pro flzm,), , & B, (4.12)

para todo [. Portanto, como (¢; o f(zmp)):il ¢ uma subsequeéncia de (¢, 0 f(2,)),—, €

F; é um espago de sequéncias fortemente invariantes, segue que

(pro f(z))j21 & B,
para todo [ € I, e finalmente concluimos que z € G*(E, f, (F})er). ®

Sejam X e Y espacos de Banach, E um espago de sequéncias invariantes sobre X e
Fy=1{,coml el C(0,00].Se f: X — Y & fortemente nao-contrativa entao f ¢é forte-
mente compativel com £}’(Y) e do teorema anterior concluimos que G*(E, f, (F})er) €
vazio ou espagavel. Como

6 (5.1, (Fer) = { (@) € B+ ()i £ U 40}
=

recuperamos o Teorema 1.4(b).

4.4 Introducao a um conceito mais forte de lineabili-

dade

E interessante notar que em todos os resultados apresentados neste capitulo (e nas
respectivas versoes de [18, 33]) os resultados de lineabilidade/espagabilidade satisfazem
uma condicao ligeiramente mais forte, no seguinte sentido: dado qualquer ponto x do
conjunto G(E, f, (E})ier) € provado aqui que existe um espago vetorial fechado de

dimensao infinita V' tal que “essencialmente”
eV C G(E> f’ (EZ)ZGF) U {O}

Isso nos leva a seguinte extensao da nocao de lineabilidade que pode ser interessante
para investigar em diferentes contextos:
Um subconjunto A de um espago vetorial W é pontualmente \-linedvel se para

qualquer x € A existe um espacgo vetorial \-dimensional V' tal que

reV Cc AU{0} C W.
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A mesma definicao pode ser adaptada para a nocao de espacabilidade. Nao é dificil
verificar que, em geral, esses conceitos sao estritamente mais fortes do que apenas

lineabilidade/espagabilidade. Por exemplo, seja W = {5 e

A = (span{e; }) U (span{eq, e3}) U (span{ey, ..., es}) U. ..

E claro que A é n-lineavel para todo inteiro positivo n, mas A nao é pontualmente

2-lineével, pois nao existe subespaco de dimensao 2 em A contendo e;.
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Apéndice A
Sobre polindmios m-homogéneos

Neste apéndice, apresentamos conceitos complementares sobre a teoria de polindémios

multinomiais.

A.1 Maximalidade do coeficiente multinomial central
Seja
L= {1 =(r,...,7m) 6{0,...,m}M:7'1+---—|—7'M:m}.
Definimos o coeficiente multinomial como

m\ m)!
) 7wl

Proposicao A.1 Sejam q e r inteiros positivos tais que m = qM +r, 0 < r < M.
Entao

m m)!
max = )
7€l \ T gM=r(qg+ 1)l

Demonstragao. (veja [39]) Suponha que 73 < ¢. Como 71 + -+ + Ty = m existe

Ty > q + 1 para algum 2 < k < M. Por simplicidade, facamos k£ = 2. Como

7'1—1—1<q+1§7'2,



segue que
m)! To m)!

| < T [
T1iTM: T1+1 T1i " TM:
m!
_{ﬁ+nw@—m%Lumﬂ
m.

7‘1(1)!7'2(1)! . -7'](\})!‘

Suponha novamente que exista Tj(l) < ¢, logo existira k # j tal que 7',51) > q+ 1.

Fazendo, por simplicidade, j = 3 e kK = 4 obtemos

m! 7 m!
. < 4 . .
7'1(1)!72(1)! o T](V})! 7'351) +1 71(1)!7'2(1)! .. T](\})!
m)!
- T, 1 1 1
7'1( )!7'2( )!ng( )+ 1)!(7;£ ) - ~~TJ§4)!
B m!
7'1(2)!72(2)! . -7'](\3)!

Perceba que apds um ntmero ¢ de passos, todos os T,i’) serao tais que

¢<7V, 1<k<M,

Y

e ainda teremos Tl(i) +- 4+ TJE? =m.

Agora, suponha que 7'](\? > ¢ + 1. Assim, existira Tl(i) = ¢ e, por simplicidade,

fazendo [ = 1, tem-se

(2)

m! ™ m!
7'1(1)!~~TJE/ZI)! Tl(l)—l—l 7'1(1)!'--7'](\2)!
m!
() 1) (7] = 1)1
m!
= 7_1(1‘4_1)! . 7_1(\24_1)! .
Seguindo com esse processo, no méaximo (r—1) vezes, encontraremos 7’ = (77,..., 7)) €

I',, tal que
g<T <q+1, 1<k<M

Portanto, pela construgao acima e sabendo que m = ¢M + r, obtemos a maximalidade
quando

7'1:“':7_7":q+1 e 7—r+1:"':TM:q'

7



A.2 Equivaléncia de normas para polinédmios m-homo-
géneos complexos

Proposigao A.1 Seja P : (7 (C) — C um polinémio m-homogéneo complexo. Se

[1P]] = sup{|P(z)| : [l«]| <1}

Pla= | Y lea(P)P

la|=m

entio |Ply < ||P||. (veja demonstragao de [36, Proposition 4.1])

Demonstracao. Seja P(z) = Z co(P)x%, onde x = (z1,...,2,) € £2(C),|a| =
lal=m

n ) a . n ]
> iy e x* = [[i_;z;”. Defina

onde t = (t1,...,t,) € R",a € (NU{0})" e at = agty +- - - + aty,. Observe que se || f||
denota a norma do sup de f em [—m, 7|, pelo Principio do Médulo Maximo (veja |78,
pag. 11]) temos ||f|| = ||P]|. Além disso, pela ortogonalidade do sistema {e?** : k € Z}

em L*([—m,7]) temos

1 ™
IPI = 11 2 5- [ IroPa

2
1 s

= > ca(P)e| dt
™
T al=m
1 [" . .
_ 2_ Z Ca(P)ezat . Z CQ(P)ewct dt
™
T\ |a|=m |a|=m
1 [" - _—
=5 Z Ca(P)e™ . Z Co(P)eiet | dt
™
T\ a|=m |a|=m
1 [7 9
= > Jea(P)|Pdt
T al=m
=Y lealP)P
|a|=m
= |P[3.

Portanto, |Ply < ||P|. =
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Apéndice B
Sobre operadores multilineares

O objetivo desse apéndice é apresentar alguns resultados sobre operadores multi-

plo somantes.

B.1 Operadores miiltiplo somantes

Definicao B.1 Sejam 1 <p,q,...,qn <00 e Ey, ..., E,, F espagos de Banach. Um
operador T' € L(E, ..., Ey; F) € maltiplo (p, q1, - . ., gm)—somante se existe um C' > 0
tal que

( > Tl up) < cH 1 (#) N (B.1)
k1
para todo n € N, etodosx)EE,,comk—l oneti=1,...,m.

Proposicao B.2 Sejam 1 < q1,...,q¢m < p< oo eT € L(Ey,...,E,; F). Sao equi-

valentes:
(i) T é maltiplo (p, qu, - - ., Gm)—somante;
(ii) (T(xi, . )R oy € (N F) sempre que ()7, € Ly,.(Er).

Denotamos por Hg};’fmqm (E1, ..., Eny; F) o conjunto formado por tais operadores.

Seqi = - = gm =qOoup=q = - = Gn, escrevemos 1" (Ey, ... Ey;F)



ou H;”“”(El, ..., Ep; F), respectivamente, e quando E; = --- = E,,, a notagao sera

mult (m 1.
Hp’q YME;F).

Considerando, para nossos objetivos, apenas o espago HZ?;‘”(El, ooy By F), dos
operadores m—lineares miltiplo (p,¢)—somantes de Fy X --- x E,, em F, é facil ver

que o infimo das constantes C' que satisfazem a desigualdade (B.1), define uma norma

em HZ?;‘”(EH, <+, E,; F), a qual denotamos por W;f‘:”(-). Além disso, o espaco dos
operadores m—Ilineares multiplo (p, ¢)—somantes de E; X --- X E,,, em F munido com
a norma w;’?;”( -) ¢ um espago de Banach.

B.1.1 Espagos com cotipo finito e funcoes de Rademacher

Relembremos que, para 2 < g < oo, um espaco de Banach E tem cotipo q se

existe uma constante C' > 0 tal que, para qualquer escolha de um nimero finito de

vetores x1,...,x, de E, temos
n % L n 2 3
(ZkaHq> <C / > r(an| dt |
k=1 0 Jlk=1

onde r; denota a k-ésima funcao de Rademacher. Mais especificamente, para k €
Net € [0,1], rg(t) = sign [sen (2*7¢)] . Quando ¢ = oo substituimos (3 °j_, Ha:qu)%
por maxy<, ||z||. E claro que se ¢ < ¢y, entdo E ter cotipo ¢; implica que E tem

cotipo ¢o; portanto, denotamos inf{q : F tem cotipo ¢} por cot(E).

B.2 Desigualdades auxiliares

B.2.1 Desigualdade de Minkowski

A demonstracao da seguinte versao da desigualdade de Minkowski pode ser en-
contrada em [47, Corollary 5.4.2].
Desigualdade de Minkowski: Para quaisquer que sejam 0 < p < g < oo e qualquer

matriz escalar (a;;); jen temos

1 N
g P

o0

i(z%lp)g < g(imijlq)

7=1 1=
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B.2.2 Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund

Recordemos uma generalizacao da desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (veja

[4, 57]):

Teorema B.1 (Desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund) Sejam m,n > 1,
(p1,--ypm) € [1,+00]™ € definamos

11
CRRREELY
a(p) = b

0, caso contrdrio.

Entao eziste uma constante universal C, (dependendo somente de m) e uma aplica¢ao

m-linear A : €3 x - x {3 — K da forma

A(z(l),...,z(m)): z”: j:zz(ll)zl(:)

ilv---vimzl
tal que

IA]| < C, - nbTe)+Fatm).

B.2.3 Desigualdade miiltipla de Khinchine

Para 0 < p < 00, Z um espaco de Banach, n um inteiro positivo e

(2117 77/7n)’rnl7 P C Z

01ystm =1

definimos as fun¢oes de Rademacher miltiplas por

= ([
[0,1]™

onde 1 <121 <myq,...,1 <1, <m,.

D=

miy,. ’mn

T'iq (tl) T, (tm)zil,...,im

p
dt1-~-dtm> :

Desigualdade miltipla de Khinchine [72]: Se 0 < p < oo, entao

T 3
(Ap)™ ( > |az‘1...z‘m|2>
P
dty--- dtm>

i1y ﬂm—l

D=

ml» UL

B1yeeytm=1
ril (tl) Ty, (tm)ail...im

AT >

< (By)™ ( Z @iy i | >

seesim=1

[N
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Mi,...,Mn ~
" Ay, By sao as cons-

para cada escolha de matrizes de escalares reais (a,..i,, ). ..

tantes de Khinchine.
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