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RESUMO

Nesta dissertacao sao descritas a formulacao geral do problema multiobjetivo de pla-
nejamento de estoques e marketing proposto por Islam (2008) para o caso de um unico item
e desenvolvido uma generalizacao direta do caso com um tunico item para n itens. Sao apre-
sentados os principais modelos de estoques propostos na literatura e em particular, o modelos
EOQ com falta planejada de produto e multi-item com restri¢goes de modo a apresentar as
caracteristicas principais que definem o problema multiobjetivo de planejamento de estoques e
marketing tanto para um unico item proposto por Islam (2008) quanto para o multi-item. Os
problemas com tinico item e multi-item além de serem multiobjetivos sao também de natureza
nao-linear e pertencentes a classe de problemas de Programacao Geométrica signomiais. Foi
necessario descrever e demonstrar alguns dos principais resultados da classe de métodos a pos-
teriori de Otimizagao Multiobjetivo, em particular o método de escalarizacao das Métricas Pon-
deradas, utilizado para transformar os problemas multiobjetivo em problemas mono-objetivo
de Programacao Geométrica signomiais cuja solugao foi obtida com um algoritmo desenvolvido
para a técnica de Condensagao usando o Gpposy, pertencente a ferramenta GGPLAB. Apds
a obtencao das trés formulacoes gerais para os problemas escalarizados de planejamento de
estoques e marketing para um tnico item e mais trés para o caso multi-item foram obtidos
problemas particulares a partir de um conjunto de dados iniciais utilizados tanto para o pro-
blema formulado com um 1nico item quanto para o problema multi-item de modo a obter, para
trés pares distintos de pesos associados a cada funcao objetivo, nove problemas com um unico
item e nove problemas com cinco itens. As solugoes 6timas locais bem como a viabilidade das
restricoes para cada um dos dezoito problemas descritos foram obtidas no capitulo de Expe-
rimentos Computacionais por meio do algoritmo da Condensacao utilizando o Gpposy. Como
teoria de PG s6 garante solucoes de minimo locais para problemas signomiais, os resultados
obtidos com o método de escalarizacao das Métricas Ponderadas garante que as solugoes de
minimo locais sao solucoes localmente eficientes tanto para o problema multiobjetivo inicial-
mente proposto para um dnico item em Islam (2008) quanto para a sua generalizagao direta
multi-item desenvolvida.

Palavras-chave: Estoques. Otimizacao Multiobjetivo. Programacao Geométrica Signomial.
Condensacao.



ABSTRACT

In this dissertation are described the general formulation of the problem multiobjective
inventory planning and marketing for Islam (2008) for the case of an a single item and developed
a direct generalization of the case with a single item for n items. They are introduced the main
inventory models proposed in the literature and in particular, the models EOQ (the Econimic
Order Quantity) with backordering allowed and multi-item with restrictions so as to present the
main features that define the multiobjective problem of inventory planning and marketing for
both a single item proposed by Islam (2008) and for the multi-item. The problems with single
item and multi-item besides being multiobjetive are also nonlinear in nature and belonging to
the class of problems signomials Geometric Programming. It was necessary to describe and
to demonstrate some of the main results of class methods to posteriori Multiobjective Opti-
mization, in particular the method of escalarization Weighted Metrics, used to transform the
multiobjective problems into mono-objective problems of Geometric Programming signomiais
whose solution was obtained with an algorithm developed for the Condensation technique using
Gpposy, belonging to GGPLAB toolbox. After the obtainment of the three formulations for
general problems scalarized of inventory planning and marketing for an only item and another
three for the case multi-item were obtained particular problems from a set of initial data used
so much for the problem formulated with an only item as for the problem multi-item so as to
obtain, for three different pairs from associates weights to each objective function, nine pro-
blems with a single item and nine problems with five items. The local optimal solutions as well
as the viability of constraints for each one of the eighteen problems described were obtained
in the chapter of Computational Experiments by means of the algorithm of the Condensation
using Gpposy. As Geometric Programmin theory only guarantees solutions of local minimum
for problems signomials, the results obtained with escalarization Method of Weighted Metrics
guarantees that the solutions of local minimum are locally efficient solutions so much for the
problem multiobjetivo initially proposed for a single item in Islam (2008) how much for your
direct generalization multi-item developed.

Keywords: Inventories. Multiobjective Optimization. Signomial Geometric Programming.
Condensation.
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Capitulo 1

Introducao

De acordo com Moreira (2004), os estoques sao definidos como “quaisquer quantidades
de bens fisicos que sejam conservados de maneira improdutiva, por determinado intervalo de
tempo.”

Quanto a natureza dos bens fisicos estocados é possivel formar estoques de: (1) matérias-
primas, (2) pegas e itens comprados externamente, (3) pegas e itens fabricados internamente,
(4) produtos semi-acabados ou montados parcialmente e (5) produtos acabados prontos para
consumo final. (MOREIRA, 2004)

Os estoques representam em qualquer tipo de organizacao, seja no setor de produgao ou
de servicos, um fator que determina o nivel de competitividade e a consequente sobrevivéncia
e estabilidade de uma organizagao no mercado.

Dentro das organizacoes, o controle de estoques pode ser interpretado em dois niveis,

como descrito a seguir:

(a) Nivel operacional: permitem economias na produgdo e servem como regulador do fluxo
de matéria-primas, de componentes, da produgao e de produtos a serem entregues para

distribuicao ou para consumo final;

(b) nivel financeiro: sdo investimentos que representam uma parcela do capital da empresa
que esta parado e a medida que o estoque cresce, cresce também quantidade o capital que

nao representa lucratividade imediata para a organizacao.

Dessa forma, é interessante buscar melhorias no controle de estoques. Tal melhoria pode
ser alcancada através da implantacao de ferramentas adequadas que sejam capazes de equilibrar
a quantidade de estoques nos niveis operacional e financeiro, ao mesmo tempo que a demanda

seja atendida dentro do esperado, evitando-se assim possiveis perdas do mercado consumidor.
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Um fator essencial para atingir as metas de reducao de estoques sem que a competitivi-
dade seja afetada é a redugao dos custos associados aos itens estocados.

Na literatura:(CORREA; GIANESI; CAON, 2007), (LIEBERMAN; HILLIER, 2010),
(MOREIRA, 2004), (MURTHY; 2007) e (TAHA, 2008) sao encontrados alguns tipos de custos

comuns encontrados na maioria dos sistemas de gestao de estoques, os quais sao:

e Custo unitario

E o custo de compra ou producao interna de uma unidade do item, cuja unidade de

medida é expressa em ($).

e Custo do pedido

Este tipo de custo representa a soma total dos custos incorridos desde o instante em
que o pedido ¢ solicitado até o momento de estocagem da quantidade encomendada. Ele
estd associado a compra externa de mercadorias e sua unidade de medida é expressa
por ($/pedido). Alguns outros custos implicitos nos custos do pedido sdo o custo de
manutencao do setor de compras, o custo para transporte do pedido e os custos de inspecao

antes da estocagem final da quantidade encomendada.

e Custo unitdrio de manutencao

E o custo por manter uma unidade de um pedido em estoque por um determinado intervalo
de tempo. E medido em ($ por item unitério por unidade de tempo). E alguns outros
custos implicitos sao o custo de capital e o custo de armazenagem. Este tltimo é formado
pelos custos de ocupagao de um espago fisico, seguros, taxas, perdas, obsolescéncia ou

deterioragao do item em estoque.

e Custo de preparagao de méaquinas ou custos de setup sao os custos associados ao tempo
de interrup¢ao da producao para ajustes de maquinas visando a fabricacao de um novo

lote de produtos.

e Custo de falta de estoque

Esta associado as consequéncias economicas geradas pela falta da mercadoria em estoque
necessaria para atender a demanda. Sua unidade de medida é expressa por ($ por unidade

de um item nao disponivel).

A Otimizagao tem demonstrado ser uma teoria muito eficaz no estudo e formulagao

de modelos de estoques por garantir cada vez mais boas aproximagoes da situagao real com
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a sua formulacao matemadtica. A teoria ja desenvolvida até entao na area reforca os bons
resultados encontrados em termos de aplicabilidade das técnicas desenvolvidas, as quais tem
gerado solugoes exatas ou boas aproximagoes para a reducao dos niveis de estoques em diversos
tipos de sistemas produtivos.(LIEBERMAN; HILLIER, 2010)

Atualmente, a literatura (LIEBERMAN; HILLIER, 2010), (TAHA, 2008), (EISELT;
SANDBLOM, 2010) e (WAGNER; 1969) dispoe de muitos modelos relacionados a estoques, que
variam conforme as hipdteses consideradas na situagao real a qual deseja-se modelar. Dentre

elas estao:

e Os tipos de custos presente na situacao em estudo;
e 0 estoque de um unico produto ou de varios produtos;

e a natureza da demanda (varidvel conhecida ou varidvel aleatéria com distribuicao de
probabilidade conhecida) de um item por unidade de tempo que determina se o problema

¢ do tipo deterministico ou estocastico;

e a verificacao do ponto de reabastecimento dos estoques por meio de monitoramentos no
inicio de cada um dos n periodos de tempo, determinando se o reabastecimento ocorrera

periodicamente ou continuamente;
e se faltas planejadas do produto sao ou nao permitidas;

e se sao considerados descontos pela quantidade a ser encomendada, isto é, se o custo

unitario varia de acordo com a quantidade de um item em um lote;

e 0s tempos de espera zero, significando que uma quantidade encomendada é recebida no

mesmo instante em que é efetuado o seu pedido;

e o tempo de espera (lead time) entre o instante em que uma quantidade de pedido é
efetuada até o momento em que o mesmo chega e é adicionado ao estoque é diferente de

Zero.

Apos a etapa de formulagao do modelo é preciso buscar uma estratégia de resolucao
que tenha relagao direta com a linearidade ou nao-linearidade da funcao objetivo e das res-
trigoes definidas para o problema. Quanto aos problemas de programacao linear formulados
para estudar estoques a literatura (EISELT; SANDBLOM, 2010), (LIEBERMAN; HILLIER,
2010), (MURTHY; 2007), (TAHA; 2008) e (WAGNER; 1969) contém uma ampla variedade de

problemas ja formulados e estudados tanto no caso deterministico quanto no caso estocastico.
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Ja os problemas relacionados a estoques de natureza nao-linear sao mais escassos na
literatura por conterem hipoteses mais complexas e necessitarem de técnicas para obtencao de
solugoes que envolvem conceitos matematicos também mais complexos.

Os modelos relacionados a Pesquisa Operacional que melhor retratam as situagoes-
problema reais sao aqueles de natureza nao-linear, visto que o modelo preserva suas variaveis e
restricoes sem a necessidade de alguma adequacao da situacao real ao modelo, como é feito no
caso linear, onde é preciso adequar o modelo para que ele possa ser resolvido com as técnicas
proprias de problemas lineares, podendo ser necessario restringir, reformular ou até excluir
algumas caracteristicas originais da situacgao real.

Particularmente, o problema que sera estudado é um problema de otimizagao multiob-
jetivo de planejamento de estoques e marketing proposto por Islam (2008). Ele foi construido
com base em algumas situacoes especificas buscando atender a necessidade de algumas empresas
em atingir multiplos objetivos para manter a competitividade no mercado no qual atua. Além
disso, o problema, sob as hipdteses formuladas, pertence a classe de problemas nao-lineares
multiobjetivo de programacao geométrica.

Como exemplificagao para melhor compreensao da situagao em estudo, considere uma
industria de manufatura que produz um item e necessita estoca-lo como produto acabado
por um determinado intervalo de tempo. Ela utiliza a propaganda comercial para divulgacao
desse mesmo item de modo a aumentar a demanda pelo mesmo e assim diminuir o estoque.
Nas duas etapas: producao e marketing comercial, necessarias para o escoamento de uma
quantidade de um produto mantido em estoque, a empresa acumula custos associados a estas
duas etapas e que estao relacionados ao processo de estocagem e a divulgacao do produto
por meio de propaganda comercial. A reducao desses dois conjuntos de custos sao traduzidos
pela empresa em dois objetivos a serem atingidos de modo que a mesma possa adquirir um
melhor desempenho financeiro e competitivo no mercado no qual atua. Vale salientar que a
relacao de diminuicao entre os dois grupos de custos podem estar diretamente ou inversamente
relacionadas, ou seja, os valores obtidos para as variaveis de decisao envolvidas no problema
nem sempre conseguem diminuir os dois conjuntos de custos ao mesmo tempo. Tais varidveis
podem aumentar os custos relacionados ao estoque desses produtos, mas aumentar o conjunto
de custos associados ao marketing comercial desse mesmo produto.

De acordo com Oliveira (2005), os problemas de otimizagdo multiobjetivo sdo carac-
terizados por otimizar (maximizar ou minimizar) “um vetor composto por fungoes escalares,
escolhidas de forma a avaliar o impacto das decisoes viaveis sobre diferentes indices de desem-

penho.”
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As ferramentas matematicas necessarias da teoria de otimizagao nao-linear para en-
contrar a solugao para o problema proposto estda fundamentada na técnica de programacao
geométrica, construida para desenvolver a teoria de dualidade para uma classe especifica de pro-
blemas, onde baseia-se na relagao entre as desigualdades aritmética e geométrica para niimeros
reais positivos.

No algoritmo proposto ¢é utilizada a técnica de condensacao, descrita nos trabalhos de
(BEIGHTLER; PHILLIPS, 1976) e em (YANG; BRICKER, 1997. Essa é uma técnica desen-
volvida especificamente para tratar de problemas de programacao geométrica signomial. Em
(NASCIMENTO; ANDRADE, 2001) um pseudocddigo explicita como funciona o algoritmo
que tem demonstrado ser uma ferramenta poderosa para resolver uma ampla variedade de
problemas dessa natureza.

Este trabalho tem a finalidade de otimizar o controle de estoques com a tomada de
decisao em um ambiente multiobjetivo resolvendo um modelo de estoques por meio da técnica

de programacao geométrica via condensagao.
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1.1 Justificativa

Estoque é um dos elementos cujo tratamento dentro de uma organizagao deve ser espe-
cial. E no estoque que esta as oportunidades de lucro e planejamento para situagoes adversas.
Devido a natureza do produto a ser estocado deve-se ter cuidado com o tempo e a quantidade
a ser estocada.

Algumas empresas adotam estratégias bastante conhecidas de gerenciamento de esto-
ques, entre elas temos a curva ABC, o sistema de controle de estoques de periodo fixo, o
sistema da quantidade de pedido fixo, o sistema de reabastecimento opcional, a andlise vital,
essencial e desejavel - VED, a andlise XYZ baseado no valor do estoque, a FNSD (Fuast - Nor-
mal - Slow - Dead) baseada na taxa de utilizagao dos itens ou na movimentacao dos itens e o
Just-in-Time, que busca produzir sem gerar estoques. (MURTHY, 2007)

Dependendo da natureza da organizagao, o estoque pode estar intrinsecamente relacio-
nado as vendas ou aos negécios efetuados pela organizagao por meio da propaganda de produtos
que sejam mantidos em estoque. Portanto, o efeito do marketing esta diretamente vinculado
ao nivel de estoque.

A teoria de estoques existente na literatura é bastante vasta quando trata-se apenas do
problemas de gerenciamento de estoques pertencente a Programacao Geométrica como pode
ser comprovado com as referéncias discutidas no capitulo 2. No entanto, quando o termo
adicional da propaganda é analisado juntamente com o nivel de produgao como uma segunda
funcao objetivo, sao poucos os trabalhos encontrados resolvidos por meio de Programacao
Geométrica. Em Sadjadi, Oroujee e Aryanezhad (2005), foi proposto um modelo para um tinico
item integrando producao, marketing e estoques em um problema de programacao geométrica
signomial em que a demanda esta relacionada ao custo de marketing e ao prego de venda, mas
o mesmo é composto de uma unica funcao objetivo, é irrestrito e busca a determinar o tamanho
do lote de producao, o custo de marketing e o preco de venda do produto.

Estudar o modelo do tamanho do lote econdémico (EOQ) vinculado ao marketing além
de buscar a reducao dos custos associados a estocagem de um produto também necessita que
os custos com propaganda sejam minimos. Esse modelo de planejamento de estoques associado
ao marketing torna necessario a utilizagao da teoria de otimizagao multiobjetivo, a qual contém
as ferramentas capazes de determinar uma politica de estoques otima.

A otimizacao multiobjetivo também estd associada a necessidade das empresas consi-
derarem muiltiplos objetivos na tomada de decisao sobre situacoes-problema que as mesmas

enfrentam. Alguns dos problemas do mundo real tem essencialmente mais de um objetivo a
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atingir, nos quais os tomadores de decisao avaliam as melhores alternativas capazes de gerar
uma solucao aproximada de acordo com os multiplos critérios conside-rados.

As contribui¢oes no campo do conhecimento das decisdes multiobjetivo tem gerado
muitas publicagdes de resultados interessantes como em (COHON, 1978), (SAWARAGI; NA-
KAYAMA; TANINO, 1985),(MIETTINEN, 1999), (EHRGOTT, 2005), (CHANKONG; HAI-
MES, 2008) e (BRANKE; MIETTINEN; SLOWINSKI, 2008).

O problema estudado estd presente em algumas situagoes reais, basta considerar as
organizacoes que produzem os item a serem estocados e que, além disso, investem fortemente
na propaganda comercial desses itens. Islam (2008) cita um exemplo para uma industria de
refrigerantes, no qual o estoque é composto de apenas um unico item, o refrigerante, cuja
quantidade de pedido 6tima é determinada levando-se em consideragao os custos com marketing
associados.

Mesmo que o modelo do presente trabalho tenha um ntimero de restricoes reduzido e
poucas variaveis de decisao, o seu grau de complexidade consiste na natureza das func¢oes obje-
tivo e restrigoes, as quais sao nao lineares e sao funcgoes signomiais de programacao geométrica.
Além disso, o grau de dificuldade definido como o nimero de termos do problema menos o
nimero de varidaveis - um ¢é variavel e maior do que zero, o que gera consideravel nivel de
dificuldade na manipulagao e interpretacdo dos instrumentos de busca de solugoes (teoria e
algoritmos).

Do ponto de vista da gestao, os estoques representam um fator de eficiéncia e competi-
tividade para as organizacoes em virtude dos altos investimentos financeiros efetuados.

Na manufatura, outros motivos reforcam a necessidade de uma gestao eficiente dos
estoques por meio das técnicas da pesquisa operacional. Dentre eles, estao as fungoes exercidas
pelos estoques ao longo do processo produtivo de uma empresa sendo a mais importante a de
que os estoques atuam como regulador das diferentes taxas de fornecimento e demanda.

No interior de um sistema produtivo, Corréa, Gianesi e Caon (2007) definem mais alguns
fatores que explicam as razoes que levam a criacao de estoques. Dentre eles estao:

e A falta de coordenacao entre fases de um processo de transformagao produtivo, causadas

por variacoes de taxas do mercado consumidor;

e os altos tempos de preparacao de maquinas, que causam a producao de lotes maiores que

o necessario de modo a diminuir o custo inerente a troca de produtos na maquina;

e 0s precos altos de itens a serem comprados pela empresa que levam a formacao de lotes

maiores desse item de modo a gerar uma reducao nos custos de compra associados;
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a falta de coordenacao informacional entre os setores de demanda e da necessidade de

suprimentos para atender a essa demanda;

e as informagoes prévias sobre o grau de incerteza existente entre as diferencas das taxas de
fornecimento e demanda podem ou nao contribuir para a coordenacao desses dois fluxos

em etapas do processo de transformacao produtivo;

e a especulacao associada a compra e venda de materiais, onde a empresa sabe previamente
da ocorréncia de escassez na oferta de determinado produto, beneficia-se com os pregos

elevados correspondentes e obtém um aumento nos lucros neste periodo;

e as distancias entre as industrias de manufatura e seu mercado consumidor, onde o consumo
de produtos caracteriza-se por ser continuo, necessitando, portanto, de uma operacao
logistica para o transporte dos produtos de modo que o fluxo continuo de escoamento
pelo canal de distribuicao ocorra normalmente, também gera estoques. Isso envolve a

distribuicao por armazéns, entrepostos e os varios tipos de meios de transporte.

A implantacao de um sistema de administracao da producao adequado pode eliminar
os estoques resultantes da falta de coordenacgao informacional entre fases de um processo de
transformacao ja que os tomadores de decisao poderao dispor de informagoes sobre quais,
quanto e quando serao necessarios os suprimentos de recursos produtivos de modo a atender a
demanda. Entretanto, as demais razdes para o surgimento dos estoques tais como: (1) garantia
da confiabilidade de fornecimento de itens antes incertos; (2) ocorréncia na quebra de uma
méquina; (3) reducao no tempo de setup; (4) reducao dos custos do processo de compra de um
produto, nao serao extintas e para impedir que o fluxo de produgao nao seja interrompido um

estoque de seguranca deve existir. (CORREA; GIANESI; CAON, 2007)
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Propor um modelo de estoques através da técnica de programacao geométrica via con-

densacao em um ambiente multiobjetivo.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Investigar modelos de estoques;

e formular o problema multiobjetivo nao-linear de planejamento de estoques e marketing

mono-item e multi-item;

e investigar os resultados e técnicas da teoria de otimizacao multiobjetivo para resolver os

problemas mono-item e multi-item;

e cstudar a técnica da programacao geométrica adequada para a resolugao do problema

tema da pesquisa;

e aplicar a técnica de condensacao utilizada para resolver problemas de Programacao Geométrica
(PG) signomial nos problemas de planejamento de estoques e marketing mono-item e

multi-item;

e implementar o algoritmo da condensacao usando a ferramenta Ggplab para resolver os

problemas propostos.

1.3 Organizacao da Dissertacao

O desenvolvimento do trabalho e a a apresentacao dos resultados estao organizados da

seguinte maneira:

1. O capitulo 2 apresenta os trabalhos que envolvem modelos de planejamento de estoques
e marketing, programagao geométrica e em alguns deles a otimizacao multiobjetivo, de
modo a mostrar a importancia de se agrupar essas trés areas como foi feito no presente

trabalho.

2. No capitulo 3 sao descritos de modo geral os modelos basicos de estoques encontrados na

literatura, sem a presenca da componente marketing, para mostrar a variedade de modelos
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a partir dos quais se pode obter extensoes, como os modelos nos trabalhos mencionados

no capitulo 2 e o modelo tratado no presente trabalho.

. O capitulo 4 é composto pelos métodos da teoria de otimizacao multiobjetivo que tem
relacoes diretas com o Método das Métricas Ponderadas, escolhido para escalarizar o
problema bi-objetivo de planejamento de estoques e marketing para um tunico item e
para n itens. Além disso, o capitulo é composto também pela teoria de Programacao
Geométrica, da qual pertence o problema bi-objetivo de planejamento de estoques e mar-
keting e a técnica da Condensacao que com a ferramenta GGPLAB foi capaz de resolvé-lo
por meio de um algoritmo desenvolvido para a Condensacao com a ferramenta GGPLAB

testado em problemas classicos na literatura.

. No capitulo 5 sao desenvolvidos os problemas bi-objetivos de plajenamento de estoques e
marketing para um unico item e sua generalizagao para o caso multi-item. Posteriormente
foram apresentadas as respectivas escalarizagoes de acordo com o método escolhido, o

método das Métricas Ponderadas, para os casos em que p=1, p=2e p = o0.

. No capitulo 6 foi apresentado um exemplo numérico para o problema com um tnico item
obtido em Islam (2008), com o qual um problema particular foi obtido e solucionado por
meio do algoritmo da Condensacao usando Gpposy, com posterior analise comparativa
da solugdo obtida com a solucao de Islam (2008). Posteriormente, utilizou-se dados
de entrada semelhantes aos do trabalho de referéncia utilizado, para os outros 4 itens
restantes, de modo a exemplificar o problema bi-objetivo de planejamento de estoques e
marketing com 5 itens, com sucesso na obtencao de solucao para o mesmo por meio do

algoritmo da Condensacao usando Gpposy.

. As consideracoes finais da dissertagao e sugestao para trabalhos futuros sao apresentadas

no capitulo 7.
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Capitulo 2
Revisao Bibliografica

O presente trabalho tem como base o artigo de Islam (2008) para desenvolver no capitulo
cinco o problema de otimizagao multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing mono-
item (5.3) e uma generalizagao direta do problema de planejamento de estoques e marketing de
Islam(2008) para multi-itens (5.22) . Além disso, as defini¢oes dos tipos de custos associados a
um modelo de estoques, os tipos de modelos de estoques existentes com demanda deterministica
bem como as diversas hipdteses associadas a construgao de cada modelo de estoques necessarios
a compreensao do problema de estoques desenvolvido na presente pesquisa podem ser encontra-
dos em (LIEBERMAN; HILLIER, 2010), (EISELT; SANDBLOM, 2010), (MOREIRA, 2004),
(MURTHY, 2007), (MUCKSTADT; SAPRA, 2010), (AXSATER, 2006) ¢ (TAHA, 2008).

A questao a ser respondida com o estudo da teoria de estoques é determinar o momento
e a quantidade de estoque a ser reabastecido de modo a minimizar a soma total dos custo
associados por unidade de tempo. Dessa forma, os modelos de estoques sao construidos por
meio dos custos associados e sao baseados em hipdteses.

De acordo com (MUCKSTADT; SAPRA, 2010), (AXSATER, 2006), (LIEBERMAN;
HILLIER, 2010), (TAHA, 2008), (MURTHY, 2007), (EISELT; SANDBLOM, 2010) a funcao
a ser minimizada ¢ a funcao de custo total de estoques composta pelos custo por encomenda
ou producao, custo de tempo de preparacao, de manutencao e custo por escassez. Existem
variantes dessa formulacao nas quais nao é incorporada o custo de preparagao, mas pertencem
a classe de modelos dinamicos, que nao faz parte da presente pesquisa.

O modelo mais elementar refere-se ao modelo do tamanho do lote economico EOQ
(econémic order quantity), encontrado nas literaturas citadas acima cujas variantes, quando a
demanda deterministica e constante, sao modelos que incluem descontos no custo unitario de

aquisicao por quantidade encomendada, falta planejada de produto, taxa de producao finita, n
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itens a serem estocados sob alguns tipos de limitacao.

Para os modelos onde a hipétese de que a demanda assume diferentes valores cons-
tantes de um periodo para outro e onde a demanda é probabilistica ou estocastica discreta
e continua, isto é, nao é conhecida, mas existe uma funcao de densidade de probabilidade
associada a ela, os quais classificam-se como modelos dinamicos e estocasticos também se en-
contram em quase todas a literaturas acima mencionadas, mas com maior profundidade para o
caso dinamico em (WAGNER, 1969) e no caso estocéastico em (MUCKSTADT; SAPRA, 2010),
(AXSATER, 2006). Os problemas dinamico sao resolvidos geralmente por meio de algoritmos
para programagcao dinamica, possibilitando o desenvolvimento de heuristicas. Ja os modelos
estocésticos variam entre aqueles de unico periodo, modelos com e sem custos de preparagao,
modelos multi-periodos, modelos de revisao continua ou periédica dinamica estocastica.

O diagrama a seguir resume os tipos de modelos de estoques comumente encontrados

na literatura.

Modelos de estoques

Modelos Deterministicos | Demanda Probabilistica
(Demanda conhecida) < ou
| estocastica
v v | { | l
Modelos Modelos EOQ ”m Modelos EOQ com . zl . oo
Elementares com restri¢des EOQ com Lead-time quebra de preco ou Minimizacio Maximizagéo
(Modelo multi-item) desconto por quantidade 40 custo do lucro

l l Demanda Demanda Itens Itens

Modelo EOQ com escassez Modelos com nivel estacionaria  nio estacioniria discretos continuos
de reordenacio com

escassez

Itens continuos
ou discretos, custo sem
tempo de preparacio,
demanda instatinea,
tempo de reposicio
zero ou fixo.

Itens continuos ou custo
discreto sem tempo de
preparacio,demanda
uniforme, tempo de
reposicio zero ou fixo.

Producdo  Tayy de producdo Produciio

instatinea .00 Taxa de produciao

instatinea finita

Figura 2.1: Classificagdo dos modelos de estoques
Fonte: Murthy, 2007, p. 374

Dentre os trabalhos pesquisados na literatura que tratam de modelos de estoques com
demanda deterministica, com tnico item ou multi-item multiobjetivo, cuja técnica de escala-
rizacao fosse o método das métricas ponderadas e o problema resultante pertencentesse a classe
de problemas de programacao geométrica signomial tem-se apenas o trabalho de Islam (2008)
utilizado para desenvolver a presente pesquisa.

Dentre o amplo campo de tipos de modelos de planejamento de estoques, foram selecio-
nados aqueles que tem como técnica de solugao a programagao geométrica, sejam problemas de

programagao geométrica posinomial ou signomial. Essa particularizacao se deve a importancia
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que a programacao geométrica tem na determinacao da solugao para o modelo multiobjetivo de
planejamento de estoques e marketing proposto por Islam (2008). Os trabalhos mencionados
a seguir, envolvendo além da demanda deterministica que é a tipologia apresentada no modelo
estudado e solucionado nesta pesquisa, trabalhos onde a demanda é probabilistica e problemas
com parametros Fuzzy, cujo critério de escolha é ser um modelo de estoques e conter a técnica
de programacao geométrica, ja que problemas multiobjetivo que também utilizasse a PG para
obter a solu¢ao do modelo nao foram encontrados.

Os trabalhos seguintes tratam de problemas de programagao geométrica posinomial,
cuja solucao é obtida por meio do problema dual associado. Cheng (1989) desenvolveu uma
extensao do modelo EOQ classico considerando a hipétese de que o custo unitario de producao
é inversamente relacionado a demanda, que a taxa da demanda é igual a taxa de producao e tem
como variaveis de decisao tanto a demanda e a quantidade de pedido. Em 1989 Cheng tratou
do modelo da quantidade de producao economica cléssico (EPQ) onde o processo de producao
¢ flexivel e imperfeito, tendo como hipdtese que o custo total de juros e depreciacao por ciclo
de producao esta relacionado: inversamente ao custo de set-up e diretamente a confiabilidade
do processo de produgao. Lee (1994) desenvolveu um modelo no qual o problema resultante é
de programacao nao convexa multi-item modificado da quantidade de lote econémico (EOQ)
para maximizac¢ao do lucro de precos e da quantidades de pedidos, com hipotese de que o custo
de compra unitario era funcao continuamente decrescente da quantidade de pedido e que a
demanda era inversamente relacionada ao preco e sob restrigoes de espaco de armazenamento
e de orgamento para investimento em estoques. Em Abou-El-Ata, Kotb (1997) apresentou
o modelo EOQ multi-item para minimizacao dos custos, onde o custo de manutencao estava
variando em funcao da quantidade encomendada, nao sendo permitida faltas planejadas, sob
restricoes para o nimero de encomendas anuais e no custo de manutengao total. Em 1998, Kim e
Lee propuseram um modelo para a determinagao simultanea do prego de um item e do tamanho
do lote economico 6timos, onde a demanda é uma funcao decrescente do preco de venda. Os
trés problemas obtidos sao problemas de maximizagao do lucro com as respectivas restrigoes de
capacidade de mao-de-obra fixa e variavel, isto ¢, com capacidade de expansao e reducao da mao-
de-obra, que nestes casos sao variaveis de decisao. Os problemas sao de programacao geométrica
signomiais transformados em posinomiais por meio da substituicao da funcao objetivo pelo
inverso de uma nova variavel que limita superiormente a funcao objetivo como restricao. Em
2003, Abou-El-Ata, Fergany e El-Wakeel também obtiveram um modelo multi-item em que a
demanda é uma varidavel aleatéria com funcao de densidade de probabilidade conhecida, onde

o nivel de estoque maximo de cada item é uma multiplo constante da quantidade média de
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pedido. O custo por pedido unitario é uma funcao continua crescente do ntimero esperado de
periodos para reabastecimento com restricoes para o custo de encomenda e para o custo de
manutengao esperado. Jung e Klein (2001) propuseram dois modelos (FOQ) classicos em que
o custo unitario é fixo. O primeiro modelo resulta em problema posinomial de minimizacao
do custo total onde o custo unitario é uma fungao da demanda e o segundo modelo resulta
em um problema signomial para maximizacao do lucro em que o prego unitario é uma fungao
decrescente da demanda.

Em 2005, Jung e Klein trataram de trés extensoes do modelo FOQ) classico com uma
relaxacao na hipétese de que o custo unitario é variavel, obtendo trés modelos de PG posinomial
para a minimizacao dos custos médios totais para um tunico item. Os modelos diferem por
considerar que o custo unitario relaciona-se a demanda, em seguida a quantidade de pedido,
e por fim com a quantidade de pedido e demanda. Ainda no mesmo ano, Sadjadi, Oroujee e
Aryanezhad apresentaram um modelo onde esta presente simultaneamente estoques, producao
e marketing resultando em um problema para tnico item irrestrito de PG signomial com uma
unica funcao objetivo, onde as variaveis de decisao sao o tamanho do lote, o custo de marketing
e o prego de venda do produto. Além disso, a demanda esta relacionada ao preco de venda e
ao custo de marketing. Para solucionar o problema foi utilizado uma transformacao que torna
o problema de PG signomial em posinomial, resolvido pelo dual de PG associado usando busca
local. Em 2006, Jung e Klein propuseram esse modelo, com as mesmas hipoteses do trabalho de
2005, mas com a funcao objetivo de maximizacao dos lucros, o que resultou em um problema de
programagao geométrica signomial, resolvido por meio da transformagao do problema signomial
em um problema posinomial de acordo com (KIM; LEE, 1998).

Em 2006, Safaei, Sadjadi e Babakhani desenvolveram um modelo de programagao geométrica
signomial resolvido por meio do pseudo-dual de programacao geométrica, que gera solugoes de
minimo local e para encontrar o minimo global é usado o algoritmo genético para determinacao
das variaveis pregos de venda e custo de marketing, em que o volume de producao esta de-
finido para dois mercados, sendo que no primeiro mercado ela depende do preco de venda,
mas no segundo mercado a dependéncia passa a ser também com o custo de marketing, os
custos de producao unitarios para os respectivos mercados dependem dos respectivos volumes
de producao. Também nesse ano, Mandal, Roy e Maiti propuseram um problema nao-linear
de PG signomial para um modelo de estoques multi-item com deterioragao sob limitagao espa-
cial para determinar o tamanho do ciclo de producao com e sem truncamento dos termos de
deterioragao, que foi resolvido usando tanto o método dos multiplicadores de Lagrange quanto

o pseudo-dual de PG para posterior comparacao de solugoes.
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Em 2007, Leung propos um modelo classico da quantidade de producao economica EPQ)
onde o processo de produgao é flexivel e imperfeito e o objetivo foi de minimizar uma funcao
de custos de programacao geométrica posinomial, com destaque para a hipétese de que todos
os itens estao sujeitos a inspecao e descarte para aqueles defeituosos. Além disso os juros
e a depreciacao por ciclo de producao sao inversamente relacionados ao custo de preparacao
(set-up) e diretamente relacionado ao processo de confiabilidade. No mesmo ano, Esmaeili e
Zeephongsekul, propuseram um modelo para precos conjuntos e dimensionamento de lotes com
a presenca da componente desconto, onde a demanda é uma funcao do preco e do desconto e
o custo de produgao é uma funcao do volume de producao. A fungao objetivo para o lucro do
fabricante é uma funcao de PG signomial que ¢é transformada em um problema posinomial com
restrigao de volume de produgao como em (KIM; LEE, 1998).

Em 2008, Sadjadi e Arabzadeh propuseram um modelo de programagao geométrica
multi-objetivo para determinar o preco de venda de produtos em dois mercados e os custos
de marketing, onde a demanda é uma fungao do preco de venda e do custo de marketing em
dois mercados e o custo de producao em funcao da demanda em ambos os mercados. No
mesmo ano, Cruz, Diaby e Nsakandra propuseram um problema de programacao nao linear,
nao convexo, multi-item em um ambiente JI'T, com demanda deterministica de modo a obter
os niveis 6timos de reducao dos tempos de setup, de melhoria de processo, dos investimentos
correspondentes e do tempo de ciclo de producao para cada produto, sob as restricoes de
capacidade de produgao, capacidade de armazenamento, receita para melhoria da qualidade,
reducao dos tempos de set-up, restricao logica do tempo de ciclo, reducao de set-up e da
melhoria da qualidade. O problema obtido é primeiramente suavizado para posteriormente ser
aproximado por um problema equivalente convexo de programacao geométrica posinomial na
forma padrao.

Em 2009, Fathian, Sadjadi e Sajadi também desenvolveram um problema de PG signo-
mial de maximizacao do lucro com unica funcao objetivo a partir de um modelo que tem como
base analisar o método de fixacao de precos e a qualidade do servico de empresas E-business.
O modelo proposto abordava bens nao-digitais fornecidos através de supermercados web. Nele
a demanda é uma funcao do preco de venda, do custo de marketing e da qualidade de servigo.
O problema foi transformado em um problema posinomial com a substituicao da funcao ob-
jetivo por uma nova variavel e a transformagao da mesma em restricao. Em 2009, Nezami,
Aryaneshad e Sadjadi trataram de um modelo que considera um fabricante de um tnico pro-
duto a ser vendido em um mercado competitivo com um grande concorrente. A demanda é

uma funcao nao-linear de preco unitario e o a taxa de penetracao de mercado é a razao entre
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o preco de venda do mercado competidor e a soma dos precos de venda do fabricante e de
seu concorrente. Nao sao permitidas faltas planejadas de produto, o lead-time é zero e a taxa
de produgao ¢é instantanea. O problema formulado busca maximizar o lucro, sob a restricao
de que o preco de venda unitario nao excede o preco de venda do concorrente mais um. O
problema é de PG sigmonial que é transformado em um problema posinomial como foi feito em
(FATHIAN; SADJADI; SAJADI, 2009). Em 2010, Sadjadi, et. al. propuseram um modelo de
estoques para maximizar a diferenca entre os lucros e custos associados de produtos imperfeitos
com demanda em funcao do preco de venda e do custo de marketing e o custo total de juros
e desvalorizacao do produto em uma funcao da confiabilidade da producao de custo de set-up
por ciclo de producao e do custo de manutencao unitario. O problema tem restricao associada
a confianca na quantidade de producao e pertence a classe de problemas de PG signomial,
resolvido da mesma forma que em (FATHIAN; SADJADI; SAJADI, 2009).

Em 2011, Sadjadi, Yazdian e Shahanaghi propuseram um modelo da quantidade de
producao economica (EP(@) onde a demanda é uma funcdo do prego unitario, da qualidade
do produto e do vetor volume de investimentos em diferentes canais de marketing, o custo de
produgao unitario é uma funcao do tamanho do lote, da qualidade do produto e da confiabilidade
do processo e os juros e custos de depreciagao estdo em func¢ao do custo de preparacdo (set-
up) e da confiabilidade do processo de produgdo. A fungao objetivo resultante é uma fungao
signomial de maximizagao do lucro com restricoes para o or¢camento de marketing, capacidade
de producao e espaco de armazenamento, que é convertida em um problema posinomial e
resolvido por meio de C'VX, um sistema de modelagem de otimizacao convexa implementado
em Matlab (http://cvxr.com/cvx/).

Em 2011, Kotb e Fergany tratam de um modelo EOQ de estoques multi-item onde o
custo de manutencao é uma fungao continuamente decrescente da quantidade de pedido, a taxa
de producao e finita e constante e apresenta restricoes para a nimero total de pedidos e para
o custo de manutencao total. O problema busca minimizar o custo total, que é uma funcao
posinomial de PG, onde a variavel é a quantidade de produgao para o r—ésimo item. A solugao
¢ obtida por meio do dual de PG com aplicacao posterior do problema em cinco exemplos
numeéricos particulares. Ainda em 2011, Kotb e Fergany trataram também do modelo EOQ de
PG posinomial de minimizagao dos custos totais para multiplos itens onde o custo unitério é
uma funcao da demanda e o custo de menor tempo de espera de execucao de uma atividade esta
relacionado com o tempo de espera. Também no mesmo ano, Kotb, Genedi e Zaki propuseram
um problema posinomial de PG para minimizar a funcao de controle estatistico da qualidade

com com restrigoes para o custo de manutencao e para a area de armazenamento esperados,
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onde a demanda é uma variavel aleatoria com distribuicao de probabilidade conhecida e as
variaveis de decisao sao o numero de periodos e o nivel maximo de estoque 6timo para o
modelo EOQ com Lead Time zero e sem escassez permitida. Também no mesmo ano Bayati e
Makui apresentam um modelo bi-objetivo de planejamento de marketing, com funcoes objetivo
de programagao geométrica signomial para maximizagao de lucro de modo a determinar o custo
de marketing, o custo do servico e o preco de venda do produto em dois mercados competitivos
para o comércio eletronico via internet por meio de provedores digitais que buscam estratégias
que considerem a preferéncia do consumidor de modo a obter mais lucro criando uma vantagem
competitiva contra seus concorrentes. As hipoteses do modelo sao de que a demanda é uma
funcao do preco de venda, do custo de marketing e do custo de servico em dois mercados e o
custo unitdrio de producao é uma funcao da demanda. As funcoes objetivo sao tratadas em
problemas irrestritos de modo separado, que posteriormente com transformados em problemas
posinomiais restritos e resolvidos por meio do método das métricas ponderadas apenas para
p = 1,2. Também em 2011, Kotb propos um modelo multi-item para o controle estatistico
da qualidade do tamanho do lote, determinando a quantidade de pedido, onde o problema é
composto por uma fungao objetivo posinomial, com restri¢oes para o espago de armazenagem
e de custo de preparagao (set-up) totais, onde o custo de manutengao é uma fungao crescente
da quantidade de producao.

Em 1997, Roy e Maiti obtiveram um problema de PG posinomial fuzzy para o modelo
FOQ, com restricao de armazenamento espacial, onde o custo de preparacao é uma funcao da
quantidade produzida ou comprada e o custo de producao unitario dependente da demanda.
Em 2005, Maldal, Roy e Maiti propuseram um modelo multiobjetivo e multi-item com escas-
sez planejada e a demanda dependente do custo unitario, com restricoes de armazenamento
espacial, do nimero de pedidos efetuados por ciclo de producao e de investimento no custo de
producao total em um ambiente fuzzy resolvido por meio de programagao geométrica, onde foi
considerado o método da ponderagao para agrupar as fungoes objetivo em uma tunica fungao
objetivo, resultando em um problema de PG signomial Fuzzy solucionado por meio do pseudo-
dual. Em 2006, Mandal e Roy desenvolveram um modelo multi-item para o tamanho do lote
com producao finita e com retrabalho para para itens com qualidade imperfeita. Os custos
sao considerados como numeros hibridos, isto é, sao de natureza fuzzy tanto quanto varidveis
aleatorias, convertidos em problemas multiobjetivos de programacao geométrica posinomiais
resolvidos por meio do método da ponderacao e dual posinomial associado. Ainda nesse mesmo
ano, Mandal, Roy e Maiti desenvolveram um modelo de estoques multi-item com restricao de

espaco de armazenamento em um ambiente crisp e irrestrito em um ambiente Fuzzy, obtendo
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problemas de PG signomiais solucionados por meio do pseudo-dual associado a cada situacao.
Em 2008, Panda, Kar e Maiti propuseram um modelo FO@ multi-item, considerando que os
custos sao de natureza fuzzy /hibrida sob limitagdes de recursos tanto como quantidades fuzzy
quanto como quantidades fuzzy e fuzzy-aleatoéria de espaco de armazenamento e de or¢camento
total disponivel, onde os problemas sao de PG signomiais resolvidos por meio do pseudo-dual,
apods a utilizacao do método da ponderagao para um dos modelos multi-item e multiobjetivo
crisp irrestrito de programacao nao-linear. Em 2009, Panda e Maiti propuseram um modelo da
quantidade de producdo econdomica (EP(Q)) multi-item onde a demanda é func¢ao do preco de
venda, o custo de producao unitario é uma funcao do nivel de estoque, o custo de manutencao
¢ uma funcao do custo unitario e os custos com os juros e depreciacao por ciclo de producao em
funcao do custo de preparacgao e confiabilidade do processo. Os modelos sao desenvolvidos em
dois ambientes fussy, onde tanto o primeiro problema quanto o segundo sao de PG signomial
resolvidos por meio do pseudo-dual associado. Em 2010, Sadjadi, Ghazanfari e Yousefli propu-
seram um problema de PG signomial fuzzy irrestrito para determinacao do preco de venda, do
custo de marketing e da quantidade de pedido pertencentes ao conjunto fuzzy, onde a demanda
é uma func¢ao do prego de venda e do custo de marketing e o custo de aquisicao do produto é
uma funcao da quantidade de pedido.

As solucoes eficientes ou Pareto-6timas para o problema de otimizagao multiobjetivo de
planejamento de estoques e marketing desenvolvido no capitulo 5 poderao ser obtidas quando
inicialmente for feita uma transformacao do problema de otimizagao multiobjetivo para um
problema com uma tunica funcao objetivo utilizando o método das Métricas Ponderadas, en-
contrado em (MIETTINEN, 1999), (CHANKONG; HAIMES, 2008), (EHRGOTT, 2005) e
(JAHN, 2011). Estes dltimos juntamente com os trabalhos de (COHON, 1978) e (SAWARAGTI;
NAKAYAMA, TANINO, 1985) vem contribuindo com muitos resultados importantes relaci-
onados a Teoria de Otimizacao Multiobjetivo ou Vetorial, que vao desde a definicao do tipo
de solucao para esta classe de problemas até os métodos de obtencao de solucoes eficientes.
Os resultados gerais que tratam de conjuntos totalmente ordenados onde ¢é possivel definir
uma solugao eficiente bem como dos métodos (nao-preferenciais, preferenciais e iterativos) que
relacionam as solugoes de uma funcao vetorial com as solugoes de uma funcao escalar.

O problema multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing obtido posterior-
mente no capitulo 5 pertence a classe de problemas de programacao geométrica signomial,
cuja teoria encontrada em (DUFFIN; PETERSON; ZENER, 1967), (BEIGHTLER; PHILLIPS,
1976), (BAZARAA; SHERALIL SHETTY, 1993),(YANG; BRICKER,1997), (NASCIMENTO;
ANDRADE, 2001) e (OLIVEIRA, 2005) é descrita no capitulo 4.
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Apés a etapa de descricao dos métodos que reduzem o problema multiobjetivo para um
problema mono-objetivo com a escolha do Método das Métricas Ponderadas para transformar o
problema multiobjetivo de plajenamento de estoques e marketing para um tinico item e para n
itens em um problema escalarizado, desenvolveu-se um algoritmo para a técnica de condensacao
descrita no capitulo 4 por meio dos trabalhos acima citados utilizando a ferramenta GGPLAB
(GGPLAB: A Simple Matlab Toolbox for Geometric Programming, 2006).

A escolha dos trabalhos acima mencionados foi feito de acordo com a natureza dos pro-
blemas de planejamento de estoques, os quais pertenciam a classe de problemas de Programacao
Geométrica. Na totalidade dos trabalhos pesquisados em que o problema pertencia a classe de
problemas de programacao geométrica signomial, nao foi evidenciada a utilizacao da técnica
da condensacao, que € a técnica classica de resolucao. Além disso, de acordo com as descri¢oes
feitas dos trabalhos anteriormente, nao foram encontrados problemas com multiplas funcoes
objetivos e de programagao geométrica signomial que utilizassem a técnica da Condensagao na
obtengao de solugao, exceto em Islam (2008) que teve o problema utilizado como base para o
desenvolvimento do presente trabalho, bem como o exemplo numérico para o caso do problema
de planejamento de estoques e marketing com um unico item.

Com a pesquisa acima realizada observa-se que esse capitulo expos a importancia do
presente trabalho para o campo das aplicacoes na drea de programacao geométrica signomial
visto que utiliza um problema ja exposto na literatura para o caso de um tunico item, mas que
explicita o desenvolvimento algébrico, o avanco computacional por meio de um algoritmo para
a técnica da Condensacao e a aplicagao do algoritmo nao apenas para o caso de um tunico item,
mas para uma generalizacao direta do problema de planejamento de estoques e marketing com n
itens, com ambos os problemas descritos com uma formulagao geral no capitulo 5 e solucionados
por meio do algoritmo da Condensacao, quando particularizados por meio de dados iniciais, no
capitulo 6.

Essa pesquisa evidenciou também a importancia da classe de problemas de Programagao
Geométrica no campo da Engenharia de Producao, e mais particularmente, dentro do controle
de estoques, mostrando que problemas nao lineares estao mais presentes dentro da area de
controle e planejamento de estoques do que se imagina e que necessitam de dominio da teoria

de Programagao Geométrica em sua totalidade na obtencao de solucao.
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Capitulo 3

Modelos de Estoques

Existe na literatura dois padroes para o consumo de um item em um determinado periodo
de tempo que sao determinantes na escolha da estratégia do controle de estoques. Tais padroes
referem-se a natureza da demanda: independente e dependente.

A demanda é dita independente quando a quantidade demandada por um item depender
apenas do mercado, nao havendo qualquer controle por parte da empresa, apenas stimulos sob
a forma de promocgoes e reducao de precos. KEsse comportamento é caracteristico tanto dos
produtos acabados quanto dos materiais para reposicao. O sistema de controle de estoques
abordado no presente trabalho, nos capitulos cinco e seis, é aplicado aos itens com demanda
independente.

Quando uma organizacao programa internamente o consumo de um item, esse é consi-
derado de demanda dependente. Enquadra-se nesse grupo as matérias-primas e as pecas para
montagem que sao utilizados na producao interna de outros itens e dependem do comporta-
mento de mercado que é estimado por meio da previsao de demanda dos itens de demanda
independente.

A classificacao acima determina a abordagem utilizada na gestao dos estoques. Quando
os itens sao de demanda independente, a abordagem utilizada é a reposicao do estoque de
modo que o consumidor final sempre seja atendido. No caso da demanda dependente a abor-
dagem passa a ser a de requisicao, onde a quantidade encomendada de um item e o momento
de disponibiliza-la para a producao depende de uma previsao do mercado ou de encomendas
previamente fixadas. (MOREIRA, 2004)

A finalidade de um sistema de controle de estoques é determinar quando fazer o pedido
de um produto e quanto encomendar desse mesmo produto. Essa decisao baseia-se na situacao

do estoque, na previsao da demanda e nos diferentes tipos de custos associados.
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De acordo com Axséter (2006) a situagao do estoque é definida pelo estoque fisico dis-
ponivel. Entretanto existe a situacao na qual a decisao de fazer uma encomenda possa nao ser
baseada apenas no estoque fisico disponivel. Devem ser incluidos também os casos de pedidos
pendentes, ou seja, aqueles em que os produtos foram produzidos mas que nao atenderam a
demanda no tempo exigido. Existe ainda o caso dos pedidos nao serem atendidos, isto é, a
falta do produto demandada pelo consumidor.

No controle de estoques, a situacao do estoque caracteriza-se pela posicao do estoque, a
qual é definida como sendo a soma do estoque fisico disponivel aos pedidos pendentes subtraido
dos pedidos nao atendidos.

Quando ocorre a reserva de unidades de um produto para entrega posterior ao consumi-
dor, o produto reservado também deve ser subtraido da posicao do estoque. Assim, o controle
do estoques trata tanto os unidades de produtos reservados quanto dos produtos para entrega
imediata. Esse fato é razoavel no caso em que tempo para a entrega seja curto, o que gera
custos de manutencgao desnecessarios. Mas no caso em que o tempo de entrega é longo, uma
politica mais adequada é subtrair as unidades de um produto, a partir da posicao do estoque,
inicialmente quando o tempo restante para efetuar a entrega for inferior a um certo limite de
tempo.

Nos modelos seguintes Axséter (2006) desconsidera as reservas de itens produzidos.
Apesar de a decisoes de fazer os pedidos serem baseadas na posicao do estoque, os custos de
manutencao e escassez dependam do nivel de estoque que é definido como a diferenca entre o
estoque fisico disponivel e o pedidos nao atendidos. E em alguns casos os custos de manutencao
podem incluir também os custos de manutencao para pedidos nao atendidos.

Alguns sistemas de controle de estoques sao projetados de forma que a posi¢ao do esto-
que seja monitorado continuamente. Esses sao denominados de sistemas de revisao continua.
Quando a posicao do estoque esta baixa, uma solicitacao de pedido a producao é disparada e
entregue ap6s um certo tempo de espera (Lead-Time) L.

Segundo Axséter (2006), o tempo de espera L é o tempo decorrido entre fazer o pedido
do produto e receber o produto de modo que o mesmo esteja disponivel na prateleira. E
na verdade um conjunto de tempos implicitos no processo entre fazer o pedido e receber o
pedido, ou seja, ¢ um conjunto composto pelo tempo de preparagao por encomenda, tempo de
transporte da encomenda, tempo administrativo junto ao fornecedor e tempo de inspecao apds
receber o pedido.

Uma alternativa ao monitoramento continuo da posicao do estoque € a revisao periddica,

onde T é o periodo de revisao e que consiste em considerar a posi¢ao do estoque em pontos
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especificos de tempo. Em geral, os intervalos entre as revisoes da posicao do estoque sao
constantes.

Ambos os tipos de monitoramento dos niveis de estoques tem vantagens e desvantagens,
que de acordo com Axséter (2006) sdo apresentadas a seguir:

A revisao continua tem a finalidade de reduzir o estoque de seguranca de modo que a
posicao do estoque ao fazer o pedido esteja protegido contra as variagoes de demanda durante
o tempo de espera L.

No caso da revisao periédica a indeterminacao de tempo é dada por T + L. Considere
uma revisao quando o pedido nao é acionado. Uma nova oportunidade de fazer o pedido
ocorrera em um proximo periodo de tempo 7. Consequentemente, o tempo para receber o
pedido passa a ser T+ L.

A revisao periddica aplica-se de forma mais vantajosa na situacao onde o estoque de
diferentes itens nao pode mais ser controlado de forma independente.

Os Modelos de estoques comumente encontrados na literatura (LIEBERMAN; HILLIER,
2010),(EISELT; SANDBLOM, 2010), (MURTHY, 2007), (TAHA, 2008), (WAGNER, 1969),
(MUCKSTADT; SAPRA, 2010), (AXSATER, 2006), (MURTHY, 2007), (MOREIRA, 2004)
e (CORREA; GIANESI; CAON, 2007) se dividem em modelos deterministicos e estocasticos.
Essa classificagao é determinada pela natureza da demanda ao longo de um periodo de tempo,
que pode ser uma variavel conhecida ou entao uma variavel aleatéria cuja funcao de distribuicao

de probabilidade é conhecida.

3.1 Modelo EOQ classico

O modelo de estoques mais antigo encontrado na literatura é o modelo do tamanho do
lote econémico (FOQ) ou modelo econémico da quantidade de pedidos. Segundo Roach (2005),
o modelo surgiu em 1913 com o artigo de Ford Harris Whitman na manufatura: The Magazine
of Management.

O modelo FOQ busca determinar quais quantidades de itens se deve encomendar, de
modo a minimizar os custos associados.

As hipoteses do modelo FOQ) estao presentes em quase toda a literatura mencionada
anteriormente, exceto em Wagner (1969) que é um texto classico na érea de Pesquisa Operaci-
onal, que aborda de maneira mais especifica os sistemas de estoques dinamicos e estocasticos.
De acordo com Lieberman e Hillier (2010), Eiselt e Sandblom (2010) as hip6teses nas quais se

fundamenta o modelo FO(Q) sao as seguintes:



36

O estoque é composto por um tnico tipo de produto nao perecivel guardado em 1nico

espaco fisico;
e a taxa de demanda é uma constante D ao longo do tempo;

e a quantidade de pedido () necessaria para reabastecer o estoque chega todo de uma so

vez, no momento em que o pedido é efetuado junto a producao;

e os custos de preparagao (c3) e os custos de manutengao (hy) sdo constantes ao longo do

tempo;

e nao sao permitidas faltas planejadas do produto, ou seja, o custo por escassez unitario

CQZO;

e nao ha descontos pelo tamanho do lote encomendado;

a quantidade no lote nao precisa ser um nimero inteiro;

o horizonte de planejamento é infinito.

O figura (3.1) seguinte mostra o diagrama em que o tamanho de pedido @ considerado é
o mesmo para cada periodo de comprimento 7. Assim, os niveis de estoque ao longo do tempo
apresentam um padrao caracteristico ao grafico da funcao T-periddica chamada de dente de
serra e apresentada na figura (3.2). Essa fungdo é uma extensao em toda a reta R da funcao
f(t)=Q — Dt com t € (0,T).

Nivel de A
estoque

Q-Dt

»
>

0 T 2T Tempo

Figura 3.1: Diagrama para o nivel de estoque em fungao do tempo 7.
(HILLIER; LIEBERMAN;, 2010)

No modelo estao presentes os seguintes parametros listados abaixo, onde apenas um deles
é a variavel a determinar, ou seja, devemos encontrar a quantidade étima () a ser encomendada

que minimiza a funcao de custos a ela associada.
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Nivel de
estoque

f,

»
y

0 T 2T Tempo

Figura 3.2: Fungao dente de serra, periodica de comprimento igual a T'.

ho = custo de manutengao unitario por unidade de tempo;

co = custo unitario por unidade de tempo necessario para produzir ou comprar uma unidade

de um produto;
c3 = custo de preparacao ou custos de set-up para encomendar um lote do pedido;
D = demanda por unidade de tempo;
() = quantidade encomendada do pedido em ntmero de unidades (varidvel de decisao).
No grafico da figura (3.2) é preciso determinar a equagdo da reta f; entre f1(0) = @

e fi (%) =0, onde T = % Assim, considere que fi(t) = At + B, onde A,B € R. A

determinacao dessas constantes é feita da seguinte forma:

[(0)=@Q B=@

Q Q

—|=0 . =-A =0 .. A=-D.

S (D LD +Q S
Portanto a fungao fi(t) = @ — Dt. Generalizando as demais fungoes, obtém-se as
seguintes formulagoes:

Q — Dt, se 0<t< %
2Q) — Dt, se Q<<29

iy ={ ™ PRI

J& o nivel de estoque médio é definido de acordo com o diagrama (3.1) por % Primeiramente,

sera determinado a funcao de custos totais de estoques por ciclo de comprimento 7T'. Essa funcao
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é composta pelos custos de manutencao, custos de preparagao e custos de producao para um

ciclo de comprimento 7. No primeiro periodo, isto é, no intervalo 0 <t < T = % ¢é preciso
calcular a area sob a reta fi, ou seja,

Q/D Q2
— Dt)dt = —. 3.1
| @ poi =3 (3)
2
Assim, como o custo de manutencao de estoque por ciclo é igual a hﬁ’ a funcao de custos

totais por ciclo é definida por:

2

TC(Q) =c3+ CQQ + h02Q—D (32)

Para obter a funcao de custos totais por unidade de tempo é preciso tornar a fungao de custos

TC
totais (3.2) independente de ciclo de comprimento T' = %, ou seja, obter TCU(Q) = T(Q)
D h
Minimizegso  TCU(Q) = % +coD + OTQ (3.3)

O valor 6timo * que minimiza a funcao T'C'U ¢ obtido por meio do ponto critico obtido com

o calculo da primeira derivada, ou seja,

d Y CgD @
@ TCU@) =Gty

Observando que toda fungao derivavel em um ponto de R ¢é continua neste mesmo ponto, tem-se

d
que a fun¢do T'CU ¢ continua, e fazendo @(TCU (Q)) = 0 obtém-se:

203D
ho

Q"= (3.4)

Calculando a segunda derivada da fungao T'C'U obtém-se que:

d2 CgD

—(TCU =2— <0 > 0.

TTCU@) =225 <0, Q

Portanto, a fungao T'C'U é duas vezes derivavel, com a segunda derivada > 0. Logo, Q* é um
minimo local. Além disso, definindo S = (0,+00) C R que é aberto e convexo, obtém-se por
Bazaraa, Sherali, Shetty (1993) que TCU é convexa se e somente se a derivada de ordem 2 é

maior ou igual a zero.

Usando de acordo com Lima (2004) que todo ponto critico de uma fun¢ao convexa
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continuamente diferenciavel é um ponto de minimo global, conclui-se que QQ* é a solucao 6tima
de TCU.
, , . Q" . . 2¢3
O periodo de tempo correspondente é dado por T* = Pk ou seja, 1" = "D
0

O valor da funcao objetivo TCU em Q* é dado pela seguinte expressao:

1 1
2¢,D7] ho [2c3D1*
TCU(Q*)—ch[Ch?’ } +c0D+—°{23 }
0

0 2

Efetuando as simplificagoes obtém-se a expressao que define a funcao objetivo TCU, isto é,

TCU(Q*) = 203h0D + CoD.

Um outra maneira de observar que a solu¢do 6tima resulta em (3.4) é através da intersecao

entre os graficos das fungdes custo de manutengao médio anual, ou seja, Cp, (Q) = hOE e da

D
fungao custo de preparagao (set-up) médio anual, isto é, C,(Q) = 036, onde () > 0 esbocadas
na figura (3.3) abaixo.

Custos‘r

Q Q
Figura 3.3: Custos associados aos estoques. (MUCKSTADT; SAPRA, 2010)

Observa-se que quando () = @1 na figura (3.3) ocorre a intersecao entre as curvas de custo

de preparagao e o custo de manutencgao, ou seja, tem-se a seguinte igualdade Ce, (Q1) = Cp, (Q1)-

N . - @1
E as expressoes que definem as respectivas curvas sao dadas por: c3— = h07.
1
. . . ~ - , 2c3D
Realizando as simplificagoes necesséarias obtém-se que ()1 = . E, portanto,

ho
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Analise de sensibilidade

A anadlise de sensibilidade trata da avaliacao da perturbacao causada pela utilizacao de
parametros diferentes dos parametros de entrada do problema de programagao linear associada
a um modelo e estabelece um limite para os variagao de tais parametros de modo que a solugao
6tima do problema nao seja afetada.

Muckstadt, Sapra (2010) expandem essa andalise da perturbagao nos dados de entrada
estabelecendo um comparativo entre os parametros de entrada aproximados e os reais valores
para cada parametro do modelo, de modo a avaliar o grau de dificuldade associado a estimacao
dos dados de entrada.

Uma aproximacao dos parametros ¢é frequentemente utilizada para que o problema re-
sultante atenda as condigoes de resultados da teoria de programacao linear, que sao utilizadas
para tornar o problema soltuvel, ou seja, para gerar uma solugao que seja 6tima e viavel.

Pode ocorrer que a uma outra politica de gestao de estoques seja utilizada e o custo
resultante seja maior do que o valor do custo associado a quantidade de encomenda 6tima.

Para medir o impacto da variacao dos parametros de entrada na solucao étima é con-

siderado que a quantidade de pedido atual é igual a Q. Do modelo FOQ classico obteve-se

263D .
que Q" = 4/ se fosse possivel usar os verdadeiros parametros de custos e de demanda.
ho
Considere os verdadeiros custos de manutencao unitario e de tempo de preparagao por operacao
(set-up) iguais respectivamente a: hg_ e cs.. Supde-se ainda que o custo de produgao unitario
co ¢ a demanda D foram estimados com precisao. Considera-se como estimativas dos custos
de manutencao unitarios e de tempo de preparacao os valores hg e c3, respectivamente. Além
disso, tem-se Q* como quantidade encomendada estimada e definida por Q* = aQ)?.

. 263D QCgsD , hos C3
Assun, COo1mo = a4/ —— obtém-se que @ = - — .
h() hOE ho CSE

Como o custo de produgao unitario ¢y nao é influenciado inicialmente pela quantidade

encomendada do pedido, ele nao serd considerado na verdadeira funcao de custo anual médio
203ED

obtém-se que
ho

de operagao. Portanto, usando que Q% =

£

D hoQ:
C3. 4 Mo Q:
Qz 2
= \/2035Dh0€.

TCU(Q7)

Agora, como Q* = aQ)?, tem-se que TCU(Q*) = % (é + a) TCU(QL).
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Observa-se que quando a quantidade de pedido estimada é a vezes maior que a quan-
tidade de pedido 6tima, o aumento correspondente da funcao de custo médio anual para a

1/1
quantidade estimada em relagao a fungao de custo médio anual étima é de = (— + a) . Consi-
Q@

1
derando por exemplo que o = 7 obtém-se que 3 (— + a) == ~ 3,57. Portanto, mesmo que
o
ocorra uma grande perturbagao entre Q* e ¥, ndo ocorre o mesmo entre TCU(Q*) e TCU(Q%).
Ocorre também que o aumento da funcao de custo médio anual étima em relacao a

funcao de custo médio anual para a quantidade de pedido estimada é o mesmo tanto para

1
Q" = aQ): quanto para Q* = —Q):.
Q

Uma outra indagacao refere-se a estimativa de « pois se for possivel estimar o, entao
a quantidade de pedido estimada ) pede ser determinada, nao havendo mais a necessidade
de utilizé-la. O que é possivel fazer, segundo Muckstadt, Sapra (2010) é obter uma limitacao
inferior e superior para «. Sejam as constantes, L, L1,S5,5; € R. Considere que o custo de
preparacao atual cs, estd entre L e S do custo de tempo de preparagao estimado c3 e que o
custo de manutengao atual hg_ esta entre L; e S; do custo de manutengao hy estimado, ou seja,

h
L<® <8 e Li< =<8

C3 0
Portanto, pelo valor obtido para o obtém-se que os seguintes limites inferior e superior

&)= (2)=(3)

3.2 Modelo EOQ com descontos por quantidade

de «a sao:

Esse modelo difere dos demais por considerar que os custos unitarios de um item depende
da quantidade encomendada no lote. E um incentivo a aquisicao de quantidades maiores de um
produto, de modo a diminuir a quantidade estocada e consequentemente, os custos associados.
Este modelo nao admite falta planejada de produto e apresenta as mesmas hipéteses do modelo
EOQ classico.

Existem dois tipos de casos onde se efetuam os descontos na quantidade encomendada.
Em ambos os casos é considerado ainda que as unidades sao infinitamente divisiveis e que o

custo de aquisi¢ao o; € R, para j =1, ---,m.

(i) Quando ocorre um desconto no preco de aquisi¢ao para todas as unidades.

Esta é uma situacao onde conforme a quantidade de um item encomendada aumenta, o

custo unitario de aquisicao tende a diminuir para cada unidade adquirida.
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Sejam ¢1 = 0,42, -*,4;,9+1, -, qm as quantidades de pedido nas quais o custo de
aquisicao se alteram.
a1 = custo unitdrio de aquisi¢ao para @ € [q1, ¢2)

ay = custo unitario de aquisi¢ao para @ € (g2, g3)
a; = custo unitdrio de aquisigao para Q € [gj, ¢j+1)

a,;, = custo unitario de aquisi¢ao para Q) € [gm, 00).

Tem-se que o > g > --+ > a; > @jy1 > -+ > . B como o ciclo de produgao tem

comprimento 17" = %, o custo de aquisicao por unidade de tempo é definido por:

( «
ITQZOQD, G <Q<q
a;Q
Co = % =o;D, ¢ <Q <gjm
Q)
Sm > 0
| 7 amD, Q> qn

Neste modelo, o custo de manutencao também depende do custo de unitario e tem a

seguinte formulacao:

hi = ho + raoy, G <Q<q
hy = ho + ras, @ <Q<g

hj = ho + ray, ¢ < Q < g1

hm:ho‘F'/“am, QEQm
Note que a expressao que define o custo de manutencao é composta de duas parcelas, a
primeira é o custo de manutencao puro, sem a dependéncia com o custo de aquisi¢cao e
a segunda é o custo de capital obtido quando incorre a taxa de juros r sobre cada custo

unitario oy, com [ =1 --- m.

Como o tamanho do ciclo T" neste modelo é definido por T = % E além disso, a area
sob a curva da funcao f(t) = Q — Dt, para 0 < t < T que descreve o nivel de estoque

para o primeiro periodo é definida por (3.1).
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Assim, a funcao de custos médios totais anuais é definida por;

(

D
Oé1D+(ho+7”Oz1)%+C3—, 1 <Q<q
062D+(h0+r042)%+0367 2 <Q<g
TCUQ) =4 0 D (3.5)
OéjD—i‘(ho—i‘TC(j)?"—Cgé, q; <Q< gj+1
D

amD+<h0+7nam)Q+c3_> dm § Q

\ 2 Q

A figura (3.4) descreve a funcao de custos totais anuais para cada «; onde cada intervalo
¢ da forma ¢;_1 < @ < g, com j = 1,---,m. O que se observa é que a funcao TCU
nao é uma fungao continua em todo o intervalo [g1, ¢}, mas segmentada em varias curvas
definidas sobre o intervalo descontinuo [g;_1,¢;). Portanto, a funcao TC'U apresenta um
conjunto finito de pontos de descontinuidade e consequentemente, nao é derivavel em
tais pontos. Mas a funcdo TCU ¢ derivavel em cada intervalo [¢;_1, ¢;) nos quais estao
definidas as fungoes componentes TCU,; para cada a;, onde @) € R*. Assim, é possivel
calcular a derivada das fungoes componentes T'CU,; em relagao a variavel @, iguald-la a
zero, encontrar seu ponto critico e, por fim calcular a segunda derivada, que é definida
positiva, de modo a concluir que o ponto critico obtido é de fato um ponto de minimo
global da cada T'CU,,, analogamente aos resultados obtidos no modelo EOQ classico.
Observa-se também que cada uma das fungdes de custos totais anuais T'CU,,(Q), para

gj—1 <Q < g; com j=1,---,m nao apresentam pontos de intersecao entre si.

|} -"—-—-' R ammmame=t TCU(X

\‘\ :__/.'----

. .-----"'I 1

‘\‘ : i/-'--------- TCUQ‘S
~

Y

4 4, q; q,

Figura 3.4: Custo total para o Modelo EOQ com desconto para todas as unidades.
(MUCKSTADT; SAPRA, 2010)
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Portanto, usando os resultados obtidos no modelo EOQ classico, conclui-se que derivada

em relacao a @) para cada TCU,, ¢ igual a

d . (h0+T04j) _CgD
75\ TCUx) == o

e o ponto estacionario resultante é igual a

. 263D
Qao; = “(ho—b——rozj)' (3.6)

Como a segunda derivada de TCU,,; em relagao a ) > 0 ¢ igual a

d2 2C3D
dge T Us) = 58

>0,

o ponto estaciondrio obtido em (3.6) ¢ um ponto de minimo global para T'CU,;.

Encontrar os pontos de minimo globais para cada T'CU,; nao conclui o objetivo que se
busca para esse modelo que é o de determinar o ponto de minimo global para a funcao
TCU em (3.5) uma vez que a fun¢do TCU apresentando um conjunto finito de pontos de
descontinuidade, nao se pode aplicar o Teorema de Weierstrass (LIMA, 2002) na funcao
TCU e garantir que essa funcao tem um ponto de minimo global. Portanto, de acordo
com Muckstadt, Sapra (2010) a maneira encontrada para obter uma solugao étima para

a funcao T'C'U é por meio do algoritmo a seguir.

Algoritmo para determinar a quantidade 6tima encomendada quando é dado

desconto para todas as unidades

Passo 1: Faca j = m. Encontre a solugao 6tima do tamanho do pedido EOQ da funcao
de custos totais médio anual T'CU,, , e o seu respectivo valor, na mesma funcao

objetivo, sao denotados, respectivamente, por:

2C3D
(ho + TOém)

Q. = e TCU,,(Q )= V/2¢3D(hg + rou,) + amD.
Passo 2: Se ), > g, entao Q;, é a solucao 6tima da quantidade de pedido EO(Q) para
a fungao T'CU,,, .
Pare.
Caso contrario, se QF < ¢, entao QF, & [qn, ), ou seja, QF nao é uma solugado

viavel para T'C'U,,, no intervalo considerado. Pela convexidade de T'C'U,,,,, o minimo
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global para a T'CU,,, ocorre em Q = gy,.

Calcule o valor da funcao objetivo TCU,, em @ = ¢, e denote esse valor por

TCUpin € Qmin = ¢m- Ou seja, como TCU,,;,, = TCU,, (¢,) obtém-se que:

m D
TOUam (qm) = amD + (hO + /ro{m)q? + C3—.

am

V4 para o passo 3.

Passo 3: Faca j = 7 — 1. Encontre a solucao 6tima para a j—ésima funcao de custo

_ 263D
Qaj N \l (ho—i‘TC(j)‘

Passo 4: Se Q. € [¢;,¢;+1), entao calcule

médio total, ou seja,

TCU,,(Q:,) = \/2esD(ho + r0;) + ;D.

E se TCU,,(Q3,) < TCUpin. Entao Q€ a solucao étima da quantidade encomen-
dada para a j—ésima fungao de custo médio total TCU,,. Caso contrario, Qi €
a quantidade de pedido 6tima. Pare. Caso contrario, se Q:;J & [qj, qj+1), ent@o pela
convexidade da fungao T'CU,;, o minimo global ocorre em ) = ¢g;. Calcule o valor

da funcao objetivo TCU,, em Q) = g;, isto &,

; D
TCUaj (qj) = OéjD + (ho + T’ij)% + ng—.
J

Se TCU,,(q;) < TCUpin, entao faga Qumin = ¢; € TCUpin = TCU,,(g;). Caso
contrario, (Q,.;, ¢ a quantidade de pedido 6tima.
Se j > 2, va para o passo 3,

caso contrario, Pare.

(ii) Quando ocorre descontos incrementais.

Ja neste caso, o custo unitario de aquisicao decresce apenas para as unidades que atingirem
um certo ponto limite de itens ¢o. Nao sendo valido para cada unidade adquirida, como

no caso anterior.

Sejam ¢1 = 0,q2,"-+,4;,9j+1," -, qm as quantidades de pedido nas quais o custo de

aquisicao se alteram.

Sejam,
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a1 = custo unitdrio de aquisi¢ao para @ € [q1, 2)

ay = custo unitdrio de aquisi¢ao para @ € [ga, g3)
a; = custo unitdrio de aquisi¢ao para @ € [¢j, gj+1)

a,, = custo unitério de aquisi¢ao para Q € [¢,, ).

Neste caso, o custo médio anual de aquisicao para @) € [g;, ¢j+1) € definido por:

Co(Q) =01(qa — q1) + 2(qs — @2) + - - + j_1(q5 — gj—1) + o4(Q — ¢;).

Observa-se que a tultima parcela da expressao acima depende de (). Neste caso, agrupando

todos os termos que independem de @) e denotando-os por é\j, obtém-se:

Ci=a1(a—q1) +a(qs — )+ +aj_1(g; —gj—1), J7>2.

Onde para j = 1 tem-se que 61 = (0 ja que por hipétese ¢; = 0.

Portanto, C,(Q) = aj +a;(Q — q5).

Co L
E o custo de aquisicao médio unitario da aquisicao é igual C(QQ)’ isto é,

4
5

é\j—i- +
Q J J

Como o periodo tem comprimento T' = o entao o custo médio de aquisicao anual quando

cada pedido consiste de () é definido por:

T Q
Os custos de tempo de preparacio (set-up) C.3 anual médio é o mesmo do modelo EOQ
. — D
classico, ou seja, C¢, = 036.

Ca(@Q)
o

Portanto, a funcao de custos anuais médios para gerir o estoque quando @ € [g;, ¢j1+1) €

Mas o custo de manutengao anual médio passa a ser definido por C}, = hy

definida por:
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Ca@D D . CalQ)

TCU;(Q +e3=+h
i(Q) 0 sg Th g
~ D . v
= (5 —qjoy +c3) 5+ oD+ hoaJQ + ho(C5 — 45,)
Q 2 2
A
TCU |1

»
>

qll q2 q3 Q

Figura 3.5: Custo total para o Modelo EOQ com desconto incremental por quantidade.
(MUCKSTADT; SAPRA, 2010)

Uma vez que cada curva T'CUj estéd definida apenas para @) € [¢;,gj+1), com j =1--- m.
Observa-se que a linha continua em vermelho do grafico da figura acima (3.5) constitui
a funcao T'CU resultante para todos os m intervalos considerados. Mas observa-se que
a fungdo T'CU restrita a cada intervalo [g;,¢j4+1), com j = 1---,m nao é igual a cada
TCU;. Esse fato motiva o seguinte algoritmo para a determinacao da quantidade de

pedido 6tima.

Algoritmo para determinar a quantidade 6tima encomendada no caso da quan-

tidade de descontos incrementais

Passo 1: Considere o problema

Minimize TCU;(Q)

sujeito a Q@ >0, j=1---,m.



48

d
Calcule @TC'Uj(Q) =0, isto é,

~ D Qs
—(Cj — qjaj + Cg)@ + h()?j =0

~

2(C; — gy + ¢5)D
e encontre Q;k = \/ ( J }qua‘j - 03) , onde ] — 1, S oM.
0QY;

Passo 2: Verifique a viabilidade de @7, ou seja, se QF € [g;,¢;11) para j = 1,---,m.

Descarte os valores de (0} que nao pertencem a [g;, gj11).

Passo 3: Calcule TCU;(Q;) para todas as quantidades encomendadas que satisfizeram
Q5 € [¢j,¢j+1)- A quantidade 6tima Q* = QF encomendada resulta do menor valor

3.3 Modelo EOQ com taxa de producao finita

A caracteristica principal deste modelo é produzir a quantidade de itens desejada. Neste
modelo nao ¢é permitida falta planejada de produto. Neste caso, os itens nao chegam todos de
uma s6 vez ao estoque visto que os mesmos chegam em partes para serem produzidos nas
maquinas. Supondo que nao seja possivel controlar a velocidade de producao das maquinas,
pode ocorrer uma das duas situagoes: (i) a maquina estéd ligada, produzindo p unidades por
dia, (ii) caso contrario, a maquina esta desligada, caso em que nao hé nada a fazer.

Neste modelo ha uma distingdo entre demanda anual (D) e demanda didria (d). A

D D
——, onde 250 é o total

determinacao de d ocorre por meio de uma das relagoes: ¢ = —, d =
¢ P SO 4= 365" © T 250

de dias titeis em um ano.

Seja p = taxa de produgao, onde p > d.

Segundo Eiselt, Sandblom (2010), esse modelo é um tipo de produgao intermitente ou
em lotes e ocorre em muitas empresas verticalmente integradas, onde os itens encomendados
sao produzidos internamente.

No caso desse modelo, um ciclo de producao é considerado uma encomenda, o tama-
nho do ciclo de producao corresponde ao tamanho do pedido () e o custo de preparacao cs3
corresponde ao custo de se fazer o pedido.

Assim como no modelo classico EOQ, o custo de preparacao total (set-up) é definido
por C., = %

Ja o custo de manutencao difere do modelo classico EOQ pois o ciclo se divide em duas

fases: (i) a fase de producéo t, que é a fase onde ocorre tanto produgdo quanto demanda; (ii)
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a fase da demanda t; que é caracterizada por nao ocorrer a producao, apenas a demanda.

Estoque
disponivel A
Q \
Q(p-d) R
o/ \i -/
; : >
— tempor
ta
t,
Figura 3.6: Nivel de estoque com taxa de producio finita. (AXSATER, 2006)
o S Q) _Q Y
serva-se pela figura (3.6) que com os pontos f; [ — | = —(p—d) e f1(0) = 0 obtém-se
p p

a funcao ﬁ definida por ﬁ(t) =(p—-dt, 0<t<t,.

Agora, para t, < t < t4, a funcdo fg esta definida nos pontos fg(tp) = —(p —d), pela

< O

seguinte expressao: };(t) = —dt + Q.
Portanto, a funcao que descreve a relacao entre o estoque disponivel e o tempo, quando

a taxa de producao é finita é definida por:

)

(p—d)t, se 0<t<t,
—dt+Q, se t,<t<ty

Para obter os custos médios totais, que é composto pela soma dos custos de manutengao e tempo

de preparacao ¢é necessario calcular a drea sob a funcao f que é determinada pela integral por

. F(0+t,) — ft
partes da funcao ja que em t = ¢, a fungao f nao é derivavel, pois elim+ f0+ pg f () = —d,
—0

FlO+1t,) — F(t
enquanto que Hlim fO+1t,) — f(tp)

lim 0 =p—d. Assim,

/Otpﬁ(t)dt+/ttdﬁ(t)dt = /Otp(p—d)tdtJr/ttd(_dHQ)dt

Q@ (p—d p
25
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Assim, o custo de manutencao total médio é definido por:

o = + 3 (20

tq 2 dp

1 Q
= —ho(p—d)—.

5 o(p )p

A funcao objetivo de custos totais médios resulta em:

TCU(Q) = es + ghalp — )2,

E o problema de minimizacao correspondente ¢ definido por:

D 1 0
Minimize c3— + —ho(p —d)—
Q 2 p (3.7)

sujetto a Q>0

Derivando a fungao TCU(Q) em relagdo a Q > 0 e em seguida, igualando-a a zero para

encontrar os pontos estacionarios, tem-se que

d csD  ho(p —d)
o S .
GTCU@) =27 +
d 2¢3D
E fazendo —(T'CU(Q)) = 0, obtém-se Q* = SZ (2 ). Além disso, a segunda derivada
Q) ho \p—d
em relacao a () > 0 é igual a:
d2 C3D

Portanto, tem-se que com a segunda derivada é definida positiva e como a funcao TCU ¢
duas vezes continuamente diferenciavel conclui-se que T'CU ¢é convexa em R, e a quantidade
encomendada é um ponto de minimo global para a funcao TCU.

O valor da fungao objetivo TCU definida no problema (3.7) é igual a

TCU(Q*) = \/ (2¢3Dhy) (I%Z).

Os ciclo de produgao e demanda ¢ e o ciclo apenas de demanda ¢} sao definidos por:

2C3D . 203D
hop(p—d)’ ¢ hop(p — d)d?’
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3.4 Modelo EOQ com tempo de espera positivo

O presente modelo apresenta todas as hipotese do modelo EOQ), menos a hipdtese de
que a quantidade de pedido () necessaria para reabastecer o estoque chega todo de uma sé
vez, no momento em que o pedido é efetuado junto a producao. Tal hipétese é substituida por:
quando o nivel de estoque disponivel diminuir para Ry, emitir a encomenda de uma quantidade
de tamanho Q)*, que sera recebida apds um tempo de espera t,.

O tempo de espera (lead-time) é definido em (EISELT, SANDBLOM, 2010),
(AXSATER, 2006) e (MUCKSTADT, SAPRA, 2010) como o intervalo de tempo entre a emissao
e a entrega de um pedido ao estoque. Além disso, a decisao de quando fazer o pedido nao inter-
fere na decisao de quanto encomendar a quantidade (). Portanto, a quantidade encomendada
6tima Q* obtida para o modelo FOQ classico em (3.4) é a mesma para o modelo com tempo
de espera positivo.

O momento de fazer um pedido sera determinado em termos do ponto de reabastecimento
Ry. Quando o nivel de estoque diminui ao nivel Ry, uma encomenda é emitida e entregue apés
um periodo de tempo t;. Para que o nivel de estoque tenha um desempenho ideal, apds o
periodo de tempo t, o nivel de estoque atinge o nivel zero. A determinacao do tempo de espera

tr, depende da relagao existente entre o ciclo de comprimento T" e ¢y, onde DT = (.

Caso (i) Quando t;, < T. O estoque no momento t — t; é igual a demanda total resultante
durante o intervalo de tempo (t — tr,t|, que é igual a Dt;. Portanto, o ponto de reabas-
tecimento para t;, < T éigual a Ry, =t D.

Pelo gréfico (3.7) tem-se que f1(0) = Q, fi(tr) = Q@ — R e fi(T) = 0 entdo fi(t) =

—Dt+(@Q). Os gréaficos das funcoes fo, - - -, fx sao obtidos por meio da funcao f generalizada.

.
Q—Dt, se 0<t<T
2Q0 — Dt, se T <t<2T

| kQ — Dt se (k—1)T <t <kT

onde fo(t, +T) = fs(tp +2T) =+ = faltr + (k= 1)T) = Q — Ry.

O problema de minimizacao da quantidade de pedido de tamanho ) > 0 com funcao

objetivo de custos totais médio anual definido em (3.3) determina a quantidade de pedido
2C3D
ho

6tima igual a Q* =
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/2
Ja o comprimento de ciclo 6timo, obtido pelo modelo classico FOQ é igual a T* = h%
0

Mas observa-se que neste caso, o ponto de reabastecimento independe da quantidade

encomendada étima QQ* definida para o modelo FOQ) em (3.4).

A

bk —

T

Figura 3.7: Modelo EOQ com tempo de espera positivo t;, < T*.
(EISELT; SANDBLOM, 2010)

Caso (ii) Quando t;, > T e a demanda total resultante é igual a t;,D e, portanto, Dt; >

DT = Q.

Portanto, esse é o maior nivel de estoque disponivel que nunca sera atingido e o pedido
chegara ao estoque no ciclo subsequente e nao durante o ciclo em que foi emitido a
quantidade de pedido. O ponto de reabastecimento neste caso é definido por meio da
fungao maior inteiro (SANTOS, 2007, p.76) que associa a cada nimero real z € R o

. , o . tr
maior nimero inteiro menor ou igual a x € R. Portanto, para T € R tem-se que:

Ry =t,D — {%J Q (3.8)

t t
onde {TLJ :max{mEZMnSTL}.

Observe que quando t; > T, define-se R = DfL, onde t; é o resto da divisao de 1, por
T, ou seja, existem tnicos m, t;, € Z com 0 < t;, < T tal que, t;, = mT + t .

Assim, Dt; = Dt;—mDT o que implica que R, = Dt; —m(@Q. Aqui neste caso, novamente

203

2c3D
Q" = B e = /22 No grafico (3.8) tem-se que T' < t;, < 2T, o que implica
h hoD
0 0

t t
que 1 < TL < 2. Portanto, LTLJ =1 e por (3.8) tem-se que Ry, =t,D — Q.
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Q+Ry

Figura 3.8: Modelo EOQ com tempo de espera positivo t;, > T*.
(EISELT; SANDBLOM, 2010)

3.5 Modelo EOQ multi-item com restricoes

Esse modelo busca determinar a solucao 6tima encomendada para n itens. Em uma das
literaturas (TAHA,2008) esse modelo é apresentado sem restrigoes. Ja em (MURTHY, 2007),
esse modelo ¢ tratado com trés tipos diferentes de restricoes. Nao sendo portanto abordado
como um problema sujeito simultaneamente aos trés tipos de restrigoes.

Como o presente modelo é uma extensao do modelo classico EOQ, com hipéteses de
que o tempo de espera (lead-time) é zero, a producao é instantanea e a taxa de demanda
unitaria por unidade de tempo para i—ésimo item é deterministica e uniforme e igual a D;,
para ¢ = 1,---,n. Como neste modelo nao é permitida falta planejada de produto, tem-se que
co = 0. Além disso, o problema associado a este modelo é composto pelos seguintes parametros
e variaveis:
he;— custo de armazenamento unitario por unidade de tempo para o i—ésimo item;
c3,— custo de prepara¢ao por operagao (set-up) para o i—ésimo item;

(Q);— quantidade a ser encomendada para o i—ésimo item; (varidvel do problema)

cp,— custo unitario por unidade de tempo para produzir ou comprar o ¢—ésimo item;

Q

D'L .
Analogamente a forma de obter as fungdes que descrevem o nivel de estoque para o

O comprimento de um ciclo T; de tempo para o t—ésimo item ¢ igual a T; =
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modelo FOQ classico, para este modelo as funcgoes para o i—ésimo item sao definidas por:

Qi—Dit, 0<t<

<
> DZ2

(k—1)Q; kEQ;
kQ; — Dt A AL R .
\ Qi it D, <t < D,

No ¢—ésimo ciclo de comprimento T; = D. tem-se que a area ¢ calculada por meio da integral
i

sob a curva f1,(t) = Q; — D;t, ou seja,

Q4

/Dl (Qi — Dit)dt = i
0

2D,

2
O custo de manutengao por periodo para o i—ésimo item ¢ definido por C',, = h, 2%) .
i

Como os custos de tempo de preparacao (set-up) 6031_ e de producao 6602, sao iguais
aqueles definidos para o modeloEO(Q) classico, tem-se que a fungao de custo médio total anual
¢ definida para o 1—ésimo item por:

3, D; ho, Qs

+ C()Z.Di + .

T P —
) >

Ja a funcao f que descreve o nivel de estoques para todos os n itens, bem como a respectiva

funcao de custo médio total anual sao definidas, respectivamente, por:

rZ”:(Qi_Dit), OStSi:(%)
i=1 i=1 v

)

:i(k:Qi—Dit), i(w_T?@><t§g(k§i

\ =1 =1

—~ [ Q = (20Q;
o] B 2(5) <=2 (%

)

= D, ho. Q;
i=1 ¢

Frequentemente, o modelo multi-item se apresenta sob trés tipos distintos de restrigoes:

[Limitacao no nimero de unidades|: O nimero médio de unidades estocadas para qual-
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quer item (i = 1,---,n) em qualquer periodo de tempo ¢ igual a % e nao ultrapassa 6,

ou seja,
> %<
= 2

[Limitacao quando ao investimento médio]: Supoe-se que existe um limite de investimento
financeiro a ser feito no estoque de $C;. E seja p; o preco unitdrio de investimento para

no ¢—ésimo item. Entao

Z piQi < Cy

=1

[Limitacao na drea disponivel para armazenamento]: Supde-se que existe um limite es-
pacial para o armazenamento de todos os n itens em estoque de A m?, onde cada i—ésimo

item ocupa uma area de a; m?. Portanto, essa restricao é definida por:
n
E a;Q; < A
i=1

Como esses trés problemas definidos abaixo sao lineares na variavel (), tem-se que em cada
caso é preciso utilizar as condigoes de Karush—Kuhn—Tucker (LUENBERGER,YE,2008) para

determinar a solugao 6tima.

Minimize TCU(Q) = Z <031 + ¢o,D; + 0.¢ )

i=1 ¢ 2
sujeito a  G1(Q) = Z (Q:i—20) <0 (3.9)
i=1
Q>0
.. . & C3Z~Di A hoin’
Minimize TCU(Q) = ; ( Z_ + co,D; + 5 )
sujeito a  Ga(Q) = Z (piQi —Cy) <0 (3.10)
i=1
Q>0
i _ . C3iDi hOZQz
Minimize TCU(Q) = ; < 0, + co,D; + 5 )
sujeito a  G3(Q) = Z (a;Q; —A) <0 (3.11)

i=1

Q>0

Para aplicar as condi¢oes de Karush—Kuhn—Tucker deve-se supor que para Q* um ponto
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regular, existe um vetor u € R" tal que em cada caso

VoTCU(Q) + pTVoGi(Q) = 0
HTGHQ) = 0 (3.12)
Gz(@) =0

> 0

1
Q > 0, onde 1=1,2,3

Observa-se que da igualdade (3.12) e do fato de > 0 e G;(Q) < 0 equivale a afirmar que
um componente de p # 0 apenas quando a restrigao G;(Q)) de cada problema (3.9), (3.10) e
(3.11) é uma restrigao ativa, ou seja, G;(Q)) = 0 para [ = 1,2,3. Essa é a chamada condigao
de inatividade complementar, afirmando que se g > 0 entao G;(Q) = 0 e se G4(Q) < 0 entdo
pn=0.

Logo, da condicio VoTCU(Q) + u''VoGi(Q) = 0 tem-se que
) 0 D;  hy,

= %(TC’U(Q)) + 1im~GI(Q) = —c5, 55 +

0 90 @0

+ pi, para 1 =1,2,3.

E resolvendo a equagao acima, encontra-se uma quantidade encomendada igual a

2032. Dz

(3.13)

que substituido em cada uma das igualdades G;(Q)) = 0 para [ = 1,2,3 de modo a ser viavel,

gera os seguintes multiplicadores de Lagrange para cada problema acima descrito.

D; — 2hy. . ~ .
Problema (3.9): p; = C&ZLTW, que substituido na expressao (3.13) obtida para Q;

resulta em Q) = 21.

c3,Dip} — 2hy,
Problema (3.10): p; = 3, iP 0,02

, que substituido em (3.13) resulta em:

2C7
G
Qi =—.
Di
Dia? — 2hg
Problema (3.11): p; = il a;Az 047 que substituido em (3.13) resulta em:
., A
Qi = -
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3.6 Modelo EOQ com falta planejada de produto

Escassez (Shortage) significa que embora exista a demanda por um certo item, este
mesmo item nao encontra-se disponivel em estoque. Quando essa situacao ocorre em uma
organizacao, uma consequéncia é o nao cumprimento das promessas de entrega dos produtos,
podendo ocorrer um dos casos: ou o cliente aceita esperar pelo pedido, concedendo a empresa
a oportunidade de poder cumprir com a entrega do pedido logo apds o mesmo ser recebido no
estoque ou a empresa perde a encomenda do pedido.

Este modelo é uma versao relaxada do modelo classico FO@ uma vez que a hipotese
do modelo classica de que a quantidade encomendada () deve chegar toda de uma s6 vez é
substituida por uma suposicao de que é permitida que parte da demanda permaneca em atraso
(escassez tempordria) introduzindo um custo de penalidade por escassez ¢y para cada unidade
de produto por unidade de tempo que é proporcional ao tempo de espera para o cliente.

Uma caracteristica do modelo EOQ com escassez é ser composto de dois sub-ciclos de
tempo. No primeiro sub-ciclo com ¢; anos de duracao, o estoque inicial disponivel é de tamanho
R > 0 e decresce a uma taxa de demanda D. J& no segundo sub-ciclo com duragao de ¢ anos
a demanda nao é atendida. Assim, nao existe estoque disponivel neste periodo de tempo. Uma
vez que a demanda nao é a tendida durante o periodo de tempo t5, a reserva de pedidos cresce
a taxa de demanda D. O comprimento total de um ciclo é definida por T' = t1 + ts.

As demais hipdteses do modelo FOQ classico permanecem inalteradas.

Nivel de
estoque

[
<

>
>

A -

»
Tempo

Figura 3.9: Modelo EOQ com escassez de produto, (MUCKSTADT; SAPRA, 2010)

Duas decisoes neste modelo precisam ser tomadas: (i) quanto encomendar sempre que
um pedido é feito? (ii) Qual deve ser o nivel maximo de escassez permitida em cada ciclo?

A resposta para essas duas perguntas inicia-se com a definicao de que () é a quantidade
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de pedido e que S é a quantidade maxima de escassez permitida. Quando um pedido chega ao
estoque, toda a demanda em atraso é atendida imediatamente. Portanto, no primeiro sub-ciclo
as unidades remanescentes R = () — S de estoque disponivel satisfazem a demanda. Visto que
o estoque disponivel diminui a taxa D e torna-se igual a zero quanto t = t; conclui-se que
Dt; = R.

Como no segundo sub-ciclo, a quantidade de pedidos nao atendidos aumenta de zero a
taxa D ao longo de um periodo de comprimento ¢, conclui-se também que Dty = S.

Decorre das hipdteses do modelo classico FO(@) que o comprimento de um ciclo é definido

Q

por T' = D

As expressoes que definem os custos de producao média anual bem como o custo de

preparagao (set-up) média anual sdo as mesmas do modelo cléssico e definidas, respectivamente

por:

C,, = cD (3.14)
_ D
Cey = 0 (3.15)

Ja a expressao que define o custo médio de manutencao anual é diferente daquele definido para
o modelo classico FO(Q). E para defini-la é necessario encontrar a funcao para o periodo de
comprimento 7.

Sabe-se que por meio do grafico da figura (3.9) que

fi(t)) =0, f1(0) = R, f(T) = —=S. (3.16)

E por meio de simplificagoes considerando os pontos definidos acima em (3.16) e a expressao
geral para fi(t) = at +  obtém-se que fi(t) = —Dt+ R, para 0<t<T.

Como a funcao é T-periodica, é possivel estendé-la a toda a reta. Portanto, como

folti +T) =0, LM =R, f(2T)=-5 (3.17)

obtém-se de modo andlogo & maneira como f; foi definida que fo(t) = —Dt + 2R + S, para

T <t <2T. E portanto, a fungao f é definida em R por:
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—Dt+R,, 0<t<T

~Dt+2R+S, T<t<2T
ft) = , (3.18)

\ —Dt+(k+1)R+kS, kT <t<(k+1)T.

E por fim, considerando que Dt; = R, Dty = S e DT = () obtém-se uma expressao equivalente

para a funcao (3.18) definida por:

;

_Dt+R,, 0<t<T
—Dt+ DT —t,), T <t<2T
), 2T <t<3T (3.19)

f(t)=<{ —Dt+ D3T —t,

| Dt +D((k+1)T —ty), kT <t<(k+1)T.

Utilizando apenas a funcao f; definida em 0 <t < T obtém-se o estoque médio disponivel por
periodo de comprimento 7" que é igual a area sob a curva da funcao f;, obtida por meio de sua

integral, ou seja,

/Ot1 filt)dt = /Otl(—Dt+R)dt

(Q—S)*T
20

Como consequéncia, o estoque médio anual é definido por:

%/Otl ft)dt = %(%)
(@—5)

2Q

Assim, o custo de manutencao médio por ciclo e anual sao definidos, respectivamente, por:

Chy = ho/ 1 fit)de, 6ho = %ho/ 1 Si(t)dt
@ -5y @~ s 320
= hg———+2T = hg————"

20) 2Q
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A expressao que define o custo médio de escassez por ciclo é definido por:

to

CCQ = Cg/ —fl(t)dt
0
CQSQ

2Q

Como todos os ciclos tem o mesmo comprimento, o nimero médio de pedidos nao atendidos
pendentes, ou seja, a escassez temporaria de produto anual tem um comportamento semelhante

ao custo médio de escassez por ciclo. Portanto,

to
O = 2o / _R(t)dt (3.21)
" J
0252
20

Portanto, o custo médio anual de gestao do estoque é definido pela soma dos custos médios

anuais de producao,de preparagao (set-up), manutengao e escassez do produto, ou seja,

Q=587 S D

Observa-se que agora tem-se uma funcao de duas variaveis ), S € R, e neste caso é preciso

calcular o vetor gradiente em R? definido por:

VTCU(Q,S) = ( 8(22 (TCU(Q, S)), (%(TOU(Q S))) (3.23)
Ch(Q-95) ho(@-S)? S D\’
VICU(Q.S) = Q ho(Q 3%2) . J& @ (3.24)
R,

O ponto critico para a fungao T'CU é obtido fazendo-se VI'CU(Q,S) = 0. O ponto P* =
(Q*, S*) € R? resultante é definido por:

\/203D \/hg + CQ \/QCgD\/ (325)
ho + o

Pelas condigoes necessdrias de primeira ordem, garante-se que P* = (Q*,S*) € R? é um

minimizador local para a fungdo continuamente diferencidvel TCU(Q,S) € R definida em
(3.22).

A matriz hessiana formada pelas derivadas de segunda ordem da fun¢ao T'C'U é definida



61

por:
o . _
H(Q.5) =
0? 0?
| 550 TCUQS)  FmTCU@S) |

A matriz H(Q, S) é simétrica, ou seja, H(Q,S) = H'(Q, S) e além disso TCU é uma fungao

duas vezes continuamente diferencidvel em R?, tem-se portanto que:

(h(] + CQ)S
QQ

O (asrev@.s)) = o5 (rev@.s)) = -
(50 ¢

Portanto, a matriz hessiana para o presente problema, é definida por:

i (h() + 62)52 + 203D (ho + CQ)S i
Q3 @
H(Q,S) =
_ (ot e)S ho + ¢
I Q? Q 1

Note que o determinante da matriz do primeiro termo de H, também chamado de primeiro

menor principal de H, resulta em

(h() + C2)52 + 203D
QS

(ho + 02)52 + 203D >

Q° -

det [hll] = det

0.

Como o segundo menor principal de H é a prépria H, obtém-se que:

203D(h0 + CQ) >0

det H(Q, S) = o >

Conclui-se portanto que a matriz hessiana é semidefinida positiva, ou seja, H(Q,S) > 0VQ, S €
R, @ > 0.

Segundo o Teorema em Bazaraa, Sherali, Shetty (1993, p.91) a fungao TCU é convexa
em para todo P = (Q,S) € R3 se e somente se a matriz hessiana H(Q,S) é semidefinida
positiva para cada P = (Q, S) € R2.

E assim, como todo ponto critico de uma funcao convexa continuamente diferenciavel é
um ponto de minimo global, conclui-se que o ponto de minimo local obtido em (3.25) ¢ também

um minimo global.
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263 (h() + 02)
hoCQ.D ’

2c9c3D
Observa-se ainda que R* = Q* — S* é o estoque e que Q" — S* = Lot
hg(ho + CQ)

Substituindo P* = (Q*, S*) na fungao objetivo TCU obtém-se:

Agora, como T™ = % obtém-se que T" =

hCQ

+ C2

TCU(Q*, S*) = \/2031) (h ) +¢oD.

De acordo com Muckstadt, Sapra (2010), as seguintes conclusoes a respeito da solucao
obtida, bem como da relagao existente entre o tamanho da quantidade étima QQ* para esse
modelo EOQ com escassez permitida e o tamanho da quantidade 6tima do modelo EOQ classico

@Eoq sao detalhadas a seguir:

. i _ _ 2¢sD (ho+c
(i) Na expressao que define Q* e S*, respectivamente, ou seja, Q* = \/ ’ < Oh 2) e
C2 0

2c3D h
S* = 3 0 Observa-se as seguintes relacoes para os trés tipos de custos
Co h(] + Co

c3, C3 € hyg com o aumento ou diminuicao do tamanho das quantidades otimas Q* e

S*. Quando c3 aumenta, Q* aumenta, levando a uma diminui¢ao no nimero de pedidos

, - ho+cC2 C2
colocadas por ano. Agora quando hy aumenta, obtém-se que a expressao . =1 o
0 0
diminui implicando em uma diminui¢ao de @*. Por fim, quando ¢, cresce, a expressao
1 . . .
——— diminui implicando em uma diminuicao em S*.
ca(ho + ¢2)

(ii) O nimero méximo de falta de pedido por ciclo S* sempre é majorado pela quantidade

6tima encomendada por ciclo Q*, ou seja,

S* o 203Dh0 hQCQ
Q* CQ(h[) + CQ) 203D(h0 + CQ)
ho

= <1
ho +co —

(iii) Observa-se que a quantidade 6tima de pedido obtida com o modelo EOQ cléssico resulta
203D
ho

funcao da solugao 6tima do modelo classico EOQ), ou seja,

* * h +C
Q :QEOQ< Oho 2).

A expressao acima significa que apds a chegada de um pedido ao estoque, uma parte

em Quog = Assim, é possivel reescrever a solugdo Q* obtida em (3.25) em
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dele é usada para atender a demanda que ficou em espera por causa da escassez anteri-
ormente ocorrida, o que preserva o custo de manutencao nessa parte do pedido recebido,

permitindo que um pedido maior seja colocado em estoque.

(iv) Observa-se ainda que com o aumento do custo unitdrio de escassez ¢y, significa que a

escassez de produto ficou mais cara para a empresa e a quantidade étima S* obtida em
h(] + Co

C2
Otima Q* destinada a atender a reserva de pedidos também diminui tornando @Q* mais

(3.25) tende a diminuir. Como resultado, a quantidade que compoe a solucao

proxima de Qpoq- Ou seja,

2csD ([ h 2c3D
lim Q* = lim\/f <—0+1>: 230 = Qroq-

Cc2— 00 Cc2—r 00 0 02

(v) Observa-se ainda que para um ciclo de comprimento 7', a soma das expressoes que definem
os custos de manutencao (Cp,) e escassez (C,,) é igual a expressao que define o custo de
preparacao C,,, enfatizando o equilibrio existente entre os custos quando a solucao é a

solucdo 6tima P* = (Q*, S*). De fato, primeiramente, por (3.25) obtém-se que:

o ( ho ) _ 5 (3.26)

h0—|—62

E quando Q = ¢* ¢ S = 5%,
Q*—S*_ C2
Q* _h()‘{‘CQ'

Assim, usando (3.26) obtém-se que

* * _ Qx 2
aho(Q*7S*) = h0262 ((Q Q*S ))

_ hoQ* Ca 2
2 ho + co '

Analogamente, o custo por escassez permitida, usando (3.26) resulta na seguinte for-

mulacgao:

* * 2
@5 = 5 (5)
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= — Dh
Cro(Q",5") + Cey(Q*,5%) = | % (3.27)

Por outro lado o custo de preparacao para colocacao de um pedido quando @) = Q* em

Assim,

um ciclo de comprimento T resulta em

— . csD
Ca(@) = 5
— CgDhoCZ
Co, = 4/ ——222 3.28
2(h0+02) ( )

Portanto, como foi afirmado inicialmente, a soma em (3.27) e custo de preparacao ( 3.28)
sao iguais.

aho(Q*v S*) + acz(Q*7 S*) = 663 (Q*)

Nesse capitulo foram apresentados os principais modelos de estoques encontrados na
literatura com o propdsito de fornecer informacgoes mais gerais sobre as principais formulacoes
no ambito do controle de estoques que utilize como ferramenta de busca de solugao a Otimizagao.
Dentre eles, estao dois modelos importantes para o presente trabalho: o modelo EOQ com falta
planejada de produto e o modelo multi-item com restrigoes, dos quais se originam os problemas
multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing para o caso de um unico item e o
caso multi-item, cujas formulagoes gerais foram desenvolvida no capitulo cinco e experimentos

computacionais, para ambos os problemas, descritos no capitulo posterior.
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Capitulo 4

Otimizacao

4.1 Otimizacao Multiobjetivo

A otimizacao multiobjetivo é um dos ramos da teoria de otimizagao que diferencia-se
dos demais pelo sentido que o conceito de solugao do problema adquire. Uma caracteristica
fundamental de problemas de otimizagao multiobjetivo é a otimiza¢ao (minimiza¢do ou ma-
ximizagao) de um vetor que é composto por fungoes escalares, escolhidas, segundo Oliveira,
(2005), “como forma de avaliar o impacto das decisoes factiveis do problema sobre diferentes
indices de desempenho”.

Dessa forma, a solugdo para MOP (multiobjective optimization problema) depende da
nocao de equilibrio utilizada quando diferentes objetivos, em geral conflitantes, sao considerados
ao mesmo tempo. A nocao de equilibrio cooperativo de Pareto é a mais aplicada em problemas
dessa natureza, onde suas propriedades e caracterizacao, vistas posteriormente, sao responsaveis
por gerar as chamadas solugoes Pareto-6timas ou eficientes.

Em problemas de otimizagao multiobjetivo o conjunto imagem da funcao vetorial F
estd definida em um conjunto parcialmente ordenado. Além disso, em alguns desses problemas
o conjunto de soluc¢ao Pareto-6timo pode ser infinito, o que torna necessario a definicao de
critérios adicionais que garantam a existéncia de uma tunica solu¢ao que satisfaca a todas a
funcoes objetivos f; : F(2) € R¥ — R,i = 1,---, k simultaneamente, onde ) C R". Esses
critérios adicionais, apos essa primeira etapa de geracao de solugoes eficientes pelo analista do
problema, sao definidos pelo tomador de decisao que é um individuo ou grupo de individuos
responsavel(veis) pela escolha da solu¢ao que melhor atenda a componentes da funcao F' simul-

taneamente.
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Um problema de otimizacao multiobjetivo genérico é formulado da seguinte forma:

Minimize F(x) (4.1)
sujeito a x € <) .

onde F'= (f1, -+, fr), k > 2, Q é a regido viavel de (4.1) e F: Q C R" — R*.

Observa-se que para cada ponto x € 2, F(Q) C R*.

Uma consequéncia imediata dessa formulacao é a perda do conceito de otimalidade usual
definido em problemas de otimizacao com uma unica funcao objetivo. Isso se deve ao fato de
o contra-domfnio (R¥) ser parcialmente ordenado com a relagao de ordem (<).

As definigoes e resultados apresentados abaixo visam estabelecer condigoes para a de-
finicao do conceito de dominancia, necessario ao conjunto de solugoes de problemas de oti-

mizacao multiobjetivo.
Definicao 1. Um conjunto D C R¥ é chamado de cone se Bx € D , V3 >0 ex € D.

Definicao 2. Seja D C R* um cone. O cone negativo de D € definido por:
—~D={-z€R" | zeD}
Definicao 3. Um cone D C R* ¢ pontudo quando:
Dn-D ={0}
Definicao 4. Um cone D C R* € convexo quando:
ar+(1—a)ye D, z,y€ D eVa € |[0,1]

Definicao 5. Uma relacio bindria A em R* é um subconjunto de RF x R¥. E afirma-se que
x € R¥ se relaciona com y € R* por A quando (z,y) € A.

Definicao 6. Seja A uma relacdo bindria em R*.

(i) A € reflexiva, se (v,z) € A, Vx € A;

(ii) A € anti-simétrica, se (v,y) € A e (y,x) € A entio v =y, para z,y € R¥;

(iii) A € tramsitiva, se (1,y) € A e (y,2) € A entdo (x,2) € A, para x,y,z € RF;

(iv) A é compardvel, se (z,y) € A ou (y,x) € A, Va,y € R* com x # y;
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(v) A é linear, se (x,y) € A entdo (tx + z,ty + z) € A para x,y € R¥ e para t > 0.

Uma relagao bindria A que possui as propriedades (i)-(iii) € dita uma ordem parcial. Se além
disso, for satisfeita a propriedade (iv), ela serd dita uma ordem total. Por fim, quando uma

ordem parcial A satisfazer a propriedade (v), ela serd dita uma ordem parcial linear.

A proposicao abaixo apresenta uma caracterizagao entre uma relagao de ordem parcial
linear e a existéncia de cones convexos pontudos em R*. O que garante que é possivel que o
cone ordenado D C R* induza uma ordem parcial em F(§) para o problema de otimizacao

multiobjetivo (4.1).

Proposicao 1. Seja A uma relagdo bindria em R*. A é uma relagdo de ordem parcial linear

se, e somente se existe um cone convexo pontudo D C R* tal que:
(x,y) e A<= y—2z€D (4.2)

Demonstracao. Suponha que A seja uma relacao de ordem parcial linear. Considere D =
{z eR* | (0,2) € A}.

Vamos inicialmente provar que D é um cone.

De fato, sera provado que Vx € D et >0, tz € D, isto é, (0,tz) € A.

Pela linearidade de A e como (0,z) € A tem-se (0,tx) = (t-0+0,tx 4+ 0) € A.

Sera provado agora que D é convexo.

De fato, sejam z,y € D e 3 € [0,1]. Como D € R¥ é um cone e 1 — 3 > 0 tem-se que Sx € D e
(1—5)y € D, e pela definigao do cone D, (0, Bz) € Ae (0, (1-3)y) € A. Usando a linearidade de
Ano termo (0, (1—7)y) tem-se que (—(1-pB)y,0) = (1-0+[—(1-B)y], (1-B)y+[-(1-B)y]) € A.
Pela transitividade de A tem-se que (—(1 — )y, fz) € A. Por fim, aplicando-se a linearidade
de A,

0,82+ (1 =B)y) = (1-[=(1 =Byl + 1 =By, Bz + (1= Py) € A

Portanto, fx + (1 — B)y € D.

Por fim, serd provado que D é pontudo.

De fato, deseja-se provar que D N —D = {0}.

Seja x € DN —D, entédo pela definigao de D, (0,z) € Ae (0, —x) € A. Aplicando a linearidade

de A em (0, —x) tem-se que:

(2,0) = (1- 04z, —r+z)c A
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E usando a anti-simetria de A obtém-se que z = 0. Logo, D N —D = {0}.
Suponha agora que existe um cone convexo pontudo D C R* que satisfaca (4.2).

Sera provado a seguir que A é uma ordem parcial linear.

(i) Reflexividade: Como D C R* ¢ pontudo, ou seja, DN —D = {0}, considere z € D, observe

que 0 =2z —z € D e usando (4.2) conclui-se que (z,z) € A.

(ii) Anti-simetria: Seja (z,y) € Ae (y,z) € A. Por (4.2),y—ax € Dex—y € D. Observe
que z —y = —(y — x) e usando que D é pontudo, obtém-se que =z —y € D N —D = {0},

ou seja, r = y.

(iii) Transitividade: Sejam (z,y) € A e (y,2) € A. Por (4.2), y—x € De z—y € D.
— My —2)+ Mz —y) =

(
1 _
3 tem-se que S eD. E

Usando a convexidade do cone D, para A € [0, 1] tem-se que

(1—=XNy—XAy—(1—=XNax+ Az € D. Em particular, para A =
z—z
2

como D é um cone, 2 ( ) =z —x € D. Assim, por (4.2) conclui-se que (z,z) € A.

(iv) Linearidade: Seja (v,y) € A e z € R*. Por (4.2), y—z € D e como D é um cone,
t(y —xz) € D, Vt > 0. Observe agora que t(y —x)+z—2=(ty+z2)— (tx+2) € D e

novamente por (4.2), (tx + z,ty + z) € A. Assim, A ¢ linear.

Considerando o cone convexo pontudo D = ]Rf‘; = {x € RF | x> O} e
y—xeR’i@y—xZO

conclui-se que essa € uma relacao de ordem parcial linear.

A definicao a seguir garante o principio de maximalidade em conjuntos parcialmente

ordenados.

Definicao 7. Seja A C B com uma relacdao de ordem parcial induzida pela ordem de B. A C B

¢ dita uma cadeia se na ordem induzida por B, A for um conjunto totalmente ordenado.

Se considerarmos que existe uma cadeia em F'(Q2) e essa cadeia for limitada superior-
mente, o Lema de Zorn garante a existéncia de um elemento maximal.
Lema de Zorn: Seja A um conjunto parcialmente ordenado, A # () tal que toda cadeia

C C A seja limitada superiormente, entao A possui pelo menos um elemento maximal.
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Em problemas de otimizacao multiobjetivo, em geral tem-se que:
Prr e Q; F(z*) < F(x), VYo € QN B(z*,¢)

onde B(z*,¢) :={z € Q ; ||z"—z||< £} qualquer que seja e > 0. E implicitamente, a ocorréncia
de solugoes triviais, como as representadas por pontos vidveis que corresponde as solugoes do
tipo ideal ou utdpica cuja definigao é encontrada em (Ferreira, 1999) e em (Oliveira, 2005) é a

seguinte:

Definigao 8. As componentes z; € R do vetor objetivo ideal z* € R, sio as solugdes de
cada um dos problemas definidos através das componentes f; € R, onde i =1,---,k da funcao

multiobjetivo F(x) € R¥ como:

onde x' = arg miél fi(z) com x € Q CR™
Te

Observa-se que se existisse z* € ) tal que z* = F(z*), isto é, se a solugao z*, além
de vetor objetivo ideal for solugdo vidvel (z* € F(2) C R¥) como solugdao do problema de
otimizagao multiobjetivo (4.1), entdao o problema (4.1) estaria resolvido. Mas, em geral, a
ocorréncia de solugoes ideais em MOP sao bem raras devido a natureza conflitante existente
entre as componentes de F'. Assim, é introduzida uma nova interpretacao para o problema
(4.1) por meio do conceito de dominancia dado abaixo e encontrado em (MIETTINEN, 1999),
(FERREIRA, 1999) e (OLIVEIRA, 2005).

Com a proposi¢ao (1), é possivel agora introduzir o conceito de dominancia segundo
Miettinen (1999), considerando um cone convexo pontudo ordenado D C RF.

Dados F'(z'), F(2?) € F(Q), afirma-se que F(z') domina F(x?), denotado por F(z') <p
F(x?) se F(2*) — F(z') € D\ {0}.

E a partir dessa definicao também que introduz-se o conceito mais geral de solucao

eficiente, ou seja,

Definicao 9. Seja D C R* um cone pontudo convexo. Um vetor decisGo x* € §) € eficiente

(com respeito a D) se nao existe qualquer outro vetor decisao x € § tal que F(x) <p F(z*).

Em Oliveira (2005), o conceito de dominancia para problemas de otimizagao multiobje-

tivo tem a seguinte caracterizacao, considerando a ordem usual em R*.
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Definicao 10. Dado z° € ), o0s sequintes subconjuntos sao definidos por meio da relacdo de

ordem usual (<).
Q (") ={zxe€Q : F(x) < F(a") e F(z) # F(2°)}

Q(2°)={zeQ : F(x) > F(2°)}
Q2 ={zeQ : F(z) £ F(2°) e F(z) # F(2")}

Observa-se que R" = Q_(2) U Qs (2") U Q (2"), V2 € Q. Os subconjuntos Q. (z°) e
Q> (2°) contém todos os elementos de €, que dominam e sdo dominados pelo ponto 2° € €,
respectivamente, pela relacdo de ordem usual (<). O subconjunto Q- (2°) contém todos os
elementos nao-dominados e nao-dominantes pelo elemento 2° € Q. Na formulacao padrao do
problema de otimizacao multiobjetivo deseja-se minimizar simultaneamente todos os objetivos
e que 2° ¢ Q. (2°), uma possivel solugao para z* €  de (4.1) deverd satisfazer QN Q. (z*) = 0.

A interpretacao acima motiva a seguinte definicao

Definicao 11. Um vetor decisao x* € £ € uma solu¢ao Pareto-otima ou eficiente se nao existe

uma outra solugao x € Q tal que F(z) < F(x*) Yi=1,--- k e F(x) # F(z*).

Pela definigoes (10) e (11) observa-se que uma solucao eficiente (ou Pareto-6tima) nao é
dominada por qualquer outra solucao vidvel do problema. Se z* € {2 é uma solucao eficiente,
entao pela definicao, qualquer x € €2 que proporcione um decréscimo em alguma funcao objetivo
fi,i=1,--- k, relativo ao produzido por z*, deve ao mesmo tempo levar ao acréscimo de pelo
menos alguma outra componente f;, j =1,---,k do vetor F onde i # j. A figura (4.1) abaixo
ilustra essa propriedade.

O conjunto de solugoes eficientes é definido por
efi(Q)={2*€Q; prcQ; F(xr) < F(2*) e F(z) # F(2*), Vo € Q}.

Note que como a solugdo do problema multiobjetivo deve ser eficiente (ou Pareto-6tima), o
processo de otimizagao restringe-se ao subconjunto efi(£2) C .

Serd visto em resultados abaixo que efi({2) poderd ser caracterizado por
problemas de otimizagao formado por fungoes escalares.

Segundo Ferreira (1999) e Oliveira (2005), os algoritmos utilizados para resolver proble-

mas de otimizagao multiobjetivo (4.1) geram apenas solugoes 6timas locais.
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fi f,

efi(Q)

Figura 4.1: Interpretacao do Conceito de Eficiéncia
Fonte: Ferreira, 1999, p. 26

De acordo com Chankong e Haimes (2008), sem a hipdtese de convexidade, a trans-
formacao de problemas de otimizacao multiobjetivo em problemas escalares descrito nas secoes
seguintes por meio dos métodos de escalarizacao, garante-se apenas solucoes 6timas locais.
Além disso, qualquer método de geracao de solucoes eficientes baseado em solugoes de pro-
blemas de otimizagao escalar garante apenas solucoes eficientes locais. Dessa forma pode-se
estabelecer facilmente uma contrapartida local de todos os resultados de escalarizacao obtidos

nas secoes seguintes. Com especial atencao ao método a posteriori das Métricas Ponderadas.

Definicao 12. x* € Q ¢ dita uma solucao localmente eficiente se existe € > 0 tal que x* €
eficiente em QN N(z*,¢) onde N(z*,¢) ={y|y € R", ||y —2"||< €} € a vizinhanga vidvel de

¥ e

O teorema seguinte considera a hipdtese de convexidade para permitir que a vizinhanca

V de cada solugao local envolva toda a regiao de viabilidade.

Teorema 1. Sejam f; : Q CR® - R, 1 =1,2,---,k funcoes convexas sobre 0 C R™ também

convexo. Entao toda solugao localmente eficiente é também uma solugao globalmente eficiente.

Demonstragao. Considere o problema de otimizagao multiobjetivo (4.1) que hipdtese é convexo.
z* € Q é dita uma solugao localmente eficiente para (4.1) se existe € > 0 tal que z* ¢ eficiente
em QN N(e,2*), onde N(z*,¢) = {y|y € R", ||y — 2*||< €}, ou seja, 7 € QN N(e,z*) tal
que fi(7) < fi(z*),Vi=1,--- ke f;(Z) < f;(z*) para algum i.

Suponha que z* ¢ efi() globalmente. Portanto, existe z° # x*, zy €  tal que tal que
fi(@°) < fi(x*),Vi=1,--- ke fi(2") < fi(z*) para algum i. Como as fungoes fi,i = 1,---,k
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sao fungoes convexas, considere 7 = S2° + (1 — B)z*, com 3 € (0,1), assim, ¥ € Q pois Q C R"

também é um conjunto convexo. Além disso, T € N (e, z*).

De fato,
|7 — 2*||= ||B2° + (1 — B)z* — x*||= |B|||Z — 2*|| e considerando |3|< ﬁ conclui-se que
T—x
||z — a*||< e.

Portanto, = € QN N(e,z*) e usando que z* & efi(§2) globalmente tem-se que

fi(@) = fi(B2" + (1 = B)a") < Bfi(a”) + (L= B) fi(a") < fila™), Vi=1,---,k

o que contradiz a hipdtese de z* € ) ser uma solucao localmente eficiente. Logo,

fi(z) = fi(z*),Vi=1,--- k. Portanto,

(@) fi(@) < f;(2®) + (1 = B) fi(z"), Vi=1,---k.

Como 0 < 8 < 1 tem-se que

Lo (2
5]2( ) < fila?) +

(-0, .
2l

fi(z*) < fi(a®),Vi=1,--- k. (4.3)

Portanto, a desigualdade em (4.3) contradiz a suposicao de que x* & efi(2) globalmente onde
para algum 7 ocorre que f;(2°) < f;(z*). Portanto, z* € efi(2) globalmente.
[ |

A defini¢do de uma solugao propriamente eficiente ou (propriamente Pareto-6tima) sur-
giu pela necessidade de excluir algumas propriedades indesejaveis observadas em solugoes efici-
entes. A justificativa é de que com a definigao de solugoes eficientes proprias nao sera permitido
mais um crescimento arbitrariamente grande em uma das componentes do vetor objetivo em

relagdo ao decrescimento em alguma outra componente.(MIETTNEN, 1999; FERREIRA, 1999)

Definigao 13. x* € Q € dita uma solugao propriamente eficiente do problema se x* € efi(Q)
e existe um escalar M > 0 tal que, para cada i = 1,---,k e para cada x € ) satisfazendo
filx) < fi(z*) existe pelo menos j # i com f;(x) > f;(x*) e

fi(z) = fi(z)

@) — ) =

A secao seguinte apresenta os métodos encontrados na literatura (MIETTINEN, 1999) e
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(CHANKONG; HAIMES, 2008), enfocando as formas de utilizagao das informagoes do tomador
de decisao e do analista em cada método e traz uma descricao mais detalhada dos métodos do
Critério Global, da Ponderacao, da e—Restricao, Hibrido e das Métricas Ponderadas, onde este
ultimo é uma combinacao dos primeiro e segundo métodos mencionados anteriormente e sera
utilizado para transformar o problema multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing

em um problema mono-objetivo.

4.2 Meétodos de Escalarizacao

Os problemas de otimizacao que sao compostos por mais de uma funcao objetivo, cujas
expressoes podem ser lineares ou nao lineares sao tratados por meio da teoria de otimizacao
multiobjetivo.

Diante das consideracoes feitas anteriormente para caracterizar tanto essa classe de pro-
blemas de otimizagao quanto as suas candidatas a solucao. O préximo estagio a ser desenvolvido
refere-se a escolha, dentre todas as solugoes eficientes ou Pareto-étimas, aquela que atenda a
todos os objetivos conflitantes que definem o problema simultaneamente. Essa escolha final é
desempenhada por um novo elemento incorporado ao problema de otimizagao - o tomador de
decisao ou um grupo de tomadores de decisao.

O decisor (ou grupo de decisores) sao pessoas que detém uma melhor percepcao do
problema e sao capazes de expressar relagoes de preferéncias entre as diferentes solugoes. Além
disso, a escolha da solucao final depende da coordenacao existente entre o analista e o decisor.
Entende-se por analista um individuo ou software computacional capaz de tratar as relacoes
matematicas que definem o problema e por um processo de busca de solugao, geram candidatas
a solucao 6tima para todos os objetivos.

Os métodos de solugao préprios para problemas de otimizag¢ao multiobjetivo sao classifi-
cados de acordo com o papel do decisor no processo de definicao da melhor solu¢ao. Em alguns
métodos, varias hipdteses sao feitas sobre a estrutura de preferéncias e o comportamento do
tomador de decisao. Entretanto, pode ser dificil para o tomador de decisao, distinguir qual a
solugao 6tima para o problema. (MIETTNEN, 1999)

Em otimizacao multiobjetivo tem-se dois momentos em que se considera que o problema
vetorial foi resolvido: (i) quando do ponto de vista matematico, obtém-se o conjunto de solugoes
eficientes (ou Pareto-6timas); (ii) quando se deseja obter uma unica solu¢ao para o problema

dentre o conjunto de solugoes eficientes, sendo necessario que o contradominio pela funcao
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vetorial F' seja totalmente completo. (MIETTNEN, 1999)

A proposta comum a todos os métodos encontrados para problemas de otimizacao mul-
tiobjetivo nao linear é a utilizacao da escalariza¢ao, que consiste em converter o problema
com varios objetivos em um problema contendo apenas uma tnica fungao objetivo ou em uma
familia de problemas, cada um com uma tnica funcao objetivo, gerando uma funcao denomi-
nada de funcao escalarizante, que dependerd de alguns parametros. Mas também permitira, a
partir de entao, o uso da teoria e dos métodos de otimizacao para uma unica funcao objetivo,
ou seja, da programacao nao-linear, e mais especificamente da programacao geométrica.

Como a funcao escalarizante depende de parametros provenientes do proprio processo de
escalarizagao, uma fragilidade associada a técnica pode referir-se a geragao de solugoes vidveis
em apenas alguns dos parametros ou que o problema de inico objetivo nao possa ser solucionado
em todos os parametros.

Vale salientar que a transformacao feita no problema de otimizag¢ao multiobjetivo por
meio da escalarizacao nao interfere na formulacao do fenomeno real de modo a produzir um
problema matematicamente bem definido. A preocupacao esta exatamente na importancia de
uma formulagao adequada, na qual as fungoes objetivo e as restrigoes sejam de fato suficiente-
mente representativas para o fenomeno e que a formulacao matematica traduza com precisao
as informacoes coletadas na situacao-real.

Miettinen (1999) propos dois requisitos para as fungoes escalarizantes, os quais nao tem

incorporada em sua formulacao as preferéncias do tomador de decisao.
(i) A funcao escalarizante pode cobrir qualquer solucao eficiente (ou Pareto-6tima).
(ii) Toda solucao é eficiente.

Caso a funcao escalarizante incorpore as preferéncias, isto é, os niveis de aspiracao do tomador

de decisao, entao:
(iii) Sua solugdo é satisfeita se os niveis de aspiragao utilizados sao vidveis.

Nao existe funcao escalarizante que satisfaca os trés requisitos simultaneamente.

E importante mencionar também que os processos que geram solugoes para problemas
de otimizacao de tinico objetivo encontram solugoes locais 6timas. Quando a funcao objetivo
¢ convexa, garante-se que toda solugao 6tima local é também otima global. Mas, caso essa
hipdtese nao seja satisfeita, nao ha garantias da existéncia de 6timos globais. Assim, as solucoes
obtidas quando se utiliza a fungao escalarizante em problemas de otimizacao multiobjetivo sao

otimos locais de Pareto. Estendendo o conceito de convexidade para o caso multiobjetivo



75

garante-se a otimalidade global de Pareto quando todas as componentes da fungao vetorial sao
convexas e a regiao factivel também for convexa.
As classificacoes apresentadas para os métodos de otimizacao multiobjetivo seguem de

Miettnen (1999) e de Cohon (1978).

A classificagao utilizada em Miettinen (1999) é feita da seguinte forma:

(1) Métodos nao-preferenciais: que nao incorporam as informagoes de preferéncias do
decisor. Neste caso, o tomador de decisao podera aceitar ou nao a solucao apresentada

pelo método.

(2) Métodos preferenciais: que sao divididos em trés subgrupos.

(a) Métodos a posteriori: que geram solugdes Pareto-Gtimas, mas que em um mo-
mento seguinte, tal conjunto de solucoes sao apresentadas ao decisor que devera
selecionar aquela que for mais conveniente. Esses métodos fazem uso de softwares
computacionais, geralmente caros e dificeis de manipular para gerar tais solugoes, e
que nao incorporam com facilidade uma melhor forma de apresentar ao decisor as

alternativas de solucao encontradas.

(b) Métodos a priori: utilizam as preferéncias, as expectativas e as opinides do tomador
de decisao traduzidas em informacoes antes da execucao do processo de obtengao
de solucao. A dificuldade desse método estda no decisor nao saber como alcancar

antecipadamente o problema, bem como suas reais expectativas.

(c) Métodos iterativos: neste método o decisor esté envolvido em todo o processo de
obtengao de solucao juntamente com um analista (que pode ser o individuo que opera
o software iterativo construido ou o préprio software computacional). Neste método,
apenas algumas solugoes Pareto-otimas sao geradas e avaliadas e o decisor pode,
entao, especificar e corrigir as suas preferéncias diante dos resultados apresentados
dentro do processo de solugao de forma continua, sem a necessidade de conhecer

toda a estrutura de preferéncias global.

Uma classificacao interessante foi encontrada inicialmente em Cohon (1978) e posteri-
ormente em Sampaio (2011). Em seus trabalhos, eles fazem uma divisao dos métodos em dois
grupos mediante a consideracao de que existem sentidos definidos para o fluxo de informacao
entre o analista e o tomador de decisoes. No top-down a informagao parte de decisor para o
analista e no bottom-up o sentido da informacao se inverte. A categorizacao feita por esses

autores é dada abaixo.
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e Método de geracao: ¢ um método onde o conjunto de solucoes eficientes sao geradas

de modo que o tomador de decisao possa escolher entre elas.

e Método baseado em preferéncias: é um método que considera as preferéncias do
decisor conforme ocorre o processo de busca de solucao, a solugao que melhor satisfizer

as preferéncias do decisor serd selecionada.

A figura a seguir sintetiza a divisao dos métodos feito por Cohon (1978) e depois por Almeida

(2011).

Contexto de decisao

Unico tomador de decisao Resoluciio de conflitos

ou grupo de decisores

|
v !

Fluxo de Informa¢ao = Fluxo de Informacio Método de multiplos
(bottom-up) (top-down) decisores
Método de Geragio Método que incorpora

Preferéncias

Figura 4.2: Classificagdo dos Métodos
Fonte: Cohon, 1978, p. 87

Nao serao descritos todos os métodos propostos por Miettinen (1999), apenas alguns
métodos a posteriori que estao relacionados ao Método das Métricas Ponderadas que sera
utilizado diretamente na transformagao do problema multiobjetivo.

O primeiro método apresentado a seguir, o método do Critério Global, nao considera
as preferéncias do tomador de decisao. Os demais métodos geram o conjunto de solucoes
eficientes ou uma parte dele para que posteriormente o tomador de decisao possa selecionar
a mais preferida dentre todas as solugoes eficientes. Fazem parte dessa classe os métodos da
Ponderagao, da e—Restricao, Hibrido e das Métricas Ponderadas. Esse ultimo ¢ uma extensao
ponderada do método do Critério Global. (MIETTINEN, 1999)

Em Ferreira (1999) em Oliveira (2005) enfatiza-se que o conceito de solugao eficiente
estd intrinsecamente associado as condicoes de otimalidade do problema escalarizado. O deta-

lhamento de alguns métodos abaixo evidenciam essa afirmagao.
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No presente trabalho, foi utilizada a classificacao dos métodos (nao preferenciais e prefe-
renciais) de acordo com Miettinen (1999) e particularmente, no conjunto de métodos a posteri-
ori esta contido o Método das Métricas Ponderadas, que foi responsavel pela transformacao do
problema de otimizagao multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing para um tnico
item e multi-item em um problema com um tunico objetivo, que posteriormente, foi tratado
com os conceitos da programacgao geométrica a fim de se obter solugoes Pareto-6timas para o
problema original.

Os métodos seguintes sao métodos a posteriori de geragao de solugoes eficientes.

4.2.1 Método da Ponderacgao

Este método associa a cada funcdo objetivo um coeficiente de ponderagao (ou peso) e
minimiza a soma do produto dos pesos pelas funcoes componentes da funcao objetivo F' C €):

R™ — R*. Assim, o problema escalarizado é definido da seguinte forma.
k

Seja W = {w|w € R* w; > 0, Zwi = 1} o conjunto dos pesos nao negativos. O
i=1
problema da ponderagao é definido para algum w € W como P(w) e tem a seguinte formulagao:

k
Mimimize w; fi(x)
; (4.4)

sujeito a x €
A principal qualidade desse método é a simplicidade e a garantia de obtencao de solugoes Pareto-
6timas quando os coeficientes de ponderacao forem positivos ou se a unicidade de solucao para
o problema ponderado for garantida.

Sampaio (2011) e Miettinen (1999) explicitam algumas limitagoes préprias desse método,
tais como nao se ter garantias de uma boa area de cobertura para a fronteira eficiente.Além
disso, a mudanca no valor dos pesos gera um alto custo computacional associado a resolucao
de um problema de programagao nao-linear sempre que for necessario encontrar uma nova
solucao eficiente, pois o problema tem que ser resolvido novamente. E além disso, se a regiao
viavel do problema for nao convexa, o método nao é eficaz para encontrar solucées em partes
nao-convexas da fronteira eficiente no espaco objetivo, o mesmo podendo ocorrer com funcoes
objetivo descontinuas.

Os resultados seguintes estabelecem meios para a obtencao de solugoes eficientes ou

Pareto 6timas por meio de solugoes 6timas do problema ponderado P(W) em (4.4).

Teorema 2. Seja z* € Q solugiao de P(w), para w € W. Sew; > 0, Vi = 1,--- k. Entao
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z* € efi(§2)

Demonstrag¢ao. Suponha que x* € Q é solucao de P(w) e para w € W tem-se que

k k
> wifi(x?) <> wifi(z), VreQ. (4.5)
=1 =1

Suponha por absurdo que z* ¢ efi(Q2), entdao 3z € 2 tal que f;(7) < fj(z*), Vi =1,---, ke

[i(Z) < f;j(z*) para pelos menos um j. Como por hipdtese w; >0, Vj=1,--- k
w]fj(f) S wjfj(x*), VJ = 1, Ty, k’ (46)
w;f;(x) < w,;fj(z"), para algum j. (4.7)

Assim por (4.6) e (4.7)
szfz@) < szfz(l'*) (4.8)

A desigualdade (4.8) contradiz o fato de x* ser solugao 6tima de P(W). Portanto, z* € efi(€).
|

Teorema 3. Seja z* € Q, para w € W e se x* é solugdo tunica de P(w) entdo x* € efi(S2)

Demonstra¢ao. Suponha que z* € Q é solugao de P(w), isto é, para algum w € W tem-se que

k k
=1 =1

Suponha por absurdo que z* ¢ efi(Q2), entdao 3z € 2 tal que f;(7) < fj(z*), Vi =1,--- ke

[i(Z) < fj(z*) para pelos menos um j. Como w; > 0,Vj=1,--- k
w;f;(Z) < w,;fj(z"), para algum j. (4.11)

E por (4.10) e (4.11) tem-se que
k k
> wifi(@) < wifi(x*) (4.12)
i=1 i=1

Assim, se ocorrer a igualdade em (4.12) tem-se uma contradi¢ao pois T # z*, conclui-se que T

também é solugao de P(w), o que contradiz a unicidade de z*. Portanto, z* € efi(€2).
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Teorema 4. Se z* € efi(Q2) e o problema de otimizacdo multiobjetivo é convero, ou seja, as
funcgoes f; : @ C R" — R sao convezras para i = 1,--- k e Q C R™ € um conjunto convexo.

Entao existe w € W tal que x* € solugao de P(w).

Esse resultado serd provado apds a demonstragdo do Teorema (9) na Segao (4.2.3) que

relaciona o método P(w) como o método F(e).

4.2.2 Meétodo das ¢— Restrigoes

Este método seleciona uma das funcoes objetivo f; : Q CR" - R, i =1,---, k compo-
nente da fungao vetorial F': Q@ C R™ — R™ para ser otimizada (minimizada) e todas as outras
funcoes objetivo sao convertidas em restrigoes, onde cada uma delas é limitada superiormente

por componentes do vetor £ € R*. E o problema (4.1) é escalarizado por meio do seguinte

problema (4.13) ou Pj(¢)

Minimize fi(z)
sujeito a file) <ej, Vi=1,--- k, j#I (4.13)
x €

Esse método também utiliza uma forma simples para converter o problema multiobjetivo
para unico objetivo. Comparado ao método da ponderagao, pode-se dizer que o método da e—
restricao é mais eficaz no sentido de controle da cobertura da fronteira eficiente. Entretanto, este
também ¢ um método limitado em si, pois é necessario resolver um problema de programagcao
nao-linear sempre que for necessario obter uma nova solucao eficiente. O método também é
sensivel & escolha do vetor € € R”, cuja tarefa nao é trivial e a dificuldade aumenta & medida
que a quantidade de componentes objetivo do vetor F' = (fi, fo, -+, fr) também aumenta.
(SAMPAIO, 2011)

Os préximos resultados referem-se aos meios para a obtencao de solugoes eficientes por
meio de solugoes étimas do problema da e—restri¢ao (4.13). As demonstragoes encontram-se

em Miettinen (1999).

Teorema 5. z* € efi((2) se, e somente se, ©* € solu¢ao do problema P)(e) VI =1,--- k, onde

6j:fj<x*) pamjzl,---,k:,j;zél.

Demonstra¢ao. (Condigao necessdria). Suponha que z* € ) seja uma solugao eficiente ou
Pareto Otima, entfo nao existe 7 € Q tal que fi(Z) < fi(z*), Vi = 1,---,k e f;() < f;(z*)

para pelo menos um j # k.
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Suponha por absurdo que z* nao seja solucao de P(g), para algum [ # j. Portanto,
existe T € Q tal que fi(Z) < fi(z*) e f;(z) < fj(z*) para j # [. Portanto, z* ¢ efi(2), o que
contradiz a hipétese. Logo, x* é solucao de P(e).

(Condigao suficiente). Suponha agora que z* é solucao de Pi(e), Vi =1,---, k. Entao
nao existe * €  tal que fi(z) < fi(z*), VI = 1,---,k e f;(¥) < fj(z*) para | # j com
j=1,--- k. E como essa ¢ a definigao de solu¢ao Pareto Otima, conclui-se que z* € efi().

Teorema 6. Se z* € Q € solucdo do problema Pi(c) para algum | = 1,---, k com ¢; = f;(x*)

para j =1,--- k, j #1 e se x* € solugdo unica de P)(e) entao x* € efi(S).

Demonstragdo. Suponha que x* é a tinica solugao de Pi(¢). Entao A7 € Q tal que f,(7) < fi(z*)
e f;(x) < f;j(z*) para | # j e VZ € Q. Suponha por absurdo que z* ¢ efi(€2), entao 37 € 2 tal
que f;(z) < f;(z*), Vj=1,---,k e para pelo menos um [ # j tem-se que f;(z) < fi(z*). Logo,
T € Qex # " também é solucao de Py(¢e), contradizendo a unicidade de de z* € €. Portanto,
a contradigao foi afirmar que z* & efi(€2).

Teorema 7. Se x* € solugdao tinica do problema da P)(e) em (4.13) para qualquer vetor limite

superior € = (€1, -+, €11, 141, - - ,Ek)T, entdo x* € uma solugao eficiente.

Demonstragao. Seja z* € €2 solugao tnica de Pj(e), o que significa que fi(z*) < fi(x), Vo € Q
e fi(e") Sejy j= Lok, GAL

Suponha por absurdo que z* ¢ efi(£2). Assim, existe ¥ € Q tal que f;(Z) < f;(z*), Vj =
L,--- ke f;(Z) < fj(z*) para pelo menos algum j.

Agora se j =l entao fi(Z) < fi(z*) e f;(Z) < fij(z*) <e;, j # 1, Isso contradiz o fato de
z* ser solugao de Fj(e).

Por outro lado, se j # [, entao f;(z) < f;(2*) <eje fi(x) < fi(z*), i=1,---,k, i #J
e fi(Z) < fi(z*). Essa ultima desigualdade contradiz a unicidade de z* € € como solugao de
P(e).

Logo, em qualquer um dos casos, z* € efi(2).

4.2.3 Relacgao entre os métodos da c—Restricao e da Ponderacao

O resultado a seguir trata de uma importante relagao existente entre os dois métodos a

posteriori descritos anteriormente. Ver demonstragoes em Miettinen (1999).
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Teorema 8. Seja x* € Q solugdo do problema P(w) em (4.4) para algum w € W. Entdo,
1. sew; > 0, z* € solug¢do do problema da Pi(c*) em (4.13) ou

2. se x* € solugdo unica do problema P(w) em (4.4), entao x* € uma solugao P,(e*) em

(4.13) para ¥l =1,--- k.

Demonstra¢ao. Suponha que existe w € W tal que z* é solu¢ao de P(w), ou seja,

k k

(i) Suponha por absurdo que z* ndo é uma solucdo de P(¢), entdo 32° € Q tal que f;(2°) <
filz*) e f;(2") < fj(z*), 5#1, j=1,---, k. Como por hipStese w; > 0 e w; > 0, j # [ tem-se
que

wi fi(2%) <wifi(x®) e w;fi(a®) < w;fi(a”). (4.15)
Logo, por (4.15)

k k
ijfj(xo) < Z wj fi(x*).

Assim, a desigualdade (4.15) contradiz a desigualdade (4.14) pois encontrou-se z° # z* cujo
valor na fung¢ao objetivo do problema hibrido foi menor do que o valor da solucao 6tima z* € (2.
Portanto, z* € B(¢).

|

Quando o problema de otimizacao multiobjetivo é convexo, garante-se o resultado a

seguinte.

Teorema 9. Considere que o problema de otimizacao multiobjetivo seja convexo. Se para
qualquer | = 1,--- k x* € solug¢ao de P/(e*) em (4.13) entdo existe w € W tal que x* € Q) €
solug¢ao do problema P(w) (4.4).

Demonstra¢ao. Suponha que z* € Q solucao de P,(¢*) para qualquer [ = 1,--- k z*, entao o

sistema de inequacoes

fl(x) < fl<x*) ) fj(x) < fj(x*)7 ]: 17"'7k7 .]7£ k

nao tem solugao em 2.
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Como por hipétese, o problema de otimizacao multiobjetivo é convexo, ou seja, f; :
OCRF 5 Rea regiao de viabilidade €2 C R* sdo convexas. e usando o Teorema de Gordan

(BAZARAA, SHERALI, SHETTY, 1993, p. 567) existe 0 < p € R* tal que

sz fz 1, )] >0, Vzre.

k

Escolhendo w; = kp—i, o que é possivel pois Zpi > (0. Portanto, w; <0, Vi=1,---,k e

i=1
E Di
i=1
k
tem-se que E w; = 1.
i=1
Assim,

sz fi(@) = fiz*)| =0, VzeQ

sz =1
i=1

E com as simplificacoes obtém-se

k
Zwi (fi(z) = fi(z*)) >0, VzeQ.

Portanto, z* € Q é solugdo do problema ponderado P(w).

Retornando ao Teorema (4):

Demonstracao. Pelo Teorema (5) que z* € efi(€2) se, e s6 se x* é solucao de P(e*), VI =
1,---,k. e pelo Teorema (9) acima, considerando a hipétese de convexidade do problema
multiobjetivo, se x* é solugdo do problema Fj(e*), VI = 1,--- k , entdo Jw € W tal que z* é

solucdo de P(w).

4.2.4 Método Hibrido

Este método combina caracteristicas do método da ponderacao P(w) com o método da
e—restrigdo P;(¢). Essa nomenclatura para o método foi introduzida por Chankong e Haimes

(1983, p.148) e o problema Hibrido (4.16) abaixo, também denotado por P(w, ) tem a seguinte
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formulagao:
k

Minimize Z w; fi(x)
i=1

o . (4.16)
sujeito a fi(x) <ej, Vj=1,---k

x €€

onde w > 0, RF.
O resultado seguinte garante a existéncia de solugoes eficientes para o problema multi-

objetivo formulado anteriormente em (4.1).

Teorema 10. z* € efi(2) se e, somente se x* € Q € solugio do problema Hibrido P(u°,¢),

para qualquer w® > 0 dado e para algum ¢ € R¥ para o qual P(w°,e*) é vidvel.

Demonstra¢ao. (Condigao necessaria). Suponha que x* € efi(Q2) e suponha por absurdo
que para qualquer 0 < w® € R¥ dado, 2* € Q ndo é solucao de P(w’,¢) para qualquer ¢ e em
particular, para P(w° &*) com e* = f;(x*), onde i =1,--- k.

Seja 2° € Q uma solugdo de P(w?,&*). Ou seja,
k k
Zw?fi(afo) < Zw?fi(x*) e fi(a") < e =fi(x*), j=1,---,k
i=1 i1

Como w’ > 0 tem-se que w)f;(z°) < wifj(z*), j = 1,--- k. Assim, tem-se que f;(z°) <
fi(z), Vi =1,---.ke fi(z") < filz*), 1 # j. O que contradiz a definicio de solucio
eficiente em Q C RF.

(Condigao suficiente). Suponha que z* € Q é solugao de P(w® ¢) para qualquer
w® > 0 dado e para algum ¢ € R¥. Considere em particular que para e* = f;(z*),i =1,---,k
tem-se que z* € Q é solugao de P(w’,*).

Suponha, por absurdo que z* & efi(€). Assim, 37 € Q tal que f;(Z) < f;(2") =

e, Vj=1,--- ke f;(T) < f;(z*) para pelo menos um j. Portanto, para qualquer 0 < w® € R*

W f;(@) S wlfi(a*), Vi=1,k e w)fi@) <wfilz), | # j.
Logo,
k k
S wlfi(@) <Y wlfi(a).
Jj=1 Jj=1

Observa-se que essa tltima desigualdade juntamente com a condicao de viabilidade, isto é,

[i(@) < fi(a") =¢", j=1,--- k contradiz a hipdtese de que z* € efi(2).
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4.2.5 Método das Métricas Ponderadas

O método das métricas ponderadas de acordo com (MIETTINEN, 1999, p. 67), (CHA-
KONG, HAIMES, 2008) e (EHRGOTT, 2005), é uma extensdao ponderada do método do
Critério Global, que é um método que nao incorpora preferéncias e que faz uso de pesos asso-
ciados as métricas L, para 1 < p < 0o e L, buscando gerar diferentes solugoes Pareto-étimas

de acordo com a escolha dos pesos associados ao problema.
k

Seja W = {wjw € R*  w; > 0, Zwi = 1} o conjunto dos pesos nao negativos. Dife-
rentes solugoes sao obtidas quando alteri;—lse os coeficientes de ponderacao w; parai=1,---,k
que estao associados as distancias entre as fun¢oes componentes f; : 2 C R™ — R e os seus
respectivos vetores objetivo ideais na métrica L,, 1 < p < oo, onde um vetor objetivo ideal ¢
definido em (8) por: zf = fi(z') com

= in f; =1, k.
x a?“gmel;r)ngrﬁgnfz(x), i=1,--,

O problema das métricas ponderadas é definido para w € W com a seguinte notacao P(w, p), com 1 <

p < oo e tem a seguinte formulacao:

1
k P
Minimize w; | fi(z) — 2P
sujeito a x €N
Quando p = oo o problema resultante P(w,o0) é denominado como problema-L., ou
como problema de Tchebycheff e é formulado por:

Minimize lnaxk{w,» |fi(z) — 2|}

=1 (4.18)

sujeito a x e

Além disso, no problema P(w, 00) em (4.18) o sinal de valor absoluto pode ser eliminado
em virtude da definicao do vetor objetivo ideal, se ele é conhecido globalmente.

De acordo com Miettinen (1999), o problema de Tchebycheff nao é diferencidvel e uma
forma de torné-lo diferencidvel é considerando uma nova variavel p, ja que tanto as componentes
da funcao objetivo, f; : 2 C R™ — R, para i = 1,---, k quanto o conjunto de viabilidade do

problema sao diferenciaveis e z* é determinado completamente. Assim, para z € R" e p € R
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variaveis de decisao, obtém-se o seguinte problema diferenciavel.

Mimimize ©
sujeito a  w; (fi(x) —zf) < p,Vi=1,---,k (4.19)
x €

As demonstragoes dos resultados seguintes sao baseados em (MIETTINEN;, 1999), (CHA-
KONG, HAIMES, 2008) e (EHRGOTT, 2005), que relacionam a existéncia de solugoes eficientes
ou Pareto 6timas do problema de otimizagao multiobjetivo (4.1) com as solugbes 6timas dos

problemas escalarizados P(w,p) em (4.17) e P(w,00) em (4.18).

Teorema 11. z* € Q € solu¢ao do problema P(w,p) em (4.17), para qualquer 1 < p < oo

quando ocorre uma das sequintes afirmacoes:
1. x* € uma solugdo tunica de P(w,p);
2. w; >0, Vi=1,--- k.

Entao x* € efi(2).

Demonstragao. (1.) Seja z* uma solucao tnica do problema L, ponderado, com 1 < p < oo,
isto é,

k % k p
(Zwi | fi(az*) — z;|p> < <Zwi | fi(z) — z;|p> . Vze.
i=1 =1
Suponha por absurdo que z* ¢ efi(2). Entao existe & €  com & # z* tal que fi(z) <
filx*),Vi=1,--- ke fi(Z) < fi(z*) para pelos menos um i. Como w € W e pela defini¢ao do

vetor objetivo ideal, tem-se que 2} < fi(z), Ve € Q e ainda que | f;(x) — 2| = fi(z) —2f, x € Q.

7

S
—
ho
—
=
|
RS
IN
g

i(fi(x*>_zz<>7Vi:17"'=k (420)

J(fi(x*) = 2F), para algum 1.

S
=
—
=>
|
N
A\
g

Portanto, para 1 < p < 0o ocorre que
1 1
k D k P
(Z w; | f;(Z) — z;|p> < (Z w; | fi(z*) — z;\f’> . (4.21)
i=1 i=1

Observa-se que a desigualdade (4.21) contradiz o fato de que x* € 2 é solugao 6tima de P(w, p)
em (4.17).
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Agora, considerando o caso em que w; = 0 para algum ¢ = 1,---, k teremos que
k k
D wilfi(@) = z) =) wilfi@”) = =)
i=1 i=1

o que contradiz agora a unicidade de solugao de z* € 2 no problema (4.17). Portanto, z* €

efi(§2).
(2.) Seja x* € Q solugao de P(w,p) em (4.17), para 1 < p < oo, isto §é,

2 v K 7
<Z wi | fi(z") — Zﬂp) < (sz |fi(@) — Zﬂp) , Vrel

Suponha também que 0 < w € W. E suponha por absurdo que z* ¢ efi(2), ou seja, existe
T € Q com T # z* tal que fi(z) < fi(z*),Vi = 1,--- ke fi(Z) < fi;(z*) para pelos menos
um ¢. Como por definigdo, o vetor objetivo ideal satisfaz a desigualdade zf < fi(z),Vz € Q e,

portanto, |f;(z) — zf| = fi(z) — 2f, x € Q.

79

w; | fi(2) — 27 [P < wi| fia®) — 27" Vi=1,---k

X L . ip o (4.22)
w;(f; }a:) — 7z <wj|fj(:v ) —zj|", para algum j # i.
Assim,
k k
S wi fi(@) = 2P+ wy | f(@) = 27 <Y wil file®) = 27wy | fi(@) = 2P (4.23)

i) i#j
E entao, tem-se que

k k
S wl @) 21 < D wilfiw?) — P (424)
i=1 =1

A desigualdade acima (4.24) contradiz o fato de z* € §2 ser solugao de P(w,p) em (4.17) pois o
valor da fungao objetivo em & € Q2 foi menor do que o valor da solugao z* de P(w, p). Portanto,
z* € efi(Q).

Considerando agora que x* é uma solugao de minimo local para o problema (4.17), ou

seja, que existe € > 0 tal que

k v b ’
<Zwi!fi(iv*)—2ﬂp) < (Zwilfi(x)—ﬁ\p) , Vo e QN N(e, %)

onde N(e,z*) ={y|y € R" ||y —2*||[< e} esew; >0, Vi=1,--- k. Entado 2* é uma solucao



87

eficiente local.
A demonstracao dessa afirmacao é andloga aquela feita no item (2) do teorema (11),
considerando agora que z* € 2 é um minimo local para o problema escalar (4.17).

Chankong, Haimes (2008) afirma que todos os resultados obtidos nos métodos de esca-
larizacao apresentados no presente trabalho podem ser provados considerando que as solucoes
sao de minimo local e satisfeitas e se todas as hipdteses dos resultados apresentados sem a
exigéncia de convexidade do problema de otimizagao multiobjetivo forem satisfeitas, entao as
solugoes de minimo locais obtidas também sao solucoes localmente eficientes para o problema

de otimizagao correspondente.

Teorema 12. Seja, z* € Q. Se x* é solugio do problema de Tchebycheff P(w,o0), com

w; >0, Vi=1,--- k, entao x* € Q0 € uma solucao fracamente eficiente.

Demonstragao. De acordo com (MIETTINEN, 1999), (SAWARAGI, NAKAYAMA, TANINO,
1985) e (EHRGOTT, 2005) uma solugdo z* € Q é dita fracamente eficiente quando Pz € € tal
que fi(x) < fi(z*), Vi=1,--- k. Seja z* € Q solu¢ao do problema P(w,o0) em (4.18) para
w € W. Considere o vetor objetivo ideal satisfazendo a desigualdade z < f;(x),Va € Q tem-se

que |fi(z) — zf| = fi(x) — 27, © € Q. Assim,

[

— 2} < mi N fi(z) — 2 , ,
min max {w; |fi(2") - 2|} < min max {w;|fi(x) — 2]}, Veeh (4.25)

Suponha por absurdo que x* € €2 nao seja uma solucao fracamente eficiente,entao 4z € 2 tal

que fi(z) < fi(z*),Vi=1,---, k. Portanto,
wi |fi(2) = 2| <wi|fi(e") — 2], Vi=1,---k
Portanto, como a desigualdade acima ocorre Vi = 1,-- -, k tem-se que:

max {w; |fi(7) =2} < max {w;[fi(2") = 2]}

7'a 7'7

E portanto,
min max, {wz \fi(z) — 2|} < mln max {w; |fi(z*) — 2]|}. (4.26)

€ i=1,- e =1,k

Observa-se que a desigualdade (4.26) contradiz o fato de que x* € Q ser solu¢ao do problema

P(w, 00) na desigualdade (4.25). Assim, z* € Q é uma solucao fracamente eficiente.
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Teorema 13. Se existe pelo menos uma solugao x* € ) para o problema de Tchebycheff

P(w, 00) entdo x* € efi(S).

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo que nenhuma solugao z* € €2 de P(w,o0) pertence ao
conjunto efi(£2). Assim, 3z € Q tal que fi(z) < fi(z*), Vi=1,--- ke fi(z) < fi(z*) para

algum j. E usando o valor objetivo ideal, isto é, que z¥ < fi(z),Vx € Q obtém-se

wi (fi(#) — ) < wi (fi(a") = ), para algum .

Como |f;(x) — 2| = fi(z) — 2f, v € Q.
max, {wi 1fi(2) — 2|} < max, {wi [fi(z™) — 2]}

Portanto,

min max, {w; |fi(2) - 2]} < min max {w;]fiz") - 21} (4.27)

Como a desigualdade (4.27) contradiz o fato de que x* é solugao do problema de Tchebycheff
P(w, 00). Conclui-se que existe pelo menos uma solugao z* € Q2 de P(w, c0) tal que x* € efi(€2).

Corolario 1. Se z* € Q € solugdo unica do problema de Tchebycheff P(w,o0), entio x* €

efi(§2).

Demonstra¢ao. Suponha que z* € € é solugao unica de problema P(w,o0). Portanto,

min max, {wl |filz™) — 27|} < HlelgIzl max, {w; |fi(x) — 2|}, Vre. (4.28)

e i=1, ’

E suponha por absurdo que z* & efi(2), entao 3z € Q tal que f;(2) < fi(z*), Vi=1,--- k
e fi(z) < fi(z*) para algum j. E usando o valor objetivo ideal, isto é, para zf < f;(z),Vz € Q

obtém-se

g
=
B
~
|
N
S %
(VAN

w; (fi(2) — 2F) < w; (fi(x*) — zF), para algum i
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Como |fi(z) — 2f| = filx) — zf, = € Q.

Jax, {w; |fi(2) — 2]} < max {w;|fi(2") — 2}

7'7 -

Portanto,

1’111{121 max, {w; |fi(z) — 27|} < 1111(121 max, {w; |fi(z*) — 27|} (4.29)
xre 7 XN xTE 1= 97ty

Como a desigualdade (4.29) contradiz & unicidade de solugao de z* € Q do problema de
Tchebycheff P(w,o0). Conclui-se, portanto, que z* € efi((2).
[

Teorema 14. Se x* € efi(Q2), entao FJw € W com w > 0 tal que z* € Q) € solugao do problema

de Tchebycheff P(w,00), onde o ponto de referéncia é o vetor objetivo ideal z** € R¥.

Demonstracao: Ver (MIETTINEM, 1999).

4.3 Programacao GGeométrica

O estudo desta técnica para a obtencao de solucao no contexto de problemas de oti-
mizacao multiobjetivo justifica-se na natureza das fun¢oes componentes serem fungoes de pro-
gramagao geométrica e no fato de a teoria de programagao geométrica estd fundamentada na
relacao existente entre as desigualdades aritmética e geométrica, sendo considerada, portanto,

um método de geracao de solugoes eficientes a posteriori, por associar a cada componente
k

fir i=1,-++,k da fungdo objetivo F C 0 : R" — R* um peso 0 < §; € R onde Y _4; = 1, além
i=1
da aplicagao da teoria de Programacao Geométrica as restrigoes, quando existirem. (CHAN-

KONG; HAIMES, 2008).

Nos problemas do presente trabalho, apresentados no capitulo 5, com aplicacoes por
meio de exemplos numéricos realizadas no capitulo 6 oriundas de Islam(2008), a técnica de
Programacao Geométrica, embora pudesse ser aplicada diretamente ao problema multiobjetivo
como descreve Oliveira (2005), foi utilizada apés a transformagao do problema de otimizagao
multiobjetivo em um problema de otimizagao composto por uma unica fungao objetivo por meio
da aplicagdo do método das métricas ponderadas (Method of Weighted Metrics), que preservou
o problema escalar resultante como um problema de programacao geométrica signomial, cuja
solugdo é um minimo local considerada uma solucao eficiente local por meio de resultados

préprios do Método das Métricas Ponderadas descrito na segao (4.2.5).
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A programacao geométrica é uma técnica de otimizacao utilizada para resolver algebri-
camente os problemas de programacao nao-linear. Ela surgiu no ano de 1961 quando Zener
desenvolvia uma férmula simples para obter o valor minimo de um certo tipo de polinomio gene-
ralizado utilizado em modelos matematicos que estava desenvolvendo para diversos problemas
de engenharia de projeto de grande importancia para a Westinghouse Electric Corporation.

A descoberta de Zener baseou-se em uma mudanca de variaveis seguida de uma interes-
sante utilizacao dos multiplicadores de Lagrange para tratar de uma tinica restricao resultante
de sua transformacao de um problema de minimizagao originalmente irrestrito.

Em outro momento, em 1962, Duffin fazia uma generalizagdo nao linear da dualidade
linear resultante da Lei de Ohm e das duas leis de Kirchoff.

Zener, por outro lado, nao conseguia avancar em suas aplicagoes em programacao geométrica
por dificuldades em tratar das limitagoes impostas que surgiam nos modelos.

Gracgas aos avangos de Duffin e Petterson que surgiu a programagao geométrica. Eles
foram responsaveis pelos desenvolvimentos teéricos do trabalho de Zener, fazendo tanto a ge-

neralizacdo do produto cartesiano de vetores de transformacao z*

correspondentes as funcgoes
objetivo e restricoes, quanto a generalizacao das desigualdades da média aritmética e geométrica
de Cauchy, relevantes para restricoes de desigualdade polinomial generalizada e seus respectivos
multiplicadores de Lagrange. (PETTERSON, 2001)

Em Lima Junior (2006) a desigualdade que relaciona as médias aritmética e geométrica
de um conjunto de niimeros positivos é desenvolvida de modo construtivo e, posteriormente, a
sua generalizagdo por meio do teorema da desigualdade geométrica (15), contribuiu de forma
adequada para a formulacao de problemas de programacao geométrica.

Considere um retangulo de lados a e b que possui a mesma area de um quadrado de lado
[. Portanto, a - b = [2, o que implica em | = v/a - b, onde essa expressio ¢ a média geométrica
de a e b.

O problema de otimizagao sugerido a partir dessas suposi¢oes busca determinar o retangulo
de menor perimetro, dentre o conjunto de retangulos de mesma area.

Os perimetros do retangulo Pr de lados a e b e do quadrado Py de lado [ sao reescritos

da forma:

b
PR:2a+2b:4(g+§), Po=4l=4Va-b
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de modo que se pode obter a seguinte relagao:

a b [la  b\? la? ab b2 \/ a2 ab b2

2
= 4\/ab—|—<g—é) >4va-b= Fy.

2 2

A igualdade acima ocorre, isto é, Pp = Py < a = b = [. Portanto, a solucao que minimiza o

problema proposto é o quadrado de lado [. Note que a busca pela solucao do problema revela

b
+ > Vab. Para a generalizagao da

a relagao entre a média aritmética e geométrica, isto é,

relacao anterior, considere, por exemplo, que dados dois niimeros positivos x; e x5, cuja média

1
ponderada é definida por e + 152

Observe que,

3 1 2 1 1 1 1 1
“T1+ -T2 = |1+ T |+ T2 =21+ | 721+ T2

4 4 4 4 4 2 4 4

1 +1 1 +1

= —r1+- |1+ 2
27t T o\ g™t T o™
1 1 » 1

> §$1+§$12 3
1 11\ 3

> af- (o] a3)
3 1

= xf - x5

A generalizacao para a desigualdade da média aritmética/geométrica é obtida por meio do
teorema da desigualdade geométrica a seguir, cuja demonstracao é feita com base em Duffin,
Peterson e Zener (1967) e representa um forte resultado na teoria de dualidade em programagcao

geométrica.

Teorema 15. Se x € R" e d € R}, entdao ocorre a sequinte desigualdade:

ixiéi < (i 51-) In (i e“/’l’) + i 0;1Ind; — (i 5i> In (i 5i> (4.30)

onde Ind = 0 quando § = 0.

Além disso, ocorre a igualdade em (4.30) se, e somente se, existe 0 < B € R tal que

A demonstragao do Teorema (15) esta dividida em duas partes:
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(1* parte:) Mostrar que a desigualdade (4.30) é valida para x € R" e § € R, onde §Ind =0
quando 0 = 0.

Demonstragdo. Sejam x € R" e § € R’. Note que a funcao g(r) = e¢” é uma funcao

convexa pois g (r) = g () = e* > 0, Vr € R.

Assim, pela convexidade de g tem-se
e+ (x—z)e* <e’, Vr,zeR
Fazendo a substituicao de variaveis y = e* ocorre que z = Iny e portanto,

y+ (x —Iny)y < e”.

Nota-se que a igualdade se verifica quando = Iny, Vz,y € R.

Condiserando agora que z,y € R" tem-se que:

Z Yi + Z (xi —Iny;)y: < Z e (4.32)
i=1 i—1 i—1

onde a igualdade se verifica quando z; = Iny;.

Escolhendo um vetor arbitrario, porém fixo 0 <9 € R e para 0 <0 € R

06+ (3 —Inb5) 05 <D e, O>0excR" (4.33)
i=1 i=1 i=1
A igualdade ocorre quando z; =Iné; + Inf, 1 =1--- . n.

Reescrevendo o lado esquerdo de (4.33) em funcao de 6 temos que:

=1 =1 =1 ] ] ;
= 295 —1—233195 Zeln9)6i—i96iln5i
=1 j
= Zéi[leri—ln(S 16— (61n#) <26>
i=1

Logo,

£(6) = zn: §;[1+ 2 —Ind) 0 — (§1nd) (Zn: &) (4.34)

i=1
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E derivando (4.34) em relagao a 6 obtemos que:

i=1 i= i=1

= Zn: 0; (z; —Ind;) — (Zn: (5Z-> Ino (4.35)

Como Z 6; > 0 conclui-se que f" () < 0, V6. Portanto, f é uma funcio concava e admite
i=1
apenas um ponto de maximo.

Os pontos estaciondrios de f sdo obtidos fazendo f'(#) = 0, ou seja,

(Za)me_Za —Ind;)

Assim,

Inf = nl [i 8; (z; —In 5,-)] (4.36)

onde 6 é o ponto de maximo. Quando 0 = 5, substituindo In § em (4.34) obtém-se:

f(O) = Za 1+z; —Iné) e-(Z&) <zn: )lzcs 1n5]
5| L=

- Za 1+ z; —Iné) 9—(25 —Iné;) )9
- 252‘5* <Z§i(xi—ln6 )9— (Za —Ind;) )9
_ (25)5 (437)
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Por (4.33) tem-se que f(f) < Z Y0 >0.

Quando 6 = 6 tem-se por (4.37) e (4.33) que:

(i 52-) 0 < zn: e, (4.38)

Aplicando o logaritmo neperiano em ambos os membros de (4.38) e usando que a fungao

g(u) = Inu é crescente tem-se que:

In (527? 51-) < In (i e>
né + In <Z:; 5,-) < In (Zn: e>

Segue de (4.36) que

=1 ( 61) L i=1 i=1
")+

N

=1

Portanto,

zn:@xi < zn:@ Ind; + (Zn: 52-) In (i e“) — <z”: 5,) In <z”: 5,-) . (4.39)

i=1

(2 parte:) Provar que ocorre a igualdade em (4.30) se, e somente se, existe 0 < B € R tal

que (4.31) é satisfeita.

Demonstracao. (Condigao necessaria) Para x € R" e 0 < § € R" e considerando que

x; =Ind; +1nd. Quando 6 = 5, por (4.36) tem-se que

=Inj + ——

25 Lzla —1Ind;) ]
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Como z; = Ind; — In 6 onde 6 definido em (4.36) é positivo e para j = 1,---, N, ocorre

que 0;(z; —Ind;) >0 e (Zé ) > (0 pois 0 < § € R. Portanto, considerando

[Zla —1Ind;) ] >0

B
j=1

é possivel escrever r; = Ind; — In B, ou ainda, §; = Be®, i =1,---,n para d > 0.

(Condigao suficiente) No caso de §; = 0, Vi = 1,---n, ambos os membros de (4.39)

sao nulos. E neste caso a desigualdade geométrica estd satisfeita.

O dltimo caso analisado refere-se ao caso em que algumas componentes de § € R" sao
positivas e outras nulas. Ou seja, para 1 < s < n tem-se que
;>0 , i=1,---,s

(4.40)
;=0 , i=s+1,---,n

Por (4.39) obtém-se que
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Como Z&-xi = Z&xi + Z ox; e €% >0, parai = s+ 1,---,n. Além disso,
= = i=s+1
obtém-se uma desigualdade estrita pela defini¢ao de (4.40), ou seja,

Zm<25 Ind; + (Za) In (2 ) — (z:;(s) In (Z:;é)

Note que como e* > 0, para i = 1,---,n, nao existe B € R tal que pela definigao (4.40)

obtenha-se §; = Be* parai=1,---,n

Com a desigualdade geométrica (4.30) demonstrada acima obtém-se uma generalizacdo da
desigualdade classica das médias aritmética-geométrica considerando o vetor 0 < § € R” satis-
n

fazendo a condicao de ortogonalidade Z 9; = 1. Portanto, da desigualdade geométrica (4.30)
i=1
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obtém-se que

i 0 (z; —Ind;) <lIn (i e’”) : (4.41)

i=1
Como x € R™ é um vetor arbitrario e §; > 0, Vi = 1,---,n pode-se escolher niimeros arbitrarios
fixados T; > 0, ¢ = 1,---,n tal que

Substituindo (4.42) em (4.41) obtém-se que

i=1 =1

A igualdade em (4.43) ocorre considerando (4.42) e a segunda conclusao do Teorema (15) se e
somente se

Observa-se que pela segunda conclusdo do Teorema (15), se existe 0 < B € R tal que §; = Be™
entao ocorre a igualdade em (4.30) e para 0 < § € R" tal que Z(Si = 1 tem-se também a

i=1

igualdade em (4.43). De (4.43)
Z In Tfi < In (Z 5Z~Ti>
i=1 i=1
In <H T5) In (Z (52-Ti>
i=1 i=1

€ln (H?:l Tfi) < GIH(Z?:l 51'T1‘)

[I7 < Yo (445
=1

i=1

IN

IA

m
c A . , ~ Qij
Um posinomio é uma funcao composta por termos da forma u;(t) = ¢; | | ;" onde os termos
J=1

¢; > 0 sao constantes e os expoentes a;;, j = 1,---,m sao nlmeros reais.

A formulagao geral para um problema de programagcao geométrica primal (PGP) é de-

finida por:
Minimize go(t) = Z Co, Ht;o”
ieJlo]  j=1
sujeito a gr(t) = Z Ck Ht?kij <1, k=1,---,p (4.46)

i€ J[k] Jj=1

t;>0, j=1,---,m
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onde 0 < ¢, €R, a;,; € Rparak=0,1,---,p. E além disso,

J[k] = {mkvmk-i—lv"'?nk’}a k:[)?la"'ap
mo=1,m=ny+1, me=ny+1,---, myp=np_1+1,n,=n.
A colecao de conjuntos indexados J[k|, k=1,---,p sao mutuamente disjuntos, ou seja,

Além disso,

Jk] = @.

k=1

p

U Jk] = {1,2,--- . n}.

k=1

O dual do problema (4.46) tem a seguinte formulagao:

Maximize

sujeito a

Ci
v(@®) = | I (5—> 5;
ieJk] N k=1
1€ J[0]
icJ[k]

Zaijéi:() para j=1,---.m
i=1
0; >0, i=1,---

,n

O Teorema (15) demonstrado anteriormente, além de ser fundamental para a demonstracao

da desigualdade da média aritmética-geométrica (4.45) para ¢ = 1,---,n também ¢é utilizado

fortemente na demonstracao do lema a seguir que estabelece uma relacao entre as varidveis

primais e duais e seus respectivos valores nas fungoes objetivo.

Lema 1. Set € R™ satisfaz das

as restri¢oes do problema de PG

restrigoes do problema de PG primal (4.46) e 6 € R"™ satisfaz
dual (4.47), entao

9o(t) > v(6). (4.48)
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Além disso, sob as mesmas condigoes, go(t) = v(d) se, e somente se,

1 T 00, .
ol <c01.jH1tj ) . e J0]
Ak(0) (ckthjk”> , i€ J[K]

(4.49)

)

A demonstragao do Lema (1) estd dividida em duas partes:

(1* parte:) Mostrar que a desigualdade (4.48) é valida para t € R™ satisfazendo as restriges
do problema de PG primal (4.46) e § € R™ satisfazendo as restri¢oes do problema de PG
dual (4.47).

m
~ . a. . N . ~ . .« .
Demonstracao. Considerando ukl(t) = ¢ | |tj Y posinomios e as funcoes posinomiais
Jj=1

gk(t) = Z Ukl(t) para k= O’ 1’ cee .
1€ J (k]

Defina z; = In(uy,(t)) parai € Jlk] e k =0,1,---,p e pela desigualdade geométrica (4.30)

tem-se que

Zéiln(uki(t))g Zéi In Zuk(t) + Zéz-lnéi— Zéi In Zéi
]

i€ J[k] i€ J[k] i€ J[k] i€ J[k] i€ J[k] ieJk

Como gi(t) = Z uy, (t) obtém-se:

1€ J[k]
, (Ziea &)
ug, (1)) 5
Z In (é—) +1In Z i < lngk(t)(ZiGJlk] . (4.50)
icJ[k] ! i€ J[k]

E aplicando a fungao exponencial que é mondtona crescente em ambos os membros da

desigualdade (4.50) conclui-se que

up . (t)

2ic ik 1“( 5
e

55
) . 61“(21_6]%] 5i>(2ieJ[k] 52') < elngk(t)(zieJ[k] 51')‘ (4‘51)

Considerando A\ (d) = Z J; tem-se que

i€ JIK]

11 (Wfs(t))éi (B < g™ < 1. (4.52)
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Para k = 0 em (4.52) tem-se que A\o(d) = Z d; = 1 e, portanto,
1€J[0]

6.
ug, (t) \
T (™) <w (4.59
ieJ[0] !
Calculando o produto para k = 1,---,p em (4.52) obtém-se:
5 P
U, (T ’
11 (’“5—()) (Ae(6)@) <1 (4.54)
i€ J[k] ’ k=1
Multiplicando ambos os membros de (4.53) e (4.54)

()

ieJ[0] '

11 (uk(;—(t)) i TT (0)*) < go(t) (4.55)

icJ[k] ‘ k=1

p
Como U JIk] ={1,2,---,n}, os produtérios em (4.55)
k=1

n 5
11 (u(;(t >> [T 20 < go(t) (4.56)

Observa-se também que como

1

K2

5, LG, S |

1=

E pela restricao de ortogonalidade do problema de PG dual, isto é, Zaijél- = 0 para
i=1
j=1,---,m a expressdo em (4.57) resulta em:

)& B 1} (g_)é | (4.58)

=1

n

fi(

=1

Substituindo (4.58) em (4.56) obtém-se

n

6; P
11 (%) kHAk@)A’““) < go(t) (4.59)

=1 =1
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Pela formulac¢ao do problema dual (4.47) e pela desigualdade em (4.59) conclui-se que:

v(6) < go(t)

Portanto, a demonstragdo da primeira parte do Lema (1) estd completa.

(22 parte:) Provar que ocorre a igualdade em (4.48) se, e somente se, sob as mesmas hipdteses

do Lema (1) §; é definido pelas expressoes dadas em (4.49)

Demonstracao. (Condigao necessaria) Suponha agora que go(t) = v(d) e quet € R™ e
0 € R™ satisfazem as restricoes primais e duais, respectivamente. Assim, as desigualdades

(4.52) e (4.53) se tornam agora igualdades pois go(t) = v(d) é o mesmo que
5 5|
up, (t) \ ug, (1) \
IT(*57) | [IL(*57) | 0w = a0
ieJ[0] ! ieJ[k] ! k=1

Assim,

E de acordo com a segunda conclusdo do Teorema (15) e pela definigdo de que x; =
In(ug,(t)), i€ Jk], k=0,1,--- ,pexistem By >0, k=0,1,---,p tais que

Realizando a soma de (4.61) sobre J[k] obtém-se:

icJ[k] ie J[k]

Como A, (0) = Z di e gp(t) = Z uy, (t) conclui-se de (4.61) que
ieJk] ieJ[k]

Pela restrigdo de normalidade do problema de PG dual, A\¢(d) = Z 0; = 1 e, portanto,
i€ J[0]
de (4.62) obtém-se:

By

(4.63)
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Substituindo (4.63) em (4.61) quando k = 0 obtém-se a primeira igualdade de (4.49), ou

seja,
1 .y
0; = ——up,(t), onde wup,(t) = co, Htjo”.
9o(t) e
Para k =1,---,p, os resultados sao obtidos por meio da andlise de dois casos.

(i) B=0, Vk=1,---,p.
Neste caso, a igualdade (4.62) implica que \g(5) = 0 e como A () = Z d;ied; >0
para i = 1,---,n conclui-se que §; = 0 para i € J[k| j4 que J[k] C {1,---,n}.
Portanto, a relagao (4.49) é satisfeita para i € J[k].

(i) B, >0, k=1,---,p.
Pela igualdade (4.62), como gi(t) > 0 conclui-se que \;(d) > 0 pois By > 0. E
por (4.60) conclui-se que gx(t) = 1. E ainda pela igualdade (4.62) obtém-se que
M (0) = By. E como 6; = Byuy,(t) para i € J[k|, onde k = 1,---,p, obtém-se que
0 = )\k((s)ukz (t)7 ou seja,

8; = Ai(6) (cki 11 t;k”> .
j=1

Portanto, a demonstragao da condi¢ao necessaria da segunda parte do Lema (1) estd

completa.

(Condigao suficiente) Suponha agora que t € R™ e § € R" satisfazem as igualdades

em (4.49) e alem disso, as restri¢oes primais e duais, respectivamente.
Das igualdades em (4.49)

1

%= 0

o, (t), i € J[0] e & = \e(O)ug,(t), i € J[K], k=1,---,p. (4.64)

Como z; = In(uy,(t)), i € J[k], k=0,1,---,p e por (4.64) conclui-se que:

Portanto, §; = Bre™, i € J[k], k=0,1,---,p e pela segunda conclusdo do Teorema (15)

as desigualdades em (4.52) se tornam igualdades, ou seja,

I1 <Uk—(t))6 k()0 = gy (8N (4.65)

i J[k] ‘
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Para k = 0, por (4.65) e (4.58) obtém-se:

Il ()" = a0 (4.66)

1€J[0 ‘

Observa-se que quando A\ix(d0) = O parak =1,--- pe A\ () = Z 0; conclui-se que §; = 0
1€ J[k]
parai € J[k], k=1,---,p e as desigualdades em (4.52) se tornam igualdades.

Quando A,(0) > 0 para k = 1,-- -, p observa-se que

() =D 6, (4.67)

icJ[k]

Mas, por (4.49) obtém-se que:

Ae(8) = L) > 6 (4.68)

i€ J[k]

Portanto, de (4.67) e (4.68) tem-se que gx(t) = 1. Portanto,
g™ =1 (4.69)

Das igualdades em (4.65) e (4.69), o resultado do produto sobre k = 1,---p em (4.65)

multiplicada membro a membro por (4.66) resulta na igualdade:

05
(“5) TIwer = o (4.70)

Ou ainda,

Defini¢ao 14. O problema de programacgdo geométrica (primal ou dual) é dito consistente
se existe pelo menos um ponto vidvel. O problema de PG € dito superconsistente se eriste

pelo menos um vetor t* € R™ comt; >0, Vj=1,---,m tal que

Teorema de Dualidade 1. Se o problema de PG primal (4.46) é superconsistente e a fung¢ao
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primal Go(t), 0 <t € R™ atinge seu valor de minimo restrito em um ponto 0 < t* € R™ wvidvel.

Entao

(i) O problema dual correspondente (4.47) é consistente e a fun¢ao dual v(0) atinge o valor de

mdximo restrito em um ponto vidvel;

(ii) Set* e §* sao solugoes dtimas dos problemas primais e duais (4.46) e (4.47), respectiva-

mente, entao

Go(t) = v(6").

(iii) Se t ¢ uma solucdo 6tima do problema primal (4.46), existem multiplicadores de Lagrange

nao negativos pi, k=1,---,p tais que a funcdo Lagrangeana

p
L(t, p) = Go(t) + Zﬁk (Gk(t) = 1)
k=1
tem a propriedade:
L(t, 1) < Go(t) = L(L, i) < L(t. i
parat; > 0,7 =1,---,m e p > 0 arbitrdrios.
Além disso, a solugdao dtima do problema dual (4.47) € dada por:

]- i 77 aoij .
B m(COthj ) s ZEJ[O]

J=1

ﬁk = T kij .
=~ | Cii t." |, 1€ JUC]
o ()

e, além disso,

(iv) Se 5 ¢é uma solugdo dtima para o problema dual (4.47), existe uma solu¢do Gtima t para

o problema primal (4.46) que satisfaz o sistema de equagoes:

m

coi [ [ 5% = diw(8).i € J[0]
j=1 B

e | [ = —=,i € J[K]
].1:[1 ! Ak (0)

Demonstracao: Ver (DUFFIN, PETERSON, ZENER, 1967).
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Os problemas de programagao geométrica posinomiais duais, definidos em (4.47) nao
sao concavos. Entretanto, o logaritmo da fungao v em (4.71) é uma funcao concava.
n

£(8) =In(v(8)) =Y [6:In(c;) — 6 n(6:)] + > Ae(8) In A (0) (4.71)

i=1

Como A\ (9) = E d; e a fungao (4.71) é concava, entao o seu simétrico é uma fungao convexa.
i€ J[k]
Portanto, o problema seguinte é um problema de programacao convexa com restri¢oes lineares.

Mazximize f(é) =—In(v(d)) = (Z 16; In(6;) — 6; 111(@‘)]) -

Z Z(S In Zdi

k=1 \icJ[k] i€ J[k]
sujeito a  Ag(6 Z 0; =1
Byt (4.72)
:Zém kZlaap
i€ J[k]
Zaijéi =0 para j=1,---.m
i=1

5>0, i=1---,n

Uma outra maneira de obter o problema dual (4.72) diretamente do problema primal de PG
posinomial (4.46) é descrita a seguir, desconsiderando na notagao do problema (4.46) a presenca
do termo k nos coeficientes cx, > 0 e nos expoentes ay,; € R para que a demonstracao esteja de
acordo com Bazarra, Sherali, Shetty (1993). O exemplo seguinte é um problema de programacao

geométrica posinomial com treés Variéveis

Denotando o posinoémio T; = Cth Y tem-se que Go(t) Z T; e Gi(t) Z T;
7=1 1€J[0] i€ Jk]
para k=1,---,p. E fazendo a mudanca de variavel:
yj=Int;, j=1,---,m. (4.73)

Obtém-se que

ke (4.74)
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Portanto, o problema de PG primal (4.46) apés a mudanca de varidvel (4.73) é dado por:

Minimize In(Go(y))
sujeito o In(Gy(y)) <0 (4.75)
yeR™

onde

Z cie™ Z e =1,---,p. (4.76)

1€ J[0] ieJk
Pelo Lema (11.5.1) (BAZARRA; SHERALI; SHETTY, 1993, p. 532) tem-se que a fungao obje-
tivo e restrigoes no problema (4.75) sao convexas e o Teorema de Dualidade Forte (BAZARRA;
SHERALI; SHETTY, 1993, p. 208) afirma que nao existe gap de dualidade entre (4.75) e o

seu dual Lagrangeano formulado abaixo:
Mazimize {0(\), X>0} (4.77)

onde

O(\) = min {L (5, )} (4.78)

e onde a funcao Lagrangeana é dada por:

L(y,A) =In (Go +Z)\k1ﬂ sz( )- (4.79)

k=1

Dado que A > 0, minimo da funcdo Lagrangeana ocorre quando o gradiente V,L(y, ) = 0.

Logo, o dual Lagrangeano é escrito equivalentemente da seguinte forma:
Maximize {L(y,\) s.a V,L(y,A\)=0, A\>0, yeR"}. (4.80)

Para simplificar a expressao em (4.80), o célculo do gradiente da fungdo Lagrangeana é dado
por:

V,L() = L) |y, VGily)

Goly) = Gily)

Pelas expressoes de 7; em (4.74) e das fungoes objetivo e restrigoes em (4.76) tem-se que a

expressao de V,L(y, \) é dada por:

P
V,L(y,\) = = ! Z a;T; + Z Z a;T;. (4.81)

Goly ieJ[0] G zeJ[k]
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Utilizando agora uma segunda mudanca de variaveis, considere dy, - - -, 9, definidos de acordo

com as expressoes seguintes:

5 = - .VieJo] (4.82)
Go

5 = T gl k=1, p (4.83)
G,

Note que o argumento y estd definido como uma varidavel implicita, sendo omitida na de-
pendéncia das funcoes ao,ak,n,éi, para todos ¢ = 1,---,n, k = 1,---,p. Reescrevendo o
problema (4.80) nas varidveis (d, A), suprimindo a varidvel y do problema tem-se das expressoes
da funcdes objetivo Go, Gy, k = 1,-+-,p em (4.76), 7; em (4.74) e de &; em (4.82) e (4.83) as

condigoes de normalidade a seguir:

=1 e > Gi=X\ k=1--,p (4.84)

i€ J[0] ic J[k]

Por meio das expressoes (4.76), (4.74) e (4.79) obtém-se a restricdo de ortogonalidade (4.85)

abaixo.

V,L(y,\) = 0

1 LY
= Zam—i—z Zam =0

Go(y) i€ J[0] = Gr(y) i€ J[k]

k=1

i€ J[0] i€ J[k] Gr(y)

i=1

Para finalizar a construcao do problema transformado, considere que

k

= Mlnd+ Y 6l (g—)

icJk] '

= )\k In )\k -+ Z 51 In (%ea?y>

ieJ[K] ‘

= N In)\; + Z 5; {ln (%) +1n <€aiTy>}

ieJ[k] !

AeIn(Gr) = AIndg+ Ay ln (Ag)
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AL ln(@k) = MIn)\, + Z 0; ln( ) Z Sialy (4.86)

icJ[k] =i

Similarmente, tem-se que

ln(@o) = Z 51111(@0)

i€ J[0]
= Z 0; ln( )
1€J[0]
= Zéln(cz) Z(Slnez
ieJ[0] 0; i€ J[0]
= Z 9; In (Cz) Z Sialy (4.87)
i€ J[0] i€ J[0]

Substituindo as expressoes (4.86) e (4.87) na funcdo Lagrangeana (4.79) obtém-se que:

ln(éo)+i)\kln(Gk > 6iln ( ) > Gl y+z>\kln)\k+
1€ J[0] 1€ J[0]
ZZéln( )—FZZéay

k=1ieJlk k=1 icJ[k]

E agrupando os termos obtém-se:

n(Go) +zp:>\kln(Gk Z §; In (Cl) +Z Z 5, 1n (cl)

k=1 i€ J[0] k=1 ic.J[k] (4.88)

—1—25@ y+z Z(Sa y—i—Z)\kln)\k

1€J[0] k=1ieJlk

P P
Como ﬂ Jk| = e U JIk] ={1,2,---,n} tem-se que de (4.88) que:

k=1

p n n p
In(Go) + Y AIn(Gy) = ) 6;1n (g—) + ) dialy+ ) A In A (4.89)
i=1 ¢ i=1 k=1

k=1

Pela restrigao de ortogonalidade em (4.85) tem-se que Z(SiaiT -y = 0 e, portanto a funcao
i=1
objetivo do problema transformado é dada por:

Zéln( ) ZAklnAk. (4.90)
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Usando a restri¢cao de normalidade (4.84), isto é, Z di =X\, k=1,---,pobtém-se a funcao:
i€ J[k]

=Y oam (g + 3 Safm| ) (4.91)
i=1 k=1 \ieJk e Jk]

Observa-se que a fungdo V obtida em (4.91) é a fungao em (4.71) descrita anteriormente. Com

as restri¢oes de normalidade (4.84), ortogonalidade (4.85), 6, A > 0 obtém-se entdo o seguinte

problema dual de programagao geométrica equivalente, cuja convexidade da func¢ao objetivo

(4.91) foi obtida anteriormente resultando na fungao f em (4.72).

Mazimize Zam( )+Z 25 (>4

k=1 \icJ[k ic J[k]

sujeito a 2(5 a; =A0 =0

=1

Exemplo: Considere uma caixa retangular sem tampa cujas dimensoes de largura, compri-
mento e altura, respectivamente, sdo definidas pelo vetor x = (1,2, xr3). Encontre a caixa de
maior volume dentre o conjunto de caixas com uma area de superficie total fixa menor ou igual

a Sp. As dimensoes da caixa sao:

A X,

(X1,X2:x3)

~
/

X,

Figura 4.3: Caixa retangular aberta

Largura = x1; comprimento = zo; altura = x3.
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O volume da caixa ¢é definido por V(z) = 1 xo x3 e a érea total da superficie definida

por As = x1x9 + 2x123 + 2w923. O problema é formulado da seguinte maneira:

S _ -1, 1 1
Minimize V(z)=x] x5 3
sujeito a w19 + 2w1x3 + 21903 = Sy

T1,To,x3 > 0

4.3.1 Programacao Geométrica Signomial

O problema de Programacao Geométrica Signomial (PGS) é composto de funcao objetivo
e restricoes, onde pelo menos um destes é caracterizado pela diferenca de dois posinomios. A
principal caracteristica de problemas de programagao geométrica signomial é a presenga de um
ou mais termos com coeficientes negativos. Um problema de programacao signomial primal

apresenta-se com a seguinte formulagao:

Minimize Go(t)
sujeitoa  Gip(t) <1, k=1,---,p (4.92)

t;>0, j=1,---,m

onde
m
Akij
Gult) = D owew ] [, k=0.1,--p.
ieJk]| Jj=1
Os parametros oy = £, ¢ > 0, Vi = 1,---,n e os expoentes ag;; sao irrestritos em sinal,

Vi=1,---,n,Vj=1,---,mek=0,1,---,p. Os conjuntos

J[k}]:{mk,mk+l7...7nk}’ ]{::071’...’]).

mo=1,mi=ny+1, me=ny+1,---, my=np_1+1,n,=n.
A colecao de conjuntos indexados J[k|, k=1,---,p sdo mutuamente disjuntos, ou seja,
p P
(k=2 e |JJK={12-- n}.
k=1 k=1

Note que o problema de PG posinomial é um caso particular do problema de PG signomial

quando o; =1, Vi=1,---,n,onde k=0,1,---,p.
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4.3.2 Técnica de Condensacao de Problemas de PG Signomial

O processo de condensacao é o método classico usado para resolver problemas de pro-
gramagao geométrica signomial. (YANG; BRICKER, 1997)
O principio fundamental da condensacao é aproximar uma fungao com véarios termos
m
posinomiais, isto €, termos da forma: Z Chi Ht;“ por uma funcao de um unico termo, ou

ieJk]  j=1
m

. . : ~ ki
seja, por uma funcao monomial da forma: c; H tj’“”.
j=1

De acordo com (BEIGHTLER, PHILLIPS, 1976) dois casos podem ocorrer em um pro-
blema de PG signomial: a fungao objetivo ser signomial ou ser posinomial. Essa informagao é
determinante na abordagem adotada para os problemas equivalentes ao problema original de

modo a aplicar a técnica da condensacao para obter solugao étima local.

(1.) A fungao objetivo contém termos posinomiais positivos e negativos e neste caso escreve-se

a funcao objetivo da seguinte forma:
Go(t) = G§ (t) — Gy (¢) (4.93)

Este caso se subdivide ainda em dois outros casos. Quando em um ponto vidvel 0 < ¢ €

R™ para o problema (4.92)

(i) Se Go(t) > 0. A funcdo objetivo é substituida por uma nova variavel ¢, > 0 e uma
restri¢ao adicionada da seguinte forma: Go(t) < t5. O problema (4.92) pode ser

reescrito com a seguinte formulagao geral:

Minimaize tg
sujeito a t51Go(t) <1

(4.94)

t;>0, j=0,1,---,m

onde G(t) = Z Ukz‘Ck;th?k”, k=0,1,---,p.
icJ[k] j=0

Escrevendo Gy(t) = t51Go(t), o problema equivalente ao (4.94) é definido da seguinte

forma:
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Minimize tg

sujeito a Got) <1
J olt) < (4.95)
1 )

m
onde G(t) = Z OkiCli Ht;kij para k=0,1,---,p.
icJ[K] =0
A restricao signomial pode ser escrita como a diferenca entre duas fun¢ées posino-

miais, isto é,

N o (4.96)

Usando a diferenca posinomial (4.96) para reescrever a k—ésima restrigdo do pro-

blema (4.105) obtemos:

Gi(t) = Gp(t) < 1
G (1)
o - 97

J4 a restricao referente a funcao objetivo do problema original é reescrita da seguinte

forma:

Git)—Gy(t) < 1
Gy (1) < 1
1+Gy(t) —

onde Gy (t) = t5' Gy (t), G (t) =t5'G{ ().
De acordo com Yang, Bricker (1997) as fungdes posinomiais para as colegoes de

termos positivos e negativos na k—ésima restricao de um problema de programacao

geométrica, sao definidos, respectivamente, por:

Git)= Y ght)  Gi()= > gulb),

e Jk]t ieJk]~
onde J[k|* ={i| o0; = +1, parai€ Jk]} e JIk]” ={i | 0; = =1, para i € Jk|} e

0s termos E€XpPressos por:
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gh(t) = Cszt '“” i€
Gialt) = ¢, Ht?’?”‘, ie
=0

Definindo Gi(t) = 1+ Gy (1), k=1,---,pe Go(t) =14 Gj(t), o problema equiva-
lente ao problema (4.105) é definido por:

Minimize ity

sujeito a — <1

t) (4.98)

Observa-se que as funcdes posinomiais Gy(t) = 1 + G.(t), k=1,---,pe @o(t) =
1 +é6 (t) aparecem no denominador das restri¢oes do problema (4.98), o que impede

que sejam realizadas simplificagoes na expressao resultante.

Uma maneira eficaz de evitar tratar de problemas com expressoes dessa natureza é
utilizar a desigualdade aritmética-geométrica que transforma uma funcao posinomial

em um unico termo posinomial.

A aplicacao da desigualdade da aritmética-geométrica necessita da definicao de um

vetor w = (wp,w;) para ¢ € J[k]~ onde wy + Z w; = 1 associado a fungdo posino-
ieJ[k]-
mial Gg(t) em um ponto vidvel 0 < ¢t € R™ do problema de PG signomial original.

Considerando as k—ésimas restricoes @k(’tv) =1+G, (f), k=1,---,p, ja que a de-
finigdo dos pesos e a aplicacao da desigualdade da média aritmética/geométrica em
Go(t) =1+ G (t) resultante da restrigio referente & antiga funcio objetivo é obtida
de forma analoga. Assim, definindo os pesos da seguinte maneira:

1 Gri (D)
o — gri(t)

eT Tt il (4.99)

Wy =

e aplicando a desigualdade aritmética-geométrica obtém-se:

Ge(t) = wo- —+ > ow (g’“ )

i€Jk]~
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ieJk]~

Denotando

Gt ) = (@)™ ] (g’“’“))w (4.100)

) Wi
e Jk]~

Por (4.97) e usando que G} (t) > 0 obtemos que:
— —
GHo) _ Gi)

ko R (4.101)
Gk(t) k(tvt)

onde 0 < t € R™ solucéo vigvel do PG signomial original é denominado como ponto
de referéncia e ék(t,%v) definido em (4.100) é um tnico termo posinomial. Assim,
garante-se que a restrigdo Gi(t) < 1, k = 1,---,p dada na equagao (4.96) é agora
uma restricao posinomial.

Observe que a expressao ék(t, %V) pode ser definida em funcao da variavel 0 <t € R™

COI1o segue.

Gu(t.8) = (wo)™ ]I (@m‘(t))wi

- N @i
_ gri(t) - Gi(t
— w0 ] (ng Nm)
icJk]~ 9ri(t)
~ LS Qi Wi
= G| I G- (H () )
i€J[k]~ ieJ[k]- \j=0 \"J
G (G (1= 5 N
— )0 t i k]~ @i =
07 G(0) H .H_(t>
J=0 \ieJk] J
m > _a.,.w;
~ o~ ) t i€ J[k] kij
= @G t“(’*‘zieJ[k]*“’l. (:J)
(2) H -
j=0 ~"J

Como wy + Z w; = 1 obtém-se que:
icJ[k]-

(Q)Z‘GJW (4.102)
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Com a expressao do termo condensacao obtido em (4.102), a k—ésima restrigdo do

problema (4.101) é definida da seguinte maneira:

> ght)

G, (1) i€ J[k]+

K(t, 1) m ( ) i I (K]~ Mg
moo
|

ieJlk]t j—O

m
" 2iegix)— i D e
t>Htj H
m
_ E ( Ckz H zeJ - kww‘) Ht li z«LEJ[K] Bpigi

ieJ[k]* =0 j=0

Considerando que @k(t,?) representa o monomio obtido via condensacao do termo
Gy (t) no ponto de referéncia 0 < ¢ € R™. De acordo com Beightler, Phillips (1976),
o espaco solugao do problema de PG signomial restrito estda contido inteiramente

dentro do espago solugao do problema condensado resultante (4.103) abaixo.

Minimize g

Gy (1)
Go(t, 1) 4.1

G ) (4.103)
/G\k(tva B
t; >0, j7=0,1,---,m

IN
—

sujeito a

~

=3

AN
—
&

I
\.}—‘
S

(ii) Go(t) < 0. A funcdo objetivo é substituida por uma nova varidvel ¢, > 0 ¢ uma
restri¢ao adicionada da seguinte forma: Gy(t) < —t5. O problema (4.92) pode ser

reescrito com a seguinte formulacao geral:

Minimize t;*

sujeito a Go(t) < —to (4.104)

onde Gg(t) Z O i Chei Htak” k=0,1,---,p.

1€ J[k]
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A fungao objetivo signomial pode ser escrita como Gy(t) = G (t) — Gy (t) e um

problema equivalente ao (4.104) é definido da seguinte forma:

Minimize ta !

sujeito a — <
Go( ) (4.105)

Além disso, as restrigoes que sao da forma Gi(t) = G (t) — G, (t) para k=1, p

e como G(t) <1 tem-se que:

Gyt
H—kT(,;)(t) <1, k=1,---,p
Observa-se também que éa“(t) =Gi(t)+tge @o(t) = G, (t). Ja no caso da k—ésima
restricao para k = 1,-- -, p tem-se que @k(t) =1+G, (t). A definigao dos pesos e da
expressao do posinémio Gy (t, 1) resultam em (4.102). Mas no caso da restrigao para
k = 0, que refere-se a antiga funcao objetivo, a definicao tanto dos pesos quanto do

posinomio @o(t,f) tem formulagoes diferentes. Ou seja, Os pesos sao iguais a:

90i(t)
o(t)

. Qoilt COZHtO”, ie Jo]".

Wo; =

)

Como Go(t) Z Coi Ht % tem-se que Z woi = 1.

i€ J[0]~ Jj=0 1€J[0]~
J& o termo condensado ¢é definido por:

R R mo, Z Qi W0i ~
Go(t,1) = Go(H) ] (4)%’6][01‘ , onde Gyo(t) = Gy (1).
o \bi
(2.) A funcdo objetivo contém apenas termos posinomiais positivos. E neste caso a abordagem

para aplicagao da técnica da condensagao é andloga ao caso (i) pois em qualquer ponto

vidavel 0 < t € R™ para o problema (4.92), Go(t) > 0

Uma outra formulacao utilizada independe do sinal da funcao objetivo Gy em um ponto viavel
0 < t € R™ para o problema signomial original (4.92), ou seja, esta formulacao é utilizada

tanto no caso em que Go(t) > 0 ou Go(t) < 0. Para ambos os casos, o problema equivalente ao
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problema (4.92) é definido por:

Minimize tg

IN

Vo — —

t
Gi(t) <1, k=1,---,p

1
sujeito a Go(t)
0

(4.106)

t;>0, j=0,1,---,m

onde Gi(t) = > oper: [ [ 15, k=0,1,---,p.
i€ J[K] =0
Escrevendo Gy(t) = G (t) — Gy (t) tem-se que:

G (1) — G (1)

Gilt) Gol) 1
Vo Vie  to
ty G (1) + g

1+t,2Gy (1)

IN
g

IN
—

(4.107)

Essa formulagao foi utilizada pois a fungao F(z) = /o — x > 0 apresenta propriedades que

fazem com que o problema original possa ser escrito na\f/ogrmulagéo (4.106) sem a necessidade
de fazer uma verificacao prévia do sinal do valor da fungao objetivo em uma solucao viavel do
problema original, ou seja, nio é necessario verificar previamente se Go(t) > 0 ou Go(t) < 0
para alguma solucdo vidvel 0 < ¢t € R™ do problema original. Com a funcio F evita-se uma
busca, que pode ser rapida ou nao, por alguma solucao viavel que comprove o valor positivo
ou negativo da funcao objetivo do problema original. Esta busca depende de cada problema
de programacao geométrica signomial em que a funcao objetivo apresente termos com sinais

contrarios em sua expressao.

As propriedades da funcao F' estdo detalhadas abaixo nos itens (1°) e (2°).

1
(1°) Quando z — +o0, Vx — +00 ¢ 7 — 0. Esse é o caso em que a fungao objetivo
x

signomial Go(t) = G¢(t) — Gy (t) > 0 em um ponto vidvel 0 < t € R™ do problema

signomial original.

1
(2°) Quando * — 0, /x — 0 e —T — —o00. Esse é o caso em que a funcao objetivo
x

signomial Go(t) = G§(t) — Gy (t) < 0 em um ponto vidvel 0 < t € R™ do problema

signomial original.

Além disso a funcao F' : R, — R é estritamente crescente, injetiva e sobrejetiva. Observe que
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. . 1
para rp < xs implica que /] < /75 e além disso, ——— < ———. Assim,

\/_ VT2

S — \/%:—1 < - \/% () < F(x)

26
24
22
20
18
16
14
12
10
08
06
04

0z
0o t ' T t ¢ t t t ¢

1 2 3 4 s & 7 E 9 10
0z =
04

Figura 4.4: Gréfico da fungao F.

Escrevendo o termo do denominador na restri¢ao do problema (4.106) referente a fungao
objetivo do problema de PG signomial e o termo posinomial que esta no numerador da mesma
restricgdo e do mesmo problema, respectiv?nmente, por ao(t) =1+ t_l/zG (t) e @g(t) =
o PGE(t) + 17", onde Gy (t) = Z C&Htj&j. Os pesos wp, w;, @ € J[0]” tal que wy +

ieJ[0]~ J=0

Z w; sao definidos no ponto vidvel 0 < £ € R™ do problema signomial original (4.106) com
1€ J[0]~
a seguinte formulacao:

Wi = —=<—=, onde 901 = COZ Ht 01]
Go(t)

Aplicando a desigualdade Aritmética-geométrica na fungao posinomial @0 obtém-se:

Golt) = wp- —+ Y w (gm )

1€ J[0]~
—w gO’L(t) “
> o IT (29)"
ieJ[0]~ '

~ _ Goi(H)\™* _ o .

Denotando Gy(t,t) = (wg) “° H (gm( )> , sua expressao pode ser simplificada da seguinte
ieJ[0]~ Wi

maneira:
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i (0] ieJ[0] Joi(t)
A N A S o [ 5 150?0”1&_1/2 -
— GGy (D) e Coi Bt
a1 3 ({050
1€ J[0] Jj=0

— G\O(Bw0+zieJ[0]— Wi H (

J=0

m D o
— H ( >z€J[O

7=0

Para as demais restri¢oes, ou seja, Gi(t) < 1, k = 1,---,p que forem signomiais é preciso
utilizar a férmula da condensacao obtida em (4.102).

Considerando que G (t,t) representa o mondmio obtido via condensacio do termo Gy (t) =
1+ t_1/2G (t) no ponto de referéncia 0 < t € R™. De acordo com Beightler, Phillips (1976), o
espago solugao do problema de PG signomial restrito (4.106) esté contido inteiramente dentro

do espago solucao do problema condensado resultante abaixo.

Minimize tg

sujeito & ~—— <1
Golt, 1) (4.108)

A seguir é mostrado um exemplo citado em Oliveira (2005) de um problema de programacao
geométrica signomial.
Exemplo: Seja t € R* onde t = (¢, s, 13,%4). O problema de PG signomial é definido

por:
Minimize Go(t) = 2t1t3 + 15 212 + 17245 2
sujeito & Gi(t) = tts*ts — ;12 < 1
Go(t) = titoty > 5
t;>0,7=1,---,4

(4.109)
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Para resolver o problema (4.109) é preciso reescrevé-lo da seguinte maneira:

Minimize tg

sujeito a 2t1t;/2t51 ot ottt Py Rt < 1

Sty st <1

;>0 j=1,---.4

Observa-se pelo problema acima que G4 (t) = tlté/ ’ts —t5't? a tinica restricdo signomial. Assim,

a aplicagdo da técnica de condensacao inicia-se com a identificacdo dos termos negativos e
positivos, ou seja,

Git) =ttty e Gi(t)=t;'t

Como G1(t) <1 obtém-se [Ewean) < 1. Portanto, fazendo @1(75) =14 G{(t), por (BEIGH-
1
TLER, PHILLIPS, 1976) considerando o ponto de referéncia vidvel para o problema de PG

signomial (4.109) igual a t = (10,0.10, 5.0, 2.0) tem-se que os pesos sao definidos por:

I TG I ()
EnG TG0

2
. A - it
onde §11(t) = 1 e gia(t) = t; 't2. Observa-se que w; + wy = E 5 E_)> =1
- t
=1 1
Como G4(t) = 41. A férmula da condensacao obtida em (4.102) é igual a:

71,7132 21, 132

t —2771—42 t 27—12
Gt =G@(2)"™ " (2)"" ",
to t4

Logo,
~ 40 t %
Gi(t,7) = 41 (10ty) " - <§4> .
. - o . . . Gi(t)
Assim, a restrigdo posinomial resultante da restrigao signomial G (t) < 1, isto é, g .9 tem
1 tat

a seguinte formulagao:

(0.89166) - tlt%'4756t3t21~9512 <1

O problema de PG posinomial resultante de (4.110) tem a seguinte formulagao:
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Minimize tg

sujeito & 2ty t5 " 4 b5 at3t 4 1725 2 < 1
0.89166t, 54765, 9512 < 1 (4.111)
5ttty <1

t;>0,j=1,,4

Como o problema (4.111) tem grau de dificuldade DD = N° de termos - (N° de varidveis+1)
é igual a zero, esse é um problema simples de resolver e a solucao étima global para o problema
condensado posinomial (4.111) e local para o problema signomial original é ¢* = (3.0504,

0.59713,2.745,1.8074) e o valor da funcao objetivo é Gy(t*) = 6.7811.

4.3.3 Algoritmo para Resolver Problemas de PG Signomial

O problema de otimizacao multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing, tema
da pesquisa, que é um problema multiobjetivo de programacao geométrica signomial, quando
reduzido a um problema com uma unica fungao objetivo por meio do método das Métricas
Ponderadas, definido anteriormente, ainda continua sendo um problema de PG signomial.

A busca por solugoes para um problema de PG signomial nao é tao simples como para
o caso dos problemas de PG posinomiais. Esse fato ocorre em virtude de o problema de
PG signomial nao satisfazer o teorema de dualidade para Programacao Geométrica descrito
na literatura. (DUFFIN; PETERSON; ZENER, 1967) e (BAZARAA; SHERALI; SHETTY,
1993)

Neste caso, a abordagem mais utilizada para resolver problemas de PG signomial é por
meio da técnica de condensagao, que introduzida inicialmente por (BEIGHTLER; PHILLIPS,
1976).

Em Yang e Bricker, (1997) foi proposto um algoritmo para resolu¢ao de problemas de
PG signomiais utilizando o Método Path Following em aproximacgoes convexas do problema de
PG posinomial original apds a aplicacao da técnica de condensacao.

Mas posteriormente Nascimento e Andrade (2003) propuseram um algoritmo para pro-
blemas signomiais usando condensacao por meio do método dos pontos interiores para Pro-
gramagao Geométrica posinomial visto em (KORTANEK; XU; YE, 1996).

Nesta pesquisa foi utilizado um algoritmo implementado em Matlab R2011b para a
técnica de condensacao utilizando o algoritmo Gpposy pertencente a ferramenta GGPLAB,

executado sobre uma plataforma computacional composta por um computador Intel Pentium
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Duo Core, com um processador de 2.70 GHz, 3.0GB de memdria RAM e placa de video de
1GB DDR3. Todos os experimentos computacionais apresentados foram executados sobre esta

mesma plataforma.

Algorithm 1 [Algoritmo da Condensagao usando Gpposy]

Entrada: Um ponto inicial vidvel t° e k = 0.
Saida: A sequéncia t*.
while ||t* —°|| > £ do
Passo 1: if em Y a fungao objetivo Go(t°) for positiva ou negativa do

Go(t") < \/_ — , substitua Gy(t) por t e condense as restricdes signomiais usando t° como

ponto de referéncia transformando-as em razoes de fungoes posinomiais por monémios da forma:

E gy Wi

——>- <1, onde G t,1%) = G ( )ZEJO] )
Golt, 1) o Ol

7=0
Gr@t) =t"2GE () + 1 e Go(t®) =1+ 2G5 (1)

Ay W
SR — Gi(t,1°) < G (1) e Gy(t,t°) = Gi(t?) ﬁ (Q)ZE% :
Gult,t0) — o ’ o\

Passo 2: Use o Algoritmo Gpposy da ferramenta GGPLAB e resolva o problema
de Programacio Geométrica Posinomial encontrado no passo 1, sendo ¢* sua solucao.
Passo 3: Faca tq = t*
k=k+1
end while

O GGPLAB é um pacote desenvolvido em Matlab para resolver problemas de Pro-
gramagao Geométrica Posinomiais e consiste de dois outros programas: (1) o gpcvx, um pro-
grama que resolve os problemas de Programacao Geométrica na forma convexa utilizando o
método dos pontos interiores primal-dual; (2) o gpposy, que é um programa que serve para
ler os Problemas de Programacao Geométrica na forma posinomial. Além disso, o GGPLAB
contém exemplos implementados e encontrados em (BOYD, et al, 2007), (BOYD; VANDEN-
BERGHE, 2004) e uma biblioteca de objetos composta por monémios, posinémios e fungoes
posinomiais de modo a atender as especificacoes dos problemas de Programacao Geométrica.

O GGPLAB foi criado e implementado por Almir Mustapic, com Kwangmoo Koh e
Seungjean Kim como desenvolvedores, com Lieven Vandenberghe , criador da versao original
do programa para resolver os problemas de PG e Stephen Boyd, criador do problema geral.
(MUTAPCIC; KOH; KIM; VANDENBERGHE; BOYD, 2006)

Usando o método de aproximagao descrito na segao (4.3.2), o algoritmo da condensagao

usando Gpposy apresenta-se como um método de pontos interiores para resolver o problema de
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Programacao Geométrica signomial.

As solugoes, o valor 6timo da funcao objetivo, o tempo de execugao do algoritmo, o
nimero total de iteragoes necessarias para obter a melhor solugao e a viabilidade das restri¢oes
de alguns dos problemas classicos da literatura (RIJCKAERT; MARTENS, 1978) e (BEIGH-
TLER; PHILLIPS, 1976) foram obtidas por meio do algoritmo da Condensagao usando Ppposy
e estao descritas abaixo, para cada problema, juntamente com informacoes complementares

(ntmero total de termos, nimero de variaveis, nimero de restrigoes e grau de dificuldade).

[Rijckaert-Martens 9]

Minimize 3.7t9%5 4-1.985t, 4 700.3t, %"
s.a. 0.7673t9% —0.05t; <1
ti>0,i=1,2

Estatistica

Numero de Variaveis : 2

Numero de Restrigoes : 1

Nimero de Termos: 5

Grau de Dificuldade: 2

Resultados

Solucao: t; = 0.811287417810098, to = 442.664876796565.
Valor da funcao objetivo = 11.9643371340252

Tempo da CPU (seg) = 0.364430824302402

Numero de Iteragoes = 54

Viabilidade de Restricao: ¢g; = 0.999999999811017.

[Rijckaert-Martens 10]

Minimize 0.05t1ty " —t; — 5t5°
s.a. 0.01tats! + 0.01¢; + 0.0005¢3 < 1
1<t <100
1<t, <100
0 < t3 < 100
t;>0i=1,...,3

Estatistica
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Numero de Variaveis : 3

Numero de Restrigoes : 1

Numero de Termos: 6

Grau de Dificuldade: 2

Resultados

Solucao: t; = 88.3583204379111, ¢y = 7.66926653167151, t3 = 1.31755330064497.
Valor da funcao objetivo = —83.2497275813245

Tempo da CPU (seg) = 0.159094623293506

Ntumero de Iteragoes = 7

Viabilidade de Restricao: ¢g; = 0.999999999535925.

[Rijckaert-Martens 11]

Minimize t; + 0.4¢9-67¢507
s.a. 0.05882tsty + 0.1t < 1
Atgtyt + 2t + 0.05882t5 3ty < 1
t;>0,i=1,---,4

Estatistica

Numero de Variaveis : 4

Nimero de Restricoes : 2

Numero de Termos: 7

Grau de Dificuldade: 2

Resultados

Solucao: t; = 8.13007214841064, t; = 0.615366246668487,
t3 = 0.564043762282374, t4 = 5.63620821872235.
Valor da funcao objetivo = —5.73982030066617
Tempo da CPU (seg) = 0.205419396810347
Ntumero de Iteragoes = 9

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999999818103, g2 = 0.999999999087921.
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[Rijckaert-Martens 12]

Minimize —t; — t5 + 0.41967¢;067 4 (.4¢0:67¢067
s.a. 0.05882t314 4+ 0.1¢ < 1
0.05882t7tg + 0.1, + 0.1t5 < 1
Atgtyt + 265t + 0.05882t, 3t < 1
Atgts ! + 2t5 " gt + 0.05882t5 Pty < 1
t;>0,i=1,---,8

Estatistica

Numero de Variaveis : 8

Numero de Restrigoes : 4

Numero de Termos: 15

Grau de Dificuldade: 6

Resultados

Solugao: t; = 6.4647923667463, to = 0.667406888430071, t3 = 1.01306034300222,
tq = 5.93273009412794, t; = 2.23278885402422, ts = 0.595765007876873,

t7 = 0.400602830279801, tg = 5.52728191119831.

Valor da funcao objetivo = —6.04823293785595

Tempo da CPU (seg) = 6.57775936414344

Numero de Iteragoes = 238

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999999691205, go = 0.999999999882566,
g3 = 0.999999999214561, g4 = 0.99999999914.

[Rijckaert-Martens 13]

Minimize go(t) =t; +ts + t3
s.a. 833.332352t7 'tutst + 100t5*

—83333.333t, 't5 ' < 1
1250t Htsts t + tatst — 12508, Mttt < 1
12500005 5t + tstgt — 250085 sty < 1
0.0025t, + 0.0025t¢ < 1
0.0025t5 + 0.0025t7 — 0.0025t4 < 1
0.01tg — 0.01t5 < 1
ti>04=1,---,8
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Estatistica

Numero de Variaveis : 8

Numero de Restrigoes : 6

Numero de Termos: 19

Grau de Dificuldade: 10

Resultados

Solucao: t; = 579.306669959281, t, = 1359.97054689831, t3 = 5109.97055453623,
ty = 182.017719739897, t5 = 295.601177952523, ts = 217.982279919042,

t7 = 286.416541658818, tg = 395.601177919751.

Valor da funcao objetivo = 7049.24777139382

Tempo da CPU (seg) = 0.556906077826966

Numero de Iteragoes = 65

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999998435372, go = 0.999999999551159,
g3 = 0.999999999917159, g4 = 0.999999999147346, g5 = 0.999999999678612,
g6 = 0.999999999672276.

[Rijckaert-Martens 14]

Minimize tg+ 0.4t357 + 0.4¢557

s.a. 7y Potst s 4 5ty ath? < 1
0.05¢3 + 0.05t, < 1
10t — itz <1
te 't Otstg My + Btg o sty < 1
tylt -ty < 1
titg! —tetg' <1
10t < 1
ti>0,i=1,---,10

Estatistica

Numero de Variaveis : 10

Numero de Restrigoes : 6

Numero de Termos: 16

Grau de Dificuldade: 5

Resultados

Solucao: t; = 2.09527114770986 , to = 12.095271141878, t3 = 7.90472885464597,
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ty = 0.459358001292145, t5 = 0.35794267697477, t¢ = 0.454750706732019,

t7 = 10.4547506940866, ts = 1.64052044204104, to = 1.19754363757266,

t10 = 0.0999999998954522.

Valor da funcao objetivo = 1.14362316168329

Tempo da CPU (seg) = 0.985005888169956

Numero de Iteragoes = 18

Viabilidade de Restrigao: g; = 0.999999999075204, g» = 0.999999999826199,
g3 = 0.999999999701972, g4 = 0.999999999204903, g5 = 0.999999999524578,
g6 = 0.999999999351912, g; = 0.999999998954522.

[Rijckaert-Martens 15]

Mintmaze 0.05t; + 0.05t5 + 0.05t5 + tg

s.a. 0.5tgtyy +0.25t) <1
t- 1t — 0.5ttt < 1
trtgt — 0.5ttty < 1
taty " — 0.5ttty " < 1
0.79981t4t,* < 1
0.79981ts5ts " < 1
0.79981t6tyt < 1
t;>0,j=1---,10

Estatistica

Numero de Variaveis : 10

Numero de Restrigoes : 7

Namero de Termos: 15

Grau de Dificuldade: 4

Resultados

Solugao: t; = 0.724043154780029, to = 0.724043154780142, t3 = 0.724043154780283,
ty = 0.257607296826794, t5 = 0.177130201118207, t¢ = 0.121794330108863,
t7 = 0.205264070473727, tg = 0.14113911575183, t9 = 0.0970469403107591,
t10 = 0.29852347028676.

Valor da funcao objetivo = 0.205653413527782

Tempo da CPU (seg) = 0.739481488820329

Nimero de Iteracoes = 17
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Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999999559899, g> = 0.999999999359944,
g3 = 0.999999999359944, g4 = 0.999999999359945, g5 = 0.999999998591237,
g6 = 0.999999998591237, g7 = 0.999999998591237.

[Rijckaert-Martens 16]

Minimaize 0.05t; 4 0.05t5 + 0.05t3 + £g

s.a.  0.5tgt]y +0.25t, <1
tr 't — 0.5ttt < 1
trtgt — 0.5ttty < 1
taty " — 0.5ttty " < 1
0.700329¢4¢7 " + 0.307795¢; < 1
0.700329¢t5t5 ' + 0.307795t5 < 1
0.700329¢st5 " + 0.307795ty < 1
tj>0,j=1,---,10

Estatistica

Numero de Variaveis : 10

Numero de Restrigoes : 7

Numero de Termos: 18

Grau de Dificuldade: 7

Resultados

Solucao: t; = 0.729546319621758, to = 0.713312251331569, t3 = 0.703034803222313,
ty = 0.265341976360415, t5 = 0.182063724141027, tg = 0.124056163905963,
t7 = 0.197878695496606, tg = 0.132944553107788, t9g = 0.0893366527774097,
t10 = 0.294668326516382.

Valor da funcao objetivo = 0.196631321486192

Tempo da CPU (seg) = 0.754319578591032

Ntumero de Iteragoes = 30

Viabilidade de Restricao: g1 = 0.99999999956671, go = 0.999999999354773,
g3 = 0.999999999341041,g4 = 0.999999999331818, g5 = 0.999999998761226,
g6 = 0.999999998706069, g; = 0.99999999866878.



128

[Rijckaert-Martens 17]
Minimaize tgl

s.a. 0.1t +t7t10 <1
101ty + 10t 1482 < 1
tyt — 1007t < 1
tioty — 10tg < 1
t oty 4+ 1] ot < 1
tst — 10t Mgty < 1
10ty; — 10ty < 1
ty tate + 15 'tatets < 1
tol —tyltg <1

t;>0,j=1,---,11

Estatistica

Numero de Variaveis : 11

Numero de Restrigoes : 9

Numero de Termos: 19

Grau de Dificuldade: 7

Resultados

Solucao: t; = 7.00376589978447, t, = 7.64592827764225, t3 = 7.11203693209051,
ty = 0.012463616304009, t5 = 0.81181938850279, ts = 0.955849256635176,

t7 = 0.381545617872479, tg = 0.358252970419696, tg = 0.353165958595796,
t10 = 2.07664645373907, t1; = 0.453165958122396.

Valor da funcao objetivo = 0.140606693911819

Tempo da CPU (seg) = 0.754147158322809

Numero de Iteragoes = 16

Viabilidade de Restricao: ¢; = 0.999999999668474, g> = 0.999999999693141,
g3 = 0.999999975379737, g4 = 0.999999977298198; g5 = 0.999999999750887,
g6 = 0.999999999693142, g; = 0.999999995266001, gg = 0.999999999761885,
g9 = 0.999999999750886.
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[Rijckaert-Martens 18]

Minimize tg'

s.a. ty +tityo + titiotiz <1
t ety + 0.01 Mgty +0.01 < 1
100t 't <1
t] Mty + ] Moty + ] otttz < 1
—toty Mty b s 4 0.018 st t s + 0.018 sty < 1
—0.01t5t7ty +t-'tg < 1
12601t; '3 < 1
—2100t3t5* +26.2t5 't < 1
—2lttg ! +tg'tg < 1
ti>0,j=1,---,13

Estatistica

Numero de Variaveis : 13

Numero de Restrigoes : 9

Numero de Termos: 22

Grau de Dificuldade: 8

Resultados

Solucao: t; = 0.36157336811622, t, = 0.112686317277884,

t3 = 8.94264870699777 - 1076, ¢4 = 0.497436705392638; t5 = 0.641710737052312,
te = 0.0252095534039511, t; = 0.00776334898894042, tg = 0.00776399923799037,
tg = 0.537164620597938, t19 = 1.56067074017333, t1; = 1.68160643531327,

t12 = 0.131366388190515, t13 = 0.313429464094948.

Valor da funcao objetivo = 1.86162669999908

Tempo da CPU (seg) = 0.537429275663984

Numero de Iteragoes = 78

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999999770974, go = 0.999999999676443,

g3 = 0.99999998415572, g4 = 0.999999999216093; g5 = 0.999999999669698,

g6 = 0.999999984153067, g; = 0.999999991826824, gs = 0.999999999760813,

g9 = 0.999999984154357.
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[Rijckaert-Martens 22]

Minimize 2.8485t; — 22.499tt5 + 2.8952t,t5 + 0.3057¢,t, — 4.4318t,t5+
0.14¢112 + 3.5974t1ts + 0.05¢ 1 t7

s.a.  0.025616t3t " 4+ 0.293164¢3t6t- " 4 0.83877t3t2. 1 < 1

1005ty " — 100t530 g 00 4ttt < 1

0.4744¢; "4t " + 0.875648, tatety

+0.012152¢ 1151 + 0.1391¢ t6tg ' + 0.3979¢ 2t — 5.7222t5 < 1
10.4351¢7 gty 'ty 4 72,5476t + 5.6303t5t; " + 0.1279¢4t; " — 1.8450¢6
—133.9131t; s + 10.3930t3t5 't + 0.2362t4t5 't + 19.2611¢ tyts ety ' < 1
— 444851 + 4104855 " + 5.63t5t5 1 + 0.1228t,t5 1 < 1

3.309 x 1073, — 6.91 x 107313 — 4.858 x 104 t, + 1.009 x 102t ,t5—
1.294 x 10793 — 1.49 x 10773t — 4.237 x 1079312 — 2.5322 x 1074112 < 1
0.4t5' <1

21.3351t, 1 — 1.8458t5 < 1

0.002017¢; + 0.004878t,t5 + 0.005735¢t,t5 — 0.000744t,t5 — 0.000063t 14—
0.000019¢,t; < 1

0.001817¢; + 0.011287¢,t5 + 0.010795¢,¢5 + 0.000013¢, 7 — 0.003304,t3—
0.000471¢,t4 — 0.000363t,12 < 1

ti>0,j=1,---,9

Estatistica

Numero de Variaveis : 9

Numero de Restrigoes : 10

Numero de Termos: 57

Grau de Dificuldade: 47

Resultados

Solucao: t; = 11.257990818432, 5 = 0.430916413566576,

t3 = 4.04050152645674 - 107, ¢, = 11.0958751116316, t5 = 14.6073830844893,
te = 0.499943448286274, t; = 48.393589479394, ts = 0.890103518336696,
tg = 1.04099187489361.

Valor da funcao objetivo = -383.907776771956

Tempo da CPU (seg) = 0.726583696916273

Numero de Iteracoes = 24
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Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999998237042, g, = 0.855053281212194,
g3 = 0.440492773108828, g4 = 0.947781787517058, g5 = 0.999999999467315,
g6 = 0.999999999862848, g; = 0.800090492977027, gg = 0.999999997321088,
go = 0.971270030173276, g0 = 0.926702143687817.

[Rijckaert-Martens 23]

Minimize 5.357825% + 0.8357t1t5 + 37.2392t4

s.a.  0.00002584t3t5 + 0.00006663tot5 + 0.0000734¢,t, < 1
0.000853007,t5 + 0.00009395¢, 4 — 0.00033085¢3t5 < 1
1330.3294¢; 't — 0.42t1t5 1 — 0.30586t, 2t < 1
0.00024186t5t5 + 0.00010159¢, ¢, + 0.00007379¢2 < 1
2275.1327t5 51 — 0.2668t, 151 — 0.40584t,t5 " < 1
0.000299555t5 + 0.00007992¢ ¢35 + 0.00012157¢5t, < 1
T8 <t <102, 33<ty <45 27<t3<45
27 <ty <45, 27 <t5<45

Estatistica

Numero de Variaveis : 5

Numero de Restricoes : 6

Numero de Termos: 21

Grau de Dificuldade: 15

Resultados

Solugao: t; = 78.0000000490223, t, = 33.0000000284123, t3 = 29.9957400620428,
t4 = 44.9999999100562, t5 = 36.775327045047.

Valor da funcao objetivo = 10122.4932501259

Tempo da CPU (seg) = 0.661982010170483

Ntumero de Iteragoes = 6

Viabilidade de Restrigao: g; = —0.309991035654855, g2 = 0.999999999108717,
g3 = —0.0213799721631398, g4 = 0.621402661302756, g5 = 0.999999999429389,
g6 = 0.681516988533226.



[Beighter-Phillips 01]

Minimize 2t1t;/2 + tg:ltzti + $f2t2_1t§
sa. bttty — ;2 < 1
5ty <1

t;>0, j=1,---4

Estatistica

Numero de Variaveis : 4

Numero de Restrigoes : 2

Nimero de Termos: 6

Grau de Dificuldade: 0

Resultados

Solucao: t; = 3.0503555685336, to = 0.597131295187264, t3 = 2.74504650057906,
ty = 1.8073688818457.

Valor da funcao objetivo = 6.7810765990252
Tempo da CPU (seg) = 0.886520910232336
Numero de Iteragoes = 7

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999971020054, go = 0.999999998675616.

[Beighter-Phillips 02]

Minimize t;
tt oty 2 12
”'gﬁE_E;E—
t1t2_ tQ -1 -1
24—t <
6 6 3z "ht S

t;>0, j=1,2

Estatistica

Niumero de Variaveis : 2

Numero de Restrigoes :2

Numero de Termos: 9

Grau de Dificuldade: 6

Resultados

Solugao: t; = 1.1771243467279, to = 2.17712434145411.
Valor da funcao objetivo = 1.1771243467279

132
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Tempo da CPU (seg) = 0.419913030515154
Ntumero de Iteragoes = 9

Viabilidade de Restricao: g; = 0.999999999545806, go = 0.999999999748867.

Nesse capitulo foram descritas as teorias que alicercam os problemas multiobjetivo de plane-
jamento de estoques e marketing para um tunico e multi-item. Com a teoria de Otimizagao
Multiobjetivo foram estabelecidos a natureza de uma solucao para esse tipo de problema bem
como as formas de obté-las por meio dos métodos de geracao de solugao, cuja classificagao foi
obtida em (MIETTINEN, 1999) e (COHON, 1978). Entre os métodos de geracao de solugoes
eficientes preferenciais, destacaram-se, no presente trabalho, os métodos a posteriori, por nao
necessitarem de uma definicao prévia de critérios preferenciais para as funcoes objetivo antes
da execugao do processo de obtencao de solugao.

A escolha pelo método a posteriori das Métricas Ponderadas segue de Islam (2008), para
que posteriormente, no capitulo 6, fosse possivel com os mesmos exemplos numéricos para o
caso de um tnico item estabelecer comparagoes entre as solugdes obtidas em Islam (2008) e as
solugoes do presente trabalho, considerando trés diferentes tipos de preferéncias pelas funcoes
objetivo.

Como o problema multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing pertencia ori-
ginalmente a classe de problemas de Programagao Geométrica Signomial. Apos a escalarizagao
do problema com o método das Métricas Ponderadas, os problemas resultantes podem ser re-
solvidos por meio da Programacao Geométrica com a aplicacao da técnica da Condensacao.
Essa técnica foi aplicada nos problemas sob a forma de um algoritmo de modo a transformar os
problemas de PG signomiais em problemas posinomiais e que, com esses tltimos fosse possivel
gerar solugoes 6timas vidveis para o problema signomial original. O Algoritmo desenvolvido
para a técnica da Condensacao incorpora um ferramenta chamada Gpposy, pertencente ao
pacote GGPLAB, desenvolvida por (MUTAPCIC; KOH; KIM; VANDENBERGHE; BOYD,
2006) e se mostrou muito eficiente na obtencao de solugoes pelos testes realizados em proble-
mas da literatura (RIJCKAERT; MARTENS, 1978) e (BEIGHTLER; PHILLIPS, 1976). Com
a eficiéencia comprovada do algoritmo da Condensacao com Gpposy, os exemplos particulares
descritos no capitulo 6, obtidos dos problemas gerais descritos no capitulo 5, sao resolvidos e

suas solugdes comparadas com as solugoes da literatura (ISLAM, 2008).



Capitulo 5

Estoques e Otimizacao Multiobjetivo

via Programacao (zeométrica

5.1 Problema Multiobjetivo de Planejamento de

Estoques e Marketing
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De acordo com Miguel et al, (2010), a pesquisa realizada é classificada como axiomética

quantitativa normativa prescritiva por nao tratar-se de uma situacao real observada direta-

mente, tendo origem em um modelo proposto por Islam (2008) e que teve teve por objetivo

desenvolver através da modelagem e da simulacao estratégias e acoes a fim de melhorar os

resultados ja existentes.

O metodologia adotada neste trabalho é composta das seguintes etapas:

1. Definicao do problema: ¢é a fase na qual se define o escopo do problema sob inves-

tigacao e onde identifica-se os trés elementos principais de um problema de decisao: (7)
a identificagao da alternativas de solugao; (ii) determinagao do objetivo do estudo e (ii7)

as limitacoes sob as quais o sistema sera modelado.

O problema abordado na presente pesquisa foi formulado para as situacoes onde sao
necessarios os estoques de produtos. Ele considera que a demanda é deterministica,
a producao é instantanea, a demanda é uniforme, a taxa de demanda é diretamente
relacionada ao custo de marketing, ou seja, D = aM” onde @ > 0e > 0 e, por fim, o
custo de producao unitario é inversamente relacionado a taxa de demanda, isto é, ¢y = %,
onde 0 < v € R é uma constante escalar e 6 > 1 é chamado de preco de elasticidade. Esse

problema tem restricoes tanto para a capacidade espacial de armazenamento de itens a
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serem estocados quanto para o custo total por escassez permissivel para a empresa.

. Construgao do modelo: implica em traduzir do mundo real para a liguagem ma-
tematica as definicoes feitas para o problema, de modo que o problema se enquadre em
um dos métodos padrao da teoria de programacao matematica (otimizagao). Nesta fase,
a complexidade das relacoes matematicas geradas a partir das caracteristicas do problema
impede a obtencao de solucoes analiticas, exigindo mais simplificagoes no modelo e o uso

de heuristicas combinadas com métodos exatos ou nao.

Essa etapa, no presente trabalho, consistiu na construgao de duas fungoes objetivo. Na
primeira delas é minimizado o conjunto de custos de manutencao C}, juntamente com os
custos de tempo de preparacao c3 e custos por escassez Cs. A segunda funcao é formulada
a partir da minimizac¢ao do conjunto de custos de producao Cp,ogqucgo juntamente com os
custos de propaganda Cpyopaganda- A Ultima etapa refere-se a formulagao matemadtica das
restricoes de capacidade espacial juntamente com os custos totais por escassez permitida
bem como as variaveis para o problema, ou seja, a quantidade de pedido @), a quantidade

de escassez S e o custo de marketing M.

. Solucao do modelo: ¢é a fase de desenvolvimento de um procedimento para obter
solugoes, dentre elas uma solucao 6tima ou aproximada, para o problema do modelo,
baseada nas técnicas de Otimizacgao e algoritmos computacionais criados para esta fi-
nalidade ou ja existentes na literatura. Esta é a fase em que instrumentos de solucao
especificos sao escolhidos dentre o conjunto de técnicas de obtencao de solucao existentes

dentro da Otimizagao.

Para esta pesquisa, o problema tem mais de uma funcao objetivo a ser minimizada e essa
caracteristica faz com que o problema pertenga a classe de problemas de programacao
geométrica, cujos instrumentos de otimizacao multiobjetivo serao os responsaveis pela

primeira etapa em busca de uma solucao para o problema, ou seja,

e escalarizagao do problema de modo a transformé-lo em um problema de programacao
geométrica com unica fungao objetivo por meio do método das métricas ponderadas

(MIETTNEN, 1999), (CHANKONG, HAIMES, 2008) e (COHON, 1978).

A segunda etapa baseia-se na literatura (KORTANECK; XU; YE, 1996), (NASCIMENTO;
ANDRADE, 2001), (YANG; BRICKER,1997) e consiste em utilizar o método da con-
densacao, que é uma técnica de programacao geométrica utilizada para transformar pro-

blemas signomiais em problemas de PG posinomiais. Essa técnica foi aplicada na forma
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de um algoritmo implementado em Matlab, versao R2011b e posteriormente, foi utilizada
a ferramenta Ggplab em Matlab para resolver o problema posinomial resultante, de modo
a obter uma solugao localmente eficiente ou Pareto-6tima para o problema inicialmente

proposto.

Validacao do modelo: verifica se o modelo proposto de fato prevé o comportamento
do sistema em estudo. Podendo ocorrer de o modelo proposto nao reproduzir situagoes
anteriores por nao haver dados histéricos referente ao problema, pois esse problema pode
ser fruto de estudos baseados na literatura que nao disponha dessas informagcoes. Sendo
assim, ¢ utilizado a simulagao por meio de algoritmos computacionais para verificar os

resultados do modelo matematico.

Como a presente pesquisa baseia-se no trabalho de Islam (2008), foi utilizado o seu exem-
plo numérico para verificar se o algoritmo proposto gera a mesma solugao ou uma solugao

melhor.

Implementacao do modelo: trata da implementagao da solucao obtida pelo modelo
matematico na pratica de uma empresa, onde os resultados obtidos pelo modelo sao
traduzidos em conclusoes no processo de tomada de decisao. A realizacao dessa fase nem
sempre ¢é possivel, uma vez que pode ser necessario um longo periodo de tempo para a
sua realizacao e fatores nao mensuraveis, que deixaram de ser considerado no modelo,
podem distanciar a solucao obtida pelo modelo da situacao real de modo que a solucao

obtida complemente a tomada de decisao final.

Essa fase, no presente trabalho, nao sera executada uma vez que o problema proposto é
oriundo da literatura (ISLAM, 2008), o qual também nao apresenta uma situagao real que
possa ter originado o problema de otimizacao multiobjetivo de planejamento de estoques

e marketing.

O modelo de planejamento de estoques e marketing objeto de pesquisa no presente

trabalho foi proposto inicialmente por Islam (2008) e é um problema que se caracteriza por

considerar que existe uma relagao de dependéncia entre o preco unitario e a demanda por um

mesmo item (eles s@o inversamente relacionados). Essa afirmac@o baseia-se no argumento de

que quanto maior for a demanda de um item, menor serda a quantidade produzida desse item.

E como os custos fixos por producao sao distribuidos entre os itens produzidos, o custo unitario

de cada item também diminui e consequentemente o preco unitario também ird diminuir.

A formulacao do problema inclui ainda um novo tipo de custo, que nao é comumente
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adotado em problemas de estoques propostos na literatura: o custo de marketing formado pelos
custos de propaganda e de promoc¢ao. Nesse cendrio as empresas de manufatura aumentam os
custos com propaganda e oferecem algumas vantagens (promogoes e incentivos) de acordo com
os desempenhos de seus representantes de vendas que sao os responsaveis pelo aumento da
demanda pelos itens produzidos pela empresa.

Considere a seguinte notacao:
S - Quantidade de escassez (uma variavel de decisdo);
h - custo de manutencao unitario por unidade de tempo;
D - taxa de demanda unitaria por unidade de tempo (uma varidvel de decisao);
() - quantidade encomendada, isto é, o nimero de unidades encomendadas por pedido (uma
variavel de decisao);
M - custo de Marketing (uma variavel de decisao);

R - quantidade de estoque no tempo t = 0;

co - custo de producao unitario;
co - custo de escassez unitario;
cg - custo de preparagao por encomenda;

a - area de armazenamento por item unitario;
A - area total de armazenamento disponivel;

Cy - custo de escassez total admissivel.

As hipoteses associadas ao modelo de estoques considerado sao as seguintes:

e A producao é instantanea;
e a demanda é uniforme;

e a taxa de demanda ¢ logaritmicamente diretamente relacionado ao custo de marketing,

isto 6, D =aMP ondea>0e 5 >0

Observe que para § = 2 a demanda D e o custo de marketing M ja nao mais crescem na

mesma proporc¢ao. Entretanto, aplicando-se o logaritmo neperiano, obtém-se:

1. D
EIHEZIHM

e O custo de producao por item ¢é é logaritmicamente inversamente relacionado a taxa de

demanda, isto é, cg = onde 0 < v € R é uma constante escalar e 6 > 1 é chamada

7
Dd’
de preco de elasticidade. De forma analoga ao caso anterior, quando 6 = 2 tem-se que o
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custo de producao unitdario nao aumenta na mesma proporcao que a taxa de demanda.

Mas aplicando-se o logaritmo neperiano:

1 Co
—In—=InD
Y
As empresas de manufatura produzem os itens e os estocam em armazéns, que sao locais

com uma area de tamanho fixo. O que representa para a empresa, portanto, uma limitacao

quanto ao espaco necessario para armazenagem dos itens produzidos. Ou seja,
a-R<A.

Além disso, as empresas utilizam a propaganda para divulgar os seus produtos de modo a
aumentar a demanda pelos itens que produz. Uma outra limitacao observada imposta para a

situacao em estudo refere-se ao custo de escassez total permitido, isto é,

G - Cs.

T

Uma organizacao, de modo geral, busca minimizar os custos associados aos estoques, os quais

sao agrupados segundo a formulacao descrita acima, que incluem os custos de tempo de pre-

paragao e os custos com escassez permitida, bem como os custos adicionais (marketing e
produgao) simultaneamente.

Considere a quantidade de estoque R quando ¢ = 0. No intervalo (0,7 = t; + t3), o nivel

de estoque diminui gradativamente de forma a atender a demanda. Seguindo neste processo,

o nivel de estoque atinge o nivel zero quando t = t; e entao, a escassez permitida ocorre no

intervalo (¢1,7), e o ciclo entao se repete.

a,

MO

v

h+T 21! h+2T 3T h+3T\.. h+iT

A equagao diferencial com condigoes de contorno para o estoque instantaneo ¢(¢) no
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instante ¢ em (0,7") é definida por:

dq(t
%):—D para 0<t<T

q(0) =R, ¢(T) =-S5 e q(t1) =0

A solucao para a equacao diferencial é dada por:

R — Dt, para 0 <t <t
D(ty —t), para t; <t<T

Usando as condigoes de contorno do problema obtém-se Dt; = R, S = Dty e Q = DT.
Observa-se que no primeiro periodo, a fun¢ao ¢ = ¢; e no i—ésimo periodo a fungao ¢;(t) satisfaz

as condicoes de contorno:

E portanto,
0 —D(t—it)+ R gt <t <ty +14T
qi\t) =
Os resultados subsequentes sao obtidos pela definicao da funcao custo restrita ao primeiro

periodo.

O custo de estocagem ou custo de manutencao é definido por:

t1
Ch = hco/ q(t)dt
0

t1
0

t2
= hCO |:Rt1 - D§1:|

E usando que R+ S =Q, Dt = R, DT = @, segue que:

Rt
Ch == hCQ |:Rt1 - —1:|

2
Rt
= e {ﬂ
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(Q—-5)R
hCO |: oD :|
(Q—-5)R
]’LCO [ 2(%>
hCO(Q — 5)2
2Q

T

Para cada periodo, uma quantidade fixa de escassez é permitida e ha um custo de penalidade

c9 associado por item de demanda insatisfeita por unidade de tempo.

O custo por escassez é definido como:

Cs = o [ (-a)

T
= Cg/ —(Dtl — Dt)dt

— [_Dtl(T — )+ g(T2 - t%)}

Usando que Dt; = R obtém-se:

Cs = o [(T 1) (g(T ) - R)]

= CQtQ (

DT Dt
~— +ZL_R
> T )

Usando agora que DT = @, Dt; = R e Dty = S tem-se:

Cs

O custo por producao é definido por:

C1P7"oducdo = COQ = /}/D—(SQ = ’ya_(sM_BdQ

O custo por propaganda ¢é definido por:

CPropaganda = MQ
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O custo total de estoque para um periodo de comprimento 7" é denotado por TC(Q, S)
e é definido pela soma dos custos de manutencao, preparacao e escassez.
(Q—95) S?

TH+cs3+co—=T (5.1)

TC(Q,S) = hey 50 20

O custo médio de estoque total, denotado por T'Cy(M, @, S), independe do periodo e para

obté-lo é necessario calcular T'C' por ciclo de tamanho T, ou seja,

TC((M,Q,S) = %(TC(Q,S))
= th(QQ;QS)2 + % + cg%
_ hco@z;QS)z + ng N CQ%
= h%m—é MB Cgodgﬁ e %
= %(QQ - 2Q5 + 5?) +cgo‘gﬁ m%

52 aM? 52
Z b+ on

1
= hya M PQ — hva M8 + hya 0 M—5°
5 Q — hya + hya 20 0 50

O custo total adicional, T'C,4 é definido pela a soma dos custos de marketing e de producao,
ou seja,

TCowi(M,Q) = MQ + @

E o custo médio adicional total é definido por:
TCy(M) = aM™ + a2 MPU=0)

No caso em que faltas planejadas de produtos nao sao permitidas, isto é, quando ¢s — oo entao

tem-se:

aMP
Q

TCo(M) = aM"™ 4 ya' 0 M09

1
TC\(M,Q) = §h”ya_‘5M_65Q +c3

Portanto, deseja-se resolver o problema de minimizar os custo de estoque médio total e os custos
adicionais médios totais sob as restricoes de capacidade espacial e de custo por escassez total
permitida como proposto por Islam (2008).

Dessa forma, o modelo proposto por Islam (2008) classifica-se como um modelo de

otimizacao multiobjetivo nao-linear e é definido por:
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1 S2 aMﬁ SQ
Minimsi “hva M B0 — hva MBS 4 hyva S M2 5%
mEe e Q — hya + e 20 T4 Ty
Minimize aM™P 4+ ~vat=9 P09
Sujeitoa a(@Q —5) < A (5.2)
S22
2 <
M,Q,5>0

Reescrevendo o problema (5.2) como um problema de programagao geométrica multiobjetivo,

obtém-se:

1 S? MP 52
Minimize §h7a_5M_'85Q — hya°M~PS + hya_(sM_wE + 03% + 02@

Minimize aM™P 4+ ~a'=9 P09

Sujeito & %(Q 9 <1 (5.3)
Co Sz
22
Cs 20Q
M,Q,S >0

Note que o problema (5.3) é definido por meio de duas fungoes objetivo. Assim, essa for-
mulacao obtida para o problema de planejamento de estoques e marketing o classifica como um
problema de otimizacao multiobjetivo, cuja teoria foi introduzida, bem como os métodos de
escalarizagao eficazes para reduzir o problema de bi-objetivo para um problema mono-objetivo,
na secao anterior. Dentre os métodos estudados, o método escolhido foi 0 método das métricas
ponderadas.

Considere no presente problema os pesos w; > 0, com 7 = 1,2 normalizados, ou seja,
wi +wy = 1, onde o peso wy estéd associado a fungao objetivo T'Cy (M, @, S) e wy esta associado
a T'Cy(M). Para obter a funcdo objetivo resultante do método da métricas ponderadas (4.17)
é necessario calcular o vetor objetivo ideal para cada funcao componente separadamente, ou
seja, os vetores objetivos ideais de cada func¢ao objetivo componente, TCy (M, Q,S) e TCo(M)
sao denotados, respectivamente por: TCy = TCY(M*,Q*,S5*) e TC; = TC5(M™).

De acordo com Chankong, Haimes (2008) para determinar o vetor objetivo ideal é preciso
resolver isoladamente cada problema de minimizacao associado a cada uma das fung¢oes objetivo
componentes.

O problema seguinte de minimizacao associado a primeira fungao objetivo é um problema

de PG signomial.
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Minimize %hwa“sM_B‘sQ — hya M8 + %hwa“sM_BéSQQ_l+
csaMPQ™ + %5262*1 (5.4)
sujeito a M,Q,S >0
A solug@o do problema (5.4) é um minimo local, obtido por meio do problema pseudo-dual,

descrito em (YANG, BRICKER, 1997). Ou seja, o pseudo-dual do problema acima é definido

h SN M h 5N\ —N2 h 5\ "3 n n5
Maximize wv(n) = ( e > ( o ) ( o ) (@) (2)
2m 12 2m3 un 2m5

sujeito a =+ N3+t =1

—Bdm + Bomng — fons + fons =0 (5.5)

m—"n3—n—1n5=0

=Nz +2n3 + 215 =0

i 207 7':1775

por:

A solucao do sistema de restrigoes do pseudo-dual (5.5) é igual a:

20 —1 0—1 1 0—1

-9 - _ -
25’ P N3 + 2

m="mn+ —F— 5 5’ 775:7-

Note que pela hipétese apresentada no modelo de que 6 > 1 tem-se que 6 — 1 > 0 e
20 — 1 > 0 e assim, as solucoes acima obtidas, mesmo que dependentes de uma das varidveis
pseudo-duais, permanecem positivas. Para determinar a varidvel 73 é preciso derivar a fungao
V(n) = In(v(n)) pois tem-se a garantia de que a fungao V' é uma fungao concava (DUFFIN. et

al, 1967), enquanto que nao se tem a certeza dessa propriedade para a fun¢ao v. Portanto,
1 _ 20 — 1 20 — 1 20 — 1
Vi(ns) = % In(hya=%) —ns1n <2773 + 5 > - (T) In (27]3 + 5 )

d—1 d—1 d—1
+ 2n31n <27)3+ 5 ) + (—5 )ln (2n3+ 5 >

1 0—1 (502
—n31n(2n3) —|—§ln (2c300) + (7) In (5— 1).

E a derivada é tem a seguinte expressao:

_3<V(7I3)) =1In (277 —I—(25 1)) 213

(20 + (°54)) ]

d §—1)2
Fazendo d—%(V(ng)) = 0 obtém-se que 13 = ( - ) i
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Portanto, substituindo o valor de n3 na expressao que define 7, e 17y obtém-se a solugao

final do sistema (5.5) definida por:

5 G- 1 -1
771—57 n=0—1, n3= 55 774—5, 775—2—5-

Substituindo os valores de n;, ¢ = 1,---,5 na funcao dual obtém-se:

() = hya™° : hya™? —e-D hya=%6 = @ )% dcy 5
)=\ "5 51 (6 — 1) Vs -1)

m
. ~ ., . . . . Qa;q
Por meio da relacao entre varidveis primais e pseudo-duais 7; = (Coi | Itj”> v(n®)
7=1

obtém-se que o vetor objetivo ideal ou utépico TC1* = TC1L(M*,Q*, S*) tem as seguintes

coordenadas: )

T . —
20/(671)7]17741)(77*)2
1

c3Q hyes -1
o= (atm) ( ) o
mo(n*) ) \ 20" Vi (n®)®
1

2n5c3a h~ycs (6-1
St = (0—1) 2 :
CaMa 200 mnav(n®)

Ja a segunda fungao objetivo de custos totais adicionais, com restricao de positividade

para a variavel M é um problema de PG posinomial, cuja solucao é obtida por meio do problema

dual associado.
Minimize aM™P 4+ ~yal =0 )P1-0)

(5.7)
sujeito a M > 0.
O problema dual é definido por:
m 1-6\ "2
Mazximize wv(n) = (ﬁ) (’YOC )
m T)2
sujeito a n+mn=1 (5.8)
(1+B)ym +B(1—d)n =0
M, 12 > 0.
A solugao do sistema (5.8) resulta em:
B0 —1) 1+
= = . 5.9

Com os valores de 7; e 1, obtidos em (6.10), o valor da funcao dual é igual a
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Bs-1)

= (20) T (R

Utilizando a relacao entre varidveis primais e duais obtém-se que o custo de marketing

6timo M* é o minimo global pois o cologaritmo de v(7n), ou seja, —In(v(n)) é uma funcao
convexa. O vetor utépico é definido como o valor da fungao objetivo na solucao étima, isto é,

TC2* =TC2(M*) quando

_1)B)2ya—t\ T
= (0= Y )

Aplicando a seguir a métrica L, quando p = 1, p = 2 e p = oo obtida no capitulo
anterior (4.17) ao problema de planejamento de estoques e marketing bi-objetivo (5.3), a funcao

escalarizante resultante e restrigoes de viabilidade sao definidas por:

D=

Minimize (wy |[TCL(M,Q,S) —TCY|P + wy |TCo(M) — TC5F)

sujeito a 2Q—g S<1
44 5.12
Co 2 ~—1 ( . )
—5°Q " <1

2Cy

M,Q,S >0

No problema acima é possivel eliminar os médulos das diferencas para p = 1, em virtude
da defini¢ao do vetor objetivo ideal, ou seja, TCY < TCy(M,Q,S),YM,Q,S € R, e TC; <
TCy(M),¥YM € Ry, com M,Q,S # 0.

Assim, para p = 1 tem-se que |TCy(M,Q,S) —TCy| =TC,(M,Q,S) —TC} e
| TCo(M) —TCy| =TCy(M) —TC5.

Dessa forma, o problema das métricas ponderadas para p = 1 é definido por:

Minimize w1TC1(M,Q, S) + wTCoy(M) — (unTCT 4+ wTCY)

sujetto a %Q—% S<1
C2 (5.13)
—ASQQil <1
205

M,Q,S >0

Reescrevendo o problema (5.13) com as expressoes que definem as fungoes T'Cy e T'Cy

obtém-se:
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Minimize %hva"sM’B‘sQ —wihya " M~S + %h”y&"sM’ﬁ‘sSQQ’1 + wicsaMPQ 1+

U)1262 S2Q_1 + U)QO[M1+5 + U)Q’)/Oél_éMB(l_é) — (wlTC'f + wQTC;)

a a
eitoa — Q——5<1
sujeito a ng 19 =
2 o2-1
—5°Q " <1
205

M,Q,S >0
(5.14)

Agora, para p = 2 observa-se que sempre ocorre que |TCy(M,Q,S) — TC;|> =
(TCy(M,Q,S) —TC?)? e [TCo(M) — TCH|? = (TCy(M) — TC5)?.

Assim, o problema chamado de minimos quadrados resulta em:

Minimize (wi |TCy(M,Q,S) — TCi* + w, |[TCy(M) — TC3|%)?
.. a a

sujeitoa — QQ—— S <1
A A 5.15
C2 91 ( : )
—5“Q " <1

20,

M,Q,S5 >0

Uma forma de obter a expressao geral para o problema (5.15) é desenvolver os quadrados
das diferencas na fungao objetivo. Mas o desenvolvimento desses quadrados das diferencas
resulta em uma fungao objetivo contendo 26 termos, onde todos estao elevados a poténcia %

A funcao objetivo, apds o calculo dos quadrados das diferencas resulta na seguinte

expressao:

Ux(M,Q,5) = %TCThQ’YQOf%M*m‘SQz —w TCTh* a2 M~ QS

3
+ §w1Tth27204_26M_2ﬂ552 + wy TC eshyal 0 MPI=9

+ %TC{‘CQ}W@";M’MSQ — w TCI Y a 2P M~2PQ~153

— 20, TCS eshya  MPI=DQ™LS — wy TCF eahya M~ Q1S3

+ %chhZ,}ﬁanéM*Q[%QfQSél + 'U}lTCTCgh'YOéliéMB(li&)Q72S2

+w TC 2’ M*P Q2 + %TCi“62h’yof‘gj\Jfﬁ‘SC)*QS4 + w TCfeasczaMPQ 252
+ %TC;%%Q‘QS“ —wn TC hya M~Q + 2un TC hya S M~P8 S

—w TCrhya M~ Q71 S% — 20, TCFcsaMP Q™! —w  TCF Q1 S* + wy (TCF)?
+ ngCSQQMz(HB) + 2w2TC'§7a2_5M1+2(1_5)B + ngCgvzoﬂ(l_‘s)Mw(l_‘s)
— 2wy TCaMM™P — 2w, TCiya O MPUI=D py (TCE)?.

Por fim, é preciso ainda calcular \/ Uy(M~*,Q*,S*). Uma alternativa para nao tratar

com uma fung¢do tao extensa é introduzir duas novas varidveis y; e ys ao problema (5.15)
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como limites superiores das seguintes expressoes: (T'C1(M,Q,S) —TCT) e (TCy(M) —TC5),

respectivamente.
Observe ainda que se TC1(M,Q,S) — TCT < y; entdo, para w; > 0, i = 1,2 tem-se
que wy (TCL(M,Q,S) — TC%)* < wyy? e do mesmo modo, tem-se que wy (TCy(M) — TCE)?

woys. A raiz quadrada da soma dessas duas desigualdades resulta em:

[NIES
N[

[wi (TC1(M,Q,S) — TCP)? + wy (TCH(M) — TC3)*]? < (wiyf + wayi)

Assim, faz sentido definir o novo problema para p = 2 da seguinte forma:

1
Minimize (w1y? + wyy3)?
1

o <
sujeito a TlC*Tcl(M ,Q,8) — TC* <1
Y2
TCy(M) — <1

res jf ) Tes (5.16)

2o0-Zs5<

/(1: Q 1 S<1

2 c2-1
2, Q<

M7Q757y1’y2 > 0.

E substituindo as expressoes que definem as funcoes objetivos T'C e T'Cy; no problema

acima (5.16) a formulagao final para problema dos minimos quadrados é apresentada a seguir.

1
Minimize (wiy? + woy3)?

sujeito a 2T10* hya °M~P°Q — TC* hwya—(SM BG4 2TC* hya S M~—#5Q1 52
TC*O‘MBQ +2T0* S2Q~t — TC* <1
TL(EMHE + VT&C* MO — Ty—éQ <1 (5.17)
Yo _%gc
AC—;252Q415<_1 1
2CY N

M7Qasay17y2 > 0.

O ultimo caso abordado é quando p — 00, ou seja,

Minimize (max{w, |[TC{(M,Q,S)—TCT|,w|TCy(M)—TC5|}) (5.18)

a a
jeito d —Q-—-—5<1
sujeito a AQ 1 9=
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€2 21
—5°Q <1
2C5
M,Q,S > 0.

Mas esse problema (5.18) nao pode ser utilizado por nao ser diferencidvel, como explicado
no capitulo 4. Isso sugere o uso da métrica de Tchebycheff na sua forma diferencidvel formulada
em (4.19). E por meio da introdugao de uma nova varidavel, 0 < ¢ € R, e, além disso,

desconsiderando o valor absoluto em virtude da definicao de vetor ideal, obtém-se que
max {wy (TC1(M,Q,S) —TCY) ,wy (TCo(M) —TC3)} = .
E por definicao do maximo entre dois niimeros reais, tem-se que
wy (TC(M,Q,S)—TCy)<¢ e wy(TCy(M)—-TC3) < .

Portanto, o problema para p — oo tem a seguinte formulacao:

Minimize %)
.. N TCI(Mans) 2
t — <1

sujeito a TC: o TCr =
aTCS . w,TCs — (5.19)
—QO—-——95S<1

2 21

—5°Q <1
205
M>Q7‘S’7()0 > 0.

E substituindo as respectivas expressoes de T'C} e TC5 no problema acima (5.19) obtém-

se que

Minimaize ©

sujeito a TC hya°M~P2Q — TLthya_aM_MS + %Cikfwa_éM_BéQ_ly—i-
TcéfaMﬁQ‘l + %SQQ_l _ wléﬁ(}f <1
ST SO VLLL LI 5.20)
Yo _%gc
AC—;BSZQAli_l 1
2CY -

M, Q,S,¢ > 0.
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Os problemas acima sao problemas de programacao geométrica signomial e para resolve-
los foi utilizado um algoritmo que utiliza a técnica da condensagao para inicialmente transformar
o problema original de programacao geométrica signomial em um problema de programacao
geométrica posinomial que pode ser entao resolvido usando a ferramenta Ggplab encontrada
em (MUTAPCIC; KOH; KIM; VANDENBERGHE; BOYD, 2006), desenvolvida para resolver

problemas de programacao geométrica posinomial em Matlab.

5.2 Problema Multiobjetivo e Multi-item de
Planejamento de Estoques e Marketing

O problema desenvolvido a seguir para n itens ou produtos é uma generalizagao do
problema (5.3) de planejamento de estoques e marketing para um tnico item.

Considere para o t—ésimo item, com 7 = 1,---,n o modelo de planejamento de estoques
e marketing com a seguinte notacao e hipdteses.

Considere a seguinte notagao:
S; - Quantidade de escassez para o i—ésimo (uma variavel de decisdo);
h; - custo de manutencgao unitdrio por unidade de tempo para o i—ésimo;
D; - taxa de demanda unitaria por unidade de tempo para o i—ésimo (uma variavel de decisao);
QQ; - quantidade encomendada, isto é, o numero de unidades encomendadas por pedido para o
i—ésimo (uma variavel de decisao);
M; - custo de Marketing para o i—ésimo (uma varidvel de decisao);

R;

quantidade de estoque no tempo t = 0 para o 1—ésimo;

o, - custo de producao unitario para o 1—ésimo;

[

o, - custo de escassez unitario para o i—ésimo;

7

cs, - custo de preparacao por encomenda para o ¢—€simo;
a; - area de armazenamento unitario para o i—ésimo;

A - area total de armazenamento disponivel para todos os n itens;
62 - custo de escassez total admissivel para todos os n itens.

As hipoteses associadas ao modelo de estoques considerado sao as seguintes:
e A producao é instantanea;
e a demanda é uniforme;

e a taxa de demanda é diretamente relacionado ao custo de marketing para o 1—ésimo item,
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isto é,

onde a; >0e f3; >0parai=1,--- n.

O custo de produgao unitario inversamente relacionado a taxa de demanda para o i—ésimo
item, isto é,

co, = iD; %,

onde 0 < v; € R é uma constante escalar e §; > 1 é chamada de preco de elasticidade,

com?=1,---,n.

O espaco necessario para armazenar todos os n itens nao excede uma area méaxima de

A m?. Ou seja,

i=1

O custo de escassez anual para todos os n itens é limitada pelo custo de escassez total

maximo permitido, isto é,
n

Z(;f < C,.

i=1

Para o 1—ésimo item a quantidade de estoque inicial ocorre quando ¢t = 0 e ¢ igual a R;.
O intervalo considerado para descrever o comportamento do nivel de estoque é igual a
(0,T; = t1, + to,). Neste intervalo o nivel de estoque decresce até atingir o nivel zero em

t = t;, ocorrendo a escassez permitida para t € (t1,,7;). O ciclo entao se repete.

Neste modelo multi-item foi considerado inicialmente o caso do modelo de estoques para o

1—ésimo item, tratado como um tunico item de modo a obter analogamente ao modelo de

planejamento de estoques e marketing bi-objetivo anterior, o custo de manutencao, o custo de

preparacao por operacao, e o custo de escassez permitida. As funcoes de custos totais anuais

de estoques e de custos totais anuais adicionais serao obtidas considerando os custos obtidos

para todos os n itens.

O estoque instantaneo ¢;(t) para o i—ésimo item é definido por meio da equagao dife-

rencial com condigdes de contorno no intervalo (0, 7;) é definida por:

da, (t
%):—Di para 0<t<T;

¢:(0) = R;, ¢i(T;) = =S; e qi(t;,) =0
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A solucao para a equacao diferencial é dada por:

R, — D;t, para 0 <t <ty
qi(t) =
Di(ty, —t), para t,, <t <T;

Usando as condigoes de contorno do problema obtém-se D;t;, = R;, S; = D;ty, e
Qi = DT,

O custo de manutencao é definido para o i—ésimo item por:

tli
0

t2

E usando que R;+5; = @i, Dit1, = R;, D;/T; = );, obtém-se que o custo de manutengao

por periodo para o i—ésimo item, ou seja,

hico,(Q:; — Si)?

= T,

T;.

O custo de manutencao anual é igual a para o t—ésimo item é igual a:

hico, 2.
2Q;

Ch» = = ‘ Qz — thOZSE +

E utilizando a hipdtese de que ¢y, = via; ‘SiMi_B “S", onde «;, B;,v; > 0 e que §; > 1,

Vi =1,---n, a expressao que define C},, é definida por:

— 1 4  _as 1 s
Ch,(M;,Q4,S;) = §hi%'04;6lMi 6162@1’ — hz’%a;&Mi ’816151'2 + §hi%afézMi ’8151@;1522-

O custo de escassez permitida para um periodo de comprimento 7T; quando ha um custo

de penalidade ¢y associado ao i—ésimo item para a demanda insatisfeita é definido como:

T; D'L
Cs=ea, [ (oot = o, |~Ditn (T = 1) + 512 = 1)

tli

Usando que D;T; = Q;, Dit;, = R; e D;ty, = S; obtém-se:

Cs, = ¢ |:(Ti —t1,) (%(Tz +t1,) — Rzﬂ
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D;T; Dty
— coty —h R
Co 2; ( 9 + 9 )

02.52
Cyg = —LT
% 2Q);

O custo de escassez permitida anual definido como:

— Cs, 9,52
Cs,(Qi,8i) = TS = —;b :

Usando a hipotese de que D; = aiMfB"' o, B0; >0, Yi=1,---,neque D;/T; = Q;. O

1)

custo de preparacao anual é definido da seguinte forma:

— 1

Csetfup<Mi7 Q’L) = T (C3i) = C3¢aiMz’ﬁiQ;1

Os custos de produgao e propaganda para o i—ésimo item por periodo sao definidos,

respectivamente por Cprop, € Cprog, € €Xpressos como:

Cprop, = c¢0,Qi
-5
= %Di Qz
—06; 7 r—Bibi
= i M, g Qi

Crroc, = M;Q;.

Usando a hipStese de que D; = a;M? com oy, 3 > 0, Vi = 1,---,n os custos de

producao e propaganda anuais sao definidos como:

1
T;
_ 1 .
Crroc,(M;) = = (Cprog,) = ;M

aPRODi(Mi) = (CPRODZ-) = %OégfaiMiﬁi(lf&)

o)

O custo total de estoque anual que é a soma do custo de manutencio anual (C},), custo
de escassez permitida (C'g) e do custo de preparagao (Ces_up) para todos os n itens é definido

por TCY(Q, M, S) e tem a seguinte expressao:

" /1 s g 1 Y
TOI(M’ Q7 S) — Z <§hz,yzal—6le @&Qi . hi/yiai_ézMi ,315253 + §hi,yiai—5zMi BzézQi—ISiZ
=1

. G2

v ZMﬁz -1 C2;0;
+C3ZOé i Qz + 2Qz
(5.21)
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O custo adicional total, T'Cy é definido pela a soma dos custos de producao (61:30 D)

com os custos de marketing (Cprog) para todos os n itens pela seguinte expressao:

n

TCy(M) =Y (,Yioél;—aiMi&(lfai) X aiMiuﬁi)

i=1

O caso em que faltas planejadas para os n itens nao sao permitidas, ocorre quando

¢y, >00eS; —0,Vi=1,--- 00 e a expressao (5.21) se reduz a:

—~ (1 b ,
TC\(M,Q) = Z (ihi'yiai_(slMi MQ; + CgiaiMlei_l)
i=1

Portanto, o problema resolvido trata da minimizacao dos custos de estoque médio total
e dos custos adicionais médios totais sob as restricoes de capacidade espacial e de custo de
escassez total permitida para todos os n itens. Dessa forma, o modelo proposto classifica-se

como um modelo de otimizagao multiobjetivo, multi-item, nao-linear e é definido por:

n 1 : —B.5: ) o 1 ‘ L
Minimize Z <§hmai—5@Mi 6167,Qi — hmai—ézMi Bzélsiz + éhi%ai—azMi 5161@;152 n
=1
aMPEQT 4 22
c3, 0 M Qi + 2@)
Minimize (71.0511—61- MBO) 4 M;wi)
i=1
n w W
ujerto a ; AQ 1 <
> (o) <1
o1 \2Cs

M;,Q;,S; >0, Vi=1,---,n.

(5.22)

A generalizacao do problema escalarizado de planejamento de estoques e marketing

com um unico item resultante da aplicacao do método das métricas ponderadas L, quando

p=1, p=2e p= oo obtida no capitulo anterior (4.17) para o modelo bi-objetivo multi-item
(5.22) é definida como segue.

Em todos os casos considere os pesos w; > 0, com ¢ = 1, 2 sao tais que w; +wy = 1, onde

08 pesos wy e wy estao associados, respectivamente, as fungoes objetivo TCy (M, Q, S) e TCo(M).

Como o método das métricas trata das distancias das fungoes objetivo componentes aos seus

respectivos vetores objetivos ideais ou utdpicos, faz-se necessario primeiramente calcula-los.

O vetor objetivo ideal para a fungao T'Cy serd denotado por TCY = TCy(M*,Q*,S*) e para

a fungao T'Cy é denotado por TC5 = TC5(M*). Esses dois vetores ideais sdo as solugoes dos
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respectivos problemas de minimizagao de custos de estoques totais anuais multi-item (5.23) com
as restrigoes do problema multiobjetivo e multi-item de planejamento de estoque e marketing

original e de custos totais adicionais anuais de produgao e marketing (5.24).

/1 s, g, 1 s
Minimize Z (éhi%ai—&Mi @&Qi - hi%%—&’Mi Bzélsiz + éhi’YiOéi_élMi BzélQiﬂSZz

=1
o CQ.S'Z
e MIQ! + 2
37, 3 Q’L 2@2

Sujeito a i (%Qi — %Si) <1 (5.23)

=1

Zn:(cfoS?)g

— \20C,
M;,Q;,S; >0, Vi=1,--- n.

Minimize Z (fyz.ail_aiMfi(l_éi) + aiMi1+ﬂi>

i=1 (5.24)
Sujeito a M;,Q;,S; >0, Vi=1,---.n.

1° caso: p =1 Peladefinigao de vetor objetivo ideal tem-se que TCy (M, Q, S) > TCY,VM;, Q;, S;
e TCy(M) > TC5,¥YM; com i =1,--- n. Portanto,

n
.. w I - S .S,
Minimize E (71]%%’0@ ‘SZMi ’BZ‘LQi — wihvioy; 52]\/[1. ’8’5151-2+

i=1

wq

—d; —Bibi y—1 Q2 Bi n—1 wlchS-Q
jhi%’% M; 7" Q7 S; +wies, i M7 Q7 +

(]

A

+w2aiMi1+ﬁi) — (W TCF + wTCY)

. (5.25)
Sujeito ¢ i, —%s) <1
ujeito a ;(A T )
cﬁ .1,5'.2><1
;(QCZQ, 2) <

Mi;@i75i>0> VZ:L,TL

2° caso: p = 2 Considerando a adi¢ao de duas novas variaveis positivas y;, y2 € R ao pro-
blema (5.15), onde

TC(M,Q,S)—TC: <y1 e wy(TCy(M)—TCH)? < wayy?.

Para wy,ws > 0 e wy +wy = 1 tem-se que:

NI

[w1 (TC(M, Q, S) = TC;)? + wy (TCo(M) — TC3)’]

[N

< (wiyi + ways)
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Portanto, o problema (5.16) para n itens é formulado como segue:

1
Minimize (wiy? + woy3)?

n 5
sujeito a Z(?TC* ; _B’ Qi — Z;ZC* M, Pid 1524

=1

hirvioy B;6 102, 6% 6 P Q2 1 Y1
M ’ S+ ! 2 — <1
oo MU+ e MU+ s QTC* 2 TCr =
- %Oé Bi(1—6;) Q; 14+86; Y2
M —— M - =<1 5.26
Z( Tc; o Taeg ) TC; = (5.26)

i=1
n

> (f0-5s) =1

i=1
n

2 (as) =

y17y27Mi7Qi7Si>O7 szl,,n

3° caso: p = oo O fato de o problema da métrica ponderada L, (5.18) nao ser diferencidvel

é resolvido por meio da introducao de uma nova variavel, 0 < ¢ € R, onde

max {wy (TC1(M,Q,S) —TCY) ,wy (TCo(M) —TC3)} = .

Portanto, a formulacao multi-item para o problema de Chebycheff (5.19) é obtida da

seguinte forma:

Minimize ")
swette ¢ z_; (ggc MPQi ;C M52 4
iy =0
%Mi_&(sicg St ;b: MEQ 2TO*SEQ ) - wléﬁcf <1
g (%Mi i(1=0:) Té*M1+ﬁi) _ w%b; <1 (5.27)
; (%Qi - %Si) <1

n

> (a) =

SpaMiaQia‘S’i>Oa VZ:L,TL

Nesse capitulo foram apresentadas as formulagoes gerais de cada um dos seis problemas

de planejamento de estoques e marketing escalarizados pelo método das Métricas Ponderadas .
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Trés das generalizacoes referem-se ao problema de planejamento de estoques e marketing para
um tunico item quando p = 1, 2 e co. E no caso do problema de planejamento de estoques e
marketing multi-item também foram apresentados mais trés problemas com p =1, 2 e co. Além
disso, algebricamente é mostrado como se obtém através do problema pseudo-dual da funcao
objetivo de Programacao Geométrica signomial de estoques totais, o vetor objetivo ideal T'CY.
No caso da segunda fungao objetivo de Programacao Geométrica Posinomial de custos totais
adicionais o vetor objetivo T'C5 ¢é determinado por meio do problema dual associado.

O capitulo 6 aborda o exemplo numérico para o modelo de planejamento de estoques
e marketing para um unico item tratado em (ISLAM, 2008). Mas com um diferencial de ser
resolvido utilizando a técnica da Condensacao por meio do algoritmo da Condensacao usando
a ferramenta Gpposy, do GGPLAB. O exemplo numérico para o caso multi-item foi restrito
para cinco itens, onde o primeiro item teve como dados iniciais os mesmos dados fornecidos por
Islam (2008) e para os quatro itens restantes foram fornecidos dados iniciais aproximados dos
dados iniciais fornecidos por Islam (2008), obedecendo as hipdteses dos parametros do modelo

multi-item descritas na se¢ao (5.2) do presente capitulo.
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Capitulo 6

Experimentos Computacionais

6.1 Problema Multiobjetivo de Planejamento de
Estoques e Marketing para um tnico item

Observa-se que grandes empresas como as empresas fabricantes de cerveja, fabricantes
de carros, empresas que produzem sabao em po, etc, se enquadram no modelo tratado neste
trabalho pois elas investem diretamente no setor de vendas, por meio de promocoes comerciais
como anuncios comerciais em canais televisivos e sites de internet para que a quantidade de
estoque de seus produtos seja o minimo possivel. O exemplo numérico proposto em Islam (2008)
trata de uma empresa multinacional de refrigerantes com custo de manutencao de estoque igual
a 25% do custo unitdrio de producao, ou seja, h = }lco, o custo de preparacgao (set-up) cs é
de $130,00 e o custo de escassez ¢y é $10,00. A taxa de demanda anual de refrigerantes
estd relacionada diretamente com o custo de marketing, isto 6, D = 10M'® e o custo de
producao unitério estd inversamente relacionado & demanda, isto é, cg = 5,05M 18, A 4rea
para armazenagem unitdria ¢ igual & a = 3m? e a drea total de armazenamento disponivel
A = 225m2. O custo de escassez total permitido é igual & 62 = $0, 085.

Pelas hipdteses feitas para o modelo de planejamento de estoques e marketing formulado
para um tunico item no capitulo 5 tem-se que a demanda relaciona-se diretamente ao custo de
marketing, isto é,

D=aM’ «,B>0. (6.1)

E o custo unitario de producao relaciona-se inversamente com a demanda, isto é,

co=yD"° onde 6>1, v>0. (6.2)
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Das duas relagdes anteriores (6.1) e (6.2) resulta uma terceira que relaciona agora o

custo de produgao unitario com o custo de marketing, isto é,

o = fy(aMﬁ)ﬂs (6.3)

= ’yof‘SM_ﬁ‘s.

Pelo dado de entrada cy = 5,05M 18 obtido com o exemplo de Islam(2008) e pela
expressao obtida (6.3) que:
ay=505 e B5=1,8. (6.4)

E como D = 10M"° tem-se que a = 10 e 8 = 1,5. E por (6.4) conclui-se que § = 1,2 e
v = 80,03710621.

A expressao geral que define a primeira fun¢ao objetivo (5.5) e as fungdes objetivo dos
problemas escalarizados (5.14), (5.17) e (5.20) por meio do métodos das métricas ponderadas
quando p = 1, p = 2 e p = oo, respectivamente, sao simplificadas com a substituicao nos
problemas citados do parametro custo de manutengao unitario h pela expressao que o define,
ou seja, h = i”y&‘sMﬁ‘s.

Como nos problemas para 1 < p < oo (4.17) e p = oo (problema de Tchebycheff)
(4.19) definidos pelo método das métricas ponderadas é necessario determinar o valor dos
vetores objetivo ideal T'CT e T'C; obtidos por meio dos problemas associados a cada funcao
objetivo separadamente, um problema irrestrito composto pela primeira fungao objetivo (6.5)
foi formulado com a finalidade de reproduzir o problema pseudo-dual e sua solugao, como foi

feito por Islam (2008) que propds um problema semelhante sem a substituicao do parametro h.

1 1 1
Minimize g’yQa_Q‘SM_Q’%Q — Zw2a_2§M_2’B‘SS + g’yza_%M_zﬁ‘SSzQ_l%-

csaMPQ™t + %252@*1 (6.5)
sujeito a M,Q,S >0

O problema (6.5) que continua sendo um problema de PG signomial e deve ter o vetor
ideal calculado por meio do pseudo-dual, onde o vetor ideal nao pode neste caso ser obtido
diretamente das coordenadas que o definem em (5.6). O problema pseudo-dual associado ao

problema (6.5) é definido por:
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o 2B\ (20BN TR (20BN L0\ \ T
Maximize wv(n) = — o
81 4my 813 N4 215
sujeito a m —me+nyt+nut+n =1
—200m + 2Bne — 280m3 + Bns =0 (6.6)
T —"3— 11— =0
—12 + 213+ 215 =0
7]@207 Z:1775

De modo anélogo ao caso geral (5.5), onde foi utilizado a derivada da fungao pseudo-dual
V(n3) = In(v(n3)) para obter a solugdo de minimo local (5.6), o problema (6.6) tem a seguinte

solucao de minimo local:

2 Ty
% _ 7 C3 -
M* = (8 (26—1) * 2)
« mnav(n”)

2 T
c3Qu Ycs (26-1)
@ = (5e7) (2o maar) 67
nav(n*) 8 1)7]17741)(77 )
5 — <2n5c3a) ( Vs )ml—w
CoM4 804(25_1)77177411(77*)2
(26 — 1)? 1 25 — 1

onde n; =6 =20—1 =— == = —.
nde m 12 13 5 T4 9 5 15

O problema de PG posinomial correspondente com restricao de positividade cuja funcao
objetivo é a funcao de custos totais adicionais nao é alterado pela expressao que define h e tem
a solucao determinada por meio do problema dual associado. Ou seja, definido o problema

posinomial (6.8) seguinte:

Minimize oM™ 4+ ~yal =0 P00

sujeito a M > 0.

O problema dual correspondente é definido por:

m 1-0\ "2
Mazimize wv(n) = <ﬁ> (70& )
m Uy
sujeito a m+n =1 (6.9)
(14 B)m + B(1—0)n2 =0
N, N2 > 0.
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A solugao do sistema (5.8) resulta em

_ B6—-1) 1+
m = EEN N2 = 155 (6.10)

Com os valores de 7, e 1, obtidos em (6.10), o valor da func¢ao dual é igual a

B(s—1)

= (420 (L

Utilizando a relacao entre varidveis primais e duais obtém-se que o custo de marketing
6timo M* é o minimo global pois o cologaritmo de v(n), ou seja, —In(v(n)) é uma funcao
convexa. O vetor utépico é definido como o valor da fungao objetivo na solugao étima, isto é,

TC2* =TC2(M*) quando

. ((O=1)B)ya"’ =)
" _( 1+ 5 ) (6.12)

Tabela 6.1: Dados de entrada para o problema de tinico item
Parametros Valores numéricos

h %’ya“sM_ﬁ‘s
C3 130.00
Ca 10.00

« 10

15 1.5

) 1.8371

¥ 5,050

a 3m?

A 225m?
Ch 0.085

A tabela (6.1) acima contém todos os parametros com os seus respectivos valores numéri-
cos, os quais sao utilizados para definir cada problema associado a cada funcao objetivo, cuja
solucao sao os vetores objetivos ideais. E posteriormente, determinar juntamente com os vetores
objetivos ideais, cada um dos nove problemas obtidos com o método das métricas ponderadas,
seja por meio da variagao do valor de p (p =1, p = 2 e p = o) seja por meio da escolha das
preferéncias por cada fungao objetivo (w; = wy = 0.5, w; = 0.4, wy = 0.6 e w; = 0.6, wy = 0.4)

O problema (6.5) irrestrito com os valores numéricos para os coeficientes e expoentes

resulta em:
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Minimize 3.1878125M 35Q — 6.375625M 35S + 3.1878125M 3652Q) 1+
1300M15Q ™1 + 552Q ! (6.13)
sujeito aM, @, S > 0

Ja o problema associado a primeira funcao objetivo resolvido pelo algoritmo da Con-
densacao com Gpposy cuja solucao resulta no vetor objetivo ideal utilizado no método das
métricas ponderadas para o problema de planejamento de estoques e marketing para um tnico
produto foi composto pelo problema (6.13) acima e as restrigdes de espago de armazenagem e

de escassez total permitida do problema multi-objetivo original, ou seja,

Minimize 3.1878125M 35Q — 6.375625M 35S + 3.1878125M 3652Q) 1+
1300M15Q~t + 552Q 1

sujeito o 0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1 (6.14)
58.82352941176475%Q ' < 1
M,Q,5>0

As tabelas (6.2), (6.3) contém os valores obtidos para as varidveis de decisao M, Q, S
e o respectivo valor da fungao objetivo tanto para o problema signomial (6.13) com o qual se
obteve o pseudo-dual (6.6) quanto para o problema formulado para ser resolvido pelo algoritmo
da Condensagao com Gpposy (6.14). Consta na tabela de valores da fungao objetivo (6.3) o
valor da funcao objetivo obtido por Islam (2008). A tabela (6.4) mostra os valores das restri¢oes

para o problema (6.14) na solugao obtida em (6.2).

Tabela 6.2: Comparacao de Solugoes: Condensagao com Gpposy versus Pseudo-dual
Variavel ~ Sol Condensacao Sol pseudo-dual
M* 1.98616950179577  0.803729015296584
Q* 76.1376909043262  17.920928712424
S* 1.13769094907313  10.4538750822473

Tabela 6.3: Valor da fungao objetivo de custos totais de estoques: Condensagao com Gpposy, Pseudo-
dual e Islam (2008)
Func obj  Condensagao Pseudo-dual Islam (2008)
TC, 67.792346267845 104.538750822473 123.1274

Tabela 6.4: Viabilidade do problema mono-objetivo restrito para a funcao de custos totais de estoques
usando Condensagao com Gpposy
Restricao Valor pela Condensacao com Gpposy
g1 (M*,Q*, S*) 0.999999999403375
g1 (M*,Q*, S*) 0.0072249997221808
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O problema (6.8) resultado da utilizagdo dos parametros particulares da tabela (6.1)

correspondente a segunda funcao objetivo de custos totais de marketing é dado por:

Minimize 10M?*5 + 50.5M 03
(6.15)

sujeito a M > 0.

A tabela (6.5) abaixo apresenta a solucao para a varidvel M tanto para o problema
resolvido com o algoritmo da condensagao com Gpposy quanto para o problema dual (6.9)
associado ao problema posinomial primal (6.8). Além disso, a tabela (6.6) mostra os valores
das fungbes objetivo quando M ¢é um dos valores mostrados na tabela (6.5) com o algoritmo

da Condensacao com Gpposy, por meio do dual e o valor mostrado em Islam (2008).

Tabela 6.5: Comparacgao de Solugoes para o problema irrestrito com a segunda fungao objetivo
de marketing: Condensacao com Gpposy versus dual
Variavel  Sol Condensacao Sol dual
M* 0.836202865559064  0.836202865559057

Tabela 6.6: Valor da fungao objetivo de custos de marketing: Condensacao com Gpposy, Pseudo-dual
e Islam (2008)
Func obj Condensagao Pseudo-dual Islam (2008)
TC 59.6782260770226  59.6782260770226 122.2257

O problema resultante da aplicagao do método das métricas ponderadas L, quando

p = 1, apos a substituicao do valor de h tem a seguinte formulacao:

Minimize %WQQ’Z‘SM’B‘SQ — %7204’25]\4’2555 + %’yQa’%M’Q’%SQQ’l + wicsaMPQ 1+
%5262_1 + woa M P wyya O MPA=D) — (w TCF + wyTCY)

sujeito a %Q—%Sgl
2 @21
—5°Q " <1
205
M,Q,S >0
(6.16)

Problema de um tnico item para p =1 para w; = wy = 0.5

Minimize 1.59390625M ~39Q) — 3.1878125M 355 + 1.59390625 M —3552Q 1+
650M Q1 +2.55%2Q 1 + 5M*® + 25.25M 3% — 33.8961731339225—
29.8391130385113
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sujeito a 0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1
58.82352941176475?Qt < 1 (6.17)
M,Q,S >0

Tabela 6.7: Comparagao: solugdes por condensagdo com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wy = wg = 0.5 para (6.17)
Varidvel Sol CondensGpposy Sol Islam (2008)

M~ 1.66550258979363 0.9300382
Q* 74.7250212639824 39.51303
S* 1.12708710495606 0.5809763

Tabela 6.8: Valores das fungoes objetivo: Condensacao com Gpposy e Islam (2008) quando p =1 e
wy = wy = 0.5 para (6.17)
Fungao objetivo  CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 74.3078445509452 128.0386
TC, 79.1322731022296 123.0328
Tempo 1.03871826518519
[teragoes 11

Tabela 6.9: Viabilidade das restrigoes: Condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wp = wg = 0.5 para (6.17)
Restricao  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.981305788787018  0.519094049333333
go 0.999999984783842  0.502490178052643

Problema de um tinico item para p =1 para w; = 0.4, wy = 0.6

Minimize 1.275125M ~39Q — 2.55025 M 368 + 1.275125 M —3652Q~1 + 520M ' °Q '+

252Q7" +6M?° 4+ 30.3M 03 — 27.116938507138 — 35.8069356462136

sujeito o 0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1
58.82352941176475%Q ' < 1

M,Q,S >0
(6.18)

Tabela 6.10: Comparagao: solugoes da condensacao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.18)
Varidvel Sol CondensGpposy Sol Islam (2008)
M* 1.50750718335043 0.8966431
Q* 58.0144360980657 38.19715
S* 0.993098887231546 0.5651637
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Tabela 6.11: Valores das fungoes objetivo: Condensacao com Gpposy e Islam (2008) quandop =1 e
wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.18)
Fungao objetivo ~ CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 82.326912921411 128.8857
TC 72.5520318760732 122.5162
Tempo 0.758002995185185
Iteracoes 10

Tabela 6.12: Viabilidade das restrigdes: Condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.18)
Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.760284496144455 0.501759817333333
go 0.999999985960308  0.491890729756001

Problema de um tinico item para p =1 para w; = 0.6, wy = 0.4

Minimize 1.9126875M ~39Q — 3.825375M 365+
1.9126875M ~3652Q~1 + 780M™5Q~1 + 352Q 1 + 4M>5+
20.2M %3 — 40.675407760707 — 23.871290430809
sujeito & 0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1
58.82352941176475%Q "' < 1
M,Q,S >0

(6.19)

Tabela 6.13: Comparagao: solugoes da condensacao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wy = 0.6, wy = 0.4 para (6.19)
Varidveis Sol CondensGpposy Sol Islam (2008)

M* 1.73650210654631 0.9306990
Q" 76.1376908575923 38.83385
S* 1.13769095989889 0.5819986

Tabela 6.14: Valores das fungoes objetivo: Condensacao com Gpposy e Islam (2008) quandop =1 e
wy = 0.6, wy = 0.4 para (6.19)
Fungao objetivo  CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 71.4548453434489 127.8774
TC 82.5309602354257 123.2292
Tempo 0.75386691037037
Iteracoes 10

Tabela 6.15: Viabilidade das restrigdes: Condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 1 e
wy = 0.6, wy = 0.4 para (6.19)
Restricao  CondensGGPOSY Islam (2008)
g1 0.999999998635912  0.510024685333333
Jo 0.999999981192418  0.51307931914457
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Quando p = 2, o problema escalar resultante do método das métricas ponderadas apli-

cado ao problema multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing para um tunico item

(5.3) tem a seguinte formulacao:

1
Minimize (wi1y} + way3)?

sujeito a 8TC*72a_26 Q) — 4TC*
+T(J* Q™ +QTC* S -
TiC;MHB 4 71?0* MAA=0) _ Ty_ég <
Co_%gc
AC—;252Q€15<_11
205 N

M?Qﬂsayl?yQ > 0.

M. ~26 ) r-260 G 4

2 958 r—285 1 @2
M-
stor ¢ @5

<1

(6.20)

Problema de um tnico item para p =2 para w; = wy = 0.5

Minimize (0.5y% + 0-593)%

sujeito a  0.0470231917834068 M ~3-Q) — 0.0940463835668136M 365+
0.0470231917834068 M ~35Q 152 4 19.1762060404835 M > Q1+
0.073754638617244352Q " — 0.0147509277234489y; < 1

0.167565302411866 M 2> + 0.846204777179923 M ~%-3 — 0.0167565302411866y, < 1
0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1

58.8235294117647S?Qt < 1
M7Q7S7y17y2 > 0.

(6.21)

Tabela 6.16: Comparagao: solugdes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 2 e

wy = 0.5, wy = 0.5 para (6.21)

Variaveis Sol CondensGpposy Sol Islam(2008)

M~ 1.56211771562122 0.9196067
Q" 63.5005837706371 37.23608

S* 1.03899466655381 0.5836205
U1 11.5790532866299

Y2 14.9957596997876
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Tabela 6.17: Comparagao: valores das fungoes objetivo por condensacao com Gpposy e Islam (2008)
quando p = 2 e w; = wg = 0.5 para (6.21)
Funcao objetivo  CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 79.3713995507992 127.6902
TC, 74.673985773972 123.6351
Tempo 0.56236832
Iteracoes 25

Tabela 6.18: Viabilidade das restrigoes: Condensagao e Islam (2008) quando p =2 e w; = 0.5, wy =
0.5 para (6.21)

Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.999999999945781
92 0.999999999952442
gs 0.832821188054444 0.48869946
N 0.99999999354007  0.538081673379295

Problema de um tinico item para p =2 para w; = 0.4, wy = 0.6

Minimize (0.4y} + 0.6y§)%

sujeito & 0.0470231917834068 M ~3-6Q — 0.0940463835668136M 365+
0.0470231917834068 M ~36Q 152 + 19.1762060404835M -°Q 1+
0.07375463861724435%Q 1 — 0.0147509277234489y, < 1

0.167565302411866 M 25 + 0.846204777179923M 3 — 0.0167565302411866y, < 1
0.0133333333333333Q) — 0.01333333333333335 < 1

58.82352941176475%Q < 1

M,Q757y1,92 > 0.
(6.22)

Tabela 6.19: Comparagao: solugdes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 2 e
wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.22)
Varidveis Sol CondensGpposy Sol Islam(2008)

M 1.52021827316297 0.9203127
Q* 59.2645108127344 38.46130
S* 1.00374133985736 0.5824761
n 13.8276700917402
Yo 13.3533851514132

Tabela 6.20: Comparagao: valores das fungoes objetivo por condensacao com Gpposy e Islam (2008)
quando p = 2 e wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.22)
Funcao objetivo  CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 81.6200163556544 127.8178
TC 73.0316112257222 123.3277;
Tempo 0.50156717

Iteracoes 24
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Tabela 6.21: Viabilidade das restrigoes: Condensagao e Islam (2008) quando p =2 e w; = 0.4, wy =

0.6 para (6.22)

Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.999999999942016
go 0.999999999954529
Js 0.776810259638361 0.505050985333333
ga 0.999999993570357  0.518899604462928

Problema de um tnico item para p =2 para w; = 0.6, wy, = 0.4

Minimize (0.6y2 + 0.4y2)2

sujeito & 0.0470231917834068M ~36Q — 0.0940463835668136 M 365+
0.0470231917834068 M ~36Q 1S + 19.1762060404835M15Q 1+
0.073754638617244352Q 1 — 0.0147509277234480y, < 1

0.1675653024118660/25 + 0.846204777179923M %3 — 0.0167565302411866y, < 1
0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1

58.82352941176475%Q~1 < 1

M;Q»S,yh% > 0.
(6.23)

Tabela 6.22: Comparagao: solugdes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 2 e
wy = 0.6, wy = 0.4 para (6.23)
Varidveis Sol CondensGpposy Sol Islam(2008)

M~ 1.60254308753861 0.9123236
Q* 67.757462840682 36.57991
S* 1.07325526353294 0.5838419
Y1 9.52114555225046
Y2 16.6700927644424

Tabela 6.23: Valores das fungoes objetivo por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = 2
e wy = 0.6, wy = 0.4 para (6.23)

Funcao objetivo ~ CondensGpposy  Islam (2008)
TC, 77.313491816593 127.6460
TC, 76.3483188384643 123.7997
Tempo 0.450621184814815

Iteragoes 26
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Tabela 6.24: Viabilidade das restrigoes: Condensagao e Islam (2008) quando p =2 e w; = 0.6, wy =
0.4 para (6.23)

Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.999999999948335
go 0.999999999949719
g3 0.889122767695321 0.479947574666667
Ja 0.999999993410375  0.548149427305557

Por fim, para p = oo o problema de Chebycheff obtido com o método das métricas
ponderadas aplicado ao problema multiobjetivo de planejamento de estoques e marketing para

um unico item (5.3) tem a seguinte formulagao:

Minimize %
sujeito a 8%@726{26]\4_266@ _ quﬁfa—%M—?/%S + 8T_1Oiﬂ2a—26M—255Q_152
+ Ti} aMPQ~! + ézTc—Qc;S@l . #}J{ <1
-
ﬁMlzﬁ n VTC“T;MW—&) _ m%}?; <1
—Q-—-8<
AC—;QSQQ%Ii_l 1
Cy N
M. Q,S,p > 0.

(6.24)

Problema de um tinico item para p = co para w; = wy = 0.5

Minimize %)

sujeito a 0.0470231917834068 M —36Q) — 0.0940463835668136 M 365+
0.0470231917834068 M —35Q =152 4 19.1762060404835 M -5Q 1+
0.07375463861724435*Q~1 — 0.0295018554468977 < 1

0.167565302411866 M*5 + 0.846204777179923M ~°3 — 0.0335130604823732¢ < 1
0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1

58.82352941176475*Q~1 < 1

M,Q,S,¢>0.
(6.25)
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Tabela 6.25: Comparagao: solugoes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = oo e
wy = wy = 0.5 para (6.25)
Variaveis Sol CondensGpposy Sol Islam (2008)

M~ 1.52530876340239 0.8458588
Q" 59.7696887192033 32.01543
S* 1.00801026505308 0.5797730
® 6.77394018219532

Tabela 6.26: Comparagao: valores das fungoes objetivo por condensacao com Gpposy e Islam (2008)
quando p = 0o e w; = wg = 0.5 para (6.25)
Fungao objetivo  CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 81.3402266240206 127.5276
TC 73.2261064356629 125.2465
Tempo 0.82060642
Iteracoes 10

Tabela 6.27: Viabilidade das restri¢oes: Condensagcao e Islam (2008) quando p = 0o e wy = wy = 0.5
para (6.25)

Restricao ~ CondensGpposy Islam (2008)
7 0.99999999987882
92 0.999999999903645
g3 0.783489046055336 0.419142093333333
g4 0.999999986443973 0.617600604254592

Problema de um tnico item para p = oo para w; = 0.4, wy = 0.6

Minimize ©

sujeito a 0.0470231917834068 M ~36Q — 0.0940463835668136 M —365+
0.0470231917834068 M ~36Q =152 + 19.1762060404835M 5Q 1+
0.07375463861724435*Q~ — 0.0368773193086222¢ < 1

0.167565302411866 M2 + 0.846204777179923 M ~%3 — 0.0279275504019777p < 1
0.0133333333333333Q) — 0.01333333333333335 < 1

58.82352941176475*Q~1 < 1

M7 Q? S7 ()0 > O'
(6.26)

Tabela 6.28: Comparacao: solugoes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = oo e
wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.26)
Varidveis Sol CondensGpposy Sol Islam(2008)
M* 1.46489342763558 0.8961108
Q" 53.9411556464343 35.32355
S* 0.957600978349938 0.5837589
© 6.79757455609059
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Tabela 6.29: Comparagao: valores das fungoes objetivo por condensagdo om Gpposy e Islam (2008)
quando p = 0o e wy = 0.4, wy = 0.6 para (6.26)
Fungao objetivo ~ CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 84.7862826490715 127.5862
TC 71.007516998521 124.1366
Tempo 0.698463535185185
Iteracoes 10

Tabela 6.30: Viabilidade das restrigoes: Condensagao e Islam (2008) quando p = co e w; = 0.4, wy =
0.6 para (6.26)

Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.999999999867241
go 0.999999999910867
Js 0.706447395574458  0.463197214666667
g4 0.999999986638355  0.567484187693163

Problema de um tnico item para p = co para w; = 0.6, wy = 0.4

Minimize ©

sujeito a 0.0470231917834068 M ~35Q) — 0.0940463835668136M ~36S5+
0.0470231917834068 M ~36Q~15% + 19.1762060404835M > Q1+
0.07375463861724435%Q " — 0.0245848795390814¢ < 1

0.167565302411866 M2 + 0.846204777179923 M ~%3 — 0.0418913256029665¢ < 1
0.0133333333333333Q — 0.01333333333333335 < 1

58.82352941176475%Q~' < 1

M? QJ SJ w > 0.
(6.27)

Tabela 6.31: small Comparagao: solugdes por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando
p =00 e w; = 0.6, wy = 0.4 para (6.27)
Variaveis Sol CondensGpposy Sol Islam(2008)

M~ 1.5821903651999 0.8458587

Q" 65.59327756333 32.01543
S* 1.05597618490043 0.5797731
© 6.32643618580419

Tabela 6.32: Valores das fungoes objetivo por condensagao com Gpposy e Islam (2008) quando p = oo
e wp = 0.6, wy = 0.4 para (6.27)
Fungao objetivo ~ CondensGpposy  Islam (2008)

TC, 78.3364065698738 127.5276
TC, 75.4943165353144 125.2465
Tempo 0.968720484814815

Iteracoes 10
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Tabela 6.33: Viabilidade das restrigoes: Condensagao e Islam (2008) quando p = co e w; = 0.6, wy =
0.4 para (6.27)

Restricato  CondensGpposy Islam (2008)
g1 0.999999999887231
go 0.999999999895797
gs 0.860497351712394 0.419142092
Ja 0.999999986099955 0.617600817303719

Tabela 6.34: Valor minimo encontrado para T'Cy e TCs para o problema escalarizado de planejamento
de estoques e marketing com um tnico item.

Preferéncia TC, TC,

wy = we = 0.5 74.3078445509452 (p = 1) 73.2261064356629 (p = o0)
wy = 0.4, wy =0.6 81.6200163556544 (p =2) 71.007516998521 (p = o)
wy; = 0.6, wy = 0.4 71.4548453434489 (p = 1) 75.4943165353144 (p = o)

Observa-se que se forem consideradas preferéncias iguais, isto é, w; = wy = 0.5, tanto
pela fungao objetivo de custos totais de estoques (T'C}) quanto pela fungao de custos totais
adicionais (producao e marketing) (7'Cy), os valores de minimos locais obtidos pela tabela
(6.34) ocorrem quando p = 1 e p = co. J& no caso em que existe uma maior preferéncia
(wy = 0.4, wy = 0.6) pela funcdo objetivo T'Cy do que pela fungao objetivo T'CY, o menor
valor observado para as fungoes objetivo T'C; e T'Cy ocorrem, respectivamente, quando p = 2
e p = 0o. E quando o decisor expressa maior preferéncia pela funcao objetivo T'C; do que pela
funcao objetivo T'Cy, isto é, w; = 0.6, we = 0.4, os menores valores observados de acordo com
a tabela (6.34) sao, respectivamente, quando p =1 e p = oc.

A conclusao acima obtida por meio da tabela (6.34) com o algoritmo da condensagao uti-
lizando Gpposy foi diferente da conclusao de Islam (2008), onde neste iltimo todos os valores de
minimos locais das funcoes objetivo T'Cy e T'Cs ocorreram em p = co e p = 1, respectivamente.

Considerando os valores objetivo ideais T'CY = 123.1274 ¢ T'C5 = 122.2257 utilizados por
Islam (2008), os valores das funges objetivo, nos trés casos considerados, isto é, p = 1,2, 00,
ainda sao menores do que os valores apresentados na literatura anteriormente mencionada
como pode ser visto nas tabelas (6.35), (6.37) e (6.39). Mas os valores de minimo quando
w; = wy = 0,5, w; = 0.6, wy = 0,4 e w, =0.4, wy =0,6 para TC; e TCy ocorrem todos em
p=1e p =2, respectivamente.

Como em problemas de programacao geométrica signomiais sé é possivel obter solucoes
de minimo locais e como os pesos considerados foram positivos, pelo Teorema (11) juntamente
com a afirmacao referente as solugoes de minimo locais descrito no capitulo 4 para o método das
Meétricas Ponderadas garante-se que as solugoes obtidas para o problema de planejamento de

estoques e marketing para um tunico item com o algoritmo da Condensacao utilizando Gpposy
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sao solugoes eficientes locais para problema bi-objetivo originalmente proposto.

Tabela 6.35: Solugdes M, Q e S e fungoes objetivo T'Cy e T'Cy usando os vetores ideais de Islam(2008)
TCY =123.1274 e TC5 = 122.2257 no algoritmo da condensacao com Gpposy para p = 1,2, oo, w; =
wy = 0, 5

Variavel Solugao Condensagao com Gpposy
p=1 p=2 p =00

M 1.66550257733695 1.38440898347073 1.38440898647548

Q 74.7250189226054 33.675968299029 33.675968512014

S 1.12708706712623  1.67720871497229 - 10758  1.67720862963114 - 10~°8
FobjTC, 74.3078451402208 96.1670153466763 96.167015104138
FobjTCs 79.1322725301003 68.3556638903976 68.3556639829344
Iteragoes 10 7 8
Tempo 1.60228715439687 0.984695511835229 1.11575439760888

Tabela 6.36: Viabilidade das restri¢oes usando os vetores ideais de Islam(2008) T'CY = 123.1274 e
TC3 = 122.2257 no algoritmo da condensagao com Gpposy para p = 1,2, oo, w; = wz = 0,5

Restricao Valor
p=1 p=2 p =00
g 0.981305758073055 0.781036671967103 0.78103667505475
9o 0.999999948988588 0.559257695130323 0.559257700982138
g3 0.44901291065372 0.449012913493521
g4 4.91366118938276 - 10116 4.91366065826401 - 10116

Tabela 6.37: Solugoes M, Q e S e fungoes objetivo T'C; e T'Cy usando os vetores ideais de Islam(2008)
TCT =123.1274 e TC5 = 122.2257 no algoritmo da condensagao com Gpposy para p = 1,2, oo, wy =
0.4, wy = 0,6

Variavel Solugao Condensagao com Gpposy
p=1 p=2 p =00

M 1.52134308605945 1.38440898299431 1.3844089864 7547

Q 58.8714268786729 33.6759682707932 33.6759685120139

S 1.8409076351516 - 107°®  1.67720871383104 - 107°®  1.67720862963114 - 10~°8
FobyTC 82.872326874628 96.1670153802685 96.1670151041383
FobyTCy 73.0744676791334 68.3556638757254 68.3556639829343
[teracoes 7 7 8
Tempo 1.1973162196897 1.08630478335105 1.13268594513313

Tabela 6.38: Viabilidade das restri¢oes usando os vetores ideais de Islam(2008) T'CY = 123.1274 e
TC5 = 122.2257 no algoritmo da condensacao com Gpposy para p = 1,2, oo, w; = 0.4, wa = 0,6

Restricao Valor
p=1 p=2 p =00
g1 0.784952358382305 0.781036671659536 0.781036675054748
g2 3.38618369759224 - 10116 0.559257695434834 0.55925770098214
g3 0.449012910277243 0.449012913493518

g4 4.91366118681571 - 107116 4.91366065826403 - 10116
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Tabela 6.39: Solugoes M, Q e S e fungodes objetivo T'C; e T'C usando os vetores ideais de Islam(2008)
TCT =123.1274 e TC5 = 122.2257 no algoritmo da condensagao com Gpposy para p = 1,2, oo, wy =
0.6, wp = 0,4

Varidvel Solugao Condensacao com Gpposy
p=1 p=2 P =0

M 1.73650210574093 1.38440898385259 1.38440898647548

Q 76.1376907018213 33.6759683205621 33.6759685120142

S 1.13769094409787  1.67720871424424 - 10758  1.67720862963114 - 10~58
FobjTCy 71.4548453934686 96.1670153207168 96.1670151041379
FobjTCy 82.5309601953063 68.3556639021576 68.3556639829344
Iteracoes 9 7 8
Tempo 1.20035680576595 1.0711881173634 1.12031600931855

Tabela 6.40: Viabilidade das restri¢oes usando os vetores ideais de Islam(2008) TCY = 123.1274 e
TC5 = 122.2257 no algoritmo da condensacao com Gpposy para p = 1,2, oo, wy = 0.6, wa = 0,4

Restricao Valor
p=1 p=2 p =00
a1 0.999999996769646 0.78103667217772 0.781036675054751
g2 0.999999955460991 0.559257694641877 0.559257700982135
g3 0.449012910940829 0.449012913493522
g4 4.91366118197497 - 10~16  4.91366065826399 - 10~ 116

6.2 Problema Multiobjetivo de Planejamento de
Estoques e Marketing Multi-item

Uma empresa multinacional de refrigerantes ainda se enquadra no modelo de planeja-
mento de estoques e marketing multi-item, pois é possivel produzir tipo distintos de sabores
para um mesmo refrigerante, bem como refrigerantes completamente distintos. Considere cinco
tipos distintos de produtos produzidos pela empresa de refrigerantes. Para o item 01, sao
considerados os dados do exemplo numérico citado em (ISLAM, 2008), isto é, que o custo de
manutengao é igual a hy = 25%cy,, o custo de preparagao (set-up) c3, = $130,00, o custo de
escassez co, = $10,00. A taxa de demanda anual de refrigerantes estd relacionada diretamente
com o custo de marketing, isto é, D; = 10]\/[11 5 e 0 custo de producao unitario esta inversamente
relacionado a demanda, isto é, ¢y, = 5,050, L8 A 4rea para armazenagem para o primeiro

item é igual & a; = 3m?

e a area para armazenagem total disponivel para os cinco itens é
igual & A = 1125m2. O custo de escassez maximo total permitido para os cinco itens é igual &
62 = $0,425. Para o segundo item o custo de manutengao unitério é expresso por hy = 20%cy,,
o custo de preparacao corresponde a ¢z, = $120, 00, o custo de escassez é dado por cs, = $9, 00.
A taxa de demanda anual corresponde a Dy = 11M21 ¢ 0 custo de produgao unitério é definido

- ~1.6 , . . ~ .
pela expressao cy, = HM, 7. J4 no caso do terceiro item, o custo de manutengao unitario

corresponde a hg = 40%co,, com custo de preparacao c3, = $110,00 e custo de escassez igual
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a co, = $11,00. A taxa de demanda anual corresponde a D3 = 12]\/[3} 3 e 0 custo de producao
unitario tem como expressao co, = 9, 25M; Y70 quarto item tem como custo de manutencao
unitario hy = 10%cy,, custo de preparagao cz, = $90, 00 e custo de escassez igual a cp, = $8, 00.
A taxa de demanda anual é expressa por Dy = 8M 41 ® ¢ 0 custo de producdo unitério é igual a
co, = 0,2M, 1% E o quinto e dltimo item considerado tem como custo de manutencio unitério
hs = 16%cy,, custo de preparagdo cz, = $140,00 e custo de escassez igual a ¢y, = $12,00. A
taxa de demanda anual corresponde a D5 = 9M41 ¢ 0 custo de producdo unitario ¢ definido
por a co, = 9, 15M4_1’9.

A seguir sao mostrados os nove problemas de planejamento de estoques e marketing
com cinco itens escalarizado pelo método das métricas ponderadas resultantes da escolha de
p=1,2, coedospesos w; =ws = 0.5, w; =0.4, wy =0.6 e w =0.6, wy = 0.4 considerando-
se que os vetores objetivos ideais também foram obtidos por meio do algoritmo da Condensacao
com Gpposy por meio dos problemas associados a cada funcao objetivo.

Todos os problemas escalaridados pertencem a classe de problemas de programacao
geométrica signomial e as solugoes obtidas sao de minimo local. Como os pesos considerados
sao positivos, pelo Teorema (11) juntamente com a afirmacao referente as solugoes de minimo
locais descrita no capitulo 4 para o método das Métricas Ponderadas, garante-se que as solucoes
obtidas sao solucoes localmente eficientes para o problema de planejamento de estoques e mar-
keting com 5 itens bi-objetivo original.

Quando p = 1,2 e p = oo obtém-se dos problemas generalizados (5.25), (5.26) e (5.27)
apresentados no capitulo 5 os problemas de planejamento de estoques e marketing escalarizados
formulados e descritos a seguir para cinco itens (6.29), (6.33) e (6.37), respectivamente. Do
problema (6.29) foram obtidos trés novos problemas: (6.30), (6.31) e (6.32). J& com do pro-
blema (6.33) resultaram os problemas: (6.34), (6.35) e (6.36). Por fim, com o problema (6.37)
resultaram os problemas: (6.38), (6.39) e (6.40).

O algoritmo da condensacao utilizado para resolver os problemas de PG signomiais
utilizando o Gpposy, da ferramenta Ggplab, como foi descrito na capitulo 4, apresenta uma
dificuldade no que se refere a escolha do ponto inicial ou ponto de referéncia que no caso deste
trabalho nao foi utilizada nenhum outro algoritmo para geracao de solucoes iniciais, com o qual
houvesse a garantia de que o ponto inicialmente fosse viavel para o problema escalarizado. Mas
mesmo para um ponto inicialmente inviavel, o algoritmo da Condensacao com Gpposy gera
na iteragao seguinte um ponto viavel, a partir do qual se obtém a convergéncia do algoritmo
da Condensacao com Gpposy para o problema executado e a solu¢ao de minimo local étima e

vidvel .
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Os valores dos parametros necessarios para a construcao de cada um dos nove problemas

escalares obtidos estao dispostos nas tabelas seguintes (6.41),(6.42), (6.43) e (6.44) considerando

como limitacoes a area de armazenamento total disponivel A = 1125.0m

escassez permitida 62 = 0.425.

2 ¢ o custo total de

Tabela 6.41: Valores do custo de manutencao h e do espago de armazenamento unitario a para o

i-ésimo item

h; Valor a; Valor
hy %{ylaf‘slM{ﬁl‘sl ay 3.0
ho %72a2_52M2_’8252 as 4.0
hs %73(1;63M3_6353 as 5.0
hy %7404154]\44_&‘54 ayq 6.0
hs %75045?55Mg6555 as 7.0

Tabela 6.42: Valores do parametros a e 3 para o i-ésimo item

«; Valor | 5; Valor
(0751 10 Bl 1.5
Q9 11 Bo 1.4
(6% 12 ﬁg 1.3
iy 8 B4 1.8
(071 9 65 1.6
Tabela 6.43: Valores do parametros co € c3 para o i-ésimo item
Cp; Valor | c3; Valor
C21 10 C31 130
C292 9 C32 120
Ca3 11 C33 110
Co4 8 C34 90
Cas 12 C35 140
Tabela 6.44: Valores do pardmetros § e v para o i-ésimo item
0; Valor | v; Valor
6 1837 [ v 5.05a%
0y 168" | 5ay?
65 17851 | v3 5.250%
60 L5B7Y | v 5.20%
05 1.9651 |45 5.15a%

Problema restrito associado a funcao objetivo de custos de estoques

totais multi-item

O problema particular (6.28) resultante do problema (5.23) com a substituigao dos

parametros por seus valores numéricos fornecidos pelas tabelas (6.41) - (6.44) é dado por:
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Minimize 3.1878125M; *5Q; — 6.375625M; *°S7 + 3.1878125M,>°Q; ' Si+
1300M5Q7 + 5S2Q7" + 2.5M532Qy — 5M, 3253 4+ 2.5M532Q5 1 52+
1320M}4Q5 " + 4.582Q5 " + 5.5125 M5 34Q3 — 11.025 M5 >4 53+
5.5125M;24Q5 1 S2 + 1320M13Q5 " + 5.552Q5 " + 1.352M,°Q4 — 2.704 M, > S?
+1.352M,;7°Q; 1 S? + T20M{8Q T + 452Q7 " + 2.1218 M *8Q5 — 4.2436 M5 >° S2+
2.1218 M **Q51S2 + 1260M25Q5 " + 652Q5
Sujeito & 0.00266666666666667Q; — 0.00266666666666667S; + (6.28)
0.003555555555555560Q05 — 0.00355555555555556.95 + 0.00444444444444444Q);
—0.00444444444444444.55 + 0.00533333333333333Q,4 — 0.00533333333333333,

+0.006222222222222220)5 — 0.0062222222222222255 < 1

11.764705882352907 152 + 10.5882352941176Q; 152 + 12.9411764705882Q; 152
+9.41176470588235Q7 152 + 14.1176470588235Q5 152 < 1
M;,Q;,S; >0, Vi=1,---,5.

Tabela 6.45: Solugdes usando Condensacao com Gpposy

Variavel Valor Variavel Valor

M, 1.99110551338727 Q4 19.746971129641
My 1.78228131025992 Qs 37.4274876499104
M5 2.1811175040373 St 0.777610937367014
My 1.02262922129133 S5 0.932595755176853
M 1.36554771773011 S3 0.865293156892624
1 76.2538187797893 Sy 0.885428753390862
Q)2 58.3510334685863 Sk 0.755890842767906
Q3 60.6707318292347

Tabela 6.46: Valor da funcao objetivo de custos totais de estoques e Viabilidade das Restrigoes usando

o algoritmo da Condensacao com Gpposy

Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC,

363.691417010601

g1
g2

0.772650149115816
0.999999987089856




Problema irrestrito associado a funcao objetivo de custos de
marketing total multi-item
Minimize 50.5M; % 4+ 10M?2° 4 55M; %% + 11 M2* + 63M;

+12M33 + 41.6 MD3 + 8M2® + 46.35M5°% + 9M2-6
Sujeito a M; >0, YVi=1,---.5
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Tabela 6.47: Solugao e valor da funcao objetivo para o problema irrestrito custos de marketing por

condensagao para o problema multi-item

Variavel Valor Func obj Valor CondensGpposy
M, 0.836202865559064
M, 0.714109658475607
Ms 0.966868044778282 TC 252.930309915449
M, 5.18157763603197 - 1036
Ms 0.835705951660194

Problema escalarizado com cinco itens para p =1

Minimize gfyl a7 My B0, —
w102152
201

wn - 5 wn - §2 ~— _
— 3y My RS 4+ ok 2252M 005155 + wies, a0 My Qy !

’U)Q’}/QOZQ ‘SQM’BQ(1 %) 4 woia M, 1402

71 ; 2(51]\4 2515152

4 8

wlcgloclMlﬁlel 102 Qg

2Q>

2w1 2
5
w1 _ Y _ _
- 732) 3253M 2033 3Q3152—|—w1033043M’33Q31

5

w1 Coy Sa el )

2Qs

—26. 28340
74044 4]\44 Ba 452

2
+w1034a4M4 Q4 2@
2W1 o o5 285 iwl
71 M 505
95 1595 @5 - 25

B -1 4 W1 C2, 55
w1035055M5°Q5

. 2Qs
Sujeito & Z (%Qi — j&) <1

=1
5
C2, 102
S;
Z <2C'2Q )

Mi,Qi,SZ'>O, Vi=1,---,5.

M 1+83 W1 o *254M 2[3404
02 METRO Q=15 2

SQ
1U1024 +w2’Y4Oéi 54M54(1 04) + wyay M +ﬁ4+

2w
.7‘ [ 1 1 - [ —
72 255 255 5 S2 ,72 255 M 265 5 Q ISQ

+w2’}/10& 51]\451 (1=01) | woa M, I+6 172 *252M

2
w102232

17% 1_261M 2,31(51@1 ]_SZ

23202 QQ

+

—25 20336 —205 2330:
73 ‘M 533@ — 18203 3M ,33352

074054 254M—2,8454Q 152

+ wyysas” ‘55M55(1 %) 4w 25 M — (i TCF 4+ woTCY)

(6.29)
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Problema escalarizado (p = 1) com cinco itens e w; = wy = 0.5

Minimize 1.59390625M;%°Q; — 3.1878125M; 3952 4-1.59390625M,; >°Q; 1 S+
650M1°Q7" + 2.582Q7" + 25.25M %3 + 5ME® + 1.25My *2Qq — 2.5My *252+
1.25M532Q5 152 + 660M3*Q5 " + 2.2552Q5" + 27.5M5 "2 + 5.5M24 + 2.75625M; >4 Q3 —
5.5125 M5 3482 4+ 2.75625 M5 ** Q5152 + 660M33Q3" + 2.7552Q5 " + 31.5M5 4 + 6 M23+
0.676 M, >Q4 — 1.352M;>S? + 0.676 M, >Q; *S? + 360M}2Q ' + 252Q ™ + 20.8 M3+
AMZ® 4+ 1.0609M;532Q5 — 2.1218 M #5852 + 1.0609 M5 *3Q5 152 + 630MI0Q5 " + 352Q;"
+23.175M5 %3 + 4.5M26 — 181.845708505301 — 126.465154957724

Sujeito & 0.00266666666666667(Q); — 0.00266666666666667.5; + 0.003555555555555560);
—0.00355555555555556.55 4 0.00444444444444444Q5 — 0.00444444444444444S5+
0.00533333333333333Q, — 0.005333333333333335 + 0.00622222222222222()5 —
0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q, 157 + 10.5882352941176Q5 1S3 + 12.9411764705882Q5  S2+
9.41176470588235Q; 1S + 14.1176470588235Q; 152 < 1

Mi,Qi75i>07 VZ:L,5
(6.30)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e w; = wy = 0.5:
to =[0.019 0.5 0.152  0.194 0.052130 0.135 0.0045  0.00721

0.0023  0.0064 0.00021 0.0032 0.00045 0.00069 0.000384 0.139]

Tabela 6.48: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e
w1, = Wy = 0.5

Variavel Valor Variavel Valor
M, 1.59407922396753 Qs 53.1506077562144
M, 1.47203874625396 Q4 16.7649072912721
M; 1.74352738063005 Qs 54.6151331111643
M,y 0.881658344733042 St 0.816171131785559
M;5 1.4265933706216 S 0.930760559621654
1 62.3240711763994 S 0.894217032392164
Q- 52.3519606685123 Sy 0.852686197013581
S 0.60995900922409

Tabela 6.49: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensa¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e w; = 0.5, wy = 0.5

Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 386.556556324263 g1 0.999999999526798
TC, 358.270975453126 92 0.999999995789852
Iteragoes 38

Tempo 1.16021485481481
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Problema escalarizado (p = 1) com cinco itens e w; = 0.4, wy = 0.6

Minimize 1.275125M;%%Q; — 2.55025M; 682 + 1.275125 M, *°Q ' S? + 520M Q'+
252Q7 +30.3M ;%3 + 6ME® + My 32Qy — 2My 3252 + My 32Q5 1 S2 + 528 M) 4Q5 t+
1.8520Q5" + 33My %% + 6.6 M2* + 2.205 M5 ** Q5 — 4.41 M5 3452 + 2.205 M5 *4Q5 1S3+
528M}3Q5 " +2.292Q5 " 4 37.8 M5 + 7.2M23 + 0.5408 M, Q4 — 1.0816 M S?+
0.5408 M, 3Q; 1 S2 + 288 M}8Q, ! + 1.652Q, " + 24.96 MY + 4.8 M?® + 0.84872M; **Qs
—1.69744 M5 >852 + 0.84872M;** Q51 S2 + 504MF6Q5 " + 2.452Q5-1 + 27.81 M5 "3+
5.4M2% — 145.47656680424 — 151.758185949269

Sujeito & 0.00266666666666667Q; — 0.002666666666666675; + 0.00355555555555556(02—
0.00355555555555556.95 + 0.00444444444444444Q5 — 0.0044444444444444455+
0.00533333333333333Q, — 0.00533333333333333.5; + 0.006222222222222220Q)5 —
0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q0; 17 + 10.5882352941176Q5 * S3 + 12.9411764705882Q; 52+
9.41176470588235Q; 1 S? + 14.1176470588235Q5 'S2 < 1

Mi,Qi,Si>O, VZ:1,75
(6.31)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e wy = 0.4, wy, = 0.6:
to =[0.36 0.152 0.0194 0.135 0.00024 0.14 0.045 0.721

0.23 0.064 0.0021 0.00032 0.00045 0.00069 0.000384 0.139];

Tabela 6.50: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e
w1 = 04, w9 = 0.6

Variavel Valor Variavel Valor

M, 1.50398556010289 Q4 13.4975921870392
M, 1.39193169774804 Qs 63.3514178168425
M5 1.65015441099855 St 0.777325889267043
M, 0.790771929268443 S 0.876662814899704
M5 1.43415637127823 S 0.848103164144935
1 57.1540043630364 Sy 0.812351237129947
Q- 49.2058417530777 S5 0.538677104621086
Q3 50.1986256202574

Tabela 6.51: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensa¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p=1e w; = 0.4, wy = 0.6

Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 402.660198808596 g1 0.999999994790745
TC, 345.26061594075 92 0.999999995007548
Iteragoes 42

Tempo 0.959083924814815
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Problema escalarizado (p = 1) com cinco itens e w; = 0.6, wy, = 0.4

Minimize 1.9126875M;*5Q, — 3.825375M; *S52 + 1.9126875M;,>°Q;*S? + 780M{°5Q;!
+382Q7" 4 20.2M %3 AMPS + 1.5M532Qy — 3M5 3252 + 1.5My32Q5 1S3 4 792M}4Q5 '+
2.752Q5" + 22M; %2 + 4.4M3* + 3.3075M; 3 Q5 — 6.615M; > S? + 3.3075M5 >4 Q5 1S3+
T92MI3Q5" +3.352Q5 " + 25.2M5 *t + 4.8 M3 + 0.8112M 2 Q4 — 1.6224 M, 2 S2+
0.8112M;3Q 1 S% + 432M}8Q; " + 2.452Q, " + 16.64 M3 + 3.2M?® 4 1.27308 M, **Q5—
2.54616M; 3852 + 1.27308 M >8Q5 182 4 756 MF0Q5 ' + 3.652Q5 1 + 18.54M; %3 + 3.6 M26
—218.214850206361 — 101.17212396618

Sujeito & 0.00266666666666667Q; — 0.002666666666666675; + 0.00355555555555556(02—
0.00355555555555556.95 + 0.00444444444444444Q5 — 0.0044444444444444455+
0.00533333333333333Q, — 0.005333333333333335; + 0.00622222222222222Q) 5 —
0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q, 1 S? + 10.5882352941176Q5 1S3 + 12.9411764705882Q5 * S3+
9.41176470588235Q, 1 S7 + 14.1176470588235Q5 152 < 1

Mi,Qi,Si>O, VZ:L,5
(6.32)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e w; = 0.6, wy = 0.4:

to=[71 46 33 26 61 11 14 43 20 24 17 15 10 18 90 54);

Tabela 6.52: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e
e wp = 0.6, wy = 0.4

Variavel Valor Variavel Valor

M, 1.67326222936996 Q4 18.5481190810788
M, 1.5399455917818 Qs 49.189048751141
M; 1.82676691785121 St 0.8237973352336
M, 0.937715129318456 Sy 0.949782186687704
M 1.41893324846888 S 0.906209191184098
ON 65.9585472810698 Sy 0.871403655648002
Q- 54.2489174594028 S5 0.658515256304861
Q3 55.0312455589481

Tabela 6.53: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensac¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p =1 e w; = 0.6, wy = 0.4
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 376.880621666535 g1 0.999999999807668
TC, 370.001181846266 92 0.99999999678131
Iteracoes 38

Tempo 0.807387165185185




181

Problema escalarizado com cinco itens para p = 2

1
Minimize (wiy? + woy3)?

sujeito a 75;_1;?]\/[—25161621 %M‘%‘“SQ 72;10251 M_2’8151Qf1512+
a 2%, _ C3,Q W5 s

EZTQ%M 25252@;15% iC;MBQQ; QTC*SzQQ 7§T‘°’CT My *"%Qs—

2 —204 —204 —204

227;;50* M‘2B55"’Q5152 07?:50@*5M@5QET 2;28* S20:" — C* <1 (6.33)
al” -5 _ a Q

%Mﬁ(l 51) | Tj*MHBl i 322(2)*64]\452@ 52>+T_;M21+B2+

737(;%;65 M§3(1_53) I TE*MIJFBS 4 4T(i‘* 54(1—64) 4 T(J* Lol

%M&“‘%) + e M Ty—é <1

i( L0, — )<1

=1

5
C2, 102
S;
Z(CQQ )

y17y27Mi7Qi7Si>O7 VZ:]-775

Problema escalarizado (p = 2) com cinco itens e w; = wy = 0.5

Minimize (0.5y7 + 0.5y§)%

sujeito o 0.00876515735840717M35Q, — 0.0175303147168143M 3052+
0.00876515735840717M;>°Q 11 S? + 3.57445883844465M1°Q1 " + 0.013747918609402552Q;
40.00687395930470124 M, *2Q5 — 0.0137479186094025 M, 2 S2+-
0.00687395930470124 M, 32Q5 152 + 3.62945051288226 M3-4Q5 ! + 0.012373126748462252Q);
40.0151570802668662 M, **Q5 — 0.0303141605337325M 5 3452+
0.0151570802668662M; > Q5 S% + 3.62945051288226 M 3Q5 + 0.015122710470342752Q5 !
+0.00371743719198243 M ;3@ — 0.00743487438396486 M, > S7 +
0.00371743719198243M,3Q; 157 + 1.97970027975396 M} 5Q; ' + 0.01099833488752252Q); "
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+0.00583406674108604 M **Q5 — 0.0116681334821721 M >® 52+
0.00583406674108604 M *8Q51S2 + 3.46447548956943 M 5Q5 " + 0.01649750233128352Q;
—0.0027495837218805y; < 1

0.199659740332748 M, % 4 0.0395365822441085M2° + 0.217451202342597 My ™4
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M ** + 0.0474438986929302M 23+
0.164472182135491 M- 4 0.0316292657952868 M2® + 0.183252058701443M; 3+
0.0355829240196976 M 26 — 0.00395365822441085y, < 1

0.00266666666666667Q); — 0.00266666666666667.5; + 0.00355555555555556()2 —
0.00355555555555556.5 + 0.00444444444444444Q5 — 0.00444444444444444 S5+
0.00533333333333333Q, — 0.00533333333333333.5; + 0.00622222222222222Q)5—
0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q1 152 + 10.5882352941176(Q; ' S2 + 12.9411764705882Q)5 1 S2+
9.41176470588235Q; 1S? + 14.1176470588235Q5 ' S2 < 1

Mi,Qi,Si>0, VZ:L,5
(6.34)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p = 2 e wy; = wy = 0.5:
t0 =[0.05 0.0036 0.0194  0.00135 0.0168 0.0025 0.314 0.014 0.045

0.0721 0.023 0.00064 0.0000021 0.000032 0.000045 0.00069 0.000384 0.114]";

Tabela 6.54: Solucao por condensagao para o problema escalarizado com cinco itens quando p = 2 e
ew; =wy =05

Variavel Valor Variavel Valor

M, 1.46350280341622 Qs 61.8841877251162
Mo, 1.35221828863504 S1 0.737451065712464
M; 1.60638799613015 S 0.829539760660608
M, 0.739969025070994 S 0.804269566098941
M 1.41008717848083 Sy 0.776546112453697
O} 53.7008944408897 S5 0.505922718928083
Q- 46.4131216294206 Y1 49.9113553291264
Q3 47.5407723166685 Yo 85.569600525555
Q. 11.5968667792091

Tabela 6.55: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensa¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p =2 e w; = we = 0.5
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 413.602772328126 g1 0.999999999968102
TC 338.499910434237 92 0.999999999973247
g3 0.950646178130906
g4 0.99999999743063

Iteracoes 44

Tempo 0.948008454814815
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Problema escalarizado (p = 2) com cinco itens e w; = 0.4, wy = 0.6

Minimize (0.4y? + O.GyS)%

sujeito a  0.00876515735840717M;*°Q; — 0.0175303147168143 M >652+
0.00876515735840717M;>°Q 11 5? + 3.57445883844465M°Q 7" 4 0.013747918609402557Q;
40.00687395930470124 M., *2Q5 — 0.0137479186094025 M, 252+
0.00687395930470124 M, *2Q5 152 4 3.62945051288226 M-4Q5 ' 4 0.012373126748462252Q; "
40.0151570802668662 M, **Q5 — 0.0303141605337325M 5 3452+

0.0151570802668662M; **Q5*S2 + 3.62945051288226 M13Q5* + 0.015122710470342752Q5 "
+0.00371743719198243 M, 2@, — 0.00743487438396486 M, > S2+
0.00371743719198243M,3Q; 157 + 1.97970027975396 M} -8Q; " 4 0.01099833488752252Q; "+
0.00583406674108604M;>*Q5 — 0.0116681334821721 M *5524-
0.00583406674108604 M5 *8Q5 1 S2 + 3.46447548956943 M 5Q5 " 4 0.01649750233128352Q5
—0.0027495837218805y; < 1

0.199659740332748 M %% 4 0.0395365822441085 M5 + 0.217451202342597 M, *2+
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M5 %4 + 0.0474438986929302M 33 +
0.164472182135491 M3 4- 0.0316292657952868 M2 + 0.183252058701443 M5 3+
0.0355829240196976 M26 — 0.00395365822441085y, < 1

0.00266666666666667Q, — 0.00266666666666667.5; + 0.00355555555555556(5—
0.00355555555555556.95 + 0.00444444444444444Q5 — 0.00444444444444444.55+
0.00533333333333333Q4 — 0.00533333333333333.5; + 0.00622222222222222()5 —
0.006222222222222225;5 < 1

11.7647058823529Q7 " S? + 10.5882352941176Q5 1S3 + 12.9411764705882Q5 1 52+
9.41176470588235Q; 152 + 14.1176470588235Q5 ' 52 < 1

Mini7Si>07 \V/’l:].,,5
(6.35)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p = 2 e w; = 0.4, wy = 0.6:
t0 = [0.019 0.5 0.152 0.194 0.052130 0.135 0.0004 0.014 0.042

0.0721 0.00023 0.064 0.0000027 0.00432 0.0045 0.00069 0.000384 0.119]";
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Tabela 6.56: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando
p=2ew1:0.4, U}2:06

Variavel Valor Variavel Valor
M, 1.42568321650951 Q4 9.81243815689184
M, 1.31393783869195 Qs 57.8691651341609
M; 1.56484817529182 Si 0.692045888005311
M, 0.688948953309046 Sy 0.777196580271697
Ms 1.37547882598106 S 0.754793601891549
Q1 50.2338379081048 Sy 0.736810152464338
Q- 43.4468838366205 S5 0.474702677550423
Q3 44.7013100005738 Y1 61.757476705111
Yo 79.0383060416746

Tabela 6.57: Valores das funcoes objetivo e viabilidade das restricoes por condensacao com
Gpposy para o problema escalarizado com cinco itens quando p =2 e w; = 0.4, wy = 0.6
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 425.448893703496 g1 0.999999999966411
TC, 331.96861595076 92 0.999999999974842
g3 0.884668188712838
g4 0.999999997549906
Iteracoes 49
Tempo 0.924466774814815

Problema escalarizado (p = 2) com cinco itens e w; = 0.6, wy = 0.4

Minimize (0.6y} + O.4y§)%

sujeito a  0.00876515735840717M;>°Q; — 0.0175303147168143 M *652+
0.00876515735840717 M *5Q15? 4 3.57445883844465M°Q 1" 4 0.013747918609402552Q1 '+
0.00687395930470124 M, 2@y — 0.0137479186094025 M, 3253+
0.00687395930470124 M, 32Q5 152 + 3.62945051288226 M14Q5* + 0.012373126748462252Q5 '+
0.0151570802668662 M, **Q3 — 0.0303141605337325M; 3452+

0.0151570802668662M; **Q5*S2 + 3.62945051288226 M13Q5* + 0.015122710470342752Q5 1+
0.00371743719198243M,3Q, — 0.00743487438396486 M, 252+
0.00371743719198243 M, 3Q, 152 + 1.97970027975396 M -3Q, ' + 0.01099833488752252Q);
+0.00583406674108604 M5 >*Q5 — 0.0116681334821721 M 552+
0.00583406674108604 M5 >8Q51S2 + 3.46447548956943 M5Q5 " 4 0.01649750233128352Q5
—0.0027495837218805y, < 1

0.199659740332748 M, %% + 0.0395365822441085 M 2° + 0.217451202342597 M, *2+
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M54 + 0.0474438986929302M 33+
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0.164472182135491 M9 + 0.0316292657952868 M 28 + 0.183252058701443 M5 O3+

0.0355829240196976 M2° — 0.00395365822441085y, < 1

0.00266666666666667Q)1 — 0.00266666666666667.S1 + 0.00355555555555556()2—

0.00355555555555556.55 + 0.004444444444444440)3 — 0.0044444444444444455+

0.00533333333333333Q4 — 0.0053333333333333354 + 0.00622222222222222()5— (6.36)

0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q7 ' S? + 10.5882352941176Q; ' S2 + 12.9411764705882Q; ' S2+

9.41176470588235Q; ' S? + 14.1176470588235Q5 ' S2 < 1

M;,Q;,S; >0, Vi=1---5.

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p =2 e w; = 0.6, wy = 0.4:
t0 =[0.05 0.0036 0.0194  0.00135 0.0168 0.0025 0.314 0.014 0.045

0.0721 0.023  0.00064 0.0000021 0.000032 0.000045 0.00069 0.000384 0.114])’;

Tabela 6.58: Solugao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p = 2 e
w1 = 0.6, w9 = 0.4

Variavel Valor Variavel Valor

M, 1.49939390247064 Qs 63.8829829209221

M, 1.38775014936631 St 0.774096909819388
M5 1.64540334979743 S 0.872582771190896
My 0.785220050060738 S 0.844422924875861
M 1.434496261473 Sy 0.80949118813668

1 56.856762968826 S5 0.534543098611874
Q2 49.0080455342119 Y1 39.9644923329787

Q3 50.0154694607831 Yo 91.6728919401831

Q4 13.2954640031382

Tabela 6.59: Valores das fung¢oes objetivo e viabilidade das restrigoes por condensagao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p =2 e wy = 0.6, wy = 0.4
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 403.655909338011 g1 0.999999999984688
TC 344.60320185199 92 0.999999999985602
g3 0.999999997826507
g4 0.999999998662438

Iteracoes 42

Tempo 0.822027444814815
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Problema escalarizado com cinco itens para p = oo

Minimize %)

2  —2671 —261 2 =261
w (8% _ (8% _ (0% _ _
sujeito 4 171 M 28101 Ql 71 1 M 28101 S2 714 A7 ar 28101 Ql 1sf+

STC’f 45TC* géTC*
%Mﬁ“@glsﬁ ?ﬁMﬁng 2TC*52Q2 ”ng;S My * Qg
—26- —263
—2”57(3‘001 MG ”5;3051 M Qs :7;5‘ Qs+ ;g* S305+
g i S
1— 51
71;%; M1 1(1- 51)+TCE*M1+51 +72T(2J* M2ﬂz(1 62)+TCV_5*M21+52+
25, 25,
73;%; szs(l—éa) 1 T‘?*Muﬂs I %;1(4]* Mf4(1—64) 1 T(J* M41+B4Jr
% Pe(1=0s) 4 To‘—éMQ% - m%@k <1
5
a; a;
2 (ZQ" A&) =1

C2; 1q2
> (sgarst) <

¢7Mi7Qi75i>07 VZ:l,,n

Problema escalarizado (p = o©) com cinco itens e w; = wy = 0.5

Minimize %

sujeito a  0.00876515735840717M 3@, — 0.0175303147168143M 3052+
0.00876515735840717M;>°Q 11 S? + 3.57445883844465M1°Q1 " + 0.013747918609402552Q;
40.00687395930470124 M, *2Q5 — 0.0137479186094025 M, 2 S2+-
0.00687395930470124 M, 32Q5 152 + 3.62945051288226 M3-4Q5 ! + 0.012373126748462252Q);
40.0151570802668662 M, **Q5 — 0.0303141605337325M 5 3452+
0.0151570802668662M; > Q5 S% + 3.62945051288226 M 3Q5 + 0.015122710470342752Q5 !
+0.00371743719198243 M ;3@ — 0.00743487438396486 M, > S7 +
0.00371743719198243M,3Q; 157 + 1.97970027975396 M} 5Q; ' + 0.01099833488752252Q); "
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+0.00583406674108604 M **Q5 — 0.0116681334821721 M >® 52+
0.00583406674108604 M *8Q51S2 + 3.46447548956943 M 5Q5 " + 0.01649750233128352Q;
—0.00549916744376099p < 1

0.199659740332748 M, % 4 0.0395365822441085M2° + 0.217451202342597 My ™4
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M ** + 0.0474438986929302M 23+
0.164472182135491 M- 4 0.0316292657952868 M2® + 0.183252058701443M; 3+
0.0355829240196976 M 26 — 0.0079073164488217¢ < 1

0.00266666666666667Q); — 0.00266666666666667.5; + 0.00355555555555556()2 —
0.00355555555555556.5 + 0.00444444444444444Q5 — 0.00444444444444444 S5+
0.00533333333333333Q, — 0.00533333333333333.5; + 0.00622222222222222Q)5—
0.0062222222222222255 < 1

11.7647058823529Q1 152 + 10.5882352941176(Q; ' S2 + 12.9411764705882Q)5 1 S2+
9.41176470588235Q; 1S? + 14.1176470588235Q5 ' S2 < 1

Mi,Qi,Si>0, VZ:L,5
(6.38)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo e wy = wo = 0.5:
t0=[0.19  0.0217 0.194 0.052130  0.0135 0.04  0.000045 0.0000721

0.000023  0.0000064 0.0000021 0.0000032 0.000045 0.00069 0.000384 0.0000139]';

Tabela 6.60: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo
ew; =0.5 wy=0.5

Variavel Valor Variavel Valor
M, 1.39155499501671 Qa4 8.2212689911988
My 1.27945551536674 Qs 54.3820867593513
M5 1.52756144861624 St 0.645755563333909
My 0.638571101610645 S 0.724143889376066
Ms 1.34419386580813 S 0.704261430778405
1 47.221657084778 Sy 0.697743476900919
Q2 40.8655439343053 S 0.44288191892423
Q3 42.2338918006104 © 36.6625317711042

Tabela 6.61: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensa¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo e w; = wy = 0.5
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 437.016480500218 [ 0.999999999855394
TC, 326.255373433036 92 0.999999999902657
g3 0.827250705388432
g4 0.999999990478456

[teracoes 50

Tempo 0.93073072037037
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Problema escalarizado (p = c0) com cinco itens e w; = 0.4, ws = 0.6

Minimaize ©

sujeito a  0.00876515735840717M;>°Q; — 0.0175303147168143 M >652+
0.00876515735840717M;>°Q 11 S? + 3.57445883844465M 1 °Q1 " 4 0.013747918609402557Q* +
0.00687395930470124 M., *2Q5 — 0.0137479186094025 M 2 524
0.00687395930470124 M, *2Q5 152 4 3.62945051288226 M3-4Q5 ' 4 0.012373126748462252Q; '+
0.0151570802668662 M5 >*Q3 — 0.0303141605337325 M5 >4 53+
0.0151570802668662M;5 >1Q5 1 S2 + 3.62945051288226 M13Q5 " + 0.015122710470342752Q5 '+
0.00371743719198243 M, 2Q, — 0.00743487438396486 M, > S?+
0.00371743719198243M,3Q; 157 + 1.97970027975396 M} 8Q; " 4 0.01099833488752252Q; "+
0.00583406674108604M;**Q5 — 0.0116681334821721 M *5524-
0.00583406674108604 M5 *8Q5 1 S2 + 3.46447548956943 M 5Q5 " 4 0.01649750233128352Q5
—0.00687395930470124¢ < 1

0.199659740332748 M %% 4 0.0395365822441085 M5 + 0.217451202342597 M, *2+
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M5 %4 + 0.0474438986929302.M 33 +
0.164472182135491 M3 4- 0.0316292657952868 M2 + 0.183252058701443 M5 3+
0.0355829240196976 M26 — 0.00658943037401808¢ < 1

0.00266666666666667Q, — 0.00266666666666667.5; + 0.00355555555555556(5—
0.003555555555555565, + 0.00444444444444444Q5 — 0.00444444444444444.S5+
0.00533333333333333Q4 — 0.00533333333333333.5; + 0.00622222222222222()5 —
0.006222222222222225; < 1

11.7647058823529Q7 " S? + 10.5882352941176Q5 1S3 + 12.9411764705882Q5 ' 52+
9.41176470588235Q; 1S + 14.1176470588235Q5 ' 52 < 1

Mini7Si>07 \V/’l:].,,5
(6.39)

Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo e w; = 0.4, wy = 0.6:
t0=[0.19  0.0217 0.194 0.052130  0.0135 0.04  0.000045 0.0000721

0.000023 0.0000064 0.0000021 0.0000032 0.000045 0.00069 0.000384 0.0000139]";
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Tabela 6.62: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo
e wp = 0.4, Wy = 0.6

Variavel Valor Variavel Valor
M, 1.3338788792758 Q4 5.46409096477852
M, 1.22137345061511 Qs 48.7663928684567
M; 1.46504343403825 St 0.543906897353768
M, 0.535181500109638 Sy 0.608422385110524
M 1.29113195385385 S 0.592950062726206
O} 42.3718629608272 Sy 0.61519207618683
Q- 36.7027226549187 S 0.372911564564764
Qs 38.2607039384307 © 38.2857145465387

Tabela 6.63: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigdes por condensa¢ao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p = o0 e wy; = 0.4, wy = 0.6
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 459.405703314156 g1 0.99999999982735
TC, 316.739834135438 92 0.999999999904155
g3 0.734264534317306
g4 0.999999990980109
Iteracoes 64
Tempo 0.924031034674331

Problema escalarizado (p = co) com cinco itens e w; = 0.6, wy = 0.4

Minimize ©

sujeito a  0.00876515735840717M;>°Q; — 0.0175303147168143 M, >652+
0.00876515735840717 M *5Q 1 5? 4 3.57445883844465M°Q " 4 0.013747918609402552Q1 "+
0.00687395930470124 M5 2@y — 0.0137479186094025 M, 3253+
0.00687395930470124 M, *2Q5 52 + 3.62945051288226 M} Q5 ' 4 0.012373126748462252Q5 +
0.0151570802668662 M, **Q3 — 0.0303141605337325M 5 3452
+0.0151570802668662M5 >1Q5S7 4 3.62945051288226 M33Q5* + 0.015122710470342752Q5  +
0.00371743719198243M,3Q, — 0.00743487438396486 M, 257+
0.00371743719198243 M, 3Q ;1 S? + 1.97970027975396 M} 8Q,* + 0.01099833488752252Q, '+
0.00583406674108604M; **Q5 — 0.0116681334821721 M *5S52+
0.00583406674108604 M **Q5 1 S2 + 3.46447548956943 M6Q5 ! + 0.01649750233128352Q;
—0.00458263953646749¢ < 1

0.199659740332748 M %% 4 0.0395365822441085 M5 + 0.217451202342597 M, 2+
0.0434902404685193 M2 + 0.249080468137884 M5 "4 + 0.0474438986929302M 23 +
0.164472182135491 M3 4 0.0316292657952868M2° + 0.183252058701443 Mz *3+
0.0355829240196976 M26 — 0.00988414556102712¢ < 1
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0.00266666666666667()1 — 0.00266666666666667.S7 + 0.00355555555555556()2—
0.00355555555555556.55 + 0.004444444444444440)3 — 0.00444444444444444.55+
0.00533333333333333Q4 — 0.005333333333333335 + 0.00622222222222222()5—
0.0062222222222222255 < 1 (6.40)
11.7647058823529Q; 1 S? + 10.5882352941176Q; ' S% + 12.9411764705882Q5 * S2+
9.41176470588235Q; 152 + 14.1176470588235Q; 1 S2 < 1
M;,Q;,S; >0, Vi=1.-- 5.
Ponto inicial para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo e w; = 0.6, wy = 0.4:
t0=0.19  0.0217 0.194 0.052130  0.0135 0.04  0.000045 0.0000721
0.000023  0.0000064 0.0000021 0.0000032 0.000045 0.00069 0.000384 0.0000139]";

Tabela 6.64: Solucao por condensacao para o problema escalarizado com cinco itens quando p = oo
ew; = 0.6, wy =04

Variavel Valor Variavel Valor
M, 1.44663013898358 Q4 10.796693603531
M, 1.33513186826773 Qs 60.0730636344043
M 1.5878284289939 S1 0.717794626020507
My 0.717712415810471 S 0.806842022259451
Ms 1.39465399909546 S 0.782864208475609
Q1 52.137147762286 Sy 0.759154925280453
Q- 45.0759195622688 S5 0.492406452252861
Qs 46.260178998665 © 33.0505663162651

Tabela 6.65: Valores das fungoes objetivo e viabilidade das restrigoes por condensagao com Gpposy
para o problema escalarizado com cinco itens quando p = co e w; = 0.6, wy = 0.4
Func obj Valor CondensGpposy Restricao Valor CondensGpposy

TC, 418.775694154768 ) 0.999999999863599
TC, 335.556725678583 92 0.99999999989116
g3 0.920898467434973
g4 0.999999989473139
Iteragoes 45
Tempo 0.833820791635494

Tabela 6.66: Valor minimo encontrado para T'Cy e TCy para o problema escalarizado de planejamento
de estoques e marketing multi-item.
Preferéncia TC, TC,
wy = 0.5, wy =0.5 p=1(386.556556324263) p = oo (326.255373433036)
wy =04, wy =06 p=1(402.660198808596) p = oo (316.739834135438)
wy = 0.6, wy =04 p=1(376.880621666535) p = oo (335.556725678583)

Observou-se que os valores obtidos na tabela (6.66) para as fungoes objetivo T'CYy e T'Cy
mostram que considerando os trés tipos de preferéncias, ou seja, w; = wy = 0.5, w; = 0.4, wy =
0.6 e w; = 0.6, wy = 0.4, os menores valores ocorreram quando p = 1 e p = 0o, respectivamente.

Nesse capitulo estao detalhados os resultados obtidos com o algoritmo da Condensacao
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usando Gpposy para duas aplicagoes particulares dos problemas escalarizados pelo método
das Métricas Ponderadas generalizados no capitulo 5, tanto no caso de um tnico item quanto
no caso multi-item. Tais aplicagoes estdao agrupadas segundo o tipo de problema: (1) nove
problemas de planejamento de estoques e marketing com um unico item; (2) nove problemas
de planejamento de estoques e marketing multi-item. Em ambos os grupos de nove problemas
foi feita uma subdivisao de problemas segundo a métrica ponderada aplicada p =1, 2, co e o

par de pesos utilizados wy, ws > 0 tais que wy + we = 1.
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Capitulo 7

Comnsideracoes Finais

O objetivo de solucionar os problemas bi-objetivo, tanto o caso do problema de planeja-
mento de estoques e marketing para um tnico item, cuja fonte foi o trabalho de Islam (2008),
quanto o problema de planejamento de estoques e marketing multi-item , foi alcancada.

Nesse trabalho foram desenvolvidos dezoito problemas de Programacao Geométrica sig-
nomiais, dos quais os nove primeiros foram dedicados ao caso de um tunico item e os nove
restantes para o caso multi-item. Tanto no caso de um tunico item quanto no caso multi-item
foi feita uma combinagao do tipo de métrica ponderada utilizada (p = 1, p =2 e p = 00) com a
escolha dos pares de pesos associados a funcao objetivo de custos de estoques totais e de custos
totais adicionais: (1) wy; = we = 0.5; (2) w; = 0.4 ¢ wy = 0.6; (3) w; = 0.6 ¢ wy = 0.4.

Obteve-se sucesso na viabilidade de solugao bem como melhores resultados para os valo-
res das funcoes objetivo de custos de estoques totais (7'CY) e de custos totais adicionais (7'Cs)
nos nove problemas de planejamento de estoques e marketing para caso de um unico item
quando comparados com a literatura (ISLAM, 2008), que serviu de base para a pesquisa de-
senvolvida. Para o problema de planejamento de estoques e marketing multi-item as solucoes
otimas obtidas também foram viaveis, mas nao foi possivel estabelecer um comparativo com a
literatura (ISLAM, 2008) ja que a mesma nao tratou do problema para o caso multi-item.

A escolha pelo método das Métricas Ponderadas para a escalarizagao dos problemas de
otimizacao multiobjetivo, responsavel por transformar o problema originalmente multiobjetivo
de Programacao Geométrica signomial em problemas com uma tnica funcao objetivo e que
ainda pertenciam a classe de problemas de Programacao Geométrica signomial, foi determinada
pela literatura base do presente trabalho (ISLAM, 2008).

Como a técnica classica de obtencao de solugao para problemas de Programacao Geométrica

signomial ¢ a Condensacao, foi realizado um estudo detalhado dessa técnica no capitulo 4 para
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que um algoritmo para obtencao de solugoes de minimo locais pudesse ser desenvolvido junta-
mente com o Gpposy, pertencente a ferramenta GGPLAB, e testado por meio de problemas
classicos da literatura (RIJCKAERT; MARTENS, 1978) e (BEIGHTLER; PHILLIPS, 1976) de
modo a obter as solugoes dos problemas escalarizados de planejamento de estoques e marketing
com um unico item e multi-item apresentadas no capitulo 6.

Todos os objetivos especificos foram cumpridos. No capitulo 3 estao descritos e resol-
vidos os modelos de estoques bésicos baseados na literatura (MUCKSTADT; SAPRA, 2010),
(AXSATER, 2006),(LIEBERMAN; HILLIER, 2010), (TAHA, 2008), (MURTHY, 2007) e (EI-
SELT; SANDBLOM, 2010). A teoria de Otimizagdo multiobjetivo, necessaria para transfor-
mar o problema multiobjetivo em um problema escalarizado foi tratada no capitulo 4, com a
apresentacao e demonstracao dos resultados e definicoes de métodos a posteriori com estabe-
lece a literatura (MIETTINEN, 1999), (CHANKONG; HAIMES, 2008), (EHRGOTT; 2005),
(COHON, 1978) e (JAHN, 2011). J4 a formulagao do problema multiobjetivo nao-linear de
planejamento de estoques e marketing proposto por Islam (2008) para um unico item e a gene-
ralizacao direta do caso de um 1nico item para o caso multi-item foi desenvolvida no capitulo 5.
O exemplo numérico considerado para n = 5 itens, do qual resultou nove problemas, como foi
descrito no capitulo 6, foram resolvidos por meio do algoritmo da Condensacao usando Gpposy
descrito no capitulo 4.

O algoritmo para a técnica de Condensagao com Gpposy se mostrou muito eficaz na
busca de solugoes para problemas de planejamento de estoques e marketing pois mesmo quando
a solucao inicial dada para o problema signomial resultante do método das Métricas Ponderadas
foi inviavel, o algoritmo da Condensacao com Gpposy gerou na iteragdo seguinte um ponto
viavel para o mesmo problema que a partir do qual se obteve a convergéncia do algoritmo e
a solucao de minimo local étima e viavel para o problema executado, mesmo com o aumento
de restrigoes, variaveis e termos, como no caso dos problemas de planejamento de estoques e
marketing para n = 5 itens.

Como em problemas de programacao geométrica signomiais s6 é possivel obter solugoes
de minimo locais e como os pesos considerados foram positivos,isto é, w; = 0.5,0.4 e 0.6 para
i =1,2 tal que wy +ws = 1, 0 Teorema (11) juntamente com a afirmagao referente as solugoes
de minimo locais descrito no capitulo 4 para o método das Métricas Ponderadas garante que
as solucoes obtidas com o algoritmo da Condensacao utilizando Gpposy sao solucoes ef