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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma introducao a teoria dos espacos mé-
tricos, buscando uma generalizagao de conceitos estudados num curso introdutoério de Ané-
lise Real. Inicialmente fazemos algumas consideracoes acerca da importancia da tematica.
Em seguida, revisamos os principais topicos estudados no escopo de um curso introdutoério
de Analise e que sao importantes para o nosso trabalho. Em seguida, apresentamos uma
introducao aos principais conceitos da teoria dos espacos métricos, apresentando também
diversos exemplos de espacos com esta estrutura. Por fim, para complementar o nosso
estudo, tratamos dos espacos métricos completos.

Palavras-chave: Anélise, espacos métricos, espacos completos.
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Abstract

The main purpose of this paper is to present an introduction to the theory of metric
spaces, searching for a generalization of concepts studied in the scope of an introductory
course of Real Analysis. Initially we make some considerations about the importance of
the theme. Next, we review the main topics studied in an introductory course in Analysis
that are important to our work. Next, we present an introduction to the main concepts of
the metric spaces theory, also presenting several examples of spaces with this structure.
Finally, to complement our study, we deal with the complete metric spaces.

Keywords: Analysis, metric spaces, complete spaces.
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Introducao

A Anélise Real é uma das disciplinas mais importantes nos estudos da chamada Mate-
mética Pura nos cursos de graduagao em Matematica, tanto Licenciatura quanto Bacha-
relado. As ferramentas que esta disciplina fornece ao estudante desse nivel o permitem
tratar o Calculo num contexto mais rigoroso e lhe abrem caminho para diversas outras
areas da Matemaética, como a Analise Funcional e a Topologia, para citar alguns exemplos.

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo introdutoério da teoria dos
espacos métricos. A escolha desta tematica surgiu durante a participacao do autor no
Programa Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica (PIBIC), durante os anos de
2016 a 2018.

A grosso modo, um espago métrico € um conjunto, de natureza arbitraria, onde se é
possivel definir/estabelecer distancias entre os seus elementos. Através desta estrutura é
possivel generalizar conceitos estudados em Analise, como sao os casos dos limites e da
continuidade de funcoes em R.

Este trabalho consiste de quatro capitulos. No Capitulo 1, fazemos algumas conside-
racoes historicas, ressaltando a importancia da generalizagao do conceito de distancia, a
importancia do rigor no estudo da Anélise e uma motivagao para o estudo dos espagos
métricos. Ao final do capitulo apresentamos quatro curtas biografias de mateméticos de
destaque na area de nosso estudo.

No capitulo 2 realizamos uma revisao dos principais topicos estudados num curso
introdutorio de Anélise Real e que sao base para nossa investigacao, dando enfase aos
nimeros reais, as sequéncias numéricas, a topologia na reta, ao limite de uma funcao real
numa varavel real e as fungoes continuas.

No capitulo 3 apresentamos os topicos mais importantes para um estudo introdutoério
acerca dos espagos métricos. Neste capitulo, definimos espago métrico e apresentamos
como exemplo o caso do proprio espago R, o espago euclidiano (R™) e o espago das
fungoes limitadas. Ainda neste capitulo apresentamos trés tipos de espagos métricos de
caracteristicas especiais: os espagos vetoriais normados, os espagos vetoriais com produto

interno e o produto cartesiano de espagos métricos.



Ainda no Capitulo 3 apresentamos a generalizacao do conceito de vizinhanga através
dos conceitos de bola e esfera, novamente apresentando exemplos. Os conjuntos limi-
tados sao também abordados neste capitulo, de modo que enunciamos e demonstramos
alguns resultados. Apresentamos as sequéncias em espacos métricos e trabalhamos com
as fungoes continuas, trabalhando resultados bésicos no contexto do estudo destas fun-
¢Oes na teoria dos espagos métricos. Ao final, apresentamos e demonstramos algumas
propriedades elementares.

O Capitulo 4 consiste de um complemento de nossos estudos, onde procuramos ge-
neralizar o conceito de corpo ordenado completo para espacos que nao possuem uma
ordem definida. Apresentamos os espacos tratando-os tanto em dimensao finita quanto
em dimensao infinita e apresentamos alguns espacos de sequéncias classicos: o espago
das sequéncias de escalares que convergem para zero, o espa¢o das sequéncias eventual-
mente nulas, o espago das sequéncias reais p-somaveis e o espagos das sequéncias quadrado

somaveis.



Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

Neste capitulo apresentamos algumas consideragoes iniciais (historicas, em particular),
sobre a importancia do estudo dos espacos métricos e destacamos alguns proeminentes
pesquisadores que contribuiram para o desenvolvimento desta teoria. As fontes das infor-

magoes aqui apresentadas foram [I], 4] [7, 12, [15] [16], 17] e [18].

1.1 A generalizacao do conceito de distancia e sua im-

portancia

O conceito de distancia é um dos mais importantes em Matemética. De fato uma
grande variedade de outros conceitos dependem exclusivamente desta ideia. Um bom
exemplo disso ¢é a ideia de limite, algo vital para o entendimento do calculo diferencial e
integral. Pensar em um nimero se aproximando de outro, mas nunca se igualar a ele, é
essencialmente perceber que sempre haverd uma certa distancia que os separa.

Com os estudos de Anélise Real (ou Analise na Reta), o estudante, de certa maneira,
reaprende toda a teoria que outrora estudara, desta vez com o rigor necessario para
compreender como estao fundamentados os conceitos que outrora aceitara sem esmerar-se
em seus pormenores, como ¢ o caso da continuidade, por exemplo.

Mesmo nos cursos de Anélise (em sua grande maioria) constata-se a auséncia de um
aprofundamento do estudo do conceito de distancia; para comprovar este fato basta con-
ferir alguns dos livros didaticos classicos utilizados nestes cursos, como [1] [12] e [I3] por
exemplo. Tal caracteristica é compreensivel, posto que foge do escopo da disciplina uma
investigagao mais detalhada de uma generalizacao do conceito de distancia. No entanto
essa tarefa é exatamente uma das pretensoes da teoria dos espagos métricos.

A teoria dos espagos métricos busca generalizar alguns conceitos estudados em Anélise



Real, especialmente aqueles relacionados aos conceitos topologicos. A disciplina Espacos
Meétricos é obrigatoria no curso de Bacharelado em Matematica e opcional na maioria dos
cursos de licenciatura. Infelizmente, ha casos em que nem como opcional essa disciplina
é oferecida. Devido a este fato, uma quantidade consideravel de licenciandos terminam
a graduacao sem uma nocao adequada acerca do conceito matematico de distancia com
o rigor que a teoria dos espagos métricos fornece, o que acarreta muitas vezes que estes
estudantes pensem erroneamente ja terem visto tudo, ou mais ainda, que ja aprenderam
tudo que o Célculo e a Anélise os tinham para oferecer.

A importéncia do estudo da teoria dos espacos métricos para a Matematica Pura reside
no fato de que este contetido é essencial para a compreensao de diversos outros ramos de
pesquisa, como por exemplo a Anéalise Funcional e a Topologia. No ambito dos estudos da
Licenciatura esta teoria fornece uma base soélida & compreensao do Célculo e da sua versao
rigorosa, a Anélise, disciplinas que sao de extrema importancia para o desenvolvimento
do estudo necesséario para que o professor de Matemaética da educacao bésica tenha uma
formagao plena e abrangente.

Ainda durante um curso de Anéalise Real, o aluno tem o primeiro contato com a Topo-
logia. Esta area da Matematica, como dito por Lima [11], procura estabelecer de maneira
generalizada a nogao de limite, as propriedades das fungoes continuas e dos conjuntos em
que estas fungoes tomam valores. Contudo, aponta Lima [IT], so6 se tem sentido determi-
nar o limite ou refletir sobre a continuidade de uma funcao, o dominio e o contradominio
da mesma, se a tal funcao possuir um certo tipo de estrutura chamada "espaco topolo-
gico". E sabido que todo espaco métrico é um espaco topoldgico, no entanto, pode-se
encontrar exemplos de espacos topologicos que nao sao espagos métricos.

A nocao de vizinhanca, estudada no curso de Analise Real, é mais intuitiva em espacos
métricos do que em espacos topologicos, sendo assim para uma compreensao adequada da
Topologia, deve-se primeiro estudar a teoria dos espagos métricos, posto que o estudante
pode realizar um estudo mais generalizado dos conceitos vistos no curso de Analise Real.

Existem diversos casos de alunos da Licenciatura que apés concluirem a graduacao
optam por uma poés-graduacao na area de Matematica Pura. Estes, porém, enfrentam
certas dificuldades no aprendizado, pois muitas das disciplinas que o Bacharelado oferece,
a Licenciatura nao contempla. Nestes casos, percebe-se a necessidade de um conhecimento

bésico acerca da teoria dos espagos métricos.

1.2 Sobre a necessidade do rigor em analise

No século XVII, os matematicos, levados pela grande aplicabilidade do calculo dife-
rencial e integral, chegaram a uma série de questionamentos que colocavam em cheque
a validade de muitos conceitos estudados e utilizados até aquele momento sem grandes

questionamentos e até de forma intuitiva.



Como bem descreve Eves [7], os mateméticos de outrora eram tangidos pela aplicabi-
lidade imensa do assunto e careciam de um entendimento real dos seus fundamentos. Eles
manipulavam os processos analiticos de uma maneira quase cega, muitas vezes guiados
apenas pela intuicdo. Como resultado, eles acumulavam absurdos, até que, como reacao
natural ao emprego desordenado do intuicionismo e do formalismo, alguns deles, cons-
cienciosos, se sentiram na obrigacao de tentar estabelecer uma fundamentacao rigorosa
para a analise.

Com o intuito de tornar a Analise mais rigorosa, surge na segunda metade do século
XIX o movimento que ficou conhecido como aritmetizacao da anélise. O principal objetivo
dos pesquisadores que contribuiram para este movimento era buscar a abolicao do uso da
intuicao geométrica das demonstragoes.

Como nos diz Eves [7], o primeiro a sugerir uma possivel solu¢ao para o estado du-
bitdvel dos fundamentos da Anélise foi o matematico francés Jean-le-Rond d’Alembert
(1717-1783), ao perceber, em 1754, que era necessaria uma teoria dos limites mais con-
sistente. Embora a sugestao parecesse de grande significancia, até o ano de 1821 nao
houve éxito em seu desenvolvimento. O primeiro matemético que de fato apresentou uma
solugao para o problema foi Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). A tentativa de Lagrange
baseava-se na representagao de uma fungao por uma expansao em série de Taylor, contudo,
tal empreendimento nao obteve o sucesso desejado.

Consta ainda em [7] que Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) po6s em prética com
éxito a sugestao de d’Alembert, e assim conseguiu desenvolver uma teoria de limites mais
rigorosa, de modo que através dela foi possivel definir continuidade, diferenciabilidade e
integral definida.

O matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) apresentou a
comunidade académica uma funcao um tanto quanto curiosa para a época. Esta funcao é
continua em todos os valores irracionais, no entanto, é descontinua para quaisquer valores
racionais. Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815 - 1897) por sua vez, apresentou
uma funcao que era continua e nao derivavel. Estas patologias fizeram os matematicos
perceberem que até entao a teoria dos limites estava baseada em conceitos intuitivos do
sistema de niimero reais.

Foi por intermédio de Karl Weierstrass e seus colaboradores, que a arimetizacao da
analise enfim se estabeleceu. Boa parte dos resultados obtidos por estes matematicos,
incluindo os trabalhos de Georg Cantor (1845 - 1918), que se preocupou em formalizar o
conceito de infinito dando o rigor matemaético, sao estudados de maneira introdutoéria na
graduagao, tanto na Licenciatura quanto no Bacharelado, na disciplina de Analise Real.

O conceito de espago métrico foi introduzido em 1906 por Maurice Fréchet (1878 -
1973). Nesta época a Analise Moderna, fundamentada no rigor, ainda estava comegando a
se desenvolver e a abordagem axiomatica da mateméatica nao era demasiadamente comum.

Os pesquisadores da época de Fréchet trabalhavam com diversos espacos, todos possuindo



nogoes distintas de convergéncia, de modo que para cada espaco era definida uma noc¢ao
diferente.

Devido as semelhancas que foram encontradas nestes espacos e nas varias nocgoes de
convergéncia, Fréchet percebeu a importancia da unificacao de todos argumentos. A partir
deste ponto ele propoe a axiomatizacao do conceito de distancia e prova que os espagos
outrora estudados separadamente sao todos exemplos de um tipo especial de espaco, "o
métrico". Assim, pode-se dizer que o conceito de espaco métrico é a axiomatizacao da

nogao de distancia.

1.3 Alguns personagens de destaque

Além dos matemaéticos ja citados neste capitulo, incluimos aqui quatro curtas biogra-
fias de pesquisadores que foram/serdo citados ao longo do texto e que julgamos impor-

tantes no ambito da teoria dos espacos métricos.

1.3.1 Maurice René Fréchet

Maurice René Fréchet (1878 - 1973) foi um proeminente matematico francés que em
sua tese de doutorado, defendida em 2 de abril de 1906, propoe pela primeira vez conceito
de espaco métrico, embora essa terminologia nao tenha sido utilizada por ele.

A importancia do trabalho proposto por Fréchet reside no fato de que ela apresenta
um sistema axioméatico da Analise, a0 mesmo tempo que fornece uma abordagem abstrata
para conceitos até entao estudados separadamente.

Fréchet foi o primeiro a usar a terminologia Espaco de Banach para se referir aos
os espagcos vetoriais normados completos munidos com a métrica induzida pela norma e
introduziu ainda os termos convergéncia uniforme e continuidade uniforme

Os trabalhos mais expressivos de Maurice Fréchet sao: Les Espaces abstrait de 1928,
Récherchés théoretiques modernes sur la théorie des probabilités de 1937, Introduction
a la Topologie Combinatoire de 1946, Pages choisies d’analyse générale de 1953 e Les
Mathématiques et le concret de 1955.

1.3.2 Felix Hausdorff

Felix Hausdorff (1868 - 1942), foi um matemaético alemao que deu consideraveis con-
tribuicoes para a matematica, ajudando a Topologia se tornar uma area de destaque na
pesquisa cientifica. Suas principais contribuigoes concentraram-se nas areas de Teoria
de Conjuntos e Topologia. Foi o primeiro a usar a terminologia "espaco métrico" para
descrever o objeto matematico proposto por Maurice Fréchet em sua tese de doutorado.

Nao foi apenas a Matematica que despertou o interesse investigativo de Hausdorff, o

alemao foi também influenciado pela astronomia. Sua tese de doutorado, " Zur Theorie der



astronomischen Strahlenbrechung", de 1891, por exemplo, tratou da refracao e a extingao
da luz na atmosfera. Trabalhou ainda nos campos da Filosofia e da Literatura e, nesta
ultima, publicou uma série de trabalhos sob o pseudénimo de Paul Mongré.

A partir de 1904 Hausdorff passa a trabalhar efetivamente nas areas em que é co-
mumente lembrado: a Topologia e a Teoria de Conjuntos. Ele introduz o conceito de
conjunto parcialmente ordenando e demonstra uma série de resultados para este tipo de
conjunto.

Em 1914, tomando por base o trabalho de Fréchet, Hausdorff publicou um de seus
trabalhos mais populares, a saber, Grundziige der Mengenlehre, onde apresenta a comu-
nidade académica resultados acerca da teoria dos espagos métricos e topologicos. Neste
trabalho é desenvolvido uma teoria que engloba os resultados conhecidos anteriormente
apresentando novos teoremas.

Dentre os principais trabalhos de Hausdorff destacamos aqui o jad mencionado Grundzige
der Mengenlehre de 1914 e Dimension und dausseres Mass, de 1919, em que introduz a

nog¢ao de dimensao de Hausdorff.

1.3.3 Stefan Banach

Stefan Banach (1892 - 1945) foi um matemético oriundo da Polonia que contribuiu
com importantes trabalhos em Analise Funcional, uma area da matematica cuja teoria
dos espacos métricos esta fortemente envolvida.

Na década de 1920, Banach introduz (embora a época nao tenha sido o tnico) de
maneira axiomatica o que Fréchet denominou de Espaco de Banach, nome utilizado até
hoje para designar os espagos vetoriais normados (reais ou complexos) que sao completos
com a métrica induzida por uma norma. A essa norma pode-se associar uma distancia,
que permite tratar do conceito de convergéncia com maior formalidade.

Banach apresentou diversos resultados em teoria dos operadores lineares e varios te-
oremas que carregam o seu nome até os dias atuais (como o Teorema de Hahn-Banach,
sobre a extensao dos operadores lineares continuos e o Teorema de Banach-Steinhaus,
sobre familias de aplicag¢oes limitadas, para citar exemplos).

Dentre as principais publicagoes de Banach destacamos o notavel Théorie des opéra-

tions linéaires, de 1932.

1.3.4 David Hilbert

Nascido em Kénigsberg, atual cidade de Kaliningrado, David Hilbert (1862 - 1943) foi
um dos mateméaticos mais prolificos de seu tempo. Os estudos desenvolvidos se traduzem
em importantes contribui¢oes para a Matematica.

O trabalho de Hilbert se concentrou em varias areas, sendo as principais a Geometria,

a Teoria dos Numeros (em especial a teoria dos numeros algébricos) e a Analise. Os



espacos vetoriais munidos com produto interno sao chamados Espacos de Hilbert em sua
homenagem.

No ano de 1900, Hilbert apresenta no 2° Congresso Internacional de Matematica vinte e
trés problemas que influenciaram substancialmente o trabalho dos pesquisadores até entao.
Alguns desses problemas estao abertos até os dias de hoje, como é o caso da Hipotese de
Riemann (esta aparentemente foi resolvida em 2018 pelo respeitado matematico Michael
Atiyah).

Ele recebeu diversas honrarias por suas contribuigoes a ciéncia, algumas que merecem
destaque ocorreram em 1905, quando recebeu mencao honrosa pela Academia Hungara
de Ciéncias; em 1910, quando foi agraciado com o Prémio Bolyai e em 1928, ano em que

foi eleito membro da Royal Society, de Londres.



Capitulo 2
Estudo do caso particular da reta

O objetivo desse capitulo é apresentar um espaco métrico bem particular e ja bastante
conhecido de todos: o espago (R, |-|), onde |- | é o modulo. Claro que, como dissemos na
introducao do trabalho, os cursos de analise em licenciaturas nao o apresentam como tal.

Faremos isso neste momento para que no préximo capitulo, quando de fato estudar-
mos um pouco da teoria abstrata de espacos métricos, ja tenhamos um bom exemplo e
possamos discutir diversos aspectos importantes relacionados a essa teoria.

Assim, faremos a revisao de alguns conceitos de Anélise Real estudados no escopo
de um curso de graduacgao. Pelo carater elementar que este contetiido possui em nosso
estudo, omitiremos as demonstragoes da maior parte das proposicoes apresentadas, nos
restringindo apenas as que sao essenciais. Outro fato que deve ser levado em consideragao
¢ o de que alguns conceitos mais ligados a Algebra foram tradados de maneira mais
pratica, sem maiores detalhes pois fugiria ao escopo deste trabalho o aprofundamento em
tais temas. Todo o capitulo esté baseado nas obras [1, 5 8, 12, 13] e [19], de modo que o

leitor que necessite de maiores detalhes poderéa consulta-las.

2.1 Numeros Reais

Quando dizemos que R é um corpo, significa que em R estao definidas as duas opera-
¢oes + : R x R — R chamada de soma, que para cada par ordenado (z,y), de elementos
x,y € R faz corresponder a sua soma z+y € Re - : RxR — R chamada de multiplicacao
(ou produto), que para cada par ordenado (z,y), de elementos z,y € R faz corresponder

o seu produto x - y € R, que satisfazem os axiomas:

i) Associatividade: (x +y)+z =2+ (y+2) e (x-y) -2z =z (y-2) para quaisquer
x,y,z € R.



ii) Comutatividade: para quaisquer z,y € Rtem-se x +y=y+z ez -y=1y- .

iii) Elementos neutros: Existem em R dois elementos distintos, chamados de 0 e 1, tais

que x +0=2x e x -1 =z, para quaisquer x € R.

iv) Elementos inversos: todo x € R possui um inverso aditivo —x € R tal que x+ (—z) =

0 e se z # 0, existe um inverso multiplicativo x=1 € R, tal que z - 27! = 1.
v) Distributividade: para quaisquer z,y,z € R tem-se z - (y +2) =z -y +x - 2.

Observagao 2.1.1 O conceito de corpo é, de fato, bem mais abstrato do que o que foi

apresentado, no entanto foge do escopo do nosso estudo entrar em maiores detalhes.

Dos axiomas acima resultam todas as regras familiares de manipulag¢ao no conjunto
dos niimeros reais.

Mais que isso, R é um corpo ordenado. Isso significa que existe um subconjunto
R* C R, chamado o conjunto dos mimeros reais positivos, que satisfazem as seguintes

condicoes:

C1 A soma e o produto de niimeros reais positivos sao positivos. Em simbolos: =,y €
Rt =z2z+yeRtexr -yeR.

C2 Dado z € R, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou z = 0, ou
r € RT, ou —z € RT.

Escreve-se r < y, e diz-se que x é menor do que y, quando y—z € RT, isto ¢, y = z+ 2z,
onde z é positivo. Neste caso, escreve-se também y > x e diz-se que y é maior do que X.
Em particular, > 0 significa que z € R*, isto é, que x é positivo, enquanto z < 0 quer
dizer que x é negativo, ou seja, que —x € R,

Valem as seguintes propriedades da relagao de ordem x < y em R:

(i) Transitividade: se x <y e y < z entdo = < z.

(ii) Tricotomia: dados z,y € R, ocorre exatamente uma das alternativas x = y, < v,

ouy < T.
(iii) Monotonicidade da adigao: se < y entdo, para todo z € R, tem-se x + z < y + z.

(iv) Monotonicidade da multiplicagdo: se x < y entdo, para todo z > 0 tem-se xz < yz.

Se, porém, z < 0 entao x < y implica yz > xz.

A relagao de ordem em R permite definir o valor absoluto (ou moédulo) de um nimero
real x € R, representado por |z|, pondo-se |z| =z se x > 0, [0| =0, e |z| = —z se < 0.

Noutras palavras, |z| = max {z, —z} é o maior dos nimeros reais = e —z.
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Proposicao 2.1.2 Se z,y € R entao:
(i) |z +y| < |z| + |y| (Desigualdade triangular).

(ii) [z -y[ =[] ly|.

Demonstragao. Vamos provar (i). Note que somando membro a membro as desigualda-
des |z| > x e |y| > y resulta |z| + |y| > x + y. De modo anélogo, de |z| > —x e |y| > —y
resulta || + |y| > —(z +y). Logo |z| + |y| > |z +y| =max{z +y,—(z+y)}. =

Proposicao 2.1.3 Sejam a,z,§ € R. Tem-se |x —a| < § se, somente se, a —§ < x <
a+90.

Demonstracao. Como |z — a| ¢ o maior dos dois ntimeros  — a ¢ —(z — a), afimar que
|z — al < d é equivalente a dizer que se tem z —a < J e —(x —a) < J, ouseja, r—a < J e
r—a > —J. Somando a, vem: [z —a| <d&Srx<at+der>a—-IdSa—0 <z <a+d.
]

De modo analogo mostra-se que |z —a| < d < a—0 <x <a+.

Em termos de intervalos, o que o teorema anterior afirma é que |z —a| < ¢ se, e
somente se, © € (a —€,a + €); e de modo anélogo, |z —a| < e se, e somente se, © €
[a—¢e,a+¢].

Partindo para uma abordagem geométrica, é conveniente pensar no conjunto R como
uma reta e os niimeros reais como pontos nesta reta. Neste caso a relagao = < y significa
que o ponto x esta a esquerda de y (e y a direita de x), os intervalos sdo segmentos de
retas e | — y| é tida como a distancia do ponto x ao ponto y.

Da Proposicao também segue que o intervalo (a— 9, a+9) é formado pelos pontos

que distam do ponto a menos do que 9.
Proposicao 2.1.4 Dados x,y € R, a distancia entre x e y é dada por |x — y|.

Demonstracgao. Seja d a distancia entre x e y. Se x < y entao d = y — x e neste caso,
lt —y|l=—(r—y)=y—ax=d. Casosejax >yentdiod=z—yel|lzr—y|l=z—y=d m
Veremos no préoximo capitulo uma generalizagao deste conceito através do estabeleci-

mento da noc¢ao de métrica.

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum a € R tal
que x < a, para todo x € X. Neste caso diz-se que a é cota superior de x. Analogamente
diz que o conjunto X C R é limitado inferiormente quando existe b € R tal que b < z,
para todo x € X. O numero b chama-se entao uma cota inferior de X. Se X é limitado

superior e inferiormente diz-se que X é limitado.

Definicao 2.1.5 Seja X C R limitado superiormente e nao-vazio. Um ntmero a € R
chama-se supremo do conjunto X, e escreve-se a = sup X quando este é a menor das

cotas superiores de X
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Definicao 2.1.6 Seja X C R limitado inferiormente e nao-vazio. Um ntmero b € R
chama-se ifimo do conjunto X, e escreve-se b = inf X, quando este é a maior das cotas

inferiores de X.

Quando ¢é dito que R é um corpo ordenado completo, significa que todo conjunto nao-
vazio, limitado superiormente X C R possui supremo a = sup X € R. De modo anéalogo,
todo conjunto nao-vazio, limitado inferiormente X C R possui infimo. Note que para este
caso o conjunto Y = {—z;x € X} é nao vazio e limitado superiormente, o que implica que
possui um supremo a € R. Dai, é facil ver que o niimero b = —a é o infimo do conjunto

Y.

Algumas propriedades da completude do conjunto dos nimeros reais sao:
i) O conjunto N C R dos nimeros naturais nao ¢é limitado superiormente;
.. ) . 1 .
ii) O infimo do conjunto X =< —;n € N éigual a 0;
n
iii) Dados quaisquer z,y € R, existe n € N tal que n-z > y.

Estas propriedades sao equivalentes e significam que R é um corpo arquimediano.

Outras propriedades interessantes de R dizem respeito a enumerabilidadeE], por exem-
plo: o conjunto R é nao enumerével e que todo intervalo nao degenerado em R é também

nao enumeravel.

2.2 Sequéncias de niimeros reais

Nesta Segao revisaremos as defini¢oes e principais propriedades ligadas ao estudo das

sequéncias de nimeros reais.

Definicao 2.2.1 Uma sequéncia de niimeros reais ¢ uma funcao = : N — R, que associa

a cada ntimero natural n um numero real z,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Para representar uma sequéncia é comum escrever (xy, T, ..., Tp,...) OU (Zy)nen, OU

()22, ou simplesmente (x,,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo é x,,.

Definicao 2.2.2 Uma sequéncia (z,,) ¢ dita limitada superiormente (respectivamente in-
feriormente) quando existe K € R tal que z,, < K (respectivamente z,, > K), para todo
n € N.

Caso a sequéncia x,, considerada seja limitada inferior e superiormente diremos apenas

que é limitada, ou seja, existe K > 0 tal que |z, | < K, para todo n € N.

IN#o entraremos em maiores detalhes deste conceito. O leitor que necessitar de maiores informacoes
poderé encontréa-las nas obras [[12], Capitulo 2] e [[13], Capitulo 3.
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Defini¢ao 2.2.3 Dada uma sequéncia = = (x,,)nen, uma subsequéncia de x é a restrigdo

da funcdo x : N — R a um subconjunto infinito N' = {n; < ny < ... <nj < ...} de N.

’ . .
Escrevemos ' = (Zn),en's OU (%, Tngs ooy Ty s ---), OU (T, Jnen Para indicar a sub-
A . /
sequéncia r = x|y .
Uma dos principais conceitos desta se¢cao é o limite de sequéncias de niimeros reais,

definido logo abaixo.

Defini¢ao 2.2.4 Diz-se que um nimero real a é limite de uma sequéncia (z,) quando

para todo nimero real ¢ > 0, dado de maneira arbitraria, pode se obter ny € N tal que

todos os termos z,, com indice n > ng cumprem a condicao |z, — a| < €. Escreve-se entao
0

a = lim z,,. em simbolos:
a=limz,.=.Ve>0,dngeN:n>nyg= |z, —a| <e.

O simbolo . = . significa que o que vem depois é a definicao do que vem antes.

De maneira geral, podemos dizer que a = lim z,, significa que todo intervalo aberto
centrado em a contém todos os termos x,, da sequéncia, salvo para um numero finito de
indices n (a saber, os indices n < ng), onde ng é escolhido em fungao do raio e do intervalo
dado.

Dizemos que uma sequéncia é convergente quando possui limite, e divergente quando
nao possui.

E conveniente lembrar aqui que, resulta diretamente da definicao de limite que

limz, =a < lim(z, —a) =0 < lim |z, — a| = 0.

A proposicao a seguir coleta alguns dos primeiros resultados estudados num curso de

analise sobre limites.

Proposicao 2.2.5 Seja (x,) uma sequéncia. Entdo:

i) (z,,) mao pode convergir para dois limites distintos, isto € se o limite de (x,) existe,

entao ele € unico.
ii) Se limz, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.
iii) Se (x,) converge, entio é uma sequéncia limitada.

Nos estudos de sequéncias de ntmeros reais, o estudo da monotonia recebe, pela sua

importancia, uma atengao particular.

Defini¢ao 2.2.6 Uma sequéncia (z,) chama-se mondtona quando se tem z, < x,.1,

para todo n € N ou entao x,.1 < x,, para todo n € N. No primeiro caso diz-se que
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a sequéncia (z,) é mondtona nao-decrescente e, no segundo caso, que (x,) é mondtona
nao-crescente. Caso tivermos x, < T,y (respectivamente z,, > ,.1), diremos que a

sequéncia é crescente (respectivamente decrescente).

Toda sequéncia mondtona nao-decrescente (respectivamente nao-crescente) é limitada
inferiormente (respectivamente superiormente) pelo seu primeiro termo. E facil ver que
a fim que uma sequéncia monotona seja limitada é necessério e suficiente que ela possua
uma subsequéncia limitada.

A proxima proposicao, cuja demonstragao apresentaremos, nos garante uma condigao

suficiente para que uma sequéncia seja convergente.
Proposicao 2.2.7 Toda sequéncia monotona limitada € covergente.

Demonstragao. Seja (x,) mondtona, digamos nao-decrescente, limitada. Escrevamos
X ={xy,...,2p,...} e a =sup X. Afirmamos que a = limz,. De fato, dado ¢ > 0, o
numero a — € nao é cota superior de X. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < z,, < a.
Assim,n >ng=a—c <y, <2, <a+eedailimz,=a n

Analogamente, se (z,) é nao-crescente, limitada entao limz, é o infimo do conjunto
dos valores de z,,.

Embora a limitacao nao implique em convergéncia, o préximo teorema nos mostra

uma caracteristica importante de uma sequéncia limitada de ntimeros reais.

Teorema 2.2.8 (Teorema de Bolzano - Weierstrass.) Toda sequéncia limitada de ni-

meros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Para provar a veracidade desta proposicao basta provarmos que toda
sequéncia (z,) possui uma subsequéncia monédtona. Diremos que um termo (z,) da
sequéncia dada é destacado quando z, > x,, para todo p > n. Seja D C N o con-
junto dos indices n tais que z, ¢ um termo destacado. Se D for um conjunto infinito,
D={n3 <ng <---<mng<---}, entdo a subsequéncia (x,),cp serda monodtona nao cres-
cente. Se, entretanto, D for finito seja n; € N maior do que todos os n € D. Entao x,,
nao ¢ destacado, logo existe ny > n; com x,, < x,,. Por sua vez x,, nao é destacado, logo
existe ng > ny com x,, < Tn, < T,,. Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia crescente
Ty < Ty <o < Ty, <---. W

Os proximas duas tltimas proposicoes apresentam algumas operagoes com limites de

sequéncia de niimeros reais.

Proposigao 2.2.9 Se limz, = 0 e y, € uma sequéncia limitada (convergente ou nao)

entdo lim(z, - y,) = 0.

Proposigao 2.2.10 Selimz, = a e limy, = b entao:
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i) lim(x, £y,) =a £0b.

iii) lim — =
n

2.3 Nocoes de topologia

A topologia é uma ramo da matematica no qual as noc¢oes de limite e continuidade
sao estudadas de maneiras generalizadas. Esta secao apresenta alguns conceitos basicos

de topologia referentes a subconjuntos da reta.

Definicao 2.3.1 Um ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um certo

niamero £ > 0 de modo que o intervalo aberto (a — ¢, a + ) esta inteiramente contido em

X.

O conjunto de todos os pontos interiores de X é chamado de interior do conjunto X,
e é representado por int X. Quando a € int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhanca
do ponto a. Dizemos que um conjunto A C R é aberto quando A = int A, ou seja quando

todos os pontos do conjunto A sao interiores.

Observagao 2.3.2 O limite de uma sequéncia pode agora ser reformulado através do
conceito de conjuntos abertos, ou seja, a = lim x,, se, e somente se, para todo aberto A

contendo a, existe ng € N tal que n > ng = z,, € A.

A proxima proposicao lida com as construgoes mais naturais a se considerar quando

tratamos de conjuntos: a intersecao e a uniao.

Proposigao 2.3.3 Valem as sequintes afirmacoes:

a) Se Ay e Ay sao conguntos abertos entao a interse¢ao Ay N Ay € um conjunto aberto.

b) Se (Ax),c, € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reuniao A = U Ay € um

AeL
conjunto aberto.

Um resultado imediato de a), na proposi¢ao anterior, é que a interse¢ao A;jNA;N...NA,
de uma quantidade finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto. Mesmo que por
b) a reunido de uma infinidade de conjuntos abertos seja ainda aberta, a interse¢dao de
uma quantidade infinita de abertos nao necessariamente é aberta, como mostra o proximo

exemplo:

Exemplo 2.3.4 Considere a familia de abertos A, = (—+, 1), n € N. Entao (), A, =

{0}. De fato, se z # 0 entdo existe n € N tal que |z| > %, logo z ¢ A,, donde = ¢ A.

Claro que {0} é fechado pois nao possui pontos interiores.
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A seguir, definiremos o conceito de ponto de fronteira de um conjunto X C R.

Definicao 2.3.5 Diz-se que um ponto a € X é um ponto de fronteira do conjunto X C R,
se toda vizinhanca V' de a contém pontos de X e do complementar de X, isto ¢, VNX # ()
e VN (R — X) # (. Chama-se fronteira de X ao conjunto formado por todos os pontos
de fronteira de X.

Apresentaremos a partir deste ponto a definicao e algumas propriedades elementares
dos conjuntos fechados, introduzindo primeiro o conceito de ponto aderente, ideia base

para os estudos que se seguem.

Definicao 2.3.6 Diz-se que um ponto a é aderente a um conjunto X C R quando a é

limite de alguma sequéncia de pontos z, € X.

E facil ver que todo ponto a de um conjunto X C R é aderente a X. Com efeito,
basta escolher x,, = a, para todo n € N.

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X, que é formado por todos os pontos
aderentes a X. Tem-se X C X. Se X C Y entdo X C Y. Um conjunto X diz-se fechado
quando X = X, isto ¢, quando todo ponto aderente a X pertence a X. Seja X C Y.
Diz-se que X é denso em Y quando Y C X, isto é, quando todo ponto b € Y é aderente
a X.

Exemplo 2.3.7 Q € denso em R.

A seguir apresentamos uma caracteriza¢ao dos pontos de aderéncia que segue direta-
mente da definicao. Este fato é consideravelmente ttil para a demonstracao de diversas

outras propriedades dos conjuntos fechados.

Proposicao 2.3.8 Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizi-

nhanca de a contém algum ponto de X.

Segue desta proposiciao que, a fim de que um ponto a nio pertenca a X é necessario
e suficiente que exista uma vizinhanca V > a tal que V. N X = (). Um outro resultado
advindo da proposi¢ao anterior é o fato de que o fecho de qualquer conjunto é um conjunto
fechado.

A proxima proposicao apresenta uma relacao entre conjuntos fechados e abertos que
simplifica consideravelmente a demonstragao da proposicao que a segue, que trata da

uniao e da intersecao de fechados.

Proposicao 2.3.9 Um conjunto ' C R € fechado se, e somente se, seu complementar
A =R —F ¢ aberto.

Proposigao 2.3.10 Sao vdlidas as afirmagoes:
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a) Se Iy e Fy sao fechados entio Fy U Fy € fechado.

b) Seja (F)\),c, uwma familia qualquer de conjuntos fechados entao a intersegio F =
ﬂ F\ € um conjunto fechado.
AeL
Muito embora exista a nocao de que um objeto nao pode ser duas coisas a0 mesmo
tempo, quando se trata de conjuntos abertos e fechados tais caracteristicas nao sao ne-

cessariamente excludentes.

Observacao 2.3.11 Os tunicos subconjuntos de R que sao simultaneamente abertos e

fechados séo () e R. Para uma demonstragao desse fato, veja ([12], pag. 136).

Um dos conceitos essenciais que esta por tras da definicao de limite é o de ponto de

acumulagao.

Definicao 2.3.12 Diz que um ponto a € R é ponto de acumulagio de um conjunto

X C R quando toda vizinhanca V' de a contém algum ponto de X diferente do proprio a.
Em simbolos: V N (X — {a}) # 0.

A definigao acima significa que dado qualquer € > 0, se (a —e,a +¢) N (X — {a}) #
0, entdo a é um ponto de acumulacdo. Indicamos por X o conjunto dos pontos de
acumulacdo de X. Portanto, a € X < a € X——M}. Se a € X nao é ponto de
acumulagao de X, diz-se que a é um ponto isolado de X. Isto significa que existe € > 0,
de modo que @ é o tnico ponto do conjunto X no intervalo (a — €,a + ¢). Caso todos os
pontos do conjunto X sejam isolados, chamamos este conjunto de discreto.

Apresentamos uma caracterizagao importante para pontos de acumulacao.

Proposicao 2.3.13 Dados X C R e a € R, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) a € ponto de acumulagdo de X;
ii) a é limite de uma sequéncia de pontos x, € X —{a};

iii) Todo intervalo aberto de centro em a contém uma infinidade de pontos de X .

Um fato que segue desta proposicao é que se o conjunto de todos os pontos de acu-
mulacao de um conjunto é nao vazio, entao este conjunto é infinito.
O préximo teorema nos apresenta uma nova versao do teorema de Bolzano-Weierstrass,

agora em termos de ponto de acumulacao.

Teorema 2.3.14 (Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto infinito limitado de nimeros

reais adimite pelo menos um ponto de acumulacao.
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Uma maneira alternativa de analisarmos um conjunto fechado é dada pela seguinte

Proposicao 2.3.15 Para todo X C R, tem-se X = X UX'. Ou seja, o fecho de um

conjunto X € obtido acrescentando-se a X os seus pontos de acumulagao.

Segue desta proposigao que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um conjunto

X C R seja fechado, é que se tenha X' C X.

Um conjunto X C R é dito compacto quando é fechado e limitado. Todo conjunto finito
é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um conjunto compacto. Por outro lado, (a,b) é
limitado mas nao é fechado, e portanto nao é compacto. A préxima proposicao estabelece

uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um conjunto X C R seja compacto.

Proposicao 2.3.16 Um conjunto X C R € compacto se, e somente se, toda sequéncia

de pontos em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia em X. Como X ¢é compacto, (z,) ¢ limitada
(pois X é limitado), logo pelo Teorema possui uma subsequéncia convergente, cujo
limite é um ponto de X (pois X é fechado). Reciprocamente, seja X C R um conjunto
tal que toda sequéncia (x,) em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto
de X. Assim, X é limitado porque, se nao o fosse, para cada n € N poderiamos encontrar
r, € X com |x,| > n. A sequéncia (z,), assim obtida, ndo possuiria subsequéncia
limitada, logo nao possuiria subsequéncia convergente. Além disso, X é fechado, pois, se
nao o fosse, existiria um ponto a ¢ X com a = limz,, onde cada =, € X. Neste caso,
a sequéncia (x,) possuiria nenhuma subsequéncia convergindo para um ponto de X, pois

todas as suas subsequéncias teriam limite a. Portanto X é compacto. m

Note que se X C R é um conjunto compacto, entao a = sup X e b = inf X, que
sao pontos de acumulacao de X, pertencem a X. Assim, todo compacto contém um
elemento minimo e um elemento maximo, ou seja, X compacto = 3 z1,x, € X tais que

r1 <z < 19, para todo z € X.

Para encerrar os nossos comentarios acerca dos conjuntos compactos, apresentaremos
o Teorema de Borel-Lebesgue. Antes porém é preciso definir o conceito de cobertura.

Chama-se cobertura de um conjunto compacto X a uma familia de conjuntos {C)}acr
cuja uniao contém X. A condicao X C |J,., C» significa que, para cada z € X, deve
existir (pelo menos) um A € L tal que z € C). Quando L = {\,..., \,} é um conjunto
finito, diz-se que X C C), U...UC), é uma cobertura finita. Se L' C L é tal que ainda se

tem X C Uy, Cy, diz-se que {C)/} v, € uma subcobertura de C.

Teorema 2.3.17 (Borel-Lebesgue.) Toda cobertura aberta de um conjunto compacto

possui uma subcobertura finita.

A reciproca deste teorema também é verdadeira, ou seja, se toda cobertura aberta de
um conjunto X C R possui uma subcobertura finita entdao X é limitado e fechado. (ver
[12], pag. 144 )
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2.4 Limites de funcoes

Nesta secao ¢ tratado o conceito de limite de maneira geral, onde consideraremos uma

funcao f : X — R, definida num subconjunto qualquer X C R.

Considere X C R um subconjunto de ntimeros reais, f : X — R uma funcao cujo

dominio ¢ X e a € X' um ponto de acumulacéo do conjunto X.

Definigao 2.4.1 Diz que o numero real L é limite de f(x) quando = tende para a, e

escrevemos lim f(z) = L, quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter
T—ra

d > 0 tal que se tem |f(z) — L| < &, sempre que € X e 0 < | — a] < . Em simbolos:

limf(z)=L.=.Ve>0,30>0:2€ X,0<|z—a|<d=|f(zx) - L| <e.

T—ra

Na defini¢ao de limite é essencial que a seja um ponto de acumulacao do conjunto X
mas é irrelevante que a pertenca ou nao a X, isto é que f esteja ou nao definida no ponto
a.

Nas condigoes da defini¢do, negar que se tem lim f(z) = L equivale a dizer que existe
um nimero € > 0 com a seguinte propriedade: pa?e? %odo 0 > 0, pode-se sempre encontrar
zs € X talque 0 < |zs —al <del|f(x)—L| >e.

A proposicao seguinte mostra que a desigualdade de dois limites num ponto a € R
implica na desigualdade das respectivas fung¢oes nos pontos em uma vizinhanca de a.

Proposigao 2.4.2 Sejam f,g: X — R, a € X, lim f(z) = L e limg(z) = M. Se
Tr—a

Tr—a

L < M entao existe 6 > 0 tal que f(x) < g(z), para todo x € X com 0 < |xs — al < 9.

Nesta proposigao a hipotese L < M pode ser substituida por L < M. Alguns corolérios

que seguem diretamente desta proposicao sao:

Corolario 2.4.3 Se lim f(x) = L < M entao eziste 6 > 0 tal que f(x) < M para todo
r—a
r€X com0<|x—al <.

Corolario 2.4.4 Sejam lim f(x) = L e limg(x) = M. Se f(z) < f(x), para todo

r—ra r—a

re X —{a} entdo L < M.

Tanto para a proposi¢ao anterior e seus corolérios quanto para o teorema seguinte
valem versoes analogas com > em lugar de <.

O resultado a seguir garante a existéncia do limite de uma funcao desde que, numa
dada vizinhanca, esta esteja limitada inferior e superiormente por duas outras funcoes

que convergem para o mesmo limite.
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Teorema 2.4.5 (Teorema do sanduiche.) Sejam f,g,h : X — R fungées, a € X'
e lim f(z) = limg(z) = L. Se f(z) < h(z) < g(z), para todo x € X — {a} entdo
lim i) =L

Como a nocao de limite é local, dadas as funcoes f,g: X — Rea € X', se existir
uma vizinhanga V' do ponto a tal que f(z) = g(z), para todo z # a em V N X e existe
o limite de f nesta vizinhanga, entdo existe lim g(x). Além disso, em caso de existirem,

r—a
esses limites serao iguais.

A préxima proposigao garante uma propriedade consideravelmente til: ela caracteriza
continuidade em termos de limite de sequéncias. O corolario que segue a proposicao,
embora possa ser demonstrado em termos de épsilons e deltas, é demonstrado aqui em

termos do método validado pela proposicao.

Proposigao 2.4.6 Sejam f: X — R ea€ X . A fim de que se tenha lim f(x) =L é
Tr—ra
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia (z,) em X —{a} com limx,, = a, tenha-se

lim f(z,) = L.

Demonstragao. Suponha, primeiro, que lim f(z) = L e que se tenha uma sequéncia
(x,) em X — {a} com limz, = a. Dado arbitrariamente e > 0, existe § > 0 tal que
r € X el < |r—al <6 implicam em |f(x) — L| < e. Existe também ny € N tal
que n > ng implica em 0 < |z, —a| < 0 (pois =, # a para todo n). Por conseguinte,
n > ng resulta em |f(x,) — L| < ¢, logo lim f(z,) = L. Reciprocamente, suponhamos
que (z,) em X — {a} e limz, = a impliquem que lim f(x,) = L e provaremos que se tem
lim f(z) = L. Com efeito, negar esta igualdade implicaria em afirmar a existéncia de um
grc;i?nero e > 0 com a seguinte propriedade: para todo n € N podemos achar z,, € X tal
que 0 < |z, —al| < l, no entanto, |f(z) — L| > €. Neste caso, teriamos (z,) em X — {a}

tal que lim f(z,) = a sem que limx,, = L Assim temos uma contradi¢do. ®

Corolario 2.4.7 (Unicidade do limite.) Sejam f: X — R ea € X'. Se lim f(z) =
Tr—a
L elim f(x) = M entao L = M.
Tr—a

Demonstragao. Supondo que lim f(z) = L e que lim f(z) = M com M # L, pela
proposicao anterior temos, para a‘ég(aia sequéncia () g;aX — {a} com limz, = a, que
ocorrem lim f(z,) = L e lim f(x,) = M. O Teorema parte a) garante que L = M,
ou seja um absurdo. m

Ainda como consequéncia da proposi¢ao anterior temos o seguinte

Corolario 2.4.8 (Operagoes com limites.) Sejam f,g : X — R fungées e a € X,
com lim f(x) = L e lim g(x) = M. Entao:
r—a Tr—a

i) lim [f(z) £ g(x)] = L+ M;

r—ra
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ii) lim [f(z)-g(x)] =L - M;

T—a
oo o f@) L
111) }:IE)I};M_M7 8€M7£O.

iv) Se lim f(z) =0 e g € limitada numa vizinhan¢a de a, tem-se lim [f(z) - g(x)] = 0.
Tr—a Tr—a

A ultima proposicao desta secao generaliza, para o contexto mais geral de funcoes, o

fato de que toda sequéncia convergente é limitada.

Proposigao 2.4.9 Sejam f: X — R ea € X'. Se existe lim f(z) entio f ¢ limitada
T—a

numa vizinhanga de a, isto €, existem 6 >0 e K > 0 tais que x € X, 0 < |[x —a| < =

|f(z)] < K.

2.5 Funcoes continuas

Apresentamos nesta secao a definicao e principais propriedades das func¢oes continuas,

no que diz respeito ao estudo destas no escopo da Analise na Reta.

Definicao 2.5.1 Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua
no ponto a € X quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal
que z € X e |x — a| < ¢ impliquem em |f(z) — f(a)| < e. Em simbolos:

Ve>0,30>0:z€ X, |z—a|<d=|f(x)— f(a)| <e.

Chama-se descontinua em a € X uma funcao f : X — R que nao é continua nesse
ponto. Isto significa que exite € > 0 com a seguinte propriedade: para todo > 0 pode-se
achar z5 € X tal que |zs —a| <0 e |f(zs) — f(a)| > .

Dizemos que uma funcao f : X — R é continua quando f é continua em todos os

pontos a € X.
Algumas observagoes pertinentes:

e A continuidade é um fenémeno local, ou seja, a funcao f : X — R é continua no ponto
a € X se, e somente se, existe uma vizinhanca V' de a tal que a restricao de fa VN X é

continua no ponto a.

e Se a é um ponto isolado do conjunto X, isto é, se existe § > 0 tal que XN(a—09,a+0) =

{a}, entao toda fungao f : X — R é continua no ponto a.

eSeac XNX, istoéseac X éum ponto de acumulacio de X, entdao f: X — R é

continua no ponto a se, e somente se, lim f(x) = f(a).
T—ra

e Ao contrario do caso de limite, na definicao de continuidade de uma funcao o ponto a

deve pertencer ao conjunto X e pode-se tomar x = a.
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Proposicao 2.5.2 Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a).
Eziste § > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X N (a — 6,a + 9).

M;(“)] ee=g(a)—c=c— f(a). Entao para todoe >0 e

Demonstragao. Seja ¢ =
f(a) + € = g(a) — € = c. Pela defini¢ao de continuidade, existem ¢; > 0 e dy > 0 tais que
reX,|r—al<d = fla)—e< f(x)<cex e X, |Jxv—a| <dh=c<gr) <gla)+e.
Seja § = min {d1,02}. Entaoz € X, |z —a| <d= f(zx) <c<g(z). m

Consequéncia imediata da proposi¢ao acima, a continuidade acarreta a permanéncia

de sinal da fungao:

Corolario 2.5.3 Se f : X — R continuas no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe 6 > 0
tal que, para todo x € X N (a —d,a+9), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

A préxima proposicao, equivalente a Proposigao [2.4.6] e, consequentemente, de de-

monstracao analoga, caracteriza uma fungao continua através do limite de sequéncia.

Proposicao 2.5.4 A fim de que uma fungio f : X — R seja continua no ponto a é
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X com limz, = a, se
tenha lim f(z,) = f(a).

Consequéncias imediatas da proposi¢ao anterior sao apresentadas no corolario seguinte,
também analogo ao Corolario [2.4.8

Corolario 2.5.5 Se f,g: X — R sao continuas no ponto a € X entao sao continuas

nesse mesmo ponto as fungoes f+ g, f-g: X — R, bem como a funcao f/g, caso seja

g(a) # 0.

Vale salientar que o dominio da fungao f/g estd bem definido: é o subconjunto de X
formado pelos pontos onde a fungao g nao se anula.
A proposicao seguinte garante que a composta de duas fungoes continuas num ponto

é também uma funcao continua neste ponto.

Proposigao 2.5.6 Sejam f: X — R continua no ponto a € X, g: Y — R continua
no pontob = f(a) €Y e f(X) CY, tal que a composta go f : X — R estd bem definida.

Entao go f é continua no ponto a.

Apresentaremos agora alguns resultados de fungdes continuas num intervalo. O teorema

seguinte é uma versao unidimensional do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Teorema 2.5.7 Seja f : [a,b] — R continua. se f(a) < d < f(b) entao existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) =d.
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Uma consequéncia deste teorema é que se I C R é um intervaloe f : I — R ¢é
continua, entdo f(I) é um intervalo. Se I = [a,b] é um intervalo compacto, entao f(I)
é também um intervalo compacto. No entanto, se I nao é fechado e limitado, f(I) pode

nao ser do mesmo tipo que /. E o que nos mostra o

Exemplo 2.5.8 Seja f : R — R dada por f(z) = sen z. Tomando sucessivamente os
intervalos abertos Iy = (0,7), I, = (0, %) e I3 = (0,7) temos f(I;) = [-1,1], f(I2) = (0,1)
e f(I3) = (0,1].

A préxima proposi¢ao nos garante que se uma bijecao f : I — J, entre intervalos, é

continua, entdo sua inversa f~!:.J — I também é continua.

Proposigao 2.5.9 Seja I C R um intervalo. Toda func¢ao continua injetiva f: I — R

¢ mondtona e sua inversa g : J — I, definida no intervalo J = f(I), € continua.

Apresentamos agora alguns resultados de compacidade relativos continuidade de fun-

coes.

Proposigao 2.5.10 A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma fun¢ao

continua f : X — R € um conjunto compacto.

Demonstragao. De acordo com a Proposicao devemos provar que toda sequéncia
(yn) em f(X) possui uma subsequéncia que converge para algum ponto em f(X). Com
efeito, para todo n € N temos y, = f(z,), com x, € X. Como X é compacto, a
sequéncia (x,) possui uma subsequéncia (z,),cy que converge para um ponto a € X.

Sendo [ continua no ponto a, do fato de termos lim z, = a, concluimos que, pondo
neN

b= f(a), temos b € f(X) e, além disso, lim y,, = lim f(z,) = f(a) =0. =
neN’ N’

ne
Um resultado imediato que decorre do fato acima é que toda funcao continua definida

num conjunto compacto ¢é limitada. E o que diz a seguinte consequéncia:

Corolario 2.5.11 Se X C R € um conjunto compacto entao toda func¢do continua f :
X — R € limitada, isto €, existe K > 0 tal que |f(z)| < K, para todo © € X.

O teorema seguinte, que também pode ser considerado consequéncia da proposi¢ao
anterior, garante a existéncia de valores méaximos e minimos para uma func¢ao continua

quando o seu dominio é compacto.

Teorema 2.5.12 (Weierstrass.) Seja f : X — R continua no conjunto compacto
X C R. Entao existem pontos x1,x9 € X tais que f(x1) < f(z) < f(x2), para todo
reX.
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Demonstracgao. Do que ja foi visto neste capitulo acerca da compacidade de conjuntos,
sabemos que o compacto f(X) possui um menor elemento f(zp) e um maior elemento
f(z1). Isto quer dizer que existem xg,x; € X tais que f(zo) < f(x) < f(z1), para todo
reX. n

Percebe-se aqui como a propriedade de ser compacto é importante. A préoxima propo-

sicao também é um importante reflexo da compacidade.

Proposicao 2.5.13 Se X C R € compacto entao toda bijecao continua f : X — Y C R

tem inversa continua g : Y — X.

Demonstragao. Tomemos um ponto qualquer b = f(a) em Y e mostremos que g é
continua no ponto b. Se nao fosse assim existiriam ¢ > 0 e uma sequéncia (y,) = f(z,)
em Y tal que limy, = b e |g(y,) —g(b)| > ¢, isto é, |z, —a|] > €, para todo n € N.
Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que limz, = ¢ € X, pois
X ¢é compacto. Tem-se ‘a' — a‘ > ¢ e em particular, ¢ # a. Pela continuidade de f,
limy, = lim f(z,) = f(a’). Como ja temos limy, = b = f(a), obterfamos f(a) = f(d’),

contradizendo a injetividade de f. m

2.6 Continuidade uniforme

Diz-se que uma funcao f : X — R é uniformemente continua no conjunto X quando,
para todo € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que z,y € X, |y — x| < d
implicam |f(y) — f(x)] <e.

Uma funcao uniformemente continua f : X — R é continua em todos os pontos
do conjunto X. No entanto, a reciproca desta afirmacao é falsa, como mostra o exemplo

seguinte.

Exemplo 2.6.1 A funcdo f: R* — R, definida por f(z) = I, ¢ continua. No entanto,
dado e, de modo que 0 < ¢ < 1, seja qual for o niimero § > 0 escolhido, tomamos um
nimero natural n > 3 ¢ pomos = %, y = o= Entao 0 <y <z < 4, donde |y — x| < §

porém |f(y) — f(z)|=2n—n=n>1>c¢.

Na continuidade uniforme pode-se fazer com que f(z) e f(y) se tornem tao proximos
um do outro quanto se queira, bastando que z,y € X estejam também préximos. A
proxima proposigao nos garante uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma fungao

seja uniformemente continua.

Proposicao 2.6.2 f : X — R ¢ uniformemente continua se, se somente se, para todo

par de sequéncias (x,), (yn) em X com lim(y, —x,) = 0, tenha-se lim [f(y,) — f(2,)] = 0.
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A préxima proposicao garante que se um conjunto for compacto, entao toda fungao
continua definida neste conjunto também é uniformemente continua, o que mais uma vez

mostra a importancia dos conjuntos compactos para o estudo da continuidade de fungoes.

Proposicao 2.6.3 Seja X C R compacto. Toda func¢ao continua f : X — R € unifor-

memente continua.

Demonstragao. Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam ¢ > 0 e duas
sequéncias (x,), (y,) em X satisfazendo lim (y, — z,) = 0 e |f(yn) — f(zn)| > ¢, para
todo n € N. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor, em vir-
tude da compacidade de X, que limz, = a € X. Entdo como y, = (y, — Tn) + Tn,
vale também limy, = a. Sendo f continua no ponto a, temos lim [f(y,) — f(z,)] =
lim f(y,) —lim f(z,) = f(a) — f(a) = 0, contradizendo que seja |f(y,) — f(x,)| > €, para
todon € N. m

A proposicao abaixo, cuja demonstragao omitiremos, nos traz resultados muito signi-

ficativos no contexto do estudo da limitacao e da existéncia de limites de fungoes:

Proposicao 2.6.4 Seja f: X — R um func¢ao uniformemente continua. Temos:
a) Se X € conjunto limitado, entao f é uma func¢do limitada.

b) Para todo a € X' (mesmo que a ¢ X ), existe lim f(x).
Tr—a
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Capitulo 3
Espacos Métricos

Neste capitulo vamos introduzir o conceito abstrato de espaco métrico, que generaliza
os conceitos vistos no capitulo anterior para conjuntos bem mais gerais. Buscaremos sem-
pre exibir novos exemplos da teoria e comparé-la com casos conhecidos. Alguns conceitos
mais ligados a Algebra, foram tratados de maneira menos detalhada, posto que partimos
do pressuposto de que o leitor possui familiaridade com temas estudados em cursos in-
trodutorios de Algebra Linear e Algebra Abstrata, por exemplo. O leitor que precisar de
maiores informacoes podera encontra-las facilmente nas obras indicadas na bibliografia
deste trabalho.

Toda a informagao aqui contida esta baseada nas obras 2], 3], 6, 10, 1] e [20]

3.1 Definicao e exemplos de espagos métricos

Antes de falarmos propriamente do que se trata um espaco métrico, ou seja, sua
definicao formal, precisamos definir o conceito de métrica.

Uma métrica num conjunto M ¢é uma aplicagao d : M x M — R, que associa a
cada par ordenado de elementos z,y € M um ntmero real, denotado por d(z,y), o qual
chamamos de distincia de = a y, de maneira que sejam satisfeitas as seguintes condigoes,

para quaisquer z,y,z € M:
Cl) d(z,y) =0z =1y;
C2) d(z,y) = 0;

C3) d(x,y) = d(y, v);

C4) d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).



A condi¢ao C3 afirma que d(z,y) é uma fungao simétrica das variaveis z e y. A
condi¢ao C4 ja é nossa conhecida: a desigualdade triangular.

Finalmente estamos aptos para definir o conceito de espago métrico.

Defini¢ao 3.1.1 Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto qualquer

e d é uma métrica em M.

A fim de dar maior praticidade a notacao empregada neste trabalho, salvo quando
nao houver eventual possibilidade de divida, diremos simplesmente "o espago métrico
M", deixando subentendida qual a métrica d que esta sendo levada em consideragao.

Aqui adentramos num cenério diferente de tudo o que foi mostrado no capitulo anterior.
Note que 14 todos os conceitos apresentados estavam alicercados no conjunto dos niimeros
reais e essa restricao nao ocorre aqui. Veja, quando definimos métrica o nosso conjunto
M pode ser qualquer tipo de conjunto, por exemplo, pode ser o proprio R, pode ser R2,
pode ainda ser o conjunto dos complexos (C) ou até mesmo o conjunto R". Assim sendo,
os elementos de um espago métrico podem ser de naturezas consideravelmente arbitrarias:
ntmeros, pontos, fungoes, vetores, matrizes, conjuntos, etc.

E importante salientar aqui que devido ao fato dos elementos de um espaco métrico
serem arbitrarios, algumas ideias tornam-se bastante contra-intuitivas. Por exemplo, a
partir de agora havera todo um sentido matematico, bem fundamentado, em considerar
a distancia de uma matriz a outra.

Para facilitar a comunicacao dos conceitos sempre trataremos os elementos de um

espaco meétrico como pontos.

Exemplo 3.1.2 (A métrica zero-um) De maneira geral podemos tomar qualquer con-
junto M e transformé-lo num espago métrico. Para isto basta que esteja definida a métrica
d: M x M — R, pondo d(z,y) =0,se x =y ed(z,y) =1sex#y.

Para mostrar a validade do exemplo citado precisamos mostrar que para esta métrica,
zero-um, valem todas as propriedades de métrica. Com efeito, a propriedade C1) é valida
pela propria definigdo da métrica zero-um. C2) também segue diretamente da definigao
pois, se  # y, d(z,y) =1 > 0. No caso de C3), se x = y, entao d(z,y) = 0 = d(y, x);
se por outro lado = # y, teremos d(z,y) = 1 = d(y,x). Finalmente, para o caso da
propriedade C4), se © = y, entao d(z,z) < d(x,y), ficando clara a igualdade. Se = # y,
entdo devemos considerar duas possibilidades: se x # z, entdo d(z,z2) = 1 < d(x,y) +
d(y, z); Por outro lado, se y # z, entdo d(z,y) =1 = d(y, z) < d(z,y) + d(z,y).

Voltemos novamente ao conjunto dos ntmeros reais. Como visto no Capitulo [2 a
Proposicao define a distancia entre dois pontos na reta real, no entanto, no contexto
de espacos métricos esta é apenas uma maneira, dentre varias outras, de se definir uma

métrica.
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Exemplo 3.1.3 Define-se uma distancia entre dois pontos z,y € R através da funcao

Nao é dificil mostrar que R munido da métrica do exemplo anterior é um espago
métrico, ou seja (R, d) é espago métrico. De fato as quatro propriedades se verificam
imediatamente através das propriedades elementares do valor absoluto e da desigualdade

triangular, vistas no capitulo anterior.

Nao é costume, nos estudos introdutoérios de Anélise, trabalhar com o espago R". No
contexto da teoria dos espagos métricos este espaco generaliza o caso da reta, abrangendo
os espacos R? e R3, estudados no contexto da Algebra Linear. Comumente chamado de
espago euclidiano, os pontos de R™ sao as listas * = (21, ...,z,) onde cada uma das n
coordenadas x; é um numero real.

Ha diferentes maneiras de se definir uma distancia entre dois pontos em R™. Por

exemplo, dados = = (x1,...,x,) e y = (Y1, ..., Yn ), €SCrevemos:

1) d(z,y) = V(@1 = 91)* + o + (20— yn)® = [Z(fv - yi)]

i=1
n

2) di(w,y) =|z1 — yi + oot — yal = Y| — uil

i=1
3) da(z,y) = max{|zy — y1], ., [Tn — yn|} = max|z; — yil.
1<i<n
As fungoes d, d; e dy : R” x R” — R sao todas métricas. Para o caso de d é comum o
emprego do termo métrica euclidiana. Sua origem vem da férmula para a distancia entre
dois pontos no plano em que sao consideradas coordenadas cartesianas.

Na préxima proposigao mostraremos, por exemplo, que o espago R™ é métrico munido

com a métrica euclidiana.
Proposicao 3.1.4 (R",d) é um espago métrico.

Demonstragao. Queremos mostrar que

(21, oy tn), W1y s Un)) = V(21 — 91)2 4 oo+ (20 — Yn)?

é uma métrica sobre o espago R". Verifiquemos entao a validade das quatro propriedades

da meétrica.
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C1) Temos

(21, s Tn), (Y1, oY) =0 & (21 —11)2 4 . + (0 —yn)2 =0
S (r1—y)?+ .+ (@ —y)?=0
& (w-y)'=0(1<i<n)

& x=y;,(1<i<n)

=

(xla 71:71) = (yla 7yn)

C2) Esta propriedade é 6bivia, pois se trata de uma soma de termos nao negativos.

C3) Podemos calcular

d((z1, s n), (Y1, ooy Yn)) = \/(:1:1 — 1)+ .+ (T — yn)?
= Vi — 212+ o+ (Yo — T0)?
= d((y1, - Yn)s (T1, -y ).

C4) Para mostrar a validade da desigualdade triangular, para este caso especifico de mé-

trica, faremos uso da Desigualdade de Minkowski (ver [20], pag. 68), cujo enunciado

nos diz que se x1, ..., T, € Y1, .., Y, SA0 NUMeEros reais entao:

i=1 i=1 i=1

Passemos entdao a demonstragao. Sejam = = (x1,...,2,),y = (Y1,.-,Yn) € 2

(z1, ..., 2n) pontos em R™. Entao:

[d(l’, Z)]2 = Z(mz Zi)2 = Z(xz —Yi +Yi — Zi)Q

IN
7
8
|
&
_|_l\3
G

= Z(iﬂz —yi)* + Z(?/z - 2i)

=1 =1

= [d(z,y) +d(y,2)]
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Logo, d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) e d ¢ uma métrica em R". m

Exemplos importantes de espagos métricos sao espagos de fungoes. Vejamos o caso do

espago de fungoes limitadas.

Definicao 3.1.5 Seja X um conjunto arbitrario. Uma funcao real f : X — R chama-se
limitada quando existe uma constante K > 0 tal que |f(x)| < K, para todo x € X.
Indicaremos com B(X;R) o conjunto das fungdes limitadas f : X — R.

Nao é dificil mostrar que a soma, a diferenca e o produto de fungoes limitadas sao tam-
bém limitadas. Definiremos agora uma métrica em B(X;R) pondo, para f,g € B(X;R)

arbitrarias,

d(f,g) = sup | f(z) — g(x)]. (3.1)

zeX
Esta é a chamada métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup. Vamos verificar

agora todas as propriedades que fazem de ({3.1)) uma métrica.

C1) Sejam f,g € B(X;R) e x € X. Temos:

d(f,g) = sup|f(x) —g(x) =0 < |f(z) —g(z)| =0

zeX

T
=
&
I
=3
S

C2) Esta propriedade é imediata devido as propriedades do médulo.

C3) Sejam f,g € B(X;R) e x € X. Temos:
d(f,9) = sup|f(z) = g(x)| = sup |= (= f(z) + g(x))| = sup |g(z) — f(x)].
rzeX zeX reX

C4) Sejam f, g, h € B(X;R). Para todo x € X temos:

£() = g@)] = 1f(@) = h(x) + h(a) - (@)
< (@) = hi@)| + lg(a) — h(x)
< sup|f(a) ~ h(z)] + sup h(x) - g(x)

d(f,h) + d(h, g)

Portanto, d( f, h)+d(h, g) é uma cota superior para o conjunto {|f(z) — g(x)| : x € X}

e assim

d(f,g) < d(f h)+d(h,g).
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Podemos pensar na interpretacao geométrica da distancia definida acima: seja X =
[a,b]. Dadas f,g : [a,b] — R limitadas, a distancia d(f, g) é o comprimento da maior

corda vertical que se pode tragar ligando o grafico de f ao grafico de g.

3.1.1 Espacos vetoriais normados

No escopo dos estudos de um curso introdutério de Algebra Linear é estudado o ambi-
ente dos espagos Vetoriaiﬂ, definindo-se as operacoes de soma de vetores e a multiplicacao
destes por escalares. Nesta secao trataremos dos espacos vetoriais normados, ambiente

em que as estruturas de espaco vetorial e espago métrico estao unificadas.

Seja E um espago vetorial real. Uma norma em F é uma fungado real || - || : £ — R,
que associa a cada vetor x € E o ntmero real ||z||, chamado de norma de x, de modo a

serem cumpridas as seguintes condigoes abaixo, para quaisquer x,y € E e A € R escalar:
Cl) [lz = 0e [lz| =0 2 = 0;

C2) [[A-xll = Al [l ;

C3) [l +yll < [lzll + [yl -

Definicao 3.1.6 Um espago vetorial normado é um par (E, ||-||), onde E é um espago

vetorial e [|-|| € uma norma em E.

Com frequéncia designamos um espago vetorial normado apenas por F, deixando a

norma subentendida.

Alguns exemplos de espagcos vetoriais normados sao (R, |[|-||), (R™ |-[[,) e (R™||[,),

pondo-se, para cada x = (1, ..., 7,) € R,

n

D) ol = /> (a7);

=1

n
i) [lofl, =) Jail;
i=1

iif) [[zfl; = max [z].

Vamos provar o caso (R, [|-],)-
Cl) [jz|l, =0« Z |z;| =0 < |x;| =0, para todoi € N < x; = 0, para todoi € N &

i=1
z=0.

'Para uma revisdo deste topico sugerimos as obras [[2], Capitulo 4], e [[10], Capitulo 1.]
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C2) [Azfly =D Azl =Y Azl = (A il = [A][|z]), -
=1 =1 =1

n n

C3) |lz+yl =Y |+l <Y (zal +1wal) = D Lol + Y Lyl = ] + |l
=1 =1

i=1 i=1
Portanto, (R, ||-|[;) é um espago vetorial normado.

Um exemplo interessante de espaco vetorial normado é o espaco das fungoes limitadas,

(B (X,R)), com a norma dada por || f|| = sup |f(z)|. Nao apresentaremos a demonstragao
zeX
das propriedades de norma aqui pois sao muito semelhantes as ja feitas para o espaco

métrico correspondente. E conveniente atentar para que nao seja confundido o simbolo
|| fIl, que designa a norma da fungao, com a fungao |f| : X — R tal que |f| (z) = |f(z)],

chamada de fungao valor absoluto de f.

A proxima proposi¢ao nos mostra que toda norma define uma métrica. Assim, todo
espaco vetorial normado torna-se um espago métrico por uma escolha conveniente da

meétrica.

Proposigao 3.1.7 A funcao d : E x E — R definida por d(x,y) = ||z —y| € uma

métrica sobre o espaco vetorial normado E.

Demonstragao. Verifiquemos as quatro propriedades da métrica.

Cl) dz,y)=|lr—y|=02-y=0=2=y.

C2) d(x,y) = ||z — y|| > 0, pela definigao de norma.

C3) d(z,y) = lz —yll = [[(=D)(y — 2) = [tlly = zll = ly — z[| = d(y, x).

C4) dz,z) = |lv—z| = lo—y+y—z=(z—y)+ =) < llz -yl + ly — 2| =
d(x,y) +d(y, 2).

Portanto d é uma métrica sobre £. m

A métrica da proposigao anterior, que provém da norma [|-||, ¢ dita uma métrica
induzida pela norma. As métricas d, d; e dy em R" sdo provenientes das normas ||-||, [|-||;
e ||-||,, respectivamente. A métrica do sup, no espaco das funcoes limitadas, é proveniente
da norma que acabamos de introduzir neste espago. E comum o emprego de ||f — g|| em
vez de d(f,g).

3.1.2 Espacos vetoriais com produto interno

Ja sabemos que a estrutura dos espacos vetoriais normados unifica as estruturas de

espagos vetoriais e espagos métricos. Contudo, aponta Kreysig [9], ¢ importante considerar
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(devido as diversas aplicagoes) a possibilidade de termos também nos espagos normados
algo anélogo ao produto interno de vetores e condigoes de ortogonalidade, isto é, nocoes
de geometria nesses espagos. Surge entao a necessidade de se verificar uma possivel
generalizacao destes conceitos para espacgos vetoriais arbitrarios, o que motiva o estudo

dos espacos vetoriais com produto interno.

Seja E' um espago vetorial real. Um produto interno em F é uma funcao (,) : ExE —
R, que associa a cada par de vetores z,y € F um numero real (x,y), chamado produto
interno de x por y, de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaixo, para quaisquer

xr1, %9,y € F e A € R arbitrarios:
P1) (71 +22,y) = (21,y) + (v2,9) ;
P2) (Az,y) =X (z,y);
P3) (z,y) = (y,2);
P4) x #0= (z,z) > 0.
Das quatro propriedades do produto interno resultam que
i) (z,0) =(0,y) = 0;
ii) (z,2) =0 & 2 =0;
i) (2,51 +y2) = (2, 91) + (2, 92) e (2,91 — 1) = (z,01) — (T, 42) ;
iv) (z,Ay) = Az, y);
v) Se (x,y1) = (z,92), para todo z € E. Entao y; = y».

Diz-se que o par (E, (,)) é um espago com produto interno.

A proxima proposi¢ao nos mostra que em todo espago com produto interno é possivel
definir uma norma e, por conseguinte, todo espago com produto interno é espago normado

e métrico.

Proposicao 3.1.8 Num espaco vetorial com produto interno, define-se uma norma de
um vetor € E pondo-se ||z| = \/(z,z), ou seja, ||z||* = (z,z).

Demonstragao. Note que pela propria defini¢ao, ||x|| > 0. Verifiquemos entao as pro-

priedades de norma.

Cl) |jz]| = /(z,2) =0< (z,2) =0 2 =0.

C2) ||Az| = /(x, Ax) = /A2 (z,2) = |\ \/{z,z) = |\ ||z]|, para todo A € R e x € E.
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C3) Para mostrar a validade de C3) faremos uso da desigualdade de Cauchy-schwarz
(ver [3], pag. 105): para quaisquer vetores x,y de um espago vetorial com produto

interno, se tem [(z, y)| < [|lz|[ - [ly]| -

Note que,

lz+yl®> = (e+y,z+y) = (x,2)+2(zy) + Yy

= |zl® +2 (@) + lyl* < =zl + 2 [z, )| + [y]?
< Alally + 212l Iyl + llyll?
= (l=ll+ llyl)?*.

Logo, [lz +yll < ll=[l + Iyl -

A norma definida na proposi¢do anterior é usualmente chamada de norma induzida

pelo produto interno.

Um exemplo usual de espago vetorial com produto interno ¢ R™, com o produto interno

dado por (z,y) =x1-y1 + ... + Ty - Yn.

Nem toda norma num espago vetorial £ provém de um produto interno. Nos casos

onde isso ocorre é valida a lei do paralelogramo, que nos diz que
2 2 2 2
2+ ylI* + llz —yl* =2 (=" + [lylI°) ,

consequéncia imediata da definicdo ||z]|* = (x, ) e das propriedades do produto interno.

n

Exemplo 3.1.9 A norma ||z||;, = Z |z;|| no espago euclidiano nao advém do produto
i=1

interno pois nao satisfaz a lei do paralelogramo.

Finalizamos esta secao com um exemplo importante de espago métrico que trabalha-

remos mais adiante em nosso estudo.

Exemplo 3.1.10 (Produto cartesiano de espagos métricos.) Sejam M, ..., M, es-
pacos métricos, cujas métricas indicaremos por dy, ..., d,, respectivamente. O produto
cartesiano M = M; x ... X M, é definido como o conjunto das listas = = (x1,...,2,),
onde x1 € My, ..., x, € M,.

Mostra-se sem grandes dificuldades que, munido de uma das trés das seguintes métri-

cas, M = My x ... x M, é um espaco métrico.

i) @(xa y) = \/dl(xhyl)Q +ee dn(xna yn)27
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ii) w@j?y) = dl(mla yl) +oeee dn(ajn?yn);
iii) S(ma y) = Inax {dl(xlayl)a T 7dn(xna yn)} .

Caso M = M x...x M, = R", retorna-se ao espaco euclidiano n-dimensional, produto

cartesiano de n copias do espaco R.

3.2 Bolas e esferas

Nesta secao trataremos de uma noc¢ao que desempenha um papel importante na teoria
dos espagos métricos. As nogoes de bola e esfera generalizam o conceito de intervalos (um
tipo comum de vizinhanga), dai sua importancia em nosso estudo.

Se a é um ponto num espaco métrico M qualquer, dado um ntmero real » > 0,

definimos:

Definicao 3.2.1 A bola aberta de centro a € M e raio r € R, é o conjunto B(a;r)
dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor do que r, ou seja, B(a;r) = {z €
M;d(z;a) < r}.

Defini¢ao 3.2.2 A bola fechada de centro a € M e raio r € R, é o conjunto Bla;r],
formado pelos pontoss de M que estao a uma distancia menor do que ou igual a r do
ponto a. Isto é Bla;r] = {x € M;d(x,a) <r}.

Defini¢ao 3.2.3 A esfera de centro a € M e raio r € R, é o conjunto S(a;r), formado

pelos pontos x € M tais que d(z,a) = r, ou seja, S(a;r) = {z € M;d(x,a) =r}.

Consideremos o espago R. Com a métrica d(z,y) = |z — y| (métrica usual da reta),
para todo a € R e todo € > 0, a bola aberta B(a, ) é o intervalo aberto (a —¢,a + €),
posto que |z —a| < € equivale a, —e <  —a < g, ou seja, a —e < x < a+¢e. De
modo anélogo, a bola fechada Bla, ¢] é o intervalo fechado [a — ¢, a + €] e a esfera S(a,¢)
consiste apenas dos pontos a —e e a + ¢.

Consideremos agora o espaco R?. Vejamos como sao as bolas nesses espacos com
diferentes métricas, como as definidas na Segao (3.1

Usando a métrica usual (euclidiana), sendo a = (ay, az), temos:

(2,9, (ar,a2)) = (@ —a) +(y—a)? <r
& (r—a)’+ (y—a)’ <rk

Logo,
B(a,r) = {(z,y) € R* (v — a1)* + (y — ap)*} < r*

e portanto temos o interior de um circulo de centro a e raio r.
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Levando em consideracao a métrica dy temos:
dy ((z,y), (a1,a2)) =max{|z —ai|, |y —as| <1} = |z —a1| <rely—as] <r
e assim
B(a,r) = {(x,y) ER? |z —a)| <rely—ay| < T}.

Observamos entao que esta bola representa o interior de um quadrado centrado em a
e lados de comprimento 2r paralelos aos eixos.

Caso seja escolhida a métrica d; temos:
dy ((z,y), (a1,a2)) =z —ay|+ |y —as] <r= |z —a1| <rely—as] <r.

logo,
B(G,T) = {(xay) € Rza ’.CC - al’ + |y - a2‘ < 7’} )

ou seja, esta bola representa o interior de um quadrado de centro a e diagonais de com-
primento 2r que sao paralelos aos eixos.

As situagoes acima descritas estao ilustradas na Figura 1.

Figura 1

; AN
: NZ

(x—a,)* + v-a,)* <r*. |x-a,|<re|y-a,|<r |x-a,|+|y-ay|<r

Fonte: LIMA, [11]

Nos trés casos apresentados a esfera S(a,r) é a fronteira da figura correspondente e

no caso da bola fechada temos, nos trés casos, Bla,r| = B(a,r) U S(a,r).

Consideremos agora f € B([a,b],R). Na métrica do sup, o que se é exigido para que

uma fun¢ao limitada ¢ : [a,b] — R pertenga a bola fechada B[f,r] é que,

sup {[f(z) — g(@)|; = € [a, 0]} <7,

ou seja, |f(x) —g(z)| < r, para todo x € [a,b]. Para interpretar este fato de uma
maneira geométrica consideremos o grafico G(f) = {(z, f(x)) € R*;x € [a,b]} da funcao
f. Chamaremos de faiza de amplitude 2r em torno de G(f) ao conjunto dos pontos (x,y)
tais que x € [a,b] e f(z) —r <y < f(z) +r. As fungoes g € B|f,r| sdo aquelas cujos
graficos estao contidos na faixa de amplitude 2r em torno do grafico de f, como nos

mostra a Figura 2. Quanto a bola aberta, se g € B(f,r) entao G(g) esta contido na faiza
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aberta, formada pelos pontos (z,y) tais que = € [a,b] e f(z)—r <y < f(x)+r. Mas pode

ocorrer o caso em que G(g) esteja nesta faixa e, apesar disto, seja sup [f(x) — g(z)| =,
z€la,b]

e portanto g ¢ B(f,r).

Figura 2

O
. N
U - - —— -

Fonte: LIMA, [11]

3.3 Conjuntos limitados

Um subconjunto nao vazio X de um espago métrico M chama-se limitado quando
existe uma constante K > 0 tal que d(x,y) < K, para quaisquer z,y € X. Quando se diz
que x,y € X implica em d(z,y) < K, significa que K é uma cota superior do conjunto das
distancias d(z,y) entre os pontos de X. Como descrito no capitulo anterior, a menor das
cotas superiores de um conjunto de ntimeros reais ¢ chamado de supremo deste conjunto.
Sendo assim, podemos definir o didmetro de um conjunto limitado X C M como o ntmero
real

diam (X) = sup {d(x,y);x,y € X}.

No caso em que X nao é limitado, escreve-se diam (X) = co. Isto significa que, dado
qualquer K > 0, podem-se obter pontos xy,y, € X tais que d(zg,yx) > K. Se X é
limitado e Y C X, entao também Y é limitado, de modo que diam (') < diam (X).

Quando trabalhamos o conceito de diametro de um conjunto X, é necessario supor

que X # (. Isto sera admitido implicitamente.

Um primeiro fato interessante:

Proposicao 3.3.1 Toda bola B(a,r) € um conjunto limitado e seu didmetro nao excede
2r.

Demonstracao. Dados z,y € B(a,r), entdao d(z,y) < d(x,a) +d(a,y) <r+r=2r. m
De maneira analoga mostra-se que o didmetro da bola fechada Bla, ] e, consequen-

temente da esfera S(a,r), nao excede 2r. Pode ocorrer que o diametro de Bla,r] (e
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portanto da bola aberta e da esfera) seja menor do que 2r. Por exemplo, basta considerar

M reduzido a um unico ponto a. Entao Bla,r| = {a}, tem didmetro 0 para todo r > 0.

Se num espaco métrico, além de sua estrutura, também tivermos a estrutura de espaco
vetorial, as bolas, bem como todo o espaco, satisfazem algumas propriedades singulares,

como nos mostram as proposicoes seguintes.

Proposicao 3.3.2 Seja E um espago vetorial normado nao nulo, com a métrica prove-

niente de sua norma. Entao, toda bola aberta B = B(a,r) tem didgmetro 2r.

Demonstracao. Como mostrado anteriormente, diam (B) < 2r. Resta entdo mostrar
que nenhum ntmero positivo s < 2r, pode ser o diametro de B. Para isto, seja y # 0 em

t
E um numero real ¢ tal que s < 2t < 2r. O vetor x = ’_yH tem norma t < r. Logo, a+x e
Yy

a—x pertencem a B. Além disso, d(a+z,a—z) = [[(a + ) — (a — x)|| = 2||z]| = 2t > s.

Portanto, s nao é o diametro de B, como queriamos demonstrar. m

Proposicao 3.3.3 Um espaco vetorial normado E # 0, com a métrica proveniente de

sua norma, nunca € limitado.

Demonstracao. Dado z # 0 em E, para cada k > 0 podemos tomar em FE o vetor

2k
Ty = —x, o qual tem norma 2k > k, e portanto, d(xy,0) = |lxx| > k. =

]

3.4 Sequéncias

No Capitulo 2 abordamos o conceito de sequéncia no contexto da reta real. Nosso
objetivo com esta secao é trabalharmos este tipo de conceito no contexto abstrato da

teoria dos espacos métricos.

Definicao 3.4.1 Uma sequéncia num conjunto M é uma funcao x : N — M, definida
no conjunto dos ntmeros naturais. Indica-se por z, o valor que esta fungao assume no

numero n € N, de modo que chamamos z,, de n-ésimo termo da sequéncia.

As notacgoOes para representar sequéncias em nosso ambiente sdo as mesmas usadas
no Capitulo 2] Ao conjunto formados pelos termos da sequéncia representamos por
{x1,29,. .., 2p,...}, {xn;n € N} ou z(N).

Como era de se esperar, faz-se necessario considerar as subsequéncias também neste
contexto mais geral. Com efeito, Uma subsequéncia de (z,) é uma restricao da fungao
como na Defini¢ao a um subconjunto infinito N = {n1 <nyg<...<ng<...} dos
naturais. As notagdes para representarmos uma subsequéncia também sao as mesmas que

usamos no caso da reta real.
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Vale salientar aqui que, estritamente falando, uma subsequéncia em nosso contexto nao
é uma sequéncia, pois esta definida apenas num subconjunto dos ntimeros naturais, no en-
tanto, se escrevermos N' = {n; < ny < ... < ny < ...}, asubsequéncia (T,,, Tny, - - -, Ty - - -
pode ser considerada, naturalmente, como a aplicacao 1+ x,,,,2 — Tp,, ..., k= 2y, ...
e neste sentido ser uma sequéncia.

Nao é dificil mostrar que toda subsequéncia de uma sequéncia limitada é também

limitada. A proxima definicao trata do lzmite de uma sequéncia num espago métrico M.

Definigao 3.4.2 Diz-se que um ponto a € M é limite de uma sequéncia (z,) em M

quando, dado £ > 0, é possivel obter-se ny € N tal que n > ngy implica em d(x,,a) < €.

A representacao do limite destas sequéncias é feita de modo anélogo ao caso da reta
e vale ainda lembrar que, caso exista o limite de (x,), dizemos que esta sequéncia é
convergente no espaco métrico M. De maneira semelhante, caso nao exista o limite da
sequéncia em M dizemos que (z,) é divergente.

Uma afirmacgao equivalente a de que limz, = a num espago métrico M é dizer que
toda bola B, centrada em a, contém z,,, para qualquer valor de n, exceto para um nimero

finito deles.
Abaixo seguem algumas primeiras propriedades validas no contexto da reta, agora na

perspectiva generalizada pelo ambiente dos espacos métricos.

i) Toda sequéncia convergente é limitada.
ii) Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites diferentes.

iii) Se lim z,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Vamos provar i). Suponha limz, = a € M. Se tomarmos ¢ = 1, obtemos ng € N
tal que n > ngy nos garante x, € B(a,1). Portanto o conjunto dos valores de (x,) esta

contido na reuniao {z1,...,x,,} U B(a, 1), os quais sdo conjuntos limitados.

Faremos agora alguns comentarios sobre alguns conceitos topologicos que generalizam
o caso apresentado no Capitulo 2. A importancia do proximo teorema, por exemplo, é

consideravel devido a sua aplicagao no estudo das fungoes continuas.

Proposigao 3.4.3 Sejam M e N espacos métricos. Uma condi¢ao necessdria e suficiente
para que a fun¢io f: M — N seja continua no ponto a € M é que lim(x,,) = a em M

implique em lim f(x,) = f(a) em N.

Demonstragao. Suponha que f seja continua em a € M. Se limz, = a, entdo dado
e > 0, existe § > 0 tal que d(z,a) < 0 implica em d(f(x), f(a) < e. Partindo deste §

podemos obter ny € N tal que n > ng implique em d(x,,a) < J que por sua vez acarreta

39



d(f(xy, f(a)) < e. Portanto, lim f(z,) = f(a). Reciprocamente, suponha que f nao seja
continua em a. Assim sendo, existe ¢ > 0 tal que, para cada n € N, podemos obter
T, € M de modo que d(z,,a) < £ e d(f(z,), f(a)) > e. Assim, obtemos uma sequéncia
() em M onde limz,, = a sem que lim f(z,) = f(a). =

Uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior é enunciada no

Corolario 3.4.4 A funcio f: M — N € continua se, e somente se, a imagem (f(x,))
de toda a sequéncia convergente (x,) em M é uma sequéncia convergente em N, e neste

caso f (limz,) = lim f(z,).

A proxima proposi¢ao nos apresenta uma caracteristica importante da convergéncia de

sequéncias em um produto cartesiano de espacos métricos. Para demonstra-la utilizaremos

a métrica d(zla 22) = \/611(5751,$2)2 + dz(y1,y2)27 onde z; = (ﬂfbyl) € Z9 = (932>y2)~

Proposicao 3.4.5 Uma sequéncia (z,) = (2, yn) no espago métrico M x N converge
para um ponto ¢ = (a,b) € M x N se, e somente se, limx,, = a em M elimy, = b em
N.

Demonstragao. Seja lim(x,,y,) = (a,b). Entao, para todo £ > 0 existe ng € N tal que,

sempre que 1 > ng, d((x,, yn), (a,b) < e. Assim,

d((wn,yn), (@,0) = Vdi(2n,0)? + da(yn, 0)* < €.

Logo, di(zn,a)? + da(yn, b)* < €2, ou seja, di(z,,a)? < & e da(yn,b)* < 2. Do fato de
di(xn,a) > 0 e da(yn,b) > 0, temos di(x,,a) < € e dy(yn,b) < €, sempre que n > ny.

Portanto, limz, = a em M e limy, = b em N. Reciprocamente, sejam limz, = a e

[

757

sempre que n > ny € do(Yn,b) < %, sempre que n > ng. Seja ng = max {ng, ny}.
2

temos entdo que, para todo n > ng, di(z,,a)* < % e dy(yn,b)? < 5. Deste modo,

di(Ty,a)? + da(yn, b)? < % + % = £2, 0 que implica que \/di(x,,a)? + da(yn, b)? < € e

assim, d((x,,yn), (a,b)) < €, ou seja, d(z,,c) < &, para todo n > ng e portanto lim z, = c.

limy, = b. Entédo, para todo € > 0, existem n; € N e ny € N de modo que, d;(z,,a) <

3.5 Funcoes Continuas

Nosso objetivo nesta segao é apresentar os resultados mais importantes de fungoes
continuas no contexto da teoria dos espacos métricos. Devido ao fato da natureza dos
elementos dos espagos envolvidos ser abstraida assim como as métricas (distancias), a

continuidade aqui trabalhada generaliza a continuidade apresentada no capitulo anterior.
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Defini¢ao 3.5.1 Sejam (M,d) e (N,d') espagos métricos. Diz-se que a aplica¢do f :
(M,d) — (N,d') é continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel
obter § > 0 tal que d(z,a) < ¢ implica em d' (f(z), f(a)) <e. Diz-se que f: M — N &
continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.

Equivalentemente, f : (M,d) — (N,d') é continua no ponto a € M quando, dada
qualquer bola B = B(f(a),e) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B = B(a, d)
de centro a, tal que f(B) C B'.

Deste ponto em diante, para facilitar a escrita, utilizaremos a notagao d para a métrica

dos espagos aqui considerados, ficando subentendido que tais métricas podem ser distintas.

Vale lembrar aqui que a nocao de continuidade num ponto é local, isto é, depende
apenas do comportamento de f nas proximidades do ponto. De forma mais precisa isto
quer dizer que, se existir em M uma bola B, de centro a, tal quef|B (f restrita a B) seja
continua no ponto a, entao f : M — N é continua no ponto a. Deste fato segue que, se
para toda parte limitada X C M, f|X for continua, entao f : M — N é continua.

Outro fato importante a se ressaltar é que a métrica adotada também detém influencia
na continuidade de uma fun¢ao. Por exemplo, seja f : R — R uma fungao qualquer. Se

considerarmos R munido da métrica zero-um, f é sempre continua.
Teceremos a partir deste ponto algumas consideragoes de um tipo importante da fun-

¢oOes continuas: as funcgoes lipschitzianas.

Definigao 3.5.2 Dada f : M — N e supondo que exista uma constante k& > 0 (que
chamaremos de constante de Lipschitz) tal que d(f(z), f(y)) < k- d(z,y), para todos

x,y € M, dizemos entao que f é uma funcao lipschitziana.

Vamos verificar que, de fato, uma aplicacao lipschitziana é continua em todo ponto de
M.

Proposigao 3.5.3 Toda fungao lipschitziana é continua em cada ponto a € M.

Demonstragao. Com efeito, dado ¢ > 0, tomando 6 = % temos d(z,a) < § =
d(f(z), f(a)) <k-dz,a)<k-0=¢c m

Mostra-se também, sem grandes dificuldades, que se f,g: M — R sao lipschitzianas
0 mesmo ocorre com as fungoes f + g e a- f, onde a € R. Deste modo pode-se concluir

que toda combinacao linear a; - f; +-- -+ a, - f, de fungoes lipschitzianas é lipschitziana.

Definicao 3.5.4 Uma aplicagao f: M — N chama-se localmente lipschitziana quando

cada ponto a € M € centro de uma bola B = B(a,r) tal que a restri¢ao f|B € lipschitziana.
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Ao falarmos da nocao de continuidade fica implicito o conceito de descontinuidade, o
qual trataremos a partir deste ponto.

Se f: M — N nao é continua no ponto a, diz-se que f é descontinua nesse ponto.
Mais precisamente isto significa que existe £ > 0 com a seguinte propriedade: para todo
0 > 0, pode-se obter x5 € M tal que d(zs5,a) < d e d(f(zs, f(a)) > €.

Hé casos em que é mais conveniente reformular a definicao de descontinuidade da

seguinte maneira: existe ¢ > 0 tal que, para todo n € N, pode-se obter x,, € M com

d(zn,a) < 3 e d(f(za), f(a)) Z .

3.5.1 Algumas propriedades elementares de funcoes continuas

A proxima proposicao generaliza a Proposi¢ao do Capitulo [2, apresentada no

contexto de R.

Proposicao 3.5.5 A composta de duas aplicacoes continuas € também continua. Mais
precisamente, se f : M — N € continua no ponto a e g: N —> P € continua no ponto

f(a), entao go f: M — P € continua no ponto a.

Demonstragao. Seja € > 0. Da continuidade de g no ponto f(a) podemos obter A\ > 0
tal que y € N e d(y, f(a)) < A implicam em d (¢(y),g9f(a)) < €. Por sua vez, dado A > 0,

a continuidade de f no ponto a nos fornece § > 0 de modo que x € M e d(z,a) < § nos
da d(f(z), f(a)) < A. Assim concluimos que d (gf(z),gf(a)) <ec. =

Antes de enunciarmos e demonstrarmos a proxima proposicao, que apresenta uma
condicao necessaria e suficiente para que uma funcao cujo contradominio é um produto
cartesiano seja continua, definiremos o conceito de fung¢oes coordenadas e projecio na

i-éstma coordenada.

Definicao 3.5.6 Sejam Mi,..., M, e M espacgos métricos. Uma aplicagao f : M —>
My x ... x M, é definida através das n aplicagoes f; : M — My, fo : M — My,

fo : M — M, as quais sao chamadas de fungoes coordenadas de f, de modo que
f(z) = (fi(z),..., fu(x)), para todo = € M.

Definicao 3.5.7 Sejam M, ..., M,. Paran € N, A funcao definida por

pi - M1><...><Mn —>MZ

(T1yee Ty ey ) —> Ty

é chamada de projecao sobre a i-ésima coordenada.

Vejamos que as projecoes acima definidas sao sempre aplica¢oes continuas. De fato,
seja (@1,...,xl,...,20);, j €N, em M X ... x M, de modo que

(.. xl, o al) — (@1, Ty, ),
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. i J i J PJ
ou seja, T > T1, ..., T} = T4y ..., &) = x,. Pelo Teorema [3.4.3| temos:

: J J
lim p; (:1:1, O i

Z,...,:EZL) zlimxz:xi:pi(:vi,...,:v,-,...,xn).

Portanto p; é continua.

Proposicao 3.5.8 A aplicagio f : M — Ny x Ny € continua (no ponto a € M) se, e
somente se, suas fungoes coordenadas f1: M — Ny e fo : M — Ny sdo continuas (no

ponto a).

Demonstracao. Se f é continua entdao o mesmo ocorre com f; = pjofe fo =pyof
porque as projecoes p; € py sao continuas.

Reciprocamente, dado € > 0, como as fungoesf; e fo sao continuas no ponto a, existem
91 > 0 e dy > 0 de modo que d(z,a) < §; implica em d (f1(z), fi(a)) < € e d(z,a) < 09
implica que d (f2(z), f2(a)) < e. Seja 6 = min {d,d2}. Entao d(x,a) < ¢ implica que

d(f(x), f(a)) = max{d (f1(z), fi(a)), d (f2(z), f2(a))} <e.

Logo f é continua no ponto a. m

Proposicao 3.5.9 Sejam M um espaco métrico, f : M — R e g: M — R fungoes
continuas com valores reais. Entao, f+ g, f-g e caso (g(x) # 0, para todox € M), f/g

sao funcgoes continuas.

Demonstragao. Vamos provar o caso f+g. Com efeito, seja (x,) em M talque limz,, =

a, ou seja, d(z,,a) < €, para todo n > ng. Como f e g sdo continuas, de acordo com a
Proposicao [3.4.3] temos

im(f+g)(v,) = im(f(2,)+lim g(z,)) = lim f(2,) +lim g(z,) = f(a)+g(a) = (f+g)(a).

Portanto, f + g é continua em a. De modo analogo mostra-se, sem grandes dificuldades

que f-ge f/gsao continuas. =
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Capitulo 4
Espacos Métricos Completos

Como complemento dos estudos desenvolvidos neste trabalho, abordaremos neste capi-
tulo os espagos métricos completos. Ainda no contexto de generalizagao, concentraremos
nossa abordagem tanto em dimensao finita como em dimensao infinita.

Da revisao apresentada no Capitulo [2[sabemos que o conjunto dos ntimeros reais é um
corpo ordenado completo, no entanto, quando partimos para outros espagos métricos, de
natureza distinta, precisamos compreender como funciona o conceito de completude, posto
que existem diversos exemplos de espacos em que nao é possivel estabelecer o conceito
de ordem, como o caso dos Complexos, por exemplo. Sendo assim, faz-se necessario
uma caracterizacao de completude que seja adequada ao contexto da teoria dos espagos
métricos e € isto que este capitulo pretende fazer.

Toda a informagao aqui contida esta baseada nas obras [3], 6], 9, 10, [1T] 14}, 19] e [20].

4.1 Espacos de dimensao finita

Vejamos como se comportam os espagos de dimensao finita com relagao & completude.
Comecamos esta secao definindo o conceito de sequéncia de Cauchy num contexto da

teoria dos espacos métricos.

Defini¢ao 4.1.1 Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M ¢é dita ser de Cauchy
(ou fundamental) se, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que m,n > ny implica em

d(zpm, x,) < €.
Mostra-se sem grandes dificuldades que:

i) Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy;



ii) A fim de que uma sequéncia (x,) seja de Cauchy, é necessério e suficiente que para
todo € > 0, exista ny € N tal que, sempre que n > ng, d(x,, Tpyp) < €, para todo
p e N.

Uma forma intuitiva de considerar uma sequéncia de Cauchy é atentar para o seguinte
detalhe: a medida que o indice n aumenta, a distancia entre os termos da sequéncia se
estreita cada vez mais. Se consideramos uma sequéncia em cujos termos se aproximam de
um ponto fixado (como ¢é o caso da defini¢do usual de convergéncia), é uma propriedade
caracteristica desta que seus termos se tornem cada vez mais préximos, como nos mostra

a
Proposicao 4.1.2 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Considere limx, = a em M. Dado £ > 0, existe, por definicao, um
indice ng € N, tal que sempre que n > ng teremos d(z,, a) < 5. Agora, tomando m,n > ng
teremos d(Tym, n) < d(Tm, a) + d(zn,a) < 5 + 5 = € e portanto, (z,) ¢ uma sequéncia de
Cauchy. =

A reciproca da proposi¢ao anterior nao é necessariamente verdadeira. Por exemplo,
Rudin ([19], pag. 2) nos mostra uma sequéncia de Cauchy (x,,), de ntimeros racionais, tal
que limz, = v/2 em Q. Sendo convergente nos reais, pela proposicao anterior esta é uma
sequéncia de Cauchy no espago métrico Q, no entanto, (z,) nao é convergente em Q.

No contexto das sequéncias de Cauchy é possivel mostrar, sem grandes dificuldades

que:
i) Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.

ii) Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é também con-

vergente e tem o mesmo limite que a subsequéncia.

Proposicao 4.1.3 Uma sequénica (z,) = (T, Yn)n 1o espago métrico M x N € de Cauchy

se, e somente se, sio de Cauchy as sequéncias z,, em M e (y,) em N.

Demonstragao. Para esta demonstracao faremos uso da métrica do maximo. Seja
(Tn, Yn)n uma sequéncia de Cauchy em M x N. Dado ¢ > 0 existe nyg € N de modo
que, sempre que m,n > ng, teremos d((Tom, Ym), (Tn, Yn)) = max{d(zm, Tn), A(Ym, yn)) } <
e. Assim, temos: d(zp,z,) < € € d(Ym,yn) < €, sempre que m,n > ngy. Portanto,
(xn) € (yn) sdo sequéncias de Cauchy em M e N. Reciprocamente, se (z,) e (y,) s@o
sequéncias de Cauchy, dado ¢ > 0, existem mg e ng tais que, para todos m,n > my,
tem-se d(x,,,x,) < €, assim como para quaisquer m,n > ng, d(Ym,yn) < €. Seja & =
max {mg, no}. Entdo, sempre que m,n > & teremos d(Zy,, ,) < € € d(Ym, yn) < €. Assim,
max {d(m, Tn), d(Ym,Yn)} < €, 0 que garante que d((Tpm, Ym), (Tn,yn)) < €. Portanto,

(Zn, Yn)n € uma sequéncia de Cauchy no espagco M x N. m

Estamos aptos agora a definir o conceito de completamento de espagos métricos.
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Definicao 4.1.4 Um espago métrico M é completo se toda sequéncia de Cauchy em M

é convergente em M.

Fica claro, a partir da definicao anterior que num espago métrico qualquer a condicao
imposta pela definicao anterior nao é um critério suficiente para a convergéncia, dado que
o espago pode nao ser completo. Por exemplo, considere o espago M := (0, 1] munido da
métrica usual, d(z,y) = | — y|. Defina a sequéncia (x,) como xz, = %, n € N. De fato,
(z,) é de Cauchy, no entanto ela nao converge, pois o ponto 0 para o qual ela converge
nao pertence a M.

Um primeiro exemplo de espaco métrico completo é dado na préxima proposigao, uma

propriedade que é comumente demonstrada através dos estudos introdutérios em analise.
Proposicao 4.1.5 A reta real é um espaco métrico completo.

Através da proposicao anterior é possivel mostrar que o espago métrico C, dos niamero

complexos é completo.
Proposicao 4.1.6 C ¢ um espaco métrico completo.

Demonstracao. Seja (z,) = (z, + y,t) uma sequéncia de Cauchy em C. Entao, dado

. €
e > 0, existe nyg € N, de modo que, para todo n > ng, |2, — 2| < 3 Note que,

€
|2n — @m| = |Re(zn, — 2m)| < |20 — 2m| < 5» Sempre que n,m > ng.

Assim, |z, — 7| < 5, sempre que n,m > ng e portanto (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy
em R. De modo anédlogo mostra-se que (y,,) ¢ também uma sequéncia de Cauchy em R e,
como R é completo, existem z,y € R limites de (z,,) e de (y,), respectivamente. Agora
temos:

£

9~ ¢

. . . . £
(@ +ynd) = (2 +yi)| = [(@n = 2) = (yo = Y)il < |20 — 2] +[(ya —y)il < 5+
Assim, lim z, = z em C e portanto C é completo. m

Proposicao 4.1.7 O produto cartesiano M x N € completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Demonstragao. Sejam (z,) e (y,) sequéncias de Cauchy em M e N respectivamente.
Pela Proposicao m, (Tn, Yn)n € uma sequéncia de Cauchy em M x N. Supondo que
M x N é completo, (z,,yn)n € convergente e converge para um certo ¢ = (a,b) € M x N.
Da Proposicao |3.4.5, segue que limx, = a em M e limy, = b em N e portanto, M
e N s@o completos. Reciprocamente, suponha que (z,) = (zp,Yn)n em M X N seja de

Cauchy. Entdo, novamente pela Proposi¢ao [1.1.3] (z,,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy
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em M e N respectivamente. Como por hipotese M e N completos, temos lim x,, = a em
M e limy, = b em N e pela Proposicao [3.4.5 (2,,yn)n converge para (a,b) € M x N e
portanto M x N é completo. m

A generalizagao da proposicao anterior é imediata:
Corolario 4.1.8 M, x...x M, € completo se, e somente se, cada M, ..., M, é completo.

De uma maneira geral, para mostrar que um espaco métrico M é completo tomamos
uma sequéncia (z,), de Cauchy, em M e mostramos que, de fato, esta sequéncia con-
verge para para um elemento de M. Dependendo da natureza do espaco a prova desta

propriedade pode ser relativamente facil ou dificil, mas em geral, segue o seguinte padrao:

i) Construgao de um elemento a, para ser usado como limite;
ii) Demonstragao de que o elemento a esta no espago em questao;

iii) Mostra-se a convergéncia z,, — a (no sentido da métrica adotada).

A proxima proposicao (e exemplo), cuja importancia em dimensao finita sera vista a

seguir, utiliza exatamente o roteiro acima exibido.
Proposicao 4.1.9 O espagco Euclidiano R™ é completo.

Demonstracao. Vamos utilizar aqui a métrica euclidiana,

1
n 2
i=1
onde x = (21, ...,2,) e y = (Y1, .-, Yn)-

Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em R™, com (x,,) = («7*,...,2"). Assim, para todo

e > 0, existe um indice ny € N tal que

=1

n 2
d(zpm, z,) = (Z(:c;n - yf)2> < g, sempre que m,r > ng (4.1)

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade temos, para todos m,r > ng e
1 €N,
" — ;|

P = (2 —2))? < %

3 3

O que isto nos garante é que, para i fixado, a sequéncia (z;,z?...) é de Cauchy em R e

converge, pois R é completo. Digamos que z]* — z; a medida que m — oo. Utilizando
destes n limites podemos definir um um ponto = = (zy,...,2,) € R". A medida que
r — oo em (4.1]) ocorre, sempre que m > ng, que d(z,,,r) < €, 0 que nos mostra que

lim z,, = x e por consequéncia, que R™ é completo. m
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Como todo espago vetorial de dimensao finita é isomorfo ao espago R™ (ver [10], pag.

64), em termos praticos, o que a proposigao anterior garante é que
Corolario 4.1.10 Todo espago métrico de dimensdao finita € completo.

Um leitor atento poderia questionar: o espaco R™ é completo com outra norma que
nao a usada na demonstragao da Proposicao Um fato interessante que deve ser
ressaltado é que num espaco vetorial normado de dimensao finita, quaisquer normas sao
equivalentes, num sentido a ser definido a seguir, o que na pratica significa que a comple-
tude do espaco independe da norma usada.

A seguir, definiremos precisamente o conceito de equivaléncia de normas.

Definigao 4.1.11 Uma norma |-|[, em um espaco vetorial £ é dita equivalente a |||,

em F se existe a > 0 e b > 0 tal que, para todo x € E temos
al-lly < flelly < bl -

Nossa intengao agora é provar que, de fato, num espago vetorial normado de dimensao

finita todas as normas sao equivalentes. Antes porém, enunciaremos o seguinte lema:

Lema 4.1.12 Seja {z1,--- ,x,} um conjunto linearmente independente de vetores num
espago normado E (de qualquer dimensao). Entao existe ¢ > 0 tal que, para toda escolha

de escalares o, - -+, a, temos
oy + -+ apan || > c(Jag] + - an]) .

Demonstracao. Veja [[9], Lema 2.4-1| =

Teorema 4.1.13 (Normas equivalentes) Num espaco vetorial de dimensao finita E,

qualquer norma ||-||, € equivalente a qualquer outra norma ||-||,.

Demonstragao. Seja dim X =n e {e1, -+ ,e,} uma base para E. Pelo lema anterior,

segue que existe ¢ > 0 tal que, para todo x € E, temos
z]ly = ¢ (joa] 4 -+ + |an])

onde z = aye; +- - - +aye,. Agora, considerando a norma ||-||, e aplicando a desigualdade

triangular temos
n
lzlly <k layl,
j=1

onde k = max {|le1||y, -, |len]],}. Assim, aplicando a desigualdade anterior, temos

llly < = [ll]; -

p

48



A outra desigualdade ¢é obtida através da troca das normas no argumento usado. Portanto,

|-||; € equivalente a ||-||,. m

4.2 Espacos de dimensao infinita

A secao anterior levanta uma questao importante quando se trata da natureza dos
espacos de dimensao infinita: também sao eles todos completos? Podemos reformular
a pergunta, na negativa, da seguinte maneira: existe um espac¢o métrico de dimensao
infinita onde nenhuma sequéncia de Cauchy converge para um elemento deste espago?

Vamos mostrar que em dimensao infinita a completude dos espagos nao ¢ imediata.

Antes porém, precisamos da seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.1 Um subespaco N de um espago completo M é completo se, e somente
se, N € fechado em M.

Demonstragao. Seja (r,) em N uma sequéncia tal que limz,, = a € M. Esta sequéncia
é, portanto, de Cauchy em N e como N é completo tem-se a € N. Assim N é fechado
em M. Reciprocamente, dada uma sequéncia de Cauchy em N (e portanto em M), existe
a = limx,, em M pois M é completo. Como N é fechado em M, tem-se a € N e portanto

N é completo. m

Considere o espago das sequéncias de escalares que convergem para zero, isto é fixado

K =R ou C, definimos o espago por ¢y por

co ={(z;);x; € K, para todoj € Ne limz; = 0}.

Mostra-se sem grandes dificuldade que ¢y é um espago vetorial, de dimensao infinita,
com as operagoes usuais de sequéncias (operagoes coordenada a coordenada). Mostra-se

também que a expressao
1(2)l o = sup{|z;] ;7 € N}

define uma norma em c¢; e, portanto, este é um espago métrico com métrica induzida por
essa norma.
Para mostrar que ¢ é completo, consideremos uma sequéncia (x,) de Cauchy em cqy

onde z,, = (a¥)$ |, para todo n € N. Assim, para cada k € N, a desigualdade

|y — ak | <sup {|2) —a,|;j € N} = ||z, — 2l
¢ verdadeira e garante que a sequéncia de escalares (z¥),, ¢ de Cauchy em K, e portanto
k

convergente, pois K é completo. Supondo lim z. = x, para k € N. Escrevendo = = (),
n—oo
¢é tarefa simples mostrar que = € ¢y e que limz,, = x em ¢y e assim, tal espaco torna-se

completo.
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Vamos considerar agora um subespacgo de dimensao infinita de ¢y, o espago das sequén-
cias eventualmente nulas, ou seja as sequéncias em que, a partir de um certo indice, todos

os seus termos se tornam nulos. Denotando este espago por ¢y, temos:

coo = {(2;)52, € co; existe jo € Nya; =0, para todo j > jo§ . (4.2)

Também pode-se mostrar, sem grandes dificuldades, que cyoy € um espaco vetorial e

= sup {|z;|;j € N}, este é também um espaco

mais ainda, que munido da norma ||(z;)||

vetorial normado.

(1, %,%, ...,0,0,...), .... Esta sequéncia, cujo termo geral é z,, = (1, %,%, R
estd no espaco cop. Agora, dado € > 0, vale que
1 1 1 1 1 1
m— Tn = 1, =, ..., —, yeiiy,—,0,0,... ] —(1,=,...,—,0,0,.
Im =l H( 2 T m ) ( 2 )HM
1 1
= 0,0,...,0,——,...,—,0,0,...
n—+1 m -
1 1
= < = <eg,
n+1 n

sempre que n > é Assim, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em cyy. Resta-nos apenas

verificar se de fato esta sequéncia converge para um elemento de cyg. Para isto, suponha
que exista y = (y1,2, - . .) tal que limz,, = y. Escrevendo z,, = (a}), temos o} = %, para
qualquer 1 < j < n e aj =0, para todo j > n. Do fato da primeira coordenada de cada

um dos vetores z,, ¢ igual a 1, temos, para todo n € N, af =1 e portanto
1= wil = laf — | <sup{|af —y;],j € N} = |[(z0) = ylloo — O,

donde podemos concluir que y; = 1. O mesmo acontece de modo anélogo nas demais

coordenadas, de modo que podemos concluir que y, = %, para todo n € N, ou seja,
y = (1, %, %, c %, ...). Claramente, esta sequéncia nao é eventualmente nula, donde

concluimos que (z,) nao converge em coy. Portanto, temos um caso onde um espago de

dimensao infinita nao é completo.
Conclusao: Em dimensao infinita nem todos os espacos métricos sao completos.

Para espacos normados, existe uma caracterizacao de completude diferente da que
vimos trabalhando. Nao vamos demonstrar essa equivaléncia neste trabalho mas vamos
coloca-la aqui por sua importancia na investigacao da completude de certos espagos.

Precisamos antes de algumas definigoes.

Definigao 4.2.2 Sejam M um espago vetorial normado e (z,,) uma sequéncia em M. Diz-
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o0

se que (x,) é uma sequéncia absolutamente somdvel quando a série g ||z, || € convergente.

n=1
Definigao 4.2.3 Diz-se que uma sequéncia (x,) num espago vetorial normado M é in-

o
condicionalmente soméavel quando a série g T, converge em M, para toda permutacao

n=1

oc:N—N.
Agora estamos em condi¢oes de enunciar o

Teorema 4.2.4 Um espago normado M é completo se, e somente se, toda sequéncia

absolutamente somdvel € incondicionalmente somdavel.

4.3 Espacos de Banach

Nesta secao faremos breves comentarios sobre os espacos de Banach, um conceito que

abarca espagos de naturezas diversas.

Definicao 4.3.1 Um espago normado M é chamado de espago de Banach quando for um

espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Um primeiro exemplo de espaco de Banach de dimensao finita é o espago (R, |- ).
Como todo espaco de dimensao finita é completo, podemos dizer que todo espaco
normado de dimensao finita é Banach. Vale ressaltar ainda que a Proposicao pode
ser reformulada para a nomenclatura de espagos de Banach.
Um primeiro exemplo de espaco de Banach de dimensao infinita foi visto na secao
anterior: o espago c.
Para apresentar um segundo exemplo de espago de Banach de dimensao infinita vamos
considerar agora o caso do espaco das sequéncias reais p-somaveis.
Sendo 1 < p < oo, define-se o espaco ¢, como sendo o espaco das sequéncia reais
p-somduvis, ou seja,
o0
0, = {(x,) em K;Z |z |P < oo} :
i=1

Prova-se com o uso da desigualdade de Minkwski, que £, dotado da norma

1
0 P

]l = (Z W”)
i=1

é um espaco vetorial normado. A proxima proposicao garante que tal espago é completo.

Proposicao 4.3.2 (, é um espago de Banach.
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Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em /¢,, onde z,, = (af,25,...).

Entao, dado € > 0 existe ng € N tal que, sempre que m,n > ny,

1
ATy Tp) = (Z |z — :Uﬂp> <e. (4.3)
i=1

Usando as somas parciais da série acima e um argumento analogo ao usado anteriormente

na Proposigao segue que, para todo ¢ € N, temos

|zl" — x| < e, sempre que m,n > ng. (4.4)

Isto nos diz que, para i fixo, (x},x?,...) ¢ uma sequéncia de Cauchy de escalares, que

converge, pois K é completo. Digamos que limz] = x; e usando estes limites, podemos
definir x = (21,9, ...) € nos resta mostrar entdo que = € lyelimzx, =z em /.

De segue que, sempre que m,n >ng e k € N

k
D et —aff <&
i=1

e fazendo n — oo, temos para todo m > ng, e k € N

k
Z |z — a;|P < P
i=1

Assim, quando k — oo, para todo m > ng, segue que

e e}
Z |z — x; P < €P.
i=1

e pode-se concluir que (z,) —x € {,. Como ¢, é espago vetorial, temos que e z =
(xn)+ (z—(x,)) € ¢, ¢ a expressao acima também nos permite concluir que (z,) converge

para z em {,. W

4.4 Espacos de Hilbert

Nesta secao apresentaremos um ultimo exemplo de espacos métricos completos, os es-
pacos de Hilbert. Esse tipo de espaco detém uma importancia significativa, especialmente

pela sua utilizagao em problemas oriundos da Fisica.

Definicao 4.4.1 Dizemos que um espaco vetorial com produto interno é um espaco de

Hilbert quando este é completo em relagao a métrica induzida pelo seu produto interno.
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A partir da definicao podemos identificar alguns primeiros exemplos, tais como o

proprio espaco euclidiano R™, munido da norma

1
2

[(z1s. )| = <Z !%\2) 7

norma esta induzida pelo produto interno usual do R".

Para apresentar mais um exemplo de espago de Hilbert vamos agora considerar o
espaco lo das sequéncias 2-somaveis, também chamado espaco das sequéncias quadrado
somduveis.

Como /, ¢ um caso particular de espago ¢,, ja visto na secao anterior, ja sabemos
que ele é um espaco de Banach com as operacoes usuais de sequéncias. Além disso, um

produto interno em ¢y pode ser definido pela aplicagao
<7> 262 X 62 — R

(x,y) — anyn
n=1

Note agora que a norma em /5 é induzida por esse produto interno, pois

o0 00
lzll = | D loal® = | D2 = V{w, ).
n=1 n=1

Assim /5 é, de fato, um espaco de Hilbert.
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