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RESUMO

O termo “gravidade andloga” remete a um campo de pesquisa cujo objetivo consiste em investigar
andlogos dos campos gravitacionais, sob a perspectiva da relatividade geral, em sistemas fisicos
de outras dreas, almejando assim obter uma melhor compreensao de ambos os sistemas envolvidos.
Analogias t€ém se mostrado importantes na fisica e na matematica, pois, uma analogia tomada de
forma meticulosa para um problema especifico pode ser capaz de sugerir caminhos inesperados
para uma possivel solu¢do do problema primitivo. Diante disso, exemplos de modelos andlogos
gravitacionais datam desde os primordios da relatividade geral. Com o desenvolvimento da
nanotecnologia, uma alternativa para a obten¢do de modelos gravitacionais e cosmoldgicos
andlogos € através do estudo da propagacdo luminosa em metamateriais. Estes sdo construidos
artificialmente, de modo que suas propriedades eletromagnéticas podem ser modeladas de
forma cuidadosa, pois derivam dessa mesma estrutura artificial. Em virtude dessa liberdade,
tornou-se possivel emular um comportamento temporal em uma das trés coordenadas espaciais,
simulando, por exemplo, um espago-tempo de 2 + 1 dimensdes. Neste trabalho, mediante um
estudo tedrico em metamateriais hiperbdlicos e eletronicos, estabelecemos modelos andlogos
para dois sistemas: o universo compacto de Milne, o qual representa um modelo simples de
singularidade c6smica em modelos cosmoldgicos ciclicos, e a transi¢do de assinatura entre um
espaco-tempo de Minkowski e um espaco-tempo kleiniano, sendo este ultimo caracterizado por
ser dotado de duas coordenadas do tipo tempo. Em ambos os casos, mediante uma anélise via
Optica ondulatdria, veremos como o comportamento de um campo escalar de Klein-Gordon pode
ser reproduzido nos meios materiais correspondentes. Adicionalmente, no contexto do universo
de Milne, mostraremos que o comportamento cldssico, isto é, as geodésicas do tipo tempo e
do tipo espaco também sao reproduzidas no metamaterial pelas trajetdrias descritas pelos raios

luminosos.

Palavras-chave: Relatividade. Gravitacdo. Cosmologia. Metamateriais.



ABSTRACT

The term “analogous gravity” refers to a research programme whose purpose is to investigate
analogues of gravitational fields, from the perspective of general relativity, in physical systems
of other areas, aiming to obtain a better understanding of both systems involved. Analogies
have proved important in physics and mathematics, for an analogy taken meticulously to
a specific problem may be able to suggest unexpected routes to a possible solution. Thus,
examples of analogous gravitational models date back to the beginnings of general relativity.
With the development of nanotechnology, an alternative to obtaining similar gravitational and
cosmological models is through the study of light propagation in metamaterials. These are
artificially constructed, so that their electromagnetic properties can be carefully modeled because
they derive from the same artificial structure. By virtue of this freedom, it has become possible to
emulate a temporal behavior in one of the three spatial coordinates, simulating, for example, a 2+ 1
spacetime. In this work, through a theoretical study in hyperbolic and electronic metamaterials,
we establish analogous models for two systems: the compact Milne universe, which represents a
simple model of cosmic singularity in cyclic cosmological models, and the signature transition
between a Minkowski spacetime and a kleinian spacetime, the latter being characterized by being
endowed with two time-type coordinates. In both cases, through an analysis in the framework of
wave optics, we will see how the behavior of a Klein-Gordon scalar field can be reproduced in the
corresponding material medium. In addition, in the context of the Milne universe, we will show
that the classical behavior, that is, the timelike and spacelike geodesics can also be reproduced in

the metamaterial by the trajectories described by the light rays.

Keywords: Relativity. Gravitation. Cosmology. Metamaterials.
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15
1 INTRODUCAO

1.1 O que Sao Metamateriais?

Grande parte dos fendmenos e dispositivos eletromagnéticos resultam da interacdo
entre onda e matéria. Nesse sentido, produzir uma funcionalidade eletromagnética requere
necessariamente a elaboragdo de estruturas que, por meio de sua interacdo com as ondas e
campos, gerem um efeito previamente estabelecido e desejado. Uma maneira possivel de atingir
tal facanha consiste na fabricacdo meticulosa de estruturas artificiais bem arranjadas, cuja unidade
fundamental, ou célula unitdria, possui dimensoes na chamada escala do sub-comprimento de
onda, isto €, tem medidas inferiores ao comprimento de onda da radiagao com a qual interagem.
Diante disso, apesar do meio ser altamente ndo homogéneo na escala atdmica ou molecular, do
ponto de vista eletromagnético essas imperfei¢cdes sdo completamente negligencidveis, de maneira
que as respostas eletromagnéticas do meio podem ser expressas em termo de parametros efetivos.
Além disso, as propriedades fisicas das células unitdrias se devem principalmente ao modo como
foram confeccionadas e ndo as propriedades intrinsecas de seus componentes internos. Materiais
engenhados artificialmente, dotados dessas caracteristicas, sdo denominados metamateriais'. O
termo “metamaterial”, apareceu pela primeira vez na literatura em 2000, numa publicacio que
apresentava um sistema formado por anéis ressonantes dispostos numa rede periddica, capaz
de exibir simultaneamente uma permissividade elétrica (eye) e uma permeabilidade magnética
(uop) negativas [1]2. Apesar da comprovagdo experimental ter sido deveras tardia, meios como
esse haviam sido estudados sob a perspectiva tedrica mais de trinta anos antes pelo fisico russo
V. G. Veselago [2].

Sistemas fisicos com valores negativos de € e u sdo caracterizados por possuirem um
indice de refracdo negativo, sendo esse fato de facil constatacdo. Portanto, considere uma onda
plana monocromatica propagando-se num meio homogéneo e isotrépico. As componentes elétrica
e magnética sdo da forma E = Eoei(k" ~o) e H = Hoei(k Towt) respectivamente, onde k € o

vetor de onda e w € a frequéncia angular. Se ndo hd cargas e correntes no meio, as equacdes de

Maxwell,
oB
VXE = ——, 1.1
ot (-1
oD
VxH =—, 1.2
Y (1.2)
juntamente com as relagdes constitutivas,
D = g¢€E, (1.3)
B = pouH, (1.4)

O prefixo “meta” (ueta no Grego) significa “além”, de modo que o termo “metamaterial” designa um sistema que
estd além dos materiais ordindrios.
Neste trabalho, € (1) denota a permissividade (permeabilidade) elétrica (magnética) relativa.
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podem ser expressas na forma

kX E = uouH, (1.5)
kxH = —¢ge€E. (1.6)

Logo, se €, u < 0, das equacdes (1.5) e (1.6) podemos concluir que os vetores k, E ¢ H formam
um sistema de mao esquerda, em contraste com o caso tradicional €, u > 0, onde formam um
sistema de mao direita. Como consequéncia, o vetor de Poynting $ = E x H ¢ anti-paralelo ao

vetor k.
Tomando o rotacional da equacao (1.1), vem que

e 0*E B N? 9°’E

VE=L-—Z=——=
c? or? c? 012

(1.7)

onde ¢ é a velocidade da luz no vécuo e N> = eu é o quadrado do indice de refragio. Entio,

N = +v|ef |l (1.8)

De acordo com [2], o sinal correto na expressao anterior deve preservar a condicao de causalidade.
Para qualquer meio real, isto €, ndo isento de perdas, tanto € quanto u sdo quantidades complexas
dotadas de uma parte imagindria positiva, mesmo que seja pequena. Sendo assim, tomemos

€e=—-1+i01eu=-1+1idy, onde 1,0, < 1. Substituindo na expressao (1.8), resulta em

i (01 + 02)

> (1.9)

N = 2\(=1+i6)) (-1 +i62) = +/(1 = 6162) —i (61 + 62) ~ + [1

De acordo com a condic¢do de causalidade, a parte imagindria de N deve ser positiva. Portanto, o

sinal de menos deve ser escolhido na expressao anterior.

Devido a essas duas propriedades exéticas, isto é, a configuragao dos vetores k,E,H e o
fato do indice de refracdo N ser negativo, materiais onde €, 4 < 0 sdo denominados materiais de
mdo esquerda, ou, materiais de indice negativo. Como discutido em [2], esses materiais dao
origem a vérios fendmenos contra-intuitivos. Por exemplo, considere o caso da refracdo da luz,
na passagem de um meio usual com indice de refragdo positivo (&, u;, N; > 0) para um meio com
indice de refracdo negativo (€., i, N, < 0). Portanto, um pequeno algebrismo com a lei de Snell
nos revela que

N;sen6; = N, sen0, = |N,|sen(-6,). (1.10)

Donde, concluimos que o angulo de refracao é negativo quando os meios possuem indices com
sinais opostos, o que € uma propriedade no minimo notdvel (veja a Figura 1). Outros exemplos

incluem versdes reversas do efeito Doppler e da radiacao Cherenkov [3].

O prop6sito da discussdo acima sobre materiais de mao esquerda € que eles constituem o
primeiro tipo de metamaterial. Ademais, nos primdrdios das pesquisas em metamateriais, os
estudos eram tao focados em materiais de indice negativo, que os termos ‘“metamateriais” e

“materiais de mao esquerda” eram tidos como sindnimos [1, 4].
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N; >0

N, <0

Figura 1 — Diagrama ilustrando a refracdo negativa numa interface entre um meio de indice positivo e
um de indice negativo. Note que no meio de indice negativo, o vetor de onda (k) e o vetor de
Poynting (S) sdo anti-paralelos, ao contrario do meio positivo, onde ambos séo paralelos.

Meta-atomos

(b)

Figura 2 — Representacdo pictérica da estrutura atdmica (molecular) e dos meta-dtomos. (a) Arranjo
periddico de dtomos cujos raios e as distancias interatdmicas, representadas por d, entre
0s mesmos sao muito menores que o comprimento de onda da radiagdo incidente, A. (b)
Metamateriais sdo compostos por estruturas artificiais, denominadas meta-atomos, cujas
dimensdes sdo muito menores que o comprimento de onda da radiacdo. Os meta-atomos sdo
os responsaveis pelas respostas aos campos eletromagnéticos sob os quais o metamaterial é
submetido.

O advento da nanotecnologia possibilitou a fabricacdo de estruturas cada vez mais
sofisticadas e em escalas menores, permitindo que a pesquisa em metamateriais florescesse,
indo muito além de materiais com indice de refracdo negativo. Para citar alguns exemplos,
metamateriais possuem aplicagdes em formacao de imagem e sistemas Opticos [5, 6], mantos
de invisibilidade [7, 8], sensores bioldgicos [9], e guias de onda [10]. Como consequéncia, o
conceito de metamaterial se tornou nebuloso, de modo que ainda ndo existe uma defini¢ao
precisa e isenta de ambiguidades [11]. Todavia, para os nossos propdsitos, devemos assimilar
que metamateriais sdo, em sua maioria3, moldados pelo homem. Suas unidades estruturais,
denominadas meta-dtomos, devem ser substancialmente menores do que o comprimento de onda
em questdo. Nao s isso, a distancia média entre dois meta-dtomos também precisa estar na
escala do sub-comprimento de onda, a fim de que a radiacdo ndo “enxergue” as imperfeicoes do

meio, sendo este homogéneo do ponto de vista eletromagnético (veja a Figura 2).

E importante ressaltar que, em alguns casos o comportamento de determinados metamateriais é encontrado na
natureza. Como exemplo, a estrutura ocular de certas lagostas podem exibir refracdo negativa [12].
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1.2 O Espaco Paramétrico Eletromagnético

No eletromagnetismo, a permissividade elétrica (constante dielétrica) € e a permeabi-
lidade magnética u sdo os dois parametros fundamentais que caracterizam as propriedades
eletromagnéticas de um meio [13]. Fisicamente, a permissividade (permeabilidade) descreve
como um campo elétrico (magnético) afeta e € afetado por um meio, onde este dltimo efeito
¢ determinado pela caracteristica de polarizacao do material em resposta ao campo elétrico
(magnético). Sendo assim, € costume classificar os materiais quanto aos seus valores de € e u
no denominado espaco paramétrico eletromagnético, de tal forma que todas as combinagdes
possiveis de € e u podem ser inclusas (veja a Figura 3). Materiais transparentes convencionais,
cujos valores de € e u sdo ambos positivos, se encontram no primeiro quadrante4. Um valor
negativo de € (u), indica que a direcdo do campo elétrico (magnético) induzido dentro do material
estd em direcdo oposta a do campo incidente. Os metais na faixa do espectro visivel, e, materiais
ferromagnéticos em frequéncias proximas a um pico de ressonincia, sdo exemplos de meios
com valores negativos de € e u, respectivamente. Meios como esses, pertencentes ao segundo e
quarto quadrantes, ndo suportam a propagacao de ondas eletromagnéticas, pois, como um dos
dois parametros € negativo, o indice de refracdo € puramente imagindrio, donde resulta uma
onda evanescente. Vale ressaltar que, no dominio da 6ptica, todos 0s materiais convencionais

encontram-se numa vizinhanca muito préxima da reta horizontal, y = 1 [3].

Portanto, a pesquisa em metamateriais reside, essencialmente, na exploracao do espago
paramétrico eletromagnético. O grande foco da comunidade cientifica consiste em: fabricar
materiais localizados em regides do espaco paramétrico que, apesar de ndo serem proibidas pelas
equacoes de Maxwell, ndo sdo observadas nos meios convencionais. Naturalmente, pesquisas
tedricas sdo desenvolvidas em conjunto, no sentido de tirar vantagem dessas regioes, até entao
inexploradas, objetivando ter um controle mais aprimorado das ondas eletromagnéticas. Como
exemplo, o progresso em torno dos metamateriais Opticos possibilitou o distanciamento da
linha horizontal ndo magnética, u = 1. Além disso, o terceiro quadrante do espago paramétrico

tornou-se acessivel gragcas aos materiais de indice negativo [11].

Note que, até 0 momento consideramos os parametros eletromagnéticos € e u como gran-
dezas escalares. Logo, do ponto de vista eletromagnético, os meios sdo isotropicos, homogéneos
e lineares. Caso exista anisotropia, a permissividade (permeabilidade) elétrica (magnética) deve
ser caracterizada por um tensor, denotado por €;; ( i j) [14]. Materiais desse tipo, abrem caminho
para acessar o segundo e quarto quadrantes do espago paramétrico da Figura 3, pois, nesses
casos, a propagacao de ondas eletromagnéticas € suportada pelo meio desde que, pelo menos

uma componente, tanto de ¢, quanto de y;;, seja positiva [15].

Seguindo essa linha de metamateriais anisotrépicos, um dos ramos de destaque € a dptica

de transformagdo [16], que consiste no estudo de materiais portadores de uma propriedade

Neste trabalho adotamos a numeracdo dos quadrantes da mesma forma como no circulo trigonométrico usual.
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Jii
e<0 A E e>0
u>0 u>0
Plasma Elétrico k
(Metais em comprimentos Opticos) H
Ondas Evanescentes .
Dielétricos Transparentes
——————————————— /l =
> €
Materiais de Indice
Negativo Plasma Magnético
Ondas Evanescentes
e<0 k e>0
M < 0 H M < 0

Figura 3 — Diagrama ilustrando o espago paramétrico eletromagnético. O eixo horizontal (vertical)
corresponde a permissividade (permeabilidade) elétrica (magnética) € (u). A linha pontilhada
horizontal representa os materiais ndo magnéticos com u = 1.

chamada correspondéncia de impedancia, isto €, nos quais o vinculo g; = y;; € satisfeito. A
Optica de transformacgdo € muito utilizada em trabalhos de gravidade andloga, onde, através
da andlise e observacao de fendmenos eletromagnéticos, € possivel estudar, e, principalmente,
visualizar resultados tedricos bem estabelecidos em gravitacdo e cosmologia. Tais analogias
podem ser frutiferas, uma vez que ajudam a lancar luz sobre cada uma das dreas envolvidas.
Existem vdrios trabalhos que se enquadram neste quesito, incluindo tépicos como espagos-tempo
andlogos [17, 18], viagem no tempo [19], cordas césmicas [20], mecénica celeste [21], buracos
negros [22, 23], buracos de minhoca [24], dentre outros. A 6ptica de transformacao € uma
otima ferramenta para o estudo de andlogos gravitacionais, pois, uma vez atingido o vinculo
€j = Mij,» 0 mapeamento entre a métrica do espago-tempo desejado e o campo eletromagnético
¢ imediato [16]. Todavia, a sua grande desvantagem € justamente o seu principal requisito, ou
seja, a correspondéncia de impedancia, a qual exige uma fabricacdo bastante sofisticada do
metamaterial, j4 que a manipulagdo da permeabilidade magnética € mais complexa que a da

permissividade elétrica.

Outra classe de metamateriais anisotropicos, € a dos metamateriais hiperbélicos [25, 26],
denominados desse modo devido a forma hiperbdlica da sua relagdo de dispersdo, isto &, o
formato da superficie w (k) = constante, onde w € a frequéncia angular da onda eletromagnética
e k o vetor de onda. Como constituem um dos principais temas deste trabalho, sua menc¢ao aqui
€ apenas informativa, pois suas principais propriedades, aplicacdes e tipos de estrutura serao

detalhados no capitulo 3.

O presente trabalho, consiste de um estudo no campo da gravidade andloga, onde faremos

uma conexao entre a teoria da relatividade e a 6ptica (dindmica) em metamateriais hiperbdlicos
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(eletronicos). Sendo assim, em virtude de tratarmos sobre temas aparentemente desconexos,
fizemos o possivel para que o texto fosse completamente autossuficiente, almejando suprir, caso
seja necessario, a auséncia de algum conceito fisico que porventura um leitor especialista em uma
ou outra drea possa carecer. Dito isso, a divisdo do corpo principal da tese foi feita da seguinte
forma: no capitulo 2, detalhamos os tdpicos de relatividade e cosmologia necessarios para a
compreensao das aplicagdes que virdo posteriormente. Dentre os temas abordados, destacam-se
a secdo 2.2.3 sobre distancias e intervalos de tempo na relatividade geral, a se¢do 2.2.7 sobre o
sistema de coordenadas sincrono, utilizado em cosmologia, e, por fim, a secdo 2.3.4, referente
ao universo de Milne, a qual estabelece a fundamentagao tedrica do principal modelo anédlogo
em metamateriais apresentado neste trabalho. O capitulo 3 tem como objetivo discorrer sobre
os metamateriais hiperbdlicos, entretanto, devido os mesmos serem anisotrépicos do ponto de
vista elétrico, primeiramente € preciso explanar a dptica em meios anisotrépicos convencionais.
Feito isso, os metamateriais hiperbdlicos sdo abordados a partir da secdo 3.3, sendo entao
discutidas suas principais aplicacdes e propriedades, onde destacamos a se¢do 3.3.1, sobre a
obtencao de um comportamento andlogo ao espaco-tempo de Minkowski num metamaterial
(meio) hiperbdlico. No capitulo 4, enfim combinamos os contetidos dos dois capitulos anteriores
em duas aplicacdes, sendo estas o universo de Milne compacto e o espaco-tempo kleiniano. A
primeira, como veremos, consiste num possivel modelo de singularidade csmica para certos
modelos cosmoldgicos ciclicos. J4 a segunda, representa um espago-tempo incomum onde temos
duas coordenadas temporais. Finalmente, dedicamos o capitulo 5 as conclusdes e perspectivas

acerca dos resultados obtidos.
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2 RELATIVIDADE, GRAVITACAO E COSMOLOGIA

Neste capitulo, serdo abordados os principais conceitos da Teoria da Relatividade
de Einstein e da Cosmologia de Friedman-Robertson-Walker, utilizados posteriormente nas
aplicacdes em Fisica da Matéria Condensada. No tocante a relatividade especial, a teoria
serd apresentada de forma sucinta, cujo objetivo consiste em apresentar a notagdo utilizada e
estabelecer algumas férmulas importantes, necessdrias posteriormente para uma correspondéncia
com a teoria geral. Devido ao seu formalismo mais sofisticado, tanto conceitualmente como
matematicamente, a relatividade geral ocupa a maior parte do capitulo: partindo do principio
da equivaléncia e do principio da covaridncia geral, discorremos sobre topicos intermedidrios,
chegando por fim na acdo de Einstein-Hilbert e nas equa¢des de campo da relatividade geral.
Concluindo, serdo explanados os elementos basicos da cosmologia padrao, possibilitando a

compreensdo do principal modelo cosmoldgico tratado neste trabalho, o universo de Milne.

2.1 Relatividade Especial

Fruto de diversas contribui¢des [27], mas apresentada em sua forma final por Albert

Einstein em 1905 [28], a Teoria da Relatividade Especial é fundamentada em dois principios:

a) Principio da Relatividade: Os fendmenos fisicos sdo os mesmos em todos os

referenciais inerciais;

b) Universalidade da Velocidade da Luz: A velocidade da luz no vacuo, ¢, € a mesma
em todas as direcOes e em todos os referenciais, e € independente do movimento

relativo entre a fonte € o observador.

Como se pode notar, o principio da relatividade ndo € inteiramente inovador, pois ja era bem
conhecido por Galileu e Newton no que concerne aos fendmenos mecéanicos. Em outras palavras,
ele nos diz que as equacdes que traduzem as leis da natureza sao invariantes em relagcdo as
transformacdes de coordenadas e do tempo, quando se passa de um referencial para o outro. Isso
significa que a equacgdo que descreve uma certa lei fisica, quando expressa pelas coordenadas e

pelo tempo, tem a mesma forma qualquer que seja o referencial inercial adotado.

Tomando como exemplo as leis de movimento de Newton, as mesmas sdo invariantes sob
as chamadas transformacdes de Galileu, as quais expressas na forma vetorial possuem a seguinte

forma

r'=r — ut, (2.1)
=1, (2.2)
onde r, t e r’, ' sdo vetores de posi¢do e coordenadas temporais relativos a dois referenciais

inerciais distintos O e O’, respectivamente. O vetor constante u representa a velocidade relativa

entre os referenciais. Logo, sendo r constante, derivando a equacdo (2.1) duas vezes com relacio
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ao tempo, temos
a =a, (2.3)

e assim,
F' =F. (2.4)

Entretanto, as equagdes de Maxwell do eletromagnetismo nao sdo invariantes de Galileu, o que
pode ser visto analisando a cldssica equacdo de onda
1 dg
Vip=——Z, 2.5
Y= 352 (2.5)
onde o campo escalar ¢ representa uma das componentes cartesianas do campo eletromagnético,
por exemplo. Aplicando as equagdes (2.1) e (2.2) na expressao anterior, pode-se mostrar que
10% 2

7 4 1 4
Vs g A Vet g Ve 20

revelando explicitamente que a equacdo de onda ndo € um invariante de Galileu.

Inicialmente, pensou-se que a equagdo (2.5) para o campo eletromagnético seria valida
somente para a propagacao num meio misterioso que permearia todo o universo, denominado
éter!. Para o éter, a velocidade da luz teria o valor ¢ = 2,99792 x 108 m - s~!. Todavia, sucessivas
falhas experimentais em encontrar a velocidade da Terra com relagdo ao éter, indicaram que
a velocidade da luz € independente de qualquer movimento relativo uniforme entre uma fonte
de luz e um observador, fato que é claramente incompativel com a transformacgao galileana de
velocidades v/ = v — u. A grande ideia de Einstein estava no postulado acerca da universalidade
da velocidade da luz, decorrente do préprio principio da relatividade, ao considerar as equacoes
de Maxwell como leis fundamentais da fisica, e, sendo assim, a equacdo de onda (2.5) vdlida para
todos os referenciais inerciais. L.ogo, o conceito de éter foi abandonado (pois a onda € capaz de
se propagar no vacuo) e o principio da relatividade retificado, no sentido de que as leis da fisica
sao0 invariantes ndo mais pela transformacao de Galileu, mas por outro tipo de transformacao, a

chamada transformacdo de Lorentz.

2.1.1 Transformacdo de Lorentz

Sejam dois referenciais O e O’, de tal maneira que os eixos de O’ sdo paralelos aos de O
e a velocidade relativa entre ambos seja constante e dada pelo vetor # = u X, onde X € o versor ao
longo da dire¢do x (veja a Figura 4). Além disso, vamos supor que as origens dos dois sistemas
coincidam nos instantes r = " = 0. Entdo as coordenadas (¢, x, y,z) € (¢, x’,y’,7’), atribuidas a

um mesmo evento por observadores fixos nos respectivos referenciais, estdo relacionadas da

A equagdo ondulatéria também se aplicaria para uma classe especial de referenciais em repouso com relagdo ao éter.
Apesar da ideia de um meio preenchendo todo o espago parecer utdpica, vale ressaltar que naquela época achava-se
que qualquer tipo de fendmeno ondulatério necessitava de um meio para propagagdo, como ondas numa corda ou na
dgua.
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’

< <

Figura 4 — Configuragio entre os referenciais inerciais O e O’. Os eixos de ambos os referenciais sdo
paralelos entre si e o vetor velocidade relativa u € paralelo ao eixo x.

seguinte maneira [29]

Y Pl

t' = (t = ) , 2.7
x =y (x—ut), (2.8)
Yy =y, (2.9)
7 =z (2.10)

onde y = 1/4/1 — u?/c?. As equagdes acima foram obtidas primeiramente pelo fisico holandés H.
A. Lorentz. Entretanto, a teoria de Lorentz era mais complexa conceitualmente, pois ainda tinha
como fundamento a ideia do éter luminifero [27]. Posteriormente, Einstein obteve as mesmas

equagdes com base nos seus dois postulados j4 mencionados.

Através de um simples procedimento [30], é possivel obter a transformacao de Lorentz
numa forma vetorial, generalizando as equacdes (2.7)—(2.10) com o intuito de eliminar a
particularidade da velocidade relativa u paralela ao eixo x de O. Em termos de u = u X, temos
que ux = u - r,onde r € o vetor posicdo. Logo, é possivel escrever a parte espacial (2.8)—(2.10)

da seguinte forma

r'=r+(y—-1)x%—yutx

=r+((y—-1) #%—’yut

B-r
=r+(y-1) 7 — yPBct, (2.11)
onde B =u/cey=1/41— B2 Jd para a parte temporal (2.7), temos
z':y(;—ﬁ'zr), 2.12)
c

que nao faz mencao a nenhuma direcdo privilegiada para u = cf.

Tomando o limite ndo relativistico c — +oo, nas equagdes (2.11) e (2.12), temosy — +oo,

e a transformacgao de Galileu dada por (2.1) e (2.2) € recuperada.
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2.1.2 Intervalo

O fato de a velocidade da luz ser invariante entre diferentes referenciais inerciais gera
uma importante consequéncia: sejam dois eventos X e X + 6 X separados infinitesimalmente,
cujas respectivas coordenadas sdo (f,x,y,z) e (t + dt,x + dx,y + dy,z + dz). A quantidade ds,

denominada intervalo, é definida por

ds® = ?di* — dx® — dy* — dz* = *dr* — dr. (2.13)

Se ds = 0 num certo referencial, entdo os dois eventos podem ser conectados por um
sinal luminoso. Como a luz viaja com a mesma velocidade ¢ em todos os referenciais inerciais,
ds’ = 0 em qualquer outro referencial inercial. Na verdade, € possivel mostrar ainda que ds = ds’
para quaisquer dois eventos separados infinitesimalmente, e ndo somente aqueles conectados por
sinais luminosos. Considerando ds? como fungio de ds’> e expandindo o primeiro em série de
Taylor com poténcias de ds’, temos
d (ds?)

oot T ds”? + ...
=0 a (ds/Z) ds”2=0

=k+ads®+..., (2.14)

ds® = ds2| ds

onde k e a sdo constantes. O fato de ds = 0 quando ds” = 0, implica em k = 0. Ademais, o
coeficiente a s6 pode depender do mddulo da velocidade relativa |u| = u entre os dois referenciais
inerciais. Ele ndo pode conter as coordenadas e o tempo, pois sendo pontos diferentes do espaco
e instantes diferentes ndo seriam equivalentes, o que viria a contradizer a homogeneidade do
espaco e do tempo. Do mesmo modo, ele ndo poderia depender da direcdo da velocidade relativa,

pois poderia contradizer a isotropia do espago. Dai, vem que

ds® = a (u)ds”, (2.15)
e da mesma maneira,
ds’”? = a(|-u|) ds*
= a(u)ds’
= a(u)* ds"”, (2.16)

do que segue que a = +1. Porém, como no limite u — 0, tem-se ds” — ds, entdo necessariamente
a = 1. O que nos leva ao resultado
ds’ = ds. 2.17)

Logo, o intervalo entre dois eventos € um invariante de Lorentz. Naturalmente, o mesmo
resultado vale para um intervalo finito As. Note que ds € andlogo a distancia infinitesimal |dr |
entre dois pontos no espago euclidiano tridimensional. Assim como € possivel estabelecer uma

correspondéncia biunivoca entre as componentes do vetor posi¢do r e os pontos do espaco



Capitulo 2. Relatividade, Gravitagdo e Cosmologia 25

ct

" Alhures absoluto

>y

Figura 5 — Trajet6ria no espaco-tempo de uma particula através do cone de luz. A regifo interior ao cone
representa o passado (¢ < 0) e futuro (¢ > 0) absolutos da particula, enquanto a regido exterior
€ denominada alhures absoluto. A palavra “absoluto” significa que o referido conjunto de
eventos é o mesmo em todos os referenciais, devido & invariancia do intervalo. Um ponto no
interior (exterior) do cone de luz possui uma separagdo em relacdo a origem do tipo tempo
(espaco).

tridimensional, podemos fazer o mesmo com as coordenadas (ct,r) de um certo evento X,
representando 0 mesmo como um ponto do espago-tempo quadridimensional. Em particular,
quando ds? é dado pela equacio (2.13), o espago-tempo quadridimensional é chamado espaco-
tempo de Minkowski. Um intervalo entre dois eventos € dito do tipo espaco se a parte espacial
€ maior do que a parte temporal (ds2 < 0), e do tipo tempo se a parte temporal ¢ maior que a
parte espacial (a’s2 > 0). Se ds®> = 0 o intervalo é dito do tipo luz. Como ds? é invariante, a

classificagcdo € absoluta, isto €, nao depende do referencial.

Sendo dr o deslocamento de uma particula para o intervalo de tempo d¢, os eventos onde
ds®> = 0 definem uma regido de velocidade ¢ (pois |dr| /dt = c), chamada cone de luz (veja a
Figura 5). A regido exterior ao cone corresponde a trajetdrias no espago-tempo de particulas
com v > ¢ (caso em que ds> < 0). Parav < c, que é o caso das particulas massivas existentes na

natureza, as trajetorias estardao no interior do cone de luz.

Do exposto acima, um ponto do espaco-tempo, tomado com relagdo a certo referencial
inercial, € caracterizado por trés coordenadas espaciais e uma temporal. As coordenadas serao

representadas na forma
xH = (xo,xl,xz, x3) = (xo,xi) = (ct,r), (2.18)

onde indices com letras gregas (u, v, @, B,. .. ) assumem valores (0, 1,2,3) e indices com letras

romanas (i, j, k,/, ... ) assumem valores (1,2,3). Dai, vem que

ds* =y dxPdx”, 1= [n,] = diag(+1,-1,-1,-1), (2.19)
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onde utilizamos a convengdo de soma de Einstein para indices repetidos: sempre que um indice
aparecer repetido num termo de uma expressdo, sendo um indice superior e outro inferior,
existe um somatdrio implicito cuja soma se dd ao longo de todos os valores possiveis que o
indice em questao pode assumir. A matriz n = [Wv] define uma métrica no espago-tempo de
Minkowski, e seus elementos sdo denominados componentes do fensor métrico ou simplesmente
componentes da métrica. Também é importante ressaltar que na defini¢io de ds” nas equacdes
(2.13) e (2.19), foi utilizado um sinal positivo para o termo c>dt> e um sinal negativo para os
termos espaciais dx?, dyz, dz2. A sequéncia de sinais dos termos 7,,, trata-se meramente de uma
convengao, chamada de assinatura. Em geral, a assinatura € representada na forma (— + ++) ou
(+ — ——), e a escolha de uma ou outra ocasiona apenas uma mudanga de sinal em determinadas

expressoes. Neste trabalho, salvo mencionado o contrdrio, € utilizada a assinatura (+ — ——).

Uma sequéncia continua de pontos no espago-tempo pode ser especificada pelas coor-
denadas x* (1) dos eventos ao longo de uma curva parametrizada por um certo parametro A,
de modo semelhante a geometria diferencial de curvas no espaco euclidiano [31]. Como ds é
invariante, podemos definir o andlogo quadridimensional do comprimento de arco ao longo da
curva, interligando dois eventos P e Q do espago-tempo por

0 4 7e)
s(P,Q) = J |ds| = [ %dﬂ = J da 5|72 (2.20)
P A A

Na equacdo acima, x* = dx*/dA e o médulo se faz necessdrio pois o sinal de ds* é em geral
indefinido no espaco-tempo. Todavia, nos casos em que a curva possui um sinal definido
para o comprimento de arco, ou seja, curvas cuja classificagdo (tipo tempo ou tipo espaco) se
mantém inalterada por todo o percurso, € possivel definir o sinal adequado na equagao (2.20).
Para curvas do tipo luz, o comprimento de arco € sempre nulo devido a condicdao ds = 0. O
comprimento de arco € também invariante sob reparametrizagcdes, ou seja, sob transformagdes
do tipo A — A’ = f (A1), pois

42 dxt dx” '

= dA |,y ——

YR aa

_ [ pda dxt dX'\ (dx” dv\|'?

“Jy Cav M\ ava) avaa

_ [ pdadr | dxtde ]

Sl Cava | arav
r-/lé dxt dx” 1/2

= | Al gy — 221
L My v dv ( )

Entre as diversas possibilidades de curvas no espaco-tempo, destacam-se as que re-
presentam a trajetéria de uma particula material, denominada linha de universo. No espago
tridimensional, € possivel descrever uma determinada trajetéria expressando a posicdo como
fun¢do do tempo, na forma vetorial r(¢), com velocidade v(t) = dr /dt. Transpondo para o espago-

tempo, considere essa curva utilizando o pardmetro A = ct, tal que x* = x*(ct) = (ct,r(t)). Dada
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a existéncia de uma velocidade maxima, devemos ter sempre |v| < ¢ e a curva € monotonicamente
do tipo tempo (ds? > 0). Nesses casos, é possivel dar uma interpretagio fisica do comprimento
de arco ao longo da curva [32]: suponhamos que num certo referencial inercial O, € observado o
movimento arbitrdrio de uma particula, particula esta que encontra-se munida de um relégio. O
movimento, apesar de arbitrrio, pode ser considerado uniforme em cada instante. Assim, em
cada instante de tempo, podemos introduzir um sistema de coordenadas rigidamente ligado a
particula, que, juntamente com o reldgio, ird constituir um referencial inercial O’. No decurso de

um intervalo de tempo infinitesimal d¢ (indicado por um relégio em repouso em O), a particula

percorre a distancia \/ dx? + dy? + dz2. Para o sistema O’, a particula permanecera em repouso,

logo, dx’ = dy’ = dz’ = 0. Tomando dt’ = dt, e em virtude da invaridncia dos intervalos, temos

ds* = ¢?di? — dx* — dy* — dz* = *d+?. (2.22)
E assim,
d 2
dr == =dnf1- 2, (2.23)
c c

onde v = |v| = vdx? + dy? + dz2/dt é a velocidade da particula (rel6gio) mével. A integragdo
da equacdo (2.23), fornece o tempo indicado pelo reldgio transportado pela particula quando o

tempo indicado pelo reldgio de O (em repouso) for At = t, — ;. Dai, vem que

r= Jdr - Jtz diyf1 - vz(;). (2.24)
31 c

O tempo indicado por um relégio que se move com um dado objeto é chamado o tempo

proprio desse objeto. As equacdes (2.23) e (2.24) expressam o tempo proprio em funcdo do
tempo medido no referencial, ao qual o movimento considerado esta relacionado. Claramente,
o tempo préprio € sempre menor que o tempo correspondente num referencial fixo, de modo
que um relégio mével se movimenta mais lentamente que um rel6gio em repouso. Enfatizamos
ainda que esses resultados valem para uma particula descrevendo uma trajetdria arbitrdria, nao
necessariamente em movimento uniforme (a relatividade especial € satisfatéria para descrever

movimentos acelerados, ndo sendo necessario recorrer a teoria geral nesses casos).

2.1.3 Grupo de Lorentz

As transformacoes de Lorentz, apresentadas pelas equacdes (2.11) e (2.12), conhecidas
como boosts, sao exemplos particulares de uma classe mais geral [33], onde temos uma
transformacao linear da forma

x* = A, XY+ db, (2.25)
com A¥, e d* constantes, restrita 2 condicdo de manter ds> (ou o tempo préprio dr?) invariante,
isto €,

2 2
ds” =y dxtdx” = ds" =, dxMdx" =, Ao dx* N dx”. (2.26)
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Como todos os indices sdo mudos, facamos entdo as mudangas @ — u ey — v no lado extremo

direito da equacdo anterior. Dai, vem que
Aa# Nay Ayv = Nuv- (2.27)

As equacgoes fornecidas por (2.27), sendo elas 16 ao todo, sdo o que de fato caracterizam os
coeficientes A", da transformacdo de Lorentz. Expressando a equaco (2.27) como um produto
de matrizes, temos

ATnA =1. (2.28)

Multiplicando a relagfio anterior pela direita por i e notando que 1> = 14, onde 14 = [65 ] éa
matriz identidade quadridimensional, resulta A'np A5 = 14, 0 que mostra que ATy é a matriz

inversa da A n. Portanto, temos também que A ATy = 14, e assim
AnAT =7, (2.29)
que € uma condicao equivalente a expressao (2.28). Em notacdo de indices,
A ™ A, =", (2.30)

onde [n‘“’] = diag (+1,-1,-1,—1) e é numericamente igual a [77/0/]- Uma transformacao de
Lorentz € uma espécie de rotacdo no espaco-tempo, e a matriz associada € ortogonal em relacao a
métrica i do espaco-tempo de Minkowski. No caso das rota¢des tridimensionais a métrica é dada
pela matriz identidade 13 = [6,- j] (sendo 6;; o delta de Kronecker), € a condigdo correspondente
a equacio (2.28) é RTR = 15 [34].

Antes de demonstrar que as matrizes que satisfazem as equagoes (2.28) e (2.29) formam
um grupo, recordemos o que vem a ser um grupo. Assim, seja certo conjunto G, sobre o qual
definimos uma operacao o. Esse conjunto forma um grupo se as seguintes propriedades forem
satisfeitas:

a) Se g1 € Ge gy € G, entdo g o g2 € G (a operagdo o é fechada);

b) Paratodo g1, g2, g3 € G, temos (g1 © g2)0g3 =g1°(g2 o g3) (propriedade associativa);

c) Existe um elemento identidade 1 € G tal que paratodo g € Gtemos1og =go1;

d) Para todo g € G, existe um elemento inverso, que chamaremos g_l, também

pertencente a G, talque go g ! = g7l o g = 1.

Podemos ver facilmente que a operacao de fechamento € satisfeita. Sejam A e A, duas matrizes
pertencentes ao grupo de Lorentz, o produto matricial entre ambas também satisfaz as equagdes
(2.28) e (2.29), pois

(A1 A2)T 7 (A1 A2) = AJATR AL Ay = Al Ag = 1, (2.31)
N——
n
(A1 A2) 7 (A1 A2)T = Ay Agn ATAT = Ay A = 1. (2.32)
N—_——

n
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A propriedade associativa € trivialmente satisfeita ja que o produto entre matrizes € associativo.
O elemento identidade é a matriz identidade 14, pois 1771 =y e 1517 = 5. Por fim, para o

elemento inverso, sendo 171 = (A A_I)T nAA! =5, temos

;
7= (AA—I) nAA"!

— A TAT A A
~——
n

— A TpA (2.33)

Logo, o elemento inverso é a prépria inversa A~! e de fato as matrizes A formam um grupo.

Através das equacdes (2.27) e (2.28), podemos constatar quantas das 16 entradas de A¥,

sdo independentes. Assim, temos

(ATUW A) = Aaﬂ Nay A7,
uv
Tya

= Ayv 7],},& Aav

= ( ATy A)w, (2.34)

Entdo, das 16 equagdes de vinculo advindas de (2.27), teremos apenas 10 distintas: sendo 4 delas
para o caso em que u = v, e 6 para o caso u # v, devido a simetria da equagao (2.34). Logo,
A", terd 16 — 10 = 6 entradas independentes. Dai, podemos concluir que o grupo de Lorentz
ndo homogéneo, ou grupo de Poincaré, caracterizado pelas transformacoes da forma (2.25), é
um grupo a 10 parametros, onde 6 parAmetros sio oriundos de A", e os 4 parAmetros restantes
oriundos das transla¢des no espago-tempo d*. No caso particular em que d* = 0, o grupo de

Lorentz € denominado grupo de Lorentz homogéneo.

As principais propriedades das transformacdes de Lorentz podem ser obtidas das equagdes
(2.27) ou (2.28). Tomando o determinante de (2.28), temos

det AT detndet A = (det A)* detn = detr. (2.35)

Dai, vem que
detA = £1. (2.36)

Além disso, tomando u = v = 0 na equagdo (2.27), obtemos
0\’ 1) 2 \? 3 \?
donde, resolvendo para AOO,

A% >+1 ou A% <-L. (2.38)
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Se AO0 > +1, a transformacao preserva o sentido do tempo e € dita ortécrona, pois, levando em
conta eventos estaciondrios num certo referencial O, isto €, eventos nos quais a linha de universo

¢ da forma x* = 661 x°, entio, aplicando equacao (2.25) com d* = 0, temos
' =A%¢. (2.39)

Portanto, conclui-se que os relégios de O’ marcam o tempo no mesmo sentido que os de O.
Naturalmente, se AOO < —1, a transformacdo inverte o sentido do tempo, e € dita ndo ortocrona.

As condigdes (2.36) e (2.38) permitem dividir as transformac¢des de Lorentz em quatro
subconjuntos, costumeiramente denotados por LI, Li, L e LL. Osindices + e — referem-se adet A,
enquanto as setas T| referem-se a AO0 >1le AO0 < -1, respectivamente. As transformagodes
representadas por LT e L! envolvem inversdo espacial (transformagdo de paridade), pois
det A = —1, e, as dadas por L! e Li, inversdo temporal. Tais transformacdes ndo correspondem a
simetrias exatas da natureza e sao denominadas improprias [35]. As transformagdes representadas
pelo conjunto LI sdo ditas préprias. Elas possuem a importante propriedade de serem as unicas
que podem ser construidas a partir da transformacao identidade A*, = 6 de forma continua, ou

seja, por aplicacdo de sucessivas transformacdes de Lorentz infinitesimais

AF, ="+ W, (2.40)

onde os w"

, sdo quantidades infinitesimais. Ademais, a propria transformacao identidade € do tipo
LI. Como uma transformacao da forma (2.40) difere apenas infinitesimalmente da transformacao
identidade, ela é necessariamente prépria, e, assim, nao pode provocar um salto finito tanto de
AO0 > +1 para AOO < —1 quanto de det A = +1 para det A = —1 [33]. Dai, como a transformacao
identidade ndo faz parte de nenhum dos subconjuntos LJlr, LT e L, eles ndo possuem o elemento

identidade e, portanto, cada um deles ndo forma um grupo por si so.

O subconjunto LI € o tnico dos mencionados anteriormente que forma um grupo. A
Unica parte ndo trivial da demonstracao € a verificagdo de que o produto de duas matrizes de
Lorentz ortécronas € também uma matriz ortécrona (AOO > +1). Considere entdo a seguinte
demonstracio adaptada de [34]: sejam A e A duas transformacdes de Lorentz ortécronas

consecutivas e seja A = A A. Entdo A¥, = A*, A® , de modo que

A% =A% A% + A% Al + A% A% + A% A7
=A% A% +a b, (2.41)

onde, na equacgdo anterior, fizemos a = (1_\01,1_\02, 1_\03) eb = (Alo, AZO, A30). Resolvendo a

equacdo (2.37) para AOO, obtém-se AO0 = V1 + b2, sendo b = |b|. De maneira semelhante,

fazendo u = v = 0 em (2.30), temos

- - _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
R (e
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Resolvendo para /_\OO, obtemos /_\00 = V1 + a2, com a = |a|. Logo, podemos reescrever a equacio

(2.41) como
A% =V1+a*V1+b+a-b. (2.43)
Entretanto,
Vi+a@2V1i+b02 =V +a+ b2 +a2b? = \/(1 +ab)* +(a-b)? > 1 +ab, (2.44)
€ entao

A >1+ab+a-b. (2.45)

Levando em conta que @ - b > —ab, obtemos que /_\00 > +1, como queriamos demonstrar.

2.1.3.1 Transformagdo de Lorentz como uma “Rotagdo” no Espago-Tempo

Na secdo 2.1.3, devido ao resultado (2.28), mencionamos que uma transformacgao
de Lorentz € uma espécie de rotagdo no espago-tempo. O objetivo desta se¢do € dar um
cardter explicito para essa afirmacdo. Primeiramente, € importante ressaltar que o grupo das
transformacoes de Lorentz proprias e homogéneas (Ll,d/" = 0), contém ainda o subgrupo

formado pelas rotagdes tridimensionais ordindrias

A% =1, (2.46)
Ay=A% =0, (2.47)
A =Ry, (2.48)

onde R = [Ri j] ¢ uma matriz ortogonal de rotacdo, isto &, satisfaz as condi¢des R'TR = RRT = 1
e detR = 1. Logo, no que diz respeito as rotacdes puramente espaciais € as translacdes no
espaco-tempo x# — x* + dH, ndo existem diferencgas entre o grupo de Lorentz e o grupo de
Galileu [36]. As adversidades surgem apenas nas transformacdes de boost do tipo (2.11) e (2.12),
quando se altera a velocidade do sistema de referéncia. Portanto, considere o boost usual de
Lorentz na direcdo x dado pelas equagdes (2.7)—(2.10). Reescrevendo a transformacdo em forma

matricial , obtemos

ct’ vy —yB 0 0] |ct
! - 00
o P . (2.49)
y 0 0 1 Of]y
4 0 0 0 1||z

onde B =u/cey = 1/41- B2, sendo u a velocidade relativa entre os referenciais. Note que a

transformacao € propria. Considerando somente as coordenadas 7 € x, a equagado (2.49) torna-se

e
X

-¥B v ||x
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Fazendo a mudancga de varidvel vy = cosh , temos

senh? (= cosh? -1
y -1

senh (2.51)

[
\<
=

Donde conclui-se que B = tgh £ ou ainda ¢ = tgh™! 8. Assim, é possivel reescrever a equacio
(2.50) somente em termos do angulo hiperbdlico ¢ (denominado rapidez), isto &,
ct’ cosh —senh ct
= ¢ ¢ . (2.52)
x’ —senh{ cosh{ || x
Utilizando as relagdes cosh ¢ = cosi{ e i senh { = seni{ na transformagdo acima, obtemos

facilmente

ict' =ictcosil — xsenil, (2.53)

x' =ictsenil + xcosil, (2.54)

e, em forma matricial,

ict’ cosil/ —senil| |ict

= . (2.55)
x’ seni{ cosi{ by

Note que, formalmente, a equacgao (2.55) representa uma “rotacdo” no plano formado por x
e ict de um “angulo” i{, e, como tal, ela preserva o “comprimento” do vetor X2+ (ict)z. Se
introduzirmos, por comodidade de exposi¢do, 7 = ict, entdo, um boost de Lorentz pode ser
interpretado como uma rotacao no espaco-tempo, onde a rotacdo ocorre num plano formado por
um eixo temporal 7 (imagindrio) e um eixo espacial x. Naturalmente, existem rotagdes associadas
entre o eixo temporal e os outros eixos espaciais y e z. Logo, os parametros do grupo de Lorentz
homogéneo sio caraterizados por seis rota¢oes quadridimensionais nos planos xy, xz, yz,7x, 7y, 7z,
onde as trés primeiras correspondem as rotacdes espaciais ordindrias, como no grupo de Galileu,
e as restantes sdo da forma (2.55), cada uma com um parametro de rapidez { respectivo [32].
Tendo em mente aplicacdes futuras, vamos definir duas novas coordenadas,
xt=x+x! = cr + x, (2.56)

X =x —x =ct—2Xx. (2.57)
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Figura 6 — Diagrama bidimensional do espaco-tempo de Minkowski ilustrando a construc¢do do sistema de
coordenadas (x*, x™) através de retas da forma x* = C*. Na figura, as constantes C* assumem
valores inteiros no intervalo [-7,—1]. A hipérbole x*x~ = 1 caracteriza um lugar geométrico
de pontos no espago-tempo onde o intervalo é invariante.

Logo, uma transformacdo de Lorentz (2.52) modifica as coordenadas x* da seguinte forma

xF=ct' £ x

(ctcosh¢ — xsenh ) + (—ct senh £ + x cosh ()

ct (cosh ¢ ¥ senh ) + x (cosh ¢ ¥ senh ()

(coshZ Fsenh ) (ct £ x)

= e¥x*, (2.58)

mostrando que a transformacio de Lorentz comprime x* por um fator e~¢ e expande x~ por
e*¢. Além disso, como c?t> — x> = (¢t + x) (¢t — x) = x*x~, vé-se facilmente que o intervalo se
mantém invariante, pois x’*x’~ = (e7x*) (¢*¢x”) = x*x~. Da mesma forma,
ds* = ¢?di* — dx? = (cdt + dx) (cdt — dx) = dx*tdx™. (2.59)
Note que, curvas do tipo x* = C* = constante sdo da forma ct = Fx + C*, ou seja,
representam retas que conectam intervalos do tipo luz, pois |dx/dt| = c. Em particular, para o caso
* = 0, as retas sdo geratrizes do cone de luz com vértice na origem. Tomando diferentes valores
para as constantes C*, podemos construir o sistema de coordenadas (x*, x~) no espago-tempo
de Minkowski (veja a Figura 6). Além disso, como o produto x*x~ se mantém inalterado por
transformacgdes de Lorentz, conclui-se que o efeito de uma transformacao da forma (2.58) € o
de deslocar um ponto de coordenadas (x*,x™) ao longo da hipérbole x*x~ = constante (veja a

Figura 7).
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Figura 7 — Diagrama bidimensional do espaco-tempo de Minkowski conforme o sistema de coordenadas
(x*,x7). A reta azul representa o eixo temporal ordindrio ct, ao passo que de cor laranja
representa o eixo espacial x. As curvas representam as hipérboles x™x~ = +1, onde, uma
transformacao de Lorentz, aplicada sobre um ponto pertencente a qualquer uma delas, ocasiona
um deslocamento do mesmo ao longo da respectiva curva. Por exemplo, para um ponto na
hipérbole x*x~ = 1, o deslocamento se d4 para a esquerda (direita) se £ > 0 (£ < 0).

2.1.4 Vetores e Tensores no Espago-Tempo

O principio da relatividade afirma que as leis da Fisica possuem a mesma forma em todos
os referenciais inerciais. A fim de fazer valer este principio, do ponto de vista matemadtico, as leis
devem ser expressas de uma maneira intitulada covariante, isto €, sua forma permanece a mesma
qualquer que seja o referencial inercial escolhido. Logo, a expressdo matematica das leis fisicas
deve envolver somente quantidades com regras de transformacdo bem definidas na passagem de

um referencial inercial para outro.

Considere um ponto arbitréario do espaco-tempo, tomado em relacdo a um certo referencial
0, denotado por x*. Seja, agora, outro sistema O’ onde o mesmo ponto € representado por x*.
Em principio, O e O’ podem ser sistemas quaisquer. Nao consideraremos nenhuma restrigao,
como, por exemplo, o fato dos sistemas serem inerciais. Logo, o relacionamento entre x* e x'*
deve ser, também, o mais geral possivel. Diante disso, x"* = x'# (x) = x™# (xo,xl, X2, x3), e, pelas

regras de derivacao parcial,
ox'H

dx'* =
o oxY

dx”. (2.60)

O conceito de campo escalar, campo vetorial ou campo tensorial, esta relacionado as
fungdes escalares, vetoriais e tensoriais que dependem de pontos do espaco-tempo [37]. Em
particular, um campo escalar tem como caracteristica permanecer invariante relativamente a

qualquer sistema de referéncia. Portanto, se ¢ € um campo escalar, entdo
¢ (") = o (x"). (2.61)

Note que, de maneira geral, as expressdes matematicas para ¢’ (x'#) e ¢ (x*) sdo diferentes.
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O que a equagdo (2.61) significa € que para um mesmo ponto do espaco-tempo, tomado quer
com relacdo a O, quer com relagdo a O’, as fungdes ¢’ (x'*) e ¢ (x*) apresentam o mesmo valor

numérico. Logo, podemos até mesmo reescrever a equagdo anterior como ¢ (x"#) = ¢ (x*).

Utilizando mais uma vez a regra de derivagdo parcial, temos

o’ 0x” d¢
AXH IxH Oxv

(2.62)

E, analisando as equagdes (2.60) e (2.62), vemos que dx* e d¢/dx* transformam-se de modos
distintos. Entdo, chamamos quadrivetor contravariante qualquer quantidade que se transforma
como dx*, e quadrivetor covariante? qualquer quantidade que se transforma como d¢/dx*. En-
tretanto, € importante ressaltar que essa classificacdo diz respeito as componentes do quadrivetor,
pois, dado um quadrivetor, suas representacoes contravariante e covariante sao

ox'H
= 9x

oxY

v Sl
Ox'H

Vvioe V, W, (2.63)
respectivamente.

Do exposto acima, generalizagdes imediatas para as relagdes (2.63) sao

U v
ox™Hox"™ ..

T = 2.64
Ox¥ OxA ’ (2.64)
Ix* Ox*
T, = — T, 2.65
K Ox’™M ox" A ( )
u A
= 9% 0x 4y (2.66)

Y gxk oxv A
Uma quantidade que se transforma como (2.64) denomina-se fensor contravariante de segunda
ordem. Em (2.65), T,,, € um tensor covariante de segunda ordem. E o T*, da equacdo (2.66) é
um tensor misto de segunda ordem. E assim por diante. Portanto, um tensor contravariante de

ordem r € um objeto 7#!""#» com 4" componentes, que sob uma transformac¢do de coordenadas,

transforma-se segundo a regra

dx'H Ox'Hr
Y e (2.67)

T
ox" ox"r

Analogamente, um tensor covariante 7),,...,,, de ordem r € definido pela lei de transformagao

ox" ox’r

T’ [ —
M1 My 6x/ﬂ1 6x/#r

Ty, ..y, . (2.68)
Obviamente, tensores mistos de ordem arbitrdria, com um nimero qualquer de indices covariantes
e contravariantes, sdo conceituados de modo similar.

Do paréagrafo anterior, o conceito de campo tensorial, e, por conseguinte, campo vetorial,

sdo naturalmente definidos. Um campo tensorial T';.. (X) é um tensor associado a cada ponto X

O termo covariante possui dois significados. Um deles refere-se a uma das representagdes do vetor. O outro,
mencionado no fnicio desta secdo, € a invariancia de forma. Diz-se que uma relacdo € covariante se permanecer com
a mesma forma apds certa transformacao caracteristica.



Capitulo 2. Relatividade, Gravitagdo e Cosmologia 36

do espago-tempo e caracterizado pela lei de transformagao

T =T T (2.69)

onde, um campo vetorial € o caso particular 7# (X) ou T}, (X).

Finalmente, consideremos o caso em que O ¢ O’ sao referenciais inerciais. Assim, a
transformacao de coordenadas entre os dois se dd pela transformacgao de Lorentz, e, da equacdo
(2.25) temos que dx’* = A", dx”. Comparando com (2.60), obtemos que para uma transformacéo

de Lorentz
ox'#

T ox

0 que nos permite concluir que um quadrivetor de Lorentz contravariante se transforma como

AX, (2.70)

V’H = A¥,V”. Em contrapartida, um quadrivetor de Lorentz covariante possui como lei de

transformagdo V', = A" V,,, sendo A, = dx” /0x"* definida por

AL =1 AY, 2.71)

onde 17,01*” = 6,,. Diante disso, [A#V] ¢ a inversa da matriz [A"ﬂ] , pois

A A, = (e A7) A,

— nHP AQ Y
=n Avn(l)’AP
N———————

Mo

= nﬂpnvp

= 5. (2.72)

Naturalmente, as substitui¢des 0x'#/dx” = A", e 0x”/Ox'H = A#V também se aplicam as leis
de transformacao (2.64)—(2.69). Da equacgdo (2.72), segue que o produto escalar entre um

quadrivetor contravariante e um quadrivetor covariante é um invariante de Lorentz, isto &,
7 U a M _ _
VW= A# A y VWY = 67 V,W? = VVWV. (2.73)

Ademais, o caso particular V,,V¥ nos permite classificar os quadrivetores do mesmo modo que 0s
intervalos, isto é

>0, VH ¢ quadrivetor do tipo tempo.
V,V#{=0, V* ¢ quadrivetor do tipo luz. (2.74)
< 0, VH ¢ quadrivetor do tipo espaco.
Novamente, a classifica¢do € absoluta pois V,,V# € um invariante de Lorentz.

Para todo quadrivetor contravariante V¥, ha um quadrivetor covariante correspondente

Vi=nwV’, (2.75)
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assim como para todo quadrivetor covariante V,,, existe um respectivo quadrivetor contravariante
VE =gV, (2.76)

Dai, podemos reescrever o produto escalar (2.73) como
VWH =0, VIWHE ="V, W, = V'W,. (2.77)

E importante ressaltar que a operacio de abaixamento de indice (2.75) aplicada em V, estd

plenamente de acordo com a lei de transformagdo de um quadrivetor contrariante, pois

V/ﬂ — nluvvlv
= 77'w AvaVa
= nluv Av(lnfl’yvy
= A" V7, (2.78)

Analogamente, a operacdo de levantamento (2.75) concorda com a lei de transformagdo de um
quadrivetor covariante V/,, = A"V,

Uma operagdo do tipo T*,”, T, T, é chamada de contragdo. Assim, por exemplo,
T" u " & a contragio dos dois primeiros indices de 7#*”. Claramente, a contracdo reduz a ordem
do tensor em duas unidades. Por exemplo, no caso de um tensor de segunda ordem 7", o escalar

T =n"T,=T"=T," (2.79)

€ chamado de traco do tensor.

O formalismo tensorial aqui explanado tem como principal objetivo fornecer um modo
através do qual seja possivel expressar matematicamente as leis da Fisica em forma covariante.
Assim, suponha que num dado sistema de referéncia O, uma certa lei fisica possa ser expressa na
forma

T =0, (2.80)

onde T#"” é¢ um campo tensorial. Em virtude da lei de transformacao (2.67) de suas componentes,
se um campo tensorial é nulo num certo sistema de referéncia ele serd nulo em todos os demais.

Ou seja, num outro sistema O’, teremos

B ox'H ox" WQ

0. (2.81)

Portanto, a equagado (2.80) possui a mesma forma em todos os referenciais. Uma lei fisica assim
representada estd expressa numa forma manifestamente covariante, bastando olhar para a equacao
para reconhecer sua validade em todos os sistemas de referéncia. Além disso, exprimir uma lei
numa forma covariante facilita a determinac¢do de como se transformam as grandezas fisicas

relevantes quando se passa de um referencial para outro [34].
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2.1.4.1 Quadrivelocidade e Quadriaceleragdo

Com o intuito de ilustrar as ideias apresentadas na se¢do anterior, vamos considerar dois
importantes quadrivetores associados a0 movimento de um particula no espaco-tempo. Considere
uma particula descrevendo uma trajetdria no espaco-tempo parametrizada pelo seu tempo proprio
7, isto €, x* (7). O quadrivetor velocidade u* € definido como
_dx*
=

que nada mais € do que o vetor tangente a curva. Note que, u* € de fato um quadrivetor, pois dx*

(2.82)

ut

¢é quadrivetor e dt € um escalar.

Para exprimir as componentes de u* explicitamente, utilizaremos a equacao (2.23)
dt = dt/y = dt+/1 — B%(t), onde B = v/c e v = |v| a velocidade ordindria da particula no espago
tridimensional. Dai, vem que

dxt  dt dxt d

Uma consequéncia imediata de (2.83) € que as componentes de #* nao sao independentes,

pois
uut = utu’” = y2c? — v = 927 (1 - ﬁz) = ¢?, (2.84)
0 que mostra que u* € um quadrivetor do tipo tempo que nunca se anula. Além disso, no

referencial de repouso momentaneo da particula, onde y = 1 e v = 0, temos que u* = cég .

Outra maneira conveniente de definir a quadrivelocidade [32], é conceituar

dx*  1dx* u*
Ut = =———=—=07B). (2.85)

ds ¢ dr c
De maneira que,

UuU" = 1y UMV =9 =282 = 7 (1= B7) = 1, (2.86)
e, portanto, U* possui médulo unitdrio. Em unidades naturais (¢ = 1), temos d7 = ds e u* = U*.

Analogamente, define-se a quadriaceleragdo como

dut  d*x*
o = 2.87
4 dr dr? 2.87)
cujas componentes sao
u_ d d oo 2
at = —(ye,yv) =y (ye,yv) = (cw,wv +y a), (2.88)
dr dt

onde y = dy/dt e a = dv/dt é a aceleragdo tridimensional da particula. Calculando y, obtém-se

-1/2
d (1 _ vz(t))

VZE c?
_ Lo\ 2
2 2 2 dt
3
=Y yv.a, (2.89)
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e, substituindo na equacao (2.88),

PA
at = —v-a,—z(v.a)v+y2a . (2.90)
c c
No referencial de repouso momentianeo da particula (y = 1,v = 0), as componentes de a*
reduzem-se a a* = i’ 61.“ = (0,a), donde se deduz que a quadriaceleracao € um quadrivetor do
tipo espaco e sO se anula se a aceleragdo propria, isto €, a aceleracdo medida no referencial de

repouso instantaneo, for zero.
Por fim, derivando a equacao (2.84), temos

dr

u

=uta, =0, (2.91)

0 que mostra que a quadrivelocidade e a quadriacelera¢do sdo ortogonais entre si.

2.1.5 Dinamica da Particula

Para o estudo do movimento das particulas materiais, partiremos do principio da minima
acdo, o qual estipula que, para todo sistema mecanico existe uma integral S, chamada acao, que

tem um minimo para o movimento efetivo e cuja variacio ¢S €, consequentemente, nula3.

Assim, vamos definir a integral da acdo para uma particula livre, isto €, ndo submetida
a acdo de forcas externas. Naturalmente, pelo principio da relatividade, a integral deve ser um
invariante de Lorentz, e, portanto, deve ter como integrando um escalar. Para uma particula livre,
cuja trajetéria é x* (1), a escolha simples e direta € uma integral proporcional ao tempo préprio

dt. Dai, vem que

0]
S = —ozj dr, (2.92)
P

onde a € uma constante a ser determinada e a integral € calculada sobre a linha de universo
compreendida entre os eventos P e Q. Do mesmo modo como na mecanica cldssica, vamos

representar a acao (2.92) sob a forma de uma integral no tempo
5]
S = J Ldt. (2.93)
n

Sendo assim, em virtude de (2.23), a equagdo (2.92) torna-se

tzdt %) 2
S:—aj —=—aj \/I—V—Zdt, (2.94)
h Y I3 c

de maneira que a lagrangiana para a particula é

2
L=-ay1-—. (2.95)
C

Estritamente falando, o principio da minima a¢ao afirma que a integral S deve ser minima somente para deslocamentos
infinitesimais sobre o caminho de integragdo. Para caminhos de comprimento arbitrario podemos afirmar somente
que S tem um extremo, podendo nao ser um minimo [38].
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Para determinar a constante @, vamos expandir a lagrangiana L em série de poténcias de

v2/c?. Logo,

V2
L=-all-——-.-], 2.96
o1-35-) 2.96)

donde, tomando o limite nao relativistico ¢ — +oo e considerando até a primeira ordem em

v2 / ¢, resulta em
2

L=~-a+ ﬁ (2.97)

Pelo principio da correspondéncia, espera-se que a expressdao de L em (2.97) recaia
na expressio cldssica L = mv?/2 para a particula livre no relativistica. Tomando a = mc?, a
equacgio (2.97) torna-se L ~ mv?/2 — mc?, onde a constante —mc? pode ser omitida pois duas
lagrangianas que diferem por uma derivada total com relagc@o ao tempo sdo equivalentes, isto &,
geram as mesmas equagoes de movimento [30]. Portanto, conclui-se que a lagrangiana (2.97) é

equivalente 2 lagrangiana classica L = mv?/2 e o principio da correspondéncia é satisfeito.

Do exposto acima, a acdo para uma particula material livre é

o 0]
S = —mczj dr = —ch ds. (2.98)
P P

Calculando a variacao 6.5, temos

rQ
0S = —mc ods
IJP
rQ

= —mc 0+/dx, dx*

P
(€ 16 (dx,dx")
Jp 2 \dx,dx#
(¢ dx,6dx*
Jp ds

0
= [ woar, (2.99)
P

onde u, € a quadrivelocidade da particula. Utilizando o método de integrac@o por partes e o fato

de que ddx* = dox*, a equagdo anterior torna-se

oS

0 0 du#
—mj d (u6x*) + mJ dr—=6x*
P P drt

u 0 Q dbt‘u U
— muoxH|] +m , dr——=oxt. (2.100)

No principio da minima agdo, para estabelecer as equacdes de movimento, comparamos
entre si diversas trajetorias que passam por dois pontos fixos dados, ou seja, trajetérias onde
oxH|p = 6xH|y = 0. Logo, fazendo 6S = 0 na equag@o (2.100), obtemos du,,/dt = 0, as quais

exprimem a constincia da velocidade de uma particula livre.
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Por outro lado, podemos obter a variacdo da agdo como fun¢do das coordenadas, onde
somente o ponto inicial P deve ser fixo, de maneira que dx*|p = 0 [38]. O ponto Q serd suposto
varidvel, e, s levaremos em consideracao trajetorias reais, isto €, que satisfazem as equagdes
de movimento. Desse ponto de vista, a integral do lado direito da equacdo (2.100) € nula, pois
estamos considerando apenas trajetdrias reais, e, por conseguinte, du, /dt = 0. Assim, tomando
6x“|Q = dx", temos

08 = —mu,0xt. (2.101)

Como as derivadas da acdo em relag@o as coordenadas definem os momentos candnicos, seguindo
[32], definimos o quadrivetor momento como

N

Py = = = mity, (2.102)

onde o sinal negativo € devido a assinatura utilizada. Utilizando (2.83), obtém-se

E
Py = muy, = (yme,—ymy) = (?,—p) , (2.103)

e para a componentes contravariantes,
E
pt = mu* = (yme,ymv) = (—,p) . (2.104)
c

Das equagdes (2.103) e (2.104), vé-se claramente que p = ymv € o momento linear
relativistico da particula. Para obter o significado fisico da componente temporal E /c, fagamos
uma expansio em série de poténcias de v /c?, isto é

2 2
% my
E = ymc? = mc? L+ =+ =me*+— 4. (2.105)
2c 2
Onde o segundo termo corresponde a energia cinética newtoniana, sugerindo que E € a energia
relativistica da particula. Os termos seguintes sdo correcdes a expressao cldssica. O primeiro
termo nao possui andlogo classico e estabelece uma equivaléncia entre massa e energia, ou seja,

uma massa m em repouso pode ser convertida numa quantidade equivalente de energia mc>.

Para a hamiltoniana, temos

2

H =—-puu* — L = —muyut +mc” = —mc? + mc? =0, (2.106)

2 2

onde utilizamos a relagdo L = —mc~, oriundo da equacdo (2.98), além da propriedade u,u" = c*.
O sinal negativo no termo p,u* € para compensar o sinal negativo introduzido na defini¢ao
do quadrimomento p, em (2.102). E importante ressaltar que ndo hd nada de alarmante no
resultado (2.106). Ocorre que na agdo (2.98), utilizamos o tempo como varidvel candnica e nao
como varidvel independente, como de costume. Nesses casos, a hamiltoniana (2.106) (as vezes
denominada super-hamiltoniana) € sempre nula [34]. Portanto, considerando a lagrangiana (2.95)

com @ = mc?, e o tempo como varidvel independente, entio

H=p-v-L= )/mv2 + y_lmc2 = ym02 =E, (2.107)
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0 que justifica ainda mais identificar £ com a energia da particula. Consequentemente, em
mecanica relativistica, 0 momento linear e a energia sao as componentes de um tnico quadrivetor.

Logo, de acordo com (2.103), temos
E=—— p=VS, (2.108)

que sdo as mesmas relagdes da teoria cldssica de Hamilton-Jacobi [30].

Das equacdes (2.103) e (2.104), e da identidade u,u* = c2, obtém-se que p,pt = m2c?.

Ademais, escrevendo de forma explicita as componentes do quadrivetor momento, obtemos a

seguinte relacdo envolvendo momento e energia,

E = \/p*c? + m2c*. (2.109)

No caso espacial de uma particula sem massa (m = 0), como o féton, E = pc. Para o féton, sua
energia é fiw e seu momento linear € 7ik, sendo i conhecido como constante de Planck reduzida,
7i = h/2m, onde h é a constante de Planck (i = 6,62607004 x 10734 J - s), w a frequéncia angular
e k o vetor de onda. Assim, o quadrimomento de um féton € p* = hk*, onde k* € o quadrivetor
de onda, definido por

kM = (%k) . (2.110)

Como w = |k| ¢, entdo k,k* = 0, ou seja, k* € do tipo luz.

E possivel ainda obter uma relacao entre momento, energia e velocidade. Pois, sendo

E = ymc? e p = ymv, eliminando o fator de Lorentz y, temos
p==v, (2.111)

onde, para uma particula sem massa com E = pc, entdo |v| = c.
Podemos agora definir a versao covariante da segunda lei de Newton na forma

dp' _ du

- m— = H=fH 2.112
dt de ma = ( )

onde f* € a quadriforga. Note que, por razdes de consisténcia com a (2.91), devemos ter p,, f* = 0.
Além disso, a fim de relacionar as componentes de f* com a for¢a tridimensional F, vamos
considerar que a conexdo newtoniana entre a forca e a derivada temporal do momento linear
permanece vdlida, ou seja,

dp

d
= — (ymv)=F. 2.11
dr dt (ymv) ( 3)

Comparando a equacdo (2.113) com as componentes espaciais f' em (2.112), e utilizando
d/dt = yd/dt, encontra-se f* = (f O vF ). A componente temporal 9 obtém-se facilmente do

vinculo p,, f# = 0. Dai, vem que

ymcfo — (ymv) - (yF) =0, (2.114)
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donde fO = yF -v/c, e, portanto,
= (ZF : v,yF), 2.115)
C

sendo F - v = dE/dt é a poténcia fornecida a particula pela forca F.

Por fim, substituindo as equagdes (2.108) em p,p* = m?c?, vem que

S 0§ a§ 0§
— pHv — 1202
oxtox, T Gxmax 7 (2.116)

ou, com a soma tornada explicita,
2 2 2 2
oS oS oS 1 [0S 2 9
—| +{=| +|=| —=|=] +mc=0, 2.117
(ax) (5y) (51) 62(5l) .
que € a forma relativistica da equagdo de Hamilton-Jacobi.

A transi¢do para o caso limite da mecénica cldssica na equacdo anterior € feita da
seguinte maneira: primeiramente, € preciso notar que, assim como na equagao (2.105), a equagao
(2.117) também contém um termo que ndo possui correspondente cldssico, m’c>. Como a
energia relativistica possui o termo adicional mc?, e, a acdo S esté ligada a energia pela relacio

E = —3S/0t, entdo, é necessario introduzir uma nova agio S = S (x*) — mc?t. Substituindo na

equagdo (2.117), temos

G\ 2 a2 G\ 2 S G\ 2
1 oS oS oS oS 1 oS
— 2} (2] 4 (2] [+2 - %) —o. 2.11
2m [(8}6) i (ay) " (8z) ] T me (Gt) 0 (2-118)

Donde, tomando o limite ¢ — +o0, obtém-se a equacdo de Hamilton-Jacobi da mecanica classica

para a particula livre [30].

2.1.6 O Tensor Energia-Momento

Em Fisica, no estudo de sistemas continuos, € comum descrever as propriedades do
sistema em questao por meio de densidades. Por exemplo, para uma distribui¢cao continua de
matéria, seja ela um sélido, um liquido, ou um gés, espera-se que a mesma possua densidades de
energia e de momento, além de tensdes internas entre seus constituintes. A titulo de ilustracao,
considere um sistema de N particulas, cujas posigcdes e cargas elétricas sdo dadas por r,(t) e gy,

respectivamente. Definimos as densidades de carga e de corrente como

N

p(r0) = D" @8 (r = ra0)) (2.119)
n=1
l dr (1)

J(rn)= ) b (r = ra() ==, (2.120)
n=1

onde &> (r — r,(t)) é a fungio delta de Dirac tridimensional.
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Podemos combinar p e J num tnico quadrivetor corrente J#, tomando J° = cp, isto é

N
70 = CZQn53 (r —ry(1))

I
M2 5

8 r = ryta) 20
n:l
- ZNl 8 (r — ra()) dx"o(t) (2.121)
n=1
sendo x,°(¢) = ct. Logo, das equagdes (2.120) e (2.121), vem que
T (x) = Z 08 (7 — ro(0) 2 (t). (2.122)

Apesar de termos classificado J# como quadrivetor, isso ndo € evidente pela equagao
(2.122) pois dx,"/dt ndo é um quadrivetor. A fim de nos convencermos de que J* é um

quadrivetor, vamos reescrever a equagao anterior da seguinte forma

JH (x) = i Gn6> (r — r(1)) U dr's (¢’ — Z)] dxz;;(t)
Jdt Z Gnd> (r = ra(t)) 6 (t' = 1) dx” (t ) (2.123)
e, utilizando a propriedade 6 (¢ — 1) = cd (ct’ — ct), temos
JH(x) = ¢ : dr i S (7 — 3, (0) dlef;(t’)
=c dT— Z and* (2 — x, (7)) j; dleT(T)
= c [ ar Z u* (x# = () LD, @.124)

onde, na equacgdo anterior, fizemos a mudanca da diferencial de integracdo para o invariante dr.
Logo, como dx,*/dt é quadrivetor e sendo 6* (x* — x,*(7)) um escalar*, conclui-se que J* é

quadrivetor.

Tomando a divergéncia V - J (r,t) = d;J*, temos

v t)—an 6 =] £ 2.125)

Como veremos posteriormente na se¢io 2.2.6, o elemento de volume d*x+/—g, onde g = det [gy,,], é um
escalar sob uma transformac@o geral de coordenadas. Sendo _[d“x ¢ (x)6*(x — y) = ¢ () vélida para qualquer
sistema de coordenadas, conclui-se que 6* (x — y) /4/—g € um escalar. No caso da relatividade especial, temos
g = det |, ] =-1.
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donde, definindo y' = x' — x,,/(), e notando que

oy - ay'
_azk = 6l = _—axy -, (2.126)
podemos obter a seguinte propriedade

51 (6% = ral0)]
:_a lglpﬁu—rAm]
[

2P - n] = 2
oy

(r —r,))]. (2.127)
Substituindo a relacdo anterior na expressao da divergéncia (2.125), obtém-se

dxn (t)

V- =- an = [67 r = ra0)]

l’l

ot
:—;q (8 =)

Y8
== qn—- 53 (I‘ - rn(t))
; - | ]

0
= —=p(r.1). (2.128)

que nada mais é do que a equacao da continuidade, expressando a conservagdo da carga elétrica.
Reescrevendo (2.128) em notacdo de quadrivetores, obtemos a forma covariante da equagao da
continuidade,

a9, J" = 0. (2.129)

De acordo com a teoria cldssica de campos [37], sempre que um quadrivetor corrente

JH (x) satisfaz a uma lei de conservacdo covariante (2.129), podemos definir uma carga total

0= Jd3xJ0 (x), (2.130)
donde, utilizando (2.129) e o teorema da divergéncia, temos

dQ d

0
@_dxo ‘[d3x‘]0(x) :JCPX@JO()C):—JdSXV'J(X):—jQJ(X)-dS=0,

%4 |4 %4 ov
(2.131)

sendo AV a fronteira (superficie) bidimensional que limita o volume V. Se a regido de integracido
V engloba todo o espacgo e os campos tendem a zero com rapidez suficiente no infinito, a integral

de superficie é nula e a carga Q (2.130) € conservada, pois € independente do tempo.

E possivel demonstrar ainda que se J# (x) € um quadrivetor, entdo Q é também um

escalar de Lorentz. Primeiramente, note que a equacdo (2.130) € uma integral no espago-tempo
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. 0 _ . < _ <0 . o
sobre hipersuperficie x” = 0, cujo vetor normal € n, = 6,,. Uma hipersuperficie no espago-
tempo € caracterizada por uma equacdo de vinculo f (x*) = 0, ou, por equagdes paramétricas
xH = x# (al, a2, a3). No caso de (2.130), utilizamos como pardmetros as coordenadas xi porém,
¢ possivel reescrevé-la com outro conjunto de parametros a' apropriado. Assim,

2 .3

0- Jd3 (b ) g (x“ (a)) (2.132)

1,a% a3
e 0 jacobiano da transformacgao pode ser expresso na forma

0 1’ 2, 3 i
—(x *5x) = det [H_x]
d (a',a? a%)

ox¥ 0x® ox”
—E0vay 77 o5 a3
"Y 9al 0a2 a3

onde &,,4, € 0 simbolo de Levi-Civita®, o qual nos permite escrever o determinante de uma

(2.133)

matriz de forma bastante compacta [39]. Portanto, a integral (2.132) torna-se

Q= Jdiﬂﬂ‘, (2.134)

donde
0x” 0x%* 0x”
Euvay da! da? 8a3

é o elemento diferencial de drea normal & hipersuperficie. Note que para a' = x/, temos

ds, = (2.135)

dx, = —5M123d3x = 62d3x. Logo, como dX,, € manifestamente um quadrivetor, e a equagao

(2.134) esta expressa numa forma covariante, Q € de fato um escalar.

Naturalmente, das equacdes (2.119) e (2.130), obtemos

N N
O=c J dx Z Gnd> (r —rp(t)) = ¢ Z qn J x> (r = r,(t)) = ¢ Z qn, (2.136)
n=1 n=1 n

que, para ¢ = 1, € a carga total do sistema e evidentemente um escalar. Todavia, a importancia da
equacao (2.130) reside no fato de que a mesma define, de maneira geral, um escalar independente

do tempo cujo quadrivetor associado J# obedece a lei de conservacao (2.129).

Se a conservacao de uma quantidade escalar envolve um quadrivetor, logo, € de se esperar,
que a conservacao de um quadrivetor envolva um tensor de segunda ordem. Naturalmente, o
referido tensor nao pode ser de todo arbitrdrio, pois deve satisfazer a uma lei semelhante a
equacao (2.129). Assim, tendo como inspiracao o caso eletromagnético precedente, vamos definir
a densidade e a corrente associadas ao quadrivetor momento p*. Entdo, considere um sistema de

N particulas com respectivos quadrimomentos p,*(¢). A densidade de p* é definida como

N
T (r,1) = ¢ Z PP ()03 (r = 1a(t)). (2.137)

Aqui, estamos seguindo a convencio adotada em [32], onde £%1%3

caso tridimensional euclidiano, onde a métrica € ¢;;, temos €123 = &

= +1, e, consequentemente, g9123 = —1. Para o
123
= +1.
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Ja para a corrente, temos

dxn (t)

T (r,1) = Zp#() & (r = ra(0)). (2.138)

Podemos combinar as duas equagdes acima numa tnica expressao, isto &,

dx,” (t)

T (x) = Zp#() 8 (r = ra(0)) (2.139)

onde x,%(t) = ct. Além disso, de acordo com a equagio (2.111),

p' = %d;’;ﬂ, (2.140)
donde, substituindo em (2.139), obtemos
T+ (x) = ¢? i PP’ (r — ra(2)), (2.141)
= En

0 que nos permite concluir que 7 € simétrico, ou seja, T*" (x) = T"* (x).

Pelo mesmo procedimento utilizado para obter (2.124), vamos reescrever a equacao
(2.139) da forma

N
dx,”
™ (x)=c¢ J dr Z pat de 6% (x = x,(7)), (2.142)
n=1

e, dai, vem que T*¥ é um tensor de segunda ordem, denominado tensor energia-momento [32].

Para obter a lei de conservacio obedecida por 7%, tomemos sua divergéncia 9, T#*. Da

equacao (2.138) e utilizando a propriedade (2.127), temos

anﬂ( 2005 ()

0xk

dxy, 0
- an“(o w05 =)

T (r,1)

= an“(t)—53 (r —r,(1))
n=1

Mo dp ()
3 n 3
Zlé‘_ Pt ()8 (r = ra(1))] Z S8 (1 = (1))

_ _12 dp,H(t) dt 300
== <,r>+; 8 (= (1)

o N dr
=~ 5T () + Z; SH#(@) 78 (r = r(0). (2.143)
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Donde,
N dt 4
uv _ M _ = M
o,T" = n;fn (T)_dt6 (r —ry,(1)) = G*, (2.144)

-1

sendo G* a densidade de forca. Ademais, note que o termo d7/dt = y~' € o inverso do fator de

Lorentz.

Finalmente, se a particulas nio sofrem a agdo de forgas, isto €, f,* = 0 e p,* = constante,
entao
o0,T" =0, (2.145)

e, portanto, o tensor energia-momento € conservado. Como veremos posteriormente, o tensor-
energia momento desempenha um papel fundamental na relatividade geral, onde 0 mesmo se faz

presente nas equacdes de Einstein representando as fontes de campo gravitacional.

2.2 Relatividade Geral

Nesta secdo, voltamos nossa atencao para a Teoria da Relatividade Geral. Esta, foi
publicada de maneira segmentada em vdrios artigos, sendo o ultimo deles o que contém as
famosas equagdes de Einstein para o campo gravitacional, mais de uma década apds a teoria
especial da relatividade [40]. A relatividade geral caracteriza-se por ser uma teoria geral da
gravitacdo. A construcdo de uma teoria relativistica para o campo gravitacional advém do fato
de que a agdo a distancia, presente na gravitacdo newtoniana, € claramente incompativel com
o principio da universalidade da velocidade da luz. Um passo crucial na busca desse objetivo
foi o principio da equivaléncia e que o mesmo implicava a covariancia das leis fisicas sob
transformacoes gerais de coordenadas [33]. Assim, as transformacdes de Lorentz, que estdo na
base da teoria da relatividade especial, teriam de ser substituidas por transformagdes mais gerais,

passando elas a ser apenas um caso particular na auséncia do campo gravitacional.

2.2.1 O Principio da Equivaléncia

Comecemos por chamar a atencao para uma propriedade peculiar das forgas gravitacionais,
nao compartilhada pelas outras forgas, ja hd muito tempo conhecida, mas da qual, encarando-a

de uma maneira nova, Einstein soube extrair importantes consequéncias.

Sabemos que a forca gravitacional atuando sobre um corpo € dada por
F, = m,g, (2.146)

onde o vetor g representa o campo gravitacional em mdédulo, direcdo e sentido. Sua intensidade
mede a for¢a por unidade de massa gravitacional m, do corpo sujeito a esse campo. Por outro

lado, a segunda lei de Newton nos diz que

mia = mgg. (2.147)
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Através de diversas experi€ncias ao longo da histéria cientifica, € um fato conhecido que a relacao
m;/m, € constante e independente da constitui¢do quimica do corpo considerado. Portanto,

mediante uma escolha conveniente de unidades, podemos fazer m; = m,, € daf
a=g, (2.148)

0 que, por sua vez, significa que a trajetéria do corpo em queda livre depende apenas das
condicdes iniciais e independe de qualquer outra caracteristica do mesmo. Einstein concluiu
como consequéncia que nenhum campo gravitacional (estatico) externo poderia ser detectado
num elevador em queda livre. Pois tanto os observadores, quanto os utensilios experimentais,
e, o proprio elevador, responderiam ao campo gravitacional com a mesma aceleracdo. Sendo
assim, seja um sistema de N particulas com velocidades nao relativisticas, sob a influéncia de
um campo gravitacional externo g e forcas do tipo F (ry —r;). Pela segunda lei de Newton, as

equacgoes de movimento para a k-ésima particula serdao

dzl‘k al
m F:mkg,r+ZF(rk—r,-). (2.149)
=1
jk
Fazendo uma transformacao nao galileana
’ 1 2
r=r- Egt , (2.150)
t=t, (2.151)
e, sendo r,’C - rJ’. =ry —rj, temos
dzl‘k d*r;
el 2 (2.152)

Substituindo (2.152) na equagdo (2.149), o campo gravitacional g serd eliminado por uma “forca

inercial” —m g [41], e a equacao de movimento torna-se

;X
m—o = JZ:;F (ri - 19). (2.153)
itk

Logo, os dois referenciais irdo concordar em relacao as leis da mecanica, isto é, F = ma para
ambos. Todavia, o referencial em queda livre, empregando as coordenadas (r’,¢’), ndo detecta o
campo gravitacional. Esse processo de eliminar o campo gravitacional, mediante a passagem
para um referencial em queda livre ndo inercial, € um dos principais resultados do principio da

equivaléncia.

Entretanto, na discussdo acima consideramos o campo gravitacional como estético e
homogéneo. Caso g = g (r,t), ndo teria sido possivel elimind-lo das equacdes de movimento atra-

vés da transformacao (2.150) e (2.151), isto &, analisando a situac@o através de um referencial nao
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inercial. Mas, apesar das forcas inerciais ndo eliminarem completamente as forcas gravitacionais
para campos nao homogéneos ou dependentes do tempo, podemos esperar que tal eliminacdo
ainda seja possivel, contanto que nos limitemos a uma pequena regido no espago € no tempo
na qual os campos sejam aproximadamente constantes. Portanto, do ponto de vista matematico,
pode-se formular o principio da equivaléncia dizendo que, nas vizinhangas de qualquer ponto do
espaco-tempo, sempre € possivel introduzir um sistema de coordenadas inercial cuja origem
esteja em queda livre na regido, de maneira que, nesse sistema de referéncia, as leis da fisica
sdo as mesmas que as leis da relatividade especial na auséncia de campo gravitacional. Por
sistema de coordenadas em queda livre, entende-se um sistema fisico sujeito unicamente a forgas

gravitacionais. Por leis da relatividade especial, entende-se equagdes como (2.112) e (2.145).

Voltando a equacao (2.153), no caso em particular em que as particulas estao sujeitas
apenas a a¢ao do campo gravitacional, ou seja, F (r]’( — rj’) = 0, temos
d2 r’

k _
- =0, (2.154)

Logo, para o referencial em queda livre, o movimento das particulas seria retilineo e uniforme,
e, assim, terfamos localmente um sistema inercial, concordando com o exposto no pardgrafo

precedente.

Tomando o caso relativistico, considere uma particula livre sob a influéncia apenas
de forcas gravitacionais. De acordo com o principio da equivaléncia, existe um sistema de
coordenadas em queda livre £% no qual sua equagdo de movimento € a de uma linha reta no

espago-tempo, isto &,

d2 6(1
=0, 2.155
dr? ( )
onde o tempo proprio dr € dado por
2dt? = 1y, dE°dE. (2.156)

Facamos entdao uma transformacdo de coordenadas para um sistema arbitrario x”, onde o mesmo
pode ser tanto um sistema em repouso no laboratério, quanto um sistema em rotacdo, de
coordenadas curvilineas, etc. Em suma, ndo hd nenhuma restri¢dao sobre a natureza de x”. Como
se trata de uma transformacdo de coordenadas, entdo &% = &% (x” (1)) e a equagdo (2.155)

torna-se

0=

d (9" dx”
dr \dx¥ dr
0 d*x”  d (aga)dxv

= +
0x¥ dt?2 dr \dxV) dr

A d’x” 9%EY dx” dx”
= . 2.157
Ox¥ dt? * 0xY0x¥ dt dt ( )
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Contraindo a expressao anterior com dx*/d&%, obtém-se

_ OxMHEY d’x”  OxH 9%¢Y dxY dx”
0EY OxY dt2 " 0E2 IxYdxY dr dt
_ 6ﬂd2xv , o 9%¢Y dx? dx”

Y dt? &Y x70x¥ dt dr

d’>x+ u dx? dx”

= —+ r . 2158
dr? Ydr dr ( )

onde Fé‘v € a chamada conexdo afim, definida por

AxH 9%
= — . 2.159
YT 0EY 9xYOxY ( )
O tempo préprio (2.156), expresso no sistema x@ serd
a a
Czd = Nay ag,u dx* ai dx”
= guv dx"dx”, (2.160)
onde g,y (x*) € 0 novo tensor métrico, definido como
65“ 66”
Suv = Oxh Ox” Nays (2.161)

e, assim, ndo sendo mais necessariamente constante como no espaco-tempo de Minkowski.

Para uma particula sem massa, a equagao de movimento no sistema inercial em queda
livre também € da forma (2.155). Porém, a varidvel independente ndo pode ser o tempo préprio,
pois dr? = ds*/c? = 0. Mesmo assim, é possivel utilizar outro pardmetro o adequado, como,

por exemplo, o = £°. Dai, vem que

d2§a'
0=—=, 2.162
o2 ( )
d&® d§7
G 2.1
0="ay 5= do do’ (2.163)

Donde, seguindo o mesmo raciocinio anterior, as equacdes de movimento para o féton serdao

d?xH u dx? dx?

+ =0, 2.164
do? "do do ( )
sujeitas ao vinculo
dxt a’x
y—— =0. 2.165

Como no caso precedente, Ffv € guv s80 obtidos pelas equagdes (2.159) e (2.161), respectivamente.
Ademais, € importante ressaltar que, nas equacdes (2.158) e (2.164), ndo € necessdrio saber
o significado de 7 e o para obter a trajetoria da particula, pois, apds resolvidas, as equacdes

fornecem x*(7) e x* (o), de modo que € possivel eliminar os parimetros 7 e o para obter r (7).
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Os valores do tensor métrico g,, e da conexdo afim F;,’V num ponto arbitrdrio X,
fornecem informacdes suficientes para determinar o sistema de coordenadas inercial & (x")
numa vizinhanca de X. Pois, contraindo (2.159) com 9¢*/dx*, obtemos um sistema de equagdes

diferenciais para &9, isto é,

@ 2¢a
Tomando uma solu¢do em série de poténcias
% (x)=a” + b, (¥ - XH) + %bayl“zv (xHF =X (x"=X")+---, (2.167)
sendo deo
a“ =&%(X), b, = Fyon o (2.168)

¢ trivial verificar que a mesma satisfaz a equacao (2.166) até segunda ordem em x* — X*. Além

disso, combinando as equacdes (2.161) e (2.168), temos
by Ny b’y = guv (X). (2.169)

Ou, em notagdo matricial
B'yB =g. (2.170)

Portanto, dados Ff;v € guv num ponto X, o sistema de coordenadas inercial £ fica determinado
até a ordem (x* — X*)?, exceto por uma pequena ambiguidade nas constantes a® e b“,,. Note
que na equacao (2.169), assim como em (2.27), temos 10 equacdes independentes. Logo, as 16
componentes de b, sdo mais do que suficiente para resolvé-las. Os 6 pardmetros restantes de b,
correspondem as transformagdes de Lorentz homogéneas, isto €, 3 rotagdes espaciais e 3 boosts,
sob as quais a métrica 1o, € invariante. Entdo, os termos b, sdo determinados por (2.168) até
a “precisdao” de uma transformagdo de Lorentz b*, — A%,b", [com a ajuda de (2.27), € facil
ver que uma transformacao desse tipo ndo altera as equacdes (2.169) e (2.170)]. Ja os termos
a® sdo ambiguos pois sdo alterados por translagdes no espaco-tempo. Em suma, a ambiguidade
na solugdo de &% (x) apenas reflete o fato que, se £? sdao coordenadas inerciais locais, entdo
AY € + d* também o sdo. Assim, como l"f;v € guv determinam um sistema de coordenadas
inercial local até a precisdo de uma transformacdo de Lorentz ndo homogénea, e, como o campo
gravitacional ndo ocasiona efeitos consideraveis nesse referencial, ndo nos deve causar espanto
ou surpresa ao descobrir que todos os efeitos gravitacionais estdo contidos em l"f;v € guv» NOS
revelando a natureza geométrica da interagao gravitacional. Essa geometrizacdo da gravidade,
torna-se mais clara se tracarmos um paralelo com uma propriedade bem conhecida da geometria
ndo euclidiana, pois, assim como o principio da equivaléncia nos permite estruturar um sistema
de coordenadas local onde o intervalo invariante € caracterizado pela métrica de Minkowski
e as leis fisicas sdo as da relatividade especial, numa superficie curva, é possivel estabelecer
um sistema de coordenadas cartesianas local no qual as distancias podem ser calculadas pelo
teorema de Pitdgoras. Portanto, diz-se que o proprio espago-tempo curva-se na presenga do

campo gravitacional, sendo plano apenas localmente [33].
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2.2.2 O Principio da Covariincia Geral

Na secdo anterior, apresentamos uma maneira de revelar os efeitos da gravitagdo nos
sistemas fisicos através do principio da equivaléncia: primeiramente, consideramos um sistema
inercial local em queda livre e, para esse sistema, escrevemos uma lei fisica valida na auséncia
de campos gravitacionais, isto é, vdlida na relatividade especial (por exemplo, d*£%/dt? = 0).
Em seguida, fizemos uma transformacdo de coordenadas para um sistema arbitrdrio, descobrindo
assim a forma da referida lei fisica na presenga de um campo gravitacional. No caso da equacdo
(2.158) ou (2.164), poderiamos ter obtido a relagc@o entre a conexao I“f;v € 0 tensor métrico g, €,
daf, resolver as equacdes de movimento. E possivel utilizar o mesmo procedimento para toda
uma miriade de leis fisicas da relatividade especial. Todavia, € mais conveniente partir de outro
principio, decorrente do principio da equivaléncia, chamado principio da covaridancia geral. Este
ultimo, afirma que uma equacao (lei fisica) € valida na presenca de gravitagcdo se as seguintes

condi¢cdes forem satisfeitas:

a) A equacdo € vélida na auséncia de gravitacao, isto €, estd de acordo com as leis da
Teoria da Relatividade Especial, na qual g, € igual ao tensor métrico de Minkowski

Ny € a conexdo Iy, € nula;

b) A equagdo € covariante mediante uma transformacao geral de coordenadas, ou seja,

preserva sua forma sob uma transformacao arbitraria x* — x'*.

Para ver que o principio da covaridncia geral decorre do principio da equivaléncia,
considere um campo gravitacional arbitrdrio e uma equagdo que satisfaz as duas condi¢des acima.
Conforme o principio da equivaléncia, na vizinhanga de qualquer ponto do espaco-tempo existe
uma gama de sistemas inerciais locais (diferindo uns dos outros por transformagdes de Lorentz)
nos quais os efeitos gravitacionais sdo ausentes. De acordo com a condi¢do a), nossa equacao
¢ satisfeita em tais sistemas. De b), conclui-se que se a equacao € vélida em qualquer sistema
de coordenadas, por conseguinte serd correta em todos os outros. Logo, devido a veracidade da
nossa equacgao no sistema inercial local, ela € vélida em todos os sistemas de coordenadas, e, por

conseguinte, na presenga de gravitacao.

Segundo o principio da covariincia geral, as leis fisicas devem ter uma estrutura tal que a
sua validade permaneca em qualquer sistema de coordenadas. Matematicamente, essas mesmas
leis deverdo ser formuladas de uma maneira independente do referencial onde nos encontramos,
qualquer que ele seja. Da discussdo ao final da secdo 2.1.4, elas carecem ser expressas numa
forma manifestamente covariante, de carater tensorial. Logo, hd uma generalizagcdo de que todos
os referenciais, € ndo apenas os inerciais, sao equivalentes. Essa € a razdo do nome relatividade

geral.

Atentemos ainda para o chamado principio do acoplamento minimo [42]. Esse principio
nos diz que, ao generalizarmos expressdes bem conhecidas na relatividade especial para o caso

de onde hd presenca de campos gravitacionais, devemos fazé-lo da maneira mais econdmica
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possivel, evitando o aparecimento explicito de termos contendo os tensores de curvatura®. Como
uma aplicagdo direta desse principio, considere uma particula em queda livre descrevendo uma
trajetéria x*(7) no espago-tempo, sendo T o tempo proprio da particula. De acordo com equacio
(2.160), a métrica sera

ds* = 8uv (x) dxdx”. (2.171)

Donde, combinando com a equagdo (2.98), obtém-se a expressio da acdo para uma particula em

queda livre num campo gravitacional

0
S = —ch \/8uv (X) dxHdx”. (2.172)
P

Tomando a variagdo 6.5, temos

J 16 (guy dx*dx")
2 x'“dx"
10 gﬂv dx“dx )
= 2.173
J 5 ( )
3 JQ 1 (6gw dx”dx + 28, dxHodx” )
- 2 dr
1
= —mJ 3 (6guy Hdx” +2 gy XH5dx"), (2.174)
P

onde x* = dx*/dt é a quadrivelocidade da particula. Empregando o método de integracio por

partes e a propriedade ddx” = dox”, a equacdo anterior torna-se

)
08 = - mgwx“éxv|g —~ mj % [08,y #*dx” — 2d (guyi") 6x”]
P

2 dr

d
= mxﬂéx“ﬁ — mJ > [6gw xR - 2d_ (guvXH) 6x7 |, (2.175)
T

T1

onde na dltima passagem usamos o tempo proprio como parametrizacao na segunda integral.
Considerando os extremos fixos, isto €, 0x*|p = 5x“|Q = 0, o primeiro termo do lado direito da

equagao anterior se anula. Dai, vem que

Tzd
5s:—mj il

5 [gﬂ,,aéx XX =28,y 0 XV OXY =2 g4y XHOXY ] (2.176)
Lol

onde gy, = 048,v- Finalmente, utilizando a identidade

1
8uv.a X130 = 5 (8uv,a KXY + gy, u X7 XH) (2.177)

na equacao (2.176), obtemos

oS = —mJ drox” [ Sua Xt — 3 (8ﬂgm + 0y8ua — Oaguv) XX |. (2.178)

T1

Veja a secdo 2.2.5.
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Pelo principio da minima acdo, 6§ = 0, logo,
Xo +{pv,a} iHxV = 0. (2.179)

onde usamos a operacd@o de abaixamento g,,X* = X,, semelhante a (2.75). Convém destacar que
todos os resultados estabelecidos na se¢d@o 2.1.4 para o caso do espago-tempo de Minkowski sdo
validos na presenga de gravitacdo, bastando trocar n,,, por g, € as transformagdes do grupo de

Lorentz por transformacgdes gerais de coordenadas.

Voltando a equagdo (2.179), os termos {uv, a}, sao denominados simbolos de Christoffel

de primeiro tipo e definidos por

1
{uv,a} = E (a,ugvoz + 8vgua - aag,uv) . (2.180)

Aa

Contraindo a expressao (2.179) com o tensor métrico contravariante g%, isto €, o inverso do

tensor métrico covariante, e, levando em conta que g’l" 8au = (5ﬁ, temos
M+ { A =0, (2.181)

onde as quantidades { jv } sdo nomeadas como simbolos de Christoffel de segundo tipo e expressas

por
1
{in} =" {uv.a} = 38" (0u8va + 0,8ua = D) - (2.182)

Comparando as equacgdes (2.158) e (2.181), podemos fazer a identificacao
e, ={&}. (2.183)

Logo, a expressdo da conexao Fﬁy em funcdo do tensor métrico g,,, € dada pelos simbolos de
Christoffel de segundo tipo. Ademais, conforme a equacao (2.182), a conexao € simétrica nos
indices inferiores, isto é, Fﬁv = F(}ﬂ. As equacdes diferenciais (2.158) e (2.181) sao denominadas
equagoes geodésicas. Elas governam o movimento de particulas materiais na presenca de um
campo gravitacional, podendo ser encaradas como uma generalizacdo da segunda lei na gravitagdao

newtoniana [43].

E importante ressaltar que apesar da equacdo diferencial (2.181) ter como varidvel
independente o tempo préprio 7, a mesma se mantém invariante para qualquer parametro A que
varie linearmente com T, isto €

A=ar+b, (2.184)

onde a e b sdo constantes. Denomina-se pardmetro afim qualquer parametro que satisfaz a equagao
(2.184) [42]. Um exemplo imediato de parametro afim € o comprimento de arco (intervalo) s,

pois s = ¢t + constante. Dai, reescreve-se a equacao geodésica (2.181) da forma

dUH
— I, U0 =0, (2.185)
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sendo U* = dx* /ds definido em (2.85). Ainda, note que de (2.171), conclui-se
g UMUY =1, (2.186)

0 que constitui uma integral primeira do movimento de particulas massivas, assim como na
relatividade especial em (2.86). Geodésicas nas quais o vinculo (2.186) € satisfeito sdo ditas

geodésicas do tipo tempo.

Se considerarmos a acdo como fun¢do das coordenadas, de maneira que em 6.5 consi-
deramos apenas trajetdrias reais, e, sendo o ponto inicial fixo e o ponto final varidvel, entdo, o
segundo termo da equagdo (2.175) se anula e temos que p,, = mx, = —0,S. Ademais, de (2.186),
obtém-se g, utu” = g"u,u, = c?, donde g pupy = m?c?. Dai, vem que

oS 98
Wy =, (2.187)

que € a equacao de Hamilton-Jacobi para uma particula num campo gravitacional e generalizagdo
de (2.116). E importante ressaltar que a equagio (2.187) estd em conformidade com o principio

do acoplamento minimo previamente mencionado.

Como mencionado na secdo 2.2.1, as equacdes geodésicas sob a forma (2.181) ou (2.185)
nao sdo convenientes na propagacado de sinais luminosos, pois, ao longo da trajetéria de um raio
luminoso temos dt? = ds?/c = 0 e os termos da equagio geodésica divergem. Para contornar
esse problema, vamos utilizar o fato de que a dire¢do de propagacdo de um raio de luz em
Optica geométrica € determinada pelo vetor de onda, tangente ao raio. Por conseguinte, podemos
escolher um pardmetro afim o tal que o quadrivetor de onda é dado por k* = dx*/do. Nesse
caso, dx* /do- é o momento do féton, em contraste com o caso para particulas massivas, onde o

momento € dado por p* = mu* [32]. Assim, a equacao geodésica (2.164) para o fé6ton toma a

forma
dk* 1 v
T + 17, k7k” = 0. (2.188)
(o
Ja para a integral primeira (2.165),
Suv kK" = g"kyuky = 0, (2.189)

a qual caracteriza as geodésicas do tipo luz.

Na aproximacdo da Optica geométrica, onde podemos introduzir a no¢ao de raio de luz,
linhas cujas tangentes em cada ponto coincidem com a dieragdo de propagacao da onda [32],
temos k,, = —d,¢, onde i € a eikonal. Substituindo esse resultado na expressio (2.189), obtemos

a equacao diferencial da eikonal para um raio de luz num campo gravitacional, isto &,

oy oy
v -
Bk I 0. (2.190)

Concluindo, dado um tensor métrico g, podemos calcular todos os termos da conexado

Fﬁv através da equacao (2.182), e, assim, construir e resolver as equacdes geodésicas obtendo
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a trajetdria da particula no espaco-tempo. Todavia, vale a pena comentar sobre um método
alternativo, porém, mais eficaz e direto, para obter as equacdes geodésicas e os termos nao
nulos da conexdo. Sendo assim, a despeito de termos como ponto de partida a acdo (2.172),
obtida por consideragdes fisicas, ela possui pouca praticidade, pois, considerando as equacdes de

Euler-Lagrange

e et B} (2.191)

e o fato da lagrangiana em (2.172) possuir uma raiz quadrada, isso pode acarretar calculos

d (GL) dL

enfadonhos e desnecessarios. Portanto, vamos retornar a equagao (2.173), ou seja,

S JUT 2

P 2 ds
Q1 (0guy dxtdx” + 2 g,y dxHSdx”
:_ch 1 (O dxdx” + 2 gy, dx3d) (2.192)
P 2 ds
Utilizando a propriedade
d dx”
5dx” = dox” = ds—o5x" = dsé | = | = dsoU” (2.193)
ds ds
e mudando a varidvel de integracdo para o intervalo s, a equacdo (2.192) torna-se
52 1
oS = —ch dsé (ng U'“UV) ) (2.194)
51

Como na variag@o 6 = 0 o fator multiplicativo —mc € irrelevante, entdo, a lagrangiana

1
K = 28 utur, (2.195)

por meio das equacdes de Euler-Lagrange, fornece explicitamente tanto as equacdes geodésicas,
quanto os termos ndo nulos da conexdo I'y,. De maneira mais geral, podemos reescrever a

equacao anterior na forma

1
K = g £, (2.196)

onde X = dx*/dA e A um parametro afim. Esse método pode ser utilizado qualquer que seja a
natureza da curva geodésica, o que as difere € o valor da integral primeira g,, X" = constante,

pois sempre é possivel escolher um parametro afim tal que [42]

+1, geodésica do tipo tempo.
guy XXV =14 0, geodésica do tipo luz. (2.197)

—1, geodésica do tipo espaco.

2.2.3 Distancias e Intervalos de Tempo

Na relatividade geral, como todos os sistemas de referéncia sao equivalentes, a escolha

das coordenadas no espago-tempo x* = (xo, x') é completamente arbitrdria. Nesta se¢do, veremos
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como € possivel determinar a partir dos valores das coordenadas x* as distancias e os intervalos
de tempo reais. Por questdes de brevidade, iremos apenas obter os resultados que serdo utilizados

posteriormente. Uma excelente discussao sobre o assunto pode ser encontrada em [44].

Determinaremos primeiramente a ligacdo entre o tempo real, denotado por 7, € a
coordenada temporal x°. Para isso, considere dois eventos infinitesimalmente separados ocorrendo
num mesmo ponto do espago, isto €, dx' = 0 ou ainda dx* = 5g dx°. Por outro lado, ds = cdr.

Dai, vem que

2_ 242 I 0\
ds® = dr® = g 6dx? §dx’ = g (dx ) , (2.198)
donde |
dt = —+/goo (x) dx°. (2.199)
c
Para o tempo decorrido entre dois eventos arbitrarios ocorrendo num mesmo ponto do espago,
1
T== [ 200 (x) dx° + constante. (2.200)
c

As relacdes (2.199) e (2.200) determinam os tempos reais ou, como dizemos, o tempo proprio
num dado ponto do espaco-tempo em fungio da coordenada temporal x°. Aqui, é conveniente
apontar que no caso da relatividade especial, temos goo = 1700 = 1 e, portanto, o tempo coordenado
t e o tempo proprio 7 diferem no maximo por uma constante. Esse resultado € compativel com a
expressao (2.23), pois para eventos sem separacao espacial estamos no referencial de repouso do

relégio, de maneira que v(¢) = 0 em (2.23).

Agora, vamos determinar o elemento de distancia espacial dl, ou, a distancia propria.
Na relatividade especial, d! € simplesmente definido como o intervalo infinitesimal entre dois
eventos que ocorrem no mesmo instante, isto €, dx* = 6;1 dx'. Todavia, na relatividade geral, esse
procedimento normalmente nio é correto, pois, conforme a equagao (2.199), o tempo préprio

num campo gravitacional possui uma dependéncia varidvel com a coordenada temporal x° [32].

Para determinar dl, procedemos do seguinte modo: considere dois observadores com
coordenadas espaciais x’ constantes, denominados A e B, separados espacialmente de dx’. Num
certo evento X do espago-tempo, um sinal luminoso € emitido por A em direcdo a B, sendo
instantaneamente refletido por este e novamente captado por A (veja a Figura 8). Se o tempo
préprio medido pelo relégio de A entre a emissdo e recepgao € d7y4, entdo a distancia propria dl
¢ definida por dI = cdt4/2.

Sendo ds* = 0 na propagacio de sinais luminosos, ento, para o trecho compreendido

entre a emissao e a reflexao, temos
2 . .
0= goo (42 5) + 2.0 ()] + gy dx'an, (2.201)

que € uma equacao do segundo grau em a’xg_) - A solugéo € dada por

0 —go; dx' + \/(gOing — 800&ij) dx'dxi
dxd_ = ” : (2.202)
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0 0
X+ dxA_>B + de_>A
\\
\\
A
\\
0
X+dxy_,p
"
"
/”
/’/
/”
I’/’
X
A B

Figura 8 — Esquema representando o procedimento da troca de sinais luminosos entre os observadores A e
B. A emissio de A ocorre no evento X, a reflexdo por B em X + dx9, e arecepg¢do final de

0 0 A—B’
Aem X + dxA_)B + de_>A.

onde usamos a identidade (go; dx’ )2 = g0igoj dx'dx’.

Para o trecho de volta, entre a reflexdo e a recepg¢ao final do pulso luminoso, basta fazer

dx' — —dx' e dx/ — —dx/ na equacio (2.202). Dai, vem que

goi dx' + \/ (g0i80j — 800gij) dxidxi

800

dxy_, = (2.203)

De acordo com a equagdo (2.199), cdts = /goo (dxo + dx©

B »_,4)- Logo, a distancia

propria dl serd

dl = \/ (go"gof' - g,j) dxidxi | (2.204)
£00

Essa expressdo determina a distancia em fun¢do dos elementos das coordenadas espaciais. Ja

para dI?, temos

dI* = y;; dx'dx/, (2.205)
onde
80i80j
Yij = — 8ij (2.206)
800

¢ o tensor métrico tridimensional que determina a métrica do espago, isto €, suas propriedades
geométricas. As equacgdes (2.206) estabelecem uma ligagdo entre a métrica do espaco real e a

métrica do espago-tempo quadridimensional. Note que apenas quando go; = 0, temos y;; = —g;;.

Como dltimo comentdrio, vale ressaltar que os termos g, dependem, em geral, de X0,
de modo que a métrica espacial (2.206) também varia com o tempo. Logo, nao ha sentido em
integrar dl, pois tal integracdo dependeria da linha de universo escolhida entre os dois pontos
espaciais dados. Consequentemente, na relatividade geral, a distancia entre os corpos sé tem

sentido localmente. Somente em casos onde o tensor métrico g, ndo depende do tempo, ou seja,
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quando a integral f dl sobre um curva espacial tem um sentido determinado, é que a distancia

também pode ser definida em regides finitas [32].

2.2.4 A Derivada Covariante

Iniciamos esta se¢do apontando uma caracteristica comum aos espagos-tempos curvos
porém ausente no caso plano da geometria de Minkowski: objetos do tipo 8,V* ou 8,T*, ndo
formam tensores em geral. Tomando como exemplo d,V*, podemos facilmente nos certificar

desse fato,

T K T TH Kk 4 2yt K
1A% ox¥ 0 (Gx A)_ax 0x* oV 0“x"" Ox VA (2.207)

ax”  9x" dx* | 9x © 9xt Ox xx " Axoxx Ox"

A equacdo anterior revela um problema, pois, se as leis fisicas devem ser covariantes

sob transformacdes gerais de coordenadas, uma equagdo que contenha um operador diferencial
d,, certamente ndo terd a mesma forma em todos os sistemas de coordenadas. Note que apenas
no caso em que as segundas derivadas se anulam, isto €, os termos x’# s@o funcdes lineares dos
x#, a operacgdo usual de derivacao ndo € problemdtica. No caso particular das transformagdes
de Lorentz, dx"*/0x” = A", = constante. Consequentemente, se faz necessério procurar um
tensor que desempenha, em coordenadas arbitrdrias x*, o mesmo papel que o tensor 4,V no

espacgo-tempo (plano) de Minkowski.

Para solucionarmos esse infortinio, primeiramente salientamos que, através das regras
de transformacao apresentadas na se¢do 2.1.4, pode-se mostrar que a conexao transforma-se

segundo
o OXHOx7 ox* ) N 9%x* 9x'H
PV gxd 9xP ax’ 7K AxPAX” AxK’

(2.208)

Ou, utilizando
o (0xMax<\ 9 O2xC AxH PP Gx” axk
( =27 ) gy =—= 2 25 2L T _ (2.209)

Ax’P \ Ox< dxv | Ox'P (67) = OxX'POX"” OxX  OxTOxK Ix'P Ox"”
obtém-se também
o 0XMOxT ox* ), *x'* 9x7 9x*
PV 9xd OxP Ox” TK AxTOxK Ox'P Ox"Y

As equagdes (2.208) e (2.210) mostram que a conexao nao possui carater tensorial. Entretanto, o

(2.210)

fato de o termo com a derivada segunda ser o mesmo, no tocante a transformacgao de coordenadas,

nos permite concluir que dadas duas conexdes Fﬁv el

A, a diferenca '}, — '/, é sempre um

tensor.

Podemos construir uma quantidade tensorial combinando as expressoes (2.207) e (2.210).

Usando (2.210), perceba que

-~ Ve = Ox'®* Ox7 OxX . azx/y Ix% Ox¥\ Ox'P .
Py dxt dx’P ox” TF  9xTAxk Ax'P Hx" | Ax"
I L R e Sy - o (2211)

oxt ax"v 7K OxTOxK Ox’
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a qual, adicionada a relacdo (2.207), nos da

oV'H Ax'™* dx* (VA
+ M VP = +TE Vo). 2.212
ax" Py dxt Ox" (8x’< e ) ( )
Dai, definimos a derivada covariante como
V,VE =V, =9,VH+TH v, (2.213)
donde, pela equacgdo (2.212), € um tensor, ou seja,
oOx'* 9x*
vV, VH = VA 2.214
oxt dx" ( )

e, portanto, estd de acordo com todas as operacOes da dlgebra tensorial.

Definido o conceito de derivada covariante, vejamos a razao pela qual a nocao de derivada
nao pdde ser tomada de forma usual, isto €, procedendo de V# (x + dx) — V¥ (x) = 9,VHdx".

Assim, partindo da equacao (2.213), temos
VH (x + dx) — V¥ (x) + T4 Vdx" = (GVV” + rg‘vvﬂ) dx” = V,Vidx”, (2.215)
de modo que definimos a diferencial de um vetor V# por
DV¥ = dVH* — 6V# = V¥ (x + dx) — [VF(x) - T/ (x) Vdx"], (2.216)

onde
VH — VI —§VH = VF (x) = Th (x)Vidx” (2.217)

€ um procedimento denominado transporte paralelo. Num sistema de coordenadas arbitririo
(ou curvilineo), ndo podemos comparar diretamente V* (x) com V¥ (x + dx) pois é preciso que
os dois vetores se encontrem num mesmo ponto do espaco. Logo, com o auxilio da conexao,
devemos deslocar um dos vetores através de (2.217) até o encontro do outro, para, somente
depois disso efetuar a diferenca entre ambos. Em coordenadas cartesianas retangulares, Ff{v =0,
e as diferenciais DV# e dV* coincidem. Geometricamente, o transporte paralelo de um vetor
caracteriza-se por deixar invariante o angulo entre o vetor transladado e o vetor tangente a curva

na qual se d4 o deslocamento.
Para obter o efeito de um transporte paralelo num vetor covariante, atentemos para o fato

do produto escalar V, V¥ ser invariante sob tal operagao, isto é, § (V,V#) = 0. Dai, vem que

VHSV, = =V, oVH* =V, T V3dx” = Vi Tl VHdx”, (2.218)
N—————
ped

e, assim, rearrumando os termos da equacdo anterior, temos

6V, =T Vadx”. (2.219)
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Portanto, sendo DV, = dV,, — 6V, = V,V,dx”, a derivada covariante V,V, serd

ViV =Viy =0,V - T Va. (2.220)

A generalizac@o para campos tensoriais de ordem superior € direta, bastando apenas
aplicar as expressoes (2.213) e (2.220) para cada indice do tensor separadamente, ou seja,

VoTtl = 0pTh + T Th 4 =T Th T = (2.221)

vol ..

Além disso, para um escalar ¢, a derivada covariante coincide com a usual, V,¢ = 0,¢.

Mostremos que a derivada covariante do tensor métrico € zero. Primeiramente, ja que
Vv € um tensor, deveremos ter
_ 2

Por outro lado, tomando a derivada covariante de ambos os lados da expressdo V,, = gMV’l,
temos
Viey = gu/l;vv/l + gy/lv/l;v- (2.223)

Comparando (2.222) e (2.223), concluimos que, de fato,

Suv; 1 = 0. (2.224)

Até aqui, sempre consideramos a conexao Fﬁv como simétrica, isto &, Fﬁy = 1",’}#.
Entretanto, hé ocasides em que isso ndo € verdade, e, em tais casos, temos um espago com tor¢ao,
onde o tensor de tor¢do € definido por [45]

4 = L (rt, - (2.225)
pw = \Fpwy T S :
Escrevendo (2.224) de forma explicita e considerando expressdes similares através de permutacoes

ciclicas dos indices y, v, 4, é possivel mostrar que
Fﬁv ={m}t+ T;fv + &' (Thir&pv + Thir&pp) - (2.226)

Neste trabalho, trataremos apenas de casos em que a conexao € simétrica.

Por fim, vale ressaltar que através do principio do acoplamento minimo, € possivel obter
as equacoes geodésicas (2.185) ou (2.188), por exemplo. Na relatividade especial, a equacao
de movimento de uma particula livre € dU*/ds = 0, ou ainda dU* = 0, onde U* = dx*/ds
€ a quadrivelocidade. Logo, em coordenadas curvilineas, essa equagdo se generaliza como
DU* = U* .ydx” = 0. Donde, dividindo por ds, recupera-se a (2.185). Da mesma forma, na
auséncia de gravitacdo, o quadrivetor de onda ndo varia ao longo de um raio de luz que se
propaga no vacuo, pois a estrutura do cone de luz € sempre a mesma, logo, dk* = 0. Num campo
gravitacional, essa equacdo toma a forma Dk* = k" .ydx” = 0. Dividindo por do e notando que

k¥ = dx” /do, obtém-se novamente a expressao (2.188).
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2.2.5 O Tensor de Curvatura

Suponha que nos seja dado um tensor métrico g, (x) arbitrario, tal que g,y # Muy-

Sendo assim, a conexao F/’}V possui termos nao nulos e a derivada covariante € diferente da

derivada ordindria. Entretanto, essas condi¢des ndo sdo suficientes para afirmarmos que o referido

espaco-tempo € curvo, isto €, com a presenca de gravitacdo. Por exemplo, se no espaco-tempo de

Minkowski, utilizarmos coordenadas esféricas (r, 6, ¢) para a descricdo do espaco tridimensional,
¢ facil ver que

ds® = cdt® — dr® — r*d6® — r* sen® ¢pd¢, (2.227)

sendo o tensor métrico
[g0] = diag (1,—1,—r2,—r2 sen’ ¢), (2.228)

e os termos ndo nulos da conexdo

1 1
00 = =T ;¢ = rsen? 6, l"f)@ = -, Fg¢ = —sen 6 cos 6, Ff(p = -, Fg¢ = ctg 6.
r r
(2.229)
Todavia, nesse caso o espagco-tempo € plano, pois apenas fizemos a transformacgao de coordenadas
habitual

x = rsenécos ¢, (2.230)
y = rsenésen g, (2.231)
z=rcosé. (2.232)

Esse exemplo ilustra que se faz necessdrio algum critério para distinguir entre espacos-tempos
curvos e planos. Como veremos a seguir, o ente responsavel por tal distingdo é o tensor de

curvatura de Riemann-Christoffel, ou simplesmente fensor de curvatura.

Para definir o tensor de curvatura, seja o “paralelogramo” infinitesimal de vértices
0, A, B, C cujas coordenadas sao x*, x* + JH, x* + n#, x* + {* + n#, respectivamente (veja a
Figura9). Aqui, ¥ e n# sdo quantidades infinitesimais. Procederemos assim: primeiro deslocamos

paralelamente o quadrivetor V¥ do ponto O até o ponto C no decurso das trajetérias OAC e OBC.

Em seguida, contrapomos os quadrivetores resultantes Vg Ac © Vg BC
Sendo assim, para o caminho O A, temos
VE, = VH =Ty, V", (2.233)

onde V¥ = V¥ (0) e I',, = I'}, (O) sdo calculados no ponto O. Para a conexio no ponto A,

expandimos a mesma em série de poténcias até primeira ordem em /7,

Iy (A)=T%, + T ﬁgﬁ. (2.234)

@,
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B e C
0 Ve A

Figura 9 — “Paralelogramo” infinitesimal OACB onde € efetuado o transporte paralelo do quadrivetor V¥
ao longo das vias OAC e OBC.

Do mesmo modo que em (2.233), o transporte de A até C considerando até primeira ordem em
(Hent, € dado por
VgAC = VgA = Do (A) Vg a1
— VM TRy (rﬁa +T¥ ﬁgﬁ) (V" - r;yvﬁgy) n°

@,

= VH =TV =TV + T T VA =T BW{%C’. (2.235)
E ficil ver que para obter Vg pe»> basta permutar ' e 7 na equagdo anterior. Dai, vem que
Vise = VE =5V =Ty VY + T T Vi =T ﬁvvnﬁga. (2.236)

: B M H
Computando a diferenga AV, . = V), - — V5, vem,

AVfe = Ty VA =T D VALY =T, VP + T, VP

va, B
A—>yv—oy—a—f A=yv—y—-p aepB
_ u “ 12 nid H Y
. (rvﬁ’a STH T - ryﬂrm) .
1

L (g“nﬂ - gﬁn") , (2.237)
onde usamos a propriedade antissimétrica R" vap = —-R" VB O termo £?nP —Bn? esta relacionado
com a érea do paralelogramo e

T H MY MY
R vap = Fyﬁ’a - Fm,ﬁ + FWFV,B - Fyﬁl“m (2.238)

é o tensor de curvatura. O cardter tensorial de R" vap resulta de que na equagdo (2.237) temos um
quadrivetor do lado direito, isto €, a diferenca AV(’)‘ ¢ dos valores de um quadrivetor num mesmo

ponto. Note que conforme a equacao (2.237), R”mﬁ =0 AVC‘)‘C =0.

Naturalmente, no espago-tempo plano o tensor de curvatura € zero, pois, em tal caso é
possivel adotar um sistema de coordenadas global onde g,,, = 17,, € Fﬁv = 0. Se R* vap = 0, entao,
devido a sua natureza tensorial, também serd nulo em qualquer outro sistema de coordenadas.
Tudo isso estd ligado ao fato de que o transporte paralelo € uma operagdo univoca no espaco-tempo

plano, ou seja, AV(’;’C = 0 na equacdo (2.237).
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. Y2 _ z ~
Reciprocamente, se R" 5= 0, o espaco-tempo € plano. Consoante com a se¢do 2.2.1,
€ possivel escolher um sistema de coordenadas local, denominado sistema de coordenadas

geodésico [42], onde, de acordo com as relacoes

guv (X) = Ny + O [(x = X)], (2.239)
I, (x)=0+0(x-X), (2.240)

os efeitos da curvatura podem ser aproximadamente negligenciados. Se R" yep = 0, entdo

B
AVé’C = 0 e o transporte paralelo € univoco. Assim, transportando paralelamente o sistema
geodésico por todo o espaco-tempo, podemos construir um sistema de coordenadas de Minkowski

de maneira absoluta, constatando a natureza plana do espaco-tempo [32].

Do exposto acima, vemos que a anulacdo do tensor de Riemann, R" vap = 0, € uma

B
condi¢do necessdria e suficiente para que o espaco-tempo seja plano.

Salientamos agora algumas propriedades do tensor de curvatura. Por conveniéncia,

considere o sistema de coordenadas geodésico caracterizado por (2.239) e (2.240). Dai, vem que

M il o/ M
R s =Tp0—Thape (2.241)
8uvia = Guva =0, (2.242)
onde o simbolo “=” denota que estamos utilizando um sistema de coordenadas geodésico. Da
equacgio (2.241), imediatamente vé-se que R" vap = -R* vpa: Além disso, usando a propriedade

(2.242), temos

* pl
Rivap = guaR",5

guﬂaarjﬁ - guﬂaﬁréa
Oa (gmrfﬁ) ~ Jp (gﬂ/lrw//la)

= Oo {vB, 1}y — 95 {var, p}

« 1
= E (gﬂu,va — &vp,pa ~ Bapvp t gva,ﬂﬁ) . (2.243)

Logo, se o espaco-tempo é curvo, mesmo utilizando coordenadas geodésicas ndo € possivel
tomar como nulas as derivadas primeiras da conexao, ou, igualmente, as derivadas segundas do

tensor métrico.

Usando a equagdo (2.243), € trivial verificar que

Ryva/ﬂ = _Rvpaﬂa Ruva,B = Ra,B,uv, Ryvarﬁ + Rpﬁva' + Rpaﬁv =0. (2.244)
Ademais, diferenciando a expressao anterior, obtém-se a identidade de Bianchi

i H 7 _
R s ¥ R i+ R0 =0, (2.245)

Apesar de todas as propriedades anteriores terem sido obtidas em coordenadas geodésicas, elas

permanecem vélidas em qualquer sistema de coordenadas uma vez que sdao equacdes tensoriais.
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Uma contragio sobre dois indices do tensor de Riemann resulta em zero, isto &, R* Ay = 0,
ou, no intitulado fensor de Ricci, Ry, = R’lﬂ 1, Como consequéncia de (2.244), este ultimo €
simétrico, quer dizer, R, = R,,. Uma nova contra¢do gera o escalar de Ricci, R = g""R,,,,. Por
fim, contraindo dois indices na identidade de Bianchi (2.245), obtemos

Y 1
R, = EaﬂR. (2.246)

Para finalizar este tépico, vejamos quantas componentes do tensor de curvatura sao
independentes num espago-tempo N-dimensional. Na forma covariante, o tensor de Riemann
Rvap € antissimétrico mediante as trocas u <> v e @ <> . Portanto, tratando as duplas uv e a8
como dois indices distintos, digamos, uv = y e @8 = A, o nimero de maneiras para escolher y
oudéCyo=N!/2!(N-2)=N(N-1)/2. Além do mais, devido a simetria R,;,o5 = Ropuv»

ou ainda Ry, = R,,, entdo, o nimero de componentes independentes serd

Cn2(Cn2+1) IN(N-1)
2 22

> (2.247)

N(N_1)+1].

Resta-nos agora considerar a propriedade ciclica da equagao (2.244). Para isso, definimos
Byvaﬁ = Ryva'ﬁ + Ryﬁva' + Rpa,Bv =0, (2.248)

donde se obtém um tensor By, totalmente antissimétrico, isto €, inverte o sinal mediante a

troca de dois indices quaisquer. Por exemplo,

Bvaﬂ = Ruvaﬁ + Ryﬂva + Ryaﬁv = _Rv,uaﬁ - Rva/ﬁy - Rvﬂ,ua = _Byﬂaﬂ- (2249)

Portanto, B, = 0 gera Cy,4 = N!/4! (N — 4)! equagdes de vinculo distintas. Combinando esse
resultado com a relacdo (2.247), obtemos finalmente o nimero de componentes independentes

de R,;yqp., OU seja,

IN(N-1)[N(N-1 N! N? (N* -1
= ( ) ( ) + 1] - = ( ) . (2.250)
2 2 2 41 (N - 4)! 12
Em particular, temos
2, Ryyep possui 1 componente independente.
N =143, Ryyap possui 6 componentes independentes. (2.251)

4, Ryyep possui 20 componentes independentes.

2.2.6 A Acdo de Einstein-Hilbert e as Equacoes de Campo da Relatividade Geral

Tendo feito a distin¢c@o entre espacos-tempos planos e curvos, podemos agora obter as
equacdes do campo gravitacional, isto €, as expressdes matematicas obedecidas pelo tensor
métrico e suas derivadas. Como ja mencionado, o espago-tempo curva-se na presenca de matéria.

Diante disso, e da equivaléncia entre massa e energia (2.105), firma-se que o espago-tempo é
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encurvado pela energia intrinseca a matéria. Em outras palavras, o tensor métrico € uma varidvel

dindmica, ou, uma coordenada generalizada, pois estd acoplado a energia portada pela matéria.

Nosso objetivo aqui € formular a teoria da gravitacdo através do principio da minima
acdo e da covariancia geral. Para que tal fim seja alcangado, as equacdes de movimento devem ser
covariantes sob transformacgdes gerais de coordenadas. Logo, a acdo deve ter como integrando
um escalar. Além disso, considerar o tensor métrico como varidvel dindmica, significa que tomar
variagOes 0g,, na agdo, e, diante disso, os escalares devem ser constituidos pelos termos de g,
e suas derivadas. Todavia, conforme as equacdes (2.239) e (2.240), sempre € possivel tomar
coordenadas geodésicas onde g, ~ 14y € guv,a ~ 0. Assim, somente faz sentido considerar

invariantes que contenham pelo menos as derivadas segundas g,y o3.

Um escalar imediato que contém derivadas segundas € o escalar de Ricci, R = g”R,;,,.
Ainda, veremos que a quantidade d*x+/—g também é um invariante. Logo, a acdo mais elementar

para o campo gravitacional é da forma

S=a J d*x\V=gR+b J d*x\~g, (2.252)

onde a e b sdo constantes a serem determinadas. A acdo (2.252) diz respeito a geometria do
espacgo-tempo, e, assim, fornece somente as equacdes de campo no caso de uma regido sem a
presenca de matéria, ou seja, no vicuo. Em vista disso, deve-se adicionar um termo Sj; a mesma,
termo este que refere-se a matéria. Um exemplo de Sy, ja visto foi a acdo para uma particula em
queda livre (2.172).

Em suma, vamos aplicar o principio da minima ac¢ao na expressao
Sy = —21 Jd4x\/_—g (R+ A) + Sy, (2.253)
K

denominada acdo de Einstein-Hilbert, onde, k = 871G/ 2=1,8x102m- kg_1 € a constante

de gravitagdo einsteinianae G = 6,67 x 107! m3 - kg™ -s72

€ a constante de gravitacdo universal
[32]. O termo A € conhecido como constante cosmologica, inicialmente introduzido por Einstein
em seu modelo cosmolégico estdtico, e, posteriormente descartado devido a descoberta do
astronomo Edwin Hubble de que as galdxias estariam afastando-se umas das outras mutuamente.
Atualmente, A tem uma outra interpretacdo, a qual estd relacionada com o problema da energia
escura. Ainda, a equacdo (2.253) estd correta dimensionalmente, pois [¢/2«x] = M- T~ ! e

[d4x\/—g (R + A)] = L2, de modo que [Sgy] =M -L?- T\

Antes de proceder com o cdlculo de 6Sgy, vamos derivar alguns resultados matematicos
necessdrios. Sendo assim, seja uma matriz quadrada A = [ai j] de dimensao N, cujo determinante

a = det A € dado pelo desenvolvimento de Laplace [46]

N
a= Z a,-inj, (soma somente em j) (2.254)
j=1
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onde A" € o cofator’. O somatério foi explicitado para destacar que a soma ocorre somente ao

longo das colunas de A. Dai, vem que

aak Z aa”A’f Za’w A* = qghi, (2.255)

pois, aj;x ndo ocorre em nenhum dos cofatores A/, Além disso, A~! = [a‘f] ¢ a inversa de

A= [al- j] . Para o caso particular dos tensores g, € g"”, temos, respectivamente,

ag 4 g™

v > _ ). 2.256
e 58 g 8 8 (2.256)

Donde, obtém-se
98 _ 2257
dgh —88uvs (2. )

de forma que

dg = gg""dg,y = —ggudg"”. (2.258)

Vejamos agora como o determinante g se transforma. Assim,

det g}, | )
[ﬁx“ ox
[

1 axlv gaﬁ]

7| 757 et s

8> (2.259)

0 que nos mostra que g ndo € um escalar. Na realidade, g € uma densidade escalar, pois

transforma-se de forma proporcional a uma determinada poténcia do jacobiano [42].

Por outro lado, para a quantidade d*x = dx%dx'dx*dx3, temos

ox’

5 d*x. (2.260)
X

d*x =

Entdo, combinando as equagdes (2.259) e (2.260), obtemos o escalar

) = a2 < e 2261)
——

=1
que € o elemento de volume invariante do espaco-tempo.

Agora, estamos aptos a calcular a variacdo 6Sgy. Assim, temos

+0Su. (2.262)

8Sgn = =5 U d*x (R + A)6+—g + fd“xﬁaze

O cofator de um elemento ¢;; € o determinante afetado pelo sinal (=1)"*/ da submatriz obtida de A retirando-se a
i-ésima linha e a j-ésima coluna.
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Donde, com o auxilio de (2.257), facilmente se obtém d+/—g, pois
og 1 Jg
28 24-gogt”

No que concerne a 6R, temos 6R = R,,,0g"” + g""6R,,,,, de maneira que, juntamente

1

com o resultado (2.263), a variacdo (2.262) torna-se

c Y 1
O0SEH = o {J d*x V—g og" lR,uv - Eg,uv (R+A)

+ J d*x\—g g“V(SRW} +6Sy. (2.264)

Restando agora obter 6R,,, . Para isso, vamos utilizar coordenadas geodésicas. Da equagdo (2.241),
vem que
6Ruw = 8 (0aTH, = 0,7 ) = 0 (6T4,) - 8, (0T, ) (2.265)

Como as variacdes na conexdo sao obtidas pela diferenca entre duas conexdes, elas possuem
cardter tensorial. Ademais, em coordenadas geodésicas a derivada covariante resume-se a derivada

ordindria. Portanto, podemos fazer 0 — V e reescrever a equagdo anterior na forma
SRy =V, (5%) v, (5r§ 4), (2.266)
vélida em qualquer sistema de coordenadas. Dessa forma,

g™ SR,y = gV, (5%) _ gy, (5rﬁ 4) _ (gﬂvarfw - g'”/lél";v) = V6V, (2.267)

N~— ———
ved

onde
oV* = gheTy, — goTy, (2.268)
€ um quadrivetor.

Vamos agora expressar a divergéncia de §V4, isto €, V6V, de uma outra forma. Segundo

a equagao (2.258), teremos

1 g 1 08

1
't =—g%d,0,, = — = , 2.269
o1 = 28 8 28 0x7  [—g 0x“ ( )
e, portanto,
V6Vt = 0,6V + T2 6V7
1 Ov=g
=0V + — g v
=g 0x°
1
-4, (\/_—g 5vﬂ) . (2.270)
V-8

Diante disso, a integral remanescente da acao em (2.264) torna-se

Jd4x\/—g 8" oR,y = Jd4x\/—g V. oVH = Jd“x Iy (V=g oVH) = ﬂg dx |y|'? n,oVH,

4% 4% 4% oV
(2.271)
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onde, na dltima passagem, utilizamos o teorema da divergéncia quadridimensional [47], transfor-
mando uma integracao sobre uma regido do espaco-tempo V para uma integracdo sobre sua
fronteira V. Além disso, y = dety;;, sendo ;; o tensor métrico sobre a hipersuperficie, e, n,, 0

quadrivetor normal a esta ultima.

Como as variagdes sao nulas na fronteira 9V, entdo 6V# = 0 e a integral (2.271) € zero.

De modo que se reescreve a variacao (2.264) da forma

c 1
O0SEH = ok {J d*x V-gogh” [R#v - Eg#v (R+A)

faltando ainda obter 6Sy.

} +0Sum, (2.272)

Vamos assumir que 6.5y, sendo invariante sob transformacgdes de coordenadas, possui a

forma |
Su = E Jd4x L (guv,g,uv,a)‘ (2.273)

Portanto, devido ao fato de d*x/=g ser um escalar, a lagrangiana %), é uma densidades escalar.
Além disso, tomamos .Z); como funcdo do tensor métrico g, e suas derivadas primeiras g, o
pois assim obtém-se equacgdes diferenciais de segunda ordem. Calculando a variagao dSyy, e,
usando o teorema da divergéncia considerando 6g#” = 0 na fronteira de integracdo, temos

1 0Ly 0Ly
o — d4 0gt’ + —————6(0,8"
S J "[agw 8t g 8 )]

1 1 0
= - J d*x 5g 0L _ 9 0Ly + - ﬂg dX, 02 g
c agh”  0x® [0 (0a8") c 28")
1
- 5. | ¢tz ae, (2.274)
C
%

onde introduzimos o tensor covariante de segunda ordem
2 33 M _ 0 agM
v=g Log” ~ ox" |9(0ug™) )

O = (2.275)

Logo, ®,, = 0,,.

Para clarificar o significado fisico de ©,,, ressaltamos que entre as variagdes da métrica
0g"”, destacam-se duas: as que ocasionam variacdes na curvatura do espago-tempo, isto &,
O0R,vep # 0. E aquelas que representam apenas mudangas triviais de coordenadas, onde
OR,vap = 08. Considerando o tltimo caso, seja uma transformacao infinitesimal nas coordenadas

x'" = x* + pH (x), onde n* (x) € um campo vetorial muito pequeno. Dai, vem que

ox"™* ox”
ruv N af
g (x ) - axa, ax'Bg (x)
= (& + Ban") (6;; + 8/;17V) g% (x)
~ g" (x) + 0Mn” + 0"nH = g* (x) + 9. (2.276)

Enquanto para o primeiro tipo de variacdes ha uma deformagao real do espago-tempo (as distancias entre os pontos
sdo alteradas), o segundo tipo corresponde a transformacdes entre diferentes sistemas de referéncia no mesmo
espaco-tempo.
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Por outro lado, se g’ (x’) = g’*" (x + n7), é possivel fazer uma expansdo em série de
poténcias de n¥, ou seja,
g () = g™ (x) + 08" (x). (2.277)

Perceba que a variagdo d, usualmente utilizada na mecanica analitica e teoria cldssica de campos,
sO leva em conta a mudanga da forma funcional do campo, ndo considerando alteracdo de seu

argumento. Entdo, combinando as equagdes (2.276) e (2.277), resulta em
58" = g (x) — g (x) ~ —1"Feg"” + 0¥ "), (2.278)

Donde, usando a propriedade V,g*” = 0, temos —d,g"" = Fgagﬁ" + F[Vmg”ﬁ . Substituindo esse

resultado na expressao (2.278), obtém-se
ogh = otn” + d"nH + Fgagﬁv + F};ag“ﬁ
= ghP (ﬁlgnv + F})’,an“) + gh (8;;77“ + Fgan“)
— g”ﬁvﬂnv + gﬂvvﬁn“
— v le)~ (2.279)

Sob variacdes do género (2.279), a acdo Sy ndo se altera, pois € um invariante. Logo,

usando a relacdo anterior na equacao (2.274), vem

1
0=06Su =5 ‘[d4x\/_—g 0,,V#n”
%

d*x\=g ©,, V"
g
d4x\/—_g [Vﬂ (Own") = (VFO,) '7V]
4%

0
1 1
= - ¢ dztepn’ - - Jd4x\/_—g (V4@ ) 1", (2.280)
Y V

onde usamos a propriedade simétrica ®,, = 0,,, 0 método de integracdo por partes € o teorema

| = o | =

N

da divergéncia. Ainda, como de costume assumimos que as variacdes sdo nulas na fronteira de
integracdo, on*|;q, = 0. Portanto, como 65y, deve se anular para qualquer variacdo n#, obtemos
a identidade

VO, =0, (2.281)
ou ainda,

V.0 =0, (2.282)

que € uma lei de conserva¢do manifestamente covariante. Na realidade, no espaco-tempo plano a
equacdo anterior reduz-se a 9,0"" = 0, a qual pode ser obtida através da aplica¢do do teorema

de Noether na teoria de campos cldssica [34, 37].
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Agora, veremos o importante resultado de ®,, para o caso da particula em queda livre
(2.172). Assim,

Sy = —mcjds

:_mcjdxijd%(s*(r—ra»

1
= - J d*x
C
donde, conforme (2.273),

\dx, dx* dxH d
g = -m YL S e (1) = —mer g e S (1 (1) (2.284)
dx0 dt dt

Dai, vem que

=1

\/dx#dx

—me?~——— 5" (r - r(t))], (2.283)
dx0

0%y  mc (ds) (9ga,3 dx? dxP
g 2 \dt dgh dr dt

mc dt dx® dxP\
(w0 = )

)53(r—r(t))

2 ds
_ mc dxy dx,

—_— 3 -—
> s dr (r—-r())), (2.285)

onde usamos a identidade 0g,3/908"" = —gua8vp, Obtida a partir de g*7 g5 = (5,‘8’ . Substituindo
o resultado acima na equagao (2.275), temos

0, = mc dxﬂ dx, 5 —r (1) = #dxv S (r—r (t))’
V—g ds dt dt V-8

sendo p, = mdx,/dt = mc dx,/ds o quadrimomento da particula. Compare com o caso N = 1

(2.286)

na expressao (2.139). Como a equacdo (2.286) ndo estd numa forma que nos permite classificar
®,, como um tensor, entdo, introduzindo a integral fdt’(i (t' — 1) e seguindo 0s mesmo passos

da secdo 2.1.6, resulta em

dx, 6* (x —x (1))
Ou = cjdr Pu o ?

Assim, sendo 6% (x* — x* (1)) /+/=g um escalar, Pu € dx,/dt quadrivetores, entdo @, é um

(2.287)

tensor. Note que (2.287) € a versao covariante generalizada da expressdo (2.142). Portanto,
combinando esse fato com a lei de conservacao manifestamente covariante (2.282), conclui-se

que O, caracteriza o tensor de energia-momento.

Finalmente, a equagdo (2.272) torna-se

1
0Spy = —— Jd“x\/_ 5gH [ wy = 58 (R+A) - —=0,/|, (2.288)
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donde, para uma variacdo arbitraria 6g*”, obtemos as equacgdes de campo da relatividade geral
1 K
Ry — 78wy (R+A) = §®uv’ (2.289)

também denominadas equacoes de Einstein. Elas relacionam a geometria do espago-tempo (lado

esquerdo) ao tensor de energia-momento (lado direito).

Concluindo esta se¢do, apontemos algumas propriedades de (2.289). No vécuo, ©,, =0

e A = 0. Dai, vem que
1
Ry — Eg‘”R =0. (2.290)
Contraindo com g*” e sabendo que 6/’f = 4, encontramos R = 0. Donde, substituindo na equacao
anterior, obtém-se

R,y =0. (2.291)

E importante ressaltar que a relagio (2.291) nio é suficiente para afirmarmos que o espago-tempo
€ plano, isto €, R,,.p = 0. Naturalmente, se R, = 0, entdo R,,, = 0.

Aplicando o operador V# na expressdo (2.289), temos

0

I I
V4@, = VR, — S8R = VR =—T,R = 0, (2.292)
C

————
equagdo (2.246)

0 que nos leva mais uma vez a conservagdo do tensor energia-momento V#Q,, = 0. Assim,

mesmo se no inicio ndo tivéssemos assumido que ©,,, € conservado, essa condi¢do € consequéncia

das equagoes de Einstein. Tal ligacdo, entre as leis de conservacao de ©,, e as equagdes de

campo, permite-nos optar pelas expressoes oriundas de (2.281) ou (2.282) como alternativa a

alguma(s) das equacdes provenientes de (2.289).

2.2.7 Sistema de Coordenadas Sincrono

Para finalizarmos nossa explanacao sobre relatividade geral, e, a0 mesmo tempo, fazer uma
preparacdo para os topicos sobre cosmologia, trataremos acerca de um sistema de coordenadas
bastante util, nomeado sistema de coordenadas sincrono [32], ou, sistema de coordenadas

gaussiano [33].

Considere uma regido finita do espaco preenchida por um fluido denso, cujos elementos
de matéria (ou particulas) constituintes estdo em queda livre. Almejando obter uma descri¢ao
satisfatéria do movimento do fluido, assinalamos um conjunto de coordenadas R = (Ri) =
(RI,RZ, R3) para cada particula do mesmo. Assim, seu movimento pode ser especificado por
uma fungao x;'z (1) = x' (R, 1), indicando a posi¢do da particula R no instante ¢. Todavia, é mais
conveniente uma descricdo através da funcao inversa R (xi, t) = R (x#), a qual estabelece um
campo vetorial informando o rétulo da particula que ocupa a posi¢io x’ no instante ¢. Supondo

que cada particula do fluido carrega consigo um relégio, € possivel construir um sistema de
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Figura 10 — Particulas do fluido num espago bidimensional (x!,x?), rotuladas por (R, R?). Apesar das
particulas se moverem no sistema de coordenadas (xl, xz), seus rotulos mantém-se inalterados,
como num jogo de sinuca ou bilhar, onde as bolas se movem sobre a mesa mas seus nimeros
permanecem OS mesmos.

o OO ©

ole ©

® O |®

coordenadas X* em que um ponto no espaco-tempo possui como coordenada espacial R, e, como
coordenada temporal, a indicacdo tg do relégio portado por R. O rétulo R deve ser entendido
como se fosse uma “etiqueta”, ou, um “nimero serial” da particula, sendo assim imutédvel. Logo,
em coordenadas X* = (tg, R), cada particula do fluido encontra-se fixa no espago (veja a Figura
10). Podemos imaginar a malha de coordenadas sendo arrastada juntamente com o fluido, e, os

reldgios indicadores de tempo presos a malha [33].

Tendo deixado claro o sistema de coordenadas no qual estamos trabalhando, por economia
de notagdo, fagamos ¥ = (tg,R) — x* = (t,r) = (x°x/). A métrica g,, do sistema de
coordenadas sincrono possui algumas peculiaridades. Por defini¢do, relgios (particulas) em
queda livre indicam o tempo préprio, dai, o intervalo entre os pontos (¢,r) e (¢ + dt,r) sera
(tomando ¢ = 1)

dt* = g, 6'dt 8)dt = g dt* = g, d7?, (2.293)

donde
gn = 1. (2.294)

Ademais, os reldgios em queda livre descrevem geodésicas no espaco-tempo. Entdo, substituindo

xH = c16!' nas equagdes geodésicas (2.181), temos

d?x+ u dx® dx”
0= + 1T,
dr? dr dt
0=T%,6%6
0= Ff;. (2.295)
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Dai, vem que

1 v 0 i
L = 58" (2 8iv.t = 8oy ) = ¢ gt +8" g = 0. (2.296)
Ou ainda, considerando que [g/”] ¢ uma matriz ndo singular,
0
— =0. 2.297
5 ( )

Até agora deixamos em aberto a op¢ao de ajustar os reldgios transportados pelas diferentes

particulas. Assim, vamos redefinir a indicacdo dos reldgios através da transformacgao
' =t+f(r), r=r, (2.298)
da qual podemos concluir que

ot of dx' :
=6 - = =0 2.2
Ox'H H oxt w Ox'H H ( 99)

Além disso, conforme a regra de transformacao tensorial,

, ot ot ot ox'  ox' ot ax' dx’
8 = G g0 8 \Gwm o ¥ g g ) 81 G e S (2300
Entdo, substituindo a expressdo (2.299) na equacao (2.300), resulta em
g =8n=1 (2.301)
8 = &i — % (2.302)
8 =8ij~ %gzj - %gn’ - %% (2.303)

Desse modo, seria de grande valia uma transformag¢ao onde os termos do lado direito da equag@o

(2.302) se cancelassem, isto &, g;; = 0 f/dx'. Em tais ocasides,

ds* = di* + gi;dx'dx’ . (2.304)

Prossigamos entio com o caso de nosso interesse quando ds” pode ser especificado sob a
forma (2.304): considere uma métrica detentora de uma simetria esférica, ou seja, € invariante
sob rotagdes tridimensionais ordindrias r’ = R - r, onde RTR = RR' = 1. Diante disso, temos os

seguintes invariantes rotacionais:

rer=x*+y*+722=r2 (2.305)

r-dr = xdx + ydy + zdz = rdr, (2.306)

dr - dr = dx* + dy* + dz> = dr* + r*d6® + r* sen® 0d¢*. (2.307)

Donde, se r2 é invariante, entdo r é invariante e, consequentemente, dr e dQ? = d6? + sen? 9d¢2

também sdo invariantes. Sendo assim, a métrica mais geral com simetria esférica é da forma [45]

ds* = A(t,r)di> = 2B (t,r) dtdr — C (t,r) dr* = D (t,r) r*dQ>. (2.308)
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Seja a transformagao

dt’ = \A(t,r)dt + ® (t,r)dr, (2.309)
onde o fator de integracdo @ assegura que a diferencial dt’ seja exata, isto €,

0D (t,r) _ 0+\A(t,r)

2.310
ot or ( )
Dai, vem que
1
dt = — (dt’ — ®dr), (2.311)
VA
1
ar’ = - (¢ - 20dr'dr + @%ar?). 2.312)
Substituindo esse resultado na equacao (2.308), obtemos
ds* = dt’*> = 2E (t',r)dt'dr — F (t',r)dr* — D (¢',r) r*dQ?, (2.313)
onde
B
E=—+®, (2.314)
VA
2B
F=C-"=0-a% (2.315)
VA
Suprimindo os sinais primos na expressao (2.313), temos uma situa¢do condizente com
as equacdes (2.294) e (2.297), sendo g, = —E (t,r) a tinica componente nao nula do tipo g;;.

Logo, conforme a equagao (2.297),

OF
5 =0 = E=EW, (2.316)

de maneira que E € fun¢do apenas de r. Assim, podemos realizar outra transformac¢do com o

intuito de anular o coeficiente g;,. De acordo com (2.302), vem que

d
gr=-E(r)= d—]:, (2.317)

donde,

fr)=- JrE(r) dr. (2.318)

Portanto, a métrica (2.313) é convertida em
ds* = dt*> = U (t,r)dr* = V (1,r) d©?, (2.319)

onde U e V sdo novas funcgdes que substituem E e F', respectivamente.

E factivel estabelecer sistemas de coordenadas cuja métrica é dada pela equacio (2.304)

mesmo se o fluido em queda livre € apenas imagindrio. Entretanto, tais sistemas de coordenadas
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sdo mais utilizados em casos onde o sistema fisico em questdo realmente € constituido por um
fluido em queda livre [33]. Como veremos em cosmologia, o proprio universo serd tratado como

um fluido perfeito cujas “particulas” sao aglomerados de galdxias tipicas.

Por fim, como as particulas do fluido possuem coordenadas espaciais fixas, a quadrive-
locidade possui apenas a componente temporal nao nula, isto €, U* = 5,” U'. Sendo U, U* =1,

entao,

U' = =1. (2.320)

2.3 Cosmologia

Na escala de comprimento do nosso sistema solar, o universo € bastante heterogéneo. De
fato, pois na realidade observamos diversos corpos celestes orbitando imensos espacos vazios.
Entretanto, em escalas da ordem de centenas de milhdes de parsecs® (~ 108 pc), o universo
pode ser considerado isotropico e homogéneo. Além disso, dados observacionais atestam que,

independente da direcdo, as galdxias distantes estdo se afastando da Via Lactea.

A cosmologia estuda a estrutura do universo em larga escala, esta sendo grande o
suficiente para estar de acordo com o chamado principio cosmologico, o qual afirma que o
universo € espacialmente isotrépico e homogéneo. E bem conhecido [32, 33, 43, 39] que o tensor

métrico mais geral, em acordo com o principio cosmoldgico € da forma
ds* = di* - a* (1) yijdxidxj, (2.321)

onde consideramos ¢ = 1, e, dI* = yijdxidxj representa as se¢oes espaciais. Ademais, com-
parando a expressdo anterior com a equagao (2.206), vemos que —g;; = a’ (1) j caracteriza
as distancias no espago tridimensional, cujo tamanho varia de acordo o fator de escala a(t).
Naturalmente, devido a necessidade das propriedades de isotropia e homogeneidade, todos os
pontos nas secdes espaciais devem ser equivalentes. Portanto, a métrica tridimensional d/? deve

possuir curvatura constante.

2.3.1 Espacos de Curvatura Constante

Vamos primeiramente nos concentrar na métrica espacial dI” = ; j dx'dx/. A caracterfs-
tica isotrépica demanda uma métrica com simetria esférica, de maneira que reescrevemos dI?
como )
ar = - ek, (2.322)
1 — kr?
onde dQ? = d#? + sen® d¢* é a métrica da esfera S? de raio unitdrio e k uma constante que
pode assumir os valores —1,0, 1. A equagdo (2.322) caracteriza um espago de curvatura constante,

sendo trivial mostrar que o escalar de Ricci € dado por R = 6k.

O parsec (1 pc = 3,0857 x 1016 m) ¢ uma unidade astrondmica, utilizado para indicar distancias estelares, definido
como a distincia correspondente ao paralaxe de 1’ de arco. Um aglomerado de galdxias tipico possui extensdo da
ordem de milhdes de parsecs (~ 10° pc).



Capitulo 2. Relatividade, Gravitagdo e Cosmologia 78

Analisemos separadamente os casos correspondentes aos trés valores de k. Se k = 0
(curvatura nula), temos dI? = dr? + r2dQ?, ou seja, o espaco tridimensional euclidiano ordinario
com a métrica expressa em coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Diante disso, o espaco é infinito em

extensao.

Para k = 1 (curvatura positiva), entao

dr?

—-r

di* =

-+ r2dQ2. (2.323)

Note que na métrica anterior, para que r permane¢a como uma coordenada do tipo espaco, ela
deve ser limitada ao intervalo 0 < r < 1. Portanto, através da mudanca de coordenada r = sen y,
onde 0 < y < m, temos

di* = dy* + sen” ydQ?, (2.324)

que é a métrica sobre uma hiperesfera tridimensional de raio unitario. A hiperesfera S* é o lugar

geométrico dos pontos, no espaco euclidiano quadridimensional R*, onde

wr+xt +yr+ =1 (2.325)
Sendo a métrica do R* dada por

diZ, = dw’ + dx* + dy* + dz’, (2.326)

entdo, tomando a parametrizacao
W = COS X, (2.327)
X = sen y sen 6 cos ¢, (2.328)
y = sen y sen 6 sen ¢, (2.329)
Z = sen y cos 6, (2.330)

e, substituindo de maneira apropriada as diferenciais dw, dx, dy, dz na equagdo (2.326), recupera-

se a métrica (2.324). Logo, conclui-se que o universo possui um volume total finito, pois

2 n T
V=ad (z)J d¢f do sen@f dy sen’ y = 21%a’ (1). (2.331)
0 0 0

Perceba que as expressoes (2.325) e (2.326) sdo invariantes sob a a¢dao do grupo de
rotagdes quadridimensionais SO(4). Logo, os elementos desse grupo sdo isometrias de S° pois
nio alteram suas propriedades métricas [32]. Ademais, para cada par de pontos X,Y € S,
existe um elemento Ry € SO(4), tal que R4 (X) = Y. Portanto todos pontos de S 3 se equivalem,

caracterizando a homogeneidade da mesma e, por conseguinte, da métrica (2.324).

Por isotropia num ponto X, entende-se que o estabilizador desse ponto, isto €, o grupo de
isometrias que mantém X fixo, denotado por Stab (X), € isomorfo ao grupo SO(3). No caso de

$3, o ponto (w, x,y,z) = (1,0,0,0) permanece inalterado sob a acdo do subgrupo de isometrias
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SO(3), donde Stab (1,0,0,0) = SO(3) e o ponto ¢ isotrépico. Em outras palavras, o subgrupo
SO(3) fixa a direciio que determina o angulo polar y. Daf, vem que S° é o espaco homogéneo e
isotrépico SO(4)/S0O(3) [39].

Finalmente, se k = —1 (curvatura negativa), temos
d 2
di? = 2 4 2a0?, (2.332)
1472

donde, por meio da transformacdo r = senh y, sendo y € [0, +0), obtém-se
dl? = dy? + senh? ydQ>. (2.333)
E o universo possui um volume infinito, uma vez que
2 n +00
V=a @) L de L df sen 6 L dy senh? y = +co. (2.334)
A métrica (2.333) pode ser obtida da seguinte maneira: seja o hiperboloide de duas folhas
wi—x?—y? -2 =1, (2.335)
imerso no espaco-tempo de Minkowski, onde
ds* = dw? — dx* — dy* — dz*. (2.336)

Sendo assim, de modo similar ao caso anterior, considere a parametriza¢ao

w = cosh y;, (2.337)
x = senh y sen 6 cos ¢, (2.338)
y = senh y sen @ sen ¢, (2.339)
z = senh y cos 6, (2.340)

da qual tomando as diferenciais dw, dx, dy, dz e substituindo-as na expressao (2.336), obtém-se a
métrica (2.333). As equagdes (2.335) e (2.336) sdo invariantes sob a a¢do do grupo de Lorentz
SO(1,3), do tipo LI, caracterizado por trés parametros de rapidez (ou boost) e trés angulos
de rotacdo. Assim, os elementos de SO(1,3) sdo isometrias do hiperboloide, e, sendo possivel
interligar qualquer par de pontos do hiperboloide pela acdo de SO(1,3), temos um espago
homogéneo. Ademais, o ponto (w, x,y,z) = (1,0,0,0) se mantém fixo sob transformagdes do
subgrupo de isometrias SO(3), donde Stab (1,0,0,0) = SO(3). Diante disso, SO(3) fixa a dire¢ao
do eixo temporal w, o que assegura a isotropia do hiperboloide. Portanto, temos um espaco
homogéneo e isotrépico SO(1,3)/SO(3).

2.3.2 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Assegurada a homogeneidade e isotropia do espaco, em conformidade com o principio

cosmoldgico, podemos agora combinar as equagdes (2.321) e (2.322), donde resulta

d 2
ds* = di* — a* (t) [1_—’”]“2 + rdeZ] , (2.341)
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conhecida como métrica de Friedmann-Robertson-Walker, ou simplesmente métrica FRW. Note
que temos um sistema de coordenadas sincrono (gaussiano), pois g, = 1 € g, = g9 = &1 = 0.
Além disso, como esperado, a expressao (2.341) se encaixa no caso discutido ao final da
secdo 2.2.7 sobre simetria esférica, pois, comparando-a com a equacgdo (2.319), temos que
Ul(t,r) =a®(1) /(1 - krz) eV(t,r)=a>()r.

Conforme (2.341), as componentes do tensor métrico g, sao

2

a
g =1 gr= 102 gog = —a2r2, 8op = —a’r? sen® 0, (2.342)
e, sendo assim, as componentes do inverso g#” dadas por
1 — kr? 1 1
T=1, §g"=- , g =—s M =———. 2343
8 8 a? 22 8 a*r?sen? 6 ( )

Através das equagdes (2.342) e (2.343), podemos obter a conexao Fﬁv e, de posse da mesma,

calcular os tensores R vag © Ry, além do escalar de curvatura R. Entretanto, por questoes de

B
brevidade omitiremos esse cdlculos, explicitando apenas os resultados necessarios. Dessa forma,

as componentes ndo nula da conexao serao

aa . .
l—‘ﬁr = 1——kr2’ Ff%) = aarz, r;qﬁ = aarz Sen2 9,
| k
I = E, Iy, = —r, ge =—r (1 - krz) , ;¢ =—r (1 - krz) sen’ 0,
a 1 — kr?
; : (2.344)
9 _ 0 _ 0 _
Iy = p Iy = pe F¢¢ = —senf cos b,
9 _4a o _1 6 _
Ft“’_a’ F’¢_r’ F9¢—ctg9,

onde a = da/dt. Além disso, perceba que a equacdo (2.296) € satisfeita. Dai, vem que

3d adi + 2a* + 2k

_ _ Y .2 _ 2
Ri=-=. Ry="""""— Ru=r (aa 124 + 2k), Ry = Rog sen’ 6, (2.345)

e, o escalar de Ricci,

6 (ad + a* + k)

R=-
aZ

(2.346)

Para encontrar a dependéncia do fator de escala a com o tempo 7, é necessdrio resolver as
equagoes de Einstein (2.289). Logo, devemos especificar a forma do tensor energia-momento
Oy, respeitando as simetrias presentes no problema. Em aplicagdes cosmoldgicas, toma-se
como modelo do universo um fluido perfeito, isento de viscosidade e qualquer tipo de dissipacao,
caracterizado por uma densidade de energia p (¢) e uma pressao isotropica p (¢). As particulas
desse “gds” universal, isto &, observadores para os quais dx' = 0, sdo caracterizadas por
aglomerados de galdxias tipicos. Recorrendo mais uma vez a Figura 10, tais aglomerados seriam

as bolas com rétulos (R!, R?).

Diante disso, para um fluido relativistico perfeito, temos [29]

Oy (x) = [ (%) + p ()] uy (x) uy (x) = p (%) guv (x) - (2.347)
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Vamos expor alguns argumentos para justificar que a expressdo anterior € a forma correta de O, .

Assim, tomando a equagdo de conservagao V#Q,, = 0, vem que
VO = (p + p) uy V¥ uy + V¥ [(p + p)uy| u, — V,p = 0. (2.348)

Donde, fazendo uma contracdo com u” e utilizando «”u, = 1 (o que acarreta u”V+#u, = 0),

obtemos a expressao
V¥ [(p + p)uy| — uVup = V* (puy) + pV¥*u, = 0. (2.349)

Desejamos tomar o limite ndo relativistico da equagdo (2.349). Entretanto, esta dltima foi obtida
em unidades onde ¢ = 1. Logo, para reescrevé-la em unidades onde ¢ ndo € adimensional, basta
fazer p — p/c na expressdo anterior. Portanto, no limite ndo relativistico, p < 1 (p/c < 1)
pela mesma razdo que a energia cinética nio relativistica mv?/2 é muito menor que a energia
de repouso m (mc?). Além disso, g,y — 1, V — 0 € u, — (1,-v), de maneira que (2.349)
reduz-se a equacao de continuidade cléssica [41]

9
O (puy) = 8—’? +V - (pv) = 0. (2.350)

Usando a equagado de continuidade covariante (2.349) na expressao (2.348), resulta em
(o + p)u,V*u, = (65 — utu,) V,p. (2.351)

Tomando novamente o limite ndo relativistico, [(55 - u”uv] — diag (0,1, 1, 1), pois W =vi <1
e, dado isso, utu, ~ §!'5'. Logo, 65 — u*u, é um projetor sobre as dire¢des espaciais. Para
a componente temporal 7, a equacdo anterior fornece a identidade 0 = 0. Com relacao as

componentes espaciais,

pu 0" u; = 55k, (2.352)
ou seja,
0
e, (E +v- V) v =-Vp, (2.353)

logo, obtém-se a equacdo de Euler cldssica para fluidos perfeitos [41].

Retornando ao nosso problema, a expressao de ©,,, apropriada €

®/1v = [P (t) +p (t)] uyy —p (t) 8uvs (2.354)

cuja peculiaridade € que p e p sdo fungdes apenas de ¢ devido a homogeneidade do espaco.
Ademais, como trata-se de um sistema de coordenadas sincrono, segundo a (2.320) temos u* = 6;‘

—_ St z
euy = 5ﬂ. Dai, vem que

Oy = [p (1) + p(1)] 6,6, — p (t) gpuvs (2.355)

donde,

pa*

1 —kr?’

2

O,=p, 06,= g = pazr , Opp = Oy sen” 6. (2.356)
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Ademais, o trago ®”, é dado por

®", =8Oy = (p+p)g™6,0, - pg™'gw =p+p—4p=p-3p. (2.357)
— S——
—gtt=1 =8)=4

Combinando as expressoes (2.345), (2.346) e (2.356), as equagdes de Einstein (com

A = 0) fornecem as seguintes equagdes diferenciais:

3 (a2 + k) - 872G pd>, (2.358)

2ai + a* + k = —-87Gpad?, (2.359)

denominadas equagées de Friedmann. A expressao (2.358) advém de R;; — (Rg;;/2) = 871G Oy,
enquanto (2.359) € oriunda da parte espacial R;; —(Rg;;/2) = 871G ©;;, comi = r,0, ¢. Expressoes

para as quais ¢ # v nas equagoes de Einstein (2.289) resultam na identidade 0 = 0.

Da conservagao do tensor de energia-momento, vamos considerar a equagdo de continui-

dade covariante (2.349), ou seja,
utdup + (p + p) (O u* + Ty u®) = 0. (2.360)
Dado isso, substituindo u* = 6t“ na expressao anterior, obtemos a relacao

0= 6fﬁﬂp+(p+p)1“§#(5,”
=p+(p+pTf,
:p+(p+p)(l“,’r+l“fe+l“zs)

=p+3(p+p) g (2.361)

que nao € independente das equagdes de Friedmann. Na realidade, € possivel obter a expressao
anterior combinando as equacdes (2.358) e (2.359), o que ndo é nenhuma surpresa, haja vista
que as equacdes de Einstein e a conservagao do tensor energia-momento nao sao inteiramente

independentes.

Com relagdo a equagdo de Euler covariante (2.351), sendo u# = 6/, temos

—(p+p)6I'TS,0, = (84 = 646) Bup = 64 Okp, (2.362)

donde, no lado esquerdo sobra apenas o termo identicamente nulo I'

Vs> € no lado direito, o

projetor espacial 5} — 6/ &', seleciona apenas as componentes do gradiente de pressdo 9 p. Como
p = p(t),entdo dxp = 0, e, assim, o lado direito de (2.362) também € nulo. Ainda, observando o
lado esquerdo de (2.351), constata-se que u*V ,u, = 0, cujo significado € que os aglomerados
galaticos descrevem geodésicas no espaco-tempo. Esse fato, apesar de ja conhecido por toda a
discussdo anterior sobre sistemas de coordenadas gaussianos, também € esperado pois nao existe

um gradiente de pressdo para “arrancar” as particulas das trajetdrias geodésicas [48].
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2.3.3 Os Universos de Friedmann

Para resolver as equacdes de Friedmann (2.358) e (2.359), € necessdrio uma relagcdo
entre a pressdo p e a densidade de energia p, ou seja, uma equacao de estado. Em cosmologia,

geralmente se assume a relagdo linear
p = wp, (2.363)

onde w € uma constante. Dois casos notdveis sdo representados pelos valores w = 0e w = 1/3.
No primeiro, p = 0, donde se conclui que o fluido € incapaz de exercer qualquer tipo de pressao.
Diante disso, € denominado poeira ou matéria incoerente [39]. Note que nesse caso, ©,, = pu,u,,
similar as equagdes (2.139) e (2.286) para particulas pontuais. J4 a alternativa onde w = 1/3

acarreta que o trago ©" u se anule, pois, da equagdo (2.357), vem que
@“#:p—3p:p—3(p/3):o. (2.364)
Essa mesma situagdo ocorre para o caso do campo eletromagnético, isto é, sendo
1 1
Oy = — (FWFVKgC”‘ - —ng‘”FaK) , (2.365)

Ho 4

onde yg € a permeabilidade magnética no vacuo, F,, = d,A, — d,A, € o tensor do campo
eletromagnético e A* o quadrivetor potencial, entao
@V

4

1 1 1
= o |87 FuaFug™ = 26 F*“F ) = o (P Fo = F*"Fo) = 0. (2.366)

Logo, w = 1/3 corresponde ao caso da radiag¢do eletromagnética na forma de um gas de f6tons
[29].

Agora, substituindo a equagao de estado (2.363) na relacdo (2.361), obtemos

0=p+3p(1 +w)g (2.367)
= pa®*) £ 3p (1 + w)aa> -1 (2.368)

d 3(1+w)]
_d , 2.369
= |pa (2.369)

0 que nos permite concluir que
pa> ™) = M = constante. (2.370)

Logo, para w = 0, a equagio anterior torna-se p (t) a> (t) = M, o que significa que o crescimento
das dimensdes espaciais é proporcional a a (7). Ou seja, sendo V o« a> (¢), onde V é o volume

espacial, entdio p (¢) < a3 (t).

Por outro lado, se w = 1/3, a expressdo (2.370) resulta em p (¢) a* (f) = M. Essa variagio
mais acentuada de p com a (¢) é consequéncia de um fator adicional, causado pela diminuicao

da frequéncia e da energia de cada f6ton com a expansdo do universo. Isto €, como a energia
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E de um f6ton € diretamente proporcional a sua frequéncia w e inversamente proporcional ao
seu comprimento de onda A, logo, sendo w o 271 onde A « a (1), entdo w al (1). Dai, vem
que p (1) < a~* (). Podemos concluir que, mesmo tendo em conta que predomina no presente a
densidade de energia associada com a matéria, houve no passado uma época em que a radiacao
dominava, devido ao crescimento mais rapido de p com a diminuigdo de a (7). Dai a importante

conclusao de que o universo primitivo era dominado pela energia associada a radiagao [49].

E importante salientar que existem outros constituintes do universo além de radiacio
e matéria. Além de constituintes como a matéria escura e a energia escura, h propostas de
defeitos topoldgicos que seriam reliquias das transi¢des de fase do universo primordial. Entre
esses defeitos topolégicos destacam-se as cordas cosmicas, onde w = —1/3, e as barreiras de

dominio (domains walls), onde w = —=2/3.

Prosseguindo com o objetivo de resolver as equagdes de Friedmann, primeiramente

vamos considerar o espago plano onde k£ = 0. Assim, da equagdo (2.358), temos

=+ _y e 2.371)

VEGap—k  \Cap

correspondem a solugdes relacionadas entre si por uma reversao temporal

(3 2

com os sinais “+”’ e

t — —t. Tomandow = 0 (pa3 =M ) e o sinal positivo na expressao anterior, vem que

3 \1/2 pa " 4 \12 o
r= 24q = [ —— , 2372
(871GM) L @ (3KM) . (2.372)

onde reintroduzimos a constante de gravita¢ao einsteiniana k = 87G e tomamos a (¢ = 0) = 0.

Resolvendo (2.372) para a, resulta em

1/3
a(t) = (3’;M ) 213, (2.373)
donde,
o (1) = (347) 2. (2.374)

Logo, a (t) o< 1*/3 ¢ p (1) o = monotonicamente.
Para os outros casos (k = +1), é conveniente fazer a transformacdo dt = a (n)dn na

métrica (2.341). Assim,

d 2
% - rdeZ] . (2.375)
r

ds? = a? (n) [dn2 -

e a varidvel  é denominada fempo conforme. Portanto, através da equacao (2.371),

+J~a da'
n== s
0 a’ /&TTGaIZp_k

(2.376)
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onde a (n = 0) = 0. De agora em diante, iremos considerar apenas o sinal positivo das expressdes

(2.371) e (2.376).

Tomando agora o espaco com curvatura positiva k = 1 para w = 0, e, redefinindo

3a 6a
3 _ 2o 0
Na(t)y=M = — = —,
pa ) =M= —L ==
a integral do tempo conforme (2.376) torna-se
"¢ da’
]7 =
JO a 2;’0 -1
[ da’
Jo \2apa’ — a’?
[ da’
/0 \/a(z) - a(z) + 2apa’ — a’?
[ da’

a2 - @ - o)’

Fazendo a mudancga de varidavel a = ag (1 + ) na integral, temos

Jwﬂ/fd—w Ty
n= = sen =.
~14/1 - l///2 2
Resolvendo a expressdo acima para a (1), resulta em
M
a(m) =ap(l—-cosn) = %(1 —cosn).
Uma vez que dt = a (1) dn, entdo
kM
t(n) = ao(n —senn) = —— (1 — senn).

Assim, para pequenos valores de 1, obtém-se

a(n):%[l—(l—n—z+---)]zKM[

donde,

1/3

M 4

a (t) ~ (3K ) t2/3, p(t) ~ ( ) 1_2,
4 3k

(2.377)

(2.378)

(2.379)

(2.380)

(2.381)

(2.382)

(2.383)

(2.384)

da mesma forma que nas equagdes (2.373) e (2.374) para k = 0. A func¢@o a (¢) inicia a expansio

emt = 0 (7 = 0) com comportamento a (¢) « t2/3 para pequenos valores de ¢, prosseguindo
n p para peq p g

com a expansdo até atingir seu valor maximo a () = 2ap = kM /3 em t (1) = mag = nkM /6. A

partir dai, ocorre um processo de contracao, culminando num colapso total do espaco-tempo
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(Big Crunch) em t (2r) = 2mag = nkM /3. Portanto, temos um universo que atingird um volume

maximo finito e tempo de vida infinito.

Finalmente, tomemos k = —1 e w = 0. Levando ainda em conta a expressao (2.377),
temos a d ’ a d ’ a d ’
":J a :J a :J ¢ . (2.385)
0 a"/%+l 0 \2apd’ +a? Jo ‘/(a’+ao)2—a(2)
Fazendo a mudancga de varidavel a = ag (coshy — 1) na integral acima, vem que
v
n=IdW:w, (2.386)
0
e, sendo assim,
M
Mm:aﬂmmn—nzfg«mmn—n, (2.387)
M
t () = ap (senhn — 1) = % (senh — 7). (2.388)
No estdgio inicial da expansao, ou seja, para pequenos valores do tempo conforme 7,
kM n? kM | n?
- 1 - _1 X — =1, 2389
atm =g ( ot ) ] 6 [2 (2.389)
kM 7’ kM | n?
t(n) = — =2 — L], 2.390
() =— (n+3!+ ) n] 6[6 (2.390)
€, novamente,
3cm ' 4
a()~ |2 2B o)~ | — |2 (2.391)
4 3k

Para todos os valores da constante de curvatura &, inicialmente p (¢) o =2, de maneira
que a origem ¢ = 0 possui uma densidade infinita. Como ja mencionado, para k = 1 o universo
é fechado, pois apds atingir um tamanho méximo na expansao, sofre uma contragdo até um
colapso completo. Nos casos dos universos abertos, a expansio do fator de escala a (f) se mantém
indefinidamente. Porém, a diferentes taxas de crescimento: para k = —1, das expressoes (2.387)
e (2.388) vé-se que a(t) oc t para grandes valores de ¢, enquanto para k = 0 temos sempre
a(t) o 123 [39].

Para universos dominados por radiacdo (w = 1/3), o comportamento é qualitativamente
o mesmo dos dominados por matéria (w = 0), diferindo no modo como o fator de escala a varia

com o tempo. Sendo assim, pelo mesmo procedimento utilizado nos casos anteriores, mostra-se
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que:
AxM 1/4
k =0, a(t):(K3 ) 12, (aberto) (2.392)
12
M
k=1, a(n):(%) sen7, (fechado) (2.393)
12
M
() = (%) (1= cosn), (2.394)
1/2
M
k = -1, a(n) = (KT) senh 1, (aberto) (2.395)
1/2
M
() = (KT) (coshn — 1). (2.396)

Além disso, no estdgio inicial de expansdo, obtém-se a (1) o< t'/2 e p (¢) o t~2 independente do
valor de k.

Todos os modelos de Friedmann possuem uma singularidade fisica inicial, ndo removivel
por transformagdes de coordenadas, caracterizada por uma densidade de energia e curvatura

infinitas. Dado isso, substituindo (2.358) em (2.359) e rearranjando os termos, temos

a 4nG K
—=———(p+3p)=—Z(p+3p), (2.397)
a 3 6
donde se conclui que
i<0 se p+3p>0. (2.398)

Pressupde-se que a segunda desigualdade seja valida para a matéria ordindria, qualquer que seja a
equacdo de estado satisfeita por p e p. Portanto, d < 0 e o grafico de a (¢) possui concavidade para
baixo. Além disso, se considerarmos que d > 0, entdo, a = 0 para algum momento no passado,
digamos, em ¢ = fgn,. Na realidade, tomando a época atual como ¢ = £y, temos necessariamente

a desigualdade
.-l
0 — tying < (@) = H; ', (2.399)
a
onde ag = a (ty), do = a (to) e Hy = 70 £ 7km - s~ - Mpc™! é o pardmetro de Hubble atual [50].

Sendo assim, o limite superior para a idade do universo, fornecido pelo tempo de Hubble (veja a

Figura 11), é quantificado pelo valor de

ty = H()_1 = 14,0 + 1,4 bilhdes de anos. (2.400)

Em suma, o cendrio que emerge da resolucao das equacdes de Einstein a partir da métrica
FRW € de um universo em expansao advindo de uma singularidade inicial (Big Bang). O universo

ird se expandir indefinidamente se as se¢des espaciais sao infinitas (k = 0 ou kK = —1), ou, caso
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tsing Io

Figura 11 — Necessidade de uma singularidade inicial: a reta tangente a curva a (¢) de inclinacio dg
determina um limite superior para a idade do universo, dado que (to - tsing) < ap/ap.

forem finitas (k = 1), em algum momento se iniciard um processo de contra¢do, culminando
numa outra singularidade (Big Crunch). Caracteristicas como a taxa de expansao, densidade e
tempo total de existéncia (caso se aplique), dependem do modelo em particular e da equacao de
estado (2.363).

2.3.4 O Universo de Milne

Concluindo este capitulo, trataremos de uma aplicacdo simples da cosmologia FRW,
utilizada mais adiante numa das aplica¢des apresentadas no capitulo 4. Portanto, considere um
universo aberto com k = —1, no limite onde a densidade de energia tende a zero, isto é, p — 0

(logo, p — 0). Nesse caso, a primeira equagdo de Friedmann (2.358) torna-se
a=1, (2.401)

cuja solug@o € a(t) = t. Perceba que a expansdo é mais rapida comparando-se tanto com
um universo dominado por poeira (w = 0,a o 1%/ 3), quanto com um dominado por radiacao

(w = 1/3,a « t'/?). Sendo assim, a métrica FRW assume a forma
ds® = dt* — t* [dy® + senh® ydQ*], (2.402)

que caracteriza o espago-tempo conhecido como universo de Milne, proposto em 1935 pelo
astrofisico e matematico britanico E. A. Milne [51]. Tal modelo retrata um universo homogéneo,
isotrépico e em expansao, resultado da solu¢do das equacdes de Einstein para o espago vazio.
E natural pressupor, que a solugio das equagdes de campo para um espago isotrépico e sem
matéria, € o espaco-tempo de Minkowski. De fato, o universo de Milne constitui apenas uma
por¢do do espago-tempo de Minkowski. A fim de demonstrar essa afirmacao, seja a métrica de

Minkowski em coordenadas esféricas,

ds® = dT? — dR* — R*dQ)°. (2.403)
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Efetuando a transformacgdo de coordenadas

T = tcosh y, (2.404)
R =t senh y, (2.405)

obtém-se
dT? — dR? = di* — 2 dy>. (2.406)

E importante ressaltar que devido a essa correspondéncia entre as coordenadas de Minkowski
e as de FRW, infere-se que o universo de Milne possui curvatura quadridimensional nula

(R* vap = 0 NO espago-tempo de Minkowski) e curvatura espacial constante R = 6k = —6.

B
No espago-tempo de Minkowski, um observador de Milne (gaussiano) com coordenadas

espaciais fixas (y, 6, ¢), move-se com uma velocidade constante
R
lv| = T = tgh y < 1, (2.407)

donde se conclui que y € o pardmetro de rapidez no espago-tempo de Minkowski, associado a

um boost de Lorentz. Além disso, por definicdo, o seu tempo préprio € igual ao tempo césmico 7,

T
t===Tyl-|p]>=Ty/1 -tgh® y = Tsech y, (2.408)
Y

0 que corrobora com (2.404). Para obter as hipersuperficies onde # = constante, basta eliminar y

ou seja,

nas expressdes (2.404) e (2.405) por meio da identidade trigonométrica cosh? y — senh? y = 1.
Dai, vem que
?=T? - R?, (2.409)

as quais caracterizam hipérboles nas coordenadas de Minkowski. Naturalmente, como as
hipérboles possuem extensao infinita, o universo de Milne é aberto, o que ja era esperado pois
desde o principio tomamos k = —1. Para ¢t = 0, as hipérboles degeneram-se no cone de luz com
vértice na origem, estabelecendo um horizonte de eventos para os observadores de Milne. Assim,
as coordenadas de Milne cobrem apenas um quarto do espago-tempo de Minkowski (veja a
Figura 12).

Considere agora a coordenada y = 0, que em coordenadas de Minkowski corresponde ao
eixo temporal R = 0. Para tal observador, o tempo préprio (cdsmico) ¢ € igual ao tempo coordenado
T, e, assim, linhas horizontais 7 = constante representam seu espaco de simultaneidade em
diferentes instantes de tempo, sendo batizado por Milne de espaco privado [52]. Perceba que
o referido espaco possui uma extensdo finita / em cada instante de tempo 7', correlacionadas
por [ = T. Diante disso, na singularidade inicial, temos t = T = 0 e, por conseguinte, [ = 0,
de maneira que o Big Bang € um evento pontual (o universo possui um “centro”). Porém, é
importante ressaltar que, como as retas y = constante podem ser conectadas por um boost de

Lorentz (T + R) — ™ (T + R), cada observador de Milne y = constante possui seu préprio
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Figura 12 — Digrama de Minkowski bidimensional (7, R) ilustrando as coordenadas de Milne (¢, x). As
curvas de cor laranja representam valores constantes de y ao passo que as azuis retratam o
tempo cosmico ¢. A reta vermelha, fronteira do cone de luz com vértice na origem, equivale
ao valores t = 0 e y = +oco nas coordenadas de Milne.

espaco privado. Em outras palavras, € possivel deslocar a “origem” do universo e o resultado é

indiferente, caracterizando a homogeneidade do espaco.

Por outro lado, sob a perspectiva dos observadores gaussianos de Milne (FRW), sabemos
que as secdes espaciais em instantes do tempo cdsmico ¢ sdo infinitas e, o espago-tempo se iniciou
de uma singularidade, expandindo-se a partir dai de maneira homogénea e isotrdpica. Logo,
como a dire¢do da coordenada radial y € irrelevante devido a isotropia, além dos observadores
serem equivalentes pela homogeneidade, entdo, conclui-se que nesse caso o Big Bang aconteceu

em todo e qualquer lugar.

O ponto principal dessa discussio € o seguinte: num universo em expansao, a simulta-
neidade de acordo com um observador em particular é diferente da simultaneidade conjunta de
todos os observadores. Isto €, os respectivos espacos tridimensionais sdo distintos. O Big Bang é
um evento pontual e o universo possui tamanho finito sob o ponto de vista de um observador
particular. Mas, se mensurado por uma secao espacial de tempo cdésmico constante, € infinito
[52].
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3 OPTICA EM MEIOS ANISOTROPICOS. CARACTERISTICAS DA DISPERSAO
ELETROMAGNETICA. METAMATERIAIS HIPERBOLICOS

Concluida a discussdo sobre relatividade e cosmoldgica, nosso objetivo agora é apresentar
os metamateriais hiperbdlicos e, em seguida, mostrar como eles podem ser ferramentas uteis na
pesquisa de modelos gravitacionais andlogos, sendo capazes de reproduzir o comportamento
temporal numa coordenada espacial real. Todavia, para que esse propdsito tenha €xito, € necessario
compreender os principios nos quais os meios hiperbdlicos sao fundamentados. Sendo assim,
pelo fato dos metamateriais hiperbdlicos serem, em sua esséncia, anisotrépicos do ponto de vista
elétrico, iniciaremos pelo estudo da dptica em meios anisotrdpicos (cristais), discorrendo sobre
a propagacdo luminosa sob a perspetiva ondulatdria e geométrica, concluindo com a analogia
Optico-geométrica. Nesta ultima, a resposta elétrica do meio, isto €, sua permissividade elétrica,
¢ interpretada em termos de uma geometria efetiva num espago virtual. Seguindo adiante, como
as estruturas fundamentais dos metamateriais sdo, em geral, formadas de elementos metélicos e
dielétricos, e, sendo a permissividade ou constante dielétrica o fator determinante para o cardter
hiperbdlico, discutiremos as caracteristicas da constante dielétrica em materiais puramente
condutores ou puramente dielétricos. Finalmente, tendo consolidado todos esses conhecimentos,
discutiremos os metamateriais hiperbdlicos. Inicialmente, vamos expor suas caracteristicas gerais
e aplicacdes. Apds isso, veremos como € possivel reproduzir o cardter temporal numa das
coordenadas espaciais ordindrias, e, por conseguinte, emular um espago-tempo 2 + 1 dimensional.
Finalizando, faremos uma andlise das duas principais estruturas que caracterizam um meio

hiperbdlico.

3.1 Propagaciao da Luz em Meios Anisotropicos

Na literatura [53, 14], o termo cristal anisotrépico caracteriza um meio dotado de uma
anisotropia elétrica. Isto é, a polarizacao P produzida por um dado campo elétrico E ndo pode ser
caracterizada pelo produto de uma constante pelo campo, pois, tal polarizacdo varia de acordo
com a direcao do campo elétrico aplicado. Em outras palavras, o vetor E ndo € mais paralelo

ao deslocamento elétrico D. Nesse caso, a dependéncia entre P e E € expressa pela equagao

tensorial
Py X xiz xiz| | Ex
Pyl =€ [x21 x22 x23||Ey|- (3.1)
P, X3t x32 x33) |E:
Ou ainda, em notac¢do diddica,
P=ex. E, (3.2)

onde y € o tensor de susceptibilidade elétrica:

X111 X12 X13
X =|x21 x22 x3|- (3.3)
X31 X32 X33
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Diante disso, o vetor deslocamento D € dado pela relagdo constitutiva
D=eE+P=e(1+x.)-E=€c¢€-E, (3.4)

sendo €y = 8,854x10712F-m~!'a permissividade elétrica no vacuo, 1 o tensor (matriz) identidade,
c,

e=1+x, (3.5)
o tensor dielétrico.

E possivel demonstrar que o tensor € € simétrico. A fim de constatar essa propriedade,
usamos o teorema de Poynting, que expressa a conservacao da energia eletromagnética por meio

da equacao [13]

ow
—+V.-5=0, 3.6
8t+ (3.6)

onde .
W:E(E-D+B-H) (3.7

¢ a densidade de energia do campo eletromagnético e

S=ExH (3.8)
o vetor de Poynting. Assumindo que o meio ndo possui magnetizagao, isto €, B = uoH, entdo,
calculando explicitamente os termos da equacao (3.6) de acordo com (3.7) e (3.8), temos

oW 1 8/H> 1. 6D 1. OE
= E-—+-D-—, 3.9
or 2" T2F e T2V (3-9)

e ainda,
V.-S=V-(ExXH)=H-(VXE)-E - (VXH). (3.10)

Ademais, considerando o meio isento de cargas e correntes, entdo VXE = —uo0;H e VXH = 0,D.

Dai, vem que

1 O|H)? oD
V.-§S=— -E- - —, 3.11
2H0 o1 a1 -11)
donde, combinando com a equagao (3.9), obtemos
oD OE
E-—=D - —. 3.12
ot ot (5-12)

Se substituirmos a expressao (3.4) na relagcdo (3.12), empregando a notacao de indices com a

convencdo de soma, resulta em
E[jEiatEj = 6,'jEjatEi. (313)
Como os indices sdo todos mudos, fazendo i < j no lado direito da expressao anterior, obtém-se

(6 —€i) EGE; =0 = & =€, (3.14)
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e, portanto, a lei da conservagao da energia exige que o tensor ¢; seja simétrico.

E importante ressaltar que ¢; sempre pode ser diagonalizado em seus eixos principais,

mediante a resolucdo da equacao caracteristica de autovalores

€1 —4 e €13
€1 € — /l €23 = O, (315)
€1 €y €e3-4

sendo as direcOes dos eixos principais (autovetores), correspondentes a duas raizes distintas de
(3.15), ortogonais entre si. Para duas raizes iguais advindas da equacdo de autovalores, 0s eixos
principais tornam-se indeterminados num plano. Entretanto, podem ser escolhidos tal que sejam

ortogonais [14].

De agora em diante, iremos admitir que o tensor dielétrico foi diagonalizado em todo e

qualquer ponto do meio anisotrépico, de maneira que ¢; € escrito da forma

€11 0 0
6] =10 e 0], (3.16)
0 0 es3

onde as entradas €1, €27, €33 sao chamadas de constantes dielétricas principais.

3.1.1 A Equacdo de Fresnel

Prosseguindo com o estudo da propagacao luminosa num cristal nio magnético, despro-
vido da presenca de cargas e correntes elétricas, considere as equagdes de Maxwell, em unidades

do sistema internacional SI,

OH
VXE = —uy— 3.17
X Ho— (3.17)
oD
VxXH =—, 3.18
X ey (3.18)
V.-D=0, (3.19)
V-H=0. (3.20)

Vamos levar em conta solugdes representadas por ondas monocromdticas planas, isto &,
E = Egd*"™),  H = Hoe'* "™, (3.21)

sendo r o raio vetor desde a fonte da onda até o ponto de observacao, w a frequéncia angular
e k o vetor de onda. Solu¢des da forma (3.21) permitem simplificar a acdo dos operadores

diferenciais nas equacdes de Maxwell. Por exemplo, utilizando coordenadas cartesianas (x, y, z)
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e as propriedades do simbolo de permutagdo de Levi-Civita [39], vem que

(VX E), = €110/ E;
= &1jx (Eo); 9y mmm=en)
= &ljk (E())j ei(kmx’”_wt)ikmélm
= igljkklEj
=(ik XE);. (3.22)
De modo semelhante,

V- H = 8Hy = (Ho)y 05’57 = (H), 55~ ik;6,; = ik;Hj = ik -H.  (3.23)

Finalmente, com respeito a derivada temporal,

oH

—. = Ho 9, * =00 = Hoe* =N (Liw) = —jwH. (3.24)
Portanto, conforme (3.22)—(3.24), a acdo dos operadores V e 9, sobre o campo eletromagnético
torna-se P
Voik e EP - —iw, (3.25)
respectivamente.

Substituindo (3.25) nas equagdes de Maxwell (3.17)—(3.20), temos

kxXE = uowH, (3.26)
kxH =-wD, (3.27)
k-D =0, (3.28)
k-H=0. (3.29)

As expressoes (3.27)—(3.29) implicam que os vetores k, D e H sao ortogonais entre si. Além disso,
H 1 E pelaequacdo (3.26). Sendo assim, H L k,D, E, e, portanto, estes trés dltimos formam
um plano. Entretanto, € importante enfatizar que, como k € ortogonal a D e ndo necessariamente
a E, entdo, k e S = E X H geralmente ndo sao paralelos. Naturalmente, num meio isotropico

com D = g€k, as direcdes de k e S coincidem.

Agora, considere um raio de luz propagando-se pelo cristal. Para um instante de tempo
fixo, a fase k - r — wt permanece constante nos planos ortogonais a k, constituindo as frentes de
onda. Porém, as frentes de onda se deslocam ao longo da direcao de S, pois o vetor de Poynting
estabelece a direcdo de propagacdo da energia. Diante disso, os planos de fase constante estao
inclinados em relacao a dire¢cdo de movimento (veja a Figura 13). Se 8 é o dnguloentre k e S,
entao, as frentes de onda movem-se com uma velocidade u, denominada velocidade de raio, na

direcdo de S, cuja magnitude €
%

U=

= , 3.30
cos 6 ( )
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D frente de onda
E S
u
0)
6 v k
H,B

Figura 13 — Configuracdo dos vetores de campo num cristal anisotrépico: como consequéncia das equagdes
de Maxwell, os vetores k,D, E, S residem no mesmo plano, porém, k e S em geral ndo sdo
paralelos. Além disso, os campos H e B sdo ortogonais a todos os demais. Os vetores v e u
representam as velocidades de fase e de raio, respectivamente.

onde v € a velocidade de fase da onda (na diregao de k).

Eliminando H das equagdes (3.26) e (3.27), temos
kx(kxXE)=puywkxH

k(k-E)-E (k- -k)=—-w’uD
k(k-E)-Ek*=-0* uoey € - E

——
=1/c?
2
k(k-E)-Ek = -2 ¢ E (3.31)
C
ou, em notacdo de indices,
2
ki (kiEj) — Eik? = —%e,-_,-Ej, (332)
donde, fazendo E; = ¢;;E;, resulta em
2 W’
k 5ij_kikj_?€ij EJ' =0. (333)

Para seguirmos adiante, € necessdrio especificar ;. Como veremos posteriormente, no caso dos
metamateriais hiperbdlicos que nos interessam, a forma do tensor dielétrico € uma simplificacdo

da expressdo (3.16), na qual €] = € = €, € €33 = €, OU s¢ja,

e 0 O
lej] =10 & 0. (3.34)
0 0 e

e 0 meio anisotrépico (cristal) € dito uniaxial. No caso geral em que €] # € # €33, 0 cristal é
dito biaxial [53].
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A equacdo (3.33) caracteriza um sistema linear homogéneo de equacdes. Logo, afim de

obter outra solucao além da trivial E = 0, € necessério que [46]

K24k - %e, ko, 2 —kyk.
—kky ki + k7 — %6, —kyk, = 0. (3.35)
—k.k, —kyk- K2+ k2 - %e,

Tal condi¢dao determina uma superficie no espaco k. Ap6s um laborioso célculo, a expressao

anterior pode ser simplificada para a forma

2\ [(K2+ k2 k2 2
(k2 - ‘“—e,,) (u PR ‘“—) =0, (3.36)

c? € € C

denominada equacdo de Fresnel [53, 54].

3.1.2 Ondas Ordinarias e Extraordinarias

A equacdo de Fresnel (3.36) revela que, para um meio uniaxial, a superficie (3.35)

determinada pelo vetor de onda k decompde-se na esfera

2

2 2 2 2 _ W
k:kx+ky+k1:—

> €ps (3.37)

e, no elipsoide de revolucao

2, 2
ks + ky k2

i) el - 1. (3.38)

Perceba que existem dois pontos onde as superficies (3.37) e (3.38) se tocam, sendo eles
k. = (0,0, +€,w/c). Denomina-se eixo dptico do cristal a reta determinada por esses pontos e,

diretor o versor que determina o sentido do eixo 6ptico [53].

Para nos livrarmos da constante w? / ¢, definimos o vetor “indice de refracao”
c
= —k. (3.39)
w
Sendo assim, podemos reescrever as equacgoes (3.37) e (3.38) como

N*=N:+N;+ N} =¢ (3.40)

M + N_f =1. (3.41)
66 60

Do exposto acima, existem duas ondas propagando-se no cristal uniaxial: a primeira, correspon-

dente as solucdes (3.37) e (3.40), denomina-se onda ordindria. Para ela, o meio se comporta como

um meio isotrépico com indice de refracdo n, = \/€,. J4 as solugdes (3.38) e (3.41) caracterizam

a onda extraordindria, para a qual o indice de refragdo N depende da direcdo de propagacao.



Capitulo 3. Optica em Meios Anisotrépicos. Caracteristicas da Dispersio Eletromagnética. Metamateriais
Hiperbolicos 97

N, N,
€ Ve

)ve_g NX | Ny

(a) Cristal uniaxial éptico-negativo (b) Cristal uniaxial ptico-positivo

AR
=
an

Figura 14 — Superficies determinadas pelo vetor indice de refragdo N para cristais do tipo (14a) 6ptico-
negativo e (14b) dptico-positivo.

Denotando como 8 o dngulo entre o eixo Optico e o vetor de onda k, tal que NZ2 = N?cos’fe
Nf + Ny2 = N2sen? 0, entdo, a equagao (3.41) torna-se

I cos’ 6 N sen” @

N2(9)  n2 n2 -’

(3.42)

Oou mesmo
NonNe

2
Vn2 cos? 6 + n2 sen? 0

onde n, = /€, € o indice de refracdo extraordindrio [54].

N () = (3.43)

Se n, < n,, a esfera € externa ao elipsoide e o cristal € dito dptico-negativo. Caso
contrdrio (n, > n,), a esfera € interna ao elipsoide e o cristal é dito dptico-positivo (veja a Figura
14). Vale ressaltar que, caso a propagacao seja ao longo do eixo 6ptico (eixo z), entdo § = 0
na equacao (3.43) e as ondas ordindria e extraordindria propagam-se com a mesma velocidade
de fase v, = c¢/n, = c/+/€,, sendo assim indistinguiveis. Perceba que o indice de refra¢do ao
longo de uma determinada dire¢do ndo depende da constante dielétrica correspondente a mesma
dire¢do. Por exemplo, no caso oposto em que 6 = /2, N (7/2) = n, = /€, e a velocidade de
fase € v, = ¢/n, = c/+/€.. Isso ocorre porque as ondas eletromagnéticas sdo transversais, ou seja,

0s campos sao ortogonais a dire¢do de propagacao.

Por meio das equagdes (3.33) e das relagdes de dispersao (3.37) e (3.38), podemos obter
as polarizacdes das ondas ordindria e extraordindria. Sem perda de generalidade, iremos assumir
que o plano coordenado xz contém os vetores paralelos k e N, isto €, k, = 0 e N, = 0. Sendo

assim, para a onda ordindria, combinando as equagdes (3.33) e (3.37), obtemos

2
koEy+ k.E, =0, —kekE, + (k§ - “’—26) E =0, (3.44)
C
donde,
w2
E, (k§ + k2 - —266) =0. (3.45)
C

Nessa ultima equacdo, como o termo entre parénteses ndo € nulo, entdo E, = 0, o que implica

E, =0 de acordo com (3.44). Assim, para a onda ordindria,

EX =0, EY %0, EY=0. (3.46)
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Sendo D, = e,E” = 0, D, = eoeoEﬁo) #0eD, = eoeeEz(o) =0,entdo,D || Ee S || k. No
diagrama da Figura 13, 6 = 0 e as velocidades de raio u e de fase v possuem o mesmo valor
c¢/n, = c/+/€,. Portanto, a polarizacdo € ortogonal ao plano formado por k e pelo eixo dptico.
Com relacdo a onda extraordindria, as equacdes (3.33) e (3.38) fornecem
2 2
(k§ - %e) E - kyk,E, =0, E,=0, —kkE,+ (k§ - “’—ee) E, =0, (3.47)

c2

donde, combinando a primeira e a dltima equagdo, vem que

I 2 2
2,2 2 W 2 W
0= EZ _kxkz - (kz — ?Eo) (kx - ?Eg)]
[ 4 2 2
w w w
= EZ »FEOEe - C—zeok)% — C—2€ek§:|
[ 2 k2 k2
Yo _ﬂ (3.48)
c € €

O termo entre colchetes da equacao anterior € a propria relagdo de dispersao (3.38). Logo,
EY#0, EY =0 E“ %0, (3.49)
Resolvendo a primeira das equagdes (3.47) para o quociente Ege) /E )(f), temos

(e) 2
E, 1 ,y W 1 € o € ky €, Ny

— kK2 — —¢,| = —— ki =—-—==-=—=, 3.50
ol G Rl et o

€ k; € N,

revelando que o vetor E € tangente ao elipsoide (3.41), pois, tomando a equacao do elipsoide

como uma fung¢do implicita ¢ (N,, N;) = 0, a tangente possui inclinagdo

dN, :_6(,0/6Nx :_&& (3.51)
dN, d¢/0N, €N, '

Ademais, como § L E e o campo elétrico € tangente ao elipsoide, S € paralelo ao gradiente
(0p/ONy,dp/ON,) = (2N, /€.,2N,/€,) da fungdo ¢ (Ny, N;). Portanto, a direcdo do vetor de
Poynting é fornecida pela relacio

Sge) _0¢/ON, € N;
S,(Ce) ~ 0¢/ON, € Ny

(3.52)
Para finalizar, salientamos que s, k e o eixo 6ptico do cristal residem no mesmo plano [54].

3.1.3 O Principio de Fermat e a Trajetéria da Componente Extraordinaria da Luz

O estudo da propagacdo de ondas eletromagnéticas, em particular, a luz, por meio
do conceito de raios, isto €, curvas cuja tangente em cada ponto coincide com a direcao de
propagacdo da onda, constitui o dominio da dptica geométrica. Diante disso, a andlise € feita

sob a perspectiva de trajetérias, desconsiderando a natureza ondulatéria da luz. Em outras



Capitulo 3. Optica em Meios Anisotrépicos. Caracteristicas da Dispersio Eletromagnética. Metamateriais
Hiperbdolicos 99

palavras, a 6ptica geométrica corresponde ao caso limite de pequenos comprimentos de onda,
A — 0. Na propagacdo de raios luminosos, um meio 6ptico altera a geometria obedecida pela
luz, no sentido de provocar um desvio da trajetdria original dos raios caso o meio nao estivesse
presente. Um exemplo simples e imediato € o da passagem de um raio luminoso por uma interface
ar-dgua, constatado facilmente ao imergir uma fragcdo do comprimento de um ldpis num copo
d’agua. Matematicamente, essa mudanga na geometria da luz, é expressa pelo principio de
Fermat, o qual afirma que os raios de luz descrevem trajetorias de menor caminho optico. Tais
caminhos geralmente diferem dos trajetos com menor comprimento geométrico (menor distancia),
pois, o caminho Optico € apenas proporcional ao caminho geométrico, sendo a constante de

proporcionalidade o indice de refracdo do meio [16].

Segundo o principio de Fermat, a integral

0
F = J N -dr (3.53)
P

€ minimizada ao longo do caminho “percorrido” pela energia, ou seja, no qual o vetor tangente €
paralelo ao vetor de Poynting. Logo, trata-se de um principio variacional, onde 6 = 0 fornece a
trajetéria luminosa. Na integral de Fermat (3.53), N € o vetor indice de refracdo apresentado em
(3.39)edr || S.

No caso da onda ordindria, o indice de refracdo € independente da dire¢do de propagacao.

Sendo assim,

N -dr = n, |dr| = nydl (3.54)
€ a variacao
0
0F = noéj dl=0 (3.55)
P

resulta numa trajetdria retilinea, uma vez que dl é o comprimento de arco euclidiano. Além disso,

os vetores k, S e dr sido colineares.

No que concerne a onda extraordindria, a propagacao ocorre de uma maneira mais
complexa, ja que S e dr ndo estdo mais alinhados com k. Consequentemente, a integral de
Fermat assume uma forma mais intrincada. A fim de simplificar (3.53), expressemos o vetor de

onda k em termos da velocidade de fase v por meio da relagao

k=—v, (3.56)
donde, combinando com a equacdo (3.39), resulta em

N = ﬁv. (3.57)

Substituindo a expressao anterior na integral (3.53), obtemos

0 0 0 0
F = %v cdr = J %vcos 0dl = J € cosdl = J €. (3.58)
pV pV P \% P u
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Na dltima passagem, utilizamos a relagdo (3.30), sendo u a velocidade de raio e 8 o angulo entre
u e v (ou, entre v e dr). Definindo o indice de raio N, = c/u, o principio de Fermat também

pode ser expresso como a minimizagao da integral

0
F = J N,dl. (3.59)
P

Além disso, substituindo u = dI/dt em (3.59) e descartando o fator ¢ que € irrelevante do ponto

de vista variacional, entao
Qo
F = J dt, (3.60)
P
nos revelando que a luz percorre o caminho com menor duracao entre os pontos P e Q [53].

A discussao do pardgrafo anterior s6 possui sentido pratico caso seja possivel expressar
N, de forma qtil, como por exemplo, semelhante a equacao (3.43). Sendo assim, considere o vetor
auxiliar s = u/c, paralelo a trajetéria (s || S,dr) e que de acordo com (3.57) satisfaz s - N = 1.

Conforme a equagdo (3.52), o vetor S € ortogonal ao elipsoide (3.41) e paralelo ao gradiente

dp d¢ 0d¢\ (2N, 2Ny 2N, (3.61)
6Nx’8Ny’8Nx e e € | '
Diante disso, € facil ver que uma expressao para s que satisfaz o vinculo s - N =1 ¢
Ny Ny N
§ = (SX’syasz) = (_7 _y, _Z), (3.62)
€ € 6
donde,
N = (Ny, Ny, N;) = (€S, €5y, €05;) - (3.63)
Substituindo a expressao anterior na equacdo do elipsoide (3.41), temos
eosf + €, (s)% + sg) =1. (3.64)

Se 1 é o Angulo entre s € 0 eixo Gptico, tomemos s> = s> cos> ¥ e 52 + s§ = 52

: sen? ¢, onde

s = |s|. Dai, vem que

S—lz = €,cos” I + €, sen’ B (3.65)
Finalmente, sendo 1/s = ¢/u = N,, ng =€, € ng = €,, entio,
N? = n?cos® 9 + n2 sen’ 9, (3.66)
ou ainda
N, (9) = \/n(z, cos2 ¢ + n2 sen? 9. (3.67)

Em virtude da anisotropia, o angulo ¢ em (3.67) depende tanto da posicao r quanto do vetor
tangente a trajetoria 7 = dr/dl, de modo que N, = N, (r,F).
Concluindo, a equacgdo da curva descrita pelos raios luminosos pode ser obtida por meio
da resolucdo das equagdes de Euler-Lagrange,
d (ON,\ ON;,
dl ( or ) " or

0. (3.68)
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3.1.4 A Analogia Optico-Geométrica

Na sec¢do anterior, vimos que a aplicacdo do principio variacional sobre a integral de
Fermat (3.59) fornece a trajetoria descrita pelos raios de luz. Entretanto, existe um método
alternativo, correlacionando dptica e geometria, no qual o caminho percorrido pela luz é
interpretado como uma curva geodésica numa geometria riemanniana efetiva [53]. A ideia por
trds desse modelo geométrico para a propagacdo luminosa € simples: na geometria riemanniana,

as equacoes geodésicas sdo oriundas do principio variacional

Q Q
5J ds = 5J Jhijdxidxi =0, (3.69)
P P Y

onde A;; denota um tensor métrico tridimensional. Jd na Optica geométrica, a trajetdria € obtida

minimizando a integral de Fermat

Q Q
5J N,dl = J N26;jdxidxi = 0. (3.70)
P P

Portanto, fazendo a correspondéncia
hij = N} 6ij, (3.71)

em principio terfamos o tensor métrico da geometria efetiva obedecida pela luz.

Todavia, a equacao (3.71) merece cautela. No caso isotrépico, onde N, = N, (xi), a

distancia infinitesimal entre dois pontos € dada por ds = \/ N? (x)6; jdx'dx/ e a correspondéncia
almejada pela equacdo (3.71) € vilida, pelo fato do tensor métrico h;; = h;; (x) depender apenas

da posi¢do. Ja para um meio anisotrépico, temos

N, = N, (r,F) = Ny (x,dx/dt), (3.72)
o que, de acordo com a expressao (3.71), acarreta em

hij = hjj (x,dx/dt) = h;j (x,%). (3.73)

Como ja esperado, o elemento de linha ds depende, além da posicao, dos deslocamentos
infinitesimais dx’ = xdt, onde ¢ é um parAmetro da curva. Logo, ds depende da velocidade com
a qual a curva € percorrida. Tal situacdo encontra-se fora do escopo da geometria riemanniana,
pertencendo ao dominio da geometria de Finsler [55]. Na geometria de Finsler, o comprimento

de arco € dado por
ds = F (x,dx) = F (x,xdt) = F (x,x) dt, (3.74)

onde F'(x, x) é a funcdo finsleriana, homogénea de primeiro grau com respeito ao argumento dx.
Ademais, as equacdes geodésicas sdo da forma
d’x' . dx/dx* d(InF)dx'

i 27 =0, 3.75
az ik ar ar dr di (3.75)
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sendo a conexao I“; , ainda determinada pelos simbolos de Christoffel de segundo tipo (2.182).

Pelo exposto no pardgrafo anterior, para manter a correspondéncia ds = N,dl entre
geometria e Optica num meio anisotrépico, a identificacao correta, em substituicdao a equagao
(3.71) € [56]

N,dl = F (x,dx) = F (x,X) dt. (3.76)

Entretanto, atente que quando ¢ = s, a equagdo (3.74) resulta em F (x,x) = 1, o que implica
In F = 0. Como consequéncia, as equacdes geodésicas (3.75) tomam a forma tradicional da
geometria riemanniana. Além disso, por meio da identidade ds? = h; jdxi dx/ = F? (x, %) dr?,

podemos obter £;; a partir de F' (x, x), visto que

hiji' % = F* (x,%)

i -7 Qo] an
]’l,’j5kx] + h,’jx (Si = W
- i OF?
i ¢J 1¢] _
hij6k5[ + hijélék = axlaxk
1 oF?
"= 2 aia G77

Logo, é factivel utilizar a geometria riemanniana como ferramenta para descrever e analisar as
trajetdrias dos raios luminosos, contanto que a parametrizacao da trajetdria (geodésica) seja dada

pelo comprimento de arco (3.74).

Para completar a analogia Optico-geométrica, estenderemos a discussdo acima para
o formalismo quadridimensional do espago-tempo, conforme [57]. Considere uma métrica
ds* = guvdx*dx” dita estdtica, caraterizada pela invaridncia sob reversdo e transla¢do temporal,

ou seja, t — —t et — t + constante, respectivamente. Logo,
goi=go0=0 e gj=gjx) (3.78)

No espacgo-tempo, a propagacao dos raios luminosos € descrita pelas equacdes geodésicas

d?x+ dxV dx®
= + T, T do =0, (3.79)

sendo o~ um parametro afim e I'},, os simbolos de Christoffel. Transpondo a parametrizagio para

o tempo coordenado ¢, entao

d dit d &> drd (di)\ 42
- = — e —_— 4 | — —_—. (380)
do dodt do? do?dt \do) di?
Substituindo na equagao geodésica, obtemos
d*t/do?
B4 T 59 [do” i, (3.81)

(dt/a’cr)zx
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onde #* = dx*/dt e ¥* = d*x*/dt>. Contraindo a expressdo anterior com giy € utilizando a

primeira relagdao em (3.78), resulta em

gin kX + {va,i} V3% + ———gikX" =0, (3.82)
o

onde {va,i} = g;, I}, Explicitando {va,i} X”x%, vem que

{va,i} X% = {0a,i} %% + {ja,i} ¥/ 3@
= {00,} + 21 {053F "+ {jk. i} 7 &F
= {00,i} + {jk,i} %/ xF. (3.83)

Por meio da integral primeira

g XM = goo + gjr¥! xF =0, (3.84)
obtém-se
JSik ik =1, (3.85)
800
Dai, vem que
Y eV e . g]k..k . N o] ok
{va,i} "% = = {00,i} =—x/ X" + {jk,i} X/ x", (3.86)
800
e, portanto, a equagdo geodésica (3.82) assume a forma
d*t/do?
gir kX = {00, l} xfx + {jk,i} ¥ 3% + ﬁgikxk =0. (3.87)
o

O termo (dzt / d0'2) (dt/do)™? pode ser obtido da componente temporal de (3.79), uma

vez que
d?xH dx” dx®
0= go#d— + {va,0} o o
d*t dx) dt  dx’ dxF
=807~ +)L0043’f'+2{0],0}—— ——4{jk;
do do
d2t dt
= g00—— +2{0j,0} &/ , (3.88)
do do
donde, , , .
d“t/d ¢/
L1475 (07,05 (3.89)
(dt/do) 800

Diante disso, a expressao (3.87) torna-se

glkx +

(jk,i} — {OOl}g]k 2{0j O}g”‘]xka:o. (3.90)
800
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Substituindo na equacgao anterior a forma explicita dos termos

) 1
{00,i} = ~5 800,11 (3.91)
] 1
0.0} = S800.5 (3.92)
1
{jk,i} = = (gl,k+glk, gjk.i) (3.93)
obtemos
1 1 8jk 1 gik 1 gij
uk B o L J ) 1 ) J ko
ik X"+ [ = (&ijk + &ik,j — &jki) + 5——800,i — 5—800,j — =—800,k | X' X" =0. (3.94)
8 2(g, 8ik.j = 8ki) * 2goog 2goog 7 2800 8
Introduzindo a relacao,
hy = -3, (3.95)
800
da qual resulta
1 1
hij.k = ——8ij.k + —=8&ij800, k> (3.96)
/ googj goozgjg

podemos reescrever a expressao (3.94) da forma

.k 800 .j ok
0 =gt + B (—hij,k = hix,j + hjk,i) X7 x
ik . o 1 ik
= =S80+ o (Rijk + hikj = hjei) ¥ %
a2
1 .
ok . J ok
= hjp X" + 5 (l’lij,k + hik,j — hjk,i) b
1 .
.. L7k
=X + 5 (hij,k + hik,j - hjk,i) X x , (397)
que nada mais € do que a equagdo geodésica num espaco tridimensional com tensor métrico

h;;, cujo parametro afim € o tempo coordenado ¢. Além disso, a equag@o anterior € oriunda do

0
5J hijdxidxi = 0. (3.98)
P

Fagamos agora uma correspondéncia entre /;; e a métrica espacial y;; apresentada na

principio variacional

secdo 2.2.3. Comparando as equacdes (3.95) e (2.206), temos h;; = v;;/goo- Assim, o principio

variacional (3.98) torna-se

[ dxidxi dr Qql dr
‘/h, dxidx] = J —— — =0, (3.99)
J J Yij dt dt \/go p dT /800

onde dt € o tempo proprio (2.199) e dl a distancia definida em (2.205). Usando o fato de que

ds* =0 para intervalos do tipo luz, entdo,

, . dl
0 = goodt* — y;;dx'dx’) = dv* —dI*> = =1 (3.100)
’ T
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para ¢ = 1. Juntamente com (2.199), a relacdo anterior nos permite reescrever a expressao (3.98)

da forma

0
5J dt =0, (3.101)
P

que € justamente o principio de Fermat aplicado a integral (3.60).

Resumindo, podemos estudar a propagacao da luz em um meio anisotrépico através de
uma geometria efetiva no espago-tempo: a parte espacial, definida em termos de 4;;, advém da
expressao (3.77). A complementacdo temporal € feita por meio da equacdo (3.95). Sendo assim,
considerando nossa escolha de assinatura (+,—,—,—), goo = 1 e a métrica da geometria efetiva
sera

ds* = c*dt* — hjjdx'dx’. (3.102)
Finalizamos esta secdo ressaltando que esse modelo geométrico € bastante utilizado na ptica de
cristais liquidos portadores de defeitos topoldgicos, havendo uma extensa lista de publicacoes a

respeito desses temas, por exemplo, [58, 59, 60, 61].

3.2 Dispersao da Frequéncia em Dielétricos, Condutores e Plasmas

No estudo dos metamateriais em geral, os meta-dtomos constituintes combinam caracteris-
ticas de materiais dielétricos e condutores metdlicos para formar o meio efetivo [11]. Entretanto, é
importante primeiro compreender como cada um desses meios responde a aplicagdo de um campo
elétrico em separado. Em outras palavras, devemos analisar, em meios isotropicos dielétricos e
condutores, como se comporta a permissividade elétrica € (w) em funcdo da frequéncia do campo
aplicado E. A essa dependéncia dos valores da permissividade com a frequéncia da radiacao

eletromagnética, dd-se o nome de dispersao.

3.2.1 Um Modelo Simples para € (w), Dispers@o Andémala e Absor¢cdo Ressonante

Em nossa andlise da dispersdo, vamos utilizar o modelo do oscilador harménico de
Drude-Lorentz [62], no qual os elétrons encontram-se ligados as suas respectivas moléculas
por meio de uma forga restauradora linear, sendo assim tomados como osciladores harmonicos
amortecidos. O amortecimento, linear e proporcional a velocidade, € oriundo do movimento dos
elétrons. Além disso, o caso de elétrons livres também € contemplado, tratando-se de um caso

particular onde a forca restauradora do oscilador € nula.

A equagdo de movimento para um elétron de carga elementar —e ligado por uma forca
harmonica e atuado por um campo elétrico E (r,t) é

d*r 5 dr
mﬁ = —eE — mwyr — myz,

onde y € a constante de amortecimento e os efeitos magnéticos foram desprezados. Se o campo

(3.103)

varia harmonicamente com o tempo com frequéncia w, segundo e™'“, entdo

d d?
d_j o —iwr e d—tg = —WPr. (3.104)
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Donde, substituindo na equagdao de movimento (3.103), resulta em
€ ( 2 2. -l
r=-<(wj-w?-ivy) E. (3.105)
m
Logo, o momento de dipolo provocado por um elétron é

2 -1
p=—er=%5 (wg — W - iw)/) E. (3.106)
m

Admitindo que se tenham N moléculas por unidade de volume, com Z elétrons por
molécula, e que, em lugar de uma tinica frequéncia prépria de oscilagdo para todos eles, existam f;
elétrons por molécula, cada qual com uma frequéncia w; e com uma constante de amortecimento

¥, 0 momento de dipolo total numa molécula, serd dado por

A4 2 _
e’E ' 1
Pmolécula = —€ Z ri = o Z fi (w]2 —w? - zwyj) , (3.107)
i=1 j

onde as intensidades dos osciladores, f;, satisfazem a regra da soma,

Y=z (3.108)
J
Diante disso, a polarizagao na molécula, isto €, a densidade de momentos dipolares, é

szE ij (wjz ) _l-wyj)_l, (3.109)
j

P = ey xeE = Npmolécula =
Por conseguinte, a constante dielétrica, € = 1 + y,, serd
Neé? -1
ew)=1+ — ~(a)2.—(u2—'w ) , 3.110
(@) €om ZJ: Jj J 1Y ( )

cujas partes real e imagindria sdao

Ne fi(w? - »?

Ree(w)=1+—— 2]( L ) -, G3.111)
om T (w7 - w?)" + wy;
2 Ay

Ime () = X¢ > fivie (3.112)

€m (wjz — w2)2 + wzyjz.

Com defini¢des quénticas apropriadas de fj,y; € w;, a equagdo (3.110) € uma expressdo acurada

para a contribuicao atdmica a constante dielétrica [13].

As constantes de amortecimento y; sdo em geral pequenas em comparagdo com as
frequéncias de oscilagdo ou ressondncia w;. Isso quer dizer que € (w) € aproximadamente real
para a maioria das frequéncias. O fator (wjz - wz)_l € positivo para w < w; € negativo para
w > w;. Entdo, em frequéncias baixas, abaixo do menor dos w;, todos os termos da soma

(3.110) contribuem com o mesmo sinal positivo, e € (w) > 1. A medida que se passam os valores
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sucessivos de w;, aparecem cada vez mais termos negativos da soma, até que finalmente toda
a soma € negativa, e € (w) < 1. Nas vizinhangas de qualquer dos w;, naturalmente existe um
comportamento ressonante. Sendo assim, considere o caso mais simples onde sé existe uma
frequéncia de ressonancia wgp € uma constante de amortecimento . Na vizinhanca de w = wy,

vale a aproximagao

w% —w? = (wy + W) (Wy — W) ~ 2wy (W — W), (3.113)

donde, substituindo em (3.111) e (3.112), resulta em

w? - 2
Ree(w)— 1= 2p_ (@0 2“’)/ - (3.114)
Wo (wp — w)™ + (y/2)
w? 4
Ime (w) = -2 yz/ - (3.115)
Wo (wo — w)” + (y/2)
sendo a frequéncia
NZe?
W= —=, (3.116)
€epm

que depende somente do nimero total NZ elétrons por unidade de volume, é denominada
frequéncia de plasma do meio. A fun¢do Im € tem a forma chamada lorentziana, ilustrada na
Figura 15, que também mostra (Re € — 1). Tais fungdes possuem propriedades simples: Im € é
par em relagdio a (wp — w) enquanto (Re € — 1) é fmpar. E f4cil demonstrar que a largura de Im e
na metade do maximo € y e que os extremos de (Re € — 1) ocorrem nos mesmos pontos. O valor

maximo de Im € na ressonancia,

w

2 2
C()a)o

M= :_’27
Wy

, (3.117)
woy

pode ser bastante grande. Para um gds, a pressdo atmosférica, (w)/ w0)2 ~ 1073, porém
(wo/y) ~ 107>, de modo que M pode ser maior que 100. Esse valor acarreta uma condutividade!
na frequéncia de ressonancia compardvel a de um metal [62]. A dispersdo normal estd associada a
um aumento de Re € (w) com w, ao passo que a dispersdo anémala associa-se a0 comportamento
inverso. A dispersdo normal € a regra geral, exceto nas vizinhangas da frequéncia de ressonéncia.
Somente quando hé dispersdao andmala a parte imagindria de € € aprecidvel. Uma vez que uma
parte imagindria positiva de € representa dissipacdo de energia da onda eletromagnética no meio,

as regides em que Im € € grande sdo denominadas regides de absorgdo ressonante.

A atenuacgdo de uma onda plana € expressa, em termos das partes real e imagindria do

namero de onda k. Se o nimero de onda for escrito como

k = kg +ikj, (3.118)

E possivel mostrar, através da equagio (3.128), que a parte real da condutividade é correlacionada com a parte
imagindria da constante dielétrica via Re o = gywlme.
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wy— (y/2) o 10 + (y/2)
Y7 L i

Figura 15 — Partes real e imagindria da constante dielétrica € (w) na vizinhanga de uma frequéncia de
ressondncia wyp. A regido de dispersdo andmala € também o intervalo de frequéncia onde
ocorre absor¢ao.

entdo podemos escrever o campo elétrico da forma (considerando k = kZ)
E = Egef17¢ikramwn), (3.119)

onde o parametro 2k; é conhecido como constante de atenuacdo ou coeficiente de absorcao.
O fator 2 advém do fato da intensidade da onda cair com e 272, Ademais, como N2 = € e

N = ck/w, sendo N on indice de refragdo, entdo

w2
k2 —k? = —Ree, (3.120)
w2
2kpk; = —Ime. (3.121)
C

Se k; < kg, conforme € o caso, exceto quando a absor¢do € muito intensa ou quando Re € < 0,

temos
2

k3~ ZRee = kp~—VRee, (3.122)

C C
de forma que a constante de atenuacdo pode ser escrita, aproximadamente, como

Re e ¢ \Ree

2 ~ (Imf) k=2 (Im—e) VRee. (3.123)

Logo, o decréscimo relativo da intensidade, por comprimento de onda, dividido por 2, isto &,
2k;/kg, é dado entdo pela razdo Im € /Re € uma vez que kg = 27/ A.
3.2.2 Comportamento em Frequéncias Baixas, Condutividade Elétrica

Quando w — 0, hd uma diferenca qualitativa na resposta do meio conforme a frequéncia

de ressondncia mais baixa w seja ou nao nula. Para os isolantes, w< # 0, logo, o comportamento
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€ obtido tomando o limite w — 0 na equacgdo (3.110), ou seja,

N€2 f
tielérrico (@ — 0) = 1+ — > =L, (3.124)
om = wj

0 que caracteriza o modelo de polarizacdo estdtica nos dielétricos [63].

Todavia, quando uma certa fracao fy dos elétrons por molécula é livre, no sentido de os
elétrons terem wq = 0, a constante dielétrica € singular em w = 0. Se a contribuicdo dos elétrons
livres for expressa separadamente, a expressao (3.110) fica
Ne* o
€m w? + iwyy

Né? fy
emw (Yo — iw)’

€(w) =¢(w) - =€ (w)+1i (3.125)

onde €; € a contribuicdo de todos os outros dipolos. O comportamento singular pode ser
compreendido quando se examina a equacdo de Maxwell-Ampere
oD

V><H=J+E (3.126)

admitindo-se que o meio obedece a lei de Ohm, J = o E, e tem uma constante dielétrica ordindria

€;. Com uma dependéncia harmonica no tempo, d;D = —iwD, e a equagdo torna-se
VxH = cE —iwD = (0 - iwepeg) E = —iw (Eoed + iz) E. (3.127)
w

Por outro lado, caso atribuissemos todas as propriedades do meio a constante dielétrica, ou seja,
utilizando V X H = —iweye (w) E com € (w) dada por (3.125), podemos interpretar a grandeza
entre parénteses no lado direito de (3.127) como sendo € (w). Dai, vem que
Neé?f,
o=———/T7
m(yo — iw)
e, portanto, temos em esséncia 0 modelo de Drude [63], com N fj sendo o ntimero de elétrons livres

(3.128)

por unidade de volume do meio e T = 1/y( o tempo de relaxacao, cujo valor representa o tempo
decorrido para a corrente J cair para e~! do seu valor inicial. A razio yo/ fy pode ser determinada
a partir de dados experimentais sobre a condutividade. Para o cobre, N = 8 X 10?8 4tomos / mS e,
em temperaturas normais, a condutividade em baixas frequéncias é o ~ 5,9 x 10’ Q™! - m™!,
donde yo/ fy ~ 4 x 1013 s~ [13]. Admitindo fy ~ 1, o resultado mostra que, até frequéncias bem
além da regido de micro-ondas (w < 10! s_l), a condutividade dos metais é essencialmente
real, isto €, J e E ficam em fase, e independentes da frequéncia. Em frequéncias mais altas (no
infravermelho e além) a condutividade é complexa e varia com a frequéncia numa forma descrita

qualitativamente pela expressao (3.128).

As consideragdes anteriores mostram que a distin¢do entre dielétricos e condutores €
artificial, pelos menos nas faixas distantes de w = 0. Quando o meio possui elétrons livres, ele é
um condutor em frequéncias baixas (w — 0), nos outros casos € um isolante. Em frequéncias
diferentes de zero, porém, a contribuicao da condutividade a permissividade € (w) em (3.110)
aparece simplesmente como uma amplitude ressonante, tal como o restante. Logo, as propriedades
dispersivas do meio podem ser atribuidas, ndo s6 a uma constante dielétrica complexa, mas

também a uma condutividade dependente da frequéncia e a uma constante dielétrica.
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3.2.3 Limite de Altas Frequéncias, Frequéncia de Plasma

Passando para o extremo oposto do espectro de frequéncias, examinemos agora o limite
de altas frequéncias. Em frequéncias muito acima da frequéncia mais elevada w-, a constante

dielétrica (3.110) assume a forma simples,

N 2 .
e(w)y=1- = sz

em 7 w

o1 NZée 1

- eom w?
wz

~1- —’2’, (3.129)
w

onde w, € a frequéncia de plasma (3.116). O nimero de onda k* = w?e/c? é dado, neste limite,

1
N (3.130)
c

donde se obtém a relagdo de dispersdo w (k),

por

W = w, + k2 (3.131)

Nos meios dielétricos, a equacdo (3.131) vale somente para w?

> w?. A constante dielétrica
€ entdo proxima da unidade, embora um pouco menor que ela, e aumenta com a frequéncia
tendendo ao valor unitdrio no limite assintético w — +oc0. O niimero de onda permanece real até

o limite inferior da frequéncia de corte w,,.

Em certas situacdes, como na regido da ionosfera? ou num plasma rarefeito de laboratério,
os elétrons sado livres e o amortecimento € desprezivel. Entdo a equacdo (3.129) vale para uma
ampla faixa de frequéncias, incluindo w < w,. Note que para w < w, o nimero de onda €
puramente imagindrio. Ondas desse tipo sdo refletidas ao incidirem num plasma, pois de acordo
com (3.118), kg = 0 e k; # 0, de forma que s6 existe o termo de atenuagdo em (3.119). Os
campos caem exponencialmente com a distancia medida a partir da superficie. Em w = 0, a
constante de atenuacgdo 2k; €

2w,
2k; = —. (3.132)
c
Na escala de laboratério, as densidades de plasma sdo da ordem de 10'8- 1022 elétrons / m?3. Isso
significa que w, = 6 X 10'°-6 x 10'2s7!, de modo que os comprimentos tipicos de atenuacgio

1/2k; sdo da ordem de 0,2 —2 x 1073 cm para campos estdticos ou de baixa frequéncia [13].

A refletividade dos metais em frequéncias 6ticas e mais elevadas € provocada, essencial-
mente, pelo mesmo comportamento que no caso de um plasma rarefeito. A constante dielétrica

de um metal € dada por (3.125). Em frequéncias elevadas (w > ), essa expressdo assume a

A ionosfera € a parte superior da atmosfera terrestre, constituida de fons e do chamado plasma ionosférico, localizada
entre 60-1000 km de altitude.
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forma aproximada,

€e(w)=1- (3.133)

2
_P
w?’
onde wlz, = ne’/eym* é a frequéncia de plasma dos elétrons de condugio, e a massa efetiva m*
inclui parcialmente os efeitos de ligacdo expressos por €, (w) em (3.125) [64]. Para w < w), 0
comportamento da luz incidente sobre o metal € aproximadamente o do plasma descrito por (3.129).
A luz penetra somente uma distancia muito pequena no metal e € quase inteiramente refletida.
Porém, quando a frequéncia chega ao dominio em que € (w) > 0, o metal pode subitamente
transmitir a luz e a sua refletividade modifica-se drasticamente. Isso ocorre tipicamente na regido

do ultravioleta, e, constitui a transparéncia dos metais ao ultravioleta.

3.3 Metamateriais Hiperboélicos

Metamateriais hiperbdlicos constituem uma subclasse de metamateriais. Em geral, sdo
estruturados artificialmente por meio de meta-atomos, células unitdrias cujas dimensdes sao
muito menores do que o comprimento de onda da radiacdo com a qual interagem. Alguns
metamateriais hiperbdlicos, entretanto, ocorrem na natureza. Veja, por exemplo, as referéncias
[65, 66]. Porém, o que os distingue € a sua peculiar anisotropia elétrica. Como vimos na se¢ao

3.1.2, num cristal uniaxial, cujo tensor constante dielétrica € dado por

e 0 O
léi] =10 & 0], (3.134)
0 0 e

a solucdo da equacao de Fresnel (3.36) resulta em duas solugdes: uma delas, a onda ordindria,

possui uma relagao de dispersdo isotropica, em coordenadas cartesianas (x, y, z),

2

2 2 2 2 2 W
|k|”=k"=ky+ki+k;=—

6o (3.135)
c

enquanto a outra solucdo, a onda extraordindria, tem como relacdo de dispersao

R+l 12 o2
Ty (3.136)

€ €& ¢

Naturalmente, se €,,€, > 0, as superficies de isofrequéncia representam, para as ondas
ordindria e extraordindria, uma esfera e um elipsoide de revolugdo, respectivamente. A situacao
¢ alterada consideravelmente se uma das constantes dielétricas € negativa, ou seja, €, > 0 ou
€, < 0. Nesses casos, a equacao (3.136) ird caracterizar um hiperboloide, sendo de duas folhas se
€, < 0 e de uma folha caso €, < 0. Neste dltimo, o nimero de onda ordindrio k? = —w? |¢,| /c?
¢ puramente imagindrio, donde se conclui que a onda ordindria é evanescente e, diante disso,
nao hé propagacdo. Em contrapartida, sempre haverd propagagdo extraordindria, o que € notédvel,
ja que num meio isotropico tradicional um valor € < 0 acarreta uma onda evanescente. Vale

ressaltar também que, as caracteristicas das polarizacdes dos campos E e S, obtidas em (3.50) e
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Figura 16 — Superficies de isofrequéncia w (k) = constante caracteristicas dos metamateriais de (a) tipo I
e de (b) tipo II.

(3.52), permanecem validas. Mesmo permutando o sinal de uma das constantes dielétricas, E se

mantém tangente ao hiperboloide e § permanece ortogonal a E e, portanto, ao hiperboloide.

Conforme explanado na secdo 3.2, para um meio metdlico, Re € (w) < 0 se a frequéncia
dos campos for inferior a frequéncia de plasma do metal w,. Portanto, a fim de atingir o
cardter hiperbdlico no meio anisotrépico, isto é, obter €, < 0 ou €, < 0, devemos restringir
o movimento dos elétrons livres a uma (€, < 0), ou a duas (¢, < 0) direcdes espaciais. Em
outras palavras, € necessdrio produzir um carater metalico em uma (e, < 0), ou duas (¢, < 0)
dimensdes espaciais. Dai vem o fato das principais estruturas de metamateriais hiperbolicos

serem construidas alternando-se entre camadas dielétricas e metalicas [25].

De acordo com a literatura [26], os metamateriais hiperbdlicos sdo classificados em dois
tipos (veja a Figura 16), conforme o nimero de constantes dielétricas negativas: os de tipo 1
sdo os que possuem uma componente dielétrica negativa (e, < 0, €, > 0), enquanto os de tipo 11
tém duas componentes dielétricas negativas (e, > 0,¢, < 0). Por serem mais metalicos, meios
hiperbdlicos do tipo II sdo mais refletivos, haja vista que ndo ha propagacdo ordindria. Ademais,
€ importante salientar que, se todas as componentes de €;; forem negativas, teremos um metal
anisotrépico, de modo andlogo ao caso onde todas componentes sdo positivas, em que temos um

dielétrico anisotrépico.

Do ponto de vista tecnolégico e de engenharia [26], a propriedade mais importante dos
meios hiperbdlicos, € a capacidade de suportar a propagacao de ondas com enormes valores de
|k|. No caso da anisotropia usual, onde €., €, > 0, |k| é limitado a superficie da esfera (3.135),
ou, a do elipsoide (3.136). Ondas, cuja intensidade do vetor de onda € superior ao raio da esfera
ou ao semi-eixo maior do elipsoide, sdo evanescentes. Todavia, para os hiperboloides ilustrados
na Figura (16), a forma ilimitada da superficie de isofrequéncia permite, numa situagdo ideal, o
limite |k| — +oo. Dai, como |k| o< 1/1, em tese também seria possivel o limite 1 — 0, ou seja,
a propagacao de comprimentos de onda bastante pequenos. Essa € a principal ideia por trds da
construcao das chamadas hiper-lentes, instrumentos épticos aptos a capturar imagens além do

limite de difracdo da luz [6, 67]. Naturalmente, o limite ideal |k| — +oo & restringido quando
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A torna-se compardvel com o tamanho da célula unitiria do metamaterial, a. Logo, existe um

limite superior para o vetor de onda, dado por

(3.137)

|k|méx ~

Q| =

Pelas caracteristicas descritas acima, a pesquisa cientifica em metamateriais hiperbolicos
€ um campo bastante ativo e com larga abrangéncia [68]. No que concerne ao tema deste
trabalho, isto €, andlogos gravitacionais em meios hiperbdlicos, a produgdo cientifica possui
em grande parte autoria do Dr Igor I. Smolyaninov. Como exemplo, ha publicacdes sobre
transicdo de assinatura do tensor métrico [69], modelagem do tempo [70], inflacdo [71], radiagdo
Hawking [72], paredes de dominio [73], dentre outros. Porém, apesar da variedade, todos partem
basicamente do mesmo principio: a anélise da propagacdo eletromagnética num meio hiperbdlico,

feita sobre a componente extraordindria da radiagdo (3.136).

3.3.1 Obtengao do Espago-Tempo de Minkowski 2 + 1 Dimensional Mediante um Meio
Hiperbolico

A titulo de ilustragdo, vamos mostrar como o modelo geométrico da luz apresentado nas
secoes 3.1.3 e 3.1.4, aplicado a propaga¢do extraordindria num meio hiperbdlico, pode emular o
comportamento de um espago-tempo de Minkowski 2 + 1 dimensdes. Tomando coordenadas

cartesianas, considere o tensor dielétrico
E=€XQX+6)QJ+€Z®Z, (3.138)

onde, por enquanto deixaremos em aberto a escolha se 0 metamaterial é tipo I (¢, < 0,¢, > 0) ou
tipo II (¢, > 0, ¢, < 0). Denotando o versor (diretor) na direcdo do eixo dptico como d , entao,
d=3.

Iniciemos descobrindo a métrica efetiva (3.102) obedecida pelos raios. Para isso, devemos
primeiro obter o indice de raio N,, dado por (3.67). Sendo assim, como os metamateriais sao
classificados conforme os valores de €, € €,, € conveniente expressar o indice de refracio sob a

forma

N, (9) = Ve, cos2 9 + €, sen? I, (3.139)

onde ¥ € o angulo entre o diretor d e o vetor tangente a trajetoria dos raios, denotado por u.
Assumindo que a trajetdria tridimensional seja descrita por uma curva r = r (t), parametrizada

por ¢, vem que

dr(t) dx(t), dy(t)
u= = X+
dt dt dt

l -2 .2 -2
= — = J&2 +y2 + 22, 3.141
” yE+2z ( )

dz (t
5+ Zg)zzxmy‘ywzz, (3.140)

sendo

dr

lu| = E
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Se utilizarmos como parametro o comprimento de arco tridimensional, isto é, ¢ = [, conclui-se

que |u| = 1 e a equagdo anterior se reduz ao vinculo

Py +2=1. (3.142)

Do exposto acima, obtemos
cost=u-d=3 (3.143)
a qual, combinada com o vinculo (3.142), fornece como resultado

2

2 +y*=1-2>=1-cos’ ¥ = sen’ 0. (3.144)

Portanto, reescrevemos o indice de raio 3.139 da forma

Ny = @i +e (2 + 37). (3.145)
donde, o caminho 6ptico serd

N2dI? = e,dx* + €,dy” + €,dz*. (3.146)

Transpondo para o modelo geométrico, o caminho dptico acima torna-se a métrica efetiva
mediante ds = N,dl. Além disso, de acordo com a equacdo (3.74), temos ds> = F? (x, %) dI>.

Dado isso, a fun¢do finsleriana € expressa por
F?(x,%) = €% + €9° + €,2°, (3.147)

a partir da qual obtemos o tensor métrico tridimensional 7#;; através da relagdo (3.77),

1 0*F?
hiy; = ———, 3.148
Y2 0xi0x ( )
donde
[hij] = diag (e, €, &) (3.149)

Finalmente, por meio da relacdo (3.102), obtemos a métrica no espaco-tempo. Dai, vem que

ds* = ?di* — e,dx* — €,dy* — €,d7". (3.150)

Utilizando a aproximacao de onda escalar para a luz [53], ou seja, tratando a luz como
um campo escalar ¢ ndo massivo, entdo, podemos utilizar a forma covariante da equagao de onda
de d’Alembert, isto €,

V.Vt =0, (3.151)
onde o operador V representa a derivacao covariante. Usando a expressdo da divergéncia (2.269)
para o quadrivetor V¢ = d*¢ = g1, ¢, a equacdo anterior torna-se
1

0, (\V—gg"o,p) = Ap =0, (3.152)
H #( )
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sendo A denominado operador Laplace-Beltrami. Portanto, a equacdao ondulatéria (3.152)
conforme a métrica (3.150) assume a forma
19% 19% 13% 18%

297 = 0. (3.153)

€ 0x2 €0y2 €072

Fisicamente, o campo escalar ¢ representa, na maioria das vezes, uma das componentes
dos campos E ou H. Diante disso, podemos associar a onda uma dependéncia harmdnica com o
tempo e, 0 que acarreta Glz — —w?. Dai, vem que
w? 10% 18%¢ 10%

c2

—+ ——==0. 3.154
€ 0x2 " € 0y2 € 072 ( )

Portanto, para um meio hiperbdlico do tipo I (¢, < 0,¢€, > 0), a expressdo (3.154) torna-se

1 6% 1 9%¢ 1 9% w?

— -— -— + —¢p =0, (3.155)
&2 lelox? leloy? ¥
o .. - 1/2 = _ 2 - _ _ _1/2
donde, reescalonando as variaveis espaciais segundo X = x |€.| /“,y = y|e| 7,7 = z¢€," e,
reescrevendo o termo w?/c? como m*2¢c? /1%, temos
62 6-2 02 m*ZCZ
¢ =0. (3.156)

— - - +

072 0xr 0y? h2
Logo, a expressao (3.156) € andloga a equagdo obedecida por um campo escalar de Klein-Gordon
[35] num espaco-tempo de Minkowski de 2 + 1 dimensdes, onde m* = fiw/c? é a massa efetiva e

Z assume o papel de uma varidvel do tipo tempo. Vale ressaltar que a equacdo anterior € invariante

sob a transformacdo de “boost”

7= ;1_—% (3.157)
¥ 2Pz (3.158)

V1 -2
onde (5 € o parametro de boost. Assim, da mesma forma como no espaco-tempo de Minkowski,

o grupo de Poincaré € constituido pelas transformagdes de boost nos planos Xz e yZ, pelas

translacdes ao longo de &, y, Z, e, pelas rotagdes espaciais no plano xy.

Vejamos agora como recuperar a relacdo de dispersao extraordindria (3.136) por meio da

equacao eikonal. De acordo com (2.190), temos para a métrica em questao,

1 (op\> 1 (ay\> 1 (ow)\® 1 [0y’
L A I Y E A N N C A N Y C A (3.159)
c2 \ or le.| \ O0x le.| \ Oy € \ 0y
Substituindo as rela¢oes usuais 0,y = —w e k; = —0;i na equacdo anterior, vem que
2 k2 k2 k2 K2 ki+ky o o2
O Ay oy 5 oY (3.160)

c? €| €| €o €o €| c?
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Salientamos que, apesar desse Ultimo procedimento parecer um tanto quanto 6bvio, ele € de

grande valia quando coordenadas diferentes das cartesianas sdo empregadas.

Seja agora um meio hiperbdlico tipo II (e, > 0,¢€, < 0). Pelo mesmo procedimento
anterior, com a Unica diferenga que agora €, = — |¢,|, a equag@o de onda (3.154) assume a forma
1 0% 10% 10% ?

_fY_ 9% _"9% Y, 3.161
le,] 0z2 € 0x2 € 0yr 2 ( )

/ 1/2

- 1/2 - _
donde, fazendo o reescalonamento X = x€,'",y = y€,' ", 7 =2 |eo|1/ 2, resulta em

62 (92 (92 m*2c2

— = - + =0. 3.162
072 oz oy w ) (5.162)
Porém, nesse caso,
. ih
m =i = o (3.163)
c

¢ a massa efetiva “imagindria”. Na realidade, a expressao (3.162) caracteriza a equacao de Klein-
Gordon para um taquion [74, 72], isto €, particulas que na presenca de um campo gravitacional

descrevem geodésicas do tipo espago, com velocidades compreendidas no intervalo v > ¢ 3.

Da mesma forma, para obter a relacdo de dispersao, utilizamos a equagao da eikonal.

Logo,
1 (ow\> 1 (aw\* 1 (ap\> 1 [oy\*
— =] - == —-— = — =1 =0, 3.164
c? (8t) € (8x) € \ 0y * leo| \ Oy ( )
onde, substituindo novamente 6,y = —w e k; = —0;i, obtemos

2,12 2
itk ki _ o (3.165)
€e €l c?

Concluindo, vimos que um meio hiperbdlico permite emular o comportamento temporal
numa coordenada espacial. Esse fato possibilitou a geracdo de um campo fértil para o estudo de
modelos gravitacionais andlogos, haja vista a variedade de temas das publicacdes previamente
citadas. Ademais, € possivel também criar situacdes inusitadas, ndo encontradas na relatividade
geral cldssica. Um exemplo interessante desse ultimo caso pode ser visto em [72], onde é
construida uma estrutura formada por um metamaterial tipo I (¢, < 0,¢, > 0) e um dielétrico
anisotrépico tradicional (e, > 0, €, > 0). Na passagem de um meio para o outro, a coordenada z
deixa de possuir o cardter temporal, de maneira que o fluxo do “tempo” € interrompido. Nessa
mesma linha, um outro exemplo [75], discutido no préximo capitulo em detalhes, consiste no

metamaterial andlogo de um espago-tempo kleiniano [76], cuja assinatura é (+, —, —, +).

A massa de “repouso” de um tdquion € puramente imagindria devido ao fato do seu quadrimomento p* ser do tipo
espaco. Como temos o vinculo p, p* = m?c?, se m = iy entio puP* < 0. A hipétese de uma massa imagindria, de
acordo com [74], € sustentada pelo argumento de que m ndo € diretamente mensurdvel para um tidquion, uma vez
que este ndo pode ser levado ao repouso.
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3.3.2 Principais Estruturas para os Meios Hiperbdélicos

Ap6s termos visto as principais propriedades de um metamaterial hiperbdlico, e, em
seguida, uma pequena aplicacdo de como o mesmo pode ser util como ferramenta para andlogos
gravitacionais, € interessante ver de quais maneiras é possivel obter os meios hiperbdlicos
descritos na sec¢do 3.3. Em outras palavras, queremos saber como os meta-atomos, isto €, as
unidades fundamentais dos metamateriais, sdo construidos. Como ja explanado, o procedimento
consiste em induzir uma constante dielétrica negativa em uma ou duas dimensoes espaciais. Vale
ressaltar que, o referido confinamento de elétrons em menos de trés dimensdes, tornou-se vidvel
gracas aos avancos na fabricacdo de estruturas nanométricas [77]. Atualmente, duas estruturas
mostram-se satisfatorias para gerar uma anisotropia hiperbédlica: a denominada multicamada,
que consiste no empilhamento de camadas alternadas entre um metal e um dielétrico, e, a
estrutura de nanofios metalicos, na qual uma rede de varetas metélicas sdo embebidas numa
matriz dielétrica hospedeira. Naturalmente, ambas as estruturas mesclam as propriedades dos
seus metais e dielétricos constituintes para, ao final, fornecer um meio hiperbdlico efetivo com o

tensor dielétrico €; almejado.

Nesta secdo, iremos discutir os aspectos tedricos da construcao das duas estruturas citadas
acima (multicamada e nanofios metdlicos), seguindo uma rota similar ao da aproximacgao de
Maxwell-Garnett para um meio efetivo [78]. Porém, desde ja adiantamos que ambas sdo capazes
de produzir um meio hiperbdlico de tipo I ou II. Como veremos adiante, o que determina a
classificacdo do meio sdo as caracteristicas dos metais e dielétricos usados, e, a quantidade de
cada um deles utilizada na célula unitaria [79]. Por fim, salientamos que manteremos a notagao

utilizada até aqui, onde a constante dielétrica na dire¢do do eixo 6ptico € denotada por e,.

3.3.2.1 Construgao de um Meio Hiperbdlico Mediante Multicamadas

Primeiramente vamos analisar a estrutura de multicamada. A Figura 17 ilustra o processo
de empilhamento alternado entre camadas metdlicas, cujo valor da constante dielétrica € ¢, €
camadas dielétricas, cujo valor da constante € €;. Além disso, definimos a fracdo de preenchimento

do metal como
dm

F =

onde, d,, € a soma de todas as espessuras das camadas metélicas e d; é a soma de todas as

(3.166)

espessuras dielétricas. Naturalmente, para que o meio possa caracterizar um metamaterial, a
espessura de cada camada, seja metdlica ou dielétrica, deve estar na escala do sub-comprimento

de onda, para que a radiacdo seja indiferente as “imperfeicoes” da estrutura.

Nosso objetivo € obter as constantes efetivas g € €, que compdem o tensor dielétrico
€j como fun¢do de ¢, e €;. Iremos obter primeiro a componente ordindria €, = €. Para isso,
considere uma onda eletromagnética incidindo sobre o metamaterial. Como vamos analisar as

componentes dos vetores de campo sobre as interfaces, entao, € necessario obter condicoes de
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€ =€

‘ €l
€

€m

€d

Figura 17 — Protétipo de uma estrutura em multicamada: a construcio se da pelo empilhamento alternado
de camadas metdlicas (¢,,) e dielétricas (€4). As constantes dielétricas resultantes efetivas sdo

denotadas por €| € €, .
7

D,

r» S
D>
-y

[\®]

E,

Figura 18 — Condicdes de contorno sobre os vetores de campo. Para o campo elétrico, a continuidade
da componente tangencial E®) = E - f é obtida integrando E - dr ao longo da espira de
comprimento [ e altura desprezivel, e, atentando que o fluxo magnético sobre a espira pode ser

A

negligenciado. J4 para D, podemos obter a continuidade da componente normal D" = D - i
mediante a aplicacdo do teorema da divergéncia sobre a “caixa de pilulas”, cuja 4rea da base é
A e possui altura desprezivel.

contorno para as componentes. Por meio da lei de Faraday,

0B
VXE = ——, 3.167
% ot ( )

conclui-se que a componente do campo elétrico tangente 2 interface, E), é continua (veja a

Figura 18). Dai, vem que
EY =EV = E, (3.168)

1) . . 21 t e
onde E,;) ¢ a componente tangencial de E nas camadas metdlicas, Ec(z) a componente elétrica nas

camadas dielétricas, e E € a componente tangencial efetiva percebida pelo metamaterial.

Pela relacdo entre os campos efetivos, temos que D|| = g€ E. O valor de D) € calculado
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tomando a média das contribui¢des metélicas e dielétricas, ou seja,

Dy = fD}) +(1- f) DY)
qE| = fenky +(1 - f)eE
k| = fenEy + (1 - f) ek, (3.169)

onde na dltima passagem utilizamos (3.168). Portanto, obtemos o resultado final

€ =€=fe,+(1-f)es. (3.170)

Prosseguindo, vamos agora obter a componente extraordindria €, = €,. De forma
semelhante ao caso anterior, necessitamos de uma condi¢@o de contorno para os campos E e D.

Dado que nao hé cargas em cada interface, vem que
V-D =0, (3.171)

donde deduzimos que a componente normal 2 interface D™ é continua (veja a Figura 18). Logo,

assim como na expressao (3.168),
Dy =Dy =D,. (3.172)

De forma que o campo elétrico efetivo serd dado pela média das contribuicdes metdlicas e
dielétricas, ou seja,

E.=fEY +(1 - fEW. (3.173)
Substituindo na expressdo anterior £, = D (€per)”! ,E,(;) =D, (erem)”" ,E;") =D, (eveq) ' e,
resolvendo para €, resulta em

€Em€d

“T Featr(-fem

€, = (3.174)

Portanto, as equagdes (3.170) e (3.174) expressam as constantes dielétricas efetivas ndo
somente em funcdo de ¢, e ¢, como também da densidade metdlica f, o que permite uma
miriade de combinagdes. Ademais, vale ressaltar que o tamanho médio de um meta-atomo de
multicamada é a ~ 10 nm [80], estabelecendo o limite superior (3.137). Finalmente, além das
aplicagcdes em gravidade andloga, existem trabalhos utilizando a estrutura de multicamada em

mantos de invisibilidade [81], super-lentes e hiper-lentes [82, 83, 6, 84].

3.3.2.2 Construcdo de um Meio Hiperbolico Mediante Nanofios Metalicos

Analisemos agora a estrutura de nanofios metdlicos ilustrada na Figura 19. Nesse caso,
a direc¢do do eixo Optico, determinada por €, = ¢, € paralela ao eixo dos nanofios. Ademais, a

fracdo ou densidade metélica € definida por

drea da sec@o transversal do nanofio nR? (3.175)
drea da célula unitdria A ’

f
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€ = € /
€1 /C
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Figura 19 — Protétipo de um metamaterial estruturado por nanofios metdlicos: as varetas metdlicas de
constante dielétrica € sdo imersas numa matriz dielétrica hospedeira, cuja constante € €, .

onde R € o raio do nanofio. Uma célula unitdria hexagonal contém trés nanofios: um encontra-se
no centro do hexdgono, enquanto os outros dois sao divididos igualmente em seis nanofios

parciais (com 4rea 7R”/3A) localizados nos vértices [26].

Diferente do caso anterior, no qual apenas as condi¢des de contorno dos vetores de campo

foram suficientes, aqui devemos resolver a equagao de Laplace [13],
V20 =0, (3.176)

para o potencial elétrico @, dentro e fora do nanofio, e, em seguida, comparar ambas as solugdes
na fronteira. Como o raio do nanofio € muito menor do que o seu comprimento, iremos assumir
que @ ndo depende da direcao ao longo do eixo do nanofio. Sendo assim, utilizando coordenadas
cilindricas (p, ¢, z), entdao ® = @ (p, ¢). Além disso, vamos considerar a aplicacdo de um campo
elétrico externo constante, polarizado num plano de se¢do transversal do nanofio. Sem perda de

generalidade, tomemos E(y = EyX, onde X € o versor na direcdo x = pcos ¢.

Para resolver a equagao de Laplace, sdo necessdrias condi¢des de contorno. Naturalmente,
o potencial deve ser continuo na interface p = R. Além disso, podemos utilizar novamente a

continuidade da componente normal do deslocamento elétrico D. Essas duas condicdes fornecem,

respectivamente,
Oyl pag = Palp=r> (3.177)
00, 00
en——|  =er—r| . (3.178)
8p p=R ap p:R
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onde @,, é o potencial interno ao nanofio e ®; € o potencial externo ao nanofio. Uma outra

condic¢do de contorno € a exigéncia do potencial ®,, ser finito na origem, ou seja,
| D), (p = 0)] < +o0. (3.179)

Como ultima condi¢cdo de contorno, exigimos que o potencial numa distancia p > R seja

resultado exclusivamente do campo elétrico Ey. Dai, vem que

X
(OF (p — +OO) = —J Ey - dr = —Eox = —Eop COs ¢. (3180)

A equagdo de Laplace (3.176) em coordenadas cilindricas, no caso particular em que ha

uma simetria de transla¢do ao longo do eixo z, possui como solu¢do os harmonicos cilindricos
[62]

+00 +oo
1
®(p,¢) = A+Bln p+ E r" (A, senn¢ + By, cos n¢)+Z — (Cysenng + D, cosng). (3.181)
rn
n=1

n=1
Usando as equacgdes (3.179) e (3.180), podemos simplificar de imediato a expressdo anterior
para @,, e ®,. Portanto, conforme a equacdo (3.179), o termo logaritmico e o segundo somatério
devem ser nulos para ®,,. Ja de acordo com a equagdo (3.180), o termo logaritmico € nulo e o
primeiro somatorio deve ser quase nulo para ®;, com exce¢do apenas do termo proporcional a
cos ¢. Além disso, o termo constante pode ser desconsiderado para ambas as solugdes, pois ndo

interferem nas derivadas, ou, em outras palavras, no cédlculo do campo elétrico. Dai, vem que

D, (p,d) = Z r" (A, senng + B, cosng), (3.182)
n=1
D, (p,¢) = —Eppcos ¢ + Z rl" (Cysenng + D, cosng) . (3.183)

n=1

Utilizando a condi¢ao de contorno (3.177), obtemos, apds equacionar corretamente 0s

termos, as expressoes

Cn
R'A, = (3.184)
Rn
n D”l
D
RB; = —EoR + ?1. (3.186)

Para usufruir da condicao (3.178), devemos calcular as derivadas dos potenciais. Logo,

derivando as expressoes de @,, e @, resulta em

0D, O

zm _ Z nr" ' (A, senng + B, cosne), (3.187)
ap n=1

(9CDd — n

E =—Epcos ¢ — Zl ey (Cysenng + D, cosng) . (3.188)
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Donde, usando (3.178), obtemos as relagdes

Cu
enR' Ay = —€s, (3.189)
enR"'B, = —ean—jl, (n>1) (3.190)
D
€nB1 = —E —R—;. (3.191)

Combinando as equacdes (3.184) e (3.189), ou, (3.185) e (3.190), encontramos a identi-
dade €,, = —€4, 0 que claramente ndo € satisfatério, haja vista que se torna impossivel encontrar
os coeficientes das expansoes dos potenciais ®@,, e ®,. Portanto, a tinica solucao possivel é
A, = C, = 0, para qualquer valor de n, e, B, = D,, = 0 para n > 1. Todavia, ainda € possivel
combinar (3.186) e (3.191) para obter B; e D; em termos de Ep e R. Sendo assim, apds tal

operagdo, temos

2

B = -——_E, (3.192)
€En + €q

D, = (6'” — ed) EoR> (3.193)
€En + €4

Assim, substituindo a expressao obtida para B na equacgdo (3.182), resulta em

26d
@, (0 ¢) = - Eppcos ¢, (3.194)
€En T €4
da qual extraimos a componente normal do campo elétrico E,Sf ) = —0,®y,, Ou seja,
(n) _ 26d
E,’ = ——Eycos ¢. (3.195)
€En + €4

Agora, substituindo D na expressao (3.183), obtemos o potencial externo ao nanofio. Logo,

R? €n — €4
Q4 (pp)=—|1-— Eppcos ¢ ~ —Epp cos ¢, (3.196)

P €En t+ €4

pois R?/p* < 1. Sendo assim, a componente normal do campo elétrico externo serd

E" ~ ~Ejcos ¢, (3.197)

a qual, se combinada com a expressao (3.195), fornece como resultado

2€,

EW. (3.198)

EW = "

€En + €4

A equagdo (3.198) € importante porque possibilita o calculo da constante dielétrica €, .
Considere entdo a componente normal ao fio efetiva D(l") . Podemos escrevé-la como a média das

contribui¢des metdlicas e dielétricas, isto €,

DY = DY + (1~ )DY = fe.EY + (1~ f)esEY. (3.199)
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Por outro lado, é possivel expressé-la através do produto entre uma constante efetiva €, e o

campo elétrico efetivo E, , ou seja,
D, =eE =€ |[fEY +(1-fEV|. (3.200)
Logo, identificando as equagoes (3.199) e (3.200), vem que

_ _JeB+ (- ek
1l — .
FEW +(1 - fEP

(3.201)

Substituindo na expressdo anterior a relacio entre os campos (3.198), e, apds um certo algebrismo,

obtemos )
(Ut Deet (1= )€

T T 0 ea+r(-em

Sigamos entdo para o cdlculo da constante dielétrica efetiva extraordindria e, = €. Sendo

(3.202)

a componente tangencial do campo elétrico continua na interface entre o nanofio e o meio
dielétrico, temos novamente
EV = ED = E|. (3.203)

Ademais, tomando D = ¢E| € expressando D) como a média das contribui¢des metalicas e

dielétricas, temos

Dy = fDY +(1 - f)DY,
€ E| = fenE) + (1 - f) ek, (3.204)

que nos conduz a relagao
€ =€=fen+(1-f)es. (3.205)

Sendo idéntica a equagdo (3.170) de €, no caso da multicamada.

Assim como na estrutura de multicamada, a liberdade oferecida pelas equacdes (3.202) e
(3.205), em termos dos parametros €, €; € f, permite varios tipos de aplicagdes para o modelo
de nanofios [25]. Todavia, uma notdvel propriedade da estrutura de nanofios que merece ser
destacada € a de exibir, em casos especificos, uma forma para ¢ idéntica a de um plasma (3.129),
ouseja, g =1 - (QI%/ wz), onde a frequéncia de plasma €, € determinada pelas propriedades

geométricas da estrutura, como, por exemplo, o raio R dos nanofios e a distincia a entre eles [85].
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4 APLICACOES E RESULTADOS

No presente capitulo, iremos combinar a teoria apresentada nos capitulos 2 e 3 em duas
aplicacOes. A primeira, mostra uma analogia entre metamateriais hiperbélicos e uma variante
compacta do universo de Milne, apresentado na secao 2.3.4, que ganhou importancia por ser um
protétipo de singularidade césmica em modelos cosmoldgicos ciclicos. A analogia serd feita da
seguinte forma: classicamente, as trajetorias de particulas relativisticas serdo correlacionadas com
as trajetorias dos raios de luz no metamaterial. J4 no caso quantico, o campo de Klein-Gordon
terd correspondéncia com a onda escalar eletromagnética. Vale ressaltar que, tanto particulas
convencionais quanto tdquions possuem um meio hiperbdlico equivalente. A segunda aplicacao,
voltada a Fisica da Matéria Condensada, consiste em associar campos escalares num espago-
tempo kleiniano com a dindmica de elétrons nos chamados metamateriais eletronicos, materiais

que podem exibir propriedades eletronicas similares as caracteristicas dos metamateriais 6pticos.

4.1 Metamateriais Hiperbdlicos e o Universo de Milne Compacto

A ideia de uma singularidade inicial, o Big Bang, sempre foi um problema para a
cosmologia. Além da densidade de energia e da curvatura do espagco-tempo serem infinitas num
unico ponto, existe a questao dos efeitos quanticos, que em tal escala ndo podem ser negligenciados.
Mas, como bem sabemos, uma descricdo quantica da gravidade completamente satisfatéria
ainda nao existe. Uma maneira de contornar esse problema € através de modelos cosmoldgicos
ciclicos, como, por exemplo, modelos em que o universo no qual habitamos experimenta uma
sequéncia infinddvel e ininterrupta de colapsos (Big Crunches) e “explosoes” (Big Bangs). De
acordo com uma proposta relativamente recente [86], o modelo do Big Bang quente € o resultado
de uma colisdo (Big Crunch) entre duas branas quadridimensionais, onde uma delas € o nosso
universo. A colisdo ocorre ao longo de uma quinta dimensao, escondida, na qual apenas a
interacdo gravitacional pode se propagar. As branas colidem, “grudam” momentaneamente, € se
separam, sendo a energia cinética da colisdo convertida nas particulas elementares usuais: quarks,
elétrons, fotons, etc. Todavia, apesar da complexidade, a ideia central € de facil compreensao: na
relatividade geral cldssica, o Big Crunch representa o colapso completo de todo o espaco-tempo,
isto €, o desaparecimento total de todas as quatro dimensdes, ocasionando uma densidade
(temperatura) e curvatura infinitas. Em contrapartida, no modelo ciclico mencionado acima,
o colapso acontece apenas em uma dimensao, a qual caracteriza a separacdo entre as branas.
Portanto, as trés dimensdes espaciais permanecem finitas e o tempo fluindo continuamente.
Ademais, a geometria do espago-tempo € plana imediatamente antes, e, imediatamente depois da

colisdo [87].

O nosso interesse no modelo ciclico acima reluz sob essa pequena faixa plana, antes e
depois do colapso da quinta dimensao, pois a mesma pode ser modelada por uma forma compacta

do universo de Milne [88]. Diante disso, obtendo um meio hiperbdlico analogo ao universo de
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Milne compacto, em tese teriamos no laboratério um modelo, capaz de simular a passagem pela
singularidade c6smica. Veremos adiante que tal simulagdo € factivel mediante a construcao de

um metamaterial hiperbdlico adequado.

4.1.1 O Universo de Milne Compacto, M¢

Nesta secdo, vamos definir e apresentar as caracteristicas do universo de Milne compacto,
M. Todavia, por motivos que ficardo claros mais tarde, antes € instrutivo recordar algumas
propriedades de uma superficie conica no R3. Portanto, seja 6 o angulo entre a geratriz e o eixo

de simetria do cone. Em coordenadas cartesianas (x, y, z), temos a equagao de vinculo

x%+y? = 22 tg% 6, (4.1)
advinda das equagOes paramétricas
x =rsenfcos(y/senf), 4.2)
y =rsenfsen(y/senf), 4.3)
zZ =rcosé, 4.4)

devido ao fato do cone ser localmente isométrico a um plano [31]. Na parametrizagdo acima,
0 < x < 2nsenf é o angulo mensurado ao longo do setor circular gerador do cone, e,
2r (1 — sen 8) € o déficit angular (veja a Figura 20). Mediante o reescalonamento ¢ = y/sen 8,
recuperamos a parametrizacdo em termos de coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Logo, a métrica

bidimensional induzida na superficie conica, em termos de ¢, é
ds* = hjjdx'dx’ = dr® + r* sen® 9d¢?, (4.5)
cujo tensor métrico € dado por

[hij] = : 0 (4.6)
Y 0 r’sen’d| '

Fazendo r — 7 € R, ou seja, ampliando o dominio da varidvel radial, podemos construir
um cone duplo, onde 7 > 0 (¥ < 0) corresponde ao cone superior (inferior). Com essas mudangas,
a métrica (4.5) toma a forma

ds* = di* + o*7*d¢?, 4.7
sendo @ = sen 6.

Considere o lugar geométrico dos pontos M no espaco-tempo de Minkowski, definido

como
M= {(x",x7) eR* | x*x” > 0oux® =x" =0}, (4.8)

onde x* e x~ sdo as coordenadas tipo luz introduzidas nas equagdes (2.56) e (2.57), respectiva-

mente. Além disso, tomemos em M a operacdo de boost finito,

B:(x"x7) — (eZ”ﬁx+,€_2”Bx_), (4.9)



Capitulo 4. Aplicagées e Resultados 126

Figura 20 — Setor circular plano que pode ser transformado num cone removendo-se a fatia angular §. O
déficit angular § = 27 (1 — sen 6) reduz o intervalo do angulo y para [0,27 sen 6).

donde, fazendo uma comparag¢do com a expressao (2.58), concluimos que a rapidez de B €
{ = —2np. Logo, de acordo com a Figura 7, B desloca para a esquerda os pontos sobre as

hipérboles x™x~ = constante.

Dessa forma, o universo de Milne compacto é definido pelo espago quociente M¢c = M/B
[88, 89]. Isso significa estabelecer uma relacio de equivaléncia entre os pontos de M, interligados
por B. Em outras palavras, limitamos o universo de Milne original, pois, se dois pontos
conectados por B sdo equivalentes, estamos na realidade “colando” um ponto no outro. Por
exemplo, utilizando coordenadas de Minkowski (7', X), conforme o exposto acima podemos
identificar as retas X = 0 e X = T tgh 2n 3, pois, as mesmas estdo conectadas pelo boost B (veja
a Figura 21).

Conforme [90, 91], € possivel visualizar o universo M¢ estando imerso num espaco de

Minkowski tridimensional, dotado da métrica ds? = dz% — dx? — dyz, através do mapeamento

x =tBcos(x/B), (4.10)
y =tBsen(x/p), (4.11)

=141+ B2, (4.12)

onde ¢ € R e 8 € o pardmetro do boost B (4.9). Ademais, como identificamos o eixo temporal 7’

com areta X = 7Ttgh2n3, entao y possui um periodo 27 /3.

Prosseguindo, assim como no caso do cone ordindrio, vamos fazer o reescalonamento
¢ = x /B, donde conclui-se que o periodo de ¢ é 2x. Diante disso, as equacdes (4.10)—(4.12)

fornecem

eyt (L )2 4.13
el g (4.13)

Essa expressao € muito similar a equacao (4.1), pois, o espago € euclidiano para planos
z = constante e a varidvel ¢ € periddica. Como x,y,z podem assumir valores positivos e
negativos, a equacao (4.13) representa um cone duplo no espago de Minkowski tridimensional,
cujo vértice possui coordenadas (0,0,0) (veja a Figura 22). Entretanto, por causa do carater

temporal de z, o Angulo de abertura 6 do cone ¢ hiperbélico, com tgh? 6 = g2/ (1+ ,82).
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Figura 21 — Diagrama de Minkowski ilustrando o universo Mc¢ (regido hachurada), delimitado pela
identificacdo entre o eixo temporal T e a reta azul X = T tgh2n . A relagdo de equivaléncia
determinada por B permite “reduzir” todos os pontos de M aos da regido destacada. As
retas X = =7 representam os eixos coordenados x*, enquanto as hipérboles sdo curvas onde
x*x~ = constante.

Levando em conta todas a reparametrizagdes anteriores, as equacoes (4.10)—(4.12)

tornam-se
x =t senh 6 cos ¢, (4.14)
y =tsenhfsen ¢, (4.15)
z =tcosh@, (4.16)

onde senh@ = B e coshf = 4/1 + B2. Portanto, a métrica do universo Mc, em termos das
coordenadas (1,6, ¢), é dada por

ds* = dt* — B*1>d¢?. (4.17)

A equagdo anterior, difere da métrica de Milne (2.402) (para dQQ = constante) pelo fator S
e, principalmente, porque agora a varidvel espacial € angular, caracterizando a compactacao.
Ademais, a presenca do termo S indica uma singularidade cOnica na origem. Veremos mais tarde
que isso tem implicagdes importantes, no que diz respeito as trajetorias geodésicas e fungdes de
onda das particulas, a medida que estas se aproximam da singularidade. Mais especificamente, a
singularidade césmica atua como um filtro para particulas cldssicas e como uma “borracha” de

fase para particulas quanticas.

Devido a natureza conica do Mc, ele possui algumas semelhangas com o cone ordindrio,

haja vista que o tensor métrico de Milne,

1 0

4.1
0 -p42| (19

|8ij] =

€ muito similar ao tensor métrico /;; (4.6). Sendo assim, qualquer expressio oriunda da métrica

ird apresentar uma forma parecida em ambos os casos. Por exemplo, o operador Laplace-Beltrami
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Figura 22 — Cone duplo referente as equagdes (4.5) e (4.13) para o espaco euclidiano e o espago de
Minkowski tridimensional, respectivamente. A metade superior (inferior) corresponde aos
valores 7,t > 0 (7,1t < 0).

(3.152), aplicado as métricas (4.5) e (4.17), resulta em

10 (_0 1 92
ACone = = — |[F— | + —— 4.1
Cone = = 97 (r af) TR agr (*-19)
10 (0 1 92
A = = % 4.20
Me = T o (tat) B2t 0 ¢? (420)

Naturalmente, as diferencgas surgem por causa do caréter temporal de ¢ e da natureza hiperbdlica
do angulo 82 = senh? 6.

4.1.2 Movimento de uma Particula Classica no Mc

Introduzido o universo de Milne compacto, vamos obter suas geodésicas do tipo tempo,
isto &, as trajetdrias cldssicas de particulas livres relativisticas. Para isso, iremos utilizar o

lagrangiano cinético (2.196), ou seja,

B
K= Eg#,,x“x = 5 - T, (421)
onde tomamos ¢ = 1. Logo, as equagdes de Euler-Lagrange, para as varidveis ¢ e ¢ fornecem,
respectivamente,
i+ B%td* =0, (4.22)
.2,
¢+;t¢:0, (4.23)

onde i = dt/dA, i = d*t/dA?, e assim por diante, sendo A um pardmetro afim da geodésica.

Portanto, concluimos que os termos da conexdo nao nulos sao
I’ =p e e -1 (4.24)
o =P ¢ Ly=Ty =17 '

Além disso, como ¢ é uma coordenada ciclica no lagrangiano, o momento angular

oK .
=g = ~p* = L, (4.25)
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¢é conservado, o que estd expresso na equacgao (4.23).

Sendo o espaco bidimensional, o tensor de Riemann R" conforme a equagao (2.250),

vapf’

s6 possui uma componente independente, isto €, R’ , ., que € essencialmente o escalar de Ricci R.

(21
Logo,

0
R4y = 0Ty — 0485 + L P4 — T, T

o™ Pt
-a%) - (%) (%)
=0, (4.26)

o que ¢é esperado, pois a geometria em questao € conica.

Conforme explanado na sec¢do 2.2.2, para resolver as equacdes geodésicas, € bastante util

utilizar a integral primeira g, x#x”, cujo valor para particulas massivas € 1. Dai, vem que

o £?
2 - B2r2¢? =i - 0" 1, (4.27)

onde, na dltima passagem, usamos a equagao (4.25). Introduzindo a varidvel auxiliar r = 1/u,

temos
dt du . lduuzf_ ¢ du

“duds’ T Twde BT pde

Substituindo a expressao anterior em (4.27), obtemos a equacao diferencial da trajetdria

(4.28)

du\? 4
(ﬁ) _ pu? = % (4.29)
donde, p 5
u
_du LB [ 430
J i ow i) @6 (439

A integral acima é facilmente resolvida por meio da substituicio trigonométrica |£| u = S senh .

Sendo assim,
J coshydys
1]

— =g =sgfae = s aa
enh” Y

onde, A¢p = ¢ — ¢g, sendo ¢ constante de integracdo. Logo, em termos da varidvel r = 1/u,

obtemos a trajetdria
]
t _— 4.32
(¢) = t B enh pAg" (4.32)
Todavia, como ¢ > 0 (¢ < 0) corresponde ao cone superior (inferior), a interpretagao da solucio
anterior torna-se mais comoda reescrevendo-a da forma

)

t(¢) = m (4.33)

ondety = |£| /B. A equacdo (4.33) é uma espiral de Poinsot [92], com o sinal + (—) correspondendo
ao cone superior (inferior). Ademais, para ¢ # 0, € possivel concluir que uma vez escolhido o
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Figura 23 — Gréfico para a equacdo geodésica (4.33) com ¢ em unidades de #p. As curvas azul e verde
(laranja e vermelha) correspondem a trajetdrias no cone superior (inferior). A seta do tempo
apontando para cima ilustra que tempo sempre aumenta, o que significa que no primeiro e
terceiro quadrantes o Angulo ¢ diminui com o tempo (£ < 0), ao passo que no segundo e
quarto quadrantes ele aumenta com o tempo (£ > 0).

sinal de ¢, isto €, a folha do cone, a particula permanecerd indefinidamente na regido superior
(t > 0) ou inferior (1 < 0). Portanto, nesse caso nao ha nenhuma ligacdo entre essas regides do
espaco tempo (veja a Figura 23). Entretanto, caso £ = 0, o que corresponde a ¢ = ¢pg e t =t (Po),

as geodésicas sao linhas retas.

Por outro lado, voltando para as coordenadas de Minkowski (7, X), cuja relacdo com as

de Milne é dada por

T = tcosh y = tcosh ¢, (4.34)
X =tsenh y = tsenh ¢, (4.35)

é possivel mostrar que as trajetdrias fornecidas por (4.33) sdo retas no espago-tempo de Minkowski.
Para ver isso, considere o caso da curva verde da Figura 23. Logo, devemos tomar o sinal positivo

em (4.33), e, ainda, A¢ > 0 pois £ > 0. Sendo assim, utilizando a equacgdo da trajetéria (4.33),

temos
to = tsenh (¢ — ¢o)
= t senh B¢ cosh B¢g — t cosh B¢ senh Bpg
= X cosh B¢g — T senh B¢y, (4.36)
donde,
= —coshﬁqﬁo + T tgh B¢o. (4.37)

Repetindo o mesmo procedimento para as outras curvas da Figura 23, isto €, considerando o

sinal da folha do cone e do momento angular, podemos condensar todas as trajetorias como retas
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no espago-tempo de Minkowski, cujas equagdes sdo da forma

Io

Note que para 7y = 0, que € o mesmo que ¢ = 0, a particula passa pela origem e pode de fato
viajar de um cone para o outro. Todavia, tais trajetorias sdo bastante instdveis, pois pequenas
perturbagdes no valor de £ = 0 causam grandes variacOes nas trajetorias. Um resultado semelhante
foi obtido em [93], onde uma particula ndo relativistica cldssica, cujo movimento se restringe a

um cone duplo, s6 pode cruzar o vértice por meio de linhas retas.

Nao obstante, de acordo com [89, 90], devido ao fato de geodésicas do tipo tempo
coincidirem com as trajetdrias percorridas por particulas de prova, isto €, entes que nao distorcem
0 espago-tempo ao seu redor mediante o seu préprio campo gravitacional, a principio ndo ha
nenhum obstéculo para que tais trajetdrias ndo atinjam, ou, escapem, da singularidade. Ademais,
caso se postule que uma particula de prova, ao atingir a singularidade no cone inferior, seja
“aniquilada”, enquanto outra € “criada” no cone superior, existem diversos tipos de propaga¢ao
dependendo do modo como a particula viaja até a singularidade [94]. Porém, todos eles devem

ser consistentes com o vinculo (4.27) e com a constancia do momento angular ¢.

Prosseguindo, apresentamos as geodésicas de tipo tempo através de um grafico polar, o
qual prové um modo mais claro de visualizar as trajetdrias (veja a Figura 24). Como ilustrado pela
Figura (23), as trajetorias no cone inferior dirigem-se para a singularidade cdsmica, significando
que particulas percorrendo curvas de cor vermelha (laranja) possuem momento angular positivo
(negativo), e, portanto, espiralam na direcdo anti-hordria (horaria). Para o cone superior, particulas
viajando ao longo da curva verde (azul), ttm momento angular positivo (negativo), e espiralam
no sentido anti-hordrio (hordrio). Como exemplo, tendo como ponto de partida a curva vermelha
no cone inferior, entdo, numa transicio para a curva verde, o momento angular seria conservado,
enquanto que uma transicao para a curva azul ndo conservaria o valor de £. Naturalmente, o

mesmo raciocinio se aplica para particulas oriundas da curva laranja.

Vejamos agora as geodésicas do tipo espago, isto €, as linhas de universo dos tdquions
[74]. O procedimento € o mesmo do anterior, porém, devemos alterar o valor da integral primeira

(4.27). De acordo com a secdo 2.2.2, temos,

52
iz - @ = —1, (439)
donde, a equacgdo da trajetoria sera
au\’ ., p
=) - = 4.40

sendo u = 1/t. Dai, vem que

(4.41)

JL:+£Jd¢
e al
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Figura 24 — Geodésicas do tipo tempo (espirais de Poinsot), correspondentes as curvas da Figura 23.
O tempo radial ¢ estd expresso em unidades de 7y, e, 8 = 1/3. As curvas azul e verde
(laranja e vermelha) estdo se afastando (indo em direcdo) da (2) singularidade. Ademais,
particulas percorrendo as trajetérias do primeiro (terceiro) e segundo (quarto) quadrantes
estdo espiralando no sentido horario (anti-horério). O ponto branco na origem serve apenas
para enfatizar que analiticamente as curvas ndo tocam a singularidade.

Logo, fazendo a mudancga de varidvel |£| u = 8 cosh ¢ na integral anterior, obtemos
senh ¥ dyr

||J\/T_|;|Jd‘/’:i|%d¢

Reescrevendo a expressdo acima em termos de ¢ = 1/u, resulta na trajetoria

¥ = +BAg. (4.42)

t(g) = o h BAG s (4.43)

onde 1ty = |€| /B e Ap = ¢ — ¢o. A curva (4.43) é uma outra forma de espiral de Poinsot, e,
novamente, o sinal + (—) corresponde ao cone superior (inferior). Ademais, como no caso anterior,

as trajetorias sao linhas retas no espaco-tempo de Minkowski, cujas equacoes sao

Io
X =F—— +Tcoth , 4.44
*oh Ao + T coth Beg (4.44)

onde aqui — (+) corresponde a folha superior (inferior).

De acordo com a equacgao (4.43), a varidvel ¢ possui 7y como limite superior. A fim de
clarificar esse resultado, recorremos ao argumento mencionado em [74], o qual afirma que os
tdquions perdem energia quando aumentam sua velocidade, isto €, ao acelerarem. Sendo assim,

conforme as equagdes (2.205) e (2.206), a distancia propria dl no M € dada por

dl = \[~g;dxidxi = \[Brdg? = |Bidg) (4.45)

Além disso, como o tempo préprio € igual ao tempo coordenado (pois g;; = 1), podemos expressar

a velocidade de um taquion da forma

dl

Vtaquion = E

_ |49
Jptel

(4.46)
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onde a derivada d¢/dt pode ser obtida a partir de (4.43). Portanto, tomando a solugfo para o

cone superior , temos

dt to
— = — h BA®. 47
R S senh BA¢ = —ft tgh SA¢ (4.47)

Observe que, se cosh BA = 1o/t entdo, senh BAG = +[15 — 12/t e tgh BA¢ = +,[17 — 12 /1. Dai,

vem que
Bt [t> — 12
dt 0 d¢ to
7 s (4.48)
¢ o T B2 -2
Substituindo a expressao anterior na equacao da velocidade (4.46), resulta em
I
0 (4.49)

Vtaquion = —(/——-
2 _ 42
A NO t

Portanto, de acordo com a expressao (4.49), visquion € (1,+00). Note que para a luz (ds2 = 0),
dl/dt = Btd¢/dt = 1, o que corrobora com o discutido em [74].

No que concerne a energia, seja a expressio do tensor energia-momento de um taquion

[95], ou seja,
Qb _ ,ufd/ldxa dxP 5% (x — x(/l))’
di dAa V-8

a qual difere da equacgdo (2.287) apenas no fator multiplicativo da integral, correspondente a

(4.50)

massa, pois, nesse caso, utilizamos Imm = g uma vez que para os tdquions m = iu. Logo, a

densidade de energia é dada por

tto_ dt 254(x—x(/l)) 2

Analisando a integral primeira (4.39), em conjunto com os resultados (4.49) e (4.51),
concluimos que um tdquion comega a acelerar partindo da singularidade ¢ = 0, onde vizquion = 1
e > — +oo, permanecendo assim até o instante 7y, quando a densidade de energia @' ~ 7% atinge
seu valor minimo € Vyiquion — +00. Desse ponto em diante, o tdiquion comega a desacelerar indo
em direcdo a singularidade, o que naturalmente acarreta o aumento da densidade de energia (veja
a Figura 25). De modo similar ao caso anterior, interpretamos esses resultados em termos de
criacdo e aniquilagc@o de tdquions, numa mesma folha do cone. Cada destruicao numa folha cria
um tdquion na folha oposta, caracterizando um ciclo eterno. Esse comportamento € ilustrado no

grafico polar da Figura 26.

O propésito desta secao consistia em calcular as trajetérias cldssicas no M, tanto para
particulas ordindrias quanto para tdquions. Perceba que, mesmo lidando com um tratamento

classico, tudo ocorre como se as particulas de ambos os tipos sofressem processos de criagao
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Figura 25 — Gréfico para a equacdo geodésica (4.43) com ¢ em unidades de #y. A curva azul (laranja)
corresponde ao cone superior (inferior). Um tdquion, oriundo da singularidade pela esquerda
do gréfico (¢ > 0), acelera até atingir o seu tempo limite, ¢y, donde entdo desacelera em dire¢cdo
a singularidade, sendo por fim aniquilado. A destruicdo ocasiona a criacdo de um tdquion na
folha oposta do cone, que ird vivenciar o mesmo processo do seu antecessor.

| . . |
-1 0 1
X

Figura 26 — Geodésicas do tipo espaco (espirais de Poinsot) correspondentes as curvas da Figura 25. O
tempo radial 7 estd expresso em unidades de #y, e, 8 = 1/3. As trajetdrias fechadas mostram,
que numa mesma folha do cone, os tdquions espiralam tanto para fora quanto para dentro da
singularidade.

e aniquilacdo na singularidade césmica. Na proxima secdo, iremos discutir um modelo de
metamaterial hiperbdlico que simula as geodésicas do universo M, mediante um estudo via

Optica geométrica.

4.1.3 Um Protétipo de Metamaterial para o Universo M

Objetivando simular particulas de Milne num meio hiperbdlico, estudaremos a propagacao

da luz num metamaterial com a estrutura de multicamada, introduzida na se¢do 3.3.2.1. Todavia, as
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camadas estruturais metdlicas e dielétricas serdo cascas cilindricas, dispostas de modo concéntrico,
partindo de uma nucleo cilindrico de raio pp,, até um raio maximo, pm4x, formando uma coroa
cilindrica. Naturalmente, a espessura de cada casca deve estar na escala do sub-comprimento de
onda, para que assim a luz ndo perceba as inomogeneidades do meio e a teoria do meio efetivo
seja aplicdvel. Além disso, salientamos que a estrutura em nanofios metalicos, apresentada em
3.3.2.2, também pode ser utilizada para o0 mesmo estudo que faremos adiante. Uma andlise
empregando a estrutura em nanofios, sob a perspectiva de cristais liquidos, pode ser encontrada
em [96].

No que se segue, iremos utilizar duas configuracdes da estrutura em multicamadas,
ilustradas na Figura 27. A primeira (veja a Figura 27a), destinada a emular o caso das particulas

ordindrias da secdo 4.1.1, € caracterizada pelo tensor dielétrico
E=€€PAP+ePP+e508, (4.52)

sendo P, @ e Z os versores base usuais em coordenadas cilindricas (p, ¢, z). J4 a segunda estrutura

(veja a Figura 27b), especificada para o caso dos tdquions, possui como tensor dielétrico
E=€pPOP+ePd+6i045. (4.53)

E importante ressaltar que, da mesma forma como na segio 3.3.2.1, a diregdo de €, (eixo 6ptico)
€ no sentido de “furar’” as camadas, ao passo que as direcdes de €, sdo paralelas ao plano de cada
camada. Ademais, ambas as configuragdes da Figura 27 sdo meios hiperbdlicos de tipo I, isto é,
€, <0eeg, >0.

De acordo com as equacdes (3.170) e (3.174), as expressdes das constantes dielétricas
principais sdao
€ = fem + (1 - f)e, (4.54)

_ €En€d
“ " Fear(U-Den (3:53)

onde €, (€;) é a constante dielétrica do metal (dielétrico) e f € a fracdo de preenchimento do

metal. Segundo [67], o valor de f = 1/2 € satisfatorio para produzir a anisotropia desejada.

Substituindo esse valor nas expressoes prévias de €, € €., temos

¢ = Cd (4.56)
2
¢, = 2md_ (4.57)
€En + €4

donde se conclui que €€, = €,,¢; < 0.

Para obter as trajetorias dos raios luminosos propagando-se no metamaterial, primeira-

mente devemos calcular o indice de refracao dos raios extraordindrios (3.67), ou seja,

N, (9) = Ve, cos2 9 + €, sen? I, (4.58)
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~_

(@) € = €p < 0,6, = € = €, >0 (b) ee = €49 < 0,60 = €pp = €,z >0

Figura 27 — Estruturas de multicamada possiveis para um meio hiperbdlico com geometria cilindrica. O
diretor (eixo 6ptico) d, em coordenadas cilindricas (p, ¢, z), € dadopord = pem (a)e d = ¢
em (b). Ambas as estruturas sdo delimitadas por um raio minimo, pny, € um raio maximo,

Pmix-

onde 9 € o angulo entre o diretor d e o vetor tangente a trajetoria dos raios de luz, u. Em outras
palavras, @ € a angulacdo entre o diretor e o vetor de Poynting S. A fim de obter u, expressemos o

vetor posi¢ao que descreve da trajetdria, r = r (), em coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Portanto,

rh=p)p+z(0)2, (4.59)
onde o parametro da trajetoria, [, € o comprimento de arco tridimensional. Dai, vem que

do(l) .~ dop(l) ~ dz(l), . YR
o P ¢+ TR PP+pdped+z2 (4.60)

Além disso, devido a parametrizacao adotada, o médulo de u € unitério. Logo,

o2+ Rt + 7P =1, (4.61)

Comecando com o caso do tensor dielétrico (4.52), o eixo dptico estd na direcdo radial, e,

entao, d= p. Tomando o produto escalar u - d , obtemos
cosd=u-d=p. (4.62)
Substituindo a expressao anterior no vinculo (4.61), resulta em
sen’® =1 - p'? = p?¢’* + 2. (4.63)

Sendo assim, reescrevemos o indice de refracdo extraordinario (4.58) da forma

Ny = \Jeop? + & (0207 + 7). (4.64)
donde, o caminho 6ptico serd

erdl2 = €,dp” + €.p%dd* + €.dz*. (4.65)
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Considerando o modelo geométrico para a propagacao luminosa, o caminho 6ptico (4.65)
fornece a métrica efetiva por meio da relagdo ds = N,dl = F (x,x") dl. No caso em questdo, a

funcao finsleriana é dada por
F2(x,x) = 60 + €.p%¢* + .27 (4.66)

A partir da qual, podemos extrair a métrica efetiva h;; via (3.77), ou seja,

1 8%F?
hijj = = ——. 4.67
T 29x19x (467
Dai, vem que
[hij] = diag (&, €.0% €). (4.68)
Por fim, obtemos a métrica no espaco-tempo através da equacao (3.102). Entdo,
ds? = d* — €,dp” — €.p°d¢* — €,d7°, (4.69)

onde ¢ é o tempo minkowskiano.

Na secdo 3.1.2, vimos que a onda extraordindria estd polarizada no plano formado pelo
vetor diretor d e pelo vetor de onda k. Logo, se o vetor de onda sé possui componentes nas
direcdes dos versores p e ¢, entdo, a onda estd polarizada num plano z = constante (no que diz

respeito ao campo elétrico E). Por conseguinte, a métrica (4.69) assume a forma

ds® = di* — e,dp” — e,p*d>. (4.70)

Além disso, como mencionado previamente, assumimos que o meio hiperbélico € do
tipo L. Logo, €, = — |&.| < 0 e €, > 0. Dado isso, vamos reescalonar a coordenada radial através

da relagdo r = p+/€,. Assim,
ds* = di’> — dr* + &*r’d¢?, (4.71)
onde a? = |e,| /e,.

De acordo com a equacao (2.196), a métrica (4.71) fornece a lagrangiana

f ,;2 a2r2¢'2

K=—--— , 4.72
27272 (472)

donde resultam as seguintes equagdes geodésicas:
i = w, (4.73)

.2
o+ —-7p=0, (4.74)

r

P+ a’ré® =0. (4.75)

A primeira equagdo apenas expressa a conservacao do momento candnico temporal (w é

constante), enquanto as outras duas sdo equivalentes as equacdes geodésicas (4.22) e (4.23),
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respectivamente. Ademais, como a luz descreve geodésicas nulas no espago-tempo, podemos

utilizar a integral primeira
gt = w? — it + a?rig? = 0, (4.76)

da qual, resulta a equagdo de vinculo

L?
2 _ 2
peal 4.77)

’,'.
sendo L = a*r*¢ o momento angular. Note que a equacio anterior é essencialmente a integral
primeira (4.27) para particulas massivas. Procedendo exatamente da mesma maneira como na
secdo 4.1.2, obtemos a trajetdria tridimensional

o

R 4.78
a |senh aAg| ( )

r(¢)=

onde ry = |L| /w. Portanto, a curva percorrida pelos raios de luz num metamaterial sdo espirais
de Poinsot, da mesma forma como as geodésicas de tipo tempo no M. Comparando as equagdes
(4.78) e (4.33), a coordenada radial r possui o comportamento do tempo de Milne ¢, e, a constante

a € o andlogo do parametro de abertura do cone S3.

Conforme apontado em [97], o caréter hiperbdlico do meio gera uma “forca” central
atrativa, sendo o parametro @ intimamente relacionado com esse fenomeno. Para ver isso, basta
interpretar o vinculo (4.77) em termos da conservacao da energia para uma particula de massa
unitdria. Dai, vem que , ) ,

P L w

E_WZTEE’ 4.79)
onde L = r?¢ = a>L é o momento angular cldssico usual e E é a “energia total” da particula
[41]. Portanto, a forga radial gerada pelo potencial —a*L?/(2r?), serd

F.=- (4.80)

9 ( «’L*\  o’L?

E(_ 2r? )__ 3
A equacdo anterior nos revela que o parametro « e a forga radial F; sdo diretamente proporcionais.
Portanto, quanto menor o valor de @, maior € a vorticidade, isto €, mais a particula espirala antes
de atingir o cilindro mais interno do metamaterial. Finalmente, como o meio gera uma forca de
atracdo para o centro, as trajetdrias fornecidas pela expressao (4.78) sdao equivalentes as curvas

geodésicas (4.33) movendo-se em direcao a singularidade césmica (Big Crunch).

Vejamos agora a estrutura da Figura 27b, designada para simular as trajetérias dos
tdquions no universo M¢ (geodésicas tipo espaco). Naturalmente, a forma (4.53) do tensor

dielétrico € o que distingue este caso do anterior. Todavia, a receita € a mesma. Sendo o diretor
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circular, isto €, d = ¢, temos

cos? 9 = (u - ci)z = p24”, 4.81)
sen’d = p'% + 72, (4.82)

Ny = et + e (0% + 7). (4.83)
N2dI? = e,dp* + €,p*d¢* + €,dz>. (4.84)

Donde, transpondo para o formalismo geométrico, as equacdes anteriores fornecem

X, X' )= €pP  + PP+ €7, .
F2( /) I2 2 /2 12 (4 85)
[hij] = diag (€., €0 €). (4.86)

Novamente, considerando a propagacao restrita a um plano z = constante, a métrica no espago-
tempo serd
ds® = di* — €,dp* — €,p*d¢>. (4.87)

Considerando €, = — |¢,| < 0 e €, > 0 (meio tipo 1), e, reescalonando a varidvel radial segundo
r = p/|€|, a equagdo anterior torna-se
ds* = di’> + dr* — &*r’d¢?, (4.88)

onde agora @’ = €,/|€.|.

Portanto, a partir da métrica (4.88), obtemos a lagrangiana

lz2 ’;2 a,2,.2¢2
K==

+ )
2 2 2

(4.89)

que também gera as mesmas equacgdes diferenciais (4.73)—(4.75). Porém, agora teremos um

vinculo diferente de (4.77), pois

gt = Wt + it — a?r?¢? = 0, (4.90)
donde,
2 Lo 4.91

sendo, mais uma vez, L = &’r>¢ o momento angular. Com efeito, a equacio anterior é andloga
ao vinculo (4.39) das geodésicas do tipo espaco no Mc. Logo, a trajetdria serd

o

"= G cohahe

(4.92)
onde ry = |L| w. Assim, obtemos trajetdrias equivalentes as geodésicas dos tadquions, expressas
pela equacdo (4.43).

Vale ressaltar que ambas as trajetorias, (4.78) e (4.92), foram obtidas por meio de

simulacdes numéricas num sistema de hiper-lentes [67]. A simulacao computacional, consistia
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inicialmente em observar a propagacao de um feixe de luz estreito no meio hiperbdlico. Devido
a existéncia do potencial atrativo, os raios se propagavam em dire¢do ao centro até sofrerem
reflexdo (especular) no nicleo cilindrico mais interno (raio pn,), sendo entao espalhados. Tal
experimento, se mostra uma alternativa interessante para visualizar a geometria do cone duplo,
caracteristica do Mc, pois, poderiamos interpretar a propagaciao em dire¢do ao centro como as
trajetorias no cone inferior e, a luz espalhada pela reflexdo como as geodésicas do cone superior.
Portanto, o nticleo cilindrico interno faria o papel da singularidade cdsmica, isto €, “aniquilando”

as particulas incidentes e “criando” as particulas emergentes.

4.1.4 Emulacdo do Campo de Klein-Gordon no Mc

Vimos na secdo anterior que as trajetdrias cldssicas do universo compacto de Milne, isto
€, suas geodésicas, foram reproduzidas num meio hiperbdlico adequado. Nesse caso, estdvamos
interessados em simular trajetdrias, e, portanto, o estudo foi realizado empregando a 6ptica
geométrica. Agora, com o intuito de reproduzir o comportamento de um campo escalar de Klein-
Gordon no M, ou seja, um comportamento quantico, iremos explorar a natureza ondulatéria da

luz.

Primeiramente, seja a equacdo de Klein-Gordon para um campo escalar ¢, isto €,
(A + mz) 0 =0, (4.93)

onde utilizamos unidades naturais (c,72 = 1) e A € o operador Laplace-Beltrami (3.152). Para o
universo Mc, Ay € dado pela expressao (4.20). Dai, vem que

10 (0 1 0° 5

No que concerne ao metamaterial, procederemos da mesma forma como na secao 3.3.1,
ou seja, na obtencao do espago-tempo de Minkowski em 2 + 1 dimensdes. Logo, vamos examinar
a propagacdo da luz mediante a aproximacao de onda escalar, na qual faremos uso da equagao
covariante de d’Alembert (3.152),

1
V.Vig = \/?gaﬂ (V=g 0,¢) =0, (4.95)

onde ¢ = ¢ (p, ¢,t) é a funcdo de onda.

Igualmente ao caso da Optica geométrica, iremos utilizar as duas estruturas da Figura 27.

Sendo assim, considere primeiro a métrica (4.70), da qual resulta

op\ 113*¢ %@
Sy e 4 RN Sk Sy} 4.96
(pé?p) € p* 0> 012 (390

Assumindo uma dependéncia harmonica com o tempo, e™'“!, entdo (9,2 — —w?. Assim,

110 (dg\ 118% ,_
9PV _ 199 _ =0, 4.97
(pap) e o Y (4.97)
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onde w? é a frequéncia de propagacio da luz. Lembrando que temos um meio hiperbélico do
tipo I, entdo, €, = —|e.| < 0 e €, > 0. Ademais, reescalonando a coordenada radial segundo
r = p+/e, e introduzindo a constante o = |e,| /€,, temos

2
[1£(,§)_Li3_+wz G20, (4.98)
r

ror

A expressdo (4.98) € andloga a equacao (4.94), se w for interpretada como uma massa efetiva'
m* (em unidades naturais). Com respeito a constante «, ela estd associada com o parametro de

abertura do cone duplo, ou seja, 8 = senh 6.

A fim de resolver a equagao (4.98), precisamos da relacao de dispersao para a componente
extraordindria da luz. Para obté-la, tomemos a equagdo da eikonal (2.190), de acordo com a

métrica (4.71). Dai, vem que

A AR A
/] - =] + 1 =0. 4.99
( ot ) ((91’ ) a?r2 \d¢ (499)
Substituindo na expressdo acima as relagdes 0 = —w, 0, = —k, € Oyt = | = constante?,
resulta em
12
ki = —— —w’ =0, (4.100)
a’r

que € a relagcdo que procurdvamos, pois, € consistente com a equacao (4.98). Para ver isso, basta

reescrever esta tltima em termos de operadores, isto €,

., L2
it - =5 -w*|w =0, (4.101)
a“r

onde k,2 e ﬁzz sdo os operadores usuais [13]

. 19 ( 0
2 — ——— —
k= (r ar)’ (4.102)
2
L= & (4.103)
d¢?

Ademais, sendo a eikonal y = —k, x* = —wt — k,r + [, e, na aproximac@o da Optica geométrica,
@ o e, entdo, para uma mudanca na eikonal de 6¢ = 2, a funcdo de onda @ ndo pode variar.

iy+i2rl

Sendo assim, e = e , 0 que implica que [ € inteiro.

E possivel ainda, recuperar a relacdo de dispersdo na forma (3.136), a partir da equagio
(4.100). Perceba que de acordo com (4.102) e a relacdo r = p+fe,, temos k, = k,/+/€,.
Substituindo esse resultado na expressao (4.100), e, reescrevendo novamente a coordenada radial

em termos de p, vem que

2 2
ko (/p) 2
— = = w".
€, €|
Na realidade, assim como na secio 3.3.1, a massa efetiva é dada por m* = fiw/c?, ou seja, o equivalente em massa
do féton.

Na secdo 4.1.3, vimos que a varidvel ¢ € ciclica, isto €, ndo aparece na lagrangiana, de maneira que o momento
canonico angular associado € constante.

(4.104)
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Donde, comparando com a expressao (3.136) (com k, no lugar de k; e ké no lugar de k2 + k%),
temos que kg = [/p. Essa relagdo de fato se verifica, sendo o niimero / importante na expansao

de uma onda em termos de componentes (ondas) cilindricas [98, 6].

Usando o método de separacdo de varidveis, tomemos ¢ (r,¢) = R(r)®(¢). Logo,

substituindo na equagdo diferencial (4.98), obtemos as equagoes

d*o®

— +’® =0, 4.105
7 (4.105)
c,
d*R  dR il\?
2 2,2 —

TW'FI”E'F wr —(a) R=0. (4106)

A solucao da equacdo (4.105), € trivial e da forma
D(¢) = Ae''? + Be 9, (4.107)

onde A e B sdo constantes de integracao. Ja com relagdo a equacdo radial (4.106), ela € uma

equacio diferencial de Bessel com ordem imagindria il /a, cuja solucdo geral € [99, 100]
R(r) = CJjjo(wr) + DYy o(wr), (4.108)

sendo C e D constantes de integracdo. As solucdes J; Ja € Y, /o $30 linearmente independentes, e,
definidas como [100]

- [

Ji/a = sech (ﬂ—) Re Jijjq(wr), (4.109)
2«

~ nl

Yo = sech (5) Re Y q(wr), (4.110)

onde Re J;;/, € Re Y/, sdo as partes reais das fungdes de Bessel e de Neumann, respectivamente.
Vale ressaltar que, caso fizéssemos o mesmo procedimento para a equagdo (4.94), o qual foi feito
em [90], obteriamos as mesmas solugdes para o campo escalar ¢, porém, com 0s termos r, w, @

substituidos por ¢, m, B, respectivamente.

Uma caracteristica interessante [99, 100] das equagdes (4.109) e (4.110), € a sua violenta
oscilacdo préximo da origem, como se pode notar analisando ambos 0s comportamentos no

limite r — 0%, isto é,

~ _ (tgh(nl/2a) 1/2 [ wr ) 2
Jijo(wr) = (M/T) cos Eln (7) ~Yija| + O(Wr7), (4.111)
- _ [coth(nl/2a) 1/2 [ wr ) 2
Y o(wr) = (W) sen aln (7) ~Yija| + O(Wr7), (4.112)

onde y;/, € uma constante definida como y;/, = arg I'(1 + il /a), sendo I' a funcdo Gama. As
rapidas oscilacdes se devem ao fator logaritmico dentro do argumento das funcdes trigonométricas.

Ainda, para um valor fixo de /, quanto menor o valor de «, mais forte as oscilacdes se tornam
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(a reducdo de o “comprime” o periodo das func¢des trigonométricas). Esse comportamento €
analogo ao encontrado na se¢do 4.1.2, quando a vorticidade nas trajetérias era proporcional a

1/a devido ao potencial atrativo para o centro.

Também € importante ressaltar que, para [ # 0, as equagoes (4.109) e (4.110) ndo sao
continuas através da origem, donde € possivel tracar um paralelo com o caso classico, pois, de
modo semelhante, as geodésicas ndo cruzam a singularidade. Um interpretacdo interessante para
esse fato [90], consiste em construir um espacgo de Hilbert, H = HO) & H™) | como uma soma
direta de dois espagos de Hilbert, ) e H*). Os elementos de H~) sdo solucdes de (4.94) na
era anterior ao Big Crunch (¢t < 0), enquanto os elementos de H +) sd0 solugdes na era posterior
ao Big Bang (¢ > 0). Sendo assim, H = H™) @ H™) é um espaco vetorial, cujos elementos ¢

sdo da forma [101]

o= ( o), 9,,(+)) e HO x HW, 4.113)
e, dotado do produto interno
(ely) = <so(‘)|l//("> + <¢<+>|¢,(+>>, 4.114)
onde
0 2r
() = ﬁf i L de |t ¢ (1, ¢) v (1,9), (4.115)
T 2n
(¢l) = p L dt L dg il ™ (1,6) ' (1,9). (4.116)

Note que as expressdes (4.115) e (4.116) sao integrais de volume no espaco-tempo, uma vez que
d4x\/—_g = B |t| dtd¢. Além disso, o pardmetro T deve ser de tal forma que de [-7,7T] o espago-
tempo possa ser descrito pelo Mc. Portanto, do exposto acima, vetores como (¢(),0) e (0,¢")
descrevem estados de aniquilacdo e destrui¢ao de particulas na singularidade, respectivamente.
Diante disso, conforme as equacdes (4.114)—(4.116), o produto interno entre estados desse tipo €
nulo, donde se conclui que ndo existe correlacao entre eles. Logo, a singularidade atua como
uma “borracha” na funcao de onda, ou seja, hd uma total perda de fase, como se ap6s o Big Bang

a particula ndo tivesse qualquer “memoria” do periodo antes do Big Crunch.

Em contrapartida com a andlise acima, o caso [ = 0 é extremamente direto. Segundo
as equagoes (4.107), (4.109) e (4.110), ®(¢) = constante e as fungdes de Bessel de ordem
imaginaria se reduzem as usuais Jy (wr) e ¥y (wr). Todavia, no caso cléssico, as geodésicas sdo
linhas retas que cruzam a singularidade. Com efeito, a funcdo ¥y ndo se mostra satisfatoria como
solucdo, haja vista que diverge na origem. Por outro lado, Jy € continua e bem comportada na

origem (singularidade) r = 0 (¢ = 0), sendo assim uma solucao fisica apropriada.

Vejamos agora brevemente o caso dos tdquions. Assim como na Optica geométrica,
iremos utilizar o meio hiperbdlico da Figura 27b. Como ja mencionado previamente, tiquions

possuem uma massa de “repouso’” imagindria m = iu. Substituindo esse resultado na equagao
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(4.94), temos

10 (0 19,
[?E (IE) - SEE ]90 -0, (4.117)

Para a onda escalar ¢ eletromagnética, a métrica (4.88) gera a equacao ondulatdria

10 ( 0 119> 82
——lr=]-==—=+-—=|¢=0. 4.118
[r or (rﬁr) a? r? d¢? ﬁtz] 14 ( )
Portanto, assumindo uma dependéncia harmonica com o tempo, e/, vem que
16 (0 11 67 )
S P I 5=0. 4.11
[rc’)r (rﬁr) a?r? §¢? @ ]90 (4.119)

¢ =0, (4.120)

onde o = ¢,/|€e.| € w é 0 andlogo da componente imaginaria da massa, Imm = .

A relacdo de dispersdo € extraida a partir da equacgao eikonal (2.190). Sendo assim,

A AR A
—] +|[—| ————= =] =0. 4.121
() + (&)~ 5 @12
Donde, utilizando novamente as expressoes 0,y = —w, 0.y = —k, e dgt = | = constante,
obtemos a equagao
12
k= —— +w" =0, (4.122)
asr

a qual estd de acordo com (4.120). Ademais, caso se deseje obter a relacio de dispersdo da forma
(3.136), basta substituir as relacdes k, = k,/+/|e.|, kg = I/p e r = py/|e,| na equagdo (4.122).

Dai, vem que

k2 k2
P2 (4.123)
€o |ee|

Separando novamente as varidveis mediante ¢ (r,¢) = R(r)®(¢), a EDP (4.119) é

desmembrada em duas: a parte angular, ¢ a mesma EDO (4.105), j a parte radial, ¢ dada por

R=0. (4.124)

A EDO acima € a equagdo diferencial de Bessel modificada, com ordem imagindria il /a, cuja

solucdo geral é da forma [99, 100]
R(r) = Cfl/a(wr) + Dfl/a(wr), (4.125)

onde, seguimos a notagcdo adotada em [100], com fl/a = Re /0 € I?l/a = Kii/q- As fungdes

Li1)a € Kjjjq sd0 fungdes de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo, respectivamente. Da
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mesma forma como no caso anterior, o seu comportamento € caracterizado por rdpidas oscilacdes

proximo da origem. Todavia, os comportamentos assimptéticos sdo exponenciais [99, 100], isto

s

é,
_ 1 1/2 1
lijo(wr) = ( ) e’ [1+0 (—)] , (4.126)
2nwr wr
_ T\ _,, 1
Rijalwr) = (ﬂ) e |1+0 (M)] . 4.127)

Recorrendo ao caso cléssico, ilustrado nas Figuras 25 e 26, vemos que ambas dao a ideia de

estados ligados. Portanto, uma solucao fisica mais apropriada é dada por (4.127).

Naturalmente, no que diz respeito a modelagem da singularidade cdsmica, o modelo de
metamaterial apresentado aqui ndo estd isento de falhas. Por exemplo, existe a limitacao do raio
do cilindro interno, que possui valor finito. Entretanto, podemos tirar proveito desse fato através
de um modelo de metamaterial mais sofisticado. Para ver isso, considere que no caso ilustrado na
Figura 27a, temos novas constantes dielétricas principais, &, € &,, fun¢des da coordenada radial

r = p/€,, expressas da forma

52
g(r)=e, (1 + —2) , (4.128)
r
a?6?
&o(r) = & (1 i 52), (4.129)

onde €,, €, sdo os valores prévios das constantes dielétricas, @? = |e| /€, €, 6 = pmin\E, € O
raio do cilindro mais interno, cujo valor € pequeno. Substituindo as expressoes (4.128) e (4.129)

na métrica (4.70), resulta em

252

dsgzdtz—(1+r2+62

) ar? + o? (r2 + (52) dg>. (4.130)

Donde, a equagdo covariante de d’Alembert (3.152), ap6s um laborioso célculo, assume a forma

2 2 2= 2 2 1 2 2 - 1 2=
re+0 0°¢p  rirr+o-(1+ a)]@_go_ 8g0+w295:0. 4.131)
r2+68X(1+a?) arr  [r2+6*(1+a?)]? ar  ?(r* + 62) d¢?

Logo, separando as variaveis por meio de ¢ (r,¢) = R (r) ® (¢), obtemos novamente a EDO

(4.105) para a parte angular. No que concerne a parte radial, temos

(r2+6%%  d*R r(r* +6%)[r? + 6*(1 + 2a%)] dR
r? + 6%(1 + a?) dr? [r2 + 62(1 + @?)]? dr

.\ 2
+ (.4)2(1”2 + 52) _ (g) R = O, (4132)
04

a qual, obviamente, é mais dificil de resolver se comparada com o caso 6 = 0 (4.106). Entretanto,
a equacao anterior pode ser resolvida numericamente, como apontado em [90]. Na realidade,
a solucdo de (4.132), juntamente com (4.107), representa a solucao para um campo escalar de

Klein-Gordon, ¢, onde tal campo descreve uma particula que se move num hiperboloide de uma
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folha, imerso num espaco de Minkowski tridimensional, cuja parametrizacao é

x = V12 + 62 cos ¢, (4.133)
y = Vi2 + 623 sen ¢, (4.134)

z=1t+l1+ B2 (4.135)

onde o cone duplo (4.14)—(4.16) € o caso particular 6 = 0. Naturalmente, o campo de Klein-
Gordon ¢, assim como nos casos anteriores, pode ser extraido da solucdo de (4.131) mediante as
trocas ¢ — ¢,r — t e @ — f. Essa deformacao do cone duplo num hiperboloide, foi sugerida
em [102], e, utilizada em [90] com o intuito de resolver o problema da descontinuidade das
solugdes na singularidade césmica, pois, como vimos, apenas no caso / = 0 a propagagado entre
as folhas do cone duplo € possivel, sem que tenha de se recorrer as interpretacdes de aniquilagdo
e criacdo de particulas. A motivacdo fisica para tal regularizagcdo do Mc, é que o préprio
campo gravitacional das particulas modificaria o espaco-tempo, a medida que as mesmas se
aproximam da singularidade césmica, deformando o cone no hiperboloide (4.133)—(4.135) e,
por fim, permitindo a passagem entre as folhas inferior e superior. Portanto, a quinta dimensao,
onde ocorre a colisdo entre branas, iria se contrair at€ um valor minimo (representado acima
por ). Com efeito, a propagacdo € definida de maneira univoca em todo o espaco-tempo, isto €,
as fungdes de onda s@o continuas na origem (singularidade) da mesma forma como em / = 0.
Portanto, através de uma estrutura mais refinada do metamaterial, torna-se possivel circundar,
ou, pelo menos minimizar, a limitagdo imposta pelo raio do cilindro interno, por meio de uma

analogia com a regularizacdo do M discutida acima.

4.2 Metamateriais Eletronicos e o Espaco-Tempo Kleiniano

A conjectura de que a assinatura da métrica do espago-tempo pode ter sido alterada
no universo primordial, passando de euclidiana (+, +,+,+), para lorentziana (—,+,+,+)3, é
uma consequéncia da famosa condi¢do sem contorno [103], proposta por J.B. Hartle e S.W.
Hawking [104]. Uma outra possibilidade, sugerida por [105], € a transi¢do entre uma assinatura
lorentziana (—, +, +, +), € uma kleiniana (-, +, +, —), onde esta tltima caracteriza-se por possuir
duas coordenadas temporais. Dado isso, assumindo que particulas sdo livres para transitar entre
as duas regioes, efeitos fisicos andmalos poderiam ser observados, devido a estrutura do cone
de luz kleiniano (veja a Figura 28). Por exemplo, seria possivel utilizar a regido kleiniana para
viajar no tempo lorentziano, construindo curvas de tempo (lorentziano) fechadas em tal regido.
Ademais, em tese também seria factivel extrair energia da regido kleiniana, por um método
similar ao processo de Penrose, utilizado na extracdo de energia de um buraco negro em rotagao
[76].

Nesta secdo, como trabalharemos em grande parte com métricas tridimensionais, usaremos a convengdo de assinatura
(—++4+).
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Z

Figura 28 — Diagrama de espago-tempo ilustrando a estrutura dos cones de luz lorentziano (z < 0) e
kleiniano (z > 0). Os entes vz e vg? representam tipicos quadrivetores do tipo tempo.

Por outro lado, metamateriais oferecem a alternativa de emular um comportamento
temporal em uma das trés dimensdes espaciais. Logo, € possivel engenhar sistemas fisicos
capazes de externar fendmenos equivalentes a uma mudanca de assinatura no espago-tempo.
Em metamateriais Opticos, por exemplo, vimos anteriormente que, a mudanca de assinatura
se manifesta em decorréncia de valores negativos das constantes dielétricas principais (€., €,).
Trabalhos especificos sobre mudancga de assinatura em metamateriais dpticos, podem ser vistos
em [69, 73, 15].

No que se segue, veremos como € possivel reproduzir uma mudancga de assinatura
kleiniana sob a perspectiva de metamateriais eletronicos [106, 107], nos quais os objetos
fundamentais sdo os elétrons balisticos, isto €, elétrons cujo o livre percurso médio € maior do
que as dimensdes do meio pelo qual se propagam, de maneira que nao sofrem nenhum tipo de
espalhamento pelos dtomos da rede, tendo o movimento alterado por colisdes de outra natureza,

como, por exemplo, choques contra as paredes do meio [106].

4.2.1 Propagacdio de um Campo de Klein-Gordon Através de uma Mudanca de Assinatura

Primeiramente, antes de definir e apresentar o modelo de metamaterial eletronico que
vamos utilizar, se faz necessdrio explanar, com maiores detalhes, as principais caracteristicas
de uma transicdo de assinatura entre uma regido lorentziana (—, +, +, +) e uma regido kleiniana
(=, +, +,—) do espago-tempo. Uma andlise detalhada sobre tal transicdo foi feita em [76], de modo
que aqui tomaremos esse estudo como referéncia, excetuando-se a derivacao das condicoes de

contorno apropriadas, obtidas em [108, 109, 75] por métodos distintos.

Iniciemos justificando a estrutura do cone de luz kleiniano, ilustrado na Figura 28. Daqui

por diante, em todo o nosso estudo, consideraremos que na regido kleiniana do espago-tempo, o
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eixo z € do tipo tempo. Portanto, na referida regido, temos

[g/lv] = dlag(_1a+1’+l’_1)9 (4.136)

ds* = =c*dt® + dx* + dy* - dZ°. (4.137)

O cone de luz, num ponto arbitrério, € determinado pelo lugar geométrico dos pontos onde o
intervalo As, a partir do evento de origem, € nulo. Tomando o quadrivetor Ax* = (cAt,0,Ay, Az),

vem que
Ax,Axt = —PAPP + AP — A2 =0 = AP +AZ = Ay (4.138)

0 que corrobora com o cone de luz kleiniano da Figura 28.
Agora, vamos considerar um espaco-tempo genérico descrito pela métrica
—cdt? + dx* + dy2 +dz%, sez<DO.
ds* = guydxtdx” =3 —c2df? + dx® + dy* — dz%, se0 <z <. (4.139)
—c2dt? + dx® + dy* +dz%, sez>l.

Ou seja, temos uma regido kleiniana de extensdo / entre duas regides lorentzianas. Seja equagao

de Klein-Gordon para um campo escalar ¢, isto €,

(A - ,ﬂ) ¢ =0, (4.140)
onde A € o operador de Laplace-Beltrami e u = mc/h. Logo, nas regides lorentzianas,

19 PP

==t —+— + —, 4.141
202 0x2  0y? 072 ( )
e o operador A se reduz ao d’Alembertiano usual do espago-tempo de Minkowski. Todavia, na

regido kleiniana, temos
1 92 92 o2 92

=—-—t+—+— - —. 4.142
202 0x2  0y? 072 ( )

A solucdo da equacdo (4.140) nas regides lorentzianas, € a onda plana
¢ — eikﬂx" — ei(k-r—wt), (4143)

onde r = (x,y,7) é 0 vetor posi¢ao, k = (ky, ky, kz) € o vetor de onda e w a frequéncia angular.
Substituindo a equacdo anterior na expressao (4.140), sendo A dado por (4.141), obtemos a
relacdo de dispersao
2
w 2,72 12 ., .2
?:kx+ky+kz+/¢, (4.144)

que nada mais é do que a relacdo (2.109), E2 = |p|? ¢? + m2c*

, se substituirmos as relagdes de
de Broglie £ = fiw e p = hik. Assumindo a mesma onda plana (4.143) como solucdo de (4.140),
agora na regido kleiniana, resulta em

2

SRk -k 2, (4.145)
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0 que ndo condiz com a expressao (4.144), se considerarmos k, € R. A fim de manter a relacdo
de dispersdo sempre na forma (4.144), k, deve ser puramente imagindrio na faixa kleiniana [76].

Sendo assim, fazendo k, — ip (p € R) no intervalo 0 < z < [, a equagdo (4.145) toma a forma
w?
— = k§+k§+p2+,u2. (4.146)
c

Donde, a solu¢do para o campo escalar na regido kleiniana serd

¢ = ol (kxx+kyy-wt)zpz. (4.147)

Combinando as solugdes (4.143) e (4.147), podemos expressar o campo escalar ¢, no

espacgo-tempo definido em (4.139), por

e'P* + Ae7iP, se 7 <0,
b = dkxxtkyy=wn) | g pz Ce™P, se0<z<lI, (4.148)

De'Pz, sez > 1,

onde B e C sdo amplitudes complexas, A € a amplitude refletida e D a amplitude transmitida.
Para determinar os coeficientes A, B, C, D, necessitamos de condi¢des de contorno adequadas
ao problema. Conforme obtido em [76], aplicando as condi¢des de contorno usuais, isto &,

considerando que ¢ e d,¢ sdo continuas nas interfaces, vem que

A = —itgh(pl), (4.149)
1+i) e
B = 4.1
( 2 ) cosh (pl)’ (4-150)
1-i\ e
C = , 4.151
( 2 ) cosh (pl) ( )
e 4.152
b= cosh (pl)’ (4.152)

Portanto, ha tunelamento através da regido kleiniana, uma vez que D # 0. Ademais, verifica-se
facilmente que a corrente de probabilidade € conservada, somando-se o médulo quadrado das

amplitudes das ondas incidente, refletida e transmitida (veja a Figura 29).

Nao obstante, olhando com mais aten¢ao para a configuracdo do espago-tempo definida

em (4.139), € possivel expressar a componente g, da forma
8:=H(-2)-H(z)+2H (z- 1), (4.153)

onde H (z) é a fungdo degrau de Heaviside. Posteriormente, na se¢do 4.2.4, vamos mostrar que o
comportamento descontinuo de g, acarreta outra condi¢do de contorno para d,¢ nas interfaces
z=0ez =1, e, sendo assim, fornecendo uma solugao distinta das equagdes (4.149)—(4.152).

Por questdes de clareza e concisdo, iremos postergar a soluc@o correta até a secdo 4.2.5.
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Figura 29 — (a) Tunelamento da parte real do campo escalar ¢, através da por¢ado kleiniana de extensao /:
a curva azul representa as ondas incidente e transmitida, enquanto a curva laranja ilustra a
onda refletida. (b) Gréifico mostrando a fun¢do de onda total para z < 0 (incidente+refletida).
A corrente de probabilidade é conservada, pois nas equagdes (4.149) e (4.152) temos
|A|?> + |D|? = 1. Em ambos os gréificos, z estd em unidades de p~'.

4.2.2 Um Modelo de Metamaterial Eletronico

Seja uma geometria ndo euclidiana dotada de um tensor métrico g;;. Portanto, a equagdo
de Schrodinger independente do tempo, para elétrons em tal geometria é

2 hZ

1 y B
B VU= 5 mavi (@g fajw) +Vy = Ey, (4.154)

onde A é o operador Laplace-Beltrami, m, = 9,1 x 1073 kg é a massa de repouso real do elétron
e g =det [g,-j].

Por outro lado, em Fisica do Estado Sélido [64], um conceito bastante ttil para a
compreensao do movimento de elétrons em semicondutores € o de massa efetiva. Esta, incorpora
os efeitos da rede atdmica pela qual os elétrons se movem, simplificando a estrutura de bandas de
energia por meio de uma tnica grandeza m*. A massa efetiva tem relacdo com a curvatura do
grafico E = E (k), sendo E a energia do elétron e k o nimero de onda. No caso do movimento
unidimensional de um elétron livre, por exemplo, temos E = #2k?/2m,, donde d’E /dk* = h* [m,,
e, portanto, a curvatura do grafico € determinada por 1/m,. De modo semelhante, definimos m*

como
1 1 d’E

Logo, assim como no caso do elétron livre, a curvatura d°E /dk? para elétrons ligados 2 estrutura

(4.155)

de bandas de energia também é descrita em termos de uma massa reciproca 1/m*. E importante
ressaltar que, devido a defini¢ao de m* estar ligada a curvatura do grafico E = E (k), em certos

casos m* pode até mesmo assumir valores negativos. Com efeito, os niveis de energia serdo
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determinados pela equacdo de Schrodinger de massa efetiva

2
Vi +Vy = Ey. (4.156)

2m*

O caso m* < 0 mencionado acima, acarreta possibilidades interessantes no que diz respeito a

funcdo de onda . Como exemplo, considere a equacao (4.156) unidimensional ao longo do eixo

z, isto é, ;o
he d°y
_ —— +Vy = Ey, 4.157
S gz T VY = EY (4.157)
ou ainda, )
d~y 2
— = —k*y, 4.158
— v (4.158)

de maneira que o nimero de onda k € dado pela expressao

k = w (4.159)

Diante disso, temos solu¢gdes na forma de ondas “planas”
¥ (z) = k2, (4.160)

Considerando os respectivos sinais de m* e (E — V), concluimos que se ambos tiverem o mesmo
sinal, entdo o nimero de onda k na equacdo (4.159) € real e a solucdo (4.160) é de fato uma onda
plana. Porém, se os sinais sdo distintos, k é puramente imagindrio e a equacgao (4.160) € uma
exponencial real. Portanto, igualmente ao caso kleiniano visto na secdo 4.2.1, tomando k — ip

(p € R) na expressao (4.160), resulta em

¥ (2) = 7%, (4.161)
onde p é dado por
V2 |m* (E =V)|
p= - ) (4.162)

Na realidade, as equacdes (4.155) e (4.156) podem ser generalizadas no caso de semicon-
dutores anisotrépicos, isto é, cuja superficie E = E (k) é anisotrépica nas dire¢oes determinadas
pelas componentes k,, ky, k, do vetor de onda. Esse € o caso, por exemplo, de elétrons no Si ou

no Ge [110]. Dai, vem que

=

é o tensor de massa efetiva reciproco, e,

mb 0 0

1 0%E !

i _ -1 4.163
[hz akiakj] 0 m" 0 (4.163)
0 0 m3!

hZ 1 1y
= [—] 80 + Vi = Ey (4.164)
2 |m*
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¢ a generalizacdo da equagdo (4.156). Os inversos das entradas do tensor (4.163) sdo denominadas
massas principais €, assim como no caso isotropico (4.155), também podem assumir valores

positivos e negativos.

Comparando os termos cinéticos das equagdes (4.154) e (4.164), podemos concluir que
ambas coincidem caso 0; (gij Vg = 0). Logo, o tensor de massa efetiva gera uma geometria
efetiva, cuja métrica é

- 1 ij aq 0 0
g/ =me [m—] =10 o 0], (4.165)
0 0 as

onde a; = m,/m;.

Finalmente, como modelo de metamaterial eletronico, tomemos como base o apresentado
em [106], o qual explanaremos a seguir em linhas gerais. Sendo assim, considere uma onda
eletromagnética plana, cujo vetor de onda é k = kZ e w € a frequéncia angular. O meio de
propagacao € isotrépico tanto eletricamente quanto magneticamente, isto é, podemos caracterizar
as respostas eletromagnéticas do meio por escalares € e u, os quais denotam a permissividade
elétrica relativa (constante dielétrica) e a permeabilidade magnética relativa, respectivamente.

Além disso, considere que a polariza¢ao dos campos é da forma

E = E,. & = Ege’kDg, (4.166)
H = H,§ = Hye'*:Dy, (4.167)

onde Ey e Hy sdo amplitudes constantes. Logo, as equacdes de Maxwell VX H = ed,E e

V X E = —uoud;H fornecem, respectivamente,

dH dE,
d_zy =iwee€eE, e e iwpopuH,y. (4.168)
Donde,
d |H, _ 0 iwege | |Hy (4.169)
dz |E, oo 0 E.| .

De modo semelhante, definindo a quantidade ¢ = (71/im*) dys/dz, podemos reescrever a equacio
de Schrodinger de massa efetiva unidimensional (4.156) como

do _ 2(E - V)l//'

4.170
dz h ( )

Dai, vem que
d
dz

0 im*/h
RE-V)/E 0

w]: w|
¥ ¥

Portanto, no modelo eletronico de metamaterial proposto em [106], a massa efetiva m* e a

4.171)

diferenga (E — V) sao os equivalentes eletronicos da permissividade elétrica e da permeabilidade

magnética relativas, respectivamente. Em outras palavras, a analogia € feita no sentido de que uma
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massa efetiva positiva (negativa) corresponde a uma permeabilidade elétrica positiva (negativa).

Sendo o mesmo raciocinio aplicado para (E — V) e pu.

Almejando estender a correspondéncia entre m* e € descrita no pardgrafo anterior, seja

um meio hiperbdlico de tipo I, cujo tensor dielétrico € (em coordenadas cartesianas)

€1 0 0
lej] =10 & 0 |. 4.172)
0 0 —lel
onde €, = €,, = €1 > 0 e €;; = — || < 0. Portanto, o seu equivalente eletronico serd
-1
L1 m 0 0
[m—] =0 m' 0o |, (4.173)

0 0 —|ml™

sendo m,, = my, = my > 0 e my; = my < 0. Entretanto, devemos proceder com cautela no que
diz respeito a relacdo de dispersdo. De acordo com a relagdo (3.136), um meio hiperbdlico dado
por (4.172) satisfaz a equagao

Kokl ky o2

q ol R (4.174)

que € um hiperboloide de duas folhas no espago k (veja a Figura 16a). Agora, seja o tensor

(4.173) para as ondas de matéria eletronicas, o qual segundo (4.165) € equivalente a um tensor

métrico contravariante gij com assinatura (+, +, —). Para um elétron livre com energia E > 0, a
equacgao (4.164) assume a forma

2(10%w 10w 1 0%

"2 o T ay? Il 622

=Ey. (4.175)
Ento, procedendo do mesmo modo como em (4.161), tomemos o ansatz
¥ (x,y,2) = kb, (4.176)
a partir do qual, substituindo na expressao (4.175), resulta em
P . k% + ks _
2|m2lw/n)  2miw/h)

Naturalmente, a equagdo anterior representa um elipsoide no espaco k, em contraste com o

(4.177)

hiperboloide (4.174) (veja a Figura 30). Ademais, na obtengdo de (4.177) usamos a relacao
E = hw.

Portanto, comparando a solu¢do da equagao de Schrodinger dependente do tempo,
P (x,y,2,1) = ¥ (x,y,2) e = gl(kethy—w)pz, (4.178)

com o campo escalar (4.147), vemos que um tensor de massa efetivo como (4.173) nos conduz
a mesma solugdo da equagdo de Klein-Gordon na regido kleiniana do espaco-tempo. Diante

disso, podemos simular um campo escalar de Klein-Gordon mediante uma escolha adequada de

[l/m*]ij.
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Figura 30 — Elipsoide de revolucdo conforme a relacio de dispersao (4.177) para os elétrons balisticos.

4.2.3 Transicao de Assinatura Descontinua

Agora que sabemos como manifestar o comportamento da regido kleiniana no meio
eletronico, o proximo passo € tentar reproduzir uma mudanga de assinatura descontinua, andloga a
equacgdo (4.139). Entdo, seja um semicondutor anisotrépico que apresenta uma mudanga abrupta
na massa efetiva, indo subitamente de um valor positivo para um negativo. Ou seja, temos uma
juncdo de materiais semicondutores, um com massa efetiva positiva e o outro com massa efetiva
negativa. Levando em conta (4.165), esse comportamento pode ser alcancado escolhendo uma
transicdo de assinatura (+, +, +) para (+,+,—) no tensor métrico g;;. Se a transi¢do ocorre em
Z = Zp, temos

diag (+,+,+), sez < zo,
8ij = (4.179)
diag (+,+,—), sez > zo.

Conforme ja discutido, a métrica com assinatura (+,+,—) resulta numa equacgao de
Schrodinger cuja solugdo é a mesma da equacdo de Klein-Gordon num espaco-tempo kleiniano.
Todavia, a fun¢do de onda nao pode crescer indefinidamente no limite z — +oco. Logo, no caso
(4.179), devemos descartar solugdes do tipo e™P* para z > zy, permanecendo apenas com ondas

evanescentes em z, isto &,
P (x,y,2,1) = el (ketky=or)=ps, (4.180)

Para z < zp, temos uma métrica de assinatura (+, +, +). Sendo assim, por conveni€ncia tomemos

m;, = |my|, de modo que a equacdo de Schrodinger independente do tempo torna-se

1oy 18y 1 0%y

2 \my 0x2 m_16y2 |my| 072

= Ey. (4.181)
Portanto,

7 (x, V.2, l’) — ei(kx+ky+kzz—a)l‘)’ (4182)
onde novamente obtemos a relacdo de dispersao (4.177). De agora em diante, até o final deste
capitulo faremos uso da seguinte notacao:

x=(xy), (4.183)
k = (ky ky), (4.184)
p=k.. (4.185)
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Combinando as equagdes (4.180) e (4.182), resulta em

. Ae'P* + Be™P: se z < 20,
Y (x,z,1) = ¢ &x@D) (4.186)
Ce™P%, se z > 70,

onde A,B e C sao amplitudes complexas. Como esperado, a solugdo (4.186) € a mesma da
equacdo de Klein-Gordon numa transicao de assinatura (—, +, +, +) para (—, +,+,—) [76]. Além
disso, assim como ndo era apropriado aplicar as condi¢cdes de contorno usuais (a continuidade
da funcdo de onda e de sua derivada primeira) na solucado (4.148), aqui também, no caso
eletronico, esse procedimento ndao se mostra correto em decorréncia da mudanga abrupta da
massa (assinatura) em z = zg. Sendo assim, o propdsito da préxima se¢do consiste em obter as
condi¢des de contorno adequadas para ambos os casos, isto €, tanto para o campo escalar do

problema original, quanto para a propagacao dos elétrons balisticos.

4.2.4 Jungdo Simples e o Efeito Refletor

Como j4 adiantado nas secoes 4.2.1 e 4.2.3, uma interface com um comportamento
descontinuo ocasiona outra condicdo de contorno para a primeira derivada da fun¢ao de onda.
No que concerne o campo escalar, a fim de obter a condi¢ao de contorno correta, considere o

tensor métrico

-1 0 0 O
0 1 0 O
w = , 4.187
8 0 01 O ( )
0 0 0 f(2
a partir do qual o operador Laplace-Beltrami assume a forma
10> 02 62
A=—-———+ Vg — 4.188
2o " ox2 ,/ 6z[ 7 ) ] ( )

Substituindo o ansatz ¢ (x,z,1) = €**~“Dy (z) na equacio de Klein-Gordon (4.140), obtemos

Viglf 2) = ] (4.189)

P @T—d—

Sendo assim, se quisermos manter a relacao de dispersao (4.146), necessariamente devemos ter

\/_ = [J_ f()_]:_p2¢(z)_ (4.190)

Entdo, tomando |g| = +1/f (z) na equacdo anterior e, apds um certo algebrismo, vem que

[_f 2 (f (2) d%)] 0 (2) = P (2), (4.191)

onde o sinal primo denota d/dz.
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Finalmente, vamos analisar o nosso caso de interesse, ou seja, a transicao de assinatura
(-, +,+,+) para (—,+,+,—) num ponto arbitrdrio z = zo. Portanto, em termos das funcdes de

Heaviside e delta de Dirac,

f(z)=H(-z+20)-H(z-20), (4.192)
f(2) = =26 (z~-z0)- (4.193)

Substituindo as expressdes acima na equagdo (4.191), obtemos
d d d
5(z-2) S+ f 05| = -pPet. (4.194)
dz dz dz

Agora, iremos integrar a equagao (4.194) ao redor do ponto z = zp, no intervalo (z9 — &, z0 + €),

sendo € um nimero pequeno. Dai, vem que

¢'(z5) +¢'(z5) .

dSD Z0t€ z0+€
5 f(z)d_z] :—pzj odz, (4.195)

20—€& 20—¢€

onde, na integragcdo do primeiro termo do lado esquerdo da equacdo (4.195), usamos a seguinte

propriedade da funcao delta de Dirac:

¢'(z5) +¢'(z5)
2

No limite & — 0, a expressao (4.195) assume a forma

¢ (2)6(z—z20) = 5(z-20). (4.196)

¢'(z5) +¢'(z5)
2

+ /()¢ (25) = f(z5) ¢ (z0) = 0. (4.197)

Conforme a prépria defini¢do de f (z) em (4.192), entdo, f(z5) = —1 e f(z5) = +1. Assim,

substituindo essas relacdes na expressao anterior, vem que
¢'(z5) = —¢'(z5)- (4.198)

Portanto, a condicao de contorno para a derivada d,¢ na juncdo z = zo € dada por

99
0z

(4.199)

— -t
7=z

Para o caso eletronico, primeiramente € importante ressaltar que, a equagao (4.164)
sO € vdlida para as metades z < zp € z > zo quando analisadas em separado. Uma anélise
correta [111], exige que o tensor de massa efetiva reciproco [1 / m*]ij atue como um operador.
Naturalmente, a forma funcional do operador deve ser tal que o hamiltoniano seja hermitiano e
invariante sob transformacdes de Galileu. No que se segue, adotaremos a forma para o operador
[1/ m*]ij proposta em [111]. Porém, salientamos que ela ndo € definitiva. Como alternativa,
outra interessante possibilidade pode ser encontrada em [112]. Dado isso, a parte cinética do

hamiltoniano sera

1]
Hi = 5pi —*] bj» (4.200)
m
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a partir da qual obtemos a equacao de Schrodinger de massa efetiva

2 ([ 1]Y
P L—]&M'+Vw:EM (4.201)
2 m*

que claramente se reduz a equacgdo (4.164) caso [1 / m*]ij seja independente da posicao.

. i o5 .
Em nosso caso de interesse, [1 /m*] /"¢ diagonal em todo o espaco. Ademais, como a
transicdo (4.179) afeta somente a componente m,, em z = zp, vamos nos concentrar apenas na

direcdo z, considerando uma alterac@o no valor da massa de m para my em z = zp. Sendo assim,

R L B T (4.202)
m(z) m my

a1 11

i @) = (e om0 R

Para uma particula livre (E > 0), tomemos o ansatz ¥ (x,z) = €**Z (7). Donde, substituindo na
equacgao (4.201), resulta em
d 1 dzZ
dz \m(z) dz

sendo P uma constante de dimensao p/m. Procedendo da mesma maneira como em (4.194),

):-ﬂz@, (4.204)

integramos a equagao anterior na vizinhanga do ponto z = zp, no intervalo (zg — &, zo + €). Dai,

1 dz|*™* wre
[——] = —PZJ Zdz. (4.205)
m(z) dz Z0-¢

vem que

20—¢€

Assim, no limite € — 0, temos

[PV I
m_ZZ (Zo) = mIZ (Zo)- (4.206)

Donde, levando em conta o nosso caso de interesse, ou seja, m; = |my| e my = — |my|, obtemos a

seguinte condi¢ao de contorno para 0, :

4
0z

o

= - 4.207
0z ( )

’
—-t ——
=2 =2

que € a mesma encontrada em (4.199) para 9, ¢.

Portanto, uma vez que condi¢des de contorno para ¢ e ¢ sdo iguais, a analogia entre os
sistemas estd completa, pois, como discutido na se¢do 4.2.3, a solu¢do para ambos os problemas
possui a mesma forma funcional. Vale ressaltar que, 0 mesmo resultado para a condicao de
contorno da derivada d,¢ pode ser obtido pelo método de extensao auto-adjunta do hamiltoniano
[108, 109].

Aplicando a continuidade da fun¢do de onda e a relacdo (4.207) na solucao (4.186),

obtemos B =iAe C = (1 +i) A. Munidos das amplitudes de cada onda em particular, podemos
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Figura 31 — Comportamento da parte real da fun¢do de onda W (¢) para uma transi¢do de massa efetiva
(assinatura) em z = 0. A onda incidente (curva azul) € inteiramente refletida (curva laranja)
com uma diferenca de fase de 37/2. No gréfico, z estd em unidades de p~!.

calcular a corrente de probabilidade j, = (7/m) Im (*0,¢) associada a cada uma delas. Sendo

assim, as correntes de probabilidade incidente, refletida e transmitida serdo, respectivamente:

. h|AP

Jo = | D (4.208)
. hlAP
JR = —Wp, (4.209)
Jr =0. (4.210)

O resultado acima € esperado, pois na solucao (4.186) temos apenas a onda evanescente para
Z > zo. Naturalmente, o mesmo também se concretiza na transi¢do de assinatura simples
entre (—,+,+,+) e (-, +,+, —), haja vista termos as mesmas condi¢des de contorno. Além disso,
podemos concluir que o coeficiente de reflexdo R = |jr/jo| = 1, € maximo. Logo, a onda é
totalmente refletida, mas com uma diferenca de fase de 37/2 em relacdo a onda incidente (veja a

Figura 31), uma vez que
Vrefletida = Be % = iAe™ ¢ = Ae™PeH3T/2), (4.211)

Esse resultado € andlogo ao caso 6ptico do fendmeno da reflexdo em espelhos semi-refletores
e sem perdas (isto €, isentos de absorcao) [113]. Assim, a jun¢do atua como uma espécie de

espelho para as correntes de probabilidade eletronicas.

4.2.5 Tunelamento pelo Interior de uma Parede Kleiniana

Retornamos agora ao problema inicial da se¢do 4.139, ou seja, o tunelamento através
de uma regido kleiniana do espago-tempo. Entdo, considere um semicondutor de massa efetiva
negativa e cujo comprimento na dimensao z € /, cercado por dois semicondutores dotados de

massa efetiva positiva, nos pontos z = 0 e z = /. O tensor métrico contravariante efetivo g/ para
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Figura 32 — (a) Tunelamento da parte real da funcdo de onda ¥ (¢) pelo interior do metamaterial eletronico
(espaco-tempo kleiniano) de extensao /: comparando com a Figura 29, vemos que as ondas
refletidas (curvas laranjas) apresentam uma diferenca de fase de n. (b) Gréfico da funcdo de
onda total, ilustrando o “bico” em z = 0. Em ambos os gréficos, z estd em unidades de p~'.

tal configuracao é
diag (+,+,+), sez<0.
g = {diag (+,+,-), se0<z<L. (4.212)
diag (+,+,+), sez> L.

De acordo com as secdes 4.2.1 e 4.2.3, podemos expressar a solu¢do da equacao de

Schrodinger dependente do tempo, W (x, z,¢), da forma

e'P? + Ae‘ipz, se z < 0.
¥ (x,z,1) = KX Bopz L CoP2, 500 < 7 < L. (4.213)

De'P?, se z > 1.

Aplicando a continuidade de ¥ e a equagdo (4.207) para d;'¥ nos pontos z = 0 e z = /, obtemos

A =itgh(pl), (4.214)
1-i\ e
B = 421
( 2 ) cosh (pl)’ (4:215)
1+ eP!
C—( > )cosh(pz)’ (4.216)
e 4217
b= cosh (pl)’ (4.217)

Como se pode notar, exceto por alguns pormenores, as equagoes (4.214)—(4.217) assemelham-se
bastante com as expressoes (4.149)—(4.152). As diferencas surgem por causa da descontinuidade
de 0, nas interfaces, expressa pela relacdo (4.207), cujo o efeito € ajustar de um angulo 7 a

fase da onda refletida, produzindo um “bico” na fun¢do de onda em z = O (veja a Figura 32).
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Figura 33 — Grifico ilustrando os coeficiente de reflexdo (R) e transmissao 7 como fun¢es do comprimento
da parede, / (em unidades de p! ). Como € possivel constatar, a corrente de probabilidade ¢
conservada.

Todavia, apesar dessas diferencgas, as principais propriedades fisicas permanecem as mesmas.

Por exemplo, calculando as correntes jo, jr € jr, temos

fip

jo= —, (4.218)
|ma|
h
jr= =2 ton? (p1), (4.219)
|ma|
h
jr = 2 sech? (pl), (4.220)
|ma|

donde vemos explicitamente que jo + jg = jr, confirmando a conservagcdo da corrente de

probabilidade. Ademais, os coeficientes de reflexao e transmissao sdo dados, respectivamente,

por
R= M = tgh® (pl), (4.221)

ljol
T = % = sech? (pl). (4.222)

Jo

Ainda, sua dependéncia com a extensao da parede, /, estd ilustrada na Figura 33.

Conforme ja mencionado, a solucdo (4.148) para o campo escalar ¢ no problema original
possui a mesma forma que (4.213). Além disso, as condi¢des de contorno (4.199) e (4.207)
sdo equivalentes. Logo, os coeficientes de ¢ em (4.148) sdo necessariamente expressos pelas

equacodes (4.214)—(4.217). Diante disso, o grafico de ¢ é o mesmo de YV, ilustrado pela Figura 32.

Por fim, analisemos o tempo de transi¢cao At transcorrido no processo de tunelamento,

em ambos os casos. Sendo assim, por defini¢ao,
I
d
At :J = (4.223)
0 Vg (2)
onde vg (z) = j,/p € a velocidade de grupo da onda e p € a densidade de probabilidade. A

corrente j, é expressa da mesma forma tanto para V' quanto para ¢. Todavia, 0 mesmo nao ocorre
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Figura 34 — Tempo de tunelamento dos elétrons balisticos (campo escalar) como funcdo do comprimento
da parede (espago-tempo kleiniano), / (em unidades de p! ). A curva azul ilustra o comporta-
mento das fungdes (4.226) e (4.228). A curva laranja corresponde ao caso em que a parede
(espago-tempo kleiniano) estd ausente, onde v, € dada por 7ip/|m;| para os elétrons balisticos
e pc? /w para o campo ¢. No grifico, [ estd em unidades de p~! e At em unidades de |m»| /7ip?.

com p, pois, para o campo escalar ¢, temos [114]

h
p=—-—Im (¢*,0). (4.224)
mec

Portanto, combinando as equacdes (4.215), (4.216) e (4.220), resulta em

2

c
ve () = % sech[2p (z = 1)] . (4.225)
Donde, substituindo na integral (4.223), e, resolvendo uma integracado trigonométrica trivial,
vem que
AtkG = —2— senh (2pl). (4.226)
2p?c?

No que concerne aos elétrons balisticos, p = YW*. Assim, pelo mesmo procedimento,
ou seja, por meio das equagdes (4.215), (4.216) e (4.220), obtemos
hp
ve (z) = ——sech[2p(z - 1)]. (4.227)
Im|
A expressdo anterior para a velocidade € essencialmente a mesma obtida no caso do campo de
Klein-Gordon, com excecao da constante multiplicativa. Logo, o resultado da integral (4.223)

sera
||

2hp?

Atgg = senh (2pl) . (4.228)

A dependéncia de At com a extensdo da parede [/ estd ilustrada na Figura 34. Comparando as
equacdes (4.226) e (4.228), podemos concluir que € possivel estabelecer uma conexdo entre Atx g
e Atgr, mediante w/p’c? < |mo| /lip?, ou mesmo fiw < |my| c2. Essa correspondéncia, prové
uma ligacdo numérica entre os dois sistemas, permitindo que experimentos no caso eletronico

tenham andlogos no espaco-tempo kleiniano, sendo a reciproca também verdadeira.
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5 CONCLUSAO

Naturalmente, qualquer obra sobre modelos gravitacionais e cosmoldgicos andlogos,
deve efetuar uma correspondéncia entre a gravitagdo e um outro campo de estudo. Além disso,
para que a analogia seja produtiva, € necessario que ambos os sistemas, sobre os quais o elo é
estabelecido, sejam compreendidos separadamente em suas respectivas dreas. No caso deste
trabalho, através do estudo em metamateriais, duas analogias com a gravitacdo e a cosmologia
foram contempladas, sendo elas: a correspondéncia entre o universo de Milne compacto e os
metamateriais hiperbdlicos, e a correlac@o entre o espaco-tempo kleiniano e os metamateriais
eletronicos. Porém, para que tal fim fosse atingido, e, a0 mesmo tempo, com o intuito de manter
a autossuficiéncia da obra, primeiramente explanamos os fundamentos tedricos referentes a cada
uma das dreas envolvidas em separado, procurando mostrar o méximo de clareza nos tépicos

principais.

Na introducao, iniciamos com uma breve discussao salientando a importancia do campo
de pesquisa da gravidade andloga. Em seguida, apresentamos o conceito de metamaterial e
dissertamos sobre o seu surgimento e estagios iniciais de evolucdo. Por fim, introduzimos a classe

de metamateriais abordados por este trabalho, a dos metamateriais hiperbdlicos.

O capitulo 2 foi inteiramente dedicado a relatividade e a cosmologia. Partindo dos
postulados da relatividade especial, discorremos sobre os principais aspectos da teoria, tanto do
ponto de vista cinemético quanto do dindmico. Salientamos a importancia da se¢do 2.1.5, sobre
dindmica da particula, onde utilizamos o principio da minima acdo. A relatividade geral teve
como ponto de partida o principio da equivaléncia, sucedido pelo principio da covariancia geral,
onde este ultimo constitui um topico importante, pois vérias expressoes da relatividade especial
sao apresentadas em sua forma generalizada. Apds isso, tratamos de temas cldssicos da teoria,
dos quais destacamos a se¢do 2.2.6, acerca das equacdes de Einstein, e a se¢do 2.2.7 sobre o
sistema de coordenadas gaussiano, utilizado em cosmologia. Seguindo, exploramos a cosmologia
FRW, cujo objetivo era apresentar o universo de Milne, exposto na se¢do 2.3.4. Todavia, para a
total compreensdo desse topico, o contetido exposto nas se¢des anteriores, ou seja, 2.3.1,2.3.2 ¢

2.3.3, é indispensdvel.

No capitulo 3, tratamos da Optica em meios anisotropicos e dos metamateriais hiper-
bélicos. Primeiramente, analisamos as caracteristicas das equacdes de Maxwell em cristais
anisotropicos através da solu¢ao de ondas planas, donde originaram os conceitos de onda ordindria
e extraordindria. Apds isso, nas secoes 3.1.3 e 3.1.4, obtivemos um modelo geométrico para a
propagacdo da luz, o qual estd associado a uma métrica efetiva num espaco virtual. Pelo fato
de as células unitdrias dos metamateriais hiperbdlicos serem compostas por meios dielétricos
e condutores, € necessario entender como € o comportamento isolado desses materiais na
presenca de campos eletromagnéticos, o que € explanado ao longo da secdo 3.2. Por fim, na secio

3.3, os metamateriais hiperbdlicos sdo apresentados. Para os propdsito deste trabalho, convém
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destacarmos a analogia entre um meio hiperbdlico e o espaco-tempo de Minkowski em 2 + 1
dimensoes, exposta na secao 3.3.1, e também as estruturas mais utilizadas na constru¢dao dos

metamateriais hiperbdlicos, abordadas nos topicos 3.3.2.1 e 3.3.2.2.

No capitulo 4, dedicado as aplicagdes e resultados, combinamos 0s assuntos tratados
nos capitulos 2 e 3. Como primeira aplicacao, propomos um modelo de metamaterial capaz de
simular uma versdo compacta do universo de Milne, onde este representa o prot6tipo mais simples
de singularidade césmica em modelos cosmolégicos ciclicos. Em outras palavras, retrata um
espago-tempo capaz de descrever uma transi¢ao entre um colapso (Big-Crunch) e uma “explosao”
(Big-Bang). Assim, mostramos que no Mg, tanto particulas de Klein-Gordon quanto taquions
possuem caracteristicas andlogas com a propagacdo da luz em meios hiperbdlicos. No dominio
da dptica geométrica, apontamos que as trajetorias cldssicas dessas particulas estdo em perfeito
acordo com as trajetérias descritas pelos raios luminosos no metamaterial. No que concerne ao
comportamento quantico, isto €, o campo escalar de Klein-Gordon, o mesmo pode ser obtido
através de um estudo em 6ptica ondulatéria. Ainda sobre este tltimo caso, salientamos que é
possivel atenuar o problema da singularidade, engenhando um material cujas componentes do
tensor dielétrico sejam funcdes da coordenada radial r. Diante disso, o modelo apresentado
fornece a possibilidade de constatar, experimentalmente, ndo apenas as trajetérias mas também a
falta de correlagdo entre as fun¢des de onda em lados distintos da singularidade c6smica. Como
perspectiva, outros resultados tedricos podem obtidos mediante uma anélise de espalhamento na

singularidade pelo método de decomposi¢do em ondas parciais [60].

Na segunda aplicacdo, de modo similar a [106], estudamos o tunelamento de elétrons
balisticos através de uma parede constituida de um metamaterial eletronico, isto €, um semicon-
dutor dotado de massa efetiva negativa. Além disso, apontamos que no caso de um metamaterial
eletronico anisotrépico, o tensor de massa efetiva reciproco deve ser tratado como um operador.
Esse fato se mostrou importante, pois a partir dele obtivemos as condi¢des de contorno apropria-
das nas interfaces. Obtendo a solucio da equacao de Schrodinger, vimos que o comportamento
da fungdo de onda € o mesmo que o de um campo escalar de Klein-Gordon, numa transi¢ao
de assinatura entre uma regido lorentziana e uma regido kleiniana do espaco-tempo. Donde
concluimos que, para simular o comportamento de uma particula de Klein-Gordon numa regido
kleiniana, devemos escolher ou um material com massa efetiva eletronica negativae (E — V > 0)
ou um material com massa efetiva positiva e (E — V < 0). Finalmente, calculamos o tempo total
de tunelamento dos elétrons balisticos (campo escalar) através do metamaterial eletronico (regido
kleiniana), constatando que os dois casos diferem somente por uma constante multiplicativa.
Sendo assim, extraimos um elo numérico entre ambos os sistemas, tornando possivel a ligacao

entre o experimento e o resultado teérico do problema original.
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