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Resumo

Neste trabalho, investigamos o sistema no qual uma particula neutra com momento de
dipolo magnético permanente interage com um campo elétrico externo sujeito a potenciais
centrais, tais como potenciais escalares, sendo um deles proporcional a distancia radial
e outro do tipo-Coulomb. Além disso, analisamos o mesmo sistema quando confinado
em um anel quantico bidimensional e em um ponto quantico. Na busca de solugoes
analiticas para a equagao de Schrodinger-Pauli mostramos que os estados de energia
para esse sistema de uma particula neutra sujeita a potenciais centrais dependem da
fase geométrica quantica ¢ ¢ e dos nimeros quanticos associados com os modos radiais,
momento angular e momento de spin {n, [, s} do sistema. Em um segundo momento,
apresentamos a quantizacao de Landau para uma particula neutra com um momento
de dipolo magnético permanente na presenca de campos externos sob a influéncia de
um potencial tipo-Coulomb. Utilizamos a ideia de Ericsson e Sjoqvist que consiste em
usar o sistema proposto por Aharonov e Casher para gerar um analogo a quantizacao de
Landau em sistemas de atomos neutros. Mais ainda, observamos que no sistema analogo
a quantizacao de Landau sujeito a um potencial tipo-Coulomb a frequéncia ciclotron é
modificada em relagao a referéncia e discutimos um efeito quantico caracterizado pela

dependéncia da frequéncia angular nos nimeros quanticos do sistema.

Palavras-chaves: Efeito Aharanov-Casher. Particula neutra. Momento de dipolo mag-

nético. Fase geométrica quantica. Anel quantico.



Abstract

In this work, we investigate the system in which a neutral particle with magnetic dipole
momentum interacts with an external electric field subject to the central potentials, such
as scalar potentials proportional to the radial distance and Coulomb like potential. In
addition, we analyse the same system when it is confined to a two-dimensional quantum
ring and to a quantum dot. In the search for analytical solutions for the Schrodinger-Pauli
equation we show that the energy states for this system of a neutral particle subject to
the central potentials depend on the quantum geometric phase ¢p4¢ and the quantum
numbers associated with the radial modes, angular momentum, and spin of the system
{n, [, s}. Furthermore, we present the quantization of Landau for a neutral particle with
a permanent magnetic dipole moment in the presence of external fields and under the
influence of a Coulomb like potential. We use the idea of Ericsson e Sjoqvist which consists
in using the system proposed by Aharonov and Casher to generate an analogue of the
quantization of Landau for neutral atom systems. Moreover, we observe that when the
analogue of the Landau quantization is subject to a Coulomb like potential its cyclotron
frequency is modified in contrast with the behavior found by of reference. Finally, we
discuss the quantum effect characterized by the dependence of quantum numbers with the

angular frequency.

Key-words: Aharanov-Casher effect. Neutral particle. Magnetic dipole moment. Geo-

metric quantum phases. Quantum ring.
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Introducao

Na eletrodinamica classica, os campos sao quantidades mensuraveis e o conceito de
forga é fundamental, entretanto, os potenciais sao meras construgoes matematicas sujeitas a
transformacoes de calibre. Porém, no contexto da mecanica quantica, os potenciais podem
dar origem a efeitos quanticos mensuraveis, mesmo na auséncia de campos. Ehrenberg e
Siday (EHRENBERG; SIDAY, 1949), em 1949, previram a existéncia de fen6menos de
interferéncia quantica ligadas a fluxos magnéticos estacionarios, no entanto, os primeiros
a descreverem completamente efeitos eletromagnéticos na auséncia de forcas foram Y.

Aharonov e D. Bohm, em 1959 (AHARONOV; BOHM, 1959).

Em seu artigo, Aharonov e Bohm investigaram a influéncia dos potenciais ele-
tromagnéticos em regides livres de campos ao analizar um padrao de interferéncia de
particulas carregadas na presenca de um solendide muito longo e demonstraram que a
funcao de onda das particulas adquire um fator de fase. Essa mudanca de fase na funcao
de onda ficou conhecida como efeito Aharanov-Bohm (AB). O efeito Aharonov-Bohm é de
interesse em areas atuantes em linhas de fluxo em materiais magnéticos, e sua observacao
experimental foi descrita de forma independente por Chambers (CHAMBERS, 1960),
Peshkin e Tonomura (PESHKIN; TONOMURA, 1991)

O termo fase geométrica quantica foi inserido na literatura, em 1984, por M. V.
Berry (BERRY, 1984), onde mostrou-se que uma fun¢ao de onda de uma particula que
evolui adiabaticamente adquire um fator de fase adicional que tem origem geométrica. Esse
fator de fase geométrico ficou intitulado posteriormente como fase de Berry. Esse estudo
da fase de Berry mostrou que o efeito Aharonov-Bohm corresponde a uma fase geométrica
quantica. Em 1987, Aharonov e Anandan (AHARONOV; ANANDAN, 1987) propuseram
uma forma mais geral para a fase geométrica quantica. Esta fase ficou conhecida como a
fase de Aharonov-Anandan, removendo a condicao adiabatica de qualquer evolucao ciclica
de um sistema quantico. Entretanto, o primeiro trabalho que tratou diretamente sobre o
surgimento de fases geométricas quanticas foi feito por Pancharatnam, em 1956, no estudo
das fases classicas adquiridas pelas mudangas de polarizacao da luz (PANCHARATNAM,
1956).

A partir da influéncia do efeito Aharonov-Bohm, outras fases geométricas quanti-
cas foram evidenciadas também em sistemas mesoscopicos, como por exemplo, o efeito
Aharonov-Casher (AHARONOV; CASHER, 1984). Aharonov e Casher, em 1984, desenvol-
veram um trabalho onde discutiam sobre a existéncia de alguma fendmeno que geraria um
efeito Aharanov-Bohm para uma particula neutra. Assim, eles investigaram a dindmica

quantica de uma particula neutra com momento de dipolo magnético permamente na
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presenca de uma densidade linear de cargas elétricas. Mesmo em uma configuracao onde
nao atuam forgas classicas sobre a particula, surge um efeito mensuravel que novamente é
atribuido a um fator de fase geométrica quantica em sua funcao de onda. Esse efeito de
surgimento de fase geométrica quantica na funcao de onda da particula neutra é chamado
de efeito Aharanov-Casher (AC) ou efeito andlogo ao efeito Aharanov-Bohm. Esse efeito
foi observado experimentalmente em um interferémetro de particulas neutras (CIMMINO
et al., 1989) e em um interferometro atémico Ramsey (SANGSTER et al., 1995).

Em particular, o efeito Aharanov-Casher tem atraido grande aten¢ao em diversos
contextos da Fisica quantica. Nesse sentido, discussoes sobre esse efeito vém se multipli-
cando no cendrio da mecénica quantica nao-comutativa (PASSOS et al., 2007),(MIRZA;
ZAREI, 2004), no contexto da quebra de simetria de Lorentz (BELICH et al., 2005),
(RIBEIRO et al., 2015), no campo da computacao quantica geométrica (ERICSSON et al.,
2003), em supersimetria (BRUCE et al., 2005), em referenciais nao inerciais (BAKKE;
FURTADO, 2009), (CHOWDHURY; BASU, 2013), em estados ligados (BAKKE; FUR-
TADO, 2011) , (SILVA et al., 2013), em sistemas atomicos (SANGSTER et al., 1995)
e na quantizacao de Landau (ERICSSON; SJOQVIST, 2001), (RIBEIRO et al., 2008).
Além disso, existem varias discussoes sobre o efeito Aharanov-Casher no que diz respeito
a natureza topologica (ZEILINGER et al., 1991), nao-dispersividade e nao-localidade
(CASELLA, 1990), (BADUREK et al., 1993) e sua relagao com a fase de Berry (MIGNANT,
1991).

O comportamento de uma particula neutra com momento de dipolo magnético
permanente também tem sido estudado em sistemas mesoscopicos (OH; RYU, 1995),
(MATHUR; STONE, 1991),(BALATSKY; ALTSHULER, 1993),(BAKKE; FURTADO,
2011),(BAKKE; FURTADO, 2013), onde o fluxo dos niveis de energia depende da fase
geométrica quantica e do surgimento de correntes persistentes de spin, além disso, suas

caracteristicas ja foram previstas como consequéncia direta do efeito Aharanov-Bohm.

Os efeitos relacionados a fase topologica dependem da topologia do espaco, assim,
a fase geométrica quantica obtida no sistema Aharanov-Casher é considerada topologica
por nao depender de um ponto do espaco para ser definida. Isso quer dizer que ela tera
o mesmo valor para qualquer trajetéria fechada que a particula neutra percorrer. Dessa
forma, pode-se construir efeitos similares aos ja conhecidos, levando em consideracao
transformagoes que preservem a topologia do espago. O efeito He-Mckellar-Wilkens (HE;
MCKELLAR, 1993), (WILKENS, 1994) é descrito como o efeito dual ao efeito Aharanov-
Casher, o qual trata-se de um sistema onde uma particula neutra que possui momento de
dipolo elétrico permamente move-se em um campo magnético produzido por monopolos
magnéticos. Semelhantemente ao que foi feito por Aharanov e Casher, He e Mckellar,
em 1993, e Wilkens, em 1994, mostraram que se o momento de dipolo elétrico estiver

alinhado inicialmente com uma distribui¢ao linear de monopolos magnéticos, a fungao de
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onda da particula neutra adquire uma fase geométrica quantica. O aparecimento dessa

fase geométrica quantica ficou conhecido como efeito He-Mckellar-Wilkens (HMW).

Outros estudos com a dindmica quantica de particulas, carregadas ou neutras,
na presenca de campos eletromagnéticos podem ser descritos por meio da quantizacao
de Landau (LANDAU, 1930). A quantizagdo de Landau é a quantizagdo das érbitas
ciclotronicas de particulas carregadas na presenca de campos eletromagnéticos. Assim,
as particulas carregadas podem ocupar apenas érbitas com valores discretos de energia,
denominados niveis de Landau. Os niveis de Landau sao degenerados, com o nimero de
elétrons por nivel diretamente proporcional a intensidade do campo magnético aplicado
no sistema. Entre as varias areas da Fisica, o efeito Hall quantico (PRANGE; GIRVIN;,
1987) apresenta destaque pelo notavel interesse nos niveis de Landau. Além disso, outros
fenémenos fisicos sao descritos pela quantizagao de Landau, como, por exemplo, superficies
bi-dimensionais (COMTET, 1986), excita¢oes anyonicas em condensados de Bose-Einstein
(PAREDES et al., 2001), entre outros efeitos.

Motivados pelos resultados de Paredes et al. (PAREDES et al., 2001), o qual
estudou a possibilidade de um analogo ao efeito Hall em condensados de Bose-Einstein,
Ericsson e Sjoqvist (ERICSSON; SJOQVIST, 2001), construiram um modelo onde parti-
culas neutras, com momento de dipolo magnético permamente, na presenca de um campo
elétrico externo, sob certas condigoes para a configuracao de campo-dipolo, apresentam
espectro de energia quantizado em niveis de Landau. Essa ideia consistia em utilizar o
modelo Aharonov-Casher para gerar um analogo a quantizacao de Landau em sistemas de
atomos neutros. Os niveis de energia desenvolvidos por Ericsson e Sjoqvist sao conhecidos

como quantizagao Landau-Aharanov-Casher.

Este trabalho tem o objetivo de investigar o sistema no qual uma particula neutra
com momento de dipolo magnético permanente interage com um campo elétrico externo
sujeito a potenciais centrais, tais como potenciais escalares proporcional a distancia radial
e do tipo-Coulomb. Além disso, iremos analisar o mesmo sistema quando confinado
em um anel quantico bidimensional e em um ponto quantico bidimensional. Com isso,
determinamos o surgimento de solugoes para estados ligados da equagao de Schrondinger-

Pauli devido a prensenca desses potenciais.

A organizacao dessa tese é a seguinte: No capitulo 1, apresentamos uma revisao
sobre fases geométricas; em seguida, fazemos uma breve descri¢ao do sistema Aharanov-
Bohm e o efeito Aharanov-Bohm para estados ligados, logo apds, apresentamos uma
descrigdo sobre o sistema Aharanov-Casher e como motivagao mostramos a descri¢ao
do trabalho (BAKKE; FURTADO, 2012) que trata sobre o sistema Aharanov-Casher

confinado em um anel quantico bidimensional.

No capitulo 2, discutimos a dindmica quantica de uma particula neutra com

momento de dipolo magnético permamente sujeita a um potencial tipo-Coulomb. Nesse



Introducao 16

contexto, mostramos que os niveis de energia dependem da fase geométrica quantica
Aharanov-Casher e uma dependéncia dos niveis de energia com os niimeros quanticos do

sistema {n, [, s}.

No capitulo 3, estudamos alguns efeitos quanticos associados ao sistema Aharanov-
Casher quando este é confinado em um anel quantico bidimensional na presenca de um
potencial tipo-Coulomb. Tais efeitos podem ser descritos como uma dependéncia da fase

Aharanov-Casher no espectro de energia e na frequéncia angular do sistema.

No capitulo 4, analisamos efeitos quanticos associados ao nosso sistema agora
confinado em um ponto quéantico bidimensional sob a influéncia do potencial tipo-Coulomb
e, em seguida, sob a influéncia do potencial escalar linear mais o potencial tipo-Coulomb.
Em particular, possiveis valores da frequéncia angular associados ao estado de menor

energia sao investigados nos dois casos diferentes.

No capitulo 5, serd feita uma revisao sobre a quantizacao de Landau para uma
particula carregada, em seguida apresentamos a quantizagdo de Landau para uma particula
neutra com um momento de dipolo magnético permanente na presenca de campos externos
sob a influéncia de um potencial tipo-Coulomb e mostramos que solu¢oes para estados
ligados para a equagao de Schrondinger-Pauli podem ser obtidas. Utilizamos a ideia
de Ericsson e Sjoqvist (ERICSSON; SJOQVIST, 2001) que consiste em usar o sistema
proposto por Aharonov e Casher (AHARONOV; CASHER, 1984) para gerar um analogo

a quantizacao de Landau em sistemas de atomos neutros.

Por fim, apresentamos nossas consideragoes finais.
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1 Efeito Aharonov-Bohm para estados liga-

dos

A existéncia de fases geométricas foi descoberta por S. Pancharatnam (PAN-
CHARATNAM, 1956), em 1956, através de estudos experimentais em Optica, em que
foi observada uma mudanca de fase em um feixe de luz polarizado ao atravessar uma

sequéncia de polarizadores tal que sua direcao de polarizagao foi a mesma que a inicial.

Todavia, na concepgao da mecanica quantica, M.V. Berry (BERRY, 1984), em
1984, descobriu que se a evolucao de um dado operador Hamiltoniano é determinado
por um conjunto de parametros dependentes do tempo, entdo, a mudancga de fase da
funcao de onda, na evolucao ciclica do sistema, isto é, sob condi¢oes peridédicas, possui
propriedades geométricas, e a mudanca de fase ndo depende da evolugao do sistema (que
é admitido ser suficientemente longo para ser considerado adiabético), mas é determinada
pelas propriedades geométricas do espaco dos parametros. Assim, a fase total adquirida
por um estado apds uma evolucao ciclica é a soma das fases geométrica e dindmica, onde
a fase geométrica ficou conhecida como Fase de Berry. Todavia, em 1987, Aharonov e
Anadan (AHARONOV; ANANDAN, 1987) mostraram que a fun¢ao de onda de uma
particula adquire um fator de fase durante uma evolugao ciclica sem a necessidade da

aproximacao adiabatica.

As fases geométricas podem ser entendidas quando consideramos um objeto vetorial
que ¢ transportado paralelamente ! ao longo de um caminho que o faz sair e voltar ao seu
ponto inicial podendo adquirir um angulo em relacao a sua diregao inicial antes do seu
movimento. Esse angulo ou essa fase é uma propriedade geométrica, isto é, ela depende do
espago no qual é escrito essa curva, esse caminho ou esse transporte. Quando o transporte
paralelo de um vetor ao longo de um circuito fechado qualquer é escrito em uma superficie
plana, o vetor voltard ao ponto inicial com diregoes e sentidos iguais aos do inicio da
trajetoria. Isso ocorre devido ao fato da superficie em que o vetor foi transportado nao ter

curvatura.

Entretanto, se o transporte paralelo for realizado ao longo de um circuito fechado
escrito em uma superficie com curvatura, por exemplo, em uma esfera, o angulo de rotacao,
ou a fase adquirida, apés completar o caminho fechado, tem relacdo com a integral da
curvatura da superficie que delimita o circuito, isto é, o desvio angular é dado pelo angulo

solido €2 (ver figuras 1 e 2). Outro exemplo interessante é o Péndulo de Foucault. O péndulo

L Significa que o objeto foi transportado de um ponto a outro por uma curva mantendo o angulo formado

entre ele e o vetor tangente constante.
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de Foucault (FOUCAULT, 1851),(BERGMANN; BERGMANN, 2007) é um exemplo da
mecanica classica muito utilizado para ilustracoes de fases geométricas e consiste em um
péndulo que sofre uma variacao no seu plano de oscilagdo devido ao movimento do suporte
do péndulo em uma trajetoria fechada sobre uma esfera (ver figura 3). A explicagdo para
tal fato se deve a forca de Coriollis 2, mas pode também ser descrito como uma fase

geométrica.

Figura 1 — Transporte paralelo de um vetor ao longo de uma superficie esférica (Wikpédia,
2005).

Figura 2 — Caminho arbitrario na superficie de uma esfera. O desvio angular é dado pelo
angulo solido Q (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

A fase adquirida pelo plano de oscilagdo depende do caminho tracado, dessa forma,
dependerd do angulo sélido no qual ¢ determinado pela latitude ¢g = 5 — 0, que identifica

o caminho que o suporte do péndulo realizou. A fase é dada por

2 Forca ficticia causada pela rotacio da Terra e pelo movimento do corpo sobre a superficie da Terra
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Figura 3 — Caminho de um péndulo de Foucault quando se move ao redor de uma latitude

ao longo do dia (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

0 2T
Q= / 0/ senfdfdp = 2w (1 — cosby). (1.1)
o Jo

Este andlogo mecénico da fase geométrica é conhecido como angulo Hannay (HAN-
NAY, 1985). Além disso, um sistema como este, que nao retorna ao seu estado original

quando transportado em torno de um circuito fechado, é chamado nao-holonomico.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: na secao 1.1, apresentamos uma
breve introducgao sobre a Fase de Berry; na secao 1.2, falamos sobre Fase de Aharonov-
Anadan; na secao 1.3, apresentamos uma breve revisao do efeito quantico Aharonov-Bohm
e o efeito AB para estados ligados; na se¢ao 1.4, mostramos uma breve descricao tedrica
associada ao efeito quantico Aharonov-Casher e por fim, na se¢cao 1.5, apresentamos o

efeito Aharonov-Casher para estados ligados.

1.1 Fase de Berry

A fase de Berry foi proposta inicialmente por Michel V. Berry, em 1984, através do
seu trabalho (BERRY, 1984). Neste artigo, Berry mostrou que apés uma evolugao ciclica
adiabatica, um sistema quantico em um espacgo de parametros retornard ao seu estado
original acompanhado por um fator de fase de origem puramente geométrica formada
por duas partes: uma contribui¢do dindmica referente a energia do sistema e a outra

parte associada a uma contribuicdo geométrica referente ao caminho tragado no espaco de
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parametros, dessa forma a dinamica quantica dada pela equacao de Schrodinger dependente

do tempo:

Loy
Hy = zha (1.2)

onde H ¢é o operador hamiltoniano do sistema e v a funcao de onda que representa o
estado quantico do sistema dependente do tempo e da posicao cuja representagao na
forma expandida é ¢ = >, ¢,¥,. Para cada instante, o operador Hamiltoniano revela um
espectro de energia (nao degenerado), tal como pode ser verificado por meio da equagao

de autovalor

H(t)hn(t) = En(t)¢n(t). (1.3)

Daqui em diante, escreveremos 1 (t) = v para a representacgao do estado quantico.
A solugao geral da equacgao de Schrodinger dependente do tempo pode entao ser expressa

através da seguinte combinacao linear:

w = Z anqlz = chi/inew”, (14)

em que ¢, sao os coeficientes da combinagao linear e

1 t
0,=—— [ E,(t")dt 1.
w=— | E) (15)

é o fator de fase dindmico que esta associado as energias possiveis do sistema e dependente

do tempo.

Para encontrar os coeficientes ¢,, vamos realizar a substitui¢do da equacao (1.4)

em (1.2), assim:

HZ Cathpe?n = zhaat [Z Cn¢n€i€"] ) (1.6)

Aplicando o hamiltoniano no lado esquerdo, fazendo a derivagao do lado direito na

equacgao (1.6) e as simplificagbes necessarias, teremos:

Z c'n(t)ew"(t)z/}n = — Z Cn (t)a;few”(t) (1.7)
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Agora, vamos proceder com a retirada do termo que possui a derivada do coeficiente
e realizar o produto interno pela esquerda dos dois lados da equagao (1.7) com 1), e entao,

vamos utilizar a propriedade de ortonormalidade das fungoes

aCm 31/)m 31/% i(0n—0m)
- = —Cm < Yy > — n < Um > ! ) 1.8
o~ o<l T;nc nl gy e (18
onde ¢(x) =< x| P >.
Portanto, os coeficientes < ), | ‘95—;" > do lado direito da equagao (1.8) serao

reescritos em termos da taxa de variacao temporal do operador Hamiltoniano. Essa relacao

é encontrada tomando a derivada temporal da equagao de autovalor (1.3),

0 0
&(Hwn) - &(Enz/}n)a (1‘9)
levando a
H Ha = |E E 0 1.10

Realizando o produto com o estado v,,, em ambos os lados da equagao (1.10),

verificamos que

On __ < Um0 >
ot (Bn— Ep)

< U | (n #m) (1.11)

utilizando o Teorema Adiabético®, o qual assume a variacao do Hamiltoniano com o tempo

sendo pequena ou desprezivel, para o caso n # m, obtemos:

In,

m ~ 0. 1.12
<l 2 >0 (112)
Dessa forma, a equacao (1.8) fica:
I O,
n <l 2" (1.13)

ot

cuja solucao sera:

3 Teorema Adiabdtico afirma que um Hamiltoniano H pode ser alterado gradualmente de modo que ele

possa ser tratado como constante em cada instante de tempo.
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Cm = Cm(0)e ™™ (1.14)
onde
! N, /
m =1 m dt 1.15
=i | < onl > (1.15)

e designado por fase geométrica adiabatica.

Assim, a fun¢do de onda do sistema sera dada por

=" cn(0)eMm e e, (1.16)

A fim de encontrar um resultado generalizado, consideraramos N parametros:
Ry(t), Ra(t), ..., R (t), onde R,,(t) sdo pardmetros que variam com o tempo. Dessa forma,

obtemos

o, O, OR, Oy, OR, OR
ot OR, Ot OR,, Ot Vin (1.17)

ot'’
onde Vp é o gradiente com relacdo a esses parametros.

Fazendo a substituigao da equagao (1.17) em (1.15), obtemos

R(t)
=i [ < |Vt > R, (1.18)
R(0)

Se o operador Hamiltoniano retorna a sua forma original ap6s um tempo T, a

variacao da fase geométrica, sera

o = zy{ < | Vrthe > dR (1.19)

A equagado (1.19) é uma integral ao longo de um circuito fechado, e em geral, ndo
serd nula se o espaco de pardmetros for nao trivial topologicamente e é conhecida como

Fase de Berry.

1.2 Fase de Aharonov-Anandan

As fases de Berry foram generalizadas por Aharonov e Anandan para o caso de
uma evolucao ciclica ndo-adiabatica. Tais fases sao conhecidas como Fases de Aharonov-
Anandan (AHARONOV; ANANDAN, 1987). Aharonov e Anandan mostraram que ha
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uma fase associada com a evolugao ciclica, que é universal no sentido de que é a mesma
para um nimero infinito de possiveis movimentos ao longo de curvas no espaco de Hilbert
‘H. Esta fase se projeta para uma dada curva fechada C no espaco projetivo de Hilbert P

de vetores H.

Nessa situacao, temos um estado quantico arbitrario em evolugao ciclica no espago
projetivo P de vetores de H, o qual é definido através de um mapa Il : H — P . Em
outras palavras, vetores de estado em H equivalentes a menos de uma fase constituem o

mesmo elemento em P.

Suponha que o estado normalizado |¢)(t)) € H evolua de acordo com a equagao de

Schrodinger dependente do tempo

HOW(0) = ih (1), (1.20)

tal que [¢(7)) = €|¢(t)), onde ¢ é real e fornece a fase total adquirida por |¢(t)) durante

a evolugao ciclica em P de periodo 7. Definimos

(1) = e u(t)), (1.21)

onde

f(r) = 1(0) = ¢. (1.22)

Substituindo [1(7)) na equacdo (1.21) temos que [¢(7)) = [£(0)). Assim, a equacio (1.22)

representa um ajuste para definirmos uma evolucao ciclica no espago projetivo P.

Subsitituindo a equagao (1.21) na equacao (1.20) e projetando o resultado em
|1(t)), obtemos:

af(t) 1 d -
—=a = F WOHOWE) = DOl (#). (1.23)

A fase Aharonov-Anandan, representada por 3, é definida removendo-se a contri-

buicao dinamica da fase total ¢, isto é,

s=0+1 [ WOHOWO). (1.2

Sendo assim, substituindo a equagao (1.23) na equagao (1.24), temos:
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6= 0[5 — JO+i [ GO 100)dr (1.25)

Uma vez que, ¢ = f(7) — f(0), entdo

5 =i [T Gl (1.26)

Observe que podemos escolher diferentes f () tais que ¢ = f(7) — f(0). Entretanto,

visto que a integral é ciclica no espaco projetivo, podemos escrever

B=if (305190 (1.27)

onde [ é independente do pardmetro t de Cp, e é definido exclusivamente até 2mn (n =

inteiro).

Logo, transformacoes locais de fase em |¢)(t)), ou seja,

[6()) — 19'(1) = e OLb(t)), (1.28)
nao modificam [, visto que a integral é realizada sobre um caminho fechado.

Portanto, a fase Aharonov-Anandan é invariante sob diferentes escolhas de f(t),

ou seja, tal como a fase de Berry, 3 é invariante de calibre.

1.3 O Efeito Aharonov-Bohm

Na mecéanica quéantica, os primeiros a discutirem fases topolégicas foram Aharonov
e Bohm, em 1959 (AHARONOV; BOHM, 1959). O efeito Aharonov-Bohm foi observado
através da experiéncia que consiste de um feixe coerente de elétrons que se divide em duas
partes em torno de um solendéide muito longo pelo qual passa um campo magnético B ,
no entanto, esse feixe transita em uma regiao na auséncia de campo. Nessa regiao nao
ha presenca de campo magnético, mas a regiao possui potencial vetor nao-nulo. No final,
nota-se que os elétrons irao adquirir fases diferentes ao serem detectados em um alvo,

como mostra a figura (4).

Aharonov e Bohm apresentaram uma descri¢ao quantica para uma particula sensivel

a presenca de um potencial vetor A nao-nulo em regioes onde o campo magnético B = 0.

Dessa forma, o experimento proposto por Aharonov e Bohm evidenciou que o
potencial vetor pode ter efeito real em um cenario quantico, ao invés de um mero artificio

matematico, como descrito no cenario classico.
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Figura 4 — llustragao do efeito Aharonov-Bohm. Um feixe de elétrons de divide e segue
dois caminhos percorrendo regides do espaco B = 0, em seguida, o feixe se
recombina no alvo formando um padrao de interferéncia (FERREIRA, 2004).

O hamiltoniano de intera¢ao com o campo eletromagnético é dado por (o chamado
acoplamento minimo que tem relagdo com o fato do momento linear de uma particula de

carga ¢ na presenca do campo eletromagnético ser P= p— q/f),

5 N\ 2
H=— (—z’hV - 3A> FV(F), (1.29)

onde m é a massa da particula, g é a carga, A é o potencial vetor magnético e V (7, t) o

potencial escalar.

A partir do hamiltoniano escrito em (1.29), a equac¢ao de Schrodinger para uma

particula carregada na presenca de campos elétricos e magnéticos é dada por

o (-9 = L4) vz o = nZY (1.30)

A solugao para a equagao de Schrodinger (1.30) é dada por:

(7, t) = Y/ (7, 1) (1.31)

onde o termo AS representa a diferenca de fase acumulada pela funcdo de onda da

particula, de modo que
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_ 413 47
S = hc/A dr. (1.32)

A diferenca de fase acumulada na funcao de onda da particula é calculada levando

em conta as trajetérias 1 e 2 como mostra a figura (4) assim:

_q_qg _ 41 () . dif — i .d7) = L 4 1. g7
AS =8, -8 =L (/C Al ar /C Al dr) M 740 A-dr (1.33)

Em outras palavras, o potencial vetor realiza uma influéncia sobre uma particula
carregada em uma regiao onde nao ha a presenca de campos eletromagnéticos, através
do surgimento de uma fase quantica na funcdo de onda da particula que é dada por
(AHARONOV; BOHM, 1959):

NER O S S B A a_g/~ g 1®
As_hchA dr—hc/S(VXA) as=L [B.a5= 2. (1.34)

onde ¢ é a carga da particula, ® é o fluxo quantico Aharonov-Bohm. Assim, a equagao
(1.34) descreve a diferenga de fase entre as particulas que viajam pelos lados distintos do

solenodide.

Embora o campo magnético B exista apenas na regiao interna do solendide, o
potencial vetor A que satisfaz a expressao (1.34), deve existir ndo sé na regidao interna
como também na regiao externa do solendide, para qualquer calibre escolhido, pois o fluxo
® ¢ invariante de calibre. Dessa forma, a particula carregada se encontra em uma regiao
livre de forcas e é afetada localmente apenas pela influéncia do potencial vetor. Por esta

razao, o efeito Aharonov-Bohm é considerado como um efeito nao-local.

Em face do que foi apresentado até aqui, vamos agora mostrar que o efeito Aharonov-
Bohm pode ser interpretado como uma fase geométrica de Berry. Dessa forma, vamos
considerar uma particula carregada confinada em uma caixa por um potencial V(7" — ﬁ),
onde R e 7 sdo os vetores posicao da caixa e da particula, respectivamente, relativo a

origem do referencial, localizado em um solendide (ver figura 5).

Baseado na equagao (1.30), a equacao de Schrodinger serd dada por:

[21 (—ihﬁ _ qA’)Q V(- é)] o = Eniby. (1.35)

m C

A solugao dessa equagao sera dada por:

wn = €ig¢7lm (136)
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Figura 5 — Particula carregada confinada em uma caixa através de um potencial V (7 — ﬁ)

(GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

onde g =1 [, fT(F’ ) - di’, e ¢ satisfaz a mesma equacao de autovalor, apenas com A0,

—h2 ) ~
— — L= En. 1.
5 VAV = R) |4, = B, (137)

A expressao anterior trata-se da equacgao de Schrodinger independe do tempo para

uma particula sujeita ao potencial V(7 — R), assim teremos ¢!, = ¢/ (7 — R), podemos

assim escrever

Vitn = Va(e ) = —ine e, + 9V ol (1.38)

Realizando o produto interno de 1, na equacao (1.38), obtemos

.q 2
- L 1.
< ¢n|vR¢n > th ) ( 39)

substituindo a equagao (1.39) em (1.19), obtemos a fase de Berry, como segue

if—iLdaf= " [(9 ).dgzq/sé.dgzqq). (1.40)
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Assim, a equacao (1.40) é a fase que a particula adquire quando realiza uma
evolucao adiabatica e ciclica no parametro R. Podemos notar que esta fase é igual a fase

adquirida pela particula carregada no efeito Aharonov-Bohm.

Vamos agora, mostrar o efeito Aharonov-Bohm para estados ligados. Nesse caso,
vamos considerar uma particula carregada restrita a um anel de raio b (raio fixo) sujeita
ao efeito Aharonov-Bohm (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). O arranjo experimental
consiste de um solendide longo de raio a < b, transportando um campo magnético B ,
como mostra a figura (6). Este campo magnético no interior do solendide é uniforme, e o
campo no exterior do solendide é zero. Por outro lado, o potencial vetor fora do solendide

¢ nao-nulo e dado por:

- P
A=—¢ 1.41
5. (r>a), (141)

onde ® = ma?B é o fluxo magnético no interior do solenéide.

D

AT rAraAvavaravay SvaTRT AR arE R R RCE T RYE TR A

i

a

Figura 6 — Particula carregada confinada em um anel circular onde passa um solendide

longo transportando um campo magnético B (GRIFFITHS; SCHROETER,
2018).

Uma vez que, o solenéide estd sem carga, entdo o potencial escalar V (7, t) é zero.

Neste caso, o operador hamiltoniano dado na equagao (1.29), sera

1 —
H = (=hV?+ ?A* + 2ihgA - V). (1.42)
m
A funcao de onda depende apenas do angulo azimutal ¢, (p = 7/2 e r = b), assim,

V — (¢/b)(d/dyp), entao a equagao de Schrodinger torna-se
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o | az T \am) T ap| V) = B (1.43)

L d (@) ha® d
b2 dp?

Podemos reescrever a equacao acima como uma equacao diferencial linear com

coeficientes constantes:

d—Q—Qiai—F Y(p) =0 (1.44)
com as defini¢oes
q®
= — 1.45
a 5T (1.45)
_ 2mb’E 9
e = el

Assim, as solugoes da equagao (1.44), sao da forma

h(p) = A, (1.46)

onde A é a constante de normalizacdo. Ao substituir na equagao (1.44), encontramos a

seguinte equacao caracteristica

A? +2aA — e =0, (1.47)

da qual obtém-se as raizes

A = —atVa?+g (1.48)
= —a:I:ZVZmE.

Para que () possa de fato representar a solugao da equagao (1.44), a condigao
de contorno do problema ¥ (¢ 4 27) = () requer que A seja um nimero inteiro, isto nos

leva a:

l=—a+ 2\/2mE, (1.49)
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entao, as energias permitidas do sistema sao:

h? qP 2
= [ — — [=0,£1,42,---). 1.50
€l 2mb2 < 27Th> ; ( ) 3 3 ) ( )
onde [ = 0,£1,£2, - sdo os autovalores do operador momento angular L, , ¢ a carga da

particula e ® é o fluxo quantico de AB.

Podemos observar que os niveis de energia sao influenciados pelo fluxo quantico @,
isto é, as energias permitidas dependem do fluxo magnético que se encontra no interior
do solendide, mesmo que o campo no local da particula seja zero. Além disso, os valores
positivos de [ indicam que a particula move-se na mesma direcdo do potencial vetor, e

valores negativos descrevem que a particula move-se em dire¢ao oposta.

1.4 O Efeito Aharonov-Casher

Em 1984, Aharonov e Casher estudaram a dindmica de uma particula neutra dotada
de momento de dipolo magnético permanente em meio a um campo elétrico (AHARONOV;
CASHER, 1984). O efeito Aharonov-Casher prevé que se uma particula neutra com
momento de dipolo magnético permanente descrever um caminho fechado em torno de
uma linha de cargas elétricas, a sua funcao de onda ira adquirir uma fase geométrica
quéantica (ver figura 7). A fase que a particula adquire ocorre devido ao acoplamento do
dipolo magnético da particula neutra com o campo elétrico produzido por uma linha infinita
de cargas elétricas. Esse efeito chamado Efeito Aharonov-Casher (AC) é considerado o
efeito andlogo ao Efeito Aharonov-Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959) e a comprovagao
experimental do efeito Aharonov-Casher foi dada por Cimmino et al. (CIMMINO et al.,
1989) e descrita em sistemas atomicos por Sangster et al. (SANGSTER et al., 1995).

Para o estudo dessa dindmica, Aharonov e Casher partiram da langrangeana que
descreve a interacdo entre uma particula carregada e um campo magnético, e assim
predisseram o aparecimento de uma fase quantica na descrigdo quantica de uma particula
neutra. Dessa maneira, vamos considerar que a posicao da particula carregada seja
descrita pelo vetor 77 e a posicao do dipolo descrita por R. A lagrangeana de uma particula

carregada se movendo na presenca de um campo magnético externo, é escrita como:

1 . - o
Lopart = §MF2 + eA(F— R) - 7, (1.51)

onde e é a carga, 7 6 a velocidade da particula e M a massa da particula. O termo
A= fT(F — R) ¢ o potencial vetor associado ao campo magnético produzido pelo dipolo,

dado por:
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1

Figura 7 — Ilustracao do efeito Aharonov-Casher. Particula neutra com momento de dipolo
magnético permanente fi interagindo com o campo elétrico radial criado por
uma distribuicao linear infinita de cargas elétricas ao longo do eixo z.

1 fix (F— R)
_— . 1.52
47 |7 — RJ3 ( )

A=
Além disso, para uma particula neutra com momento de dipolo ji que interage com

um campo elétrico produzido por uma linha de carga e, tem-se que:

MER?

Ldip = 9

—qV, (1.53)

onde R é a velocidade do dipolo e V' é o potencial elétrico associado a carga e.

A presenca da carga ¢ na equacgao representa uma densidade de carga gerada a
partir do movimento do dipolo magnético a qual é dada por (com unidades naturais ¢ = 1
eh=1):

p=R-j (1.54)

onde j =V x M é a densidade volumétrica de corrente de magnetizacao, com M sendo a

magnetizagao.
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O movimento do dipolo magnético é o motivo da possibilidade de interacao entre o

campo elétrico externo e o dipolo magnético.

Dessa forma, levando em conta a integragao volumétrica da densidade de carga, a

equagao (1.53), é reescrita como:

MR?
Lip = - /deT. (1.55)

onde d7 é o elemento de volume.

Substituindo a equagdo (1.54) na equagao (1.55), temos:

ME? / (VE) - (V x M)dr. (1.56)

£dip - 9

Com o auxilio de identidades mateméticas podemos reescrever a equacao (1.56),

Ccomao:

M R?
2

Lip="5~ [VM-(Vx Rydr = [ M- Fx Edr+ [V ((VE)x M) dr.(157)

Lembrando que o momento de dipolo magnético é dado por i = [ ./\7ld7', conside-

rando que a particula encontra-se restrita ao plano = — y e que

- = 1[0, .. OR,
VXR=-|=—(rR,) — =0, 1.58
Haero - %] (1.5%)
a primeira integral da equagao (1.57) torna-se nula. Através da utilizacdo do Teorema da
divergéncia, a ultima integral também torna-se nula, sendo assim, a lagrangeana para o

dipolo magnético, fica (AHARONOV; CASHER, 1984):

M R2 Lo
Laip = —5 R-E x [i. (1.59)

Sabendo que o campo elétrico coulombiano E em R devido a particula carregada

situada no ponto 7 é dado por:

(1.60)
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e ainda, que o potencial vetor A em 7, produzido pelo dipolo magnético situado em ]%, é

o o 1 jix(F—R)
A=Ar—-R)=— —, 1.61
R T (1.61)
podemos encontrar:
. R 1 ix(F—R S
Bxjpe B0 p JLAXE-R) & (1.62)

_— X — _
mR—p " - R

Observa-se na equac¢ao anterior que o potencial vetor é constituido em termos
referentes ao acoplamento do momento de dipolo da particula neutra com o campo elétrico
gerado pela particula carregada. Em vista disso, a lagrangeana para o dipolo pode ser

reescrita dessa forma:

N |
MR i (1.63)

Edip =

Por fim, fazendo a soma dos termos da langrangeana total (1.51) e (1.63), obtemos

a interacao entre a particula carregada e o dipolo magnético, introduzida por Aharonov e
Casher, é (AHARONOV; CASHER, 1984), cuja forma explicita:

-2 MR2 — - 5
L:%+ A (= B) (1.64)

onde 7 e R sdo as velocidades da particula carregada e do momento de dipolo, respectiva-

mente.

Como podemos notar, temos na equacao (1.64), além dos termos cinéticos da
particula e do dipolo, uma dependéncia com a velocidade relativa entre elas, sendo este o
detalhe que garante que a particula neutra esteja em uma regiao livre de forgas. O termo
extra el - A da equagao anterior é de fundamental importancia, pois de outra forma a
particula carregada experimentaria uma forca dependente do calibre na regiao onde o
campo magnético é nulo. Em outras palavras, s6 conseguiremos obter um efeito analogo

ao efeito Aharonov-Bohm se a particula estiver inserida em uma regiao livre de forcas.

Até agora, obtivemos a lagrangeana que descreve a interacao entre duas particulas,
sendo uma neutra e outra carregada. Entretanto, no efeito Aharonov-Casher a particula
neutra interage com o campo elétrico produzido por uma distribuicao linear de cargas,

dessa forma iremos fazer a seguinte generalizacao da equagao (1.64):
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(1.65)

o
~—

1 1 . -
i J 2y

onde os somatoérios em ¢ sao efetuados sobre as particulas carregadas e somatérios em j

sao efetuados sobre as particulas neutras.

Podemos observar que o termo potencial vetor A = fY(FZ — ﬁ]) da equagcao (1.65)
depende apenas da posicao relativa entre as particulas. Isso significa que o efeito independe
do movimento ser realizado pela particula carregada em torno do dipolo magnético ou vice-
versa. Consequentemente, devemos esperar um efeito analogo ao efeito Aharonov—Bohm
se considerarmos cargas estacionarias. A partir disso, vamos considerar agora que o dipolo
magnético move-se nas proximidades de uma distribuigao linear de cargas estaticas (i.e.

7= 0), desta forma, a lagrangeana que descreve essa interacao é dada por:

M R2 oL

L= —eA-R (1.66)

onde eA = E x il € o campo elétrico Eéo campo gerado por uma distribuicao linear de

cargas .

A partir da lagrangeana (1.66), podemos obter o momento candnico deste sistema,

cuja forma é

= 0L _ MRE—ei (1.67)

aé

Seguindo o formalismo hamiltoniano, utilizando a Transformada de Legendre
(H=R-j— L) obtemos:

He Lo a1 g p), (1.68)
A ) VAR Y Vi '

onde o segundo termo é uma corre¢ao devido ao surgimento de um momento de dipolo

elétrico induzido que pode ser desprezado quando tomamos puFE << M R.

Consideramos também que o campo elétrico E & gerado por uma distribuicao de

linear de carga ao longo do eixo z, dado por

DY
E=72)p, (1.69)
p

onde p = v/x? + y2, p é um vetor unitario na dire¢ao radial e A é a constante associada a

uma distribuicao linear de cargas elétricas.
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Dessa forma, seguindo os procedimentos de Aharonov e Casher mostramos que
a fase geométrica quantica que a particula neutra com momento de dipolo magnético
adquire ao circular uma linha de cargas elétricas perpendicular ao plano de movimento do

dipolo é dada por (com unidades naturais c=1e h=1)

AS = a0 = —e § Adi = § (i x E)-d7 = +2mp), (1.70)

onde eA = E X [i, A é a constante associada a uma distribuicao linear de cargas elétricas, u
¢ o momento de dipolo magnético da particula neutra e o sinal + corresponde as proje¢oes
do momento de dipolo magnético no eixo z. Note que o efeito é maximo se o feixe de

dipolos estiver com sua polarizagao orientada ao longo da linha de cargas.

Devemos notar que momento de dipolo magnético tem que ser paralelo a linha de
cargas e ter seu movimento restrito ao plano do campo elétrico, sendo assim, o dipolo
nao sofre a acdo de qualquer forca e o efeito é dito topoldgico no sentido de que depende

apenas do numero de voltas do caminho ao redor da linha de cargas.

No efeito Aharonov-Casher o campo elétrico produzido pela linha de cargas interage
localmente com o dipolo magnético da particula e a fase que o dipolo magnético adquire ao
circular a linha de cargas elétricas é uma fase geométrica. Diz-se que uma é fase geométrica
se ela é um efeito local. No caso do efeito Aharonov-Bohm a particula estd em uma regiao

livre de campos, ou seja, a interacao nao ocorre no local onde a particula se encontra.

1.5 O sistema Aharonov-Casher confinado em um anel quantico

bidimensional

Nesta secao, iremos estudar o sistema Aharonov-Casher sob a influéncia de um
potencial escalar. Para esta finalidade, abordaremos uma descricio de um trabalho
publicado no artigo (BAKKE; FURTADO, 2012), em 2012, que trata sobre a dindmica
quantica de uma particula neutra no sistema Aharonov-Casher confinada em um anel
quéantico bidimensional descrito pelo modelo de Tan-Inkson (TAN, 1996). Como ponto de
partida, iremos abordar o potencial externo que descreve o modelo de Tan-Inkson para um
anel quantico bidimensional e em seguida, descrevemos a dindmica quantica da particula
neutra com momento de dipolo magnético permanente interagindo com campo elétrico

externo.

O anel quantico bidimensional é um sistema mesoscopico o qual foi descrito pelo
modelo Tan-Inkson (TAN, 1996),(TAN; INKSON, 1996), (TAN; INKSON, 1999) cujo

potencial é representado como:
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V(p) :;L;+CL2;02+V07 (1.71)

onde V) = (/a1 as, os parametros a; e as sao parametros constantes.

Neste modelo, ao adotar o pardmetro a; = 0, a expressao (1.71) representa o
modelo de Tan-Inkson para um ponto quantico em duas dimensoes. Quando tomamos
as = 0, a equagao (1.71) representa o modelo para um anti-ponto quintico bidimensional
(TAN, 1996). Recentemente, este modelo foi estudado na presenca do fluxo quéntico
Aharonov-Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959) e na presenca de um defeito topolégico
linear (FURTADO et al., 2007).

A partir da expressao para o hamiltoniano que descreve a interagao entre uma
particula neutra de massa com momento de dipolo magnético permanente e um campo
elétrico externo dado na equagao (1.68), a dindmica quéntica desta particula pode ser

descrita pela seguinte equagao de Schrodinger-Pauli (com unidades naturais c =1e A = 1):

o 1. -
5 = 5 [PHE] 0

M2E2
2m

w+% (V-E)o+us-By+ Vi, (172

onde p é o momento de dipolo magnético da particula. Adotaremos aqui m para massa da
particula neutra e o como as matrizes de Pauli que satisfazem a relacio (c'0’/+070%) = 2n%,

onde n? = diag(+ + +) e V(p) representa o potencial escalar.

O vetor = ¢ definido de tal maneira que suas componentes sao dadas no referencial

= _ o (Aw B 1 _35¢ 1 _35% i eF 2
local por Zf = u(d x E)x + 550 0f, onde o termo 550 0/ a contribui¢ao que provém do
sistema de coordenadas curvilineas adotado (coordenadas cilindricas). Em teoria quintica
de campos em espago-tempo curvo, este termo € a contribuicao proveniente da conexao

spinorial (BIRRELL et al., 1984),(BAKKE; FURTADO, 2010).

A

Vale salientar que no sistema Aharonov-Casher, o termo ,uff ac = p(ax E )= i%gp
(onde ¢ é um vetor unitario na dire¢ao azimutal) representa um vetor potencial efetivo, e
produz o aparecimento de uma mudanca de fase na funcao de onda da particula dada na

equagao (1.70), tratando-se do efeito Aharonov-Casher.

O movimento da particula neutra esta restrito a um anel quantico bidimensional
em uma regiao onde p # 0, assim, o termo V-Eé nulo, pois assumimos que a funcao
de onda da particula neutra é bem comportada na origem. Considerando o momento de
dipolo magnético da particula neutra paralelo ao eixo z, podemos escrever a equacao de
Schrodinger-Pauli (1.72), em coordenadas cilindricas, como (com unidades naturais ¢ = 1

eh=1):
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0 1 [o? 10 1 02 0? 030 1
ot 2m | 0p2  pdp  prop? 022

om p? dp  2mp? 21
, \ ) gy AmeEn (1.73)
1 ¢Aco' 8777/) 1 (%) ¢+ 1

aq 2
- 202 5 Gt T e Vi,

Observe que o momento angular total 7, = —i0, (SCHLUTER et al., 1983) e o
operador p, = —id, comutam com o operador hamiltoniano do lado direito da equacao
(1.73), e ¥ é uma autofuncio de o cujos autovalores sio s = 4-1. Portanto, uma solugao
particular da equagao de Schrodinger-Pauli pode ser escrita em termos das autofungoes

dos operadores J, e p, como

bty p, i, 2) = e D= R (), (1.74)

onde [ = 0,+1,+£2,... é o nimero quantico associado a componente z do momento angular,
k ¢ uma constante associada & componente z do momento linear e R(p) é a funcao da
coordenada radial. Dessa forma, usando a equagao (1.74), podemos reescrever a equagao

(1.73) da seguinte maneira:

? 1 7 9
A2 + e 2magp” + B| R(p) =0, (1.75)

onde trabalhamos com os parametros:

™ = ¥+ 2may; (1.76)
B 1 bac
v o= l+2(1 3)+327T,
k‘2
8 = 2m <€— Vo — ) .
2m

Vamos realizar a seguinte mudanca de variaveis:

¢ = V2magp?, (1.77)

resultando em

d*R dR T* I6]
—+——-—R+——=R=0. 1.78
d¢? + d¢  4¢ + 4/2may ( )
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O comportamento assint6tico das solugbes possiveis para equagao (1.78) é determi-
nado para ¢ — 0 e ( — o0, portanto, isto nos permite escrever a fun¢ao R({) em termos

de uma fungao desconhecida F({) como

R(¢) = e 3¢ F(Q). (1.79)

Dessa maneira, substituindo a solugao (1.79) na equagao diferencial de segunda
ordem (1.78), obtemos

CF" + (7| +1=(F' + | —— - - | F =0 (1.80)

A equacao (1.80) é conhecida na literatura como equagdo de Kummer ou equagao
hipergeométrica confluente (ARFKEN; WEBER, 2005), (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1964). A fungao F({) corresponde a fun¢ao hipergeométrica confluente, que é definida

como

TH1,¢] (1.81)

Uma funcao radial finita pode ser obtida ao impormos a condi¢ao na qual a série
hipergeométrica confluente torna-se um polindémio de grau n (onde n =0,1,2,---). Para
isso, vamos utilizar o método de Frobenius (ARFKEN; WEBER, 2005), e escrever a

solugao para equacao (1.80) como uma expansao em série de poténcias em torno da origem:

oo

F(O) =Y e, (1.82)

J=0

Substituindo a série (1.82) e suas primeira e segunda derivadas: F'(¢) = 352, je;r? ™!

e F"(¢) = 35%,4(j — 1)¢;7772 na equagao (1.80), obtemos uma relacdo de recorréncia
dada por:
j— { 8 _ Il _ ;}
— AV2ma; 2 2 (1.83)

TG DG DY

Note que podemos encontrar solugdes para os estados estacionarios impondo que a

série hipergeométrica confluente torna-se um polinémio de grau n. Isso ocorre quando
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7|, 1 B
L e 1.84
2 + 2 4y/2mas " ( )

para j = n, na relagdo de recorréncia (1.83).

Dessa forma, substituindo as expressoes definidas em (1.77) na condigao (1.84),

obtemos os niveis de energia correspondentes aos estados ligados, como

‘7’ 1 k2
— L) _ . Vi. 1.
Enl = W ln+ + + m + Vo ( 85)

onde a frequéncia angular w do sistema ¢ dada por:

w= \/87"; (1.86)

O resultado (1.85) corresponde ao espectro discreto de energia de uma particula
neutra com momento de dipolo magnético permanente confinada em um anel quantico bidi-
mensional. Note que os niveis de energia para estados ligados dependem do fluxo quantico
Aharonov-Casher com periodicidade ¢y = £27, ou seja, €,15(Pac + o) = €nit1.5(Pac)-
Esta dependéncia dos niveis de energia na fase quantica geométrica corresponde ao efeito
andlogo Aharonov-Bohm para estados ligados ou efeito Aharonov-Casher para estados
ligados (BAKKE; FURTADO, 2011). Uma vez que nao existem forgas classicas agindo
no sistema, este efeito pode ser considerado de natureza geométrica corroborando com as
caracteristicas do efeito Aharonov-Casher (AHARONOV; CASHER, 1984).

Um caso interessante para se discutir baseia-se em considerarmos a; = 0 em
(1.71). Tal consideragao resulta em um potencial correspondente a um ponto quantico
bidimensional. Para este caso, prosseguindo com todas as etapas anteriores da equacao
(1.72) a equacao (1.84), obtemos os niveis de energia para estados ligados de uma particula

neutra confinada a um ponto quantico bidimensional como sendo

i =1 — |+ = 1.
En,l 9 +2 +2m (87)

Sas [ ’l—l—%(l —s)—irs‘%c‘ 1 k2
n+

onde podemos notar que o niveis de energia (1.87) também dependem do fluxo quéntico

com periodicidade ¢y = +2m.

Ao considerarmos ay = 0 em (1.71), obteremos o modelo para um anti-ponto
quantico bidimensional. Neste caso, nenhum estado ligado pode ser obtido, entretanto,

pode-se obter solucoes de estados ligados ao considerar o movimento da particula neutra
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restrito em uma regiao especifica, por exemplo, entre dois cilindros coaxiais com paredes
impenetraveis, como mostrado em (BAKKE; FURTADO, 2011). No capitulo 3 e 4 desta
tese, apresentaremos solugoes de estado ligado associado ao sistema Aharonov-Casher
confinado em um anel quantico bidimensional, e em um ponto quantico bidimensional,

sob a influéncia de potenciais centrais.

Diante disso, nos capitulos seguintes iremos explorar alguns efeitos quanticos de
uma particula neutra com momento de dipolo magnético na presenca de potenciais centrais

e que interagem com campo elétrico externo.
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2 O sistema Aharonov-Casher sujeito a um

potencial tipo-Coulomb

Neste capitulo, vamos analisar efeitos quanticos sobre uma particula neutra com
momento de dipolo magnético permanente na presenca de um campo elétrico externo.
Discutiremos o surgimento de estados ligados da equagao de Schrodinger-Pauli (1.72) devido
a presenca de um potencial tipo-Coulomb. Potenciais tipo-Coulomb tém sido estudado em
diversos campos da fisica da matéria condensada, como por exemplo, moléculas (IKHDAIR
et al., 2015; GUSEINOV; MAMEDOV, 2004; GUSEINOV, 2004), estudos que trabalham
com sistemas unidimensionais (GRIBI; SIGMUND, 1991; GESZTESY; THALLER, 1981;
REYES; CASTILLO-MUSSOT, 1999; RAN et al., 2000; CHARGUI et al., 2014), sistemas
de massa dependente s da posi¢ao (ALHAIDARI, 2002; ALHAIDARI, 2004; YU; DONG,
2004), interagoes pseudo-harmonicas (IKHDAIR; HAMZAVI, 2012), o potencial Kratzer
(KRATZER, 1922) e defeitos topoldgicos em sélidos (FURTADO et al., 1994; MIL’SHTEIN,
1979; KITTLER et al., 2007; RAN et al., 2009). Podemos mencionar também, estudos
que abordam o potencial tipo Coulomb em propagacao de ondas gravitacionais (ASADA;
FUTAMASE, 1997), modelos de quarks (CRITCHFIELD, 1976), &tomos com momento
de quadrupolo elétrico (BAKKE, 2014a; BAKKE, 2014b; BAKKE, 2015) e momento de
quadrupolo magnético (FONSECA; BAKKE, 2015), momento de dipolo elétrico induzido
(OLIVEIRA; BAKKE, 2016) e mecanica quantica relativistica (CRATER et al., 2009;
MEDEIROS; MELLO, 2012; BAKKE; FURTADO, 2015; KHALILOV, 2005).

2.1 Sistema Aharonov-Casher sujeito a um potencial tipo-Coulomb

No decorrer deste capitulo, vamos discutir o confinamento de uma particula neutra
com momento de dipolo magnético permanente em um potencial tipo-Coulomb e investigar
os efeitos quanticos associados a este sistema. Para essa finalidade, vamos introduzir o

seguinte potencial escalar na equagao de Schrodinger-Pauli (1.72)

vip) =1, (2.1)

onde n é um parametro constante relativa a intensidade do potencial tipo-Coulomb
(MEDEIROS; MELLO, 2012), (BAKKE; MORAES, 2012).

Portanto, substituindo a equagdo (2.1) na equagdo de Schrodinger-Pauli, em

coordenadas cilindricas, obtemos (com unidades naturais ¢ =1e h = 1)
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"ot “am |00 T p0p 2o T 02| T 2mp20p  2mp? 2m

i dac o O 1 (dac)’ 1 (22)
_ L yAac? Y¥ + vac v+ P+ Q¢
m 2w p?2dp = 2mp? \ 2w 8mp? P
Observe que o momento angular total 7, = —10, e o operador p, = —id, comutam

com o operador Hamiltoniano do lado direito da equagao (2.2), e ¥ é uma autofungao de
o3 cujos autovalores sdo s = 4-1. Assim, uma solucio particular para a equacgio (2.2) pode

ser escrita em termos dos autovalores dos operadores J, e p, como

U(t p,ip, 2) = e =D R ), (2.3)

onde [ =0,+1,4£2, ..., k£ é uma constante associada a componente z do momento linear e
R(p) é a funcao da coordenada radial. Assim, substituindo (2.3) na equagao (2.2), obtemos

a seguinte equacgao radial:

d? 1d 2 2mn ] —
st — - — + 8| R(p) =0, 2.4
dp*  pdp p* p () 24

1

T = l+-(1-5)+s—; 2.5
S 8) + 57 (25)

/{32

B = 2m (5 - ) .

2m
Vamos discutir o comportamento assintotico das possiveis solugoes da equagao
(2.4). Conforme mencionado anteriormente, nosso foco é encontrar solugoes de estado
ligado, para isto, vamos considerar % = —v? na equacio (2.4). Substituindo 3% por —v?

na equagao (2.4), iremos também realizar uma mudanca de varidveis dada por: ¢ = 2vp;

dessa forma, obtemos

_ 1_ 2 _ 1=
R+-R-R-"Rr_"“R=o. (2.6)
S G2 29 4

Tomando o limite ¢ — 0 na equagao (2.6), o termo dominante neste limite é

aproximadamente

R'"~ =R (2.7)
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que tem como solucao:

R(s — 0) = <17 (¢), (2.8)

onde 7(g) é uma fungdo desconhecida. Dessa maneira, substituindo a equacao (2.8) na

equagao (2.6), obtemos:

7 - 2F =0 (2.9)

Agora, tomando o limite ¢ — 00, a equagao (2.9), o termo dominante para este

limite é aproximadamente

r (2.10)

Tendo como solucao:

(¢ — 00) = e7 F(q), (2.11)

onde F(s) é uma fungao desconhecida.

Portanto, substituindo a equagdo (2.11) na equagao (2.9), obtemos a seguinte

equacao diferencial de segunda ordem:

1
SF" + 2|7 +1 — ¢|F' + <—IT| —5- nzn) F=0. (2.12)

Podemos obervar que a equacao (2.12) corresponde a equagao de Kummer ou
a equagao hipergeométrica confluente (ARFKEN; WEBER, 2005), (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1964). A fungao F(¢) é uma fungao hipergeométrica confluente, dada por:

1
F(c) :F(|T|+§+?,2|T|+1,g). (2.13)

Além disso, analisando o comportamento assintético para ¢ — 0o, temos que a

funcao hipergeométrica confluente diverge para grandes valores de .

Com objetivo de obter uma fun¢ao de onda bem comportada na origem, vamos

impor a condi¢ao onde a série hipergeométrica confluente torna-se um polinémio de grau
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n (n=0,1,2,...), de acordo com o procedimento ja realizado no capitulo anterior, como

mostra a equacao (1.84). Ou seja,

1 mn
ol 5+ = —n (214)
Desta maneira, da equagao (2.6) podemos escrever —v? = 2m (5 — %), entao,

obtemos da condigao (2.14) que

mn? k2
Enls = — 2+27
2[n+ 1+ 51— s)+sfe|+1]" 2m

(2.15)

A equagao (2.15) é o espectro de energia associado ao sistema Aharonov-Casher
sujeito ao potencial tipo-Coulomb. Podemos notar que existe uma dependéncia dos niveis
de energia com os niimeros quanticos do sistema {n, [, s}. Observe que os niveis de energia

dependem da fase geométrica Aharonov-Casher ¢ ¢ e tem uma periodicidade ¢y = £2,

entdo, €,1s(Pac + ¢o) = €niv1,5(Pac)-
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3 O sistema Aharonov-Casher confinado em
um anel bidimensional sujeito a um poten-

cial tipo-Coulomb

Neste capitulo, iremos investigar os efeitos quanticos associados a interacao entre o
momento de dipolo magnético da particula neutra confinada em um anel quantico bidimen-
sional sob a influéncia de um potencial central tipo-Coulomb. Discutiremos o surgimento
de solugoes de estados ligados na equagao de Schrodinger-Pauli (1.71) devido & presenga
desse potencial. A abordagem do potencial associado ao anel quantico bidimensional
escolhida é o modelo de Tan-Inkson (TAN, 1996),(TAN; INKSON;, 1996), (TAN; INKSON,
1999), ja apresentado no capitulo 1. Tal modelo foi utilizado por ter uma alto potencial
de aplicabilidade como é possivel constatar em diversos estudos envolvendo anéis com
dimensoes mesoscopicas. Além disso, investigagoes com anéis quanticos sujeitos a campos
externos apresentam uma série de fenémenos fisicos muito interessantes, como, por exemplo,
o efeito Aharonov-Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959),(KEYSER et al., 2002), o efeito
Hall quantico (HALPERIN, 1982), a fase quantica de Berry (CHANDRASEKHAR et al.,
1991), (BERRY; KEATING, 1994), a interagao spin-érbita (MEIR et al., 1990), correntes
persistentes (TAN; INKSON, 1999), (AVISHAI et al., 1993), (AVISHAI; KOHMOTO,
1993) e densidade de estados em anel quantico (KIM et al., 2017)

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na secao abaixo, investigamos a
influéncia de um potencial tipo-Coulomb sobre um sistema no qual uma particula neutra
de momento de dipolo magnético esta confinada em um anel quantico bidimensional; e

apresentamos as nossas consideracoes finais a respeito do tema.

3.1 Efeitos associados ao Analogo do Potencial de Coulomb

Nesta se¢ao, iremos investigar o comportamento de uma particula neutra que
interage com um campo elétrico radial confinado em um anel quantico bidimensional
assumindo que esse sistema estd sujeito a um potencial do tipo-Coulomb. Dessa forma,
além do potencial referente ao anel bidimensional, incluiremos a presenca de um potencial

tipo-Coulomb %, assim, o potencial escalar V' (p) na equagao (1.71) fica escrito na forma:

V(p) = "+p+@p+%, (3.1)

p
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onde n é um parametro constante que caracteriza o potencial tipo-Coulomb. Note que,
tomando o parametro = 0, a expressao (3.1) representa o modelo de Tan-Inkson para

um anel quantico bidimensional, descrito na equagao (1.71).

Através dessas consideragoes, escrevemos a equagao de Schrodinger-Pauli (1.72),

em coordenadas cilindricas, da seguinte forma (com unidades naturais ¢ =1e h = 1):

Z@t N 2m

_ ioacdt W 1 (onc)’ 1
2 8mp?

o 1 [0% 10 10% 030 1

W _ Fv 100 1 ] i ot dac
o>  pdp  p*Op* 027

(3.2)

a
e R LT (L

m 2w p? dp = 2mp?

Utilizando os mesmos argumentos usados nos capitulos anteriores, a solucao para a

equagao (3.2) pode ser escrita como:

b = oiEt 6i(l+%)<p oikz £(p). (3.3)
onde [ = 0,£1,42,..., k é uma constante associada a componente z do momento linear e
fs € uma funcao desconhecida da coordenada radial.

Assim, substituindo a solugao (3.3) na equagao (3.2), obtemos a seguinte equagao

radial:

2 1d 72 2mm
e — — = 2may p® — —— + B| fs (p) =0, 3.4
2 a2 20 s (p) (3.4)

onde definimos os parametros:

™ = Y4 2may;
1
v o= l—|—2(1—s)—i—s¢2AC;
, i (3.5)
k
B = 2m<5—Vo—>.
2m
Agora, vamos simplificar nosso sistema fazendo k£ = 0, a fim de reduzir o sistema
para um sistema planar e realizar uma mudanca de variaveis dada por: & = (2ma2)1/ 4 0;
deste modo, obtemos
1 T2 0 I6]
f!_'_*fé_7fs_7fs_§2fs+7fszoa 3.6
elimal NeT (36)
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2mn

onde § = maz) T

Procedendo com a anélise assintética da equagao (3.6), para os limites & — 0 e
¢ — 00, podemos escrever escrever a funcao fs (§) em termos de uma fungdo desconhecida
H; (&) como:

f(©) =T M m, (). (3.7)

Substituindo (3.7) em (3.6), obtemos

2|7 +1

£

H! + [ — 251 H. + [g — g] H, =0, (3.8)

onde g = \/2;%2 —2—=2]7|. A funcdo H, (§) é uma solugao para equacao diferencial de

segunda ordem (3.8) e é conhecida como fungdo biconfluente de Heun (ARSCOTT, 1995):

HS(§)=H<2|T|,O, 5 o5 g). (3.9)
2

V2ma

Conforme mencionado anteriormente, nosso foco é encontrar solugao de estado
ligado para a equagdo de Schrodinger, portanto prosseguimos com o método de Frobenius
(ARFKEN; WEBER, 2005) a fim de escrever a solugao para equagao (3.8) como uma
expansao em série de poténcias em torno da origem: H, (§) = 352, d; &/. Substituindo

esta série na equagao (3.8), obtemos a seguinte rela¢ao de recorréncia:

4oy — J gy 9=2)) |
MG+ (4140 Y (+2) (+146) 7

(3.10)

onde § = 2|7| + 1. Iniciando com dy = 1 e usando a relacao (3.10), podemos calcular
outros coeficientes da expansao em série de poténcias H, () = >ieo d; &7, Por exemplo,

temos

diy = gé
(3.11)

S

27 2001+60) 201+06)

Observe que podemos obter solucoes de estados ligados, impondo que a expansao

em série de poténcia H, (§) = 232, d; &7 torna-se um polindmio de grau n.
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Através da relagdo de recorréncia (3.10), esta expansao em série de poténcias

torna-se um polinomio de grau n impondo as seguintes condigoes:

g=2n e du1 =0, (3.12)

onden=1,2,3,...,eg= \/Qf%;@ — 2|7| — 2. Analisando a condi¢do g = 2n, obtemos os
niveis de energia para estados ligados (BARBOZA; BAKKE, 2015):

s =wn+ 7|+ 1]+ W, (3.13)
onde w = \/27% corresponde a frequéncia angular do sistema.

Os niveis de energia (3.13) correspondem ao espectro de energia de uma particula
neutra com momento de dipolo magnético permanente confinado em um anel quantico
bidimensional na presenca de um potencial tipo-Coulomb. Note que, ao contrario de
estudos de confinamento de particulas em um anel quantico (FURTADO et al., 2007),
(BAKKE; FURTADO, 2012) e (TAN, 1996), a presenca do potencial do tipo-Coulomb
modifica o espectro de energia do confinamento de uma particula em um anel quantico
bidimensional. Podemos constatar isso, quando comparamos os niveis de energia (3.13)
com o espectro de energia para o caso de uma particula neutra com momento de dipolo
magnético permanente confinada em um anel bidimensional (1.85), descrito no capitulo
1. Além disso, a frequéncia angular do modelo de Tan-Inkson wy = \/% (TAN, 1996)

¢ modificado pela influéncia do potencial tipo-Coulomb, onde a frequéncia angular do
sistema torna-se w = /292,

m

Agora, vamos analisar a condi¢ao d;,1 = 0 dada na Equagao (3.12). Recentemente,
a andlise da condicao dz+1 = 0 feita em alguns estudos na mecéanica quantica origina
uma relacdo entre a frequéncia angular e os nimeros quanticos do sistema (MEDEIROS;
MELLO, 2012), (BAKKE; MORAES, 2012). Do ponto de vista matemaético, a relacdo em
que envolve a frequéncia angular e os niimeros quanticos {n, [, s} resulta do fato de que
as solugbes exatas para equacao (3.8) sdo alcangadas para alguns valores da frequéncia

angular.

No que se segue, vamos discutir a relagdo entre a frequéncia angular w = 4/ 2% e
os numeros quanticos do sistema. Primeiramente, vamos assumir que o parametro as do
modelo Tan-Inkson pode ser ajustado de tal forma que a condi¢do dz 1 = 0 é satisfeita. O
significado do pressuposto é que alguns valores especificos do parametro ay sao permitidos a
fim de obter soluc¢oes de estados ligados. Além disso, os valores permitidos de ay dependem

4 A . — . . 'ﬁ’l,s N . ,
dos nimeros quanticos {n, [, s}; assim, chamamos as = a3’ "° e a frequéncia angular é
escrita como w = wy ;5. Portanto, as duas condigoes estabelecidas na equagao (3.12) s@o

satisfeitas e uma expressao polinomial para a fungdo H; (£) é obtida. Vamos exemplificar
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esta discussao considerando o estado de menor energia, que é determinado por n = 1. Neste
caso, a condigao dz41 = 0 leva a dy = 0, entdo, usando a relagdo (3.11), a correspondente

frequéncia angular associada ao estado de menor energia é dada por

2mn

=20 3.14
T @ 1) (3-14)

Dessa forma, a expressao geral para os niveis de energia (3.13) deve ser escrita

CcOomao:

Ents=wnrs 24 |7+ 1]+ ay-ay's. (3.15)

Portanto, das equagoes (3.14) e (3.15) podemos ver que os efeitos do potencial
tipo-Coulomb no espectro de energia da particula neutra confinada em um anel quantico
bidimensional correspondem a uma mudanca dos niveis de energia, cujo estado de menor
energia é definido pelo niimero quantico n = 1 e a frequéncia angular depende dos niimeros
quanticos {n, [, s}. Esta dependéncia da frequéncia angular com os ntimeros quanticos
{n, I, s} significa que nem todos valores da frequéncia angular sdo permitidos, mas alguns
valores especificos do parametro as que sao definidos de tal maneira que as condigoes
estabelecidas na equagao (3.12) sdo satisfeitas e uma solugao polinomial para a fungao
H, (§) é obtida. Note que, embora exista a presenga de um potencial tipo-Coulomb, este
sistema continua sendo um sistema mesoscopico e, portanto, podemos esperar a mesma

escala de energia daquela discutida na referéncia (TAN, 1996).

2

Além disso, devido ao pardmetro 72 = {l +1(1-s)+ sd’;‘—ﬂc} + 2may, podemos
observar nas equacoes (3.14) e (3.15) a dependéncia de ambos niveis de energia e a
frequéncia angular com a fase geométrica Aharonov-Casher (AHARONOV; CASHER,
1984).

Considerando o estado de menor energia (n = 1), obtemos o seguinte nivel de

energia

2mn V2m3 n? a;
El1.= +2l 4+ L = 3.16
L= Gy AT G (3.16)

onde substituimos a frequéncia angular (3.14) na equagao (3.15). Note que o nivel de energia
do estado de menor energia (3.16) depende da fase quantica geométrica Aharonov-Casher

com periodicidade ¢y = 27, entdo, temos que & ;s (dac + Po) = 1,141, s (Pac)-

Em particular, observamos uma dependéncia da frequéncia angular com a fase
quantica de Aharonov-Casher (3.14) e que a expressao para a frequéncia angular muda

para outros valores do niimero quantico n, isto é, para outros niveis de energia.
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Ao longo desse desenvolvimento, investigamos os efeitos do potencial tipo-Coulomb
no confinamento do sistema Aharonov-Casher em um anel quantico bidimensional. Alguns
efeitos quanticos puderam ser observados neste sistema: uma dependéncia dos niveis de
energia na fase geométrica Aharonov-Casher e uma dependéncia da frequéncia angular
nos nimeros quanticos do sistema e também a fase quantica geométrica. Como um caso
particular, obtivemos a frequéncia angular do estado fundamental. No capitulo seguinte,
iremos investigar o mesmo sistema agora confinado em um ponto quéantico sob a influéncia

dos potenciais linear e tipo-Coulomb.



o1

4 QO sistema Aharonov-Casher confinado em

um ponto quantico

A partir de agora vamos analisar efeitos quanticos associados ao nosso sistema agora
confinado em um ponto quantico bidimensional sob a influéncia dos potenciais centrais tipo-
Coulomb e linear. Como ja mencionado anteriormente, o potencial tipo-Coulomb tem sido
estudado em diversos cenarios da fisica da matéria condensada e o interesse em incluir um
potencial confinante linear vem dos estudos da fisica atomica e molecular (AUSTIN, 1980),
(VRSCAY, 1985), (CASTRO; MARTIN, 2000), estudos que abordam o confinamente
de quarks (CRITCHFIELD, 1975);(CRITCHFIELD, 1976), e onde dados experimentais
mostram que o comportamento do confinamento é proporcional a distancia entre quarks
(KAUSHAL, 1975), (EICHTEN et al., 1980). O potencial tipo-Coulomb também foi
explorado em estudos da interacao entre quark-antiquark, onde o termo de massa adquire
uma contribui¢ao dada pelo potencial de interagao, que consiste em um potencial linear
e um potencial de confinamento harmoénico mais um termo do potencial de Coulomb
(BAHAR; YASUK, 2013). Além disso, estudos de sistemas quanticos relativisticos também
tém mostrado um grande interesse no potencial escalar linear (PLANTE; ANTIPPA,
2005), (NOBLE; JENTSCHURA, 2015),(GLASSER; SHAWAGFEH, 1984).

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na secdo 4.1, mostraremos
a influéncia de um potencial linear sob o sistema Aharonov-Casher confinado em um
ponto quantico e na secao 4.2, investigamos a influéncia dos potenciais linear mais o
tipo-Coulomb sob o sistema Aharonov-Casher confinado em um ponto quantico e por fim,

nossas consideragoes finais.

4.1 Influéncia de um potencial escalar linear

Vamos discutir agora a influéncia de um potencial escalar linear sobre uma particula
neutra confinada em um ponto quantico bidimensional (BAYER et al., 2000) quando o
momento de dipolo magnético da particula interage com um campo elétrico externo. O
potencial de Tan-Inkson (1.71) pode ser utilizado para descrever vérias estruturas quanticas
por ser um modelo bastante versatil. Com isso, podemos descrever um ponto quantico
que é modelado por um confinamento parabdlico (TAN, 1996),(TAN; INKSON, 1996),
(TAN; INKSON, 1999). Sendo assim, fazendo a; = 0 na equagao (1.71), obtemos

V(p) = asp® (4.1)
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isto é, a equagao (4.1) descreve o potencial de confinamento para um ponto quéantico.

O confinamento de uma particula neutra com um momento de dipolo magnético
em um ponto quantico sujeito a efeitos de um potencial linear central pode ser descrito

introduzindo o seguinte potencial escalar na equacao de Schrodinger:

V(p) = ap + asp® (4.2)
onde a é uma constante que caracteriza o potencial escalar linear.

Podemos obervar que na equagao (4.2), tomando o pardmetro @ = 0, o potencial
escalar representa o modelo de Tan-Inkson para um ponto quantico bidimensional, como
visto em (4.1). O parmetro as ¢ uma constante que caracteriza o modelo de Tan-Inkson
para um ponto quantico. Seguindo os mesmos passos do capitulo anterior, temos a seguinte

equagao de Schrodinger-Pauli (com unidades naturais c=1e h = 1):

om p? o 2mp? 21

ZE 2m
i ¢aco’ 3¢+ 1 <¢AC>2¢+

9 1 [0% 10 10%) 02 030 1

oY O 10y 1P 0| i o0 Pac
op*>  pOp  p*Op*  02°

(4.3)

1
Qw +al)¢+a2p2w
mp

m 2m p? d¢  2mp? \ 21 8

Novamente, observamos na equagao de Schrodinger (4.3), que ¥ é uma autofuncao

3. onde os autovalores sdo s = £1 e que os operadores J, = —id, e p, = —i0,

de o
comutam com o operador Hamiltoniano dado no lado direito da Equagao (4.3). Por isso,
uma solugao particular para a equagao de Schrodinger-Pauli (4.3) pode ser escrita em

termos dos autovalores dos operadores J, e p,,

"ps — efigt ei(l—i—%)go eikz G(p), (44)

onde [ = 0,£1,42,..., k é uma constante associada a componente z do momento linear e

G(p) ¢ a funcdo desconhecida da coordenada radial.

Assim, substituindo a equacao (4.4) na equagao (4.3) e considerando k£ = 0 a fim

de termos um sistema planar, obtemos a seguinte equacao radial:

o1l 2masp?® + 2me| G (p) =0 (4.5)
— +—— — — — 2map — 2ma me = :

onde 7 ¢é definido na equagdo como:

T:l—l—7(1—8)+8%- (4.6)
2
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Realizando uma mudanca de varidveis dada por: & = (Qmag)i p, a equagao (4.5)

torna-se:

d,G  1dG )
de*Ech_EG G — £2G + BG =0, (4.7)

onde definimos os parametros

B 2mao
i = o

2mag)3/4

( , 2) (4.8)
g= 2"

(2ma2)1/2'

O comportamento das possiveis solugoes para a equagao (4.7), que sao determinadas
pelos limites £ — 0 e £ — 0o permite escrever a fungao G(§) em termos de uma fungao

desconhecida H () de tal forma que:

G(e) = e T Fellm(e). (4.9)

Substituindo a equagao (4.9) na equacao (4.7), obtemos

PH (27| +1
_l’_
dg? §

onde os parametros g e h sdo definidos como

— _2£‘|Cm+[ Z_

= ] H =0, (4.10)

~2
g = ﬁ+%—2—2!ﬂ;
(4.11)

2|7+ 1).

=
Il
N | =

A equagao (4.10) é conhecida como equagao biconfluente de Heun e a funcao H (&)
¢ conhecida como a funcao biconfluente de Heun (ARSCOTT, 1995):

H(E) = Hy <2|T| s+ s) (4.12)

A fim de proceder com nossa discussao sobre solugoes de estado ligado, vamos usar

o método de Frobenius como usado em discussoes anteriores. Portanto, a solucao para a
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equagao (4.10) pode ser escrita como uma expansao em série de poténcias em torno da

origem, ou seja,
(4.13)

H(E) =" d;é.
=0
Substituindo a série (4.13) na equacao (4.10), obtemos a seguinte relacao de

recorréncia,
— 94
g (4.14)

pj+1)+h g A
jH2G+2+2r) T GG +2+2r])

dj+2 = (
Vamos assumir dy = 1 e, em seguida, usando a relacio (4.14), podemos calcular

outros coeficientes da expansao em série de poténcias (4.13), como, por exemplo,

(4.15)

g, — Mith) g
42+2I7)  2(24+2|7])
A fim de obtermos solugoes de estado ligado, vamos impor que a expansao em
série de poténcia (4.13) ou a série biconfluente de Heun torne-se um polindémio de grau n.

Através da relagao de recorréncia (4.14), esta expansao em série de poténcias torna-se um

polinomio de grau n impondo as seguintes condigoes:
g=2n e dnp1 =0, (4.16)
onde n = 1,2,3,.... A partir da condigao g = 2n, podemos obter a expressao para os
niveis de energia para estados ligados (BARBOZA; BAKKE, 2016a):
o2
Eals =wn+ |7+ 1] — ——, 4.17
o= w4 7+ 1] = 2 (1.17)
onde n =1,2,3,...é o numero quantico associado aos modos radiais, [ = 0,£1,£2,... éo0
numero quantico do momento angular, s = +1 é o nimero quantico de spin e a frequéncia
angular do sistema w ¢ dado por
2a
2 (4.18)
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Podemos notar que a frequéncia angular do modelo de Tan-Inkson para um ponto
quantico (TAN; INKSON;, 1999), (TAN, 1996) é dada por w = \/%, ou seja, a influéncia
do potencial escalar linear no confinamento da particula neutra a um ponto quantico
modifica a frequéncia angular do modelo de Tan-Inkson como observamos no resultado
dado na equagao (4.18). A equagdo (4.17) corresponde ao espectro de energia de uma
particula neutra confinada em um ponto quantico bidimensional sob a influéncia de um
potencial linear. Observamos que esses niveis de energia dependem da fase geométrica

quantica Aharonov-Casher ¢4 devido a prensencga do parametro 7.

Na sequéncia, vamos analisar a condi¢do ds, 1 = 0 presente em (4.16). Para este
propoésito, vamos assumir que a frequéncia angular w pode ser ajustada de tal maneira
que a condicdo dn,1 = 0 seja satisfeita. Essa condicdo é possivel pois podemos ajustar
o parametro as do modelo de Tan-Inkson. Com esse pressuposto, temos que ambas as
condigbes impostas na equagao (4.16) sao satisfeitas e obtemos uma solugao polinomial
para a fungdo H(&) analisada. Como consequéncia desta andlise é que obtemos uma
frequéncia angular w que dependera dos nimeros quanticos {n,[, s} do sistema. Isto
significa que apenas alguns valores especificos do parametro a, serdo permitidos para que

possamos obter solugoes de estados ligados.

Como um exemplo, vamos considerar n = 1, que corresponde ao estado de menor
energia, e ao tomarmos dz,; = 0, teremos dy = 0. A condi¢ao ds = 0 impoe que a

frequéncia wy ;s seja da seguinte forma:

)y

052 1/3

A frequéncia (4.19) mostra que somente valores especificos de w sao permitidos e

dependem dos niimeros quénticos {n, [, s}. Por esta razao, renomeamos a frequéncia como:

n,l,s
2a,

m

Wi s = (4.20)

Através do estudo feito acima, podemos notar que as equagoes (4.19) e (4.20) estao
associadas a um efeito quantico caracterizado pela dependéncia da frequéncia angular
com os nimeros quanticos {n,[, s} do sistema e com a fase Aharonov-Casher ¢4¢ através
do pardmetro 7 definido na equagao (4.6). Essa dependéncia da frequéncia angular com
a fase geométrica Aharonov-Casher e com os nimeros quanticos do sistema é gerada a
partir da influéncia do potencial escalar linear no confinamento de uma particula neutra
em um anel quantico. Nos tltimos anos, efeitos analogos desta dependéncia da frequéncia

angular com os nimeros quanticos e com a fase Aharonov-Casher tém sido investigados
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em diferentes contextos da mecéncia quantica (MEDEIROS; MELLO, 2012), (BAKKE,
2014a),(BAKKE; BELICH, 2015).

Vamos agora substituir a equacao (4.19) na equacao (4.17) para obtermos a
expressao associada aos niveis de energia correspondentes ao estado de menor energia do

sistema. Podemos notar que o espectro dessa configuragao é tal que

o2 1/3 o? m 2/3
L= 9 3 9 - — [ — 2~ ) 4.21
1y, [Qm( 7| + )] x [|7] + 2] m <a2[2|7'\ i 3}) ( )

Na expressao acima observamos a presenga do parametro 7, isto significa que os
niveis de energia associados ao estado de menor energia do sistema dependem da fase

quantica geométrica Aharonov-Casher, onde ha condi¢ao de uma periodicidade ¢g = +27;
assim: £15(¢ac + ¢o) = €1,141,5(Pac)-

Observe que 1 = 1, recai em um caso simples da funcao H(§) que corresponde a
um polindmio de primeiro grau. Portanto, a funcao de onda radial associada com o estado

fundamental é

Gris(r) = e_ge_%gfh| (1 + gf) . (4.22)

Dessa maneira, podemos escrever de uma forma geral os niveis de energia dos
estados ligados da seguinte forma (BARBOZA; BAKKE, 2016a):

042

Enls = Wais|n+ |T| + 1] — (4.23)

2
Qmw,-%l’S

O espectro de energia (4.23) corresponde aos niveis de energia de uma parti-
cula neutra confinada em um ponto quantico (TAN; INKSON, 1996), (TAN; INKSON,
1999),(TAN, 1996) sob a influéncia de um potencial linear na presenga de um campo
elétrico £ = %ﬁ. Esta expressao geral mostra que os niveis de energia dependem da
fase geométrica Aharonov-Casher e a frequéncia angular do sistema depende do niimeros

quanticos {n,l, s} e também da fase geométrica Aharonov-Casher.

4.2 Influéncia dos potenciais linear e tipo-Coulomb

Nesta se¢do, nosso foco é investigar os efeitos quanticos associados com a fase
geométrica quantica Aharonov-Casher quando uma particula neutra esta confinada em um

ponto quantico sob a influéncia de um potencial escalar linear e um potencial tipo-Coulomb.
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Para esta analise, vamos descrever o confinamento da particula neutra sob a influéncia

desses potenciais da seguinte maneira:

Vip) = Z + ap + agp?, (4.24)

onde 7 e a s@0 constantes que caracterizam o potencial tipo-Coulomb e o potencial escalar
linear, respectivamente. Observe que, tomando os pardmetros o = n = 0, significa que o
potencial descrito na equagao (4.24) refere-se ao modelo de Tan-Inkson para um ponto
quéntico em duas dimensoes como descrito na equagao (4.1) (TAN, 1996). Conforme ja
dito anteriormente, vamos considerar que a particula neutra estd inserida numa regiao
onde p # 0, assim, o termo V-Eé nulo, onde assumimos que a funcao de onda da particula
neutra é bem comportada na origem. Assumimos também que o momento de dipolo
magnético da particula neutra estd alinhado na direcdo z como ja foi mencionado nas
segoes anteriores, logo a equacao de Schrodinger-Pauli torna-se (com unidades naturais
c=1leh=1)

2m p? dp  2mp? 27

2 2 2 .3
o0 [P0 100 10 ) i P01 b
ot 2m | 0p?>  pOdp  p*Op? 022

1 ¢ACU3 (w 1 <¢AC>2¢+ 1

B m 21 p? Op  2mp? \ 27 8mp?

o+ Z¢ + ap + asp™.

Seguindo os mesmos passos realizados da equagao (4.3) a equacao (4.6), obtemos a

seguinte equagao radial:

¢ 1d 7 2mpy ~
e — — — T —2map — 2magp* + 2me| G = 0, (4.26)
dp> pdp p* p
onde 7 estd definido na equacdo (4.6) e a funciao G(p) foi substituida por G(p). Vamos
realizar a mesma mudanca de varidveis utilizada na secao anterior, que é, £ = (2mag)"/*p

que resulta em

¢ ., 1dG 7. 0. .
—G+-——=5G— -G —jiG -G+ BG =0 4.27
RN 427

onde os paramtros ji e [ estdo definidos na equagao (4.8) e o novo pardmetro 6 é definido

como

2mn
(2mag)V/4

0= (4.28)
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A partir da discussao acerca do comportamento assintotico da fun¢ao de onda

realizada da equacio (4.9) a equacao (4.12), podemos escrever a funcio G(£) em termos

de uma funcio desconhecida H(¢) como na equacao (4.12), que é,

= S =
G =eze 2gMH(). (4.29)
Substituindo a equagao (4.29) na equagao (4.27), obtemos
H 27| +1 dH .
71 + —g—zg] T lg— Q =0, (4.30)

dg? §

onde o parametro g estd definido na equagio (4.11) e o parametro f é definido como:
(4.31)

f==0@lr|+1)+0.

A funcio H(€), que é solucdo da equacdo diferencial (4.30), é conhecida como a

N | =

fungao biconfluente de Heun (ARSCOTT, 1995), cuja forma é:
(4.32)

~2
H(¢) = Hp <2|T|,ﬂ,ﬂ + ‘1,2@,5) .

A fim de proceder com nossa discussao sobre estado ligado, vamos seguir os passos
realizados da equagao (4.13) a equagao (4.16). Nesse caso, a relagdo de recorréncia serd

lg = 2)) g, (4.33)

I (CE S VR
G2t (G2 +2+2)

aqui, vamos assumir que ¢y = 1 e, em seguida, usando a relagdo (4.33), podemos

calcular outros coeficientes da série biconfluente de Heun (4.13), como, por exemplo,

61 = 7.]0 )
(1+2|7|) (430
f(f+ 1) B g
2(2+2|7])

2 = 50120+ 20r)

Através das condigoes estabelecidas na equagao (4.16) temos que a série biconfluente

de Heun torna-se um polinémio de grau . A partir da condigdo g = 2n, obtemos a mesma
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expressao para os niveis de energia para estados ligados obtida na equacao (4.17) e a

mesma frequéncia angular w obtida na equacao (4.18), que sao, respectivamente

042

eats = wln+ [ +1] = o5, (4.35)
2&2

_ 4.36

w m ( )

onden=1,2,3....

Novamente, podemos notar que a frequéncia angular se difere da que é apresen-
tada no modelo de Tan-Inkson (TAN; INKSON, 1996) e o estado de minima energia é
determinado pelo nimero quéantico 7 = 1. Os niveis de energia (4.35) apresentam uma
dependéncia com a fase geométrica Aharonov-Casher através do pardmetro 7, entretanto,
nao dependem do parametro 7 associado com o potencial tipo-Coulomb. Por esta razao,
vamos analisar a condicao ¢z 11 = 0. Para esse objetivo, vamos assumir que o parametro
as do modelo de Tan-Inkson pode ser ajustado de tal maneira que a condi¢ao ¢z+1 = 0

seja satisfeita.

Como um exemplo, vamos considerar o estado de menor energida do sistema
(n = 1), nesse caso, temos que ¢; = 0 da condigdo ¢z41 = 0. A condigdo ¢ = 0 impoe
que os possiveis valores da frequéncia angular w ;s satisfagam uma equacao algébrica de
terceiro grau na forma a seguir (BARBOZA; BAKKE, 2016a):

2mn? 24927 o2
wil,s - 777("]%,[,5 - 20{77( | |;w1,l,s .

(1+2/7)) a+27) (3+27[) =0. (4.37)

2m

Veja que a equagao (4.37) tem pelo menos uma solugao real, mas nao apresentaremos
aqui pois sua expressao é muito longa. Observe que, a solu¢ao da equagao (4.37) depende
do parametro 7, expressando que a frequéncia angular associada ao estado de minima
energia do sistema depende da fase quantica geométrica Aharonov-Casher ¢ 4¢. Existe
também uma dependéncia com os pardametros 7 que caracteriza o potencial tipo-Coulomb
e « associado ao potencial linear. Além disso, para n = 1, teremos o caso mais simples da

funcao H (&) que corresponde a um polindémio de primeiro grau do tipo:

(4.38)

Grus(€) = e F el (1 CLEE 29§>

2(1+2|7))

Assim, uma expressao geral para os niveis de energia (4.35) é dada por (BARBOZA;
BAKKE, 2016a):
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a2

—
2mwﬁ7l78

Ents = Wags[l +[T] +1] = (4.39)

Através do estudo feito acima, foi possivel obter solugoes de estado ligado para o
movimento de uma particula neutra com momento de dipolo magnético permanente que
interage com um campo elétrico radial confinada em um ponto quéntico sob a influéncia de
potenciais tipo-Coulomb e linear escalar. Podemos observar que existe uma dependéncia

dos niveis de energia (4.39) com a fase geométrica Aharonov-Casher ¢ 4¢.
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5 Analogo a quantizacao de Landau para par-

ticulas neutras

Mostraremos neste capitulo que é possivel obter um analogo a quantizacao de
Landau para particulas neutras, através de uma configuracao adequada de campos que
permite calcularmos os niveis de energia e as func¢des de onda deste sistema, resolvendo
a equacao de Schrodinger. Inicialmente realizamos uma revisao sobre a quantizacgao de
Landau para uma particula carregada, em seguida apresentamos a quantizagdo de Landau
para uma particula neutra com um momento de dipolo magnético permanente na presenca
de campos externos sob a influéncia de um potencial tipo-Coulomb (BARBOZA; BAKKE,
2016b). Para isto, vamos utilizar a ideia de Ericsson e Sjoqvist (ERICSSON; SJOQVIST,
2001) que consiste em usar o sistema proposto por Aharonov e Casher (AHARONOV;
CASHER, 1984) para gerar um analogo a quantizacao de Landau em sistemas de dtomos

neutros.

5.1 Quantizacao de Landau

Nesta se¢ao vamos introduzir a quantizacao de Landau para uma particula carregada
na presenca de um campo magnético uniforme (LANDAU; LIFSHITZ, 1977). De acordo
com a mecanica quantica, quando uma particula carregada estd uma regiao onde existe um
campo magnético uniforme perpendicular ao plano de movimento da mesma, ela adquire
orbitas discretas com niveis de energia quantizados, conhecidos como niveis de Landau

(LANDAU; LIFSHITZ, 1977).

Os niveis de Landau apresentam uma quantizacao de energia similar a do oscilador
harmonico, entretanto, cada nivel de Landau ¢ inifinitamente degenerado. O estudo sobre
os niveis de Landau é bastante importante, uma vez que, serve como base para estudos
sobre efeito Hall quantico (COSTATO, 1994) , como também para explicagoes sobre
dependéncia das propriedades eletronicas de alguns tipos de material que interage com o
campo magnético aplicado (HOLSTEIN et al., 1973).

Como ponto de partida, vamos considerar uma particula carregada com carga g e
de massa m que se move no plano r — y na presenca de um campo magnético uniforme e
constante perpendicular a este plano. O hamiltoniano que descreve a dindmica de uma

particula carregada na presenca de um campo eletromagnético é dado por:

Lo 2
H= —m(p—eA) + eV, (5.1)
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onde p = —ihV é o operador momento, A é o potencial vetor e V' é o potencial escalar.

A fim de obtermos um campo magnético uniforme B = BZ, vamos considerar o

potencial da seguinte forma:

A = —Byz, (5.2)

onde B =V x A.
Dessa forma, podemos escrever a equacao de Schrodinger da seguinte maneira:

(5.3)

2m

(B2 + eBy)? + by, + P2 = €9,
A equacdo (5.3) nao depende explicitamente de x, dessa forma, o operador p,

comuta com o Hamiltoniano. Esse fato nos leva a escrever a solugao para a equagao (5.3)

da seguinte forma:

b = elmPtap)y (), (5.4)

Substituindo a solu¢ao (5.4) na equagao (5.3), obtemos a seguinte equagao para

X(y):
i 1 2 2
" z
X' +2m Ks— 2m> - §mw3(y—yg) x =0, (5.5)
onde yo = — 25 e wp = |°;‘nB.
Realizando a seguinte mudanca de varidveis o = /mwg(y — o), a equacao (5.5)
torna-se

(5.6)

2 2
X//+[< . pz>—Q2]X_O-
wpB wppm

O comportamento assintético das solugoes possiveis para a equagao (5.6) é deter-

minado quando o — co. Quando tomamos ¢ — 0o, os termos dominantes sao: \” ~ 0%y
2
cuja solucdo é y = e~ 7, pois a solucdo tem que ser finita no limite ¢ — £oo. Assim,

podemos escrever uma possivel solugao para a equac¢ao anterior como:

X =eTV(o).



Capitulo 5. Andlogo d quantiza¢do de Landau para particulas neutras 63

Substituindo a equagao (5.7) na equagao (5.6), obtemos a seguinte equacao para

V(o):
V" =20V +2nV =0, (5.8)
onde
2 2
o= Pz (5.9)
wpB wpm

A equacao (5.6) tem como solugao os polindémios de Hermite H,, (o). Dessa forma,
a equacao (5.7) torna-se

x(0) = e~ T Hy(o). (5.10)

Por fim, usando as equagdes (5.4) e (5.10), obtemos as fun¢ées de onda normalizadas

da particula carregada, cuja relacao explicita é:

1 ] _ w-y)? Y — Yo
_ TPy 272
Unp, (7,y) = 7r1/4)\g2(2”n!)1/26 e 5 H, ( N ) ) (5.11)
onde
1
Ap = — (5.12)

¢ o comprimento de onda magnético que fornece as dimensoes tipicas do sistema.

A quantizagao da energia vem da condi¢ao de que a equagao (5.8) possui solugoes
para inteiros positivos n. Assim, solucionando a equagao (5.9) para ¢ temos (LANDAU;

LIFSHITZ, 1977)

1 p?
sn:w3<n+2>+2;n, n=0,1,2,3,--- (5.13)

Note que o espectro de energia da particula (5.13) é andlogo ao do oscilador
harmonico com a frequéncia de oscilagao igual a frequéncia do ciclotron wg correspondente
ao caso classico. Entretanto, observamos que para qualquer valor de n, temos uma

degenerescéncia infinita.
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Além disso, a equagao (5.13) ndo depende do momento p,, significa que a particula
nao é quantizada na direcao de z, logo, p, pode variar continuamente de —oo a +o00.
Existem infinitas possibilidades de p, para um determinado valor de n, isto é, em cada

nivel de Landau existe infinita degenerescéncia.

5.2 Analogo a quantizacao de Landau para particulas neutras

A quantizacdo de Landau para particulas neutras foi proposta por Ericsson e
Sjoqvist (ERICSSON; SJOQVIST, 2001), em 2001, com o objetivo de construir um
sistema quantico onde o efeito Hall quantico para particulas neutras pudesse ser observado.
Dessa forma, Ericsson e Sjoqvist se basearam na interacao do efeito Aharonov-Casher e

mostraram a existéncia de um analogo a quantizacao de Landau para um dipolo magnético.

Para alcancar esse sistema, os autores estabeleceram um modelo onde o campo
elétrico externo interage com o momento de dipolo magnético permanente da particula

neutra em movimento, de modo a satisfazer as seguintes condigoes especificas:

1. Auséncia de torque no momento de dipolo magnético da particula neutra;

2. O campo elétrico deve satisfazer as condigoes eletrostaticas, ou seja, OE =0 e
VxE= 0;

3. Existir a presenca de um campo magnético efetivo uniforme dado por BZ F=VX ffe £

O termo A.; = & x E corresponde a um potencial vetor efetivo, que é conhecido
como o potencial vetor Aharonov-Casher, onde E é o campo elétrico e ¢ sao as matrizes
de Pauli.

O Hamiltoniano que descreve a interacao entre um atomo com momento de dipolo

magnético e um campo elétrico é dado pela equacao (1.68), como

1 = prE? 1 =
H=—(p—udx E)?— L V.-FE 5.14
2m(p po X E) 5 T o , (5.14)

onde ¢ sdo as matrizes de Pauli e g é o médulo do momento de dipolo magnético.
Considerando que o momento de dipolo esteja orientado na direcao z e adotando a seguinte

configuragao para o campo elétrico

LA
E= 7"/3 (5.15)

onde A é uma constante associada a densidade volumétrica de carga elétrica, e assim, as

condigoes exigidas por Ericsson e Sjoqvist sdo satisfeitas.
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Portanto, escolhendo um campo elétrico que satisfaz as condi¢bes acima, foi
mostrado em (ERICSSON; SJOQVIST, 2001) que o movimento da particula neutra
adquire orbitas discretas, onde os niveis de energia correspondem ao analogo a quantizacao
de Landau. Este andlogo a quantizacao de Landau corresponde a quantizacao Landau-
Aharonov-Casher (ERICSSON; SJOQVIST, 2001). Aplicando a equacdo de Schrodinger-
Pauli (1.72) (com unidades naturais ¢ = 1 e h = 1), e usando o ansatz ¥ = e '),

temos

o 1 0277D 1877D 1 821/J 82@ZJ iwAc 81/1 mwic 9 wac
V= omlar o T e T T 2 o, s PV T ¥ (B10)

onde definimos a frequéncia do ciclotron, dada por

A
wae = P2 (5.17)
m

A solugao para a equagao (5.16) é dada pelo seguinte Ansatz:

U(p,p,z) = e R(p), (5.18)

onde [ =0,+1,+£2,..., k é uma constante associada a componente z do momento linear e

R(p) é uma fungao desconhecida da coordenada radial.

Dessa forma, substituindo a equagao (5.18) em (5.16), obtemos a seguinte expressao

R/ 2,,2
R" + n + lZme — %pQ + (= 1)mwac —

l2

PQ] R=0. (5.19)

mwac

Vamos agora realizar a seguinte mudanca de varidveis § = <A< p?, assim a equacio

anterior fica:

SR+ R + [— + 6 - 1 R =0, (5.20)

onde definimos

B=—+—— (5.21)

Fazendo os limites assint6ticos, determinados quando 6 — 0 e § — oo das solucoes

da equagao (5.20), obtemos a seguinte solugao geral
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R() = e 367 F(5), (5.22)

onde F(§) é uma fungao desconhecida a determinar.
Substituindo a equacao (5.22) em (5.20), chegamos a seguinte equacao diferencial:

- - ll+1
OF" + (Jl| +1—=06)F" — [H;—B] F=0. (5.23)
Podemos notar que a equagao (5.23) condiz com a equagao de Kummer ou equa-
¢ao hipergeométrica confluente (ARFKEN; WEBER, 2005). A fungao hipergeométrica

confluente F'(§) é dada por:

F(cS):F[—( —m;1>;|l|+1;5].

Para que a solugao radial (5.22) seja bem definida, a fungao hipergeométrica deve

se reduzir a um polinébmio de grau n. Seguindo o mesmo procedimento da equacao

(5.24)

(1.82) a equacdo (1.83), devemos ter o primeiro parametro da fungao hipergeométrica

correspondente a um nimero inteiro nulo ou negativo, ou seja:

_ ( _ ”|2+1> — (5.25)

comn=20,1,2,....
Fazendo a substituigdo da equagdo (5.21) na equacao (5.25), chegamos ao seguinte

espectro de energia:

n, — - 3 1
En,l wAc<n+2 2+

! ) . (5.26)

onde wac = %‘ é a frequéncia de ciclotron do sistema.
Como podemos notar, o espectro de energia dado em (5.26) é inifinitamente

degenerado e independe do centro das oOrbitas, pois para um dado n,l pode assumir

inifinitos valores, uma vez que, nao existem vinculos entre esses dois niimeros quanticos.
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5.3 Sistema Landau-Aharonov-Casher sujeito a um potencial tipo-

Coulomb

Nesta secao, investigamos a influéncia de um potencial tipo-Coulomb dado em (2.1)
na quantizacdo Landau-Aharonov-Casher. Para este propdsito, vamos considerar o campo

elétrico proposto por Ericsson e Sjoqvist, escrito na equagao (5.15), e dado por:

I
E= ?pp, (5.27)

onde \ é uma constante associada com densidade volumétrica de carga uniforme. Note que
esta configuracao de campo satisfaz as condicoes estabelecidas para encontrar a quantizacgao

Landau-Aharonov-Casher.

Assumindo que o momento de dipolo magnético da particula neutra é inicialmente
alinhado com o eixo z, entdo, a equagao de Schrodinger-Pauli torna-se (com unidades

naturais c=1e A= 1)

ov 1 [Pw 109 1% W) i oty ]
ot a2 pop P 922 " 2m p? 0p

(8

om | 0p2 " pdp | p2Op? | 922 2m p? dp  8mp?

BA A 500 X
+4m “om? (3<p+ 8mpw+p¢'

(5.28)

Aqui, podemos utilizar o mesmo argumento realizado no capitulo 2 no sentido de
que os operadores J, = —10, e p, = —10, comuntam com o Hamiltoniano do lado direito
da equagdo (5.28). Assim, podemos escrever uma solugao particular para as equagao (5.28)
como fizemos em (2.3), entdo substituindo a equagao (2.3) na equagao (5.28), obtemos

uma equagao radial dada por

d? 1d ~* 2mn 2\p?
— - —— — R(p) =0 5.29
R PR R 1 T | Blo) (5.29)
onde definimos os parametros:
1

o l+§(1—s); (5.30)

3 2

T P LA oy

2m 2m  2m

De agora em diante, vamos considerar kK = 0 e trabalharemos no sistema plano.

Agora, vamos realizar a seguinte mudanca de variaveis r = 4/ “7’\ p; assim, obtemos
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1 2
W+7H—1R—9R—HR+£R:O 5.31
2 )
r r r ,u)\

onde definimos o pardmetro oo = \7‘1
X
2

Procedendo com a anédlise assintética da equagao (5.31), que é determinada para
os limites r — 0 e r — 00, podemos escrever a fun¢ao R(r) em termos de uma funcao

desconhecida G(r) como segue:

R(r) = e~ ZrMG(r). (5.32)

Desta maneira, substituindo a equacao (5.32) em (5.31), obtemos a seguinte equacao

para a funcao G(r):

200 +1 -2
GU¢|L+7WG+p—ﬂG:Q (5.33)
r r
onde o pardmetro g na equagao (5.33) é definido como g = % — 2|y —2.

Observe que a fungdo G(r) é a func¢ao biconfluente de Heun (ARSCOTT, 1995),
cuja forma explicita é: G(r) = G (2\7\, 0, Z—';\, 2a, r).

Vamos proceder com a utilizagdo do método de Frobenius (ARFKEN; WEBER,
2005) a fim de obtermos uma solugdo polinomial; entao, escrevemos solugao para (5.33)
como uma expansao em série de poténcias em torno da origem, ou seja, G(r) = 3222, ¢;r.

Substituindo essa série em (5.33), obtemos a rela¢ao de recorréncia

S g S 9—2j
T GG +1+0) T G2+ 1+0)

Cj, (534)

onde 6 = 2|y| + 1.

Vamos iniciar a andlise dessa relagdo com ¢y = 1, entédo, partindo da equagao (5.34),
podemos obter outros coeficientes da expansao em série de poténcias, por exemplo, os

coeficientes ¢; e ¢y, cujos valores sao:

« 1 2mn
Cl = —_— = _;
0 2 1 A
Ch+1) /o
2 Am2n?
o = 2 g _ e S (5.35)

201+ 0)2(1+0) A2y + DR +2) @y +2)
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Além disso, vamos nos focar na obtencao de solugoes de estados ligados, para isto,
precisaremos impor que a série biconfluente de Heun se torne um polinémio de grau n. A
partir da relagdo de recorréncia (5.34), a fungao G(r) = G (2|7|, 0, %, 2a, 7‘) se tornard

um polinémio de grau n se as seguintes condi¢oes abaixo forem satisfeitas:

g=2n e cpi1 =0, (5.36)

onden =1,2,3,... A partir da condicdo g = 2n, obtemos uma expressao para os niveis

de energia dos estados ligados, cuja relacao é:

s = wn + |y + 57+ 2] (5.37)

onde w = p\/2m é a frequéncia de ciclotron do sistema. O espectro de energia (5.37)
corresponde aos niveis de energia do sistema Landau-Aharonov-Casher sujeito a um

potencial tipo-Coulomb.

Note que o espectro de energia continua infinitamente degenerado como esperado
para o sistema Landau-Aharonov-Casher (LANDAU; LIFSHITZ, 2013), no entanto, a
influéncia do potencial tipo-Coulomb modifica o espectro de energia da quantizacao Landau-
Aharonov-Casher obtidas nas referéncias (ERICSSON; SJOQVIST, 2001), (BAKKE et
al., 2009).

Devido a presenca do potencial tipo-Coulomb, o estado de menor energia é deter-
minado pelo niimero quantico n = 1 ao invés do nimero quantico n = 0. Além disso,
a frequéncia do ciclotron w = pA/2m difere da frequéncia do ciclotron da quantizacio

Landau-Aharonov-Casher wc = p)/m.

Agora, considerando a segunda condigao de (5.36), vamos assumir que a frequéncia
angular w pode ser ajustada de tal maneira que a condigdo ¢z = 0 seja satisfeita. Isso é
possivel porque podemos ajustar a intensidade do campo elétrico através do pardmetro A
associado com densidade de carga volumétrica uniforme. Com essa suposicdo, temos que
ambas condigdes impostas na equagao (5.36) sdo satisfeitas e uma solugdo polinomial para

a funcdo G(r) é obtida.

Como uma consequéncia, obtemos uma expressao envolvendo a frequéncia angular e
os nimeros quanticos {n, [, s} do sistema, cujo significado é que somente valores especificos
da frequéncia angular w sdo permitidos e dependem dos nimeros quanticos {7, 1, s}. Por

€ssa razao, renomeamos:

W = Wnls- (538)
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Do ponto de vista da mecanica quantica, esse é um efeito caracterizado por uma
dependéncia da frequéncia angular com os nimeros quanticos {n,l, s} do sistema, que
surge da influéncia do potencial tipo-Coulomb na quantizacdo Landau-Aharonov-Casher.
Do ponto de vista matemaético, esta relacdo que envolve a frequéncia angular com os
nimeros quanticos {n, [, s}, é consequéncia das solugoes exatas da equagao (5.33) serem

encontradas para valores especificos da frequéncia angular w.

Como exemplo, vamos considerar n = 1 que corresponde ao estado de menor
energia, e analisar a condicao cz11 = 0. Para n = 1, recaimos no caso c; = 0. Dessa
forma, os valores possiveis da frequéncia angular w associada com o estado fundamental
do sistema sao dados por (BARBOZA; BAKKE, 2016b)

2mn?

Wis = (5.39)
YT Eh+ )

revelando que somente alguns valores especificos da frequéncia angular sdo permitidos
neste sistema de modo que, as solugoes de estado ligado podem ser obtidas. Podemos
também notar que a frequéncia angular (5.39) apresenta uma depedéncia com o pardmetro

7 associado a interacao tipo-Coulomb.

Além disso, para n = 1 temos o caso simples da fungao G(r) que corresponde ao

polinémio de primeiro grau:

(67

Gris(r) =1+ —r. (5.40)

S

Portanto, vamos reescrever os niveis de energia (5.37) na forma geral como (BAR-
BOZA; BAKKE, 2016b)

Enls = Wnls [ﬁ + |’Y’ + 87+ 2]~ (5-41)

Analisamos o comportamento do sistema Landau-Aharonov-Casher sujeito ao
potencial do tipo-Coulomb, mostrando que as solugoes de estados ligados para a equacao
de Schrodinger-Pauli podem ser obtidas. Mostramos também que a frequéncia do ciclotron
Landau-Aharonov-Casher é modificada e discutimos um efeito quantico caracterizado pela
dependéncia da frequéncia angular nos ntimeros quanticos do sistema. Como um caso
particular, calculamos os valores possiveis da frequéncia do ciclotron associada ao estado

fundamental.
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6 Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigamos efeitos quanticos associados a interagdo do momento
de dipolo magnético permanente de uma particula neutra com um campo elétrico externo.
Nessa analise, discutimos alguns resultados obtidos quando o sistema Aharanov-Casher
interage com diferentes potenciais centrais, tais como potenciais escalares linear e tipo-
Coulomb. Em todos os casos, foi possivel determinar analiticamente solug¢oes da equacao

de Schrodinger-Pauli de estados ligados para tais sistemas.

No capitulo 1, apresentamos uma breve revisao sobre fases geométricas, em especial
o efeito Aharanov-Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959), onde a particula carregada acumula
uma fase em sua funcao de onda devido ao movimento que realiza em uma regiao livre
de campos ao redor de uma linha de fluxo magnético isolada. Em seguida, apresentamos
o efeito Aharanov-Bohm para estados ligados, através de um exemplo que trata de uma

particula carregada restrita a um anel e sujeita ao efeito AB.

Diante disso, apresentamos o efeito Aharanov-Casher (AHARONOV; CASHER,
1984), onde uma particula neutra com momento de dipolo magnético permanente adquire
uma fase, semelhante a do efeito Aharanov-Bohm, ao circular uma linha de cargas elétricas.
Como motivagao, mostramos resultados associados a referéncia (BAKKE; FURTADO,
2012) que trata sobre a dindmica quantica de uma particula neutra no sistema Aharonov-

Casher, confinada em um anel quantico bidimensional descrito pelo modelo de Tan-Inkson
(TAN, 1996).

No capitulo 2, investigamos o sistema Aharanov-Casher sob a influéncia de um
potencial tipo-Coulomb. Mostramos que os niveis de energia dependem da fase quantica
geométrica ¢4c e apresentam uma periodicidade igual a ¢y = +27w. A partir dessa
dependéncia dos niveis de energia da fase geométrica, obtivemos um efeito analogo
Aharanov-Casher para estados ligados (BAKKE; FURTADO, 2011), uma vez que, ndao ha

forgas classicas atuando no sistema.

No capitulo 3, analisamos o comportamento de uma particula neutra que interage
com um campo elétrico radial confinado em um anel quantico bidimensional, assumindo
que este sistema estd sujeito a um potencial do tipo-Coulomb. A abordagem do potencial
associado ao anel quantico bidimensional escolhida é o modelo de Tan-Inkson (TAN;,
1996),(TAN; INKSON, 1996), (TAN; INKSON, 1999). Através desta anélise, observamos
efeitos quanticos neste sistema: um efeito caracterizado pela dependéncia dos niveis de
energia na fase geométrica Aharanov-Casher; um efeito relacionado a dependéncia da
frequéncia angular com os nimeros quanticos {n,l, s} do sistema e também com a fase

quantica geométrica. Como um caso particular, obtemos a frequéncia angular associada ao
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estado de menor energia do sistema e comparamos com o resultado obtido para o mesmo
sistema sem a presenga do potencial central tipo-Coulomb, dado na referéncia (BAKKE;
FURTADO, 2012), e descrito no capitulo 1.

No capitulo 4, discutimos acerca sistema Aharanov-Casher confinado em um ponto
quantico bidimensional (TAN, 1996),(TAN; INKSON, 1996), (TAN; INKSON, 1999), sob
a influéncia de um potencial escalar linear e sob a presenca simultanea dos potenciais
tipo-Coulomb e linear. Em ambos os casos, observamos que os niveis de energia para
estados ligados dependem da fase geométrica Aharanov-Casher, assim como vimos em
casos anteriores. Mostramos que a frequéncia angular para um ponto quantico no modelo
de Tan-Inkson é modificada pela influéncia dos potenciais linear e tipo-Coulomb. Além
disso, vimos que hé restrigcoes quanto aos valores da frequéncia angular do sistema para
que solugoes de estados ligados sejam encontradas. Semelhantemente aos casos anteriores,
verificamos que a frequéncia angular do sistema apresenta uma dependéncia com os

nimeros quanticos {n, [, s} do sistema e com a fase geométrica Aharanov-Casher.

No primeiro caso, onde a particula neutra é confinada a um ponto quantico na
presenca de um potencial linear, obtivemos a expressao analitica relacionada a possiveis
valores da frequéncia angular do sistema. Por outro lado, quando confinamos a particula
neutra em um ponto quantico na presenca simultanea dos potenciais linear e tipo-Coulomb,
observamos que somente alguns valores possiveis da frequéncia angular do sistema sao

determinados por uma equacao algébrica de terceiro-grau.

Por fim, no capitulo 5, descrevemos o andlogo a quantizagdo de Landau para
particulas neutras a partir da ideia de Ericssson e Sjoqvist (ERICSSON; SJOQVIST,
2001), na qual estabeleceu-se algumas condigoes que devem ser satisfeitas para que
o movimento da particula neutra adquira érbitas discretas, onde os niveis de energia

correspondam ao analogo aos niveis de Landau.

Apos isso, investigamos a influéncia de um potencial tipo-Coulomb na quantizagao
Landau-Aharanov-Casher. Discutimos as condigdes que devem ser impostas aos campos a
fim de obtermos um analogo da quantizacao de Landau para particulas neutras. Nesse
contexto, verificamos que o espectro de energia ¢ inifinitamente degenerado como observado
para sistemas tipo-Landau, entretanto, os niveis de energia Landau-Aharanov-Casher sao
modificados. Devido a presenca do potencial tipo-Coulomb, o estado de menor energia
¢é determinado pelo niimero quantico n = 1 ao invés do nimero n = 0, significando que
o polinémio de menor grau que satisfaz a equacao biconfluente de Heun (ARSCOTT,
1995),(MEDEIROS; MELLO, 2012) é um polinémio de grau 1 e a frequéncia do ciclotron
é encontrada. Outro efeito quantico, deve-se ao fato de a frequéncia angular depender dos
nimeros quanticos {n, !, s} do sistema, significando é que somente valores especificos da
frequéncia angular w sao permitidos. Como um exemplo, calculamos a frequéncia angular

associada ao estado de menor energia.
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Vale ressaltar que em todos os casos analisados, observamos que além da depen-
déncia com os niimeros quanticos {n, [, s} do sistema, os espectros de energia e frequéncia
angular dos sistemas, apresentam também, uma dependéncia com os parametros que ca-
racterizam as interacoes referentes aos potenciais centrais, evidenciando assim, a influéncia

dos mesmos sobre os sistemas.
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APENDICE A - Funcdo Hipergeométrica

Confluente

A seguinte equacao diferencial

zy" +(c—x)y —ay=0 (A.1)
com a e ¢ constantes, é denominada equacdao hipergeométrica confluente ou equacdo de
Kummer.

Ela tem como solugao a fungao hipergeométrica confluente (ARFKEN; WEBER,

2005), onde a mesma ¢ definida pela série

azr ala+1)x?
Flace) =14+ ——+ ———+ ... A2
(a; ;) +cl!+c(c+1) ST (4.2)

podendo ser escrita de uma forma mais compacta, a seguir:

Fla;c;z) =) — A.
onde (a), e (¢), sao simbolos de Pochhammer, os quais sdo definidos assim:
(a+n—1)!
= — A4
(Cl)n (a _ 1)| ) ( )
((1)0 = 1.

Temos que F(a;c;x) converge para todo x finito; o parametro a é arbitrario,
enquanto o parametro c¢ deve ser diferente de zero ou de um inteiro negativo. Se a for um

inteiro negativo (ou zero), a série se reduz a um polindémio de grau |a|.
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APENDICE B - Equacio Biconfluente de

Heun

A forma canodnica da equagao biconfluente de Heun (ARSCOTT, 1995),(MEDEI-
ROS; MELLO, 2012) é expressa da seguinte forma

vy’ + (1 +a— Bz —22°)y + (fy—a—2)x—;[5+ﬁ(1+a)] y = 0. (B.1)

A expressao (B.1) é uma equagao diferencial homogénea, linear e de segunda ordem
definida no plano complexo. No espaco bidimensional de suas solucoes especificas, pode-se
escolher uma solucéo que seja finita em x = 0. Dessa forma, a segunda soluc¢ao linearmente
independente comporta-se em x = 0 como z~%. Em x = 0, a solugao finita é comumente
expressa por N(a, 3,7,0;z) e conhecida como equacao biconfluente de Heun. A forma

usual da equacao biconfluente de Heun é descrita da seguinte forma

N(O{,B,’%(S;[E) :mgz:o (1+a)m M7 (BQ)
onde
Ao = L (B.3)
A = 5+ A1+ )]
Apge = (m+1)ﬁ+;[5+ﬁ(1+a)] Apii—(m+1)(m+1+a)(y—2—a—2m)A,.

Como uma aplica¢do vamos tomar agora a equagao diferencial (4.32) e realizar a

seguinte substituicao

r = ¢ (B.4)
a = 2[;
B = =
12
Y= B+Z7
6 = 20,
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sendo todos os parametros reais.

Restrigindo o dominio da equagao ao semi-eixo real, temos que a equacao (B.1) se

transforma na forma da equagao (4.30). No semi-eixo real podemos definir

2
1
N 5.7.5:9) = (2l 5 2056 (85)
onde H (2|T|,M,6 + %2,29;5) é a solugao formal para a equacdo (4.30) que deve ser
expressa em termos de (4.32) e (B.2).
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