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Resumo

Nesta tese, fazemos uma revisão dos níveis de Landau, estados coerentes e estados
deslocados para o oscilador harmônico, e fase de Berry. Obtemos os auto estados para os
níveis análogos de Landau para partículas neutras, através do formalismo de operadores
que facilitam muito a construção de estados coerentes e deslocados dos sistemas citados.
Os níveis de Landau análogos estudados são os chamados i) Landau-Aharonov-Casher,
partícula neutra com dipolo magnético permanente, ii) Landau-He-McKellar-Wilkens,
partícula neutra com dipolo elétrico permanente e iii) Landau-Wei-Han-Wei, partícula
neutra com dipolo elétrico induzido. Para tais sistemas é construído os estados coerentes
e também é feita uma comparação de tais estados com os estados padrões dos sistemas.
Por fim, discute-se as diferenças entre os próprios estados coerentes dos sistemas análogos
de Landau. Além disso, obtêm-se os estados deslocados dos mesmos três sistemas, os quais
rendem comparações e discussões relativo ao estado deslocado padrão. Análises também
são feitas sobre as diferentes propriedades dos estado deslocados dos níveis análogos rela-
tivo aos seus estados coerentes e auto estados. Por fim, são calculadas as fases de Berry
para os estados deslocados usando como parâmetros de controle, os campos externos ou
suas especificações. Com isso, foi obtido holonomias com características importantes para
aplicação em computação quântica. É discutido a obtenção de fases de Berry abelianas e
não abelianas.

Palavras Chaves: Níveis de Landau, Landau-Aharonov-Casher, Landau-Hr-McKellar-
Wilkens, Landau-Wei-Han-Wei, Estados Coerentes, Estados Deslocados e Fases de Berry.
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Abstract

In this thesis, we review the Landau levels, the coherent and displaced states for the
harmonic oscillator, and Berry phase. We obtain the eigenstates for analogous Landau
levels of neutral particles through the formalism of operators that become easier the cons-
truction of coherent states and displaced the mentioned systems. The analogous Landau
levels shown here are the called i) Landau-Aharonov-Casher, neutral particle with perma-
nent magnetic dipole, ii) Landau-He-McKellar-Wilkens, neutral particle with permanent
electric dipole and iii) Landau-Wei-Han-Wei, neutral particle wiht induced electric dipole.
For such systems was constructed coherent states and it was also made a comparison of
such states with the standard states of the systems. And the differences between the
coherent states of the analogous Landau levels was discussed. Displaced states for the
three analogous systems was also obtained, which yield comparisons and discussions re-
lative the standard displace state. Analyses were also made about the properties of the
displaced state of the analogous levels and both their coherent and number states. Fi-
nally are calculated Berry phases of the displaced states of the study systems using as
control parameters, external fields and others specifications of the systems. No abelian
and abelian Berry phases are obtained and discussed too.

Keywords: Landau levels, Landau-Aharonov-Casher levels, Landau-He-McKellar-
Wilkens levels, Landau-Wei-Han-Wei levels, Coherent states, Displaced states and Berry
Phase.
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Introdução

No estudo de sistemas quânticos a obtenção dos estados e espectros de energia dos
sistemas é, na maioria das vezes, o mais importante e desejado. Quando isso é obtido
de forma a deixar claro propriedades relevantes do sistemas, se torna muito mais fácil
analisar as possíveis aplicações desses sistemas. Por esse motivo algumas descrições são
muito úteis em especial no contexto de sistemas quânticos. Em 1963, buscando discutir as
estatísticas de fótons de campos arbitrários em termos totalmente mecânicos-quânticos e
manter claramente o limite clássico da eletrodinâmica quântica foi introduzido e usado o
conceito de estados coerentes com base na simples propriedade de que tais estados fossem
auto estados do operador aniquilação [1]. Tais estados já tinham sido estudados anos
antes por Schroedinger pensando-os como estados com propriedades de conexão entre a
mecânica clássica e quântica, apenas ganhando nome e notoriedade com os outros tra-
balhos [1–3]. No trabalho de Glauber, [1], um estado coerente é definido como: i) é um
estado que minimiza a relação de incerteza; ii) é um auto estado de um operador aniquila-
ção; iii) decorre do estado de vácuo por meio da ação do operador de deslocamento. Hoje,
os estados coerentes já são estudados em sistemas mesoscópicos [4], sistemas de matéria
condensada [5] e também em sistemas com dependência temporal [6–8], além de ainda
se manterem muito presentes em sistemas ópticos [1–3,9], área que os fez conhecidos por
descreverem tão bem o LASER. LASER, abreviação de "Light Amplification by Stimu-
lated Emission of Radiation" que significa Amplificação da Luz por Emissão Estimulada
de Radiação, é um dispositivo que cria e amplifica um intenso feixe de luz monocromático
(contém exatamente uma cor ou comprimento de onda), coerente (a luz liberada é orga-
nizada e bem definida) e colimado (propaga-se como um feixe), o que faz a luz emitida
por um laser ser bastante intensa. Os estados coerentes são tão usados devido à diferentes
e importantes propriedades que se tornam ótimas ferramentas para descrição de vários
sistemas [10]. Dentre tantas propriedades podemos destacar a sua não ortogonalidade e
a forte conexão com o comportamento clássico do sistema.

Em trabalhos da década de 1950 foi investigado a existência de estados quânticos
que, como os estados coerentes, também conectavam-se com o comportamento clássico e
assim foi descoberto que os chamados estados número deslocados seguem possuem essa
mesma característica e mantém a forma do seu pacote de onda [11–15]. Tais estados são
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estados mais gerais que o estado coerente, o qual é um caso particular. No entanto, só
em 1985 no qual fez-se uma descrição teórica do chamaram de estados altamente não-
clássicos do oscilador harmônico através da ação do operador de deslocamento no estados
de Fock [16], tais estados ganharam a atenção da comunidade científica. Esses estados
foram denominados de estados de Fock deslocados ou apenas estados deslocados [17–19].
Nos últimos anos, uma grande quantidade de aplicações dos estados deslocados têm sido
investigados em diferentes sistemas físicos [18, 20–26]. Com exemplo, temos as investi-
gações experimentais das correlações Einstein-Podolski-Rosen feitas em [27, 28] baseado
em representação de função de Wigner em estados deslocados, e também a descrição de
circuitos mesoscópicos [29]. Recentemente, os estados deslocados também têm sido uti-
lizados para quantização de Landau [30, 31], fazendo análise das novas propriedades que
tais estados possuem em diferença ao sistema original [32] e onde também são obtidas as
fases quânticas geométricas [33]. Também tem-se trabalhos onde os estados coerentes são
estudados para quantização de Landau [34–36], em especial no contexto da formulação
matemática e suas generalizações [37] .

A quantização de Landau deriva da interação entre partículas carregadas sob ação
de um campo magnético uniforme, perpendicular ao plano que as partículas de movem.
A quantização de Landau, consiste assim em um conjunto de níveis de energia discretos
caracterizados pela degenerescência infinita de cada nível de energia. Nos dias atuais, a
quantização de Landau tem um papel importante em estudos sobre o efeito Hall quântico
[38], anyons excitações em uma rotação de Bose-Einstein [39, 40] e homogêneo espaço
curvo [41–43]. Recentemente, iniciou-se um interesse por análogos da quantização de
Landau, em especial, para sistemas com partículas neutras. Um primeiro exemplo foi o
trabalho de Ericsson e Sjövist o qual, com base no efeito Aharonov-Casher [44], considerou
um sistema de uma partícula neutra com um momento de dipolo magnético permanente
e propôs as condições para que a quantização de Landau análoga existisse [45]. Tal
quantização é chamada de quantização Landau-Aharonov-Casher. Tem-se também outra
quantização de Landau análoga, na qual foi considerada uma partícula neutra com um
momento de dipolo elétrico permanente e, com base no efeito He-McKellar-Wilkens [46,
47], mostrou as considerações necessárias para que se obtenha tal quantização, que é
chamada quantização Landau-He-McKellar-Wilkens [48]. Além disso, um outro sistema
baseado em uma efeito similar ao He-McKellar-Wilkens, mas agora elaborado para dipolo
elétrico induzido [49], proporcionou um outra quantização de Landau análoga [50], que
é denominada quantização de Landau-Wei-Han-Wei. Outros análogos da quantização de
Landau envolvendo momentos de dipolo elétrico e quadruplo elétrico também têm sido
investigados [51–54].

Além da quantização de Landau existem outros efeitos quânticos que vem chamando
a atenção da comunidade científica a algum tempo. Um desses efeitos é o aparecimento
de fases quânticas em sistemas diversos. Como no efeito Aharonov-Bohm [55], no qual
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uma partícula carregada ao se mover ao redor de um fluxo magnético adquire uma fase
em sua função de onda. Efeitos análogos também ocorrem para partículas neutras, para
os efeitos Aharonov-Casher [44], He-McKellar-Wilkens [46, 47], Wei-Han-Wei [49] e até
análogos gravitacionais [56]. Foi mostrado que as fases adquiridas em tais efeitos podem
ser consideradas casos especiais de uma fase mais geral, chamada Fase de Berry [57, 58],
que consiste em uma fase adquirida pela função de onda de uma partícula quântica em
uma evolução cíclica adiabática. Porém, até mesmo a fase de Berry é um caso específico
de uma fase mais geral chamada fase geométrica [59]. A fase de Berry é uma fase geo-
métrica adquirida quando se considera a aproximação adiabática. Nas últimas décadas, a
fase de Berry foi generalizada para o caso de uma evolução não-adiabática [60] e as fases
não-abelianas [61]. Em ambos os casos, a fase depende apenas da natureza geométrica do
percurso ao longo do qual o sistema evolui. Várias experiências têm relatado o apareci-
mento de fases geométricas adiabáticas e não-adiabáticas, por exemplo, em sistemas com
fótons [62,63], nêutrons [64] e spins nucleares [65]. A computação quântica [66–68] é uma
das frentes de pesquisa atuais que foram fortemente influenciadas pela aplicação das fases
geométricas. Foi criado uma subárea da computação quântica chamada de computação
quântica holonômica [69–73], a qual faz uso das fases geométricas para obter portas ló-
gicas quânticas e assim tornar possível a manipulação das informação quântica presente
nos sistemas quânticos.

Shen em 2004, investigou, de um ponto de vista teórico, o surgimento da fase de Berry
em uma série de problemas no espaço curvo [74,75] e em 2013, Bakke e Furtado, estudaram
o surgimento de uma fase geométrica abeliana na dinâmica quântica relativística e não-
relativística de uma partícula neutra devido à presença de uma deslocação [76]. Em 2007,
foram calculadas fases de Berry abelianas e não-abelianas para estados deslocados dos
níveis de Landau [33].

Com isso, propomos nesse trabalho obter os estados coerentes para os sistemas de
partículas neutras, análogos ao sistema de Landau. Seguidos da construção dos esta-
dos deslocados de tais sistemas. Os sistemas de partículas neutras analisados são os
que as partículas possuem dipolo magnético permanente, dipolo elétrico permanente e
dipolo elétrico induzido, os denominados sistemas de Landau-Aharonov-Casher, Landau-
He-McKellar-Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei, respectivamente, como já dito anterior-
mente. E depois de obtidos os tais estados coerentes e deslocados também foi analisado
as suas propriedades e particularidades visando possíveis aplicações.

A aplicação de foco desse trabalho é feita depois do cálculo das fases de Berry para
os estados deslocados dos análogos de Landau. É analisado também características ge-
ométricas das fases de cada sistema, junto com os principais fatores que determinam as
diferenças entre tais fases. E assim uma possível aplicação da fase de Berry é feita no
contexto da computação quântica holonômica.

Nesta tese, apresentamos brevemente o sistema de Landau e seus análogos no primeiro
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capítulo através do formalismo analítico para obtenção de função de onda e espectro de
energia. No segundo capítulo, é feito uma breve revisão dos estados coerentes para o osci-
lador harmônico. E depois é obtido os auto estados e auto valores dos sistemas análogos
de Landau por formalismos de operadores para facilitar a obtenção dos estados coerentes
para tais sistemas, objetivo também cumprido no segundo capítulo junto com a demos-
tração das propriedades de tais estados. Estados deslocados de oscilador harmônico tem
uma discussão sucinta no início do terceiro capítulo, o qual segue reforçando a obtenção
dos auto estado e auto valores dos sistemas análogos de Landau pelo formalismo de ope-
radores, para que a construção dos estados deslocados de tais sistemas seja facilitada e as
propriedades de tais estados sejam discutidas. Por fim, é mostrado no quarto capítulo,
uma descrição curta das fases de Berry de sistemas quânticos seguida da obtenção das fa-
ses de Berry abelianas e não abelianas para os estados deslocados dos sistemas de Landau
análogos. Em conjunto é feita uma análise nas diferenças de tais fases para cada sistema.
No que segue, faz-se uma possível aplicação de tais fases, em especial a fase de Berry
para o estado deslocado Landau-Aharonov-Casher, no contexto da computação quântica
holonômica. Por fim é apresentado o capítulo de conclusão.
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Capítulo 1

Níveis de Landau e Análogos

Neste capítulo faremos uma revisão da quantização do sistema de Landau, o qual
consiste em uma partícula carregada em meio a campo magnético uniforme e cons-
tante [30, 31, 34, 77, 78]. Para o sistema de Landau são encontradas as auto funções e
os auto valores através da resolução da equação de Schroedinger. Esses resultados des-
crevem os chamados Níveis de Landau que possuem característicos específicas que serão
apresentadas e discutidas a seguir. Apesar, do fato de tal sistema ser um dos mais simples
de serem estudado no âmbito da Mecânica Quântica, a sua quantização foi de fundamental
importância para a Física do Estado Sólido, pois com sua descrição foi possível descrever
outros efeitos quânticos muito utilizados hoje em dia em experimentos e laboratórios por
todo o mundo, por exemplo, o efeito Hall quântico [38].

Será feito também uma revisão dos chamados níveis de Landau-Aharonov-Casher [45],
Landau-He-McKellar-Wilkens [48] e Landau-Wei-Han-Wei [50], que são níveis análogos
de Landau, como será mostrado, para sistemas de átomos neutros com momentos de
dipolos interagindo com campos eletromagnéticos. Para essa tese a revisão dos três últimos
sistemas é de extrema importância devido às aplicações aqui presentes terem sido feitas
em tais sistemas.

1.1 Níveis de Landau

Nesta seção, apesar da quantização de Landau [30, 34] ser um problema já muito co-
nhecido e estar presente em vários livros textos [31, 77–79], o revisaremos pois ele será
base para os estudos dos outros sistemas. O sistema de Landau consiste em um elétron
interagindo com um campo magnético constante e uniforme. Faremos tal estudo consi-
derando o campo magnético na direção de z, ~B = B0k̂. O hamiltoniano desse sistema é
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dado por

H =
~π 2

2m
, onde ~π = ~p+

e

c
~A, (1.1)

obtido através do acoplamento mínimo, ~p → ~π, onde m é a massa do elétron, ~A é o
potencial vetor do campo magnético, e é a carga da elementar e c a velocidade da luz.
Devido a liberdade de gauge, pode-se usar várias formas funcionais de ~A para obter o
campo magnético presente no sistema. Os gauges mais comuns na literatura [30,31,77,78]

são, ~A = −B0yî ou ~A = −B0xĵ, chamados gauge de Landau e ~A =
B0

2
(−yî+xĵ), chamado

gauge simétrico. Apesar de que para qualquer escolha do gauge o campo magnético ser
o mesmo é percebido uma maior simetria na escolha do gauge simétrico [34]. Assim, o
usaremos para a nossa revisão e em toda a tese.

Devido a simetria cilíndrica presente no gauge simétrico normalmente ele é apresentado

em coordenadas cilíndricas, ~A =
B0

2
ρφ̂. Na representação de coordenadas, onde ~p =

−i~∇, o hamiltoniano em coordenadas cilíndricas é dado por

H = − ~2

2m

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

(
1

ρ

∂

∂φ
− i

~
eB0

2c
ρ

)2

+
∂2

∂z2

]
. (1.2)

Como podemos perceber o Hamiltoniano acima não apresenta dependências em t, z
ou φ. Tal fato tem como consequência a conservação da energia, E, do momento linear

em z, pz, e da componente do momento angular na direção de z, Lz = −i~ ∂

∂φ
. Com isso

a auto função do Hamiltoniano possui a forma

Ψ(~r, t) = exp

[
i

(
`φ+ kzz −

E

~
t

)]
ψ(ρ) (1.3)

com ~` e ~kz sendo os auto valores de Lz e pz, respectivamente. Devido a simetria
angular apresentada pelo sistema, ` deve apresentar apenas valores inteiros, ou seja, ` =

0,±1,±2, . . . . Enquanto isso, kz pode apresentar qualquer valor real. Por ser de interesse
desse estudo apenas as dinâmicas bi-dimensões, podemos considerar os casos em que
kz = 0, consideração essa que usaremos em todos os outros sistemas também.

Com as considerações apresentadas até aqui, a equação de Schroedinger dependente

do tempo, HΨ = i~
∂Ψ

∂t
, pode ser escrita da forma que segue

d2ψ

dρ2
+

1

ρ

dψ

dρ
−
(
m2ω2

4~2
ρ2 +

`2

ρ2
+
mω`

~
− 2mE

~2

)
ψ = 0

onde ω =
eB0

mc
, a qual é a frequência de oscilação de movimento clássico correspondente

ao sistema, chamada também de frequência ciclotrônica.
A equação diferencial acima é facilmente resolvida depois de feita a mudança de va-
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riável ξ =
mω

2~
ρ2 e o "envelopamento"ψ(ξ) = ξ|`|/2e−ξ/2F (ξ). Tal "envelopamento" é

encontrado ao estudar o comportamento assimptótico da equação e sua solução. F (ξ)

possui como solução as funções hipergeométricas confluentes, 1F1(a, c; ξ), com

a =
c

2
+

1

2

(
`− 2E

~ω

)
e c = |`|+ 1 (1.4)

A função hipergeométrica confluente possui solução assimptótica dada por

lim
ξ→∞

1F1(a, c; ξ) ≈ Γ(c)

Γ(a)
ξa−ceξ, (1.5)

o que faz com que ψ(ξ) apenas seja quadrado integrável para valores específicos de a, os
quais são a = −η com η = 0, 1, 2, . . . . Aqui fica explícito a quantização da energia desse
sistema, pois com essa condição, η ∈ N, e (1.4) obtemos a energia dada por

Eη,` = ~ω
(
η +
|`|
2

+
`

2
+

1

2

)
. (1.6)

Observa-se um comportamento interessante nos níveis de energia para diferentes in-
tervalos de `. A energia é dada por

Eη,` =

{
~ω
(
η + 1

2

)
, para ` ≤ 0,

~ω
(
η + |`|+ 1

2

)
, para ` > 0.

(1.7)

A equação acima mostra que para um específico valor de energia Eη,`, pode-se ter um
valor de η como infinitos valores de ` ≤ 0 ou uma combinação de η + |`|, ` > 0, que gere
a mesma energia. Tal característica deixa explicita a degenerescência infinita nos níveis
de Landau.

As auto funções do Hamiltoniano são

Ψη,`(φ, ξ, t) = Cη,` exp

[
i

(
`φ− Eη,`

~
t

)]
ξ|`|/2e−ξ/21F1(−η, |`|+ 1; ξ)

onde Cη,` é a constante de normalização.

1.2 Análogos dos níveis de Landau para partículas neu-

tras

Nesta seção apresentamos quantização de Landau para partículas neutras com mo-
mentos de dipolos magnético e elétrico permanentes e também com momento de dipolo
elétrico induzido.

7



1.2.1 Níveis de Landau-Aharonov-Casher

Baseado na interação presente no efeito Aharonov-Casher [44], foi apresentado em [45]
a descrição quântica de uma partícula neutra que interage com um campo elétrico via
momento de dipolo magnético. A proposta de tal trabalho era criar a possibilidade de
obter e estudar o efeito Hall quântico atômico.

Para o estudo de tal sistemas consideremos uma partícula neutra com momento de
dipolo magnético permanente, que se move na presença de um campo elétrico. Para obter
uma quantização análoga aos níveis de Landau, chamados níveis de Landau-Aharonov-
Casher, deve-se encontrar níveis de energia, explicitar suas degenerescências e escrever as
funções de onda, para que possa observar a semelhança com os níveis de Landau. Con-
dições precisas na configuração de campo e dipolo devem ser obedecidas para o objetivo
ser alcançado [45].

Esse sistema é descrito, no limite não-relativístico [80], pelo Hamiltoniano

H =
1

2m

[
~p− (~µ× ~E)

c2

]
+

µ~
2mc2

∇ · ~E (1.8)

com ~µ = µn̂ sendo o momento de dipolo magnético, onde µ é componente do momento de
dipolo magnético na direção do versor n̂. Pode-se observar em (1.8) uma certa analogia
ao acoplamento mínimo de uma partícula carregada na presença de um campo magnético.
Assim, pode-se definir um potencial vetor efetivo

~AAC =
n̂× ~E

c2
. (1.9)

Tal potencial vetor efetivo quando escolhido µ̂ = k̂ e o campo elétrico dado por

~E =
λ

2
ρρ̂, (1.10)

onde λ é uma densidade volumétrica de cargas elétricas, obtemos o gauge simétrico

~AAC =
λ

2c2
ρφ̂ (1.11)

Seguindo a analogia definimos também o campo magnético associado, dado por

~BAC =
λ

c2
k̂. (1.12)

O campo magnético associado é constante e uniforme como no caso do campo magnético
do sistema de Landau.

Essa configuração de campo, com o movimento da partícula restrito ao plano x-y, satis-
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faz as condições para que ocorra um análogo dos níveis de Landau. Tais condições foram
demonstradas em [45] e são: i) BAC uniforme, ii) ausência de torque sobre a partícula e
iii) regime eletrostático.

Usando a configuração de campo (1.11) e (1.10), escrevemos o Hamiltoniano do sis-
tema, em coordenadas cilíndricas, na forma

H = − ~2

2m

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

(
1

ρ

∂

∂φ
− i

~
µλ

2c2
ρ

)2

+
∂2

∂z2

]
, (1.13)

onde definimos a frequência ciclotrônica, dada por

ωAC =
µλ

mc2
= σ
|µλ|
mc2

(1.14)

com σ = sinal(µλ) = ±1 rotulando o sentido do movimento clássico de rotação da par-
tícula. O Hamiltoniano (1.13) tem características similares à Hamiltoniana (1.2), por
exemplo a não dependência explicita de φ, z e t. Tal característica resulta em uma con-
servação dos momentos linear e angular na direção de z e da energia. Com isso a função
de onda pode ser escrita por Ψ(~r, t) = exp

[
i
(
`φ− E

~ t
)]
ψ(ρ) podendo então a equação de

Schroedinger obter a forma

d2ψ

dρ2
+

1

ρ

dψ

dρ
−

(
m2ωAC

2

4~2
ρ2 +

`2

ρ2
+
mωAC`

~
− 2mẼ

~2

)
ψ = 0 (1.15)

onde Ẽ = E − ~ωAC

2
. Visto que a equação (1.15) é muito parecida com a equação (1.4),

percebendo as presenças de ωAC e Ẽ no lugar de ω e E respectivamente, temos que a sua
solução é

Ψη,`(φ, ξ, t) = Cη,` exp

[
i

(
`φ− Eη,`

~
t

)]
ξ|`|/2e−ξ/21F1(−η, |`|+ 1; ξ), (1.16)

onde ξ = (m|ωAC|/2~)ρ2, e os autovalores de energia são

Eη,` = ~|ωAC|
[
η +
|`| − σ`

2
+

(σ + 1)

2

]
(1.17)

onde η = 0, 1, 2, ... e os valores de ` explicitam a degenerescência dos níveis de Landau.
Igual aos níveis de Landau, os níveis de Landau-Aharonov-Casher também são infini-

tamente degenerados e independem do centro das órbitas, mas é observado uma depen-
dência dos autovalores de energia em relação ao sentido de rotação do sistema clássico
correspondente representado por σ. Ou seja, para σ = −1 temos

Eη,` =

{
~|ωAC|η, para ` ≤ 0,

~|ωAC| (η + |`|) , para ` > 0,
(1.18)
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e para σ = +1 temos

Eη,` =

{
~|ωAC| (η + |`|+ 1) , para ` ≤ 0,

~|ωAC| (η + 1) , para ` > 0.
(1.19)

Isso mostra um comportamento bem diferente dependendo dos sentidos do dipolo mag-
nético e do campo elétrico.

1.2.2 Níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens

Nessa seção voltamos nossa atenção para a dinâmica quântica de um dipolo elétrico
na presença de um campo magnético externo. O estudo é similar a procedimento feito na
seção anterior, para os níveis de Landau-Aharonov-Casher [45], via equação de Schroedin-
ger. Vamos usar a interação descrita pelo efeito He-McKellar-Wilkens [46, 47], onde um
dipolo elétrico interage com um campo magnético, e descrevemos outro nível análogo dos
níveis de Landau, que denominaremos os níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens. Vamos
considerar um sistema formado por uma partícula neutra que possui momento de dipolo
elétrico, ~d = dn̂, não nulo. Essa partícula se move na presença de um campo magnético
externo ~B. De mesma maneira que o caso do dipolo magnético, sob algumas condições
para a configuração campo-dipolo temos uma quantização similar a dos níveis de Landau.
Usemos então um campo magnético não usual

~B =
Φ

2
ρρ̂ (1.20)

onde Φ é uma densidade de cargas magnéticas. Tal configuração de campo com um
campo magnético cilindricamente radial é muito difícil de realizar experimentalmente,
pois assim seria necessário, a priori, uma distribuição de cargas magnéticas relacionada
a Φ. Entretanto, alguns autores afirmam que esse tipo de configuração pode ser obtido
experimentalmente em arranjos especiais [81–84].

O Hamiltoniano que descreve a dinâmica quântica do dipolo elétrico, na presença de
um campo elétrico externo é dada por

H =
1

2m

[
~p− d(n̂× ~B)

]
+
d~
2m
∇ · ~BHdeHMW (1.21)

onde d é a componente do dipolo elétrico na direção de d̂, que por conveniência escolhemos
paralela ao eixo z. Como para o sistema Aharonov-Casher, podemos definir o potencial
vetor por

~AHMW = n̂× ~B. (1.22)
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Com a configuração de campo (1.20), obtem-se o gauge simétrico

~AHMW =
Φ

2
ρφ̂ (1.23)

Como na seção anterior obtemos um campo magnético associado ao potencial vetor (1.22)
dado por

~BHMW = Φk̂ (1.24)

Nota-se que d para esse sistema tem o papel de uma constante de acoplamento [85].
Deve-se estabelecer as mesmas condições, definidas em [45], para existência dos níveis
de Landau. Na configuração de campo estabelecida acima, a condição para ausência de
torque sobre o dipolo é satisfeita desde que o movimento da partícula seja no plano x− y.
As condições para ~BHMW uniforme e constante já foram satisfeitas pela escolha do gauge.
Então escrevemos a equação de Schroedinger

d2ψ

dρ2
+

1

ρ

dψ

dρ
−

(
m2ωHMW

2

4~2
ρ2 +

`2

ρ2
+
mωHMW`

~
− 2mẼ

~2

)
ψ = 0 (1.25)

onde
Ẽ = E − ~ωHMW

2
(1.26)

e
ωHMW = −Φd

m
= σ
|Φd|
m

. (1.27)

onde σ = sinal(−Φd) que indica o sentido de rotação do movimento clássico.
Vemos para esse caso também que a equação (1.25) é muito similar a equação (1.4), a

menos das presenças de ωHMW e Ẽ nos respectivos lugares de ω e E. Dessa forma temos
que a solução da equação (1.25)

Ψη,`(φ, ξ, t) = Cη,` exp

[
i

(
`φ− Eη,`

~
t

)]
ξ|`|/2e−ξ/21F1(−η, |`|+ 1; ξ), (1.28)

onde ξ = (m|ωHMW|/2~)ρ2, e os autovalores de energia são

Eη,` = ~|ωHMW|
[
η +
|`| − σ`

2
+

(σ + 1)

2

]
(1.29)

onde η = 0, 1, 2, ... e os valores de ` explicitam as degenerescências dos níveis de Landau.
Como para os níveis de Landau-Aharonov-Casher, os níveis de Landau-He-McKellar-

Wilkens também são infinitamente degenerados e independem do centro das órbitas, igual
aos níveis de Landau, mas observamos a dependência dos autovalores de energia em relação
ao sentido de rotação do sistema clássico correspondente, σ, de maneira análoga ao que
ocorre no caso do dipolo magnético porém em sentido oposto.
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A semelhança matemática encontrada para os sistemas Landau-Aharonov-Casher e
Landau-He-McKellar-Wilkens é uma propriedade conhecida dos sistemas de dipolos, co-
nhecida como dualidade eletromagnética de Maxwell [86]. Tal propriedade já foi discutida
nos efeitos Aharonov-Casher [44] e He-McKellar-Wilkens [46,47] e mais fenômenos envol-
vendo geração de fases quânticas em estudo da dinâmica de dipolos elétricos em diferentes
configurações dipolo-campos já foram feitos [49,87–89].

1.2.3 Níveis de Landau-Hei-Han-Wei

Aqui, apresentamos a construção de um análogo dos níveis de Landau para dipolos
elétricos induzidos, sistema que foi proposto para contornar o inconveniente da necessidade
de uma configuração de campo magnético gerado por uma densidade de cargas magnéticas
como ocorreu para o sistema de dipolos elétricos permanentes. Esses sistemas é baseado
na ideia apresentada em [49] onde uma partícula neutra tem um momento de dipolo
elétrico induzido por uma configuração de campos magnético e elétrico cruzados. Em
sistemas de átomos frios na presença de campos eletromagnéticos externos esses arranjos
são interessantes.

Considerando a interação descrita em [49], temos que uma partícula neutra com mo-
mento de dipolo induzido por uma configuração de campos elétrico e magnético cruzados
apresenta um efeito de fase topológica similar ao efeito Aharonov-Bohm [55]. Essa confi-
guração possui uma vantagem em relação ao efeito He-McKellar-Wilkens, é a possibilidade
de sua menor dificuldade de realização experimental.

Aqui consideramos um sistema de átomos frios tratados como dipolos elétricos indu-
zidos. Esse sistema é submetido ao seguinte campo elétrico externo

~E =
λ

2
ρρ̂, (1.30)

onde λ é uma densidade de cargas elétrica. O sistema também é submetido a um campo
magnético externo

~B = Bk̂ (1.31)

O dipolo elétrico induzido na partícula pelos campos é dado por

~d = α( ~E + ~v × ~B), (1.32)

onde α é a polarizabilidade dielétrica da partícula e ~v é a sua velocidade. A interação de
um dipolo elétrico com os campos é descrito pela Lagrangiana

L =
1

2
mv2 +

1

2
~d · ( ~E + ~v × ~B). (1.33)
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Considerando que o momento de dipolo em questão seja o induzido dado por (1.32),
reescrevemos a Lagrangiana do sistema na forma

L =
1

2
(m+ αB2)v2 +

1

2
αE2 + α[~v · ( ~B × ~E)]. (1.34)

A partir dessa Lagrangiana podemos obter a Hamitoniana do sistema agora dado por

H =
1

2M

[
~p+ α( ~E × ~B)

]2

− 1

2
αE2, (1.35)

onde redefinimos a massa da partícula M = m+ αB2. Com base em discussões apresen-
tadas em [49,90,91] e se for considerado o uso apenas de átomos de polarizabilidade alta,
α ∼ 10−39 Fm2, e com campo magnético B ≤ 10 T, podemos ter αB2 ≤ 10−37 kg o que
corresponde a somente 10−10 da massa de um núcleo, assimM → m. Além disso, por con-
siderar campo elétrico cuja intensidade seja E ≈ 107 V/m, teremos o termo αE2 = 10−25 J

resultado suficientemente pequeno comparado com a parte cinética do Hamiltoniano dos
átomos. Assim, tal termo pode ser desprezado do Hamiltoniano em (1.35). Com isso,
podemos escrever o Hamiltoniano na forma

H =
1

2m

[
~p+ α( ~E × ~B)

]2

(1.36)

Nota-se a semelhança de (1.36) com o Hamiltoniano de uma partícula carregada mini-
mamente acoplada com um campo magnético externo, (1.1). Usando esse fato, o potencial
vetor efetivo é definido como

~AWHW = ~E × ~B (1.37)

Fazendo uso da configuração de campo apresentada anteriormente (1.30) e (1.31), obtemos
o seguinte potencial vetor efetivo

~AWHW =
Bλ

2
ρφ̂ (1.38)

Então definimos o campo magnético efetivo associado ao potencial vetor efetivo

~BWHW = Bλk̂ (1.39)

Para construir os níveis de Landau para o nosso sistema, seguimos as condições usadas e
discutidas em [45] para o surgimento de níveis de Landau.

Na configuração de campo escolhida, as condições para torque nulo, campos estáticos
e campo magnético efetivo uniforme são plenamente satisfeitas se restringirmos o movi-
mento da partícula ao plano x − y. Agora o problema se reduz à resolução da equação
de Schroedinger associada à (1.36). Então, escrevemos a equação de Schroedinger para o
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sistema, em coordenadas cilíndricas, na forma que segue

d2ψ

dρ2
+

1

ρ

dψ

dρ
−
(
m2ωWHW

2

4~2
ρ2 +

`2

ρ2
+
mωWHW`

~
− 2mE

~2

)
ψ = 0 (1.40)

onde
ωWHW = −αBλ

m
= σα

|Bλ|
m

. (1.41)

com σ = sinal(−Bλ).
A equação (1.40) é semelhante as equação (1.4), com diferentes que no lugar de ω é

apresentado ωWHW. Assim a função de onda é dada como em (1.8) e os auto valores de
energia são dado como em (1.6), respectivamente

Ψη,`(φ, ξ, t) = Cη,` exp

[
i

(
`φ− Eη,`

~
t

)]
ξ|`|/2e−ξ/21F1(−η, |`|+ 1; ξ),

onde ξ = (m|ωWHW|/2~)ρ2, e

Eη,` = ~|ωWHW|
(
η +
|`| − σ`

2
+

1

2

)
. (1.42)

Apesar do Hamiltoniano (1.36) ser parecida com o Hamiltoniano do sistema de Landau
apresentada em (1.2), como nos outros sistemas, ainda temos uma dependência dos auto
valores de energia com o σ.
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Capítulo 2

Estados Coerentes para Níveis
Análogos de Landau

Neste capítulo será feita uma revisão mostrando como se obter os estados coerentes
para o oscilador harmônico unidimensional [10,92], e depois será mostrado como construir
tais estados para os sistemas análogos de Landau, Landau-Aharonov-Casher [45], Landau-
He-McKellar-Wilkens [48] e Landau-Wei-Han-Wei [50]. Outros estudos sobre os estados
coerentes para os níveis de Landau podem ser encontrado na literatura [37,93].

2.1 Estado Coerente do Oscilador Harmônico

O oscilador harmônico simples possui Hamiltoniana dada por

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2, (2.1)

onde x e p são a posição e o seu momento conjugado no eixo de x. Usando os operadores
escada,

a =
1√

2m~ω
(mωx+ ip) e a† =

1√
2m~ω

(mωx− ip) , (2.2)

os quais possuem relação de comutação [a, a†] = 1, podemos expressar tal Hamiltoniana
por

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
. (2.3)

Com isso os auto estados de H, são expressos como auto estados também de a†a,
a†a|n〉 = n|n〉, pois [a†a,H] = 0. E com a relação de comutação que o Hamiltoniano tem
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com os operadores escada,

[H, a] = −~ωa e [H, a†] = ~ωa†, (2.4)

podemos obter os auto estados |n〉 por aplicações de a† como segue

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉. (2.5)

Tal estado recebe o nome estado número ou estado de Fock.
A relação de incerteza de Heisenberg para o oscilador harmônico pode ser obtido pelo

seguinte procedimento. Escreve-se o operador coordenada x e o operador momento p em
termos dos operadores escada,

x =

√
~

2mω
(a† + a) e p = i

√
m~ω

2
(a† − a). (2.6)

Calcula-se os valores esperados de x e p e seus quadrados. O resultado é dado por

〈x〉 = 〈p〉 = 0, 〈x2〉 =
~
mω

(
n+

1

2

)
e 〈p2〉 = m~ω

(
n+

1

2

)
. (2.7)

Por fim usa a relação (∆q)2 = 〈q2〉− 〈q〉2 para obter a incerteza para x e p. O resultado é

∆x∆p = ~
(
n+

1

2

)
. Tal resultado satisfaz a relação de incerteza de Heisenberg, ∆x∆p ≥

~/2, e nos mostra que somente para o estado fundamental, |0〉, temos incerteza mínima.
Pode-se criar uma classe de estados, a partir do estado fundamental |0〉, de mínima

incerteza caracterizados por um número complexo ν, tal que

a|ν〉 = ν|ν〉. (2.8)

Esses estados normalizados são chamados de Estado Coerentes.
O estado coerente possui três definições: i) estado de relação de incerteza mínima, ii)

auto estado do operador a e iii) estado criado pela aplicação do operador deslocamento
no estado fundamental,

|ν〉 = D(ν)|0〉, onde D(ν) = exp
(
νa† − ν∗a

)
. (2.9)

onde D(ν) é um operador unitário chamado operador deslocamento e para ν = 0 o estado
coerente é o próprio estado fundamental. As duas primeiras definições já forma discutidas,
mas a última é que nos permite calcular mais facilmente algumas propriedades do estado
coerente.

Pode-se calcular o valor esperado de x, p e seus quadrados para o estado coerente |ν〉
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usando as relações de comutação de a e a† com D(ν),

[a,D(ν)] = νD(ν) e [a†, D(ν)] = ν∗D(ν). (2.10)

Obtém-se que para |ν〉

〈x〉 =

√
2~
mω

Re(ν) e 〈p〉 =
√

2m~ωIm(ν), (2.11)

〈x2〉 =
2~
mω

[
[Re(ν)]2 +

1

4

]
e 〈p2〉 = 2m~ω

[
[Im(ν)]2 +

1

4

]
. (2.12)

Assim, a relação de incerteza é dada por

∆x∆p =
~
2
, (2.13)

a qual é a mínima para qualquer valor de ν.
Outras propriedades do estado coerente são visto quando estudado sua evolução tem-

poral através da equação de Heisenberg,

dx

dt
=

1

i~
[x,H] =

1

m
〈p〉. (2.14)

Essas propriedades estão relacionados a proximidade do comportamento do estado co-
erente com o comportamento clássico do oscilador harmônico. Para tal sistema temos
que

〈x(t)〉 = xclass(t) = x0 cos(ωt− φ) (2.15)

com x0 =

√
2~
mω
|ν|.

Os estados coerentes também tem como propriedade interessante a não ortogonalidade,
ou seja, 〈ν ′|ν〉 6= 0,

〈ν ′|ν〉 = exp
[
νν ′∗ − (|ν|2 + |ν ′|2)/2

]
. (2.16)

Essas características dos estados coerentes os tornam ótimas ferramentas para des-
crever sistemas da ótica quântica [1] e outros [4, 5]. Para mais informações sobre outras
aplicações e definições generalizadas dos estados coerentes podem ser obtidas na litera-
tura [10].

2.2 Estado Coerente para Níveis de Landau-Aharonov-

Casher

Agora apresentaremos duas formas de construir os estados coerentes dos níveis Landau-
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Aharonov-Casher [45]. O primeiro usando um formalismo mais próximo ao utilizado para
o estado coerente do oscilador harmônico, que se mostra não tão geral. A segunda forma
é mais geral pois usa um formalismo mais rico para descrição dos níveis de Landau-
Aharonov-Casher, formalismo baseado no trabalho de 1970 de Feldman e Kahn [35],
que permite construir estados coerentes mais gerais com dois parâmetros. Com isso,
investigamos as propriedades dos estados coerentes e encontramos as funções de onda
como também o produto incerteza. Detalhes sobre estados coerentes de níveis de Landau
podem ser encontrados na literatura [34–37,93].

2.2.1 Estado Coerente para Níveis de Landau-Aharonov-Casher:

I

Para obter os estados coerentes para níveis de Landau-Aharonov-Casher, usamos o
formalismo desenvolvido por Yang e Chen [33], os quais se propuseram a analisar efeitos
geométricos nos estados coerentes dos níveis de Landau.

O Hamiltoniano do sistema Landau-Aharonov-Casher(1.13), mostrado no capítulo an-
terior, pode ser escrito da forma

H =
~π2

2m
+

~µλ
4mc2

, (2.17)

onde ~π = ~p− µ ~AAC, com ~AAC = λ
2c2

(−yx̂+ xŷ), que é o gauge simétrico escrito em coor-
denadas cartesianas. Usar as coordenadas cartesianas, é parte importante do formalismo
que estar a ser utilizado.

No que segue, defini-se os operadores levantamento e abaixamento para o sistema

a† =
πx + iσπy√
2m~|ωAC|

e a =
πx − iσπy√
2m~|ωAC|

, (2.18)

onde ωAC = σ|µλE|/mc2 é a frequência ciclotrônica e, πx e πy são as componentes de ~π.
Assim, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrita na forma

H = ~|ωAC|
[
a†a+

1

2
(1 + σ)

]
. (2.19)

Os auto valores do Hamiltoniano são

En = ~|ωAC|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
, (2.20)

18



onde n = 0, 1, 2, · · · e seus auto estados podem ser presentados com estados de Fock

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉, (2.21)

os quais são degenerados, como analisado no capítulo anterior. Ao comparar os auto
valores de energia para o sistema Landau-Aharonov-Casher obtidos aqui, (2.20) usando
operadores escada, com os encontrados no capítulo anterior, (1.17) usando o método
analítico, obtemos que

η + |`| = n, para ` > 0

η = n, para ` ≤ 0
(2.22)

tal fato auxilia a conexão dos dois métodos e será muito útil para definição de uma base
quântica lógica para possíveis aplicações em computação quântica holonômica no último
capítulo.

Os estados coerentes dos níveis Landau-Aharonov-Casher são construídos com a apli-
cação do operador unitário D(ν) sobre o estado fundamental do sistema. O operador
D(ν), também chamado de operador deslocamento é dado por

D(ν) = exp[νa† − ν∗a], (2.23)

como para oscilador harmônico unidimensional, mas agora fazendo o uso dos operadores
levantamento e abaixamento definidos em (2.18). Com isso, os estados coerentes são

|ν〉 = D(ν)|0〉 = e−|ν|
2/2

∞∑
n=0

νn√
n!
|n〉, (2.24)

onde ν é um número complexo que, por conveniência, o definimos igual a

ν = νx + iνy, (2.25)

com νx e νy sendo números reais. Tal escolha ajuda melhor identificar como os campos
externos estão relacionados com os estados coerentes posteriormente.

Com o estado coerente dos níveis de Landau-Aharonov-Casher definidos dessa maneira
é fácil mostrar que tais estados são auto estados do operador abaixamento,

a|ν〉 = aD(ν)|0〉 = [a,D(ν)]|0〉 = ν[a, a†]D(ν)|0〉 = ν|ν〉. (2.26)
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A função de onda para tais estados é obtida por

ψν(x, y) = 〈x, y|ν〉 = e−|ν|
2/2 exp

{
ν√

2m~|ωAC|

[
mωAC

2
(x+ iσy)

−i~
(
∂

∂x
+ iσ

∂

∂y

)]}
ψ0(x, y)

(2.27)

onde ψ0(x, y) = 〈x, y|0〉 é a função de onda do estado fundamental dos níveis Landau-
Aharonov-Casher. Ao usar a identidade[

exp

(
c
∂

∂x

)]
f(x) = f(x+ c), (2.28)

temos

ψν(x, y) = exp

(
−|ν|

2

2

)
exp

{
ν

√
m|ωAC|

8~
(x+ iσy)

}
ψ0(x+X, y + Y )

(2.29)

com Y = iX = ν
√

~
2m|ωAC|

. A parte imaginária de X e Y adiciona uma fase na função de
onda do sistema, enquanto a parte real desloca a posição da partícula. Tais deslocamentos
são melhores entendidos quando analisamos o Hamiltoniano dos estados coerentes do
sistema.

O Hamiltoniano do sistema para os estados coerentes é dada por

Hν = D(ν)HD†(ν) =
~Π2

2m
+

~ωAC

2
,

onde
Πx = πx −

µ

c2

√
2m~|ωAC|νx e Πy = πy +

µ

c2

√
2m~|ωAC|νy. (2.30)

Agora, podemos ver que os termos novos devido ao surgimento dos estados coerentes são
facilmente comparados com um potencial vetor constante extra. Assim, se faz necessário
um potencial vetor efetivo constante, expressado por ~AAC, que pode ser obtido através
da introdução de um campo elétrico constante planar, ~E = Exî+ Ey ĵ. Tal potencial vetor
é dado por

~AAC = c−2µ̂× ( ~E + ~E) = c−2µ̂× ~E + ~AAC (2.31)

e vale lembrar que a introdução de ~E no sistema não influencia nos níveis de Landau-
Aharonov-Casher devido a ele ser planar, satisfazer assim as condições de torque nulo,
campos estáticos e campo magnético associado constante.
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Dessa forma podemos ver que o estado coerente |ν〉, gerado agora como solução
da equação de Schroedinger para o novo Hamiltoniano possui auto funções ψν(x, y) =

〈ν|x, y〉 = ψ(x+ δx, y + δy) onde

δx =
2Ex
λ

e δy =
2Ey
λ
. (2.32)

Como no caso do estado coerente do oscilador harmônico unidimensional, esses estados
tem também mínima relação de incerteza, isto é, eles satisfazem a relação ∆x∆px =

∆y∆py = ~/2, onde
(∆q)2 = 〈q2〉 − 〈q〉2. (2.33)

Para as coordenadas da posição no sistema Landau-Aharonov-Casher, temos

〈x〉 =

√
~

2mωAC

(ν + ν∗) and 〈x2〉 = 〈x〉2 +
~

2mωAC

. (2.34)

Por esse caminho consegui-se

∆x =

√
~

2mωAC

. (2.35)

Para o momento conjugado, obtemos

〈px〉 = −i
√
m~ωAC

2
(ν − ν∗) and 〈p2

x〉 = 〈px〉2 +
m~ωAC

2
, (2.36)

o que nos leva à

∆px =

√
m~ωAC

2
. (2.37)

Além disso, ao substituir em (2.33) a expressão (2.35) e (2.37), obtemos a relação de
incerteza para as componentes x, dada por

∆x∆px =
~
2
. (2.38)

Para a coordenada y e seu momento temos o processo de obtenção da relação de incerteza
muito similar.

2.2.2 Estados Coerentes para os Níveis Landau-Aharonov-Casher:II

Pode-se também obter estados coerente para os níveis de Landau-Aharonov-Casher
mais gerais, quando descrevemos os auto estados de Landau-Aharonov-Casher em estados
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tipo Fock levando também em consideração o número quântico de momento angular.
Procedimento similar pode ser visto em [35] onde foi feito para o sistema de Landau.
Nessa seção trazemos tal método e descrição para o sistema de Landau-Aharonov-Casher.

A partir do Hamiltoniano (2.17), podemos escrever

H =
1

2m

[(
px +

σ~
2lm2

y

)2

+

(
py −

σ~
2lm2

x

)2
]

+
~ωAC

2
(2.39)

onde lm =

√
~

m|ωAC|
é o comprimento magnético. O comprimento magnético representa

o raio da órbita clássica da partícula do estado fundamental do sistema, o qual será usado
pois concentra a maioria das informações sobre o acoplamento da partícula com os campos
e torna as equações mais sucintas.

Se introduzirmos os operadores

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
, (2.40)

os quais são parecidos com o a e a† da equação (2.18), mas são agora escritos de outra
forma por ser mais conveniente, como será visto. Tais operadores possuem relação de
comutação seguinte,

[a−, a+] = 1. (2.41)

Assim, o Hamitoniano pode ser agora escrita por

H = ~|ωAC|
[
a+a− +

1

2
(1 + σ)

]
(2.42)

Ao adicionar ao nosso estudo, a analise da componente z do momento angular,

Lz = xpy − ypx, (2.43)

o qual tem auto valores inteiros ( em unidade de ~). Sendo assim pode-se mostrar que
Lz comuta com H( [Lz, H] = 0), resultado que possui como consequência a existência de
uma base que é auto estado tanto de H como também de Lz. Tal auto estado expresso
como |n, `〉, possui equações de auto estados dadas por

H|n, `〉 = ~|ωAC|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (2.44)

e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (2.45)
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A partir das relações de comutação de a± com H e Lz, obtemos

[H, a±] = ±~|ωAC|a± (2.46)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a±. (2.47)

As relações (2.46) e (2.47) mostram que para σ = −1 os operadores a+ e a− são, res-
pectivamente, operadores levantamento e abaixamento para energia e momento angular
simultaneamente. Já para σ = +1 os mesmos se mantem, respectivamente, operadores
levantamento e abaixamento para energia, enquanto que em relação ao momento angu-
lar eles invertem suas funções, agindo agora a+ como operador abaixamento e a− como
operador levantamento. Isto é

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉 (2.48)

Lembrando que por σ depender do sentido do momento de dipolo e do sinal das cargas
elétricas de geram o campo, informação contida no λ, tal sistema apresenta essas duas
possibilidades , fenômeno que não aparece no sistema de Landau para elétron e campo
magnético apontado para o sentido positivo do eixo de z, pois já são definidos os sinal de
tais grandezas.

Para gerar todos os estados a partir de um estado particular deve-se também ter
operadores que com sua aplicação alterem somente os auto valores do momento angular.
Operadores com essa propriedade podem ser escritos da forma que segue

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
. (2.49)

Tais operadores são operadores escada somente do momento angular e não da energia,
como é mostrado por suas relações de comutação

[Lz, b±] = ∓σ~b± (2.50)

e
[H, b±] = 0. (2.51)

Além de também comutarem com a±. Portanto, podemos mostrar que

b+|n, `〉 =
√

(n+ σ`)|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =
√

(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉 (2.52)

Ao analisar (2.52) pode-se deduzir que para uma dada energia ~|ωAC|
[
n+ 1

2
(1 + σ)

]
, `
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pode assumir valores no intervalo

−∞, · · · , `, · · · ,−1, 0, n, (2.53)

para σ = −1 ou
−n, −n+ 1, · · · , `, · · · , 0, 1, · · · , ∞ (2.54)

para σ = +1. O que causa tal limitação nos valores de ` é o fato da aplicação de b+ sobre
o estado |n,−σn〉 resultar em zero, como também para os níveis de Landau [35].

Agora, pode-se gerar todos os auto estados de energia a partir do estado fundamental
|0, 0〉 por sucessivas aplicações de a+ e b−, como mostrado abaixo

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉 (2.55)

O função de onda do estado fundamental de momento angular zero, na representação
de coordenadas, é obtido a partir de duas condições estado fundamental

〈x, y|b+|0, 0〉 = 0 ⇒
[

1

2
(x− iσy) + lm

2

(
∂

∂x
− iσ ∂

∂y

)]
ψ00 = 0 (2.56)

〈x, y|a−|0, 0〉 = 0 ⇒ −i~
[(

∂

∂x
+ iσ

∂

∂y

)
+

1

2lm2
(x+ iσy)

]
ψ00 = 0 (2.57)

As quais possuem a solução

ψ00 = 〈x, y|0, 0〉 =
1

2lm2
√
π

exp

[
−(x2 + y2)

4lm2

]
, (2.58)

a qual é uma função de onda normalizada no plano xy.
Agora, o estado coerente para os níveis de Landau-Aharonov-Casher será construído

para essa descrição mais geral usando também o momento angular e seus operadores es-
cada. Procedimento parecido foi feito no trabalho do Feldman e Kahn [35]. Foi-se definido
o estado |α, β〉 como auto estado simultaneamente dos dois operadores não hermitianos
a− e b+, isto é

a−|α, β〉 = α|α, β〉, (2.59)

b+|α, β〉 = iβ|α, β〉, (2.60)

Os auto valores complexos α e β são adimensionais e a condição de normalização 〈α, β|α, β〉 =

1 é satisfeita. A significado físico e as propriedades de coerência dos auto valores complexa
são discutidos a seguir.

Foi-se construído o estado coerente por ação de dois operadores unitários Da(α) e
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Db(β) sobre o estado fundamental |0, 0〉. Estes operadores unitários são dados por

Da(α) = exp (αa+ − α∗a−) = e−|α|
2/2 exp (αa+) exp (−α∗a−) (2.61)

e
Db(β) = exp [i(β∗b− + βb+)] = e−|β|

2/2 exp (iβ∗b−) exp (iβb+) . (2.62)

onde foi usado a formula de Zassenhaus,

exp(A+B) = eAeBe−[A,B]/2e−(2[[A,B],B]+[[A,B],A])/6 · · · . (2.63)

Pode-se notar que os operadores deslocamento definidos em (2.61) e (2.62) são semelhantes
ao operador mostrado em (2.23), pois desenvolve a mesma função, mesmo que em auto
valores diferentes.

O estado coerente é então dado por

|α, β〉 = Da(α)Db(β)|0, 0〉 = e−(|α|2+|β|2)/2 exp (αa+) exp (iβb+) |0, 0〉. (2.64)

Sabendo que [a−, Da(α)] = αDa(α), [b+, Db(β)] = iβDb(β) e [a−, Db(β)] = [b+, Da(α)] =

0, e usando as equações (2.56) e (2.57), pode-se mostrar as definições (2.59) e (2.60). Ex-
pandindo o estado coerente em um grupo de auto estados de energia temos

|α, β〉 =
∑
〈n, `|α, β〉|n, `〉. (2.65)

Pode-se obter os coeficientes da expansão, 〈n, `|α, β〉, em termos de coeficiente 〈0, 0|α, β〉
por uso do hermitiano de (2.55) e de (2.59) e (2.60). Assim,

〈n, `|α, β〉 =
(α)n (iβ)n+σ`√
n!(n+ σ`)!

〈0, 0|α, β〉 (2.66)

com 〈0, 0|α, β〉 = exp [−(|α|2 + |β|2)/2].
Por um uso adicional de (2.61) e (2.62) com as condições (2.57) e (2.56), os estados

coerentes podem ser expressos na forma

|α, β〉 = exp

(
−|α|

2 + |β|2

2
+ αa+ + iβ∗b−

)
|0, 0〉 (2.67)

A dependência temporal do estado coerente é obtido através da dependência temporal
de b+ e a− no cenário de Heisemberg. b+ é constante de movimento por comutar com o
Hamiltoniano, H. Por outro lado,

a−(t) = e−i|ωAC|ta−(0) (2.68)
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o qual segue a partir da equação de movimento

da−(t)

dt
=

1

i~
[a−, H] = −i|ωAC|a−. (2.69)

Daqui
a−(t)|α, β〉 = e−i|ωAC|ta−(0)|α, β〉 = αe−i|ωAC|t|α, β〉. (2.70)

Transformando para o cenário de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo
torna-se |αe−i|ωAC|, β〉.

A representação de Schroedinger do estado coerente ψ(α,β)(x, y) pode ser obtido de
algumas formas. Um método é solucionar (2.59) e (2.60) na representação de coordenadas.
Quando seguido tal método obtemos as equações diferenciais

−i~
[(

∂

∂x
+ iσ

∂

∂y

)
+

1

2lm2
(x+ iσy)

]
ψ(α,β) =

√
2~
lm

αψ(α,β), (2.71)

[
1

2
(x− iσy) + lm

2

(
∂

∂x
− iσ ∂

∂y

)]
ψ(α,β) = i

√
2lmβψ

(α,β). (2.72)

Observa-se que a solução para α = β = 0 é ψ(α,β) = ψ00. Desta maneira, a função de
onda é

ψ(α,β) =
1

2lm
√
π

exp

{
− 1

4lm2

[(
x− i

√
2lm(α− β)

)2

+
(
y + σ

√
2lm(α + β)

)2
]}

. (2.73)

A (2.73) pode ser encontrada diretamente fazendo uso de (2.67) com os operadores na
representação de coordenada e as identidades

exp (x+ icpx) = exp(x) exp(icpx) exp

(
~c
2

)
e [exp (icpx)] f(x) = f(x+ ~c).

Os valores esperados de x, y, px e py, 〈x〉, 〈y〉, 〈px〉 e 〈py〉 respectivamente, no estado
(2.73) são dados por

〈x〉 = −
√

2lm (αy + βy) (2.74)

〈y〉 = σ
√

2lm (αx − βx) (2.75)

〈px〉 =
~√
2lm

(αx + βx) (2.76)

〈py〉 =
σ~√
2lm

(αy − βy) (2.77)

onde α = αx + iαy, β = βx + iβy, sendo αx, αy, βx e βy números reais. Ao mesmo tempo,
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o valor esperado de seus valores quadrados são

〈x2〉 = 〈x〉2 + lm
2 (2.78)

〈y2〉 = 〈y〉2 + lm
2 (2.79)

〈px2〉 = 〈px〉2 +
~2

4lm2
(2.80)

〈py2〉 = 〈py〉2 +
~2

4lm2
. (2.81)

Como no caso do oscilador harmônico, esse estado coerente é estado de mínima incerteza,
assim satisfaz a relação

∆x∆px = ∆y∆py =
~
2
. (2.82)

com (∆q)2 = 〈q2〉 − 〈q〉2.
A densidade de probabilidade do estado coerente é

|ψ(α,β)|2 =
1

4πlm2
exp

{
− 1

2`2

[(
x+
√

2lm(αy + βy)
)2

+
(
y + σ

√
2lm(αx − βx)

)2
]}

.

(2.83)
O pacote de onda coerente tem forma do estado fundamental, mas é deslocado no espaço
para um centro do movimento. As coordenadas médias são

x̄(t) =
√

2lm [βy + |α| sin(|ωAC|t− φ)] , (2.84)

ȳ(t) =
√

2lm [βx + |α| cos(|ωAC|t− φ)] , (2.85)

onde tanφ = αy/αx. O centroide do pacote de onda seque uma orbita clássica de raio√
2lm|α| ao redor de um centro em (

√
2lmβy,

√
2lmβx). A forma do pacote é independente

do tempo.

2.3 Estados Coerentes dos Níveis Landau-He-McKellar-

Wilkens

O sistema que denominamos Landau-He-McKellar-Wilkens [48] é o sistema composto
por uma partícula neutra com momento de dipolo elétrico permanente, ~d, interagindo
com um campo magnético, ~B, tal qual a configuração de dipolo e campo

~d = dk̂ e ~B =
Φ

2
(xî+ yĵ), (2.86)

gera níveis de energia análogos aos níveis de Landau. Tal sistema foi mostrado no ca-
pítulo anterior fazendo uso do método analítico para soluciona-lo. Como para os níveis
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Landau-Aharonov-Casher, iremos reescreve-lo em um novo formato, usando um forma-
lismo parecido com o apresentado por Feldman e Kahn [35], para que possamos obter os
estados coerente de tal sistema de forma mais fácil e mais geral.

Para isso, vamos considerar o Hamiltoniano do sistema Landau-He-McKellar-Wilkens,
(1.21) como no capítulo anterior, rescrita da forma que segue

H =
1

2m

[(
px +

mωHMW

2
y
)2

+
(
py −

mωHMW

2
x
)2
]

+
~ωHMW

2
(2.87)

onde ωHMW = −Φd

m
= σ|ωHMW|, com σ = sinal(−Φd) = sign(ωHMW). O que nos permite

ainda expressa-lo por

H =
1

2m

[(
px +

σ~
2lm2

y

)2

+

(
py −

σ~
2lm2

x

)2
]

+
~ωHMW

2
(2.88)

onde lm =

√
~

m|ωHMW|
. Deve-se perceber que o Hamiltoniano é bem similar o Hamilto-

niano (2.39), que é do sistema Landau-Aharonov-Casher, a menos de uma substituição
da frequência angular ωAC por ωHMW. Esse fato deixa explícito a dualidade de tais sis-
temas, assunto bem discutido no trabalho de Dowlin e colaboradores [86] e nos traba-
lhos sobre aparecimento de fase quântica nos sistemas Aharonov-Casher e He-McKellar-
Wilkens [44, 46, 47]. Isso auxiliará a encontrar mais rápido as auto energias e os auto
estados do sistema.

Podemos então introduzir os operadores

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
(2.89)

e
b± =

1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
, (2.90)

nos quais também se observa a similaridade com os operadores definidos em (2.40) e (2.49)
apresentados na seção anterior para o sistema Landau-Aharonov-Casher. Vale notar que
a diferença do operadores definidos em (2.89) e (2.90), para os definidos em (2.40) e (2.62)
é a definição do comprimento magnético, lm, para cada sistema.

Os operadores a± e b± obedecem as seguintes relações de comutação

[a−, a+] = [b+, b−] = 1 e [a±, b±] = 0. (2.91)

Assim, o Hamiltoniano e o momento angular do sistemas ficam escritos em função desses

28



operadores da forma que segue

H = ~|ωHMW|
[
a+a− +

1

2
(1 + σ)

]
(2.92)

e
Lz = xpy − ypx = σ~ (b−b+ − a+a−) . (2.93)

Pode-se escolher uma base, |n, `〉, para representar, simultaneamente, os auto estados
de H e Lz, pois eles comutam entre si. As equações de auto valores são

H|n, `〉 = ~|ωHMW|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (2.94)

e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (2.95)

onde n = 0, 1, 2, · · · e ` tem possíveis valores vinculados a escolha de σ.
A partir das relações de comutação de a± e b± com H e Lz, dadas por

[H, a±] = ±~|ωHMW|a± e [H, b±] = 0, (2.96)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a± e [Lz, b±] = ∓σ~b±, (2.97)

podemos ver que para Φd > 0⇒ σ = −1 os operadores a+ e a− são operadores levamento
e abaixamento, respectivamente, tanto para energia quanto para o momento angular.
Enquanto que os operadores b+ e b− são operadores levamento e abaixamento, respecti-
vamente, apenas para o momento angular e não alteram os estados relativo a energia, ou
seja, o número quântico n.

No entanto, para Φd < 0⇒ σ = +1 os operadores a+ e a− mantem o comportamento
relativo a energia, mas invertem os seus papeis relativo a o momento angular. Já os
operadores b+ e b− também invertem seus papeis relativo ao número quântico de momento
angular `, ou seja, eles são operadores levantamento e abaixamento, respectivamente, para
o momento angular. Assim,

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉, (2.98)

a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉, (2.99)

b+|n, `〉 =
√

(n+ σ`)|n, `− σ〉, (2.100)

b−|n, `〉 =
√

(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉. (2.101)

Temos então que para um determinado valor energia, determinado por um especifico
valor de n, tenhamos ` podendo assumir valores −σn,−σ(n−1), ..., 0, σ, 2σ, ..., σ∞, como
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no caso para o Landau-Aharonov-Casher, devido à b+|n,−σn〉 = 0. Assim, todos os
auto estados podem ser gerados a partir do estado fundamental de energia com momento
angular nulo, |0, 0〉, por sucessivas aplicações de a+ e b−, como segue

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉. (2.102)

O estado (2.102) possui forma igual a (2.55), pois o comportamento físico dos portadores
são muito parecidos nos dois casos, para partículas neutras com dipolo elétrico e com
dipolo magnético, devido a dualidade já mencionada [86]. Vale lembrar que a diferença
esta no comprimento magnético presente na definição de cada operador utilizado.

A função de onda do estado fundamental com momento angular nulo é dado por

ψ00 = 〈x, y|0, 0〉 =
1

2lm2
√
π

exp

[
−(x2 + y2)

4lm2

]
. (2.103)

Os estado coerentes para o sistema de Landau-He-McKellar-Wilkens representado por
|α, β〉 pode ser definido como auto estado dos operadores a− e b+ simultaneamente como
segue

a−|α, β〉 = α|α, β〉, (2.104)

b+|α, β〉 = iβ|α, β〉, (2.105)

como no caso do sistema Landau-Aharonov-Casher. Os auto valores complexos α =

αx + iαy e β = βx + iβy são adimensionais e αx, αy, βx e βy são números reais.
Os estados |α, β〉 podem ser construídos da forma que segue

|α, β〉 = Da(α)Db(β)|0, 0〉 (2.106)

onde Da(α) e Db(β) são operadores unitários dados por

Da(α) = exp [(αa+ − α∗a−)] = e−|α|
2/2 exp (αa+) exp (−α∗a−) (2.107)

e
Db(β) = exp [i(β∗b+ + βb−)] = e−|β|

2/2 exp (iβb−) exp (iβ∗b+) , (2.108)

bem como para os estados coerente de Landau-Aharonov-Casher.
Expandido o estado |α, β〉 na base |n, `〉

|α, β〉 =
∑
〈n, `|α, β〉|n, `〉. (2.109)
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com coeficientes 〈n, `|α, β〉 dados por

〈n, `|α, β〉 =
αn(iβ)n+σ`√
n!(n+ σ`)!

〈0, 0|α, β〉 (2.110)

com 〈0, 0|α, β〉 = exp [−(|α|2 + |β|2)/2]. Com tanto, podemos escrever (2.106) na forma

|α, β〉 = exp

(
−|α|

2 + |β|2

2
+ αa+ + iβb−

)
|0, 0〉. (2.111)

A dependência temporal é introduzida no estado coerente pelos operadores b+ e a−.
Sendo, no cenário de Heisenberg,

a−(t) = e−i|ωHMW|ta−(0). (2.112)

Enquanto que b+ comuta com H o que o torna uma constante de movimento. Assim,

a−(t)|α, β〉 = e−i|ωHMW|ta−(0)|α, β〉 = αe−i|ωHMW|t|α, β〉. (2.113)

No cenário de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo é dado por |αe−i|ωHMW|, β〉.
A função de onda para o estado coerente é dado por

ψ(α,β) =
1

2lm
√
π

exp

{
− 1

4lm2

[(
x− i

√
2lm(α + β)

)2

+
(
y + σ

√
2lm(α− β)

)2
]}

.

(2.114)
O valor esperado das componente da posição e do momento conjugado para o estado

coerente são dados por

〈x〉 = −
√

2lmIm (α− β) (2.115)

〈y〉 = σ
√

2lmRe (α + β) (2.116)

〈px〉 =
~√
2lm

Re (α− β) (2.117)

〈py〉 =
σ~√
2lm

Im (α + β) . (2.118)

Os valor esperados de suas quadraturas são

〈q2
i 〉 = 〈qi〉2 + l2m (2.119)

〈pi2〉 = 〈pi〉2 +
~2

4lm2
(2.120)

onde para i = 1(2) qi = x(y) e pi = px(py). Portanto, esses estados satisfazem a condição
de mínima incerteza

∆x∆px = ∆y∆py =
~
2
, (2.121)
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como tem que ser para os estados coerentes.
A densidade de probabilidade no espaço é

|ψ(α,β)|2 =
1

4πlm2
exp

{
− 1

2`2

[(
x+
√

2lmIm(α + βy)
)2

+
(
y + σ

√
2lmRe(α− β)

)2
]}

.

(2.122)
O valor médio das componentes da posição são

x̄(t) =
√

2lm [Im(β) + |α| sin(|ωHMW|t− φ)] , (2.123)

ȳ(t) =
√

2lm [Re(β) + |α| cos(|ωHMW|t− φ)] , (2.124)

onde φ é o argumento de α. Portanto o centro do pacote de onda segue um órbita clássica
de raio

√
2lm|α| ao redor de uma centro localizado em (

√
2lmIm(β),

√
2lmRe(β)). A forma

do pacote de onda não depende do tempo.

2.4 Estados Coerentes dos Níveis Landau-Wei-Han-Wei

O sistema que denominamos Landau-Wei-Han-Wei é o sistema composto por uma
partícula neutra com momento de dipolo elétrico induzido, ~d = α( ~E+~v× ~B), interagindo
com um campo magnético, ~B = Bk̂ e campo elétrico ~E = λ

2
(xî + yĵ), onde α é a

polarizabilidade, λ é a densidade de cargas elétricas e B é constante [50]. Os campos
possuem essa configuração para que possamos obter níveis de energia, auto estados e auto
funções para esse sistema análogos ao obtido para o sistema de Landau. Tal sistema foi
mostrado no capítulo anterior fazendo uso do método analítico para soluciona-lo. Como
para os outros sistemas análogos de Landau utilizaremos novamente o formalismo similar
ao apresentado por Feldman e Kahn [35], para que possamos obter os estados coerente de
tal sistema de forma mais fácil e mais geral.

Para isso, vamos considerar o Hamiltoniano do sistema Landau-Wei-Han-Wei, (1.36),
como no capítulo anterior, rescrita da forma que segue

H =
1

2m

[(
px +

mωWHW

2
y
)2

+
(
py −

mωWHW

2
x
)2
]

(2.125)

onde ωWHW = −αBλ
m

= σ|ωWHW|, com σ = sinal(−αBλ) = sinal(ωWHW). Vale a pena
ressaltar que o Hamiltoniano desse sistema é escrita dessa forma para determinados inter-
valos dos valores de α, λ e B. Para casos diferentes teríamos resultados significativamente
diferentes dos resultados obtidos no sistema de Landau. Assim, podemos expressar (2.125)
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por

H =
1

2m

[(
px +

σ~
2lm2

y

)2

+

(
py −

σ~
2lm2

x

)2
]

(2.126)

onde lm =

√
~

m|ωWHW|
. Deve-se perceber que o Hamiltoniano é bem similar as Hamil-

tonianas (2.39) e (2.88), que são dos sistemas de Landau-Aharonov-Casher e Landau-He-
McKellar-Wilkens respectivamente, a menos de uma substituição da frequência angular
ωAC e ωHMW por ωWHW, e uma diferença na energia do estado fundamental do sistema.

Agora, podemos então introduzir os operadores

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
(2.127)

e
b± =

1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
, (2.128)

nos quais também se observa a similaridade com os operadores escada apresentados nas
seções anteriores. É importante perceber que apesar da forma funcional dos operadores
serem iguais para os três sistemas, ainda assim estamos tratando de sistemas diferentes
que podem ser diferenciados pelo comprimento magnético, lm, que para cada sistema é
escrito em termos dos parâmetros relacionados aos campos externos e características dos
portadores de momentos.

Os operadores a± e b± obedecem as seguintes relações de comutação

[a−, a+] = [b+, b−] = 1 e [a±, b±] = 0. (2.129)

Assim, o Hamiltoniano e o momento angular do sistemas ficam escritos em função desses
operadores da forma que segue

H = ~|ωWHW|
[
a+a− +

1

2
(1 + σ)

]
(2.130)

e
Lz = xpy − ypx = σ~ (b−b+ − a+a−) . (2.131)

Pode-se escolher uma base, |n, `〉, para representar, simultaneamente, os auto estados
de H e Lz, pois eles comutam entre si. As equações de auto valores são

H|n, `〉 = ~|ωWHW|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (2.132)

e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (2.133)

33



onde n = 0, 1, 2, · · · e ` tem possíveis valores vinculados a escolha de σ.
A partir das relações de comutação de a± e b± com H e Lz, dadas por

[H, a±] = ±~|ωWHW|a± e [H, b±] = 0, (2.134)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a± e [Lz, b±] = ∓σ~b±, (2.135)

podemos ver que para σ = 1⇒ Bλ > 0 os operadores a+ e a− são operadores levamento
e abaixamento, respectivamente, tanto para energia quanto para o momento angular.
Enquanto que os operadores b+ e b− são operadores levamento e abaixamento, respecti-
vamente, apenas para o momento angular e não alteram os estados relativo a energia.

No entanto, para σ = +1⇒ Bλ < 0 os operadores a+ e a− mantem o comportamento
relativo a energia, mas invertem os seus papeis relativo a o momento angular. Já os
operadores b+ e b− também invertem seus papeis relativo ao número quântico de momento
angular `. Assim,

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉, (2.136)

a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉, (2.137)

b+|n, `〉 =
√

(n+ σ`)|n, `− σ〉, (2.138)

b−|n, `〉 =
√

(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉. (2.139)

Temos então que para um determinado valor energia, determinado por um específico
valor de n, tenhamos ` podendo assumir valores −σn,−σ(n−1), ..., 0, σ, 2σ, ..., σ∞, como
no caso para o Landau-Aharonov-Casher, devido à b+|n,−σn〉 = 0. Assim, todos os
auto estados podem ser gerados a partir do estado fundamental de energia com momento
angular nulo, |0, 0〉, por sucessivas aplicações de a+ e b−, como segue

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉. (2.140)

O estado (2.140) possui forma igual aos autos estados dos sistemas das seções anteriores,
pois o comportamento físico dos portadores são muito parecidos nos dois casos como já
mencionada. Vale lembrar que a diferença esta no comprimento magnético presente na
definição de cada operador utilizado.

A função de onda do estado fundamental com momento angular nulo é dado por

ψ00 = 〈x, y|0, 0〉 =
1

2lm2
√
π

exp

[
−(x2 + y2)

4lm2

]
. (2.141)

Os estado coerentes para o sistema de Landau-Wei-Han-Wei representado por |α, β〉
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pode ser definido como auto estado dos operadores a− e b+, como segue.

a−|α, β〉 = α|α, β〉, (2.142)

b+|α, β〉 = iβ|α, β〉, (2.143)

como no caso do sistema Landau-Aharonov-Casher. Os auto valores complexos α = αx +

iαy e β = βx+ iβy, com αx, αy, βx e βy sendo números reais, são grandezas adimensionais.
Os estados |α, β〉 podem ser construídos da forma que segue

|α, β〉 = Da(α)Db(β)|0, 0〉 (2.144)

onde Da(α) e Db(β) são operadores unitários dados por

Da(α) = exp [(αa+ − α∗a−)] = e−|α|
2/2 exp (αa+) exp (−α∗a−) (2.145)

e
Db(β) = exp [i(β∗b+ + βb−)] = e−|β|

2/2 exp (iβb−) exp (iβ∗b+) , (2.146)

bem como para os sistemas anteriores.
Expandido o estado |α, β〉 na base |n, `〉

|α, β〉 =
∑
〈n, `|α, β〉|n, `〉. (2.147)

com coeficientes 〈n, `|α, β〉 dados por

〈n, `|α, β〉 =
αn(iβ)n+σ`√
n!(n+ σ`)!

〈0, 0|α, β〉 (2.148)

com 〈0, 0|α, β〉 = exp [−(|α|2 + |β|2)/2]. Com tanto, podemos escrever (2.144) na forma

|α, β〉 = exp

(
−|α|

2 + |β|2

2
+ αa+ + iβb−

)
|0, 0〉. (2.149)

A dependência temporal é introduzida no estado coerente pelos operadores b+ e a−.
Sendo, no cenário de Heisenberg,

a−(t) = e−i|ωWHW|ta−(0) (2.150)

Enquanto que b+ comuta com H o que o torna uma constante de movimento. Assim,

a−(t)|α, β〉 = e−i|ωWHW|ta−(0)|α, β〉 = αe−i|ωWHW|t|α, β〉. (2.151)

No cenário de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo é dado por |αe−i|ωWHW|, β〉.
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A função de onda para o estado coerente é dada por

ψ(α,β) =
1

2lm
√
π

exp

{
− 1

4lm2

[(
x− i

√
2lm(α + β)

)2

+
(
y + σ

√
2lm(α− β)

)2
]}

.

(2.152)
O valor esperado das componente da posição e do momento conjugado para o estado

coerente são dados por

〈x〉 = −
√

2lmIm (α− β) (2.153)

〈y〉 = σ
√

2lmRe (α + β) (2.154)

〈px〉 =
~√
2lm

Re (α− β) (2.155)

〈py〉 =
σ~√
2lm

Im (α + β) . (2.156)

Os valor esperados de suas quadraturas são

〈q2
i 〉 = 〈qi〉2 + l2m (2.157)

〈pi2〉 = 〈pi〉2 +
~2

4lm2
(2.158)

onde para i = 1(2) qi = x(y) e pi = px(py). Portanto, esses estados satisfazem a condição
de mínima incerteza

∆x∆px = ∆y∆py =
~
2
, (2.159)

como tem que ser para os estados coerentes.
A densidade de probabilidade no espaço é

|ψ(α,β)|2 =
1

4πlm2
exp

{
− 1

2`2

[(
x+
√

2lmIm(α + βy)
)2

+
(
y + σ

√
2lmRe(α− β)

)2
]}

.

(2.160)
O valor médio das componentes da posição são

x̄(t) =
√

2lm [Im(β) + |α| sin(|ωWHW|t− φ)] , (2.161)

ȳ(t) =
√

2lm [Re(β) + |α| cos(|ωWHW|t− φ)] , (2.162)

onde φ é o argumento de α. Portanto o centro do pacote de onda segue um órbita clássica
de raio

√
2lm|α| ao redor de uma centro localizado em (

√
2lmIm(β),

√
2lmRe(β)). A forma

do pacote de onda não depende do tempo.
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Capítulo 3

Estados Deslocados para Níveis
Análogos de Landau

Neste capítulo faz-se uma breve revisão da definição e das propriedades dos chamados
estados deslocados para o oscilador harmônico unidimensional [17–19, 94]. Depois será
mostrado como se obter estados deslocados para os sistemas análogos de Landau já es-
tudados até aqui: Landau-Aharonov-Casher [45], Landau-He-McKellar-Wilkens [48] e
Landau-Wei-Han-Wei [50]. Serão discutidas as propriedades importantes para a aplica-
ção dos estados deslocados dos sistemas citados, essa aplicação será apresentada no último
capítulo, o que faz-se considerar necessário apresentar, de forma rápida, todo o forma-
lismo para descrever. Dessa forma o capítulo se apresenta o mais completo possível e com
menos informações que já foram apresentadas nos capítulos anteriores.

Trabalhos sobre estados deslocados para os níveis de Landau estão presentes na lista
de referencia [32].

3.1 Estado Deslocado do Oscilador Harmônico

O oscilador harmônico simples possui Hamiltoniana dada por

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2. (3.1)

Usando os operadores escada,

a =
1√

2m~ω
(mωx+ ip) e a† =

1√
2m~ω

(mωx− ip) , (3.2)

os quais possuem relação de comutação [a, a†] = 1, podemos expressar tal Hamiltoniana
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por

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
. (3.3)

Com isso os auto estados de H, são expressos como auto estados também de a†a,
a†a|n〉 = n|n〉, pois [a†a,H] = 0. E com a relação de comutação que o Hamiltoniano tem
com os operadores escada,

[H, a] = −~ωa e [H, a†] = ~ωa†, (3.4)

podemos obter os auto estados |n〉 por aplicações de a† como segue

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉. (3.5)

Tal estado recebe o nome estado de número ou estado de Fock.
Podemos criar uma classe de estados, a partir do estado número |n〉, chamados estados

deslocados ou estados número deslocados ou até estados quase-coerentes [19], caracteri-
zados por um número complexo ν, através da aplicação do operador deslocamento como
segue

|ν, n〉 = D(ν)|n〉, onde D(ν) = exp
(
νa† − ν∗a

)
. (3.6)

onde D(ν) é um operador unitário, D†(ν)D(ν) = D(ν)D†(ν) = 1 e para ν = 0 o estado
|ν, n〉 é o próprio estado número e para n = 0 o estado |ν, n〉 é o estado coerente, já
apresentado no capítulo anterior.

As relações de comutação de a e a† com D(ν) são

[a,D(ν)] = νD(ν) e [a†, D(ν)] = ν∗D(ν). (3.7)

Com tais relações podemos escrever o estado por

|ν, n〉 =
1√
n!

[(
a†
)n − nν∗ (a†)n−1

]
D(ν)|0〉, (3.8)

expressão que deixa claro a generalização que o estado deslocado é relativo ao estado
coerente e o estado número, pois

|ν, n〉 =

(
a†
)n

√
n!
|0〉 = |n〉, para ν = 0, (3.9)

|ν, n〉 = D(ν)|0〉 = |ν〉, para n = 0. (3.10)

Outra forma de escrever o estado deslocado em termos dos estados números

|ν, n〉 = e−|ν|
2/2

∞∑
k=0

νk

k!

n∑
j=0

(−ν∗)j

j!(n− j)!
√
n!(n− j + k)!|n− j + k〉 (3.11)
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Para tal estado a aplicação operador abaixamento, a, é dado por

a|ν, n〉 = (D(ν)a+ [a,D(ν)])|n〉 =
√
nD(ν)|n− 1〉+ νD(ν)|n〉, (3.12)

resultado que indica a não existência de vínculo de auto valor e auto estado para o estado
|ν, n〉 e o operador a de forma geral. No entanto para o caso em que n = 0 temos a|ν, n〉 =

a|ν, 0〉 = ν|ν〉 como para o estado coerente e para ν = 0 temo a|ν, n〉 = a|0, n〉 =
√
n|n−1〉

como para o estado número.
Pode-se calcular o valor esperado de x, p e seus quadrados para o estado deslocado

|ν, n〉 usando

x =

√
~

2mω
(a† + a) e p = i

√
~

2mω
(a† − a) (3.13)

Obtém-se que para |ν〉, temos

〈x〉 =

√
2~
mω

Re(ν) e 〈p〉 =
√

2m~ωIm(ν) (3.14)

〈x2〉 =
2~
mω

[
[Re(ν)]2 +

1

4

]
e 〈p2〉 = 2m~ω

[
[Im(ν)]2 +

1

4

]
, (3.15)

da mesmo forma que o estado coerente. Assim, a relação de incerteza é dada por

∆x∆p =
~
2
, (3.16)

a qual é mínima para qualquer valor de ν.
Os estados deslocados também tem como propriedade interessante a não ortogonali-

dade, ou seja, 〈ν ′, n′|ν, n〉 6= 0,

〈ν ′, n′|ν, n〉 = 〈ν ′|ν〉
√
m!n!

{m,n}∑
j=0

(ν − ν ′)n′−j(ν ′∗ − ν∗)n−j

j!(m− j)!(n− j)!
, (3.17)

onde {n′, n} é o mínimo multiplo comum de n′ e n, e

〈ν ′|ν〉 = exp
[
νν ′∗ − (|ν|2 + |ν ′|2)/2

]
. (3.18)

As características mostradas dos estados deslocados o tornam uma boa ferramenta para
descrever sistemas que apresentam uma propriedade chamada quaseprobabilidade [94] e
outras [18]. Para mais informações sobre outras aplicações e outras propriedades dos
estados deslocados vejam as referências [18, 95,96].
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3.2 Estados Deslocados para os Níveis Landau-Aharonov-

Casher

Estado deslocados dos níveis de Landau-Aharonov-Casher são obtidos a partir do
sistema de uma partícula neutra com momento de dipolo magnético permanente, ~µ = µk̂,
sujeito a campo elétrico radial planar, ~E = λ

2
(xî + yĵ) onde λ é a densidade volumétrica

de cargas.
O Hamiltoniano para tal sistema, já apresentado nos capítulos anteriores, é dado por

H =
1

2m

[(
px +

mωAC

2
y
)2

+
(
py −

mωAC

2
x
)2
]

+
~ωAC

2
(3.19)

onde ωAC = µλ/mc2 é a frequência ciclotrônica do sistema.
Para obter os estados deslocados para tal sistema usamos o formalismo similar ao

presente em [35]. Esse formalismo tem por base definir os operadores

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
(3.20)

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
. (3.21)

onde lm =
√

~/m|ωAC| é o comprimento magnético e σ = sinal(µλ). Os operadores
definidos em (3.20) e (3.21), já também apresentados no capítulo anterior, são chamados
operadores escada pelo efeito de sua aplicação nos auto estados do sistema e possuem
relações de comutação dadas por

[a−, a+] = [b+, b−] = 1 e [a±, b±] = 0. (3.22)

Com os operadores (3.20) e (3.21) pode-se escrever o Hamiltoniano do sistema por

H = ~|ωAC|
[
a+a− +

1

2
(1 + σ)

]
(3.23)

e o momento angular, Lz = xpy − ypx, por

Lz = σ~ (b−b+ − a+a−) . (3.24)

H e Lz comutam entre si, o que tem por consequência a existência de uma base, |n, `〉,
de auto estados comum a ambos, ou seja,

H|n, `〉 = ~|ωAC|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (3.25)
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e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (3.26)

onde n = 0, 1, 2, · · · e ` = 0, ±1, ±2, · · · .
A relação de comutação de H e Lz com os operadores escada é dada por

[H, a±] = ±~|ωAC|a± e [H, b±] = 0 (3.27)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a± e [Lz, b±] = ∓σ~b±. (3.28)

As relações (3.27) e (3.28) indicam que

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉 (3.29)

e
b+|n, `〉 =

√
(n+ σ`)|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉, (3.30)

o que permite que criemos os estado |n, `〉 a partir do estado fundamental de momento
angular nulo, |0, 0〉 através da seguinte expressão

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉. (3.31)

Com o objetivo de construir o estado deslocado dos níveis de Landau-Aharonov-
Casher, definidos por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉, (3.32)

defimos o nosso o operador deslocamento dado por

D(ν) = exp(νa+ − ν∗a−), (3.33)

similar o apresentado no capítulo anterior. O operador deslocamento é um operador
unitário, D†(ν)D(ν) = D(ν)D†(ν) = 1, e possui relação de comutação com os operadores
escada dadas por

[a−, D(ν)] = νD(ν), [a+, D(ν)] = ν∗D(ν) e [b±, D(ν)] = 0. (3.34)

A partir de (3.32) usando (3.33), (3.31) e (3.34) podemos escrever o estados deslocado
dos níveis de Landau-Aharonov-Casher por

|ν, n, `〉 =
bn+σ`
−√

n!(n+ σ`)!

(
an+ − nν∗an−1

+

)
D(ν)|0, 0〉, (3.35)
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onde D(ν)|0, 0〉 é o estado coerente do estado de Landau-Aharonov-Casher para β = 0,
apresentado no capítulo anterior. Ou seja, i) para n = ` = 0 temos que |ν, n, `〉 é um
estado coerente e ii) para ν = 0 temos o |ν, n, `〉 como o auto estado dos níveis Landau-
Aharonov-Casher. Isso pode ser visto também ao analisar a relação do estado |ν, n, `〉
com o operador a−, pois para o estado coerente existe uma relação de auto estado e auto
valor, já para |ν, n, `〉 nos temos

a−|ν, n, `〉 = ν|ν, n, `〉+
√
n|ν, n− 1, `+ σ〉, (3.36)

o que mostra que para n = 0 temos estado coerente e para ν = 0 temos estado número.
O estado deslocado dos níveis de Landau-Aharonov-Casher (3.32) não é auto estado

do Hamiltoniano (3.27) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.28),
devido ao operador deslocamento comutar com os operadores b±. O Hamiltoniano que
possui |ν, n, `〉 como seu auto estado é obtida a partir da transformação de similaridade
feita no Hamiltoniano do sistema Landau-Aharonov-Casher, (3.27), feita com o operador
deslocamento, (3.33), da forma que segue

Hν = D(ν)HD†(ν) = ~|ωAC|
[
(a+ − ν∗)(a− − ν) +

1

2
(1 + σ)

]
. (3.37)

Usando as definições (3.20) e (3.21) em (3.37) podemos apresentar Hν como segue

Hν =
Πx

2

2m
+

Πy
2

2m
+

~ωAC

2
,

onde

Πx = px +
mωAC

2
y− µ

c2

√
2m~|ωAC|νx e Πy = py−

mωAC

2
x+

µ

c2

√
2m~|ωAC|νy, (3.38)

como já apresentado no capítulo anterior. Pode-se relacionar facilmente os termos cons-
tantes adicionais do acoplamento mínimo com um potencial vetor efetivo constante adi-
cional, expressado por ~AAC, que pode ser obtido através da introdução de um campo
elétrico constante planar, ~E = Exî + Ey ĵ. O potencial vetor constante adicional é dado
por

~AAC = c−2µ̂× ~E = c−2 (−Ey, Ex, 0) . (3.39)

Dessa forma podemos ver que o estado deslocados dos níveis Landau-He-McKellar-
Wilkens, |ν, n, `〉, gerado agora como solução da equação de Schroedinger para o Hamil-
toniano, Hν , possui auto funções ψν(x, y) = 〈ν, n, `|x, y〉 = ψ(x+ δx, y+ δy) onde ψ(x, y)
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é a função de onda para os níveis de Landau-Aharonov-Casher e

δx =
2Ex
λ

e δy =
2Ey
λ
. (3.40)

Tais resultados são similares ao encontrados para o estados coerentes dos níveis de Landau-
Aharonov-Casher no que discutimos relativo o Hamiltoniano do sistema. Mas relativo ao
auto estado da Hamiltonian, Hν , temos algumas diferenças, diferenças essas que mostram
como o estado deslocado dos níveis Landau-Aharonov-Casher é uma generalização dos
auto estados e do estado coerente do mesmo sistema. Como já citado anteriormente.

3.3 Estados Deslocados para os Níveis Landau-He-McKellar-

Wilkens

Estado deslocados dos níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens são obtidos a partir
do sistema de uma partícula neutra com momento de dipolo elétrico permanente, ~d =

dk̂, sujeito a campo magnético radial planar, ~B = Φ
2
(xî + yĵ) onde Φ é um parâmetro

relacionado com a produção do campo magnético. Em [46,47], Φ é citado como densidade
de carga magnética. Em [84], é mostrado como se consegue um campo magnético radial
com um par de bobinas em configuração anti-Helmholtz, deixando então o parâmetro Φ

ser uma relação da corrente elétrica que atravessa as bobinas e também das dimensões
delas.

O Hamiltoniano para tal sistema, já apresentado nos capítulos anteriores, é dado por

H =
1

2m

[(
px +

mωHMW

2
y
)2

+
(
py −

mωHMW

2
x
)2
]

+
~ωHMW

2
(3.41)

onde ωHMW = −Φd/m é a frequência ciclotrônica do sistema.
Obteremos os estados deslocados dos sistema Landau-He-McKellar-Wilkens usando

um formalismo baseado no presente em [35]. Tal formalismo inicia-se ao definir os opera-
dores

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
(3.42)

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
. (3.43)

onde lm =
√

~/m|ωHMW| é o comprimento magnético e σ = sinal(−Φd). Em (3.20) e
(3.21) são definidos operadores já apresentados no capítulo anterior, tais operadores são
chamados operadores escada pelo efeito de sua aplicação nos auto estados do sistema e
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possuem relações de comutação dadas por

[a−, a+] = [b+, b−] = 1 e [a±, b±] = 0. (3.44)

O Hamiltoniano do sistema, (3.41), e o momento angular, Lz = xpy − ypx, podem
ser rescritos agora em termos dos operadores (3.20) e (3.21), ficando então da forma que
segue

H = ~|ωHMW|
[
a+a− +

1

2
(1 + σ)

]
(3.45)

e
Lz = σ~ (b−b+ − a+a−) . (3.46)

O fato de H e Lz comutarem entre si, tem por consequência a existência de uma base,
|n, `〉, de auto estados comum a ambos, ou seja,

H|n, `〉 = ~|ωHMW|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (3.47)

e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (3.48)

onde n = 0, 1, 2, · · · e ` ∈ Z.
A partir das relações de comutação de H e Lz com os operadores escada é dada por

[H, a±] = ±~|ωAC|a± e [H, b±] = 0 (3.49)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a± e [Lz, b±] = ∓σ~b±, (3.50)

pode-se ver que a aplicação dos operadores a± e b± no estado |n, `〉 são dadas da seguinte
forma

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉 (3.51)

e
b+|n, `〉 =

√
(n+ σ`)|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉. (3.52)

(3.51) e (3.52) permitem que criemos os estado |n, `〉 a partir do estado fundamental de
momento angular nulo, |0, 0〉 através da seguinte expressão

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉. (3.53)

Para construir o estado deslocado dos níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens, defini-
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dos por
|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉, (3.54)

devemos definir também o nosso o operador deslocamento dado por

D(ν) = exp(νa+ − ν∗a−), (3.55)

similar o apresentado no capítulo anterior. O operador deslocamento, (3.55), é um ope-
rador unitário, ou seja D†(ν)D(ν) = D(ν)D†(ν) = 1, e possui relação de comutação com
os operadores escada dadas por

[a−, D(ν)] = νD(ν), [a+, D(ν)] = ν∗D(ν) e [b±, D(ν)] = 0. (3.56)

Ao usar (3.55), (3.53) e (3.56), em (3.54) podemos escrever o estados deslocado dos
níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens por

|ν, n, `〉 =
bn+σ`
−√

n!(n+ σ`)!

(
an+ − nν∗an−1

+

)
D(ν)|0, 0〉, (3.57)

onde D(ν)|0, 0〉 é o estado coerente do estado de Landau-He-McKellar-Wilkens, apresen-
tado no capítulo anterior, para β = 0. Em (3.57), podemos ver que i) para n = ` = 0

temos que |ν, n, `〉 é um estado coerente e ii) para ν = 0 temos o |ν, n, `〉 como o auto estado
dos níveis Landau-He-McKellar-Wilkens. Ao analisar a relação do estado |ν, n, `〉 com o
operador a−, pode-se observar também que os estados deslocados dos níveis Landau-He-
McKellar-Wilkens tem a caracterização dos estados coerentes e número. Para o estado
coerente existe uma relação de auto estado e auto valor, já para |ν, n, `〉 nos temos

a−|ν, n, `〉 = ν|ν, n, `〉+
√
n|ν, n− 1, `+ σ〉, (3.58)

o que mostra que para n = 0 temos estado coerente e para ν = 0 temos estado número.
O estado deslocado dos níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens (3.54) não é auto es-

tado do Hamiltoniano (3.49) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.50),
devido ao operador deslocamento comutar com os operadores b±. O Hamiltoniano que
possui |ν, n, `〉 como seu auto estado é obtida a partir da transformação de similaridade
feita no Hamiltoniano do sistema Landau-He-McKellar-Wilkens, (3.49), feita com o ope-
rador deslocamento, (3.55), dado por

Hν = D(ν)HD†(ν) = ~|ωHMW|
[
(a+ − ν∗)(a− − ν) +

1

2
(1 + σ)

]
. (3.59)
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Usando as definições (3.20) e (3.21) em (3.59) podemos apresentar Hν como segue

Hν =
Πx

2

2m
+

Πy
2

2m
+

~ωHMW

2
,

onde

Πx = px +
mωHMW

2
y− µ

c2

√
2m~|ωHMW|νx e Πy = py−

mωHMW

2
x+

µ

c2

√
2m~|ωHMW|νy,

(3.60)
como já apresentado no capítulo anterior. Relaciona-se facilmente os termos constantes
adicionais do acoplamento mínimo com um potencial vetor efetivo constante adicional,
expressado por ~AHMW, que pode ser obtido através da introdução de um campo magnético
constante planar, ~B = Bxî+By ĵ. O potencial vetor constante adicional é dado por

~AHMW = d̂× ~B = (−By, Bx, 0) . (3.61)

Assim, podemos ver que o estado deslocados dos níveis Landau-Aharonov-Casher,
|ν, n, `〉, gerado agora como solução da equação de Schroedinger para o Hamiltoniano,
Hν , possui auto funções ψν(x, y) = 〈ν, n, `|x, y〉 = ψ(x + δx, y + δy) onde ψ(x, y) é a
função de onda para os níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens e

δx =
2Bx

Φ
e δy =

2By

Φ
. (3.62)

Tais resultados são similares ao encontrados para o estados coerentes dos níveis de Landau-
He-McKellar-Wilkens relativo o Hamiltoniano do sistema. Enquanto que relativo ao auto
estado do Hamiltoniano, Hν , temos algumas diferenças. Diferenças essas que mostram
como o estado deslocado dos níveis Landau-He-McKellar-Wilkens é uma generalização
dos auto estados e do estado coerente do mesmo sistema, como já citado anteriormente.

3.4 Estados Deslocados para os Níveis Landau-Wei-Han-

Wei

Os estados deslocados dos níveis de Landau-Wei-Han-Wei são obtidos a partir do
sistema de uma partícula neutra com momento de dipolo elétrico induzido permanente,
~d = α( ~E + ~v × ~B), onde α é a polarizabilidade elétrica, ~B = Bk̂ e ~E = λ

2
(xî+ yĵ) com λ

sendo a densidade volumétrica de cargas elétricas.
Para os valores de campos e polarizabilidade elétrica constadas nas referências [49,90,

91], o Hamiltoniano para o sistema Landau-Wei-Han-Wei, já apresentado nos capítulos
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anteriores, é dado por

H =
1

2m

[(
px +

mωWHW

2
y
)2

+
(
py −

mωWHW

2
x
)2
]

(3.63)

onde ωHWH = −αBλ/m é a frequência ciclotrônica do sistema.
Os estados deslocados para tal sistema podem ser obtidos ao usar o formalismo similar

ao apresentado em [35], formalismo esse que tem como princípio definir os operadores
escada para o sistema. Os operadores escada do sistema são definidos por

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
(3.64)

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
. (3.65)

onde lm =
√

~/m|ωWHW| é o comprimento magnético e σ = sinal(−Bλ). Os operadores
escada definidos em (3.20) e (3.21), já também apresentados no capítulo anterior, são
chamados assim devido ao efeito de sua aplicação nos auto estados do sistema. As relações
de comutação entre a± e b± são dadas por

[a−, a+] = [b+, b−] = 1 e [a±, b±] = 0. (3.66)

Ao usar os operadores escada, a± e b±, podemos rescrever o Hamiltoniano, (3.63) e o
momento angular, Lz = xpy − ypx, do sistema como segue

H = ~|ωWHW|
[
a+a− +

1

2

]
e Lz = σ~ (b−b+ − a+a−) . (3.67)

Podemos para esse sistema definir uma base, |n, `〉, como base de auto estados simulta-
neamente de H e Lz, devido ao fato de eles comutam entre si. Ou seja,

H|n, `〉 = ~|ωWHW|
[
n+

1

2
(1 + σ)

]
|n, `〉 (3.68)

e
Lz|n, `〉 = `~|n, `〉. (3.69)

onde n = 0, 1, 2, · · · e ` = 0, ±1, ±2, · · · .
A relação de comutação de H e Lz com os operadores escada é dada por

[H, a±] = ±~|ωAC|a± e [H, b±] = 0 (3.70)

e
[Lz, a±] = ∓σ~a± e [Lz, b±] = ∓σ~b±. (3.71)
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Com as relações (3.27) e (3.28) podemos deduzir que

a+|n, `〉 =
√

(n+ 1)|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =
√
n|n− 1, `+ σ〉 (3.72)

e
b+|n, `〉 =

√
(n+ σ`)|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
(n+ σ`+ 1)|n, `+ σ〉. (3.73)

As relações (3.72) e (3.73) nos permite criarmo os estado |n, `〉 a partir do estado
fundamental de momento angular nulo, |0, 0〉 através de aplicações consecutivas de a+ e
b− dada pela seguinte expressão

|n, `〉 =
b−

n+σ`a+
n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉. (3.74)

Com isso, para construir o estado deslocado dos níveis de Landau-Wei-Han-Wei, defi-
nidos por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉, (3.75)

agora precisamos definir o operador deslocamento. Tal operador é unitário, ou seja
D†(ν)D(ν) = D(ν)D†(ν) = 1, e é definido por

D(ν) = exp(νa+ − ν∗a−), (3.76)

similar aos já apresentados nesse capítulo. As relações de comutação entre D(ν) e os
operadores escada são

[a−, D(ν)] = νD(ν), [a+, D(ν)] = ν∗D(ν) e [b±, D(ν)] = 0. (3.77)

Usando (3.76), (3.74) e (3.77) em (3.75) podemos escrever o estados deslocado dos
níveis de Landau-Wei-Han-Wei por

|ν, n, `〉 =
bn+σ`
−√

n!(n+ σ`)!

(
an+ − nν∗an−1

+

)
D(ν)|0, 0〉, (3.78)

onde D(ν)|0, 0〉 é o estado coerente do estado de Landau-Wei-Han-Wei para β = 0, apre-
sentado no capítulo anterior. Isso é, i) para n = ` = 0 temos que |ν, n, `〉 é um estado
coerente dos níveis Landau-Wei-Han-Wei e ii) para ν = 0 temos o |ν, n, `〉 como o auto
estado dos níveis Landau-Wei-Han-Wei.

Pode-se analisar a relação do estado |ν, n, `〉 com o operador a−, com o intenção de
reforçar a relação do estado deslocado com os estados coerente e número, o que obtém é

a−|ν, n, `〉 = ν|ν, n, `〉+
√
n|ν, n− 1, `+ σ〉, (3.79)
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mostrando então que para n = 0 temos estado coerente e para ν = 0 temos estado número.
O estado deslocado dos níveis de Landau-Wei-Han-Wei (3.75) não é auto estado do

Hamiltoniano (3.70) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.71), devido
ao operador deslocamento comutar com os operadores b±. O Hamiltoniano que possui
|ν, n, `〉 como seu auto estado é obtida a partir da transformação de similaridade feita
no Hamiltoniano do sistema Landau-Wei-Han-Wei, (3.70), feita com o operador desloca-
mento, (3.76), da forma que segue

Hν = D(ν)HD†(ν) = ~|ωWHW|
[
(a+ − ν∗)(a− − ν) +

1

2
(1 + σ)

]
. (3.80)

Usando as definições (3.64) e (3.65) em (3.80) podemos apresentar Hν como segue

Hν =
Πx

2

2m
+

Πy
2

2m
+

~ωWHW

2
,

onde

Πx = px+
mωWHW

2
y− µ

c2

√
2m~|ωWHW|νx e Πy = py−

mωWHW

2
x+

µ

c2

√
2m~|ωWHW|νy,

(3.81)
como já apresentado no capítulo anterior. Pode-se relacionar facilmente os termos cons-
tantes adicionais do acoplamento mínimo com um potencial vetor efetivo constante adi-
cional, expressado por ~AWHW, que pode ser obtido através da introdução de um campo
elétrico constante planar, ~E = Exî + Ey ĵ. O potencial vetor constante adicional é dado
por

~AWHW = ~B × ~E = B (−Ey, Ex, 0) . (3.82)

Dessa forma podemos ver que o estado deslocados dos níveis Landau-Wei-Han-Wei,
|ν, n, `〉, gerado agora como solução da equação de Schroedinger para o Hamiltoniano, Hν ,
possui auto funções ψν(x, y) = 〈ν, n, `|x, y〉 = ψ(x + δx, y + δy) onde ψ(x, y) é a função
de onda para os níveis de Landau-Wei-Han-Wei e

δx =
2Ex
Bλ

e δy =
2Ey
Bλ

. (3.83)

Tais resultados são similares ao encontrados para o estados coerentes dos níveis de Landau-
Wei-Han-Wei no que discutimos relativo o Hamiltoniano do sistema. Mas relativo ao auto
estado do Hamiltoniano, Hν , temos algumas diferenças, diferenças essas que mostram
como o estado deslocado dos níveis Landau-Wei-Han-Wei é uma generalização dos auto
estados e do estado coerente do mesmo sistema.
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Capítulo 4

Fase de Berry de Estados Deslocados
dos Análogos de Landau

Esse capítulo se dispõe a fazer um estudo de fases geométricas inciando com uma breve
descrição da definição de fase de Berry [57–61, 97–103]. Logo depois é discutido como
obter fases de Berry para estados deslocados do sistemas de análogos de Landau, já apre-
sentados nos capítulos anteriores: Landau-Aharonov-Casher [45], Landau-He-McKellar-
Wilkens [48] e Landau-Wei-Hai-Wei [50]. A descrição desses estados é brevemente apre-
sentada com o proposito de torna o capítulo o mais completo possível. Na última seção é
apresentado uma provável aplicação das fases de Berry para tais sistemas no contexto de
Computação Quântica Holonômica [69,70,72,73].

4.1 Fase de Berry

Ao considerar um sistema com Hamiltoniano H, que pode ser alterado por uma vari-
ação de um conjunto de parâmetros ~R = (R1, R2, · · · , RN), do qual H depende, podemos
evoluir tal sistema no tempo e estuda-lo através da mudança do parâmetro ~R. O con-
junto de N parâmetros indicado por ~R é um vetor no chamado espaço de parâmetros.
No entanto, a evolução do sistema entre os tempos t = 0 e t = T pode ser obtida com
o transporte ao redor de um caminho fechado ~R(t) no espaço de parâmetros, com o Ha-
miltoniano dado por H(~R(t)) de onde temos que ~R(T ) = ~R(0). Esse caminho vai ser
chamado de agora em diante de circuito e denotado por C.

Ao considerar que T é grande o suficiente, quando comparado com o tempo da pertuba-
ção do sistema, de modo que a cada instante o sistema satisfaça a equação de Schroedinger.
Nessa consideração que consiste a chamada aproximação adiabática [79].
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O estado ψ(t) tem sua evolução dada pela equação de Schroedinger

H(~R(t))|ψ(t)〉 = i~
∂

∂t
|ψ(t)〉. (4.1)

Em qualquer instante, a base natural consiste dos auto estados |n(~R)〉, o qual considera-
remos discretos, de H(~R) para ~R = ~R(t), que satisfazem

H(~R)|n(~R)〉 = En(~R)|n(~R)〉, (4.2)

com energia En(~R). Essa equação de auto valores não dá nenhuma relação entre as fase
de auto estados |n(~R)〉 em diferentes ~R. Adiabaticamente, um sistema preparado em um
desses estados |n[~R(0)]〉, que está relacionado a H, estará no estado |n(~R(t))〉 no tempo
t.

Podemos escrever |ψ(t)〉 como sendo

|ψ(t)〉 = exp

[
− i
~

∫ t

0

dt′En(~R(t′))

]
exp [iγn(t)] |n(R(t))〉. (4.3)

O primeiro termo exponencial é fator de fase dinâmico. O ponto crucial está na fase γn(t)

que é não integrável; γn(t) não pode ser escrito como uma função de ~R e, em particular,
não tem valor único para uma evolução geral do sistema, portanto γn(T ) 6= γn(0).

A função γn(t) é determinada usando a exigência que |ψ(t)〉 satisfaça a equação de
Schroedinger. Substituindo |ψ(t)〉 em (4.1), obtemos

dγn(t)

dt
= i
〈
n[~R(t)]

∣∣∣∇R

∣∣∣n[~R(t)]
〉
· d
~R

dt
, (4.4)

onde∇R =
∂

∂R1

R̂1+
∂

∂R2

R̂2+· · ·+ ∂

∂RN

R̂N , um gradiente para o espaço dos N parâmetros.

Assim, a fase geométrica é dada por:

γn(C) =

∮
C

~An(~R) · d~R (4.5)

onde γn(C) é dado por uma integral de caminho no espaço de parâmetros, é independente
de como o circuito é feito e ~An(~R), conhecido como o potencial vetor de Mead-Berry, é
dado por

~An(~R) = i〈n(~R)|∇R|n(~R)〉. (4.6)

Para sistemas degenerados |n(~R), s〉, onde s é número quântico do espaço degenerado
as conexões de Berry são escritas de forma parecida,

~An
s′,s(~R) = i〈n(~R), s′|∇R|n(~R), s〉, (4.7)
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com tudo, levando em conta as possibilidades de os estados inicial e final do sistema
serem diferentes não só por uma fase, mas também pelo número quântico s, que pode
ser qualquer outra grandeza física do sistema além da energia, por exemplo, o spin ou o
momento angular orbital.

Pode-se desenvolver uma discussão sobre fases quânticas através da não consideração
da adiabaticidade ou/e utilizando formas diferencias para tornar a formação de tais con-
ceitos e definições mais rigorosas e gerais [104–108]. Os estudos de fases de quânticas
para sistemas de partículas carregas e partículas neutras com ênfase no surgimento de
tais fases devido a presença de defeitos topológicos e propriedades geométricas do espaço
em que tais sistemas se encontram podem ser visto na literatura [109–111].

4.2 Fase de Berry de Estados Deslocados de Níveis de

Landau Análogos

Nas três partes que seguem mostraremos as fases de Berry construídas para os sistemas
análogos de Landau ressaltando as diferenças e a riqueza de possibilidades para a fase de
Berry de Landau-Wei-Han-Wei.

4.2.1 Fase de Berry de Estados Deslocados de Níveis de Landau-

Aharonov-Casher

Para o sistema de Landau-Aharonov-Casher, partícula neutra com dipolo magnético
~µ = µk̂ em meio a campo elétrico planar-radial, temos o Hamiltoniano dada por

H =
1

2m

[(
px +

mω

2
y
)2

+
(
py −

mω

2
x
)2
]
, (4.8)

onde ω = ω
AC

=
µλ

mc2
= σ|ω|, λ é a densidade de carga elétrica e σ = sinal(µλ) o qual

indica o sentido da rotação do movimento clássico.
O auto estado do Hamiltoniano e do momento angular é dado por

|n, `〉 =
a+

nb−
n+σ`√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉 (4.9)

onde n = 0, 1, 2, · · · , ` = 0, ±1, ±2, ± · · · , |0, 0〉 é o estado fundamental de momento
angular zero e os operadores escada a± e b± são dados por

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
, (4.10)
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e

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
, (4.11)

onde lm2 = ~
m|ωAC|

.
Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, `〉 como segue

a+|n, `〉 =
√
n+ 1|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =

√
n|n− 1, `+ σ〉, (4.12)

b+|n, `〉 =
√
n+ σ`|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
n+ σ`+ 1|n, `+ σ〉. (4.13)

O estado deslocado dos níveis de Landau-Aharonov-Casher é definido por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉 (4.14)

onde

D(ν) = exp (ν a+ − ν∗ a−) = e−|ν|
2/2 eν a+ e−ν

∗ a− , (4.15)

onde ν = νx + iνy. A evolução temporal do estado deslocado dos estado deslocados de
Landau-Aharonov-Casher é governado pelo Hamiltoniano dado por

Hν = D(ν)HD†(ν) =
1

2m

(px +
~

2l2m
y −
√

2 ~
lm

νx

)2

+

(
py −

~
2l2m

x+

√
2~
lm

νy

)2
 .(4.16)

onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano são vistos como novas contri-
buições do potencial vetor ~AAC = k̂ × ~E já mostrado nos outros capítulos. Essa nova
contribuição do potencial vetor é encontrada por adição de uma campo elétrico planar e
constante. Assim, incluindo um o campo elétrico ~E ′ = (Ex, Ey, 0), os parâmetros νx e νy
dado em (4.16) são

νx = − µlm√
2c2~

Ey and νy = − µlm√
2c2~

Ex. (4.17)

Note que a modificação do Hamiltoniano dado em (4.16) indicado pelos termos com os
parâmetros definidos em (4.17) correspondem a transformação (x, y) → (x+ δx, y + δy)

na função de onda onde

δx =
2µl2m
c2~

Ex and δy =
2µl2m
c2~

Ey. (4.18)

Com isso, o campo ~E ′ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-Aharonov-
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Casher.
Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos

níveis de Landau-Aharonov-Casher os quais tem sido construído no capítulo anterior.
Então, vamos considerar uma evolução cíclica em um espaço degenerado que a função de
onda de uma partícula quântica adquire uma fase de Berry não Abeliana a partir de uma
evolução adiabática [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

A`
′,`
n (ξ) = i

〈
ν, n, `′

∣∣∣∣ ∂∂ξ
∣∣∣∣ ν, n, `〉 . (4.19)

onde ξ é o parâmetro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-Aharonov-
Casher deslocado, os parâmetros de controle são três: as componentes Ex e Ey do campo
elétrico ~E ′ e a densidade de carga elétrica λ. Como nos outros casos iremos considerar os
parâmetros de controles todos positivos, o que resulta em σ = +1. Assim, para um nível
n de energia, as componentes não nulas do potencial vetor de Berry (4.19) são

A`
′,`
n (ξ) = −

(
νx
∂νy
∂ξ
− νy

∂νx
∂ξ

)
δ
` ′,`

− 1

lm

∂lm
∂ξ

(
ν∗
√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+ ν
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

)
(4.20)

Para o sistema Landau-Aharonov-Casher há um espaço tridimensional de parâmetros com
os componentes Ex, Ey e λ. As componentes do potencial de Berry são

A`
′,`
n (Ex) = − Ey

16u2λ
δ
` ′,`

e A`
′,`
n (Ey) = − Ex

16u2λ
δ
` ′,`
. (4.21)

A`
′,`
n (λ) = − u

λ3/2

[
(Ey − iEx)

√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ

+(Ey + iEx)
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
(4.22)

onde u =

√
~c2

8µ
. Podemos observar, a partir de (4.21), que as componentes A`′,`n (Ex) e

A`
′,`
n (Ey) dão origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexões são proporcionais a

matriz identidade. Por considerar `′ = ` e manter o parâmetro de controle λ constante, a
fase de Berry correspondente é

γ(1)
n =

∮
C1

[
A`,`n (Ex) dEx + A`,`n (Ey) dEy

]
= − 1

16u2λ
S1, (4.23)

onde C1 é o caminho da evolução adiabática no plano Ex−Ey e S1 é a área circundada por
tal caminho como mostrar a Figura 4.2.1. A fase de Berry obtida em (4.23) corresponde
a um efeito análogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase é não abeliano.

Por outro lado, a componente A`′,`n (λ) mostrada em (4.22) dá origem a fase de Berry

54



Figura 4.1: Caminho fechado da evolução dos parâmetros de controle Ex e Ey no plano
Ex − Ey.

não abelianas pois ela possui termos não diagonais para cada nível n de energia com `′ 6= `.
Observe que esses termos não diagonais aparecem devido aos parâmetros de deslocamentos
apresentados em (4.17). Vamos considerar, a partir de agora, um caso particular no qual
Ex = 0. A fase de Berry não abeliana para uma evolução adiabática de λ e Ey é

γ(2)
n =

∮
C2

[
A`
′,`
n (Ey) dEy + A`

′,`
n (λ) dλ

]
= 2u

[√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
S2, (4.24)

onde S2 é a área interna do caminho fechado mostrado na Figura 4.2.1. A fase de Berry
obtida em (4.24) é uma fase de Berry não abeliana. S2 é dado por

S2 = (Ey2 − Ey1)

(
1√
λ2

− 1√
λ1

)
. (4.25)

Para que a fase de Berry não abeliana mostrada em (4.24) seja não nula as variações
dos parâmetros de controle Ey e λ são fundamentais, mesmo só existindo termos não
diagonais. Para ∆Ey = 0 ou ∆(λ−1/2) = 0 podemos ver que a fase de Berry não abeliana
(4.24) se anula.

Outros casos a considerar são os casos nos quais a componente Ex não é nulo. Para
esses casos deve-se lidar com os três parâmetros de controle Ex, Ey e λ, o que torna
tais analises mais difíceis. Para os casos com campo elétrico adicional nulo, ~E ′ = ~0, as
componentes do potencial vetor de Berry A`′,`n (Ex), A`

′,`
n (Ey) e A`′,`n (λ) são todas nulas,

e consequentemente as fase de Berry correspondentes também o são. Com isso, temos
que os estados de Landau-Aharonov-Casher não deslocados( com ~E ′ = ~0) possem fases
de Berry nulas para variação do campo elétrico [112].
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Figura 4.2: Caminho fechado da evolução dos parâmetros de controle Ey e λ no plano
Ey − λ−1/2.

4.2.2 Fase de Berry de Estados Deslocados de Níveis de Landau-

He-McKellar-Wilkens

Para o sistema de Landau-He-McKellar-Wilkens, partícula neutra com dipolo elétrico
~d = dk̂ em meio a campo magnético planar-radial, temos o Hamiltoniano dada por

H =
1

2m

[(
px +

mω

2
y
)2

+
(
py −

mω

2
x
)2
]
, (4.26)

onde ω = ω
HMW

= −Φd

m
= σ|ω|, Φ é a densidade de carga magnética efetiva e σ =

sinal(−Φd) o qual indica o sentido da rotação do movimento clássico.
O auto estado do Hamiltoniano e do momento angular é dado por

|n, `〉 =
a+

nb−
n+σ`√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉 (4.27)

onde n = 0, 1, 2, · · · , ` = 0, ±1, ±2, ± · · · , |0, 0〉 é o estado fundamental de momento
angular zero e os operadores escada a± e b± são dados por

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
, (4.28)

e

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
, (4.29)

onde lm2 = ~
m|ωHWM|

.
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Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, `〉 como segue

a+|n, `〉 =
√
n+ 1|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =

√
n|n− 1, `+ σ〉, (4.30)

b+|n, `〉 =
√
n+ σ`|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
n+ σ`+ 1|n, `+ σ〉. (4.31)

O estado deslocado dos níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens é definido por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉 (4.32)

onde

D(ν) = exp (ν a+ − ν∗ a−) = e−|ν|
2/2 eν a+ e−ν

∗ a− , (4.33)

onde ν = νx + iνy. A evolução temporal do estado deslocado dos estado deslocados de
Landau-He-McKellar-Wilkens é governado pelo Hamiltoniano dado por

Hν = D(ν)HD†(ν)

=
1

2m

(px +
~

2l2m
y −
√

2 ~
lm

νx

)2

+

(
py −

~
2l2m

x+

√
2~
lm

νy

)2
 . (4.34)

onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano são vistos como novas contri-
buições do potencial vetor ~AHWM = k̂ × ~B já mostrado nos outros capítulos. Essa nova
contribuição do potencial vetor é encontrada por adição de uma campo magnético planar
e constante. Assim, incluindo um o campo magnético ~B′ = (Bx, By, 0), os parâmetros νx
e νy dado em (4.34) são

νx = − lmd√
2~

By and νy = − lmd√
2~

Bx. (4.35)

Note que a modificação do Hamiltoniano dado em (4.34) indicado pelos termos com os
parâmetros definidos em (4.35) correspondem a transformação (x, y) → (x+ δx, y + δy)

na função de onda onde

δx =
2l2md

~
Bx and δy =

2l2md

~
By. (4.36)

Com isso, o campo ~B′ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-He-
McKellar-Wilkens.

Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos
níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens os quais tem sido construído no capítulo anterior.
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Então, vamos considerar uma evolução cíclica em um espaço degenerado. Com isso, a
função de onda de uma partícula quântica adquire uma fase de Berry não Abeliana a
partir de uma evolução adiabática [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

A`
′,`
n (ξ) = i

〈
ν, n, `′

∣∣∣∣ ∂∂ξ
∣∣∣∣ ν, n, `〉 . (4.37)

onde ξ é o parâmetro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-He-McKellar-
Wilkens deslocado, os parâmetros de controle são três: as componentes Bx e By do campo
magnético ~B′ e a densidade de carga magnética efetiva Φ. Como nos outros casos iremos
considerar os parâmetros de controles todos positivos, o que resulta em σ = −1. Assim,
para um nível n de energia, as componentes não nulas do potencial vetor de Berry (4.37)
são

A`
′,`
n (ξ) = −

(
νx
∂νy
∂ξ
− νy

∂νx
∂ξ

)
δ
` ′,`

− 1

lm

∂lm
∂ξ

(
ν∗
√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+ ν
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

)
(4.38)

Para o sistema Landau-He-McKellar-Wilkens há um espaço tridimensional de parâmetros
com os componentes Bx, By e Φ. As componentes do potencial de Berry são

A`
′,`
n (Ex) = − Ey

16u2Φ
δ
` ′,`

e A`
′,`
n (Ey) = − Ex

16u2Φ
δ
` ′,`
. (4.39)

A`
′,`
n (Φ) = − u

λ3/2

[
(By − iBx)

√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ

+(By + iBx)
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
(4.40)

onde u =

√
~
8d

. Podemos observar, a partir de (4.39), que as componentes A`′,`n (Ex) e

A`
′,`
n (Ey) dão origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexões são proporcionais a

matriz identidade. Por considerar `′ = ` e manter o parâmetro de controle Φ constante,
a fase de Berry correspondente é

γ(1)
n =

∮
C1

[
A`,`n (Bx) dBx + A`,`n (By) dBy

]
= − 1

16u2Φ
S1, (4.41)

onde C1 é o caminho da evolução adiabática no plano Bx−By e S1 é a área circundada por
tal caminho como mostra a Figura 4.2.2. A fase de Berry obtida em (4.23) corresponde a
um efeito análogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase obtida é não abeliano.

Por outro lado, a componente A`′,`n (Φ) mostrada em (4.40) dá origem a fase de Berry
não abelianas pois ela possui termos não diagonais para cada nível n de energia com `′ 6= `.
Observe que esses termos não diagonais aparecem devido aos parâmetros de deslocamentos
apresentados em (4.35). Vamos considerar, a partir de agora, um caso particular no qual
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Figura 4.3: Caminho fechado da evolução dos parâmetros de controle Bx e By no plano
Bx −By.

Bx = 0. A fase de Berry não abeliana para uma evolução adiabática de Φ e By é

γ(i)
n =

∮
C2

[
A`
′,`
n (By) dBy + A`

′,`
n (Φ) dΦ

]
= 2u

[√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
S2,

onde S2 é a área interna do caminho fechado mostrado na Figura 4.2.2. A fase de Berry
obtida em (4.42) é uma fase de Berry não abeliana. S2 é dado por

S2 = (By2 −By1)

(
1√
Φ2

− 1√
Φ1

)
. (4.42)

Figura 4.4: Caminho fechado da evolução dos parâmetros de controle By e Φ no plano
By − Φ−1/2.

Para que a fase de Berry não abeliana mostrada em (4.42) seja não nula as variações
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dos parâmetros de controle By e Φ são fundamentais, mesmo só existindo termos não
diagonais. Para ∆By = 0 ou ∆(Φ−1/2) = 0 podemos ver que a fase de Berry não abeliana
(4.42) se anula.

Outros casos a considerar são os casos nos quais a componente Bx não é nulo. Para
esses casos deve-se lidar com os três parâmetros de controle Bx, By e Φ, o que torna tais
analises mais difíceis. Para os casos com campo magnético adicional nulo, ~B′ = ~0, as
componentes do potencial vetor de Berry A`′,`n (Bx), A`

′,`
n (By) e A`′,`n (Φ) são todas nulas,

e consequentemente as fase de Berry correspondentes também o são, com isso temos os
estados de Landau-He-McKellar-Wilkens não deslocados( ~B′ = ~0) possem fases de Berry
nulas para variação do campo elétrico [113].

4.2.3 Fase de Berry de Estados Deslocados de Níveis de Landau-

Wei-Han-Wei

Para o sistema de Landau-Wei-Han-Wei, partícula neutra com dipolo elétrico induzido
~d = α( ~E + ~v × ~B) em meio a campo elétrico planar-radial e campo magnético constante
uniforme na direção de z, temos o Hamiltoniano dado por

H =
1

2m

[(
px +

mω

2
y
)2

+
(
py −

mω

2
x
)2
]
, (4.43)

onde ω = ω
WHW

=
αλB

m
= σ|ω|, com α sendo a polarizabilidade elétrica, λ é a densidade

de carga elétrica, B é a componente z do campo magnético e σ = sinal(λB) o qual indica
o sentido da rotação do movimento clássico.

O auto estado do Hamiltoniano e no momento angular é dado por

|n, `〉 =
a+

nb−
n+σ`√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉 (4.44)

onde n = 0, 1, 2, · · · , ` = 0, ±1, ±2, ± · · · , |0, 0〉 é o estado fundamental de momento
angular zero e os operadores escada a± e b± são dados por

a± =
lm√
2~

[
px ∓ iσpy ±

i~
2lm2

(x∓ iσy)

]
, (4.45)

e

b± =
1√
2lm

[
1

2
(x∓ iσy)± ilm

2

~
(px ∓ iσpy)

]
, (4.46)

onde lm2 = ~
m|ωWHW|

.
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Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, `〉 como segue

a+|n, `〉 =
√
n+ 1|n+ 1, `− σ〉 e a−|n, `〉 =

√
n|n− 1, `+ σ〉, (4.47)

b+|n, `〉 =
√
n+ σ`|n, `− σ〉 e b−|n, `〉 =

√
n+ σ`+ 1|n, `+ σ〉. (4.48)

O estado deslocado dos níveis de Landau-Wei-Han-Wei é definido por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉 (4.49)

onde

D(ν) = exp (ν a+ − ν∗ a−) = e−|ν|
2/2 eν a+ e−ν

∗ a− , (4.50)

onde ν = νx + iνy. A evolução temporal do estado deslocado dos estado deslocados de
Landau-Wei-Han-Wei é governado pelo Hamiltoniano dado por

Hν = D(ν)HD†(ν) =
1

2m

(px +
~

2l2m
y −
√

2 ~
lm

νx

)2

+

(
py −

~
2l2m

x+

√
2~
lm

νy

)2
 .(4.51)

onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano são vistos como novas contri-
buições do potencial vetor ~AWHW = ~E × ~B já mostrado nos outros capítulos. Essa nova
contribuição do potencial vetor é encontrada por adição de uma campo elétrico planar e
constante. Assim, incluindo um o campo elétrico ~E ′ = (Ex, Ey, 0), os parâmetros νx e νy
dado em (4.51) são

νx = − αlm√
2~

Ey and νy = − αlm√
2~

Ex. (4.52)

Note que a modificação do Hamiltoniano dado em (4.51) indicado pelos termos com os
parâmetros definidos em (4.52) correspondem a transformação (x, y) → (x+ δx, y + δy)

na função de onda onde

δx =
2αl2m
~

Ex and δy =
2αl2m
~

Ey. (4.53)

Com isso, o campo ~E ′ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-Wei-Han-
Wei.

Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos
níveis de Landau-Wei-Han-Wei os quais tem sido construído no capítulo anterior. Então,
vamos considerar uma evolução cíclica em um espaço degenerado. Com isso, a função de
onda de uma partícula quântica adquire uma fase de Berry não Abeliana a partir de uma
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evolução adiabática [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

A`
′,`
n (ξ) =

〈
ν, n, `′

∣∣∣∣ ∂∂ξ
∣∣∣∣ ν, n, `〉 . (4.54)

onde ξ é o parâmetro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-Wei-Han-Wei
deslocado, os parâmetros de controle são quatro: as componentes Ex e Ey do campo
elétrico ~E ′, a densidade de carga elétrica λ e B a componente z do campo magnético ~B.
A existência de quatro parâmetros de controle é a principal novidade desse sistema, pois
os outros sistema apresentavam apenas três parâmetros. Como nos outros casos iremos
considerar os parâmetros de controles todos positivos, o que resulta em σ = −1. Assim,
para um nível n de energia, as componentes não nulas do potencial vetor de Berry (4.54)
são encontradas a partir de

A`
′,`
n (ξ) = −

(
νx
∂νy
∂ξ
− νy

∂νx
∂ξ

)
δ
` ′,`

− 1

lm

∂lm
∂ξ

(
ν∗
√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+ ν
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

)
(4.55)

Para o sistema Landau-Wei-Han-Wei há um espaço quadridimensional de parâmetros com
os componentes Ex, Ey, λ e B. As componentes são

A`
′,`
n (Ex) = − Ey

16u2λB
δ
` ′,`

e A`
′,`
n (Ey) = − Ex

16u2λB
δ
` ′,`
. (4.56)

A`
′,`
n (λ) = − u

λ3/2B1/2

[
(Ey − iEx)

√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ

+(Ey + iEx)
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
(4.57)

A`
′,`
n (B) = − u

λ1/2B3/2

[
(Ey − iEx)

√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ

+(Ey + iEx)
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
(4.58)

onde u =

√
~

8α
. Podemos observar, a partir de (4.56), que as conexões 1-forma A`′,`n (Ex)

e A`′,`n (Ey) dão origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexões são proporcionais
a matriz identidade. Por considerar `′ = ` e manter os parâmetros de controle λ e B
constantes, a fase de Berry correspondente é

γ(1)
n =

∮
C1

[
A`,`n (Ex) dEx + A`,`n (Ey) dEy

]
= − 1

16u2λB
S1, (4.59)

onde C1 é o caminho da evolução adiabática no plano Ex−Ey e S1 é a área circundada por
tal caminho como mostrar a Figura 4.2.3. A fase de Berry obtida em (4.59) corresponde
a um efeito análogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase é não abeliano.

Por outro lado, as componentes A`′,`n (λ) e A`′,`n (B) mostradas em (4.58) dão origem
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Figura 4.5: Caminho fechado da evolução dos parâmetros de controle Ex e Ey no plano
Ex − Ey.

a fase de Berry não abelianas pois as tais conexões possuem termos não diagonais para
cada nível n de energia com `′ 6= `. Observe que esses termos não diagonais aparecem
devido aos parâmetros de deslocamentos apresentados em (4.52). Vamos considerar, a
partir de agora, um caso particular no qual Ex = 0. A fase de Berry não abeliana para
uma evolução adiabática de λ, B e Ey é

γ(i)
n =

∮
C2

[
A`
′,`
n (Ey) dEy + A`

′,`
n (λ) dλ+ A`

′,`
n (B) dB

]
= 2u

[√
n+ σ`+ 1 δ

` ′,`+σ
+
√
n+ σ` δ

` ′,`−σ

]
Si,

onde Si esta relacionado com um dos caminhos fechados destacados na Figura 4.2.3. A fase
de Berry obtida em (4.60) é uma fase de Berry não abeliana. Como exemplo, três escolhas
de caminhos possíveis são mostrados na Figura 4.2.3: S2 = SABCHEFA, S3 = SABCHGFA

e S4 = SADCHEFA. Esses caminhos são dados por

S2 =

(
Ey2√
λ2

− Ey1√
λ1

)(
1√
B2

− 1√
B1

)
−
(
Ey1√
B2

− Ey2√
B1

)(
1√
λ2

− 1√
λ1

)
,

S3 =

(
Ey2√
λ2

− Ey1√
λ1

)(
1√
B2

− 1√
B1

)
− Ey2

(
1√
B2

− 1√
B1

)(
1√
λ2

− 1√
λ1

)
,(4.60)

S4 =

(
Ey1√
λ2

− Ey2√
λ1

)(
1√
B2

− 1√
B1

)
− Ey1

(
1√
B2

− 1√
B1

)(
1√
λ2

− 1√
λ1

)
.

Observe que, através da fase de Berry não abeliana mostrada em (4.60) é determinado
pelo parâmetro de controle λ e B, a existência de tais fases dependem da variação do
parâmetro de controle Ey. Se Ey1 = Ey2, podemos ver que a fase de Berry não abeliana
(4.60) se anula. Além disso, podemos obter outras fase de Berry com a mesma forma
funcional apresentada em (4.60) apenas por escolher um outro caminho do espaço de
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Figura 4.6: Caminhos possíveis da evolução adiabática no espaço tridimensional de parâ-
metros.

parâmetros.
Outros casos a considerar são os casos nos quais a componente Ex não é nulo. Para

esses casos deve-se lidar com os quatro parâmetros de controle Ex, Ey, λ e B, o que torna
tais analises mais difíceis. Para os casos com campo elétrico adicional nulo, ~E ′ = ~0, as
conexões de 1-forma A`′,`n (Ex), A`

′,`
n (Ey), A`

′,`
n (λ) e A`′,`n (B) são todas nulas, e consequen-

temente as fase de Berry correspondentes também o são.

4.3 Proposta de Computação Quântica Holonômica

4.3.1 Computação Quântica Holonômica

Nas últimas décadas um dos assuntos que vem sendo de grande interesse para comu-
nidade acadêmica, tanto de Física, Matemática, Ciência da Computação e outros, é a
computação quântica. A ideia de existir a possibilidade de se construir um computador
quântico foi discutida na comunidade cientifica em 1995 [67,68,114–116] e em 1998 [117].
Em 2000, os aspectos mais gerais sobre a computação quântica foram reunidos em li-
vros [66,118] e como também em 2006 [119].

A chamada computação quântica holonômica, um dos ramos da computação quântica,
foi proposta em 1999 [69], sendo distucita ainda mais no mesmo ano [70] e aprimorada
matematicamente em 2001 [71] usando fases geométricas não abelinas [61]. Sua proposta
estava baseada em realizar a computação quântica através de fases de Berry generaliza-
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das, isto é, através de holonomias não-abelianas, as quais são transformações unitárias
que quando aplicadas em um vetor fornecem toda informação geométrica referente ao
transporte paralelo deste vetor ao longo de uma curva fechada.

O fundamento da computação quântica holonômica é codificar a informação quântica
em um espaço de n-degenerados auto estados de um Hamiltoniano, H0, com um auto valor
E0. O Hamiltonino H0 pertence a uma família de Hamiltonianos {H(ζ)}, H0 = H(ζ0), na
qual não há cruzamento de níveis de energia para qualquer valor de ζ, onde ζ é um parâ-
metro de controle relacionado com o sistema que o Hamiltoniano descreve. Ao alterar ζ
podemos manipular os auto estados do Hamiltoniano. Podemos simplificar, considerando
apenas os Hamiltonianos isoespectrais escritas da forma H(ζ) = U(ζ)H0U

†(ζ), onde U(ζ)

é um operador unitário.
De forma generalizada cada valor ζ, do ponto de vista físico, podem ser pensados

como campos externos, tais como os campos eléctricos e magnéticos, ou de ligações entre
subsistemas. Seja C um caminho fechado feito do espaço dos parâmetros ao variar ζ, com
ponto no valor ζ0 rumo a outros valores de ζ e voltando ao ponto ζ0, lentamente com
respeito ao intervalo de tempo mais longo desenvolvido. No presente caso a evolução é
adiabática, ou seja, sem transições entre diferentes níveis de energia. Se |ψ〉in é o estado
inicial, no final deste processo de evolução dos parâmetro de controle ele se torna

|ψ〉out = e−iE0T/~Γ(C)|ψ〉in (4.61)

O primeiro fator aqui é apenas uma fase dinâmica global e será omitida nas discussões que
faremos, pois o segundo fator é o que possui as propriedades pertinentes a nossa discussão.
A segunda contribuição, a holonomia Γ(C), tem uma origem puramente geométrica e suas
características estão relacionadas com propriedades do espaço dos parâmetros. Podemos
escrever

Γ(C) = P exp

(
i

∫
C

Aζdζ

)
(4.62)

onde P denota o sentido do caminho, ~ζ e

Aζ = Aζ
(s′,s) = i〈ψs′ |

∂

∂ζ
|ψs〉 (4.63)

com s e s′ indicando o número quântico relacionado com a degenerescência dos auto
estados que foram usados para codificar a informação quântica.

Diversas aplicações da computação quântica holonômica pode ser encontrada facil-
mente na literatura [120–132].
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4.3.2 Computação Quântica para Estados Deslocados de Níveis

Análogos de Landau

Será apresentado agora a nossa proposta para uma computação quântica holonômica
para os estados deslocados dos níveis de Landau. Usaremos os estados deslocados dos
níveis Landau-Aharonov-Casher para fazer tal apresentação, mas tal procedimento pode
ser feito com os estados deslocados dos níveis Landau-He-McKellar-Wilkens e Landau-
Wei-Han-Wei que será obtido resultados muito similares.

Os estados deslocados dos níveis de Landau-Aharonov-Casher são dados por

|ν, n, `〉 = D(ν)|n, `〉 =
(b−)n+σ`D(ν) (a+)n√

n!(n+ σ`)!
|0, 0〉 (4.64)

como já apresentado nas seções anteriores. Como feito para a obtenção da fase de Berry
desse sistema, consideraremos a partir daqui µ > 0 e λ > 0 o que implica em σ = +1.
Assim, com base na correspondência n = η + |`|−σ`

2
discutida no primeiro capítulo, temos

que os estados deslocados do nível fundamental Landau-Aharonov-Casher, isto é n = 0

e ` ≥ 0, o valor possível de η é zero. Já para os estados deslocados do primeiro nível
excitado(n = 1), temos que os valores possíveis de ` são ` = −1, que corresponde à η = 0,
e ` ≥ 0, que corresponde à η = 1. Assim, temos que os estados definidos por η = 0 e
` = −1, e η = 1 e ` ≥ 0 são degeneradas, cujo correspondente nível de energia é de n = 1.

Com isso, podemos definir uma possível base lógica usando os estados |ν, n, `〉. Tal
base é definida por

|1̄〉 = |ν, 1,−1〉 =

(
1

0

)
e |0̄〉 =

`=∞∑
l=0

|ν, 1, `〉 =

(
0

1

)
. (4.65)

Desde que os estados com l = 0, 1, 2, · · · estão agora colapsados em uma único estado, não
há como distingui-los entre si relativo o nível de energia, portanto, podemos considerá-los
como um único estado, sem perda de generalidade. Assim, mesmo que existe a superposi-
ção de estados dadas em (4.65), podemos considerar n = 1 o nível de energia que possuem
dois estados degenerados.

Assim, podemos construir holonomias quânticas envolvendo os estados deslocados
usando a base lógica (4.65), pois isso a representação matricial dos estados. Para isso,
usamos o potencial vetor de Mead-Berry para os estados deslocados desse sistema já
calculado, mas para o nível de energia n = 1 que é dado por

A`
′,`

1 (ζ) = −
(
νx
∂νy
∂ζ
− νy

∂νx
∂ζ

)
δ
` ′,`

− 1

lm

∂lm
∂ζ

(
ν∗
√
`+ 2 δ

` ′,`+σ
+ ν
√
`+ 1 δ

` ′,`−σ

)
(4.66)
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Que para o sistema Landau-Aharonov-Casher onde o espaço de parâmetros é tridimensional(Ex , Ey , eλ),
os componentes do potencial de Mead-Berry são

A`
′,`

1 (Ex) = − Ey
16u2λ

δ
` ′,`

e A`
′,`

1 (Ey) = − Ex
16u2λ

δ
` ′,`
. (4.67)

A`
′,`

1 (λ) = − u

λ3/2

[
(Ey − iEx)

√
`+ 2 δ

` ′,`+σ

+(Ey + iEx)
√
`+ 1 δ

` ′,`−σ

]
(4.68)

onde u =

√
~c2

8µ
.

Como pode ser visto em (4.23) a fase de Berry encontrada para a evolução dos pa-
râmetros Ex e Ey, apenas é uma fase global, possui holonomia Γ(C1) = exp(iγ1

(1)) dada
por

Γ(C1) = exp

(
−i S1

16u2λ

)
I (4.69)

onde I é a matriz identidade 2 × 2, a qual possui essas dimensões devido à nossa base
lógica possuir 2 estados. Com isso,

Γ(C1)|0̄〉 = exp

(
−i S1

16u2λ

)
|0̄〉 e Γ(C1)|1̄〉 = exp

(
−i S1

16u2λ

)
|1̄〉, (4.70)

o que nos mostra que para a evolução dos parâmetros seguindo o caminho no plano
Ex − Ey, Figura (4.2.1), a porta lógica produzida pela holonomia é apenas uma porta
lógica de fase global que para valores específicos de parâmetros, S1 = 16u2λ, pode até ser
considerada uma porta identidade.

Agora fazendo outra análise, quando fazemos a evolução dos parâmetros agora no
plano (Ey − λ−1/2), obtemos a fase de Berry apresentado em (4.24), o que nos mostra
significativa diferença devido a presença dos δ`′,`−σ e δ`′,`+σ, lembrando que σ = +1 para
nossa discussão. A Holonomia para tal fase é

Γ(C2) = exp
(
iγ1

(2)
)

= e2iuS2(τ+σx+iτ−σy) (4.71)

onde τ± =
(√

`+ 2±
√
`+ 1

)
/2, e σx e σy são as matrizes de Paulli.

Vemos então que quando aplicado no estado |1̄〉, ou seja, ` = −1, o resultado é o que
segue

Γ(C2)|1̄〉 = e2iuS2(τ+σx+iτ−σy)|1̄〉 = eiuS2(σx+iσy)|1̄〉, (4.72)

pois para ` = −1, τ+ = τ− = 1/2. Devido às matrizes de Paulli na fase da holonomia,
podemos encontrar como resultado da aplicação de Γ(C2) uma combinação linear de
estados de diversos valores de `, mas todos no intervalo 0 ≤ ` <∞, o que define o estado
|0̄〉. Já para aplicação no estado |0̄〉 torna-se mais difícil pois as definições de τ+ e τ−
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dependem do valor de ` o que para o estado |0̄〉 é uma sobreposição de muitos estados de
`’s diferentes.
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Conclusões

Nesta tese, apresentamos de início a obtenção dos níveis de Landau análogos utili-
zando o formalismo analítico já conhecido na literatura. Foi mostrado a extensão de tal
formalismo para alguns sistemas de partícula neutra que possuem quantização análoga ao
sistema de Landau.

No segundo capítulo obteve-se os níveis análogos de Landau para partículas neu-
tras usando dois formalismos. O primeiro foi usado apenas para o sistema de Landau-
Aharonov-Casher, partícula neutra com dipolo magnético, para que ele pudesse ser apre-
sentado e também mostrado que o uso do formalismo de operadores focado apenas nos
auto estados de energia tem resultados que podem ser melhorados quando comparados
ao outro formalismo que leve em consideração também outros números quânticos do sis-
tema. O último formalismo utilizado se apresentou mais geral do que o segundo pois
permite analisar os autos estados não só de energia como também de momento angular
com a dependência explicita dos auto estados em relação σ, sinal da frequência ciclotrô-
nica, explicita. A partir dai, foi usado e discutido os auto estados dos sistemas análogos
da Landau, não só o Landau-Aharonov-Casher mas também de Landau-He-McKellar-
Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei, nos quais foi utilizado apenas o último formalismo pois,
para o desenvolvimento desta tese, se mostrou muito útil perante as aplicações propostas.

No segundo capítulo, foi apresentado o estado coerentes padrão, ou seja, o estado
coerentes do oscilador harmônico. Aproveitou-se para apresentar e discutir as proprieda-
des dos estados coerentes: relação de incerteza mínima e relação com o comportamento
clássico do oscilador. Junto com o formalismo utilizado na maior parte da tese, o dis-
cussão sobre o estado coerente padrão foi a base para construirmos os estados coerentes
para os sistemas análogos de Landau. Para Landau-Aharonov-Casher se apresentou os
estados coerentes para os auto estados nos dois formalismos usados, e para os Landau-He-
McKellar-Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei foi construído os estados coerentes utilizando
apenas o formalismo de auto estado de energia e momento angular. Os estados coe-
rentes construídos com tal formalismo se mostraram mais gerais pois apresentaram dois
parâmetros novos para definir o estado coerente, diferente do estado coerentes ordinário
que apresenta apenas um parâmetro. Além disso, discutiu-se também as propriedades de
relação mínima incerteza e conexão com comportamento clássico dos sistemas análogos.
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No terceiro capítulo, de inicio apresentamos o estado deslocado padrão, ou melhor, o
estado deslocado do oscilador harmônico simples. Foi mostrado que os auto estados do
oscilador harmônico e seus estados coerentes são casos particulares dos estados desloca-
dos, estados esses que possuem características próprias e diferentes dos estados número e
coerente. Algumas características dos estados deslocados foram mostradas e discutidas,
como a relação de mínima incerteza para os estados deslocados existente como para os
estados coerentes, mas a relação de auto estado e auto valor como o operador abaixamento
os estados deslocados não mantem.

Em seguida, foi novamente mostrado os auto estados dos sistemas análogos de Landau
para partículas neutras segundo o formalismo que mostrou-se mais adequado para o que
desejávamos. A reapresentação dos auto estados dos sistemas análogos de Landau fazem-
se necessários para que pudéssemos construir os estados deslocados de tais sistemas. Assim
iniciou-se o processo de construção dos estados deslocados para os sistemas análogos
de Landau, os quais tem com principal diferença em relação aos estados deslocados do
oscilador harmônico a existência de uma segundo número quântico na descrição do estado
deslocado.

O estado deslocado de Landau-Aharonov-Casher foi o primeiro a ser construído, para
isso foi definido o operador deslocamento com base nos operadores escada da energia e
momento angular, usados para os estados do sistema. Através de uma transformação de
similaridade foi-se obtido o Hamiltoniano, o qual os estados deslocados são auto estados
e ao compara-lo como o Hamiltoniano do sistema, vimos que as tais são diferentes por
um campo elétrico planar constante. Ou seja, podíamos construir os estados deslocados
de Landau-Aharonov-Casher incluindo um campo elétrico planar e constante ao sistemas.
Foi-se verificado as propriedades de tais estados em comparação aos auto estados e os
estados coerentes do sistema e certificou-se a existência das mesmas analogias presentes
para o sistema do oscilador harmônico sobre os estados número e coerente serem casos
específicos dos estados deslocados.

Procedimento similar ao feito para construção dos estados deslocados de Landau-
Aharonov-Casher foi feito para os estados de Landau-He-McKellar-Wilkens e Landau-
Wei-Han-Wei. Os operadores deslocamentos foram criados com os respectivos operadores
escadas, as respectivas Hamiltonianas foram obtidas com as transformações de similari-
dade e ao compararmos os Hamiltonianas originas e as dos estados deslocados percebemos
que as tais diferiam entre si por um campo magnético planar e constante para o Landau-
He-McKellar-Wilkens e um campo elétrico planar e constante, como para o primeiro
sistema, para o Landau-Wei-Han-Wei. Assim, foi deduzido a possibilidade de construção
de tais estados fazendo apenas a inclusão de tais campos para os respectivos sistemas.

Tais campos adicionais possuem uma grande importância, pois os seus componentes
estão profundamente relacionados com os parâmetros de deslocamento do sistemas. Assim
como para os parâmetros do estado coerentes, pois os estados coerentes nada mais são do
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que estados deslocados do estado fundamental.
No último capítulo, foi feita uma rápida revisão sobre fases geométricas adquiridas

em evoluções adiabáticas, as chamadas fases de Berry. A revisão foi feita apresentado
apenas o procedimento que seria usado no capítulo para calcular as fases de Berry para
os sistemas análogos de Landau. Ou seja, detalhes, extensões e generalizações das fases
não foram discutidas apenas comentadas e indicadas respectivas referencias.

Como nos capítulos anteriores, o sistema Landau-Aharonov-Casher foi o primeiro dos
sistemas análogos a ser estudado. Primeiro foi obtido os estados deslocados dos níveis de
Landau-Aharonov-Casher, mas dessa vez mais breve devido ao fato de tal procedimento
já ter sido feito com mais detalhes no capítulo anterior. Após discutido quais seriam
os parâmetros de controle a serem usados em tais sistemas para se calcular as fases de
Berry. Viu-se que o espaço dos parâmetros seria tridimensional e o sistema teria como
parâmetros de controle as componentes do campo elétrico planar adicional e a densidade
de cargas elétricas que produzem o campo elétrico que origina os níveis de Landau. Foi
criado o potencial vetor de Mead-Berry para o sistema, o qual possui três componentes
uma para cada parâmetro de controle.

A fase de Berry é calculada depois de escolhida a forma como os parâmetros serão
alterados, tal escolha revela qual o caminho será feito no espaço dos parâmetros. A
primeira escolha feita foi um caminho retangular no plano das componentes do campo
elétrico adicional, ou seja, foi escolhido manter a densidade de cargas com valor constante e
variar só as componentes do campo elétrico adicional. O resultado foi uma fase de Berry
proporcional à área do retângulo feito no plano das componentes, do campo extra do
espaço dos parâmetros, e a identidades. Tais características deixaram claro que essa fase
era similar a fase adquirida no efeito Aharonov-Bohm, ou seja, resultara no aparecimento
de uma fase global no estado do sistema depois de uma evolução cíclica. A segunda
escolha feita foi anular a componente x do campo extra, varia a componente y dele e a
densidade de carga elétrica. Tal escolha rendeu uma fase de Berry proporcional a variações
da componente do campo extra e a variação de uma função da densidade de carga. No
entanto, a característica mais interessante dessas fases foi a não existência de holonomia
de identidade, ou seja, depois de uma evolução cíclica o estado não só adquirirá uma
fase, mas também terá o seu momento angular alterado fazendo o sistema transitar para
um outro estado. Tais fases são ditas não abelianas e tal propriedade só ocorre pois o
nosso sistema é degenerado. Mostrou-se que tal comportamento só existe se o campo
adicional não for nulo, o que deixa claro o fato que tais fases não existem para os níveis
de Landau-Aharonov-Casher não deslocados.

A fase de Berry para os estados deslocados dos níveis de Landau-He-McKellar-Wilkens
também foi obtida usando como parâmetros a densidade de carga magnética efetiva e as
componentes do campo magnético planar adicional incluído para a construção dos estados
deslocados do sistema. Foram feitas duas escolhas também de caminhos para a evolução
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dos estados, uma só com as componentes do campo magnético planar extra variando
e mantendo a densidade de cargas magnética efetiva constante, e a outra variando a
componente y do campo magnético planar extra e a densidade de cargas magnética efetiva
enquanto a componente x do campo extra é nula. As fases de Berry’s calculadas tiveram
comportamentos bem similares aos encontrados para os estados deslocados de Landau-
Aharonov-Casher, pois tais sistemas possuem uma simetria de dualidade eletromagnética.

Novidade surgiu na construção das fases de Berry dos estados deslocados dos níveis de
Landau-Wei-Han-Wei. A significativa diferença desse sistema para os dois anteriores é que
o espaço de parâmetros que para esse último é quadridimensional com os parâmetros de
controle sendo a magnitude do campo magnético, a densidade de carga elétrica e as com-
ponentes do campo elétrico planar adicional, usado para criar o estado deslocado. Com
a dimensão do espaço de parâmetros maior podemos anular a componente x do campo
elétrico adicional que ainda ficaremos com três parâmetros de controle para variarmos.
Dessa forma foi mostrado algumas possibilidades de evolução do sistema para se obter
fases de Berry, os caminhos escolhidos foram caminhos tais que havia variação de todos
os parâmetros no circuito. As fases de Berry para os caminho escolhidos, foram apresen-
tadas e discutidas principalmente a característica não abeliana da fase e a necessidade da
existência da variação do campo externo para as fases não abelianas.

Com isso, resume-se ao afirmar que nessa tese foi apresentado a construção e discussão
dos estados coerentes e dos deslocados dos níveis análogos de Landau para partícula neu-
tra. E também calculou-se as fases de Berry para cada sistemas análogo, explicitando as
diferenças presentes em cada um e ressaltando as características importantes dessas dife-
renças, nesse caso as fases de Berry não abelianas. Com tais resultados esperasse aplicar
tais discussões no contexto da computação quântica holonômica aproveitando principal-
mente as fases de Berry não abelianas pois essas que possibilitaram a criação de portas
lógicas mais elaboradas. E pensa-se também na analise e investigação de possíveis mu-
danças em características de sistemas de muitos corpos compostos por partículas neutras
como nos sistemas análogos de Landau estudados.
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