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Ata da Sessdo Publica da Defesa de Tese de
Doutorado do aluno Jilvan Lemos de Melo,
candidato ao Titulo de Doutor em Fisica na Area
de Concentragéo Fisica da Matéria Condensada.

Aos trinta e um dias do més de julho do ano de dois mil e quatorze, as 10h00, na sala de
reunides do Departamento de Fisica do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza da
Universidade Federal da Parajba, reuniram-se os membros da Banca Examinadora
constituida para examinar o candidato ao grau de Doutor em Fisica na area de Fisica da
Matéria Condensada, Jilvan Lemos de Melo. A comissdo examinadora foi composta
pelos professores doutores: Cldudio Furtado (UFPB), orientador e presidente da banca
examinadora, José Roberto Soares Nascimento (UFPB), Edvaldo Nogueira (UFPB),
Carlos Chesman Feitosa (UFRN) e Francisco Brito (UFCQ). Dando inicio aos trabalhos,
o Prof. Claudio Furtado comunicou aos presentes a finalidade da reunido. A seguir,
passou a palavra ao candidato para que o mesmo fizesse, oralmente, a exposi¢do do
trabalho de tese intitulado “Fases geométricas, estados coerentes e deslocados para
andlogos dos niveis de randau”. Concluida a exposi¢do, o candidato foi argiiido pela
Banca Examinadora que emitiu o seguinte parecer: “aprovado com distin¢do”. Assim
sendo, deve a Universidade Federal da Paraiba expedir o respectivo diploma de Doutor
em Fisica na forma da lei. E para constar, eu, Danilo Wilson Lemos Menezes, servindo
de Secretario, lavrei a presente ata que vai assinada por mim mesmo e pelos membros da

Banca Examinadora. Jodo Pessoa, Paraiba, 31 de julho de 2014.
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Aos meus pais, irmaos, esposa e futuros filhos.



"Bons detetives sabem que toda tarefa, toda
interacao, por mais banal que ela pareca, tem o
potencial de conter mil informacoes. Vivo minha
vida alerta a essa possibilidade. FEspero que os

"

meus colegas facam o mesmo que eu.

Sherlock Homes, Elementary.
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Resumo

Nesta tese, fazemos uma revisao dos niveis de Landau, estados coerentes e estados
deslocados para o oscilador harmonico, e fase de Berry. Obtemos os auto estados para os
niveis analogos de Landau para particulas neutras, através do formalismo de operadores
que facilitam muito a construgao de estados coerentes e deslocados dos sistemas citados.
Os niveis de Landau analogos estudados sao os chamados i) Landau-Aharonov-Casher,
particula neutra com dipolo magnético permanente, ii) Landau-He-McKellar-Wilkens,
particula neutra com dipolo elétrico permanente e iii) Landau-Wei-Han-Wei, particula
neutra com dipolo elétrico induzido. Para tais sistemas é construido os estados coerentes
e também é feita uma comparacao de tais estados com os estados padroes dos sistemas.
Por fim, discute-se as diferencas entre os proprios estados coerentes dos sistemas anélogos
de Landau. Além disso, obtém-se os estados deslocados dos mesmos trés sistemas, os quais
rendem comparacoes e discussoes relativo ao estado deslocado padrao. Analises também
sao feitas sobre as diferentes propriedades dos estado deslocados dos niveis analogos rela-
tivo aos seus estados coerentes e auto estados. Por fim, sao calculadas as fases de Berry
para os estados deslocados usando como parametros de controle, os campos externos ou
suas especificacoes. Com isso, foi obtido holonomias com caracteristicas importantes para
aplicacdo em computacdo quantica. E discutido a obtencdo de fases de Berry abelianas e

nao abelianas.

Palavras Chaves: Niveis de Landau, Landau-Aharonov-Casher, Landau-Hr-McKellar-
Wilkens, Landau-Wei-Han-Wei, Estados Coerentes, Estados Deslocados e Fases de Berry.
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Abstract

In this thesis, we review the Landau levels, the coherent and displaced states for the
harmonic oscillator, and Berry phase. We obtain the eigenstates for analogous Landau
levels of neutral particles through the formalism of operators that become easier the cons-
truction of coherent states and displaced the mentioned systems. The analogous Landau
levels shown here are the called i) Landau-Aharonov-Casher, neutral particle with perma-
nent magnetic dipole, ii) Landau-He-McKellar-Wilkens, neutral particle with permanent
electric dipole and iii) Landau-Wei-Han-Wei, neutral particle wiht induced electric dipole.
For such systems was constructed coherent states and it was also made a comparison of
such states with the standard states of the systems. And the differences between the
coherent states of the analogous Landau levels was discussed. Displaced states for the
three analogous systems was also obtained, which yield comparisons and discussions re-
lative the standard displace state. Analyses were also made about the properties of the
displaced state of the analogous levels and both their coherent and number states. Fi-
nally are calculated Berry phases of the displaced states of the study systems using as
control parameters, external fields and others specifications of the systems. No abelian
and abelian Berry phases are obtained and discussed too.

Keywords: Landau levels, Landau-Aharonov-Casher levels, Landau-He-McKellar-
Wilkens levels, Landau-Wei-Han-Wei levels, Coherent states, Displaced states and Berry
Phase.
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Introducao

No estudo de sistemas quanticos a obtencao dos estados e espectros de energia dos
sistemas €, na maioria das vezes, o mais importante e desejado. Quando isso é obtido
de forma a deixar claro propriedades relevantes do sistemas, se torna muito mais facil
analisar as possiveis aplicagoes desses sistemas. Por esse motivo algumas descrigoes sao
muito uteis em especial no contexto de sistemas quanticos. Em 1963, buscando discutir as
estatisticas de fétons de campos arbitrarios em termos totalmente mecanicos-quanticos e
manter claramente o limite classico da eletrodinamica quéantica foi introduzido e usado o
conceito de estados coerentes com base na simples propriedade de que tais estados fossem
auto estados do operador aniquilagao [1]. Tais estados ja tinham sido estudados anos
antes por Schroedinger pensando-os como estados com propriedades de conexao entre a
mecanica classica e quantica, apenas ganhando nome e notoriedade com os outros tra-
balhos [1-3]. No trabalho de Glauber, [1], um estado coerente é definido como: i) é um
estado que minimiza a relagao de incerteza; ii) é um auto estado de um operador aniquila-
¢ao; iii) decorre do estado de vacuo por meio da agdo do operador de deslocamento. Hoje,
os estados coerentes ja sao estudados em sistemas mesoscopicos [4], sistemas de matéria
condensada [5] e também em sistemas com dependéncia temporal [6-8|, além de ainda
se manterem muito presentes em sistemas 6pticos [1-3,9], drea que os fez conhecidos por
descreverem tao bem o LASER. LASER, abreviagao de "Light Amplification by Stimu-
lated Emission of Radiation" que significa Amplificacao da Luz por Emissao Estimulada
de Radiacao, ¢ um dispositivo que cria e amplifica um intenso feixe de luz monocromatico
(contém exatamente uma cor ou comprimento de onda), coerente (a luz liberada é orga-
nizada e bem definida) e colimado (propaga-se como um feixe), o que faz a luz emitida
por um laser ser bastante intensa. Os estados coerentes sao tao usados devido a diferentes
e importantes propriedades que se tornam otimas ferramentas para descricao de varios
sistemas [10]. Dentre tantas propriedades podemos destacar a sua nao ortogonalidade e
a forte conexao com o comportamento classico do sistema.

Em trabalhos da década de 1950 foi investigado a existéncia de estados quéanticos
que, como os estados coerentes, também conectavam-se com o comportamento classico e
assim foi descoberto que os chamados estados ntimero deslocados seguem possuem essa

mesma caracteristica e mantém a forma do seu pacote de onda [11-15]. Tais estados sao



estados mais gerais que o estado coerente, o qual é um caso particular. No entanto, s6
em 1985 no qual fez-se uma descricao tedrica do chamaram de estados altamente nao-
classicos do oscilador harmonico através da acao do operador de deslocamento no estados
de Fock [16], tais estados ganharam a atencao da comunidade cientifica. Esses estados
foram denominados de estados de Fock deslocados ou apenas estados deslocados [17-19].
Nos ultimos anos, uma grande quantidade de aplicagoes dos estados deslocados tém sido
investigados em diferentes sistemas fisicos [18,20-26]. Com exemplo, temos as investi-
gagoes experimentais das correlagoes Einstein-Podolski-Rosen feitas em [27, 28| baseado
em representacao de funcao de Wigner em estados deslocados, e também a descri¢ao de
circuitos mesoscopicos [29]. Recentemente, os estados deslocados também tém sido uti-
lizados para quantizagao de Landau [30,31], fazendo analise das novas propriedades que
tais estados possuem em diferenca ao sistema original [32] e onde também sao obtidas as
fases quanticas geométricas [33]. Também tem-se trabalhos onde os estados coerentes sao
estudados para quantiza¢ao de Landau [34-36], em especial no contexto da formulagao
mateméatica e suas generalizagoes [37] .

A quantizacao de Landau deriva da interagao entre particulas carregadas sob agao
de um campo magnético uniforme, perpendicular ao plano que as particulas de movem.
A quantizacao de Landau, consiste assim em um conjunto de niveis de energia discretos
caracterizados pela degenerescéncia infinita de cada nivel de energia. Nos dias atuais, a
quantizagao de Landau tem um papel importante em estudos sobre o efeito Hall quantico
[38], anyons excitagoes em uma rotagdo de Bose-Einstein [39,40] e homogéneo espago
curvo [41-43]. Recentemente, iniciou-se um interesse por analogos da quantizagao de
Landau, em especial, para sistemas com particulas neutras. Um primeiro exemplo foi o
trabalho de Ericsson e Sjovist o qual, com base no efeito Aharonov-Casher [44], considerou
um sistema de uma particula neutra com um momento de dipolo magnético permanente
e propds as condigdes para que a quantizacao de Landau analoga existisse [45]. Tal
quantizagao é chamada de quantizacao Landau-Aharonov-Casher. Tem-se também outra
quantizagao de Landau anéloga, na qual foi considerada uma particula neutra com um
momento de dipolo elétrico permanente e, com base no efeito He-McKellar-Wilkens [46,
47], mostrou as consideragoes necessarias para que se obtenha tal quantizac¢do, que é
chamada quantizagdo Landau-He-McKellar-Wilkens [48]. Além disso, um outro sistema
baseado em uma efeito similar ao He-McKellar-Wilkens, mas agora elaborado para dipolo
elétrico induzido [49], proporcionou um outra quantizagdo de Landau analoga [50], que
é denominada quantizacao de Landau-Wei-Han-Wei. Outros anédlogos da quantizagao de
Landau envolvendo momentos de dipolo elétrico e quadruplo elétrico também tém sido
investigados [51-54].

Além da quantizagao de Landau existem outros efeitos quanticos que vem chamando
a atencao da comunidade cientifica a algum tempo. Um desses efeitos é o aparecimento

de fases quénticas em sistemas diversos. Como no efeito Aharonov-Bohm [55], no qual



uma particula carregada ao se mover ao redor de um fluxo magnético adquire uma fase
em sua funcao de onda. Efeitos andlogos também ocorrem para particulas neutras, para
os efeitos Aharonov-Casher [44], He-McKellar-Wilkens [46, 47|, Wei-Han-Wei [49] e até
analogos gravitacionais [56]. Foi mostrado que as fases adquiridas em tais efeitos podem
ser consideradas casos especiais de uma fase mais geral, chamada Fase de Berry [57,58|,
que consiste em uma fase adquirida pela fungao de onda de uma particula quantica em
uma evolucao ciclica adiabatica. Porém, até mesmo a fase de Berry é um caso especifico
de uma fase mais geral chamada fase geométrica [59]. A fase de Berry é uma fase geo-
métrica adquirida quando se considera a aproximacao adiabatica. Nas tultimas décadas, a
fase de Berry foi generalizada para o caso de uma evolugao nao-adiabatica [60] e as fases
nao-abelianas [61]. Em ambos os casos, a fase depende apenas da natureza geométrica do
percurso ao longo do qual o sistema evolui. Vérias experiéncias tém relatado o apareci-
mento de fases geométricas adiabaticas e nao-adiabéticas, por exemplo, em sistemas com
fotons [62,63], néutrons [64] e spins nucleares [65]. A computagao quantica [66-68] ¢ uma
das frentes de pesquisa atuais que foram fortemente influenciadas pela aplicacao das fases
geométricas. Foi criado uma subarea da computacao quantica chamada de computacao
quéantica holonomica [69-73|, a qual faz uso das fases geométricas para obter portas 16-
gicas quanticas e assim tornar possivel a manipulagao das informagao quantica presente
nos sistemas quanticos.

Shen em 2004, investigou, de um ponto de vista tedrico, o surgimento da fase de Berry
em uma série de problemas no espago curvo [74,75] e em 2013, Bakke e Furtado, estudaram
o surgimento de uma fase geométrica abeliana na dinamica quantica relativistica e nao-
relativistica de uma particula neutra devido a presenga de uma deslocagao [76]. Em 2007,
foram calculadas fases de Berry abelianas e nao-abelianas para estados deslocados dos
niveis de Landau [33].

Com isso, propomos nesse trabalho obter os estados coerentes para os sistemas de
particulas neutras, anédlogos ao sistema de Landau. Seguidos da construcao dos esta-
dos deslocados de tais sistemas. Os sistemas de particulas neutras analisados sao os
que as particulas possuem dipolo magnético permanente, dipolo elétrico permanente e
dipolo elétrico induzido, os denominados sistemas de Landau-Aharonov-Casher, Landau-
He-McKellar-Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei, respectivamente, como ja dito anterior-
mente. E depois de obtidos os tais estados coerentes e deslocados também foi analisado
as suas propriedades e particularidades visando possiveis aplicagoes.

A aplicagao de foco desse trabalho é feita depois do calculo das fases de Berry para
os estados deslocados dos analogos de Landau. E analisado também caracteristicas ge-
ométricas das fases de cada sistema, junto com os principais fatores que determinam as
diferencas entre tais fases. E assim uma possivel aplicacao da fase de Berry é feita no
contexto da computacao quantica holonémica.

Nesta tese, apresentamos brevemente o sistema de Landau e seus analogos no primeiro



capitulo através do formalismo analitico para obtencao de funcao de onda e espectro de
energia. No segundo capitulo, é feito uma breve revisao dos estados coerentes para o osci-
lador harmonico. E depois é obtido os auto estados e auto valores dos sistemas anélogos
de Landau por formalismos de operadores para facilitar a obtencao dos estados coerentes
para tais sistemas, objetivo também cumprido no segundo capitulo junto com a demos-
tragao das propriedades de tais estados. Estados deslocados de oscilador harmoénico tem
uma discussao sucinta no inicio do terceiro capitulo, o qual segue reforcando a obtencao
dos auto estado e auto valores dos sistemas anélogos de Landau pelo formalismo de ope-
radores, para que a construcao dos estados deslocados de tais sistemas seja facilitada e as
propriedades de tais estados sejam discutidas. Por fim, é mostrado no quarto capitulo,
uma descricao curta das fases de Berry de sistemas quanticos seguida da obtencao das fa-
ses de Berry abelianas e nao abelianas para os estados deslocados dos sistemas de Landau
andlogos. Em conjunto é feita uma anélise nas diferengas de tais fases para cada sistema.
No que segue, faz-se uma possivel aplicacao de tais fases, em especial a fase de Berry
para o estado deslocado Landau-Aharonov-Casher, no contexto da computacao quantica

holonémica. Por fim é apresentado o capitulo de conclusao.



Capitulo 1

Niveis de Landau e Analogos

Neste capitulo faremos uma revisao da quantizacao do sistema de Landau, o qual
consiste em uma particula carregada em meio a campo magnético uniforme e cons-
tante [30,31,34,77,78]. Para o sistema de Landau sao encontradas as auto fungoes e
os auto valores através da resolucao da equacao de Schroedinger. Esses resultados des-
crevem os chamados Niveis de Landau que possuem caracteristicos especificas que serao
apresentadas e discutidas a seguir. Apesar, do fato de tal sistema ser um dos mais simples
de serem estudado no &mbito da Mecanica Quéntica, a sua quantizacao foi de fundamental
importancia para a Fisica do Estado Sélido, pois com sua descrigao foi possivel descrever
outros efeitos quanticos muito utilizados hoje em dia em experimentos e laboratorios por
todo o mundo, por exemplo, o efeito Hall quantico [38].

Ser4 feito também uma revisao dos chamados niveis de Landau-Aharonov-Casher [45],
Landau-He-McKellar-Wilkens [48] e Landau-Wei-Han-Wei [50], que sdo niveis analogos
de Landau, como serd mostrado, para sistemas de atomos neutros com momentos de
dipolos interagindo com campos eletromagnéticos. Para essa tese a revisao dos trés tltimos
sistemas é de extrema importancia devido as aplicagoes aqui presentes terem sido feitas

em tals sistemas.

1.1 Niveis de Landau

Nesta segao, apesar da quantizacao de Landau [30,34] ser um problema ja muito co-
nhecido e estar presente em varios livros textos [31,77-79], o revisaremos pois ele sera
base para os estudos dos outros sistemas. O sistema de Landau consiste em um elétron
interagindo com um campo magnético constante e uniforme. Faremos tal estudo consi-

derando o campo magnético na direcao de z, B = Byk. O hamiltoniano desse sistema é



dado por

72 e -
H=_—  onde 7©=p+-A4, (1.1)
2m c
obtido através do acoplamento minimo, p’ — 7, onde m é a massa do elétron, Aéo
potencial vetor do campo magnético, e é a carga da elementar e ¢ a velocidade da luz.
Devido a liberdade de gauge, pode-se usar vérias formas funcionais de A para obter o
campo magnético presente no sistema. Os gauges mais comuns na literatura [30,31,77,78|
sao, A= —Byyi ou A= —Byzj, chamados gauge de Landau e A= %(—yf—l—x}), chamado
gauge simétrico. Apesar de que para qualquer escolha do gauge o campo magnético ser
o mesmo ¢é percebido uma maior simetria na escolha do gauge simétrico [34|. Assim, o
usaremos para a nossa revisao e em toda a tese.
Devido a simetria cilindrica presente no gauge simétrico normalmente ele é apresentado
em coordenadas cilindricas, A = —Op(ﬁ. Na representacao de coordenadas, onde p =

—1hV, o hamiltoniano em coordenadas cilindricas ¢ dado por

1o ( 0 10 ieBy \* &
H=——— =L (e )+ ([ = =22) + | (1.2)
2m [ pdp \' Op pO0p h 2c 0z
Como podemos perceber o Hamiltoniano acima nao apresenta dependéncias em ¢, z

ou ¢. Tal fato tem como consequéncia a conservacao da energia, F, do momento linear

em z, p,, e da componente do momento angular na direcao de z, L, = _ma_gb' Com isso

a auto fungao do Hamiltoniano possui a forma

U(F,t) = exp {@ (w + ko — %t)} ¥(p) (1.3)

com hf¢ e hk, sendo os auto valores de L, e p,, respectivamente. Devido a simetria
angular apresentada pelo sistema, ¢ deve apresentar apenas valores inteiros, ou seja, { =
0,£1,£2,.... Enquanto isso, k, pode apresentar qualquer valor real. Por ser de interesse
desse estudo apenas as dinamicas bi-dimensoes, podemos considerar os casos em que
k, = 0, consideragao essa que usaremos em todos os outros sistemas também.

Com as consideracoes apresentadas até aqui, a equagao de Schroedinger dependente

do tempo, HV = iha, pode ser escrita da forma que segue
d>  1dy m2w? , 0 mwl 2mE
i A Wk S R -0
i o Tt T T e )Y

eBy . N G~ . ..

onde w = — | a qual é a frequéncia de oscilacao de movimento classico correspondente
mc

ao sistema, chamada também de frequéncia ciclotronica.

A equacao diferencial acima é facilmente resolvida depois de feita a mudanca de va-



mw
riavel £ = %/)2 e o "envelopamento" ¢(¢) = ¢l4/2e=¢/2F(¢). Tal "envelopamento" é
encontrado ao estudar o comportamento assimptotico da equagao e sua soluc¢ao. F(§)

possui como solucdo as fungoes hipergeométricas confluentes, | F(a, ¢; £), com

c 1 2k
a—§+§(€—%) e c=(+1 (1.4)

A funcao hipergeométrica confluente possui solucao assimptotica dada por

I'(c)
lim 1 Fi(a,c; &) ~ ——=£% %S, 1.5
§—>ool 1( f) F((I)f ( )
o que faz com que ¥ (§) apenas seja quadrado integravel para valores especificos de a, os
quais sao a = —n com 1 = 0,1,2,.... Aqui fica explicito a quantizacao da energia desse

sistema, pois com essa condigao, n € N, e (1.4) obtemos a energia dada por

B 0 o1

Observa-se um comportamento interessante nos niveis de energia para diferentes in-

tervalos de £. A energia é dada por

hw (n+ ), ara £ <0,
n,é:{ 01+ 3) P (1.7)

hw(n+ €| +31), para ¢>0.

A equagao acima mostra que para um especifico valor de energia F, ,, pode-se ter um
valor de 1 como infinitos valores de ¢ < 0 ou uma combinacao de n + |¢|, £ > 0, que gere

a mesma energia. Tal caracteristica deixa explicita a degenerescéncia infinita nos niveis
de Landau.

As auto fungoes do Hamiltoniano sao
: Ene,\| gtz -e/2
\Ijn,ﬁ(qbaga t) = Cn,ﬁ exp |t Egb - Tt 5 € 1F1(_777 |£| + 1a g)
onde C, ¢ ¢ a constante de normalizacao.

1.2 Analogos dos niveis de Landau para particulas neu-

tras

Nesta secao apresentamos quantizacao de Landau para particulas neutras com mo-
mentos de dipolos magnético e elétrico permanentes e também com momento de dipolo

elétrico induzido.



1.2.1 Niveis de Landau-Aharonov-Casher

Baseado na interagao presente no efeito Aharonov-Casher [44], foi apresentado em [45]
a descricao quantica de uma particula neutra que interage com um campo elétrico via
momento de dipolo magnético. A proposta de tal trabalho era criar a possibilidade de
obter e estudar o efeito Hall quantico atémico.

Para o estudo de tal sistemas consideremos uma particula neutra com momento de
dipolo magnético permanente, que se move na presenca de um campo elétrico. Para obter
uma quantizacao analoga aos niveis de Landau, chamados niveis de Landau-Aharonov-
Casher, deve-se encontrar niveis de energia, explicitar suas degenerescéncias e escrever as
funcoes de onda, para que possa observar a semelhanca com os niveis de Landau. Con-
digoes precisas na configuragao de campo e dipolo devem ser obedecidas para o objetivo
ser alcancado [45].

Esse sistema ¢é descrito, no limite nao-relativistico [80], pelo Hamiltoniano

h _
" E

+ (1.8)

2mc?

1|, (ixE)
H=— |p—
2m [p c?

com i = pn sendo o momento de dipolo magnético, onde p é componente do momento de
dipolo magnético na diregdo do versor n. Pode-se observar em (1.8) uma certa analogia
ao acoplamento minimo de uma particula carregada na presenca de um campo magnético.

Assim, pode-se definir um potencial vetor efetivo

nxFkE

Ape = — (1.9)
c
Tal potencial vetor efetivo quando escolhido i = keo campo elétrico dado por
- A
=S, (1.10)

onde A é uma densidade volumétrica de cargas elétricas, obtemos o gauge simétrico

Aye = 22 pd (111)

Bac = 2k (1.12)

O campo magnético associado é constante e uniforme como no caso do campo magnético
do sistema de Landau.

Essa configuracao de campo, com o movimento da particula restrito ao plano x-y, satis-



faz as condigoes para que ocorra um analogo dos niveis de Landau. Tais condi¢oes foram
demonstradas em [45] e s@o: i) Bac uniforme, ii) auséncia de torque sobre a particula e
iii) regime eletrostatico.

Usando a configuragao de campo (1.11) e (1.10), escrevemos o Hamiltoniano do sis-

tema, em coordenadas cilindricas, na forma

1110 ([ 0 10 iph \® 02
7="m [;a—p (v55) + o~ w57) *a—] 1

onde definimos a frequéncia ciclotrénica, dada por

pA 2
AT e mc? (1.14)
com o = sinal(uA) = £1 rotulando o sentido do movimento classico de rotagao da par-
ticula. O Hamiltoniano (1.13) tem caracteristicas similares & Hamiltoniana (1.2), por
exemplo a nao dependéncia explicita de ¢, z e t. Tal caracteristica resulta em uma con-
servacao dos momentos linear e angular na direcao de z e da energia. Com isso a fungao
de onda pode ser escrita por ¥(7,t) = exp [z (€¢ — %t)} ¥ (p) podendo entao a equagao de

Schroedinger obter a forma

dp®> ~ pdp

sz DT 2 h 12

o 1 2 2 2 omE
M—F da) (mWAC 2+€ +mwAC€_ m )¢:0 (1.15)

onde £ = F — % Visto que a equagao (1.15) é muito parecida com a equagao (1.4),
percebendo as presengas de wac € E no lugar de w e E respectivamente, temos que a sua

solugao é
: Ene, \| gtz —¢/2
o e(@,&,t) = Cpuexp |i | Lo — nt)] & e 1B (=, |4+ 1;6), (1.16)

onde & = (m|wac|/2h)p?, e os autovalores de energia sdo

(1.17)

|| —ctl (oc+1)
2 + 2

By = hlwac {77 +

onde n = 0,1,2, ... e os valores de ¢ explicitam a degenerescéncia dos niveis de Landau.
Igual aos niveis de Landau, os niveis de Landau-Aharonov-Casher também sao infini-
tamente degenerados e independem do centro das orbitas, mas é observado uma depen-

déncia dos autovalores de energia em relacao ao sentido de rotagao do sistema cléssico

correspondente representado por o. Ou seja, para ¢ = —1 temos
hlwac|n, para (<0,

o= lwac (1.18)
Alwac| (n+1¢]),  para £>0,
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e para 0 = +1 temos

h /+1 <0
:{ lwacl (n+1¢/+1),  para £<0, (1.19)

hlwac| (n+ 1), para £ > 0.

Isso mostra um comportamento bem diferente dependendo dos sentidos do dipolo mag-

nético e do campo elétrico.

1.2.2 Niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens

Nessa se¢ao voltamos nossa atencao para a dindmica quantica de um dipolo elétrico
na presenca de um campo magnético externo. O estudo é similar a procedimento feito na
segao anterior, para os niveis de Landau-Aharonov-Casher [45|, via equagao de Schroedin-
ger. Vamos usar a interagao descrita pelo efeito He-McKellar-Wilkens [46, 47|, onde um
dipolo elétrico interage com um campo magnético, e descrevemos outro nivel anélogo dos
niveis de Landau, que denominaremos os niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens. Vamos
considerar um sistema formado por uma particula neutra que possui momento de dipolo
elétrico, d= dn, nao nulo. Essa particula se move na presenca de um campo magnético
externo B. De mesma maneira que o caso do dipolo magnético, sob algumas condigoes
para a configuragao campo-dipolo temos uma quantizacao similar a dos niveis de Landau.

Usemos entao um campo magnético nao usual

B= % pp (1.20)
onde ® ¢ uma densidade de cargas magnéticas. Tal configuracao de campo com um
campo magnético cilindricamente radial é muito dificil de realizar experimentalmente,
pois assim seria necessario, a priori, uma distribuicao de cargas magnéticas relacionada
a ®. Entretanto, alguns autores afirmam que esse tipo de configuracao pode ser obtido
experimentalmente em arranjos especiais [81-84].

O Hamiltoniano que descreve a dindmica quéntica do dipolo elétrico, na presenca de

um campo elétrico externo é dada por

1 — dh _
H=— [ﬁ— d(n x B)| + 4% . BHdeHMW (1.21)
2m 2m
onde d é a componente do dipolo elétrico na diregao de CZ, que por conveniéncia escolhemos
paralela ao eixo z. Como para o sistema Aharonov-Casher, podemos definir o potencial
vetor por

—

10



Com a configuragao de campo (1.20), obtem-se o gauge simétrico

. > -
Apnw = §p¢ (1.23)

Como na segao anterior obtemos um campo magnético associado ao potencial vetor (1.22)
dado por
Brauw = ®k (1.24)

Nota-se que d para esse sistema tem o papel de uma constante de acoplamento [85].
Deve-se estabelecer as mesmas condigoes, definidas em [45], para existéncia dos niveis
de Landau. Na configuracao de campo estabelecida acima, a condigao para auséncia de
torque sobre o dipolo é satisfeita desde que o movimento da particula seja no plano z —y.
As condigoes para Bivw uniforme e constante ja foram satisfeitas pela escolha do gauge.

Entao escrevemos a equagao de Schroedinger

dQ@ZJ 1 d@/] mQWHMW2 2 £2 meng QmE’
—t—— — | —— — — = 1.2
i o ( m PRt Ty )¢ =0 (1.25)
onde £
E=E— I;MW (1.26)
¢ od  |dd
WHMW — ——— = O'u. (127)
m m

onde o = sinal(—®d) que indica o sentido de rotagdo do movimento classico.
Vemos para esse caso também que a equagao (1.25) é muito similar a equagao (1.4), a
menos das presencas de wyvw € E nos respectivos lugares de w e E. Dessa forma temos

que a solugao da equagao (1.25)

U0, 60) = Coeexp i (16— 24t )| e mm g e me, 2y

onde & = (m|wamw|/2R)p?, e os autovalores de energia sao

\ﬁ]—a£+(a+1)

5 > (1.29)

E, = hlwavw]| [77 +

onde n =0,1,2,... e os valores de ¢ explicitam as degenerescéncias dos niveis de Landau.
Como para os niveis de Landau-Aharonov-Casher, os niveis de Landau-He-McKellar-
Wilkens também sao infinitamente degenerados e independem do centro das érbitas, igual
aos niveis de Landau, mas observamos a dependéncia dos autovalores de energia em relacao
ao sentido de rotagao do sistema classico correspondente, o, de maneira analoga ao que

ocorre no caso do dipolo magnético porém em sentido oposto.
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A semelhanga matematica encontrada para os sistemas Landau-Aharonov-Casher e
Landau-He-McKellar-Wilkens é uma propriedade conhecida dos sistemas de dipolos, co-
nhecida como dualidade eletromagnética de Maxwell [86]. Tal propriedade ja foi discutida
nos efeitos Aharonov-Casher [44] e He-McKellar-Wilkens [46,47| e mais fenomenos envol-
vendo geracao de fases quanticas em estudo da dinamica de dipolos elétricos em diferentes

configuragoes dipolo-campos ja foram feitos [49,87-89].

1.2.3 Niveis de Landau-Hei-Han-Wei

Aqui, apresentamos a construgao de um anélogo dos niveis de Landau para dipolos
elétricos induzidos, sistema que foi proposto para contornar o inconveniente da necessidade
de uma configuracao de campo magnético gerado por uma densidade de cargas magnéticas
como ocorreu para o sistema de dipolos elétricos permanentes. Esses sistemas é baseado
na ideia apresentada em [49] onde uma particula neutra tem um momento de dipolo
elétrico induzido por uma configuracao de campos magnético e elétrico cruzados. Em
sistemas de dtomos frios na presenca de campos eletromagnéticos externos esses arranjos
sao interessantes.

Considerando a interagao descrita em [49], temos que uma particula neutra com mo-
mento de dipolo induzido por uma configuracao de campos elétrico e magnético cruzados
apresenta um efeito de fase topologica similar ao efeito Aharonov-Bohm [55]. Essa confi-
guragao possui uma vantagem em relagao ao efeito He-McKellar-Wilkens, é a possibilidade
de sua menor dificuldade de realizagao experimental.

Aqui consideramos um sistema de atomos frios tratados como dipolos elétricos indu-

zidos. Esse sistema ¢ submetido ao seguinte campo elétrico externo

— )\ N
E=Zpp, (1.30)

onde A é uma densidade de cargas elétrica. O sistema também é submetido a um campo
magnético externo

—

B = Bk (1.31)
O dipolo elétrico induzido na particula pelos campos é dado por

-

d=o(E +7x B), (1.32)

onde « é a polarizabilidade dielétrica da particula e ¢’ é a sua velocidade. A interacao de

um dipolo elétrico com os campos é descrito pela Lagrangiana

mv? + =d - (E + 7 x B). (1.33)

L= !
2

N | —
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Considerando que o momento de dipolo em questao seja o induzido dado por (1.32),

reescrevemos a Lagrangiana do sistema na forma
1 2y,.2 1 2 - D nl
L= E(m + aB*)v* + §aE +alv- (B x E)]. (1.34)

A partir dessa Lagrangiana podemos obter a Hamitoniana do sistema agora dado por

1
oM

[ﬁ+ o(E x B)| = SaE?, (1.35)

H

onde redefinimos a massa da particula M = m + aB?. Com base em discussoes apresen-
tadas em [49,90,91] e se for considerado o uso apenas de atomos de polarizabilidade alta,
a ~ 1073 Fm?, e com campo magnético B < 10T, podemos ter aB? < 10737 kg o que
corresponde a somente 107!° da massa de um nicleo, assim M — m. Além disso, por con-
siderar campo elétrico cuja intensidade seja £ & 107 V/m, teremos o termo aE? = 1072° ]
resultado suficientemente pequeno comparado com a parte cinética do Hamiltoniano dos
atomos. Assim, tal termo pode ser desprezado do Hamiltoniano em (1.35). Com isso,

podemos escrever o Hamiltoniano na forma
S L2
H=— |p+a(E x B)] (1.36)

Nota-se a semelhanga de (1.36) com o Hamiltoniano de uma particula carregada mini-
mamente acoplada com um campo magnético externo, (1.1). Usando esse fato, o potencial
vetor efetivo é definido como

Awnw = E x B (1.37)

Fazendo uso da configuragao de campo apresentada anteriormente (1.30) e (1.31), obtemos

o seguinte potencial vetor efetivo

z‘TWHw = BT)\P(Z3 (1.38)
Entao definimos o campo magnético efetivo associado ao potencial vetor efetivo

Bwaw = B\ (1.39)

Para construir os niveis de Landau para o nosso sistema, seguimos as condi¢oes usadas e
discutidas em [45] para o surgimento de niveis de Landau.

Na configuracao de campo escolhida, as condigbes para torque nulo, campos estaticos
e campo magnético efetivo uniforme sao plenamente satisfeitas se restringirmos o movi-
mento da particula ao plano x — y. Agora o problema se reduz a resolucao da equagao

de Schroedinger associada a (1.36). Entao, escrevemos a equacao de Schroedinger para o
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sistema, em coordenadas cilindricas, na forma que segue

d2¢ 1 d¢ mQWWHWQ 2 £2 meng 2mE
— | 24 = - =0 1.40
dp2+pdp ( 4n? p+p2+ h h2>¢ (140)
onde B B
WWHW = _Oé_ = aau. (141)
m m

com o = sinal(—B)\).
A equagao (1.40) é semelhante as equacao (1.4), com diferentes que no lugar de w é
apresentado wwmw. Assim a fun¢ao de onda é dada como em (1.8) e os auto valores de

energia sao dado como em (1.6), respectivamente

. E -
Une(9,6:8) = Cpeexp {z (M—T”’Zt)]&'me LR (=, 0] + 1),

onde & = (m|wwaw|/2h)p?, e

ll—ocl 1
E, ;= hlwwnw]| (Tl + i 5 + 5) . (1.42)

Apesar do Hamiltoniano (1.36) ser parecida com o Hamiltoniano do sistema de Landau
apresentada em (1.2), como nos outros sistemas, ainda temos uma dependéncia dos auto

valores de energia com o o.
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Capitulo 2

Estados Coerentes para Niveis

Analogos de Landau

Neste capitulo sera feita uma revisao mostrando como se obter os estados coerentes
para o oscilador harmonico unidimensional [10,92], e depois sera mostrado como construir
tais estados para os sistemas analogos de Landau, Landau-Aharonov-Casher [45], Landau-
He-McKellar-Wilkens [48| e Landau-Wei-Han-Wei [50]. Outros estudos sobre os estados

coerentes para os niveis de Landau podem ser encontrado na literatura [37,93].

2.1 Estado Coerente do Oscilador Harmonico

O oscilador harménico simples possui Hamiltoniana dada por

2 2
P mw”

H=—+ x°,
2m 2

(2.1)

onde x e p sao a posi¢ao e o seu momento conjugado no eixo de x. Usando os operadores

escada,

1 1
a4 =———(mwz+ip) e a =

vV 2mhw vV 2mhw

0s quais possuem relacio de comutacio [a,a’] = 1, podemos expressar tal Hamiltoniana

(mwz — ip), (2.2)

por
1
H = hw (aTa + 5) . (2.3)

Com isso os auto estados de H, sdao expressos como auto estados também de a'a,

a'a|n) = nln), pois [a'a, H] = 0. E com a relagao de comutagio que o Hamiltoniano tem
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com os operadores escada,
[H,a) = —hwa e [H,d']| = hwa', (2.4)

podemos obter os auto estados |n) por aplicacoes de al como segue

(af)"
n)y = 0). 2.5
) = "5 10) 2:5)
Tal estado recebe o nome estado niimero ou estado de Fock.
A relagao de incerteza de Heisenberg para o oscilador harménico pode ser obtido pelo
seguinte procedimento. Escreve-se o operador coordenada x e o operador momento p em

termos dos operadores escada,

h

i (a' — a). (2.6)

(a'+a) e p=i

xr = 9

Calcula-se os valores esperados de z e p e seus quadrados. O resultado é dado por
9 h 1 9 1
(r) =(p) =0, (") =—(n+5) e @P)=mhw(n+;). (2.7)

Por fim usa a relagao (Ag)? = (¢*) — (q)? para obter a incerteza para z e p. O resultado ¢
1
AxAp=h (n + 5) . Tal resultado satisfaz a relacao de incerteza de Heisenberg, AxAp >

h/2, e nos mostra que somente para o estado fundamental, |0), temos incerteza minima.
Pode-se criar uma classe de estados, a partir do estado fundamental |0), de minima

incerteza caracterizados por um ntmero complexo v, tal que
alv) = v|v). (2.8)

Esses estados normalizados sao chamados de Estado Coerentes.
O estado coerente possui trés definigdes: i) estado de relagao de incerteza minima, ii)
auto estado do operador a e iii) estado criado pela aplicagdo do operador deslocamento

no estado fundamental,
lv) = D(v)|0), onde D(v)=exp (va' —v*a). (2.9)

onde D(v) é um operador unitario chamado operador deslocamento e para v = 0 o estado
coerente é o proprio estado fundamental. As duas primeiras defini¢oes ja forma discutidas,
mas a ultima é que nos permite calcular mais facilmente algumas propriedades do estado
coerente.

Pode-se calcular o valor esperado de x, p e seus quadrados para o estado coerente |v)
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usando as relagoes de comutagio de a e a’ com D(v),

la,D(v)] =vD(v) e [a',D(v)] =v*D(v). (2.10)
Obtém-se que para |v)
2h
(x) = mRe(u) e (p) =V2mhwlm(v), (2.11)
(2?) = 7721_Z [[Re(l/)]2 + ﬂ e (p?) =2mhw [[Im(y)]2 + ﬂ : (2.12)

Assim, a relacao de incerteza é dada por
h
AxAp = > (2.13)

a qual é a minima para qualquer valor de v.
Outras propriedades do estado coerente sao visto quando estudado sua evolucao tem-

poral através da equacao de Heisenberg,

dx 1 1

E:%[QJ’H] =E<p>- (2.14)

Essas propriedades estao relacionados a proximidade do comportamento do estado co-
erente com o comportamento classico do oscilador harmoénico. Para tal sistema temos

que
(x(t)) = Telass(t) = xo cos(wt — @) (2.15)

com zo = \/ —|v|.
Os estado?coerentes também tem como propriedade interessante a nao ortogonalidade,

ou seja, (V'|v) # 0,
(V'|v) = exp [/ = (v]* + |V']}) /2] . (2.16)
Essas caracteristicas dos estados coerentes os tornam oOtimas ferramentas para des-
crever sistemas da Otica quantica |1] e outros [4,5]. Para mais informagoes sobre outras

aplicagoes e defini¢oes generalizadas dos estados coerentes podem ser obtidas na litera-
tura [10].

2.2 Estado Coerente para Niveis de Landau-Aharonov-
Casher

Agora apresentaremos duas formas de construir os estados coerentes dos niveis Landau-
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Aharonov-Casher [45]. O primeiro usando um formalismo mais proximo ao utilizado para
o estado coerente do oscilador harmoénico, que se mostra nao tao geral. A segunda forma
¢ mais geral pois usa um formalismo mais rico para descrigao dos niveis de Landau-
Aharonov-Casher, formalismo baseado no trabalho de 1970 de Feldman e Kahn [35],
que permite construir estados coerentes mais gerais com dois parametros. Com isso,
investigamos as propriedades dos estados coerentes e encontramos as func¢oes de onda
como também o produto incerteza. Detalhes sobre estados coerentes de niveis de Landau

podem ser encontrados na literatura [34-37,93].

2.2.1 Estado Coerente para Niveis de Landau-Aharonov-Casher:
I

Para obter os estados coerentes para niveis de Landau-Aharonov-Casher, usamos o
formalismo desenvolvido por Yang e Chen [33|, os quais se propuseram a analisar efeitos
geométricos nos estados coerentes dos niveis de Landau.

O Hamiltoniano do sistema Landau-Aharonov-Casher(1.13), mostrado no capitulo an-
terior, pode ser escrito da forma

2 hu

="
2m+4m02’

(2.17)

A
2c2

denadas cartesianas. Usar as coordenadas cartesianas, é parte importante do formalismo

onde T = p'— puAac, com Axc = 75 (—y& + xy), que é o gauge simétrico escrito em coor-

que estar a ser utilizado.

No que segue, defini-se os operadores levantamento e abaixamento para o sistema

. Tz +1omy, Ty — 10Ty

g= T l0my (2.18)

= - 7 ¢ ,
v/ 2mh|wac| v/ 2mh|wac|

onde wac = o|pAp|/mc* é a frequéncia ciclotronica e, T, e m, sdo as componentes de 7.

Assim, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrita na forma
T 1
H = hlwac| aa+§(1+a) . (2.19)
Os auto valores do Hamiltoniano sao

E, = hlwac| {n + %(1 + 0)} : (2.20)
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onden =0, 1, 2, --- e seus auto estados podem ser presentados com estados de Fock

(af)"
n) = ——=10), 2.21
) = 2 10) 2.21)
0s quais sao degenerados, como analisado no capitulo anterior. Ao comparar os auto
valores de energia para o sistema Landau-Aharonov-Casher obtidos aqui, (2.20) usando
operadores escada, com os encontrados no capitulo anterior, (1.17) usando o método

analitico, obtemos que

(= (>0
n=n, para ¢ <0

tal fato auxilia a conexao dos dois métodos e serd muito 1til para definicao de uma base
quantica logica para possiveis aplicacoes em computacao quantica holonémica no dltimo
capitulo.

Os estados coerentes dos niveis Landau-Aharonov-Casher sao construidos com a apli-
cagdo do operador unitario D(v) sobre o estado fundamental do sistema. O operador

D(v), também chamado de operador deslocamento é dado por
D(v) = exp[va’ — v*d], (2.23)

como para oscilador harmoénico unidimensional, mas agora fazendo o uso dos operadores

levantamento e abaixamento definidos em (2.18). Com isso, os estados coerentes sao

vy = DW)[0) = e P2 S |y, 2.24
v) = D(v)[0) HZ:O ml ) (2.24)

onde v é um numero complexo que, por conveniéncia, o definimos igual a
V= Uy + iy, (2.25)

com v, e v, sendo ntimeros reais. Tal escolha ajuda melhor identificar como os campos
externos estao relacionados com os estados coerentes posteriormente.
Com o estado coerente dos niveis de Landau-Aharonov-Casher definidos dessa maneira

é facil mostrar que tais estados sao auto estados do operador abaixamento,

alv) = aD(v)|0) = [a, D(v)]|0) = v[a,a']D(v)|0) = v|v). (2.26)
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A funcao de onda para tais estados é obtida por

v _ — P2 v mac :
V(1Y) = (v, ylv) =e eXP{ 2mh|wAc|[ 2 (v +ioy)
0
—ih (6_ + an—y) ] }%( . Y)

(2.27)

onde ¥y(z,y) = (z,y]|0) é a fungdo de onda do estado fundamental dos niveis Landau-

Aharonov-Casher. Ao usar a identidade

o (o) 11 st 0 o

temos

2
P (r,y) = exp (—%) eXp{V m';d;;cy(x+i0y)}wo(w+X,y+Y)

(2.29)

com Y =1X =v, /m. A parte imaginaria de X e Y adiciona uma fase na funcao de
onda do sistema, enquanto a parte real desloca a posicao da particula. Tais deslocamentos
sao melhores entendidos quando analisamos o Hamiltoniano dos estados coerentes do
sistema.

O Hamiltoniano do sistema para os estados coerentes é dada por

ﬁ2 hWAC
H,=DW)HD'(v) = —
()HD! () = o+ —2C,
onde
I, =m, — %\/th]wAc\% e I, =m,+ % 2mh|wac|yy. (2.30)
c c

Agora, podemos ver que os termos novos devido ao surgimento dos estados coerentes sao
facilmente comparados com um potencial vetor constante extra. Assim, se faz necesséario
um potencial vetor efetivo constante, expressado por XAC, que pode ser obtido através
da introducao de um campo elétrico constante planar, £ = Eni+ 5y3. Tal potencial vetor

é dado por

— —

Arxe = 2ax(E4+E) =c?uxE+ Axc (2.31)

e vale lembrar que a introducao de £ no sistema nao influencia nos niveis de Landau-
Aharonov-Casher devido a ele ser planar, satisfazer assim as condigoes de torque nulo,

campos estaticos e campo magnético associado constante.
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Dessa forma podemos ver que o estado coerente |v), gerado agora como solugao
da equagao de Schroedinger para o novo Hamiltoniano possui auto fungoes v (z,y) =

(v|z,y) = ¥(z + bz, y + dy) onde

2%, 5%

e dy=" (2.32)

Como no caso do estado coerente do oscilador harmonico unidimensional, esses estados
tem também minima relacdo de incerteza, isto é, eles satisfazem a relacdo AzxAp, =
AyAp, = h/2, onde

(Ag)* = (¢*) — (@)*- (2.33)

Para as coordenadas da posicao no sistema Landau-Aharonov-Casher, temos

(@) =g 40 and (@) = (@) +

h

QmwAC )

/| h
Ax = . 2.35
o QmwAc ( )

Para o momento conjugado, obtemos

(2.34)

Por esse caminho consegui-se

mhwac mhwac

(o) = =i\ =5 — (=7 and  (p;) = ()" + —5— (2.36)
o que nos leva a
Ap, = mh;dAC (2.37)

Além disso, ao substituir em (2.33) a expressao (2.35) e (2.37), obtemos a rela¢ao de

incerteza para as componentes x, dada por
h
AzAp, = 5 (2.38)

Para a coordenada y e seu momento temos o processo de obtengao da relagao de incerteza

muito similar.

2.2.2 Estados Coerentes para os Niveis Landau-Aharonov-Casher:11

Pode-se também obter estados coerente para os niveis de Landau-Aharonov-Casher

mais gerais, quando descrevemos os auto estados de Landau-Aharonov-Casher em estados
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tipo Fock levando também em consideracao o nimero quantico de momento angular.
Procedimento similar pode ser visto em [35] onde foi feito para o sistema de Landau.
Nessa se¢ao trazemos tal método e descrigao para o sistema de Landau-Aharonov-Casher.

A partir do Hamiltoniano (2.17), podemos escrever
n oh \° . oh \’
e+ = ———=x
21,,2" P o0,

é o comprimento magnético. O comprimento magnético representa

hwac
2

1
H=_— 2.39
5 + (2.39)

h
m|wAc]

onde [,, =

o raio da oOrbita classica da particula do estado fundamental do sistema, o qual sera usado
pois concentra a maioria das informagoes sobre o acoplamento da particula com os campos
e torna as equagoes mais sucintas.

Se introduzirmos os operadores
m b Fiop, & oo g(o Fioy) (2.40)
ay = —— |ps Fio ——(x Fioy)|, .

0s quais sao parecidos com o a e a' da equacao (2.18), mas s@o agora escritos de outra
forma por ser mais conveniente, como sera visto. Tais operadores possuem relacao de
comutacao seguinte,

la_,ai] =1. (2.41)

Assim, o Hamitoniano pode ser agora escrita por
1
H = hlwac| |aya— + B (14 0) (2.42)
Ao adicionar ao nosso estudo, a analise da componente z do momento angular,

L, = zp, — ypa, (2.43)

o qual tem auto valores inteiros ( em unidade de h). Sendo assim pode-se mostrar que
L, comuta com H( [L,, H] = 0), resultado que possui como consequéncia a existéncia de
uma base que é auto estado tanto de H como também de L,. Tal auto estado expresso

como |n, £), possui equagoes de auto estados dadas por

H|n, ) = hlwac] {n + % (1+ 0)] |n, £) (2.44)

L.|n, ) = (h|n, (). (2.45)
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A partir das relagoes de comutacao de a+ com H e L., obtemos

[H, ai} = ih\wAc]ai (246)

e
[L.,a+] = Fohax. (2.47)
As relagoes (2.46) e (2.47) mostram que para 0 = —1 os operadores a; e a_ sdo, res-

pectivamente, operadores levantamento e abaixamento para energia e momento angular
simultaneamente. Ja para ¢ = +1 os mesmos se mantem, respectivamente, operadores
levantamento e abaixamento para energia, enquanto que em relacao ao momento angu-
lar eles invertem suas funcgoes, agindo agora a, como operador abaixamento e a_ como

operador levantamento. Isto é

apn, ) =/(n+n+1,0—0) e a_|n,l) =+/nln—1,0+0) (2.48)

Lembrando que por o depender do sentido do momento de dipolo e do sinal das cargas
elétricas de geram o campo, informacao contida no A, tal sistema apresenta essas duas
possibilidades , fenémeno que nao aparece no sistema de Landau para elétron e campo
magnético apontado para o sentido positivo do eixo de z, pois ja sao definidos os sinal de
tais grandezas.

Para gerar todos os estados a partir de um estado particular deve-se também ter
operadores que com sua aplicagao alterem somente os auto valores do momento angular.

Operadores com essa propriedade podem ser escritos da forma que segue

1 J1 il, 2
S e oy) £ T ; . 2.4
ba NG 2(x¢wy) 5 (pe Fiopy) (2.49)

Tais operadores sao operadores escada somente do momento angular e nao da energia,

como ¢ mostrado por suas relacoes de comutacgao

[LZ, bi] = :FO'hb:t (250)

[H,bs] =0. (2.51)

Além de também comutarem com a4. Portanto, podemos mostrar que

biln,l) =+/(n+cl)in,l —a) e b_|n,l) =+/(n+ol+1)|n,l+0) (2.52)

Ao analisar (2.52) pode-se deduzir que para uma dada energia hlwac| [n+ 1 (14 0)], ¢
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pode assumir valores no intervalo
—00, o+, 4, -, —1,0, n, (2.53)

para ¢ = —1 ou
_n’_n+17...7£’...’071’---’QO (254)

para 0 = +1. O que causa tal limitacao nos valores de ¢ é o fato da aplicacao de b, sobre
o estado |n, —on) resultar em zero, como também para os niveis de Landau [35].
Agora, pode-se gerar todos os auto estados de energia a partir do estado fundamental

|0,0) por sucessivas aplicagoes de ay e b_, como mostrado abaixo

n+ol n
b_ a

n, ) = — ===
nl(n + o?)!

10,0) (2.55)

O fungao de onda do estado fundamental de momento angular zero, na representacao

de coordenadas, é obtido a partir de duas condigoes estado fundamental

1 . o . 0
<I‘,y|b+|0,0> =0 = |:§($ - ZO'y) + lm2 (% - ZO'a—y>:| 1/100 =0 (256)
( la_10,0) =0 = —ih 2%—2 + (x +i0y)| e =0 (2.57)
z,yla_|0,0) = ) o w@y 5 2 T+ 10y 00 = .
As quais possuem a solucao
B 1 (2* +v°)
wOO - <xay|070> - 2lm2ﬁ €xXp |:_ 4lm2 ’ (258)

a qual é uma funcao de onda normalizada no plano zy.

Agora, o estado coerente para os niveis de Landau-Aharonov-Casher sera construido
para essa descri¢ao mais geral usando também o momento angular e seus operadores es-
cada. Procedimento parecido foi feito no trabalho do Feldman e Kahn [35]. Foi-se definido
o estado |a, ) como auto estado simultaneamente dos dois operadores nao hermitianos

a_ e by, isto é

a|a, B) = ala, B), (2.59)
bile, B) = iBla, B), (2.60)

Os auto valores complexos « e 3 sdo adimensionais e a condi¢ao de normalizacao («, 5|a, 5)
1 é satisfeita. A significado fisico e as propriedades de coeréncia dos auto valores complexa
sao discutidos a seguir.

Foi-se construido o estado coerente por agdo de dois operadores unitarios D,(«) e
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Dy(B) sobre o estado fundamental |0,0). Estes operadores unitarios sao dados por

Du(a) = exp (aa; — a*a_) = e 12 exp (aa,) exp (—a*a_) (2.61)

Dy(B) = exp [i(B*b_ + Bb)] = e 172 exp (iB*b_) exp (iBb.) . (2.62)

onde foi usado a formula de Zassenhaus,
exp(A + B) = eAeBe—ABl/2—(2lABLBI+[ABLAD/6 (2.63)

Pode-se notar que os operadores deslocamento definidos em (2.61) e (2.62) sao semelhantes
ao operador mostrado em (2.23), pois desenvolve a mesma fun¢ao, mesmo que em auto
valores diferentes.

O estado coerente é entao dado por
@, B) = Da(e) Dy(8)]0,0) = e~ P02 exp (aay) exp (i56+) 0, 0). (2.64)

Sabendo que [a_, Da(@)] = aDy(a), [bs, Dul(8)] = i8D4(8) ¢ [a_, Dy(B)] = [bs, Da(0)] =
0, e usando as equagoes (2.56) e (2.57), pode-se mostrar as defini¢oes (2.59) e (2.60). Ex-

pandindo o estado coerente em um grupo de auto estados de energia temos

o, B) = (n, L, B)|n, €). (2.65)

Pode-se obter os coeficientes da expansao, (n, f|«a, 3), em termos de coeficiente (0, 0|«, /3)
por uso do hermitiano de (2.55) e de (2.59) e (2.60). Assim,

()" (i8)""

n!(n + o/)!

(n, Lo, B) = (0,0la, B) (2.66)
com (0, 0fev, B) = exp [—(|af* +[5]?)/2].
Por um uso adicional de (2.61) e (2.62) com as condigbes (2.57) e (2.56), os estados

coerentes podem ser expressos na forma

_lel* + 18P

la, B) = exp < 5 + aa, + iﬁ*b_) 0, 0) (2.67)

A dependéncia temporal do estado coerente é obtido através da dependéncia temporal
de by e a_ no cenario de Heisemberg. b, é constante de movimento por comutar com o

Hamiltoniano, H. Por outro lado,

a_(t) = e~leaclty_(0) (2.68)
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o qual segue a partir da equagao de movimento

L H = incla (2.69)

Daqui
a_(t)|a, B) = e~ "rclla_(0)]a, B) = ae~rcla, §). (2.70)

Transformando para o cenério de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo
torna-se |ae~twacl B,

A representacdo de Schroedinger do estado coerente ¥ (x ) pode ser obtido de
algumas formas. Um método é solucionar (2.59) e (2.60) na representagao de coordenadas.

Quando seguido tal método obtemos as equagoes diferenciais

—ih Ka% + z’aa%) + %mQ(x + ioy)} P@h) — %awﬂ), (2.71)
B(a: —i0y) + Ln? (a% — ia(%)} @B = /21, B P (2.72)
Observa-se que a solucao para a = = 0 é (®#) = 4y. Desta maneira, a funcio de
onda é
Pleh) = ! exp {— ! [(x — iV 2 (o — B)>2 + (y + oV 2 (o + ﬂ))Q] } . (2.73)
2T A2

A (2.73) pode ser encontrada diretamente fazendo uso de (2.67) com os operadores na

representacao de coordenada e as identidades

he

exp (x + icp,) = exp(z) exp(icp, ) exp (?> e lexp (icpy)] f(x) = f(x + he).

Os valores esperados de z, y, p, € py, (z), (y), (ps) € (p,) respectivamente, no estado
(2.73) sao dados por

(@) = —V20y (0 + 5,) (2.74)

() = oV2y (= Br) (2.75)
h

(pz) = L (a + Be) (2.76)
oh

{py) = NG (ay = By) (2.77)

onde a = a, +iay, B = B, + 18y, sendo oy, ay, [, e 5, nimeros reais. Ao mesmo tempo,

26



o valor esperado de seus valores quadrados sao

(@) = (&) +1n” (2.78)
W) = () +1* (2.79)
p.?) = (pa)*+ 47m2 (2.80)
Bd = B+ s (281

Como no caso do oscilador harmoénico, esse estado coerente é estado de minima incerteza,

assim satisfaz a relagao
AxAp, = AyAp, = g (2.82)
com (Aq)* = (¢*) — ().

A densidade de probabilidade do estado coerente é

Vieal = #mQ o {_2_22 [(Cc V2L (e, + By))Z i (y + 0V 2l (0 — 51))2} } |
(2.83)

O pacote de onda coerente tem forma do estado fundamental, mas é deslocado no espago

para um centro do movimento. As coordenadas médias sao
() = V20 [By + |a sin(|waclt — )], (2.84)

§(t) = V2, [Bs + |a| cos(lwac|t — @)], (2.85)

onde tan ¢ = a,/a,. O centroide do pacote de onda seque uma orbita classica de raio
V2| ao redor de um centro em (v/2,,8,, V2L, 3:). A forma do pacote é independente

do tempo.

2.3 Estados Coerentes dos Niveis Landau-He-McKellar-
Wilkens

O sistema que denominamos Landau-He-McKellar-Wilkens [48] é o sistema composto
por uma particula neutra com momento de dipolo elétrico permanente, cf, interagindo

com um campo magnético, B , tal qual a configuracao de dipolo e campo

- - N ) A N
d=dk e B:§(:m'—|—yj), (2.86)

gera niveis de energia andlogos aos niveis de Landau. Tal sistema foi mostrado no ca-

pitulo anterior fazendo uso do método analitico para soluciona-lo. Como para os niveis
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Landau-Aharonov-Casher, iremos reescreve-lo em um novo formato, usando um forma-
lismo parecido com o apresentado por Feldman e Kahn [35], para que possamos obter os
estados coerente de tal sistema de forma mais facil e mais geral.

Para isso, vamos considerar o Hamiltoniano do sistema Landau-He-McKellar-Wilkens,

(1.21) como no capitulo anterior, rescrita da forma que segue

1 mwavmw 2 mwaMw 2 hwnvw
= L (s e V(o 257
2m[p+2y+py > Y) | T (2.87)
dd ) ) .
onde wpyw = —— = o|wamw|, com o = sinal(—®d) = sign(wavw). O que nos permite
m

ainda expressa-lo por

H =

1
2m

oh \? oh \?| hw
(px + my) + <py - Wx> ] + ‘;MW (2.88)

h
onde [, = | ——— . Deve-se perceber que o Hamiltoniano é bem similar o Hamilto-
m|wamw]|

niano (2.39), que é do sistema Landau-Aharonov-Casher, a menos de uma substituigao
da frequéncia angular wac por wpvw. Esse fato deixa explicito a dualidade de tais sis-
temas, assunto bem discutido no trabalho de Dowlin e colaboradores [86] e nos traba-
lhos sobre aparecimento de fase quantica nos sistemas Aharonov-Casher e He-McKellar-
Wilkens [44,46,47|. Isso auxiliard a encontrar mais rapido as auto energias e os auto
estados do sistema.

Podemos entao introduzir os operadores

lm, , th .
ax = ﬁi {Pz Fiopy £ ng(x + wy)] (2.89)
e
b L 1( , )ium?( op) (2.90)
+ — \/le 2 X :F ZU?/ h pl‘ :F Zapy Y :

nos quais também se observa a similaridade com os operadores definidos em (2.40) e (2.49)
apresentados na secao anterior para o sistema Landau-Aharonov-Casher. Vale notar que
a diferenga do operadores definidos em (2.89) e (2.90), para os definidos em (2.40) e (2.62)
é a definicao do comprimento magnético, [,,,, para cada sistema.

Os operadores a4 e by obedecem as seguintes relacoes de comutacao
[a_,ay]=1[by,b-]=1 e J[ayx,by]=0. (2.91)

Assim, o Hamiltoniano e o momento angular do sistemas ficam escritos em funcao desses
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operadores da forma que segue

1
H = hlwauw| |ara_ + 5 (14 0) (2.92)
e
L, =xp, —yp, =ch(b_by —aia_). (2.93)

Pode-se escolher uma base, |n, £), para representar, simultaneamente, os auto estados

de H e L,, pois eles comutam entre si. As equacoes de auto valores sao

1
e
L.|n, ) = (h|n, (). (2.95)
onden =0, 1, 2, --- e £ tem possiveis valores vinculados a escolha de o.
A partir das relagoes de comutacao de a4 e by com H e L., dadas por
[H, CL:E] = :I:h\wHMw|ai (S [H, bi] = 0, (296)
e
[L,,ay] = Fohar e [L,,by] = Fohby, (2.97)
podemos ver que para &d > 0 = 0 = —1 os operadores a, e a_ sao operadores levamento

e abaixamento, respectivamente, tanto para energia quanto para o momento angular.
Enquanto que os operadores b, e b_ sao operadores levamento e abaixamento, respecti-
vamente, apenas para o momento angular e nao alteram os estados relativo a energia, ou
seja, o numero quantico n.

No entanto, para ®d < 0 = o = +1 os operadores a; e a_ mantem o comportamento
relativo a energia, mas invertem os seus papeis relativo a o momento angular. J& os
operadores b, e b_ também invertem seus papeis relativo ao niimero quantico de momento
angular £, ou seja, eles sao operadores levantamento e abaixamento, respectivamente, para

o momento angular. Assim,

an,t) = /(n+1)n+1,0—0), (2.98)
a_n, 0y = +/njn—1,0+ o), (2.99)
bin,t) = /(n+al)|n,t—0o), (2.100)
bo|n,€) = /(n+ol+1)|n,l+a). (2.101)

Temos entao que para um determinado valor energia, determinado por um especifico

valor de n, tenhamos ¢ podendo assumir valores —on, —o(n—1),...,0, 0,20, ..., 000, como
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no caso para o Landau-Aharonov-Casher, devido a by|n,—on) = 0. Assim, todos os
auto estados podem ser gerados a partir do estado fundamental de energia com momento

angular nulo, |0, 0), por sucessivas aplicagdes de ay e b_, como segue

n+ol n
b_ a4

n, £) =
nl(n + o/)!

0, 0). (2.102)
O estado (2.102) possui forma igual a (2.55), pois o comportamento fisico dos portadores
sao muito parecidos nos dois casos, para particulas neutras com dipolo elétrico e com
dipolo magnético, devido a dualidade ja mencionada [86]. Vale lembrar que a diferenga
esta no comprimento magnético presente na definicao de cada operador utilizado.

A fungao de onda do estado fundamental com momento angular nulo é dado por

M}

I (2.103)
BESTREN -l TR ‘

Yoo = <x,y|0,0

Os estado coerentes para o sistema de Landau-He-McKellar-Wilkens representado por
|, B) pode ser definido como auto estado dos operadores a_ e b, simultaneamente como
segue

a_|a, f) = ala, B), (2.104)

bila, B) = ifle, B), (2.105)

como no caso do sistema Landau-Aharonov-Casher. Os auto valores complexos a =
oy iy e 8= [, + i3, sao adimensionais e oy, oy, 8, € [, sao nimeros reais.

Os estados |a, ) podem ser construidos da forma que segue
|, B) = Da()Dp(3)[0,0) (2.106)
onde D,(«) e Dy(B) sado operadores unitarios dados por

Du(a) = exp [(aay — a*a_)] = e 2 exp (aay) exp (—ata_) (2.107)

Dy(B) = exp [i(B°by + Bb-)] = e P2 exp (iBb_) exp (i87D, ), (2.108)

bem como para os estados coerente de Landau-Aharonov-Casher.

Expandido o estado |«, 5) na base |n, ¢)

o, 8) = (n, Lo, B)|n, £). (2.109)
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com coeficientes (n, f|«, 5) dados por

a” (iﬁ>n+aé

(nstlo ) = s

(0,0|a, 8) (2.110)

com (0,0|c, ) = exp[—(|a|? + |B]?)/2]. Com tanto, podemos escrever (2.106) na forma

el + 18P

v, B) = exp < 5

+ aa, + z’ﬁb_) 10,0). (2.111)

A dependéncia temporal é introduzida no estado coerente pelos operadores b, e a_.

Sendo, no cenério de Heisenberg,
a_(t) = e~temawlty (). (2.112)
Enquanto que b, comuta com H o que o torna uma constante de movimento. Assim,
a_(t)|a, B) = e~Memawlty (0)|a, B) = qe”lwmawlt|q 3y, (2.113)
No cenario de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo é dado por |Oze_i|°JHMW|, B).

A funcgao de onda para o estado coerente é dado por

Ve = ﬁ o {_Tiﬂ {(l’ ~ V2ot 5)) + (y+ V(o 5))2] }

(2.114)
O valor esperado das componente da posicao e do momento conjugado para o estado

coerente sao dados por

() = —V20,Im(a—p) (2.115)

(y) = oV2nRe(a+p) (2.116)
h

(pz) = ﬁlmRe (a—p) (2.117)
oh

(py) = ﬁlmlm (a+5). (2.118)

Os valor esperados de suas quadraturas sao

(@) = (@) +1, (2.119)

2
.2 — . 2
(pi) (pi)” + T

(2.120)

onde para i = 1(2) ¢; = z(y) e p; = p.(p,). Portanto, esses estados satisfazem a condicao
de minima incerteza 5
AxAp, = AyAp, = o (2.121)
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como tem que ser para os estados coerentes.

A densidade de probabilidade no espago é

Vel = g o {—% [(m V20 + 4,)) + (5 0v2,Re(a - B))Q} }

(2.122)

O valor médio das componentes da posi¢ao sao
Z(t) = V2, [Im(B) + | sin(|wamw]t — ¢)], (2.123)
7(t) = V2L, [Re(B) + |a| cos(|waaw]|t — ¢)] , (2.124)

onde ¢ ¢ o argumento de . Portanto o centro do pacote de onda segue um 6Orbita cléssica
de raio v/2l,,|a| ao redor de uma centro localizado em (v/20,,Im(3), v/2l,,Re(3)). A forma

do pacote de onda nao depende do tempo.

2.4 FEstados Coerentes dos Niveis Landau-Wei-Han-Wei

O sistema que denominamos Landau-Wei-Han-Wei é o sistema composto por uma
particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido, d= a(ﬁ + U X% é), interagindo
com um campo magnético, B = Bk e campo elétrico E = %(mi + yj), onde a é a
polarizabilidade, A é a densidade de cargas elétricas e B é constante [50]. Os campos
possuem essa configuracao para que possamos obter niveis de energia, auto estados e auto
fungoes para esse sistema anélogos ao obtido para o sistema de Landau. Tal sistema foi
mostrado no capitulo anterior fazendo uso do método analitico para soluciona-lo. Como
para os outros sistemas analogos de Landau utilizaremos novamente o formalismo similar
ao apresentado por Feldman e Kahn [35], para que possamos obter os estados coerente de
tal sistema de forma mais facil e mais geral.

Para isso, vamos considerar o Hamiltoniano do sistema Landau-Wei-Han-Wei, (1.36),

como no capitulo anterior, rescrita da forma que segue

1 mwwaw  \ 2 MWwWHW 2
B (s M ), ) 212
2m { Pat =5 Y) TPy 2 (2.125)
aBA . )
onde wwgw = ——— = o|lwwnaw|, com ¢ = sinal(—aB\) = sinal(wwpw). Vale a pena

ressaltar que o Hamiltoniano desse sistema é escrita dessa forma para determinados inter-
valos dos valores de o, A e B. Para casos diferentes terfamos resultados significativamente

diferentes dos resultados obtidos no sistema de Landau. Assim, podemos expressar (2.125)
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por

1 oh \° oh 2
H=— " - — 2.126
om ( * 21m2y) * (py 2zm2”’) ] (2.126)
onde [,, = y| ————. Deve-se perceber que o Hamiltoniano é bem similar as Hamil-
m|wWHw\

tonianas (2.39) e (2.88), que s@o dos sistemas de Landau-Aharonov-Casher e Landau-He-
McKellar-Wilkens respectivamente, a menos de uma substituicao da frequéncia angular
WAC € WHMW POr wwhw, € uma diferenga na energia do estado fundamental do sistema.

Agora, podemos entao introduzir os operadores

Im, , ih :
ay = Jan |:pw Fiop, £ TmZ(x F wy)] (2.127)
e
b L 1( , )iz’lm2( op) (2.128)
2= 5 |3 @ F o) E T (e Fiom) | :

nos quais também se observa a similaridade com os operadores escada apresentados nas
secOes anteriores. E importante perceber que apesar da forma funcional dos operadores
serem iguais para os trés sistemas, ainda assim estamos tratando de sistemas diferentes
que podem ser diferenciados pelo comprimento magnético, l,,, que para cada sistema é
escrito em termos dos parametros relacionados aos campos externos e caracteristicas dos
portadores de momentos.

Os operadores a4 e by obedecem as seguintes relagoes de comutagao
[a_,a;]=1[by,0-]=1 e J[ag,bs]=0. (2.129)

Assim, o Hamiltoniano e o momento angular do sistemas ficam escritos em funcao desses

operadores da forma que segue

1
H = h’wWle aa_ + 5 (1 + O') (2130)
e
L, =uzp,—yp, =0ch(b_by —aya_). (2.131)

Pode-se escolher uma base, |n, £), para representar, simultaneamente, os auto estados

de H e L., pois eles comutam entre si. As equagoes de auto valores sao

1
H|n,l) = hlwwnw]| {n + 3 (1+ 0)] In, £) (2.132)
L.|n, ) = (h|n, 0). (2.133)
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onden =0, 1, 2, --- e £ tem possiveis valores vinculados a escolha de o.

A partir das relagoes de comutacao de a4 e by com H e L., dadas por

[H, ai] = ih|wWHw\ai [§ [H, bi] = 0, (2134)

[LZ, ai] = :FO'hCL:t (S [Lz, bi] = :FO'hbi, (2135)

podemos ver que para 0 = 1 = B > 0 os operadores a, e a_ sao operadores levamento
e abaixamento, respectivamente, tanto para energia quanto para o momento angular.
Enquanto que os operadores by e b_ sao operadores levamento e abaixamento, respecti-
vamente, apenas para o momento angular e nao alteram os estados relativo a energia.
No entanto, para ¢ = +1 = B\ < 0 os operadores a, e a_ mantem o comportamento
relativo a energia, mas invertem os seus papeis relativo a o momento angular. J& os
operadores b, e b_ também invertem seus papeis relativo ao niimero quantico de momento

angular /. Assim,

) = Vin+1)n+1,0—o0), ( )
a_ln, 0y = +/nln—1,0+0), (2.137)
) (2.138)
) (2.139)

ai|n,l

biln,l) = /(n+ol)n,l—o),
b_|n,l) = /(n+ol+1)n,l+0).

Temos entao que para um determinado valor energia, determinado por um especifico
valor de n, tenhamos ¢ podendo assumir valores —on, —o(n—1),...,0, 0, 20, ..., 000, cOmo
no caso para o Landau-Aharonov-Casher, devido a by|n,—on) = 0. Assim, todos os
auto estados podem ser gerados a partir do estado fundamental de energia com momento
angular nulo, |0,0), por sucessivas aplicagoes de a, e b_, como segue

n+ol n
. bf ay

In, £) 10,0). (2.140)

nl(n + o?)!
O estado (2.140) possui forma igual aos autos estados dos sistemas das se¢oes anteriores,
pois o comportamento fisico dos portadores sao muito parecidos nos dois casos como ja
mencionada. Vale lembrar que a diferenga esta no comprimento magnético presente na
definicao de cada operador utilizado.
A fungao de onda do estado fundamental com momento angular nulo é dado por

M}

1
= 0,0) = ——— — 2.141
o = (5.910.0) = 5= oxp |- (2.141)

Os estado coerentes para o sistema de Landau-Wei-Han-Wei representado por |«, )
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pode ser definido como auto estado dos operadores a_ e by, como segue.
a|a, B) = ala, B), (2.142)

bila, B) = iBla, B), (2.143)

como no caso do sistema Landau-Aharonov-Casher. Os auto valores complexos o = a, +
iy e 8= B+, com oy, oy, By € B, sendo niimeros reais, sao grandezas adimensionais.

Os estados |a, ) podem ser construidos da forma que segue

’Oé,ﬁ> = Da(a)Db(6)|O70> (2144)
onde D,(«) e Dy(B) sdo operadores unitarios dados por

Du(a) = exp [(aay — a*a_)] = e "2 exp (aay) exp (—a*a_) (2.145)

Dy(B) = exp [i(B*by + Bb-)] = e /2 exp (iBb_) exp (i87D4 ), (2.146)

bem como para os sistemas anteriores.

Expandido o estado |«, 5) na base |n, £)

o, B) = (. lo, B)|n, £). (2.147)
com coeficientes (n, f|«, 5) dados por

a” (iﬁ)nJro'Z

(n, b|a, B) = T (0,0]a, 8) (2.148)

com (0,0|c, ) = exp[—(|a|? + |B]?)/2]. Com tanto, podemos escrever (2.144) na forma

lof” + 18

lar, B) = exp <— 5 +aay + Zﬂb_) 0, 0). (2.149)

A dependéncia temporal é introduzida no estado coerente pelos operadores b, e a_.

Sendo, no cenério de Heisenberg,
a_(t) = e"tlewnwlty () (2.150)
Enquanto que b, comuta com H o que o torna uma constante de movimento. Assim,
a_(t)|a, B) = e~ Mewnwlly_(0)|a, B) = aelownwlt|q ). (2.151)
No cenério de Schroedinger, o estado coerente dependente do tempo ¢ dado por |ae~wwawl 3),
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A funcao de onda para o estado coerente é dada por

Do) = 2lm1ﬁ exp {_4171712 {(m ~iV2m{a 6)>2 ' <y FoAte B))Q} (}2 152)

O valor esperado das componente da posicao e do momento conjugado para o estado

coerente sao dados por

() = —V20,Im (o —f) (2.153)

(y) = oV2nRe(a+p) (2.154)
h

(pz) = lemRe (a—p) (2.155)

(py) = T (a+8). (2.156)

V2L,

Os valor esperados de suas quadraturas sao

(@) = (@)’ +1, (2.157)

2
2 — \2
(pi) (pi)” + T

(2.158)

onde para i = 1(2) ¢; = z(y) e p; = p.(p,). Portanto, esses estados satisfazem a condicao
de minima incerteza

h
AxAp, = AyAp, = o (2.159)

como tem que ser para os estados coerentes.

A densidade de probabilidade no espaco é

T 47; 5 exp {—2%2 {(m + V20, Im (o + ﬁy)>2 + (y + 0V 2lmRe(ar — 5))2} } .
(2.160)

O valor médio das componentes da posi¢ao sao
Z(t) = V2, [Im(B3) + |a| sin(|wwrw|t — ¢)] , (2.161)

§(t) = V2, [Re(B) + || cos(|wwawl|t — ¢)] . (2.162)

onde ¢ é o argumento de . Portanto o centro do pacote de onda segue um oOrbita cléssica
de raio v/2l,,|a| ao redor de uma centro localizado em (v/2l,,Im(3), v/2l,,Re(53)). A forma

do pacote de onda nao depende do tempo.
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Capitulo 3

Estados Deslocados para Niveis

Analogos de Landau

Neste capitulo faz-se uma breve revisao da definicao e das propriedades dos chamados
estados deslocados para o oscilador harmonico unidimensional [17-19,94]. Depois sera
mostrado como se obter estados deslocados para os sistemas analogos de Landau jé es-
tudados até aqui: Landau-Aharonov-Casher [45], Landau-He-McKellar-Wilkens [48] e
Landau-Wei-Han-Wei [50]. Serao discutidas as propriedades importantes para a aplica-
¢ao dos estados deslocados dos sistemas citados, essa aplicagao serd apresentada no ultimo
capitulo, o que faz-se considerar necessario apresentar, de forma rapida, todo o forma-
lismo para descrever. Dessa forma o capitulo se apresenta o mais completo possivel e com
menos informacgoes que ja foram apresentadas nos capitulos anteriores.

Trabalhos sobre estados deslocados para os niveis de Landau estao presentes na lista

de referencia [32].

3.1 Estado Deslocado do Oscilador Harmonico

O oscilador harmonico simples possui Hamiltoniana dada por

2 2
D mw= o
H=— . 3.1
om 2 ¢ (3:1)
Usando os operadores escada,
—(mwrtip) e al = ——— (muwr —ip) (32)
4= —— (mwz +1 e a' = —— (mwx —1ip), .
2mhw b 2mhw b

0s quais possuem relacio de comutacio [a,a’] = 1, podemos expressar tal Hamiltoniana
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por

H = hw <aTa + %) : (3.3)

Com isso os auto estados de H, sdao expressos como auto estados também de a'a,
ata|n) = n|n), pois [a'a, H] = 0. E com a relagao de comutacio que o Hamiltoniano tem

com os operadores escada,
[H,a] = —hwa e [H,a'] = hwa, (3.4)

podemos obter os auto estados |n) por aplicacoes de a' como segue

(af)"
n) = 0). 3.5
) = 10) (3.5)
Tal estado recebe o nome estado de niamero ou estado de Fock.

Podemos criar uma classe de estados, a partir do estado nimero |n), chamados estados
deslocados ou estados ntimero deslocados ou até estados quase-coerentes [19], caracteri-
zados por um nimero complexo v, através da aplicacao do operador deslocamento como
segue

lv,n) = D(v)|n), onde D(v)=exp (va' —v*a). (3.6)
onde D(v) é um operador unitéario, D'(v)D(v) = D(v)D(v) = 1 e para v = 0 o estado
|v,n) é o proprio estado nimero e para n = 0 o estado |v,n) é o estado coerente, ja

apresentado no capitulo anterior.

As relagoes de comutacao de a e a' com D(v) sdo
la,D(v)] =vD(v) e [a',D(v)] =v*D(v). (3.7)

Com tais relagoes podemos escrever o estado por

lv,n) = \/% [(aT)n —nv* (aT)n_l} D(v)|0), (3.8)

expressao que deixa claro a generalizacao que o estado deslocado ¢ relativo ao estado

coerente e o estado ntimero, pois

ah)"
lv,n) = (\/% 10) = |n), para v =0, (3.9)
lv,n) = D(v)|0) = |v), para n = 0. (3.10)

Outra forma de escrever o estado deslocado em termos dos estados niimeros
lv n)zeVQ/QiV—ki:ﬂ\/n‘(n—j—l—k)'m—j—kk) (3.11)
’ prt k! = Jl(n —j)! ’ ' '
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Para tal estado a aplicacao operador abaixamento, a, é dado por
alv,n) = (D(v)a + [a, D(v)])|n) = vVnD(v)|n — 1) + vD(v)|n), (3.12)

resultado que indica a nao existéncia de vinculo de auto valor e auto estado para o estado
|v,n) e o operador a de forma geral. No entanto para o caso em que n = 0 temos a|v,n) =
a|v,0) = v|v) como para o estado coerente e para v = 0 temo alv,n) = al0,n) = /njn—1)
como para o estado nimero.

Pode-se calcular o valor esperado de x, p e seus quadrados para o estado deslocado

|v, n) usando

z=1\5— (a'+a) e p=i me(aT —a) (3.13)

Obtém-se que para |v), temos
(x) = ;_ZRG(V) e (p) = Vv2mhwlm(v) (3.14)
(z?) = 7721_73.) [[Re(y)]2 + ﬂ e (p?) =2mhw [[Im(u)]2 + ﬂ , (3.15)

da mesmo forma que o estado coerente. Assim, a relacao de incerteza é dada por
h
AxAp = 5 (3.16)

a qual é minima para qualquer valor de v.
Os estados deslocados também tem como propriedade interessante a nao ortogonali-

dade, ou seja, (V/,n'|v,n) # 0,

{m,n}

(', n'lv,n) = (V|v)vVmlin! Z v ; i Gl V*)n_J, (3.17)

I(m — j)l(n = j)!
onde {n/,n} é o minimo multiplo comum de n’ e n, e
(V'|v) = exp [VV/* —(|Jv)* + ]y’]2)/2} ) (3.18)

As caracteristicas mostradas dos estados deslocados o tornam uma boa ferramenta para
descrever sistemas que apresentam uma propriedade chamada quaseprobabilidade [94] e
outras [18]. Para mais informagoes sobre outras aplicagbes e outras propriedades dos

estados deslocados vejam as referéncias [18,95,96].

39



3.2 Estados Deslocados para os Niveis Landau-Aharonov-
Casher

Estado deslocados dos niveis de Landau-Aharonov-Casher sao obtidos a partir do
sistema de uma particula neutra com momento de dipolo magnético permanente, i = ,ul%,
sujeito a campo elétrico radial planar, E = %(aci + yﬁ) onde A é a densidade volumétrica
de cargas.

O Hamiltoniano para tal sistema, ja apresentado nos capitulos anteriores, é dado por

1 mwac 2 mwac 2 FLLUAC
= | (0 )+ (b= 75%) 1
- { pet—5—y) + Py 5 %) |t (3.19)

onde wac = uA/mc? é a frequéncia ciclotronica do sistema.
Para obter os estados deslocados para tal sistema usamos o formalismo similar ao

presente em [35]. Esse formalismo tem por base definir os operadores

Im , ih :
ay = T [px Fiop, £ m(m F wy)] (3.20)
1 1 il
=—|= ' + — ' . 21
b =[5 0 F o) £ 5 (o) (3.21)

onde I, = y/h/m|wac| é o comprimento magnético e o = sinal(u\). Os operadores
definidos em (3.20) e (3.21), ja4 também apresentados no capitulo anterior, sdo chamados
operadores escada pelo efeito de sua aplicagao nos auto estados do sistema e possuem

relacoes de comutacgao dadas por
[a_,a.]=1[by,0_]=1 e J[ag,bs]=0. (3.22)
Com os operadores (3.20) e (3.21) pode-se escrever o Hamiltoniano do sistema por
H = hlwso| |aca + % (1+0) (3.23)
e o momento angular, L, = xp, — yp,, por
L,=0oh(b_by —aya_). (3.24)

H e L, comutam entre si, o que tem por consequéncia a existéncia de uma base, |n,?),

de auto estados comum a ambos, ou seja,

H|n, ) = hlwac] [n + % (14 0)] In, £) (3.25)
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L.|n,t) = (h|n, (). (3.26)
onden=0,1,2,--- el =0, +1, £2, ---.

A relagao de comutacao de H e L, com os operadores escada é dada por

[H,a4] = £hlwaclaxr e [H,b4] =0 (3.27)

[Lz, ai] = :FO'hCLi e [LZ, bi] = :FO'hbi. (328)

As relagbes (3.27) e (3.28) indicam que

ayn, &)y =+/(n+Dn+1,0—0) e a_|nl)=+/nn—1,0+0) (3.29)

biln, ) =~/ (n+al)n,l—0c) e b_|nl)=+/(n+ol+1)|nl+0), (3.30)

0 que permite que criemos os estado |n, ) a partir do estado fundamental de momento

angular nulo, |0,0) através da seguinte expressao
b_nJro'Z n
In, ) = —=——""|0,0). (3.31)
nl(n + o/f)!

Com o objetivo de construir o estado deslocado dos niveis de Landau-Aharonov-
Casher, definidos por
vm,€) = D) In, ), (3.32)

defimos o nosso o operador deslocamento dado por
D(v) = exp(vay —v*a_), (3.33)

similar o apresentado no capitulo anterior. O operador deslocamento é um operador
unitério, DY(v)D(v) = D(v)D'(v) = 1, e possui relagao de comutagio com os operadores

escada dadas por
[a_,D(v)] =vD(v), [ay,D(v)]=v*D(v) e [by,D(v)]=0. (3.34)

A partir de (3.32) usando (3.33), (3.31) e (3.34) podemos escrever o estados deslocado
dos niveis de Landau-Aharonov-Casher por
bﬁ-ﬁ-az

_ n o_ * n—1
lv,n, l) = T o0 (af —nv*a’t™") D(v)]0,0), (3.35)
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onde D(v)[0,0) é o estado coerente do estado de Landau-Aharonov-Casher para = 0,
apresentado no capitulo anterior. Ou seja, i) para n = ¢ = 0 temos que |v,n,f) é um
estado coerente e ii) para v = 0 temos o |v,n,¥) como o auto estado dos niveis Landau-
Aharonov-Casher. Isso pode ser visto também ao analisar a rela¢do do estado |v,n,?)
com o operador a_, pois para o estado coerente existe uma relacao de auto estado e auto

valor, ja para |v,n, ) nos temos
a_lv,n, ) = viy,n, 0) + /nlv,n — 1,0 + o), (3.36)

o que mostra que para n = 0 temos estado coerente e para v = 0 temos estado ntimero.
O estado deslocado dos niveis de Landau-Aharonov-Casher (3.32) nao é auto estado
do Hamiltoniano (3.27) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.28),
devido ao operador deslocamento comutar com os operadores by. O Hamiltoniano que
possui |v,n, ) como seu auto estado é obtida a partir da transformagao de similaridade
feita no Hamiltoniano do sistema Landau-Aharonov-Casher, (3.27), feita com o operador

deslocamento, (3.33), da forma que segue
1
H, = D(v)HD'(v) = hlwac| | (ar — v")(a_ — v) + 5(1 +0)] . (3.37)

Usando as defini¢oes (3.20) e (3.21) em (3.37) podemos apresentar H, como segue

_ 2 T2 hwse

H, )
2m 2m 2
onde
mw mw
I, = p, + 2Acy — %«/2mh|wAc|l/$ e II,=p,— 2Acx + Cﬂg\/ 2mhlwac|vy, (3.38)

como ja apresentado no capitulo anterior. Pode-se relacionar facilmente os termos cons-
tantes adicionais do acoplamento minimo com um potencial vetor efetivo constante adi-
cional, expressado por /TAC, que pode ser obtido através da introducao de um campo
elétrico constante planar, E = E,i+ Eyj'. O potencial vetor constante adicional é dado

por
Ase = ¢2px€=c2(=E, E,,0). (3.39)

Dessa forma podemos ver que o estado deslocados dos niveis Landau-He-McKellar-
Wilkens, |v,n, ), gerado agora como solugao da equagao de Schroedinger para o Hamil-

toniano, H,, possui auto fungoes ¥ (x,y) = (v, n, l|z,y) = (x + dz,y + dy) onde P(z,y)
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é a funcao de onda para os niveis de Landau-Aharonov-Casher e

_ 2E,
T

— 2Ey

5 .
v )

e Oy (3.40)

Tais resultados sao similares ao encontrados para o estados coerentes dos niveis de Landau-
Aharonov-Casher no que discutimos relativo o Hamiltoniano do sistema. Mas relativo ao
auto estado da Hamiltonian, H,, temos algumas diferencas, diferencas essas que mostram
como o estado deslocado dos niveis Landau-Aharonov-Casher é uma generalizagao dos

auto estados e do estado coerente do mesmo sistema. Como ja citado anteriormente.

3.3 Estados Deslocados para os Niveis Landau-He-McKellar-
Wilkens

Estado deslocados dos niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens sao obtidos a partir
do sistema de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico permanente, d =
dl;;, sujeito a campo magnético radial planar, B = %(wi + yj) onde ¢ é um parametro
relacionado com a produgao do campo magnético. Em [46,47|, ® é citado como densidade
de carga magnética. Em [84], é mostrado como se consegue um campo magnético radial
com um par de bobinas em configuragao anti-Helmholtz, deixando entao o parametro ®
ser uma relagao da corrente elétrica que atravessa as bobinas e também das dimensoes
delas.

O Hamiltoniano para tal sistema, ja apresentado nos capitulos anteriores, ¢ dado por

1 mwavmw 2 mwaMw 2 hwnvw
= L [(py o o Y7, e "
2m[p+2y+py > Y) | T (341)
onde wpyw = —Pd/m é a frequéncia ciclotronica do sistema.

Obteremos os estados deslocados dos sistema Landau-He-McKellar-Wilkens usando
um formalismo baseado no presente em [35]. Tal formalismo inicia-se ao definir os opera-

dores

Im, , ih :
aL = T {px Fiop, £ Tm2(a: F zay)] (3.42)
1 il
= S (@ Fioy) £ 2 (p, Fiop,)] . 4
b= |5 0 F o) £ 52 (o) (3.43

onde l,,, = y/h/m|wamw]| ¢ 0 comprimento magnético e o = sinal(—®d). Em (3.20) e
(3.21) sao definidos operadores ja apresentados no capitulo anterior, tais operadores sao

chamados operadores escada pelo efeito de sua aplicacao nos auto estados do sistema e

43



possuem relagoes de comutagao dadas por
[a_,a;]=1[by,b]=1 e J[ag,bs]=0. (3.44)

O Hamiltoniano do sistema, (3.41), e o momento angular, L, = zp, — yp,, podem
ser rescritos agora em termos dos operadores (3.20) e (3.21), ficando entao da forma que

segue

1
H= h|wHMwl apa_ + 5 (1 + O') (345)

LZ =oh (b,b+ — (I+CL7) . (346)

O fato de H e L, comutarem entre si, tem por consequéncia a existéncia de uma base,

|n, £), de auto estados comum a ambos, ou seja,

Hln, £) = Blwman] {n + % (1+ a)] In, 0) (3.47)

L.|n, £) = thin, 0). (3.48)

onden=20,1,2,--- el €.

A partir das relagoes de comutacao de H e L, com os operadores escada é dada por

[H7 CL:E] = :thlwAc|CL:|: (S [H, bi] =0 (349)
e
[L,,ay] = Fohar e [L,,by] = Fohby, (3.50)
pode-se ver que a aplicagao dos operadores ay e b1 no estado |n, £) sdo dadas da seguinte
forma
ain ) =+/(n+1)n+1,0—-0) e a_|nl)=+nln—1,0+0) (3.51)
e

biln, ) =+/(n+al)n,l—0c) e b_|n,l)=+/(n+cl+1)n,l+0). (3.52)

(3.51) e (3.52) permitem que criemos os estado |n, ) a partir do estado fundamental de

momento angular nulo, |0,0) através da seguinte expressao

n+ol n
b_ a4

€)= =
nl(n + of)!

10,0). (3.53)

Para construir o estado deslocado dos niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens, defini-
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dos por
v, £) = D(v)[n, ), (3.54)

devemos definir também o nosso o operador deslocamento dado por
D(v) = exp(vay —va_), (3.55)

similar o apresentado no capitulo anterior. O operador deslocamento, (3.55), ¢ um ope-
rador unitario, ou seja D'(v)D(v) = D(v)D'(v) = 1, e possui relacao de comutacio com

os operadores escada dadas por
[a_,D(v)] =vD(v), [ay,D(v)]=v*D(v) e [by,D(v)]=0. (3.56)

Ao usar (3.55), (3.53) e (3.56), em (3.54) podemos escrever o estados deslocado dos

niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens por
anro'E .

v,n,l) = ————= (a”} —nv*a’l"") D(v)|0,0), 3.57

o) = s = n0a™) DO, (3.57

onde D(v)|0,0) é o estado coerente do estado de Landau-He-McKellar-Wilkens, apresen-

tado no capitulo anterior, para f = 0. Em (3.57), podemos ver que i) para n = £ = 0

temos que |v, n, £) é um estado coerente e ii) para v = 0 temos o |, n, £y como o auto estado

dos niveis Landau-He-McKellar-Wilkens. Ao analisar a relacao do estado |v,n,¢) com o

operador a_, pode-se observar também que os estados deslocados dos niveis Landau-He-

McKellar-Wilkens tem a caracterizacao dos estados coerentes e nimero. Para o estado

coerente existe uma rela¢do de auto estado e auto valor, ja para |v,n, f) nos temos
a_ly,n, ) = viy,n, l) + v/nlv,n — 1,0+ o), (3.58)

o que mostra que para n = 0 temos estado coerente e para v = 0 temos estado ntimero.
O estado deslocado dos niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens (3.54) néo é auto es-
tado do Hamiltoniano (3.49) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.50),
devido ao operador deslocamento comutar com os operadores by. O Hamiltoniano que
possui |v,n, ) como seu auto estado é obtida a partir da transformagao de similaridade
feita no Hamiltoniano do sistema Landau-He-McKellar-Wilkens, (3.49), feita com o ope-

rador deslocamento, (3.55), dado por

H, = D()HD'(v) = hlwamw]| | (ay — v*)(a_ —v) + %(1 +0)|. (3.59)
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Usando as definigoes (3.20) e (3.21) em (3.59) podemos apresentar H, como segue

_ Hx2 + I_Iy2 + thMW

H, ;
2m 2m 2

onde

mwamw

MWHIMW Ko s
5 YT a2 2mh|wpmwlv, e 1, :py_Tx"‘c_z 2mh|wiviw|vy,
(3.60)

como ja apresentado no capitulo anterior. Relaciona-se facilmente os termos constantes

adicionais do acoplamento minimo com um potencial vetor efetivo constante adicional,
expressado por Apyvw, que pode ser obtido através da introdugao de um campo magnético

constante planar, B= B, + Byj'. O potencial vetor constante adicional é dado por
Aumuw = dx B =(-B,,B,,0). (3.61)

Assim, podemos ver que o estado deslocados dos niveis Landau-Aharonov-Casher,
lv,n, l), gerado agora como solugdo da equagao de Schroedinger para o Hamiltoniano,
H,, possui auto fungoes ¢ (x,y) = (v,n,l|z,y) = ¥(x + dx,y + dy) onde ¥(z,y) ¢ a
funcao de onda para os niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens e
2B, 2B,

5 © Sy = : (3.62)

5 f—
. o

Tais resultados sao similares ao encontrados para o estados coerentes dos niveis de Landau-
He-McKellar-Wilkens relativo o Hamiltoniano do sistema. Enquanto que relativo ao auto
estado do Hamiltoniano, H,, temos algumas diferencas. Diferencas essas que mostram
como o estado deslocado dos niveis Landau-He-McKellar-Wilkens é uma generalizacao

dos auto estados e do estado coerente do mesmo sistema, como ja citado anteriormente.

3.4 Estados Deslocados para os Niveis Landau-Wei-Han-
Wei

Os estados deslocados dos niveis de Landau-Wei-Han-Wei sao obtidos a partir do
sistema de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido permanente,
d=a(E + 7 x B), onde « é a polarizabilidade elétrica, B = Bk e E = %(wi +yj) com A
sendo a densidade volumétrica de cargas elétricas.

Para os valores de campos e polarizabilidade elétrica constadas nas referéncias [49,90,

91], o Hamiltoniano para o sistema Landau-Wei-Han-Wei, ja apresentado nos capitulos
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anteriores, é dado por

1 MWWHW 2 TMWWHW 2
H=— < i R — ) < - ) 3.63
2m [ Pet 2 7 Py 9 (3.63)
onde wywy = —aBA/m é a frequéncia ciclotronica do sistema.

Os estados deslocados para tal sistema podem ser obtidos ao usar o formalismo similar
ao apresentado em [35], formalismo esse que tem como principio definir os operadores

escada para o sistema. Os operadores escada do sistema sao definidos por

Im , ih :
ay = Jon [px Fiop, + m(m F wy)] (3.64)
1 1 il
= — | = ' + — ' . .
by T [2 (x Fioy) 5 (pe F zapy)} (3.65)

onde I, = \/h/m|wwnw| ¢ o comprimento magnético e o = sinal(—BA\). Os operadores
escada definidos em (3.20) e (3.21), ja também apresentados no capitulo anterior, sdo
chamados assim devido ao efeito de sua aplicagao nos auto estados do sistema. As relagoes

de comutagao entre a4 e b4 sao dadas por
[a_,a.]=1[by,0_]=1 e J[ag,bs]=0. (3.66)

Ao usar os operadores escada, ax e by, podemos rescrever o Hamiltoniano, (3.63) e o

momento angular, L, = xp, — yp,, do sistema como segue

1
H = hlwwaw]| {a+a_ + 5} e L,=ch(b_by—asa_). (3.67)

Podemos para esse sistema definir uma base, |n, ), como base de auto estados simulta-

neamente de H e L., devido ao fato de eles comutam entre si. Ou seja,

1
Hln, ¢) = h|lwwaw]| [n +3 (1+ O'):| n, ) (3.68)
e
L.|n,t) = Ch|n, (). (3.69)

onden=20,1,2,--- el =0, £1, +2, ---.

A relag@o de comutacao de H e L, com os operadores escada é dada por

[H,ay] = £hlwaclaxr e [H,b4] =0 (3.70)

[Lz7 ai] = :FO'hCL:t (& [Lz, bi] = :FO'hbi. (371)
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Com as relagoes (3.27) e (3.28) podemos deduzir que

ayn, )y =+/(n+Dn+1,0—0) e a_|n,l)=+/njn—1,0+0) (3.72)

biln,l) =+/(n+al)n,l —o) e b_|n,l) =+/(n+cl+1)n,l+ o). (3.73)

As relagbes (3.72) e (3.73) nos permite criarmo os estado |n,f) a partir do estado
fundamental de momento angular nulo, |0,0) através de aplicagoes consecutivas de a, e
b_ dada pela seguinte expressao

n+ol n
bf ay

In, 0) = 10, 0). (3.74)

nl(n + of)!
Com isso, para construir o estado deslocado dos niveis de Landau-Wei-Han-Wei, defi-

nidos por
v, €) = DW)n. ), (3.75)

agora precisamos definir o operador deslocamento. Tal operador é unitario, ou seja
D' (v)D(v) = D(v)D'(v) = 1, e & definido por

D(v) = exp(vay —va_), (3.76)

similar aos ja apresentados nesse capitulo. As relagdes de comutagao entre D(v) e os

operadores escada sao
[a_,D(v)] =vD(v), [ay,D(v)]=v"D(v) e [by,D(v)]=0. (3.77)

Usando (3.76), (3.74) e (3.77) em (3.75) podemos escrever o estados deslocado dos
niveis de Landau-Wei-Han-Wei por
bn+a£ .
v,n by = —— (a’y —nva’l ") D(v)|0,0), 3.78
o) = e (a = ) D))0.0) (5.79
onde D(v)|0,0) é o estado coerente do estado de Landau-Wei-Han-Wei para 5 = 0, apre-
sentado no capitulo anterior. Isso é, i) para n = ¢ = 0 temos que |v,n,{) é um estado
coerente dos niveis Landau-Wei-Han-Wei e ii) para v = 0 temos o |v,n,f) como o auto
estado dos niveis Landau-Wei-Han-Wei.
Pode-se analisar a relagao do estado |v,n,¢) com o operador a_, com o intengao de

reforcar a relagao do estado deslocado com os estados coerente e nimero, o que obtém é

a_lv,n, ) = viv,n, 0) + /nlv,n — 1,0 + o), (3.79)
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mostrando entao que para n = 0 temos estado coerente e para v = 0 temos estado ntimero.

O estado deslocado dos niveis de Landau-Wei-Han-Wei (3.75) nao ¢ auto estado do
Hamiltoniano (3.70) mesmo ainda sendo auto estado do momento angular (3.71), devido
ao operador deslocamento comutar com os operadores b.. O Hamiltoniano que possui
|v,n, €) como seu auto estado é obtida a partir da transformacdo de similaridade feita
no Hamiltoniano do sistema Landau-Wei-Han-Wei, (3.70), feita com o operador desloca-

mento, (3.76), da forma que segue
1
H, = D(v)HD'(v) = hlwowaw| |(ax — v*)(a_ — v) + 5(1 +0)|. (3.80)

Usando as definigdes (3.64) e (3.65) em (3.80) podemos apresentar H, como segue

_ I,? n 11,2 n hwWHW)

H,
2m 2m 2

onde

mw mw
H:I; =Pzt ﬂy— o) th’wWHwax e Hy =Dy— ﬂ.’lﬁ—i— ﬂ\/ 2mh‘(JJwHway,
2 c 2 c?

(3.81)
como ja apresentado no capitulo anterior. Pode-se relacionar facilmente os termos cons-
tantes adicionais do acoplamento minimo com um potencial vetor efetivo constante adi-
cional, expressado por .,ATWHW, que pode ser obtido através da introducao de um campo
elétrico constante planar, £ = E,i+ Eyj'. O potencial vetor constante adicional é dado

por
Awaw = BxE&=B(-E, E,,0). (3.82)

Dessa forma podemos ver que o estado deslocados dos niveis Landau-Wei-Han-Wei,
lv,n, £), gerado agora como solugao da equagao de Schroedinger para o Hamiltoniano, H,,
possui auto fungoes " (x,y) = (v,n, lz,y) = ¥(xr + dx,y + dy) onde ¥ (z,y) é a fungdo

de onda para os niveis de Landau-Wei-Han-Wei e

2F, 2F
= e Oy=—Y

0T = 53 Y= B\

(3.83)

Tais resultados sao similares ao encontrados para o estados coerentes dos niveis de Landau-
Wei-Han-Wei no que discutimos relativo o Hamiltoniano do sistema. Mas relativo ao auto
estado do Hamiltoniano, H,, temos algumas diferencas, diferencas essas que mostram
como o estado deslocado dos niveis Landau-Wei-Han-Wei ¢ uma generalizagao dos auto

estados e do estado coerente do mesmo sistema.
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Capitulo 4

Fase de Berry de Estados Deslocados

dos Analogos de Landau

Esse capitulo se dispoe a fazer um estudo de fases geométricas inciando com uma breve
descrigao da definigao de fase de Berry [57-61,97-103]. Logo depois é discutido como
obter fases de Berry para estados deslocados do sistemas de analogos de Landau, j& apre-
sentados nos capitulos anteriores: Landau-Aharonov-Casher [45|, Landau-He-McKellar-
Wilkens [48] e Landau-Wei-Hai-Wei [50]. A descrigao desses estados é brevemente apre-
sentada com o proposito de torna o capitulo o mais completo possivel. Na tultima secao é
apresentado uma provavel aplicacao das fases de Berry para tais sistemas no contexto de
Computacao Quantica Holonémica [69,70,72,73].

4.1 Fase de Berry

Ao considerar um sistema com Hamiltoniano H, que pode ser alterado por uma vari-
acao de um conjunto de parametros R = (R1, Ry, -+, Ry), do qual H depende, podemos
evoluir tal sistema no tempo e estuda-lo através da mudanca do parametro R. O con-
junto de N parametros indicado por R é um vetor no chamado espaco de parametros.
No entanto, a evolucao do sistema entre os tempos t = 0 e t = T pode ser obtida com
o transporte ao redor de um caminho fechado é(t) no espaco de parametros, com o Ha-
miltoniano dado por H(R(t)) de onde temos que R(T) = E(0). Esse caminho vai ser
chamado de agora em diante de circuito e denotado por C.

Ao considerar que T é grande o suficiente, quando comparado com o tempo da pertuba-
¢ao do sistema, de modo que a cada instante o sistema satisfaca a equacao de Schroedinger.

Nessa consideragao que consiste a chamada aproximacao adiabatica [79].
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O estado ¥ (t) tem sua evolu¢ao dada pela equacao de Schroedinger

HRO)0(0)) = ih (1) (4.1

Em qualquer instante, a base natural consiste dos auto estados |n(R)), o qual considera-

remos discretos, de H(R) para R = R(t), que satisfazem

H(R)|n(R)) = E,(B)|n(R)), (4.2)

—

com energia E,( Essa equagao de auto valores nao da nenhuma relagao entre as fase

).
de auto estados |n(R)) em diferentes R. Adiabaticamente, um sistema preparado em um
desses estados |n[R(0)]), que esté relacionado a H, estara no estado |n(E(t))) no tempo
t.

Podemos escrever |¢(t)) como sendo

i ! =
6(0) = exp |~ [ at (R explina (0] (RO (43)

O primeiro termo exponencial é fator de fase dinamico. O ponto crucial esta na fase +,(t)
que é nao integravel; v, (t) ndo pode ser escrito como uma fungao de R e, em particular,
nao tem valor tnico para uma evolugao geral do sistema, portanto v, (") # 7,(0).

A fungdo v,(t) é determinada usando a exigéncia que |1(t)) satisfaca a equagao de
Schroedinger. Substituindo [¢(¢)) em (4.1), obtemos

dy(t) ./ 5 . dR
w2 — il R () |V a|nlR(0)]) - (4.4)
onde Vp = — R —l—il% +-- -—1——R um gradiente para o espaco dos N parametros
R_aRl 1 Ry 2 ORx N, g p pag p .
Assim, a fase geométrica é dada por:
W) = § A(R)-aR (4.5)
c

onde 7, (C) é dado por uma integral de caminho no espago de parametros, ¢ independente

de como o circuito é feito e /Tn(ﬁ% conhecido como o potencial vetor de Mead-Berry, é
dado por

An(R) = i(n(R)|Vg|n(R)). (4.6)

Para sistemas degenerados ]n(é), s), onde s é nimero quantico do espago degenerado

as conexoes de Berry sao escritas de forma parecida,

—

A (R) = i(n(R), ' |Vrln(R), s). (4.7)



com tudo, levando em conta as possibilidades de os estados inicial e final do sistema
serem diferentes nao s6 por uma fase, mas também pelo nimero quantico s, que pode
ser qualquer outra grandeza fisica do sistema além da energia, por exemplo, o spin ou o
momento angular orbital.

Pode-se desenvolver uma discussao sobre fases quanticas através da nao consideragao
da adiabaticidade ou/e utilizando formas diferencias para tornar a formagao de tais con-
ceitos e definigdes mais rigorosas e gerais [104-108|. Os estudos de fases de quénticas
para sistemas de particulas carregas e particulas neutras com énfase no surgimento de
tais fases devido a presenga de defeitos topoldgicos e propriedades geométricas do espaco

em que tais sistemas se encontram podem ser visto na literatura [109-111].

4.2 Fase de Berry de Estados Deslocados de Niveis de

Landau Analogos

Nas trés partes que seguem mostraremos as fases de Berry construidas para os sistemas
analogos de Landau ressaltando as diferencas e a riqueza de possibilidades para a fase de

Berry de Landau-Wei-Han-Wei.

4.2.1 Fase de Berry de Estados Deslocados de Niveis de Landau-

Aharonov-Casher

Para o sistema de Landau-Aharonov-Casher, particula neutra com dipolo magnético

= ,u/% em meio a campo elétrico planar-radial, temos o Hamiltoniano dada por

1 mw 2 mw 2
H ~ om ( v 9 ) < 9 > ’ 4.
2m[p+2y+py 2 " (48)
A . . L. .
onde w = w,, = p i olw|, A é a densidade de carga elétrica e 0 = sinal(u\) o qual

indica o sentido da rotacao do movimento classico.

O auto estado do Hamiltoniano e do momento angular é dado por

a+nb_n+o€
n, ) = ——==[0,0) (4.9)
n!(n + o/)!
onden =20,1,2,---, £ =0,+1, £2, +---]0,0) é o estado fundamental de momento

angular zero e os operadores escada a4 e by sao dados por

L,

th
_ L Fiop, £ (xFioy)| | 4.10
a4 an Dz Fi0opy 2.2 (x Fioy) (4.10)
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1 [1 , il .
by = —— 5 (x Fioy) £ - (pz Fiopy)| , (4.11)

_h
mlwacl”
Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, ¢) como segue

onde [,,,> =

ayn, @y =vn+1n+1,0—0) e a_|n,l) =+/njn—1,0+ ), (4.12)

biln,0) =vVn+ollnl—0o) e b_|nl)=vn+ol+1lnl+o0o). (4.13)
O estado deslocado dos niveis de Landau-Aharonov-Casher é definido por
lv,n, ) = D(v)|n, ) (4.14)
onde
D) =exp(vay, —via_)=e M/2erar v o (4.15)

onde v = v, +iv,. A evolucao temporal do estado deslocado dos estado deslocados de

Landau-Aharonov-Casher é governado pelo Hamiltoniano dado por

m

2 2
I V2h I V2h
+ 2[2 W l/x> + (py — ﬁ T+ K l/y> (416)

onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano sao vistos como novas contri-
bui¢oes do potencial vetor Apc = k x E j& mostrado nos outros capitulos. Essa nova
contribuicao do potencial vetor é encontrada por adicao de uma campo elétrico planar e
constante. Assim, incluindo um o campo elétrico E/ = (Ey, E,,0), os parametros v, e v,
dado em (4.16) sao

Vy = _ﬂCQH Ey and Vy = —m E$ (417)

Note que a modificagdo do Hamiltoniano dado em (4.16) indicado pelos termos com os

parametros definidos em (4.17) correspondem a transformagao (z,y) — (z + 0z, y + dy)

na fungao de onda onde

2ul?
S — Hlm

2ul?
v ~E,. 4.1
2 (4.18)

and dy = 25 Ly

Com isso, o campo E’ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-Aharonov-
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Casher.

Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos
niveis de Landau-Aharonov-Casher os quais tem sido construido no capitulo anterior.
Entao, vamos considerar uma evolucao ciclica em um espaco degenerado que a funcao de
onda de uma particula quéntica adquire uma fase de Berry nao Abeliana a partir de uma

evolugao adiabatica [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

AL (g :i<u,n,€' :

v.n, £> . (4.19)

onde £ é o parametro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-Aharonov-
Casher deslocado, os parametros de controle sao trés: as componentes F, e E, do campo
elétrico E’ e a densidade de carga elétrica . Como nos outros casos iremos considerar os
parametros de controles todos positivos, o que resulta em ¢ = +1. Assim, para um nivel

n de energia, as componentes nao nulas do potencial vetor de Berry (4.19) sao

’ al/ 8%@
Af;’g(g) - = (Vra_g - Vya_€> 5z/,e
_liag_gl (vt oli1s,,, +ntold,, ) (420

Para o sistema Landau-Aharonov-Casher ha um espago tridimensional de parametros com

os componentes £, F, e \. As componentes do potencial de Berry sao

’ E ! E
AZ 0 15 _ Yy A@ N4 E ) = T X 4.21
n' (Ea) 16u2)\5w,e ¢ AN (Ey) 16u2)\5‘”’e 2
’ u )
AV = _W[(Ey—zEw)m‘sww
(B, +iE,)Vnt b5, . (4.22)

| hc? ’
onde u = 8i Podemos observar, a partir de (4.21), que as componentes A" (E,) e
i

/ ~ . . . . ~ ~ . .
ALt (E,) ddo origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexdes sdo proporcionais a
matriz identidade. Por considerar ¢/ = ¢ e manter o parAmetro de controle A constante, a

fase de Berry correspondente é

1

—msl, (423)

0 = (A5 (B a5+ A (5, a8,] -
Cy
onde (' é o caminho da evolugao adiabatica no plano E, — E), e S; ¢ a area circundada por
tal caminho como mostrar a Figura 4.2.1. A fase de Berry obtida em (4.23) corresponde
a um efeito analogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase ¢ nao abeliano.

Por outro lado, a componente A’ ()\) mostrada em (4.22) da origem a fase de Berry
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Figura 4.1: Caminho fechado da evolugao dos parametros de controle E, e E, no plano
E, - E,.

nao abelianas pois ela possui termos nao diagonais para cada nivel n de energia com ¢ # /.
Observe que esses termos nao diagonais aparecem devido aos parametros de deslocamentos
apresentados em (4.17). Vamos considerar, a partir de agora, um caso particular no qual

E, = 0. A fase de Berry nao abeliana para uma evolucao adiabatica de X e E, ¢

W = § (A B)a, - A )

= 2u|Vatol+1s,, +Vatals,, |, (4.24)

¢! o

onde Sy é a érea interna do caminho fechado mostrado na Figura 4.2.1. A fase de Berry

obtida em (4.24) ¢ uma fase de Berry nao abeliana. Sy ¢ dado por

1 1
Sy = (Ep—En) (\/—)\_2 — \/—)\_1) . (4.25)

Para que a fase de Berry nao abeliana mostrada em (4.24) seja nao nula as variagoes
dos parametros de controle £, e A sao fundamentais, mesmo s6 existindo termos nao
diagonais. Para AE, = 0 ou A(A™Y/2) = 0 podemos ver que a fase de Berry ndo abeliana
(4.24) se anula.

Outros casos a considerar sao os casos nos quais a componente £, nao é nulo. Para
esses casos deve-se lidar com os trés parametros de controle F,, E, e A, o que torna
tais analises mais dificeis. Para os casos com campo elétrico adicional nulo, E = 0, as
componentes do potencial vetor de Berry A%Y(E,), A24(E,) e ALY()\) sdo todas nulas,
e consequentemente as fase de Berry correspondentes também o sao. Com isso, temos
que os estados de Landau-Aharonov-Casher nao deslocados( com E = 6) possem fases

de Berry nulas para variagdo do campo elétrico [112].
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Figura 4.2: Caminho fechado da evolu¢ao dos parametros de controle £, e A no plano
E,— 712

4.2.2 Fase de Berry de Estados Deslocados de Niveis de Landau-
He-McKellar-Wilkens

Para o sistema de Landau-He-McKellar-Wilkens, particula neutra com dipolo elétrico

d = dk em meio a campo magnético planar-radial, temos o Hamiltoniano dada por

1 mw \2 mw 2
2m{p+2y -5 (4.26)
dd ) . " .
onde w = Wyyyw = —— = o|w|, ¢ é a densidade de carga magnética efetiva e 0 =

sinal(—®d) o qual indica o sentido da rota¢do do movimento cléssico.

O auto estado do Hamiltoniano e do momento angular é dado por

a+nb_n+0'€
In, {) = ——==10,0) (4.27)
nl(n + o?)!
onden =20,1,2,---, £ =0,+£1, £2, +---,]0,0) é o estado fundamental de momento

angular zero e os operadores escada a4 e by sao dados por

ar = % [px Fiop, + % (zF iay)} : (4.28)
€
b= S ion) £ 2 i) (1.29)
V2L, 12 h
onde [,,2 = —2
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Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, ¢) como segue

ayn, &y =vn+1n+1,0—0) e a_|n,l) =+/njn—1,0+0), (4.30)

biln,0) = vVn+ollnl—0o) e b_|nl)=vn—+ol+1lnl+o0o). (4.31)
O estado deslocado dos niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens é definido por
lv,n, €) = D(v)|n, () (4.32)
onde
D) =exp(vas —via_)=e /2ot g o (4.33)

onde v = v, +iv,. A evolucao temporal do estado deslocado dos estado deslocados de

Landau-He-McKellar-Wilkens é governado pelo Hamiltoniano dado por

H, = D@)HD'(v)
2 2
1 h 21 h 2h

2m lm 2, I

onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano sao vistos como novas contri-
buic¢oes do potencial vetor A)HWM —kxB j& mostrado nos outros capitulos. Essa nova
contribuicao do potencial vetor é encontrada por adicao de uma campo magnético planar
e constante. Assim, incluindo um o campo magnético B = (B, By,0), os parametros v,
e v, dado em (4.34) sdo

(4.35)

Vy=————DB, and v, =——— B,.
Note que a modificagdo do Hamiltoniano dado em (4.34) indicado pelos termos com os
parametros definidos em (4.35) correspondem a transformacao (z,y) — (x + 0z, y + dy)

na funcao de onda onde

_20%d
K

202 d

ox B, and 6y:T Y- (4.36)

Com isso, o campo B’ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-He-
McKellar-Wilkens.
Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos

niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens os quais tem sido construido no capitulo anterior.

o7



Entao, vamos considerar uma evolucao ciclica em um espaco degenerado. Com isso, a
funcao de onda de uma particula quéntica adquire uma fase de Berry nao Abeliana a

partir de uma evolugao adiabéatica [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

AZ’,E g /
W (€) z<1/,n,€ 5

9]
€

v,n, g> . (4.37)

onde £ é o parametro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-He-McKellar-
Wilkens deslocado, os parametros de controle sao trés: as componentes B, e B, do campo
magnético B’ e a densidade de carga magnética efetiva ®. Como nos outros casos iremos
considerar os parametros de controles todos positivos, o que resulta em o = —1. Assim,

para um nivel n de energia, as componentes nao nulas do potencial vetor de Berry (4.37)

sao
/ aV aV
y _ Y% z
An (f) (Vl‘ 85 Vy af ) 52’,z
10, .
T (V Vit ol+10,,, +vVn+ol 5) (4.38)

Para o sistema Landau-He-McKellar-Wilkens ha um espaco tridimensional de parametros

com os componentes B,, B, e ®. As componentes do potencial de Berry sao

/ E , La
o — L £ = 3
A = ~qgaagtee ¢ AE) = 5 550, 439
’ U y
ALH(®@) = \3/2 (By —iBy)vn+ol+1 01 it
+<By + ZB.Z’) L + Ué 6[’,270' (440)

h /
onde u = 14/ ol Podemos observar, a partir de (4.39), que as componentes A% (E,) e

/ ~ . . . . ~ ~ . .
AL (E,) dao origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexdes sdo proporcionais a
matriz identidade. Por considerar ¢/ = ¢ e manter o parametro de controle ® constante,

a fase de Berry correspondente é

1

(1) — AYY(B,) dB, + A“*(B,) dB,| = ————S
Tn %Cl[ n ( ) + A4y ( y) y} 16u2P 1

(4.41)
onde C'; é o caminho da evolugao adiabatica no plano B, — B, e S ¢é a area circundada por
tal caminho como mostra a Figura 4.2.2. A fase de Berry obtida em (4.23) corresponde a
um efeito analogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase obtida é nao abeliano.

Por outro lado, a componente A%+ (®) mostrada em (4.40) d4 origem a fase de Berry
nao abelianas pois ela possui termos nao diagonais para cada nivel n de energia com ¢ # /.
Observe que esses termos nao diagonais aparecem devido aos parametros de deslocamentos

apresentados em (4.35). Vamos considerar, a partir de agora, um caso particular no qual
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Figura 4.3: Caminho fechado da evolucao dos parametros de controle B, e B, no plano
B, — B,.

B, = 0. A fase de Berry nao abeliana para uma evolucao adiabatica de ® e By ¢

%(Li) = ]i [Afz/l (By) dB, + Afz/j (®) d(I)]

= 2u|Vatol+1s,, +Vntals,, |,

! 4o

onde Sy é a érea interna do caminho fechado mostrado na Figura 4.2.2. A fase de Berry

obtida em (4.42) é uma fase de Berry nao abeliana. Sy é dado por

Sy = (By— By) (\/%_2 - \/%_1) . (4.42)

Ar B,

By,

N

Sa
B, N,

@—1/2

[

(I)1—1/2 (1)2_1/2

Figura 4.4: Caminho fechado da evolucao dos parametros de controle B, e ® no plano
B, — &~ 12.

Para que a fase de Berry nao abeliana mostrada em (4.42) seja nao nula as variagoes
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dos parametros de controle B, e ® sao fundamentais, mesmo s6 existindo termos nao
diagonais. Para AB, = 0 ou A(®~1/2) = 0 podemos ver que a fase de Berry nio abeliana
(4.42) se anula.

Outros casos a considerar sao os casos nos quais a componente B, nao ¢ nulo. Para
esses casos deve-se lidar com os trés parametros de controle B,, By, e ®, o que torna tais
analises mais dificeis. Para os casos com campo magnético adicional nulo, B = 5, as
componentes do potencial vetor de Berry A%4(B,), AYY(B,) e AL(®) sdo todas nulas,
e consequentemente as fase de Berry correspondentes também o sao, com isso temos os
estados de Landau-He-McKellar-Wilkens nao deslocados(g/ — () possem fases de Berry

nulas para varia¢ao do campo elétrico [113].

4.2.3 Fase de Berry de Estados Deslocados de Niveis de Landau-
Wei-Han-Wei

Para o sistema de Landau-Wei-Han-Wei, particula neutra com dipolo elétrico induzido
d= oz(E + U X é) em meio a campo elétrico planar-radial e campo magnético constante

uniforme na direcao de z, temos o Hamiltoniano dado por

1 mw \2 mw \2
2m { Pt ry) T (4.43)
aAB s fo . .
onde w = Wy, = —— = o|w|, com « sendo a polarizabilidade elétrica, A é a densidade

de carga elétrica, B é a componente z do campo magnético e o = sinal(AB) o qual indica
o sentido da rotacao do movimento cléssico.

O auto estado do Hamiltoniano e no momento angular ¢ dado por

a+nb_n+a'€
In, {) = ——==10,0) (4.44)
nl(n + o?)!
onden =20,1,2,---, £ =0,+£1, £2, +---,]0,0) ¢ o estado fundamental de momento

angular zero e os operadores escada ay e by sao dados por

ar = %i {px Fiop, + % (zF wy)} : (4.45)
€
b= S ion) £ 2 i) (1.46)
V2L, 12 h
onde 1,2 = —*"

60



Os operadores escada se relacionam com o auto estado |n, ¢) como segue

ayn, &y =vn+1n+1,0—0) e a_|n,l) =+/njn—1,0+0), (4.47)

biln,O) =vVn+olln,t—co) e b_|n,l)=vVn+ol+1nl+0). (4.48)
O estado deslocado dos niveis de Landau-Wei-Han-Wei é definido por
lv,n, ) = D(v)|n,{) (4.49)
onde
D) =exp(vas —via_)=e /2ot g o (4.50)

onde v = v, +iv,. A evolucao temporal do estado deslocado dos estado deslocados de

Landau-Wei-Han-Wei é governado pelo Hamiltoniano dado por

2 2
1 h V2h h V2h
H,=DW)HD'(v) = — et ==Y — —— 1, —— T+ —v 4.51
onde os dois novos termos que aparecem no Hamiltoniano sao vistos como novas contri-
buicoes do potencial vetor /YWHW —ExB j& mostrado nos outros capitulos. Essa nova
contribuicao do potencial vetor é encontrada por adi¢ao de uma campo elétrico planar e

constante. Assim, incluindo um o campo elétrico £/ = (Ey, E,,0), os parametros v, e v,
dado em (4.51) sao

al al
Vp=———F, and v, =——F,.
Y V2h

Vvan !

Note que a modificagdo do Hamiltoniano dado em (4.51) indicado pelos termos com os

(4.52)

parametros definidos em (4.52) correspondem a transformagao (z,y) — (z + 0z, y + dy)

na fungao de onda onde

2al?,

h

2al?,

5 p—
v n

E, and dy= E,. (4.53)

Com isso, o campo E’ causa um pequeno deslocamento nos estados de Landau-Wei-Han-
Wei.

Agora, discutiremos a surgimento de fases de Berry para os estados deslocados dos
niveis de Landau-Wei-Han-Wei os quais tem sido construido no capitulo anterior. Entao,
vamos considerar uma evolugao ciclica em um espago degenerado. Com isso, a fungao de

onda de uma particula quantica adquire uma fase de Berry nao Abeliana a partir de uma
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evolugao adiabatica [61,103]. O potencial vetor de Berry é dada por

AL = <u,n,€'

0 v,n €> (4.54)
¢

onde ¢ é o parametro de controle do sistema. No caso do sistema Landau-Wei-Han-Wei
deslocado, os parametros de controle sao quatro: as componentes £, e L, do campo
elétrico E/, a densidade de carga elétrica A e B a componente z do campo magnético B.
A existéncia de quatro parametros de controle é a principal novidade desse sistema, pois
os outros sistema apresentavam apenas trés parametros. Como nos outros casos iremos
considerar os parametros de controles todos positivos, o que resulta em o = —1. Assim,
para um nivel n de energia, as componentes nao nulas do potencial vetor de Berry (4.54)

sao encontradas a partir de

/ 8V al/x
Aﬁ,@(g) = ( a_g Vy 85 ) 62/ ¢
_li@al_g (VAT ol+1s,,, +vatals,, ) (4.55)

Para o sistema Landau-Wei-Han-Wei ha um espago quadridimensional de parametros com

os componentes I, I, A e B. As componentes sao

, E , E
A E S ACYE)=——"2 _§ | 4.
' (E) 1Gexpe ¢ A B = ig ey gl (4.56)
/ u —_—
Af;l()\) = )\3/231/2 ( I) n+ Ug + 1 5@’,lz+o
(B, +iE,) n+0€55,’e_6] (4.57)
/ u
Aﬁ/(B) )\1/233/2 (Ey —iE, ) v+ ol +1 6{',“0
+(By +iE )V +olo,,,_ | (4.58)

| h ’
onde u = 3 Podemos observar, a partir de (4.56), que as conexdes 1-forma A% (E,)
«

! ~ . . . . ~ ~ . .
e A% (E,) dao origem a um fase de Berry Abeliana pois tais conexoes sdo proporcionais
a matriz identidade. Por considerar ¢/ = ¢ e manter os parametros de controle A e B

constantes, a fase de Berry correspondente é

1
W= ¢ [A(E,) dE, + ALY (B,) dE,)| = ———=S 4.59
onde (' ¢ o caminho da evolugao adiabatica no plano E, — E), e S ¢ a area circundada por
tal caminho como mostrar a Figura 4.2.3. A fase de Berry obtida em (4.59) corresponde
a um efeito andlogo ao efeito Aharonov-Bohm [55], pois a fase é nao abeliano.

Por outro lado, as componentes A% ()\) e A% (B) mostradas em (4.58) ddo origem
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Figura 4.5: Caminho fechado da evolugao dos parametros de controle E, e E, no plano
E, - E,.

a fase de Berry nao abelianas pois as tais conexoes possuem termos nao diagonais para
cada nivel n de energia com ¢ # (. Observe que esses termos nao diagonais aparecem
devido aos parametros de deslocamentos apresentados em (4.52). Vamos considerar, a
partir de agora, um caso particular no qual E, = 0. A fase de Berry nao abeliana para

uma evolugao adiabatica de A\, B e E, ¢

= f ALY (B,)dE, + ALY (X) dA+ AL (B) dB|

= 2u|Vatol+16,, +Vntals,, |S

! b+o

onde S; esta relacionado com um dos caminhos fechados destacados na Figura 4.2.3. A fase
de Berry obtida em (4.60) é uma fase de Berry nao abeliana. Como exemplo, trés escolhas
de caminhos possiveis sao mostrados na Figura 4.2.3: Sy = SapcrEra, S3 = SaBcHGFA

e Sy = Sapcuera. Esses caminhos sao dados por

s, — (Ee _ Eu 1 1\ (Ex Ep 1LY
) ) - (G- v) ()
» = (F3) (- m) (- ww) (-
s (F R mw) = () (w7

Yao0

JA_z_W_l)'

Observe que, através da fase de Berry nao abeliana mostrada em (4.60) ¢ determinado
pelo parametro de controle A e B, a existéncia de tais fases dependem da variacao do
parametro de controle E,. Se E,; = E,5, podemos ver que a fase de Berry nao abeliana
(4.60) se anula. Além disso, podemos obter outras fase de Berry com a mesma forma

funcional apresentada em (4.60) apenas por escolher um outro caminho do espago de
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Figura 4.6: Caminhos possiveis da evolugao adiabatica no espaco tridimensional de para-
metros.

parametros.

Outros casos a considerar sao os casos nos quais a componente F, nao é nulo. Para
esses casos deve-se lidar com os quatro parametros de controle E,, E,, A e B, o que torna
tais analises mais dificeis. Para os casos com campo elétrico adicional nulo, E = 0, as
conexdes de 1-forma AYY(E,), ASH(E,), AL4(N) e AL*(B) sdo todas nulas, e consequen-

temente as fase de Berry correspondentes também o sao.

4.3 Proposta de Computacao Quantica Holonémica

4.3.1 Computagao Quantica Holondémica

Nas tltimas décadas um dos assuntos que vem sendo de grande interesse para comu-
nidade académica, tanto de Fisica, Matematica, Ciéncia da Computagao e outros, é a
computacao quantica. A ideia de existir a possibilidade de se construir um computador
quéntico foi discutida na comunidade cientifica em 1995 [67,68,114-116] ¢ em 1998 [117].
Em 2000, os aspectos mais gerais sobre a computagao quéantica foram reunidos em li-
vros [66,118] e como também em 2006 [119].

A chamada computacao quéantica holonémica, um dos ramos da computacao quéntica,
foi proposta em 1999 [69], sendo distucita ainda mais no mesmo ano [70] e aprimorada
matematicamente em 2001 |71] usando fases geométricas nao abelinas [61]. Sua proposta

estava baseada em realizar a computagao quantica através de fases de Berry generaliza-
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das, isto é, através de holonomias nao-abelianas, as quais sao transformacoes unitarias
que quando aplicadas em um vetor fornecem toda informagao geométrica referente ao
transporte paralelo deste vetor ao longo de uma curva fechada.

O fundamento da computacao quantica holonoémica é codificar a informacao quantica
em um espago de n-degenerados auto estados de um Hamiltoniano, Hy, com um auto valor
Ey. O Hamiltonino Hy pertence a uma familia de Hamiltonianos {H({)}, Hy = H({), na
qual nao ha cruzamento de niveis de energia para qualquer valor de (, onde ¢ é um para-
metro de controle relacionado com o sistema que o Hamiltoniano descreve. Ao alterar ¢
podemos manipular os auto estados do Hamiltoniano. Podemos simplificar, considerando
apenas os Hamiltonianos isoespectrais escritas da forma H(¢) = U(¢)HoUT(¢), onde U ()
é um operador unitario.

De forma generalizada cada valor ¢, do ponto de vista fisico, podem ser pensados
como campos externos, tais como os campos eléctricos e magnéticos, ou de ligagoes entre
subsistemas. Seja C' um caminho fechado feito do espacgo dos parametros ao variar ¢, com
ponto no valor {y rumo a outros valores de ( e voltando ao ponto (y, lentamente com
respeito ao intervalo de tempo mais longo desenvolvido. No presente caso a evolucao é
adiabatica, ou seja, sem transi¢oes entre diferentes niveis de energia. Se [¢));, é o estado

inicial, no final deste processo de evolucao dos parametro de controle ele se torna

V)ous = €~ T (C)|1h) i (4.61)

O primeiro fator aqui é apenas uma fase dinamica global e sera omitida nas discussoes que
faremos, pois o segundo fator é o que possui as propriedades pertinentes a nossa discussao.
A segunda contribuicdo, a holonomia I'(C'), tem uma origem puramente geométrica e suas
caracteristicas estao relacionadas com propriedades do espago dos parametros. Podemos

escrever

I'(C) = Pexp <z / A<d¢> (4.62)
c
onde P denota o sentido do caminho, 5 e
. (S, 8) o a
A=A = N%fla—clws) (4.63)

com s e s indicando o nimero quantico relacionado com a degenerescéncia dos auto
estados que foram usados para codificar a informagao quéantica.
Diversas aplicagoes da computacao quantica holonémica pode ser encontrada facil-

mente na literatura [120-132].
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4.3.2 Computagao Quantica para Estados Deslocados de Niveis

Analogos de Landau

Sera apresentado agora a nossa proposta para uma computacao quantica holondémica
para os estados deslocados dos niveis de Landau. Usaremos os estados deslocados dos
niveis Landau-Aharonov-Casher para fazer tal apresentagao, mas tal procedimento pode
ser feito com os estados deslocados dos niveis Landau-He-McKellar-Wilkens e Landau-
Wei-Han-Wei que sera obtido resultados muito similares.

Os estados deslocados dos niveis de Landau-Aharonov-Casher sao dados por

(b-)""" D(v) (a)"

lv,n,l) = D(v)|n, () = nl(n + of)!

10, 0) (4.64)

como ja apresentado nas se¢oes anteriores. Como feito para a obtencao da fase de Berry
desse sistema, consideraremos a partir daqui ¢ > 0 e A > 0 o que implica em o = +1.
Assim, com base na correspondéncia n =7 + w%d discutida no primeiro capitulo, temos
que os estados deslocados do nivel fundamental Landau-Aharonov-Casher, isto é n = 0
e { > 0, o valor possivel de n é zero. J& para os estados deslocados do primeiro nivel
excitado(n = 1), temos que os valores possiveis de £ sao { = —1, que corresponde a n = 0,
e ¢ > 0, que corresponde a n = 1. Assim, temos que os estados definidos por n = 0 e
{=—1,en=1el > 0sao degeneradas, cujo correspondente nivel de energia é de n = 1.

Com isso, podemos definir uma possivel base logica usando os estados |v,n, (). Tal

base é definida por

|I>—\u,1,—1>—<(1)> e |6>—_Zyy,1,e>—<?>. (4.65)

Desde que os estados com [ = 0, 1,2, - - - estao agora colapsados em uma tinico estado, nao
h& como distingui-los entre si relativo o nivel de energia, portanto, podemos considera-los
como um unico estado, sem perda de generalidade. Assim, mesmo que existe a superposi-
¢ao de estados dadas em (4.65), podemos considerar n = 1 o nivel de energia que possuem
dois estados degenerados.

Assim, podemos construir holonomias quéanticas envolvendo os estados deslocados
usando a base logica (4.65), pois isso a representagao matricial dos estados. Para isso,
usamos o potencial vetor de Mead-Berry para os estados deslocados desse sistema ja

calculado, mas para o nivel de energia n = 1 que é dado por

/ 8u aV
o - _ Y _ i
Al (C) - (I/x ac Vy 8C ) 5/.”,2
_liaal—? (y*\/e +206,,,, +vVi+1 %H) (4.66)
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Que para o sistema Landau-Aharonov-Casher onde o espago de parametros é tridimensional(E, , E, ,

os componentes do potencial de Mead-Berry sao

, E , e
oy B o0 _ z
AVN(Ey) = _16u%)\54/,e e A (Ey)__16u2)\5£/’[ (467)
/ U y
AV =~ |(By - iBIVIF 26,
+(B, +iFE,) £+152,,H] (4.68)
2
onde u = _hc'
81t

Como pode ser visto em (4.23) a fase de Berry encontrada para a evolugao dos pa-
rametros E, e E,, apenas é uma fase global, possui holonomia I'(C}) = exp(iy; (V) dada

por

!
['(Cy) = exp (—z 16u2)\) I (4.69)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, a qual possui essas dimensoes devido a nossa base

logica possuir 2 estados. Com isso,

['(C1)|0) = exp (—i 16%2)\) 0) e T(Cy)[1) =exp <—i 16%2)\) 1), (4.70)
0 que nos mostra que para a evolugao dos parametros seguindo o caminho no plano
E, — E,, Figura (4.2.1), a porta logica produzida pela holonomia é apenas uma porta
logica de fase global que para valores especificos de parametros, S; = 16u®), pode até ser
considerada uma porta identidade.
Agora fazendo outra analise, quando fazemos a evolugao dos parametros agora no
plano (E, — A~'/2), obtemos a fase de Berry apresentado em (4.24), o que nos mostra
significativa diferenca devido a presenca dos d¢ s, € dp ¢+,, lembrando que o = +1 para

nossa discussao. A Holonomia para tal fase é

[(Cs) = exp (i'yl(Q)) = e2uS2(rroutit—oy) (4.71)

onde 74 = (V{+2+V{+1) /2, e 0, e 0, sao as matrizes de Paulli.

Vemos entao que quando aplicado no estado |1), ou seja, £ = —1, o resultado ¢ o que
segue

F(CQ)‘i) — €2iu52(7—+oz+i7—_ay)|i> — eiuS2(oz+icry)’1>’ (472>

pois para £ = —1, 7, = 7_ = 1/2. Devido as matrizes de Paulli na fase da holonomia,

podemos encontrar como resultado da aplicagdo de I'(Cy) uma combinagao linear de
estados de diversos valores de £, mas todos no intervalo 0 < ¢ < 0o, o que define o estado

|0). Ja para aplicagao no estado |0) torna-se mais dificil pois as defini¢oes de 7, e 7_
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dependem do valor de £ o que para o estado |0) é uma sobreposicao de muitos estados de

0’s diferentes.
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Conclusoes

Nesta tese, apresentamos de inicio a obtencao dos niveis de Landau analogos utili-
zando o formalismo analitico ja conhecido na literatura. Foi mostrado a extensao de tal
formalismo para alguns sistemas de particula neutra que possuem quantizacao analoga ao
sistema de Landau.

No segundo capitulo obteve-se os niveis anélogos de Landau para particulas neu-
tras usando dois formalismos. O primeiro foi usado apenas para o sistema de Landau-
Aharonov-Casher, particula neutra com dipolo magnético, para que ele pudesse ser apre-
sentado e também mostrado que o uso do formalismo de operadores focado apenas nos
auto estados de energia tem resultados que podem ser melhorados quando comparados
ao outro formalismo que leve em consideragao também outros ntmeros quanticos do sis-
tema. O ultimo formalismo utilizado se apresentou mais geral do que o segundo pois
permite analisar os autos estados nao s6 de energia como também de momento angular
com a dependéncia explicita dos auto estados em relacao o, sinal da frequéncia ciclotro-
nica, explicita. A partir dai, foi usado e discutido os auto estados dos sistemas anéalogos
da Landau, nao s6 o Landau-Aharonov-Casher mas também de Landau-He-McKellar-
Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei, nos quais foi utilizado apenas o tultimo formalismo pois,
para o desenvolvimento desta tese, se mostrou muito util perante as aplicagoes propostas.

No segundo capitulo, foi apresentado o estado coerentes padrao, ou seja, o estado
coerentes do oscilador harmoénico. Aproveitou-se para apresentar e discutir as proprieda-
des dos estados coerentes: relacao de incerteza minima e relagao com o comportamento
classico do oscilador. Junto com o formalismo utilizado na maior parte da tese, o dis-
cussao sobre o estado coerente padrao foi a base para construirmos os estados coerentes
para os sistemas analogos de Landau. Para Landau-Aharonov-Casher se apresentou os
estados coerentes para os auto estados nos dois formalismos usados, e para os Landau-He-
McKellar-Wilkens e Landau-Wei-Han-Wei foi construido os estados coerentes utilizando
apenas o formalismo de auto estado de energia e momento angular. Os estados coe-
rentes construidos com tal formalismo se mostraram mais gerais pois apresentaram dois
parametros novos para definir o estado coerente, diferente do estado coerentes ordinario
que apresenta apenas um parametro. Além disso, discutiu-se também as propriedades de

relacao minima incerteza e conexao com comportamento classico dos sistemas analogos.
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No terceiro capitulo, de inicio apresentamos o estado deslocado padrao, ou melhor, o
estado deslocado do oscilador harménico simples. Foi mostrado que os auto estados do
oscilador harmonico e seus estados coerentes sao casos particulares dos estados desloca-
dos, estados esses que possuem caracteristicas proprias e diferentes dos estados niimero e
coerente. Algumas caracteristicas dos estados deslocados foram mostradas e discutidas,
como a relagao de minima incerteza para os estados deslocados existente como para os
estados coerentes, mas a relacao de auto estado e auto valor como o operador abaixamento
os estados deslocados nao mantem.

Em seguida, foi novamente mostrado os auto estados dos sistemas analogos de Landau
para particulas neutras segundo o formalismo que mostrou-se mais adequado para o que
desejavamos. A reapresentacao dos auto estados dos sistemas analogos de Landau fazem-
se necessarios para que pudéssemos construir os estados deslocados de tais sistemas. Assim
iniciou-se o processo de construcao dos estados deslocados para os sistemas anélogos
de Landau, os quais tem com principal diferenca em relagao aos estados deslocados do
oscilador harménico a existéncia de uma segundo nimero quantico na descri¢ao do estado
deslocado.

O estado deslocado de Landau-Aharonov-Casher foi o primeiro a ser construido, para
isso foi definido o operador deslocamento com base nos operadores escada da energia e
momento angular, usados para os estados do sistema. Através de uma transformacao de
similaridade foi-se obtido o Hamiltoniano, o qual os estados deslocados sao auto estados
e ao compara-lo como o Hamiltoniano do sistema, vimos que as tais sao diferentes por
um campo elétrico planar constante. Ou seja, podiamos construir os estados deslocados
de Landau-Aharonov-Casher incluindo um campo elétrico planar e constante ao sistemas.
Foi-se verificado as propriedades de tais estados em comparacao aos auto estados e os
estados coerentes do sistema e certificou-se a existéncia das mesmas analogias presentes
para o sistema do oscilador harmonico sobre os estados ntimero e coerente serem casos
especificos dos estados deslocados.

Procedimento similar ao feito para construcao dos estados deslocados de Landau-
Aharonov-Casher foi feito para os estados de Landau-He-McKellar-Wilkens e Landau-
Wei-Han-Wei. Os operadores deslocamentos foram criados com os respectivos operadores
escadas, as respectivas Hamiltonianas foram obtidas com as transformacoes de similari-
dade e ao compararmos os Hamiltonianas originas e as dos estados deslocados percebemos
que as tais diferiam entre si por um campo magnético planar e constante para o Landau-
He-McKellar-Wilkens e um campo elétrico planar e constante, como para o primeiro
sistema, para o Landau-Wei-Han-Wei. Assim, foi deduzido a possibilidade de construgao
de tais estados fazendo apenas a inclusao de tais campos para os respectivos sistemas.

Tais campos adicionais possuem uma grande importancia, pois os seus componentes
estao profundamente relacionados com os parametros de deslocamento do sistemas. Assim

como para os parametros do estado coerentes, pois os estados coerentes nada mais sao do
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que estados deslocados do estado fundamental.

No ultimo capitulo, foi feita uma rapida revisao sobre fases geométricas adquiridas
em evolugoes adiabéaticas, as chamadas fases de Berry. A revisao foi feita apresentado
apenas o procedimento que seria usado no capitulo para calcular as fases de Berry para
os sistemas andlogos de Landau. Ou seja, detalhes, extensoes e generalizacoes das fases
nao foram discutidas apenas comentadas e indicadas respectivas referencias.

Como nos capitulos anteriores, o sistema Landau-Aharonov-Casher foi o primeiro dos
sistemas anélogos a ser estudado. Primeiro foi obtido os estados deslocados dos niveis de
Landau-Aharonov-Casher, mas dessa vez mais breve devido ao fato de tal procedimento
ja ter sido feito com mais detalhes no capitulo anterior. Apoés discutido quais seriam
os parametros de controle a serem usados em tais sistemas para se calcular as fases de
Berry. Viu-se que o espaco dos parametros seria tridimensional e o sistema teria como
parametros de controle as componentes do campo elétrico planar adicional e a densidade
de cargas elétricas que produzem o campo elétrico que origina os niveis de Landau. Foi
criado o potencial vetor de Mead-Berry para o sistema, o qual possui trés componentes
uma para cada parametro de controle.

A fase de Berry é calculada depois de escolhida a forma como os parametros serao
alterados, tal escolha revela qual o caminho sera feito no espaco dos parametros. A
primeira escolha feita foi um caminho retangular no plano das componentes do campo
elétrico adicional, ou seja, foi escolhido manter a densidade de cargas com valor constante e
variar s6 as componentes do campo elétrico adicional. O resultado foi uma fase de Berry
proporcional a area do retangulo feito no plano das componentes, do campo extra do
espaco dos parametros, e a identidades. Tais caracteristicas deixaram claro que essa fase
era similar a fase adquirida no efeito Aharonov-Bohm, ou seja, resultara no aparecimento
de uma fase global no estado do sistema depois de uma evolugao ciclica. A segunda
escolha feita foi anular a componente x do campo extra, varia a componente y dele e a
densidade de carga elétrica. Tal escolha rendeu uma fase de Berry proporcional a variacoes
da componente do campo extra e a variacao de uma funcao da densidade de carga. No
entanto, a caracteristica mais interessante dessas fases foi a nao existéncia de holonomia
de identidade, ou seja, depois de uma evolugao ciclica o estado nao s6 adquirird uma
fase, mas também terd o seu momento angular alterado fazendo o sistema transitar para
um outro estado. Tais fases sao ditas nao abelianas e tal propriedade s6 ocorre pois o
nosso sistema ¢ degenerado. Mostrou-se que tal comportamento s6 existe se o campo
adicional nao for nulo, o que deixa claro o fato que tais fases nao existem para os niveis
de Landau-Aharonov-Casher nao deslocados.

A fase de Berry para os estados deslocados dos niveis de Landau-He-McKellar-Wilkens
também foi obtida usando como parametros a densidade de carga magnética efetiva e as
componentes do campo magnético planar adicional incluido para a construcao dos estados

deslocados do sistema. Foram feitas duas escolhas também de caminhos para a evolugao
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dos estados, uma s6 com as componentes do campo magnético planar extra variando
e mantendo a densidade de cargas magnética efetiva constante, e a outra variando a
componente y do campo magnético planar extra e a densidade de cargas magnética efetiva
enquanto a componente x do campo extra é nula. As fases de Berry’s calculadas tiveram
comportamentos bem similares aos encontrados para os estados deslocados de Landau-
Aharonov-Casher, pois tais sistemas possuem uma simetria de dualidade eletromagnética.

Novidade surgiu na construcao das fases de Berry dos estados deslocados dos niveis de
Landau-Wei-Han-Wei. A significativa diferenca desse sistema para os dois anteriores é que
o espaco de parametros que para esse ultimo ¢ quadridimensional com os parametros de
controle sendo a magnitude do campo magnético, a densidade de carga elétrica e as com-
ponentes do campo elétrico planar adicional, usado para criar o estado deslocado. Com
a dimensao do espago de parametros maior podemos anular a componente x do campo
elétrico adicional que ainda ficaremos com trés parametros de controle para variarmos.
Dessa forma foi mostrado algumas possibilidades de evolucao do sistema para se obter
fases de Berry, os caminhos escolhidos foram caminhos tais que havia variacao de todos
os parametros no circuito. As fases de Berry para os caminho escolhidos, foram apresen-
tadas e discutidas principalmente a caracteristica nao abeliana da fase e a necessidade da
existéncia da variacao do campo externo para as fases nao abelianas.

Com isso, resume-se ao afirmar que nessa tese foi apresentado a construcao e discussao
dos estados coerentes e dos deslocados dos niveis analogos de Landau para particula neu-
tra. E também calculou-se as fases de Berry para cada sistemas analogo, explicitando as
diferencas presentes em cada um e ressaltando as caracteristicas importantes dessas dife-
rengas, nesse caso as fases de Berry nao abelianas. Com tais resultados esperasse aplicar
tais discussoes no contexto da computagao quantica holonémica aproveitando principal-
mente as fases de Berry nao abelianas pois essas que possibilitaram a criagao de portas
logicas mais elaboradas. E pensa-se também na analise e investigacao de possiveis mu-
dancas em caracteristicas de sistemas de muitos corpos compostos por particulas neutras

como nos sistemas analogos de Landau estudados.
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