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Resumo

Sejam r(S) a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas que a superf́ıcie não

singular S ⊂ P3 pode conter e rd =max{r(S) | grau(S) = d}. Verifica-se que r(S) = 6

para toda superf́ıcie cúbica não singular S, logo r3 = 6. Para d = 4, r4 = 16, conforme

foi demonstrado pelo matemático russo Viacheslav Nikulin em [9]. Salientamos que

Rojas-Santos em [7], mostraram que r(F) = 16 se F for a quártica de Schur. No

momento rd é desconhecido se d ≥ 5. Neste trabalho, objetivamos apresentar cotas

para o número máximo de retas duas a duas disjuntas na famı́lia S, sendo S formada

pelas superf́ıcies não singulares Sd ⊆ P3 de grau d, definidas por φ(x0, x1) − φ(x2, x3)

sendo φ(u, v) = uv(ud−2 − vd−2) e d ≥ 5. De fato, no caso d ı́mpar mostramos que

r(Sd) = d(d−2)+4 sendo que Boissére-Sarti mostraram que r(Sd) ≥ d(d−2)+4 se d é

ı́mpar e d ≥ 7 em [3]. E no caso d par, mostramos que d(d−2)+4 ≤ r(Sd) ≤ d(d−2)+
d2

2
se d 6= 6 e r(S6) = 48. Tendo em consideração a cota do matemático japônes Miyaoka

em [8] tem-se rd ≤ 2d(d− 2) para todo d ≥ 4, conclúımos assim que r6 = 48.

Palavras-chave: Retas duas a duas disjuntas, Cota de Miyaoka, Cota de Boissére-

Sarti, Subgrupos finitos em Aut(P1).



Abstract

Let r(S) be the maximum number of pairwise disjunct lines that a non-singular surface

S ⊂ P3 contains and rd = max {r(S) | deegre(S) = d}. Ensure that r(S) = 6 for all

non-singular cubic surface S, therefore r3 = 6. For d = 4, r4 = 16, it was showed by the

Russian mathematician Viacheslav Nikulin in [9]. We quote that Rojas-Santos in [7],

obtained that r(F) = 16 if F is the Schur’s quartic. At the moment rd is unknown for

d ≥ 5. In this work we aim to present bounds for the maximum number of two-by-two

disjunct straight lines in the family S whose members are the deegre d non-singular

surfaces Sd ⊂ P 3 definided by φ(x0, x1)−φ(x2, x3) being φ(u, v) = uv(ud−2−vd−2) and

d ≥ 5. In fact, for d odd we show that r(Sd) = d(d − 2) + 4, however Boissére-Sarti

proved that r(Sd) ≥ d(d − 2) + 4 when d is odd and d ≥ 7 in [3]. For the even case,

we obtain d(d− 2) + 4 ≤ r(Sd) ≤ d(d− 2) +
d2

2
if d 6= 6 and r(S6) = 48. Considering

the bound rd ≤ d(d − 2) for all d ≥ 4 given by the Japanese mathematician Miyaoka

in [8], we conclude as soon as r6 = 48.

Keywords: Two-by-two disjunct straight lines, Miyaoka’s bound, Boissére-Sarti’s

bound, Finite subgroups in Aut(P1) .
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• Υ(S) = {l | l é uma reta em P3 contida em S};

• r(S) = max{#C |C ⊂ Υ(S) sendo C formado por retas duas a duas disjuntas};

• r(X) = max{#C |C ⊂ X sendo C formado por retas duas a duas disjuntas}
se X ⊂ Υ(S);

• rd = sup{r(S) |S é uma superf́ıcie não singular em P3 de grau d};

• ΥL(S) = {l ∈ Υ(S) | l ∩ L 6= ∅ e l 6= L} sendo L uma reta fixa em P3;

• ΩL = {H |H é um plano em P3 contendo L} sendo L uma reta fixa em P3.

xi



Introdução

Na literatura matemática vários trabalhos tratam a respeito da quantidade máxima

de retas em superf́ıcies não singulares em P3. Sabe-se que superf́ıcies de grau 1 e 2

possuem infinitas retas. Para superf́ıcies de grau 3, em 1849 o matemático britânico

Arthur Cayley em [4] verificou que tais superf́ıcies contém exatamente 27 retas. Para

superf́ıcies de grau 4, em 1882, o matemático alemão Friedrich Schur em [12] exibiu

uma superf́ıcie que contém exatamente 64 retas, tal superf́ıcie é dada por:

Z(x0(x3
0 − x3

1)− x2(x2
3 − x3

3)).

Por volta de 1943, o matemático italiano Beniamino Segre em [13] provou que qualquer

superfićıe não singular de grau 4 contém no máximo 64 retas. Para superf́ıcies de grau

maior que 4 este número ainda vem sendo estudado em diversas pesquisas, em 2007 os

matemáticos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti em [3] conseguiram uma cota inferior.

Também na literatura, há trabalhos que tratam a respeito do número máximo de

retas duas a duas disjuntas que uma superf́ıcie não singular de grau d em P3 pode

conter, que denotaremos por rd.

Para d = 3 temos que r3 = 6. No caso d = 4 em 1975 o matemático russo Viacheslav

Nikulin em [9], mostrou que r4 = 16. Salientamos que o número máximo de retas 2 a

2 disjuntas na quártica de Schur é 16, este resultado é obtido por Rojas-Santos em [7].

Destacamos que rd é desconhecido para d ≥ 5 e rd ≤ 2d(d − 2). Essa última cota foi

obtida em 1984, pelo matemático japonês Yoichi Miyaoka em [8] para todo d ≥ 4.

Em 2005, Slawomir Rams em [10] mostrou que a famı́lia de superf́ıcies definidas

por:

xd−1
0 x1 + xd−1

1 x2 + xd−1
2 x2 + xd−1

3 x0 se d ≥ 6

contém d(d− 2) + 2 retas duas a duas disjuntas. Assim, rd ≥ 2d(d− 2) + 2 para todo

d ≥ 6.

Em 2007, Samuel Boissiere e Alessandra Sarti em [3] mostraram que rd ≥ d(d−2)+4

para d ı́mpar e d ≥ 7. Neste trabalho, objetivamos apresentar cotas para o número

máximo de retas duas a duas disjuntas na famı́lia S, sendo S formada pelas superf́ıcies

1



não singulares Sd ⊆ P3, de grau d definidas por

φ(x0, x1)− φ(x2, x3)

com φ(u, v) = uv(ud−2 − vd−2) e d ≥ 5. No decorrer do nosso trabalho denotaremos o

número máximo de retas duas a duas disjuntas em Sd por r(Sd).
Neste trabalho mostramos que r(Sd) = d(d−2)+4 se d é ı́mpar (d ≥ 5). Salientamos

que em [3] os autores mostram que r(Sd) ≤ d(d− 2) + 4 se d ≥ 7 e ı́mpar. No caso d

par, mostramos que d(d−2) + 4 ≤ r(Sd) ≤ d(d−2) +
d2

2
se d 6= 6 e r(S6) = 48. Assim,

tendo em consideração a cota de Miyaoka conclúımos que r6 = 48.

Nosso trabalho encontra-se dividido em quatro Caṕıtulos e um Apêndice, distribúıdos

da sequinte forma:

No Caṕıtulo 1 apresentamos uma breve revisão das cotas conhecidas na literatura

para os graus 1, 2, 3 e 4. Salientamos que este estudo foi feito através da seguinte

bibliografia: [7], [10] e [3].

No Caṕıtulo 2 trabalhamos com o grupo dos automorfismos de P1, denotado por

Aut(P1), bem como estudamos os subgrupos finitos ΓC de Aut(P1), sendo este um dos

ingredientes fundamentais para obter as retas em Sd.
No Caṕıtulo 3 determinamos r(Sd) no caso d ı́mpar e d ≥ 5 e apresentamos as cotas

para r(Sd) se d ≥ 8 e par. Para fazer isto, utilizamos as ferramentas estudadas no

caṕıtulo anterior para contruirmos as retas determinadas por Γφ e consequentemente

obter os resultados que são apresentados no decorrer do caṕıtulo.

No Caṕıtulo 4 mostramos que r(S6) = 48. De fato, conclúımos que r6 = 48.

Salientamos que nesse caṕıtulo utilizamos os Softwares Matemáticos Maxima e Wolfram

Alpha para estudar as intersecções, e concluir os resultados que são apresentados no

decorrer do texto.

No Apêndice A são apresentados alguns resultados necessários para uma melhor

compreensão do trabalho. Vale salientar que este, é dedicado aos leitores que não

possuem um conhecimento prévio de conceitos e resultados da Geometria Algébrica

como por exemplo: superf́ıcies, retas, espaço projetivo, propriedades de retas, dentre

outros.

Finalmente, notamos que estudar o número máximo de retas que não se interceptam

em uma superf́ıcie é uma importante ferramenta para classificar superf́ıcies no espaço

projetivo.

2



Caṕıtulo 1

Breve revisão das cotas para rd

No que segue, faremos uma breve descrição do valor de rd para d ∈ {1, 2, 3, 4} e das

cotas conhecidas para rd se d ≥ 5. Esses resultados podem ser encontrados em: [7], [3]

e [10].

1.1 Retas num Plano em P3

Temos que H ⊂ P3 é um plano se e somente se H = Z(L) com L polinômio

homogêneo de grau 1 em R = C[x0, x1, x2, x3]. Lembremos que:

Υ(H) = {l | l é uma reta em P3 contida em H}.

Proposição 1.1. Considere o plano H = Z(L) ⊂ P3 e l uma reta em P3. São válidas

as seguintes afirmações:

1. l ⊂ H ⇔ I(l) = 〈L,M〉 onde L, M ∈ R1.

2. Seja {L,M0,M1,M2} uma base de R1. Temos que:

φ : P2 −→ Υ(H)

[a0 : a1 : a2] 7−→ Z(L, a0M0 + a1M1 + a2M2)

é uma bijeção.

Demonstração. 1. Seja l ⊂ P3 uma reta e H = Z(L) ⊂ P3. Assuma que l =

Z(L1, L2) com L1 e L2 polinômios homogêneos de grau 1 e linearmente indepen-

dentes. Segue da Proposição A.3 que:

l ⊂ H ⇔ L ∈ I(l) = 〈L1, L2〉 ⇔ L = AL1 +BL2

3



1. Breve revisão das cotas para rd

com A e B ∈ C não ambos nulos. Deste modo, se A 6= 0 então I(l) = 〈L,L2〉,
caso contrário (B 6= 0 ) I(l) = 〈L,L1〉. De fato, se A 6= 0, segue que:

L

A
= L1 +

B

A
L2 ⇒ L1 =

1

A
.L− B

A
L2.

Assim,

I(l) = 〈L1, L2〉 = 〈 1

A
.L− B

A
L2, L2〉 = 〈 1

A
.L, L2〉 = 〈L,L2〉

com L e L2 homogêneos de grau 1 e linearmente independentes. Reciprocamente,

suponhamos que I(l) = 〈L,M〉 temos que p ∈ l se e somente se L(p) = M(p) = 0,

segue que p ∈ Z(L) = H e portanto l ⊂ H.

2. Considere a = [a0 : a1 : a2] e b = [b0 : b1 : b2] pontos em P2. Vamos mostrar que:

• φ está bem definida.

Note que Z(L, a0M0+a1M1+a2M2) é uma reta emH. Como {L,M0,M1,M2}
é uma base de R1 temos que a0M0 +a1M1 +a2M2 com a = [a0 : a1 : a2] ∈ P2

e L são linearmente independentes. De fato, dados α e β ∈ C tais que

αL + β(a0M0 + a1M1 + a2M2) = 0 tem-se que α = 0 e βai = 0 com

i ∈ {0, 1, 2}. Como ai 6= 0 para algum i, segue que α = β = 0. Deste

modo, Z(L, a0M0 + a1M1 + a2M2) é uma reta contida em H. Agora su-

ponhamos a = b, logo para algum λ 6= 0 em C temos que ai = λbi.

Assim Z(L, a0M0 + a1M1 + a2M2) = Z(L, λb0M0 + λb1M1 + λb2M2) =

Z(L, λ(b0M0 + b1M1 + b2M2)) = Z(L, b0M0 + b1M1 + b2M2).

• φ é injetiva.

Assuma que φ(a) = φ(b). Assim Z(L, a0M0 + a1M1 + a2M2) = Z(L, b0M0 +

b1M1+b2M2). Segue que: I(Z(〈L, a0M0+a1M1+a2M2〉)) = I(Z(〈L, b0M0+

b1M1 + b2M2〉). A partir do Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema A.2)

temos que:

√
〈L, a0M0 + a1M1 + a2M2〉 =

√
〈L, b0M0 + b1M1 + b2M2〉.

Assim:

〈L, a0M0 + a1M1 + a2M2〉 = 〈L, b0M0 + b1M1 + b2M2〉.

4



1. Breve revisão das cotas para rd

Da última igualdade segue que:

2∑
i=0

aiMi = αL+ β
2∑
i=0

biMi =⇒ αL+
2∑
i=0

(βbi − ai)Mi = 0

Como {L,M1,M2,M3} é uma base, conclúımos que α = 0 e βbi = ai se

i ∈ {0, 1, 2}, segue que a = [a0 : a1 : a2] = [βb0 : βb1 : βb2] = [b0 : b1 : b2] = b.

Portanto φ é injetiva.

• φ é sobrejetora.

Dada l ∈ Υ(H), pelo item 1 dessa proposição temos que I(l) = 〈L,M〉 com

{L,M} linearmente independente. Assim, M = AL+ a0M0 + a1M1 + a2M2

com algum ai não nulo, de onde conclúımos que:

I(l) = 〈L,
2∑
i=0

aiMi〉 =⇒ l = Z(L,
2∑
i=0

aiMi) = φ([a0 : a1 : a2]).

Logo φ é sobrejetiva.

Corolário 1.2. Todo plano contém infinitas retas sendo estas parametrizadas por P2.

Segue do Fato A.4 no Apêndice A que duas retas quaisquer em um plano são

concorrentes. Assim, r1 = 0, ou seja planos em P3 não contêm retas duas a duas

disjuntas.

1.2 Retas em superf́ıcies quádricas não singulares

em P3

Teorema 1.3. (Classificação das hipersuperf́ıcies quádricas em Pn) Se F ∈ C[x0, ..., xn]

é um polinômio homogêneo não nulo de grau 2, então existe T ∈ Aut(Cn+1) tal que

T•F é igual a exatamente um dos seguintes polinômios:
x2

0,

x2
0 + x2

1,

x2
0 + x2

1 + x2
2,

x2
0 + x2

1 + x2
2 + ... + x2

n.

Demonstração. Ver demonstração em [6], Teorema 4 p. 411.

5



1. Breve revisão das cotas para rd

Corolário 1.4. As superf́ıcies quádricas em P3 são projetivamente equivalentes a exa-

tamente uma das seguintes quádricas a seguir:
Q1 = Z(x2

0)

Q2 = Z(x2
0 + x2

1)

Q3 = Z(x2
0 + x2

1 + x2
2)

Q4 = Z(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3)

Uma superf́ıcie quádrica em P3 assume uma das seguintes formas geométricas:

Observações 1.1. 1. Segue da descrição do corolário acima que Q4 é a única su-

perf́ıcie não singular nessa lista.

2. Q4 = Z(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3) ⊂ P3 e Q = Z(x0x3 − x1x2) são projetivamente

equivalentes. Note que podemos escrever:

x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 =

L1︷ ︸︸ ︷
(x0 + ix1)

L2︷ ︸︸ ︷
(x0 − ix1)−

L3︷ ︸︸ ︷
(x2 + ix3)

L4︷ ︸︸ ︷
(−x2 + ix3)

Observemos que {L1, L2, L3, L4} é uma base de R1. Escrevendo a combinação

linear:

a(x0 + ix1) + b(x0 − ix1) + c(x2 + ix3) + d(−x2 + ix3) = 0.

Distribuindo e agrupando os termos semelhantes obtemos:

x0(a+ b) + x1(ai− bi) + x2(c− d) + x3(ci+ di) = 0.

6



1. Breve revisão das cotas para rd

De onde obtemos o seguinte sistema de equações:

a+ b = 0, ai− bi = 0, c− d = 0 e ci+ di = 0

cuja única solução é: a = b = c = d = 0. Logo existe T ∈ Aut(C4) tal que:

T•L1 = x0, T•L2 = x3, T•L3 = x1 e T•L4 = x2.

Considere ϕ : P3 −→ P3 Mudança de Coordenadas Projetivas determinada por

T . Temos que:

ϕ(Q4) = Z(T•(L1L2−L3L4)) = Z(T•L1T•L2−T•L3T•L4)) = Z(x0x3−x1x2) = Q.

Logo, Q4 e Q são projetivamente equivalentes.

Por conta do Lema A.4 e da Observação A.7 (no Apêndice) é suficiente estudar

as retas em Q para determinar r(S) sendo S uma superf́ıcie quádrica não singular

qualquer em P3.

Lema 1.5. Considere

ϕ : P1 × P1 −→ P3

([a0 : a1], [b0, b1]) 7−→ [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1].

Verifica-se que ϕ é uma bijeção.

Demonstração. Observe que ϕ está bem definida. Além disso:

• ϕ é injetiva.

Considere a = [a0 : a1], b = [b0 : b1], c = [c0 : c1] e d = [d0 : d1] pontos em P1 .

Assuma que ϕ(a, b) = ϕ(c, d). Segue que:

[a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] = [c0d0 : c0d1 : c1d0 : c1d1].

Logo existe λ 6= 0 em C tal que:

(a0b0, a0b1, a1b0, a1b1) = λ(c0d0, c0d1, c1d0, c1d1).

7
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Obtemos da equação acima o seguinte sistema de equações:
a0b0 = λc0d0

a0b1 = λc0d1

a1b0 = λc1d0

a1b1 = λc1d1

Caso 1: a0 = 0

Como a0 = 0 temos que a1 6= 0 assim podemos escrever a = [a0 : a1] = [0 : 1].

Deste modo temos que λc0d0 = 0 e λc0d1 = 0, como λ 6= 0 e d ∈ P1 segue

que c0 = 0, assim c = [c0 : c1] = [0 : 1] = a. Agora note que, como a1 6= 0

segue que: b0 = λ c1
a1
d0 e b1 = λ c1

a1
d1. Portanto b = d.

Caso 2: a0 6= 0

Como a0 6= 0 temos que b0 = λ c0
a0
d0 e b1 = λ c0

a0
d1. Assim, c0 6= 0 e portanto

b = d. Além disso, substituindo as expressões de b0 e b1 na 3a e 4a equação

no sistema temos: a1λ
c0
a0
d0 = λc1d0 e a1λ

c0
a0
d1 = λc1d1, logo (a1

c0
a0
−c1)d0 = 0

e (a1
c0
a0
− c1)d1 = 0. De onde conclúımos que a1

c0
a0

= c1 e a0
c0
a0

= c0. Logo

a = c.

• ϕ é sobrejetora.

Dado p = [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] ∈ Imϕ temos que a0b0a1b0 − a0b1a1b1 = 0,

portanto Imϕ ⊂ Q = Z(x0x3 − x1x2). A seguir vamos mostrar que Q ⊂ Im(ϕ).

Seja q = [q0 : q1 : q2 : q3] ∈ Q, assim q0q3 = q1q2.

Caso 1: q0 = 0

Neste caso temos que q1q2 = 0.

Se q1 = 0 temos que q = [0 : 0 : q2 : q3] = ϕ([0 : 1], [q2 : q3]).

Se q2 = 0 temos que q = [0 : q1 : 0 : q3] = ϕ([q1 : q3], [0 : 1]).

Caso 2: q0 6= 0

Note que: q = [q2
0 : q1q0 : q2q0 : q3q0] = [q2

0 : q1q0 : q2q0 : q1q2]. Deste modo

temos: q = ϕ([q0 : q2] : [q0 : q1]). Segue que ϕ é sobrejetora.

Teorema 1.6. Existem duas famı́lias de retas L = {Lp}p∈P1 eM = {Mq}q∈P1 parame-

trizadas por P1 na superf́ıcie quádrica não singular Q = Z(x0x3 − x1x2) satisfazendo:

1. Lp∩Lq = ∅, Mp∩Mq = ∅, para quaisquer que sejam Lp, Lq ∈ L, Mp, Mq ∈M
sendo p, q ∈ P1 com p 6= q.

8
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2. Lp ∩Mq 6= ∅, para quaisquer p, q ∈ P1. De fato, dita interseção consiste de um

único ponto.

3. Para qualquer x ∈ Q existem únicas retas L ∈ L e M ∈M tais que L∩M = {x}.

4. Υ(Q) = L∪̇M.

Demonstração. Defina para cada a = [a0 : a1] ∈ P1. As famı́lias de retas L = {La}a∈P1

e Ma = {Ma∈P1} sendo:

La = P(Wa) e Wa = [(a0, 0, a1, 0), (0, a0, 0, a1)]. (1.1)

Ma = P(Ua) e Ua = [(0, 0, a0, a1), (a0, a1, 0, 0)]. (1.2)

Observemos ainda que:

La = Z(a1x0 − a0x2, a1x1 − a0x3) e Ma = Z(a1x0 − a0x1, a1x2 − a0x3).

Não é dificil constatar que L e M são famı́lias de retas em Q.

1. Considere a = [a0 : a1] e b = [b0 : b1] distintos em P1, consideremos La e Lb

definidas em (1.1). Pela Proposição A.8 temos que:

La ∩ Lb = ∅ ⇔ Wa ⊕Wb = C4 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 0 a1 0

0 a0 0 a1

b0 0 b1 0

0 b0 0 b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a0b1 − a1b0)2 6= 0.

Analogamente mostra-se que Ma ∩Mb = ∅ ⇔ a 6= b.

2. Observemos que o ponto [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] ∈ La ∩Mb e este ponto é único

pois La 6= Mb.

3. Dado x ∈ Q segue do Lema 15 que existem únicos a = [a0 : a1] e b = [b0 : b1] ∈ P1

tais que x = [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1]. A partir de (1.1) e (1.2) verifica-se que

x ∈ La ∩Mb. Além disso temos La ∩Mb = {x}, pois estas retas são distintas.

4. Sabemos que L ∪M ⊆ Υ(Q). Além disso, temos que L ∩M = ∅. Seja l ⊂ Q

uma reta. Considere x ∈ l dai x = [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] com a = [a0 : a1] e

b = [b0 : b1] ∈ P1. Considere o plano TxQ = Z(a1b1x0−a1b0x1−a0b1x2 +a0b0x3).

9
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A seguir vamos mostrar que:

TxQ ∩Q = Z(a1b1x0 − a1b0x1 − a0b1x2 + a0b0x3, x0x3 − x1x2) = La ∪Mb.

Seja p = [x0 : x1 : x2 : x3] ∈ TxQ ∩Q. Isso nos diz que:{
a1b1x0 − a1b0x1 − a0b1x2 + a0b0x3 = 0

x0x3 − x1x2 = 0

Pelo menos um dos coeficientes da 1a equação é não nulo. Suponhamos que

a0b0 6= 0. Neste caso p ∈ TxQ ∩ Q se e somente se αβx0 − αx1 − βx2 + x3 = 0

onde α = a1
a0

e β = b1
b0

e x0x3 − x1x2 = 0. Após alguns cálculos conclúımos que p

pertence a L[1:α] ∪ L[1:β], sendo:

L[1:α] = La = Z(αx1 − x3, αx0 − x2) e M[1:β] = Lb = Z(βx2 − x3, x1 − βx0).

Portanto TxQ ∩ Q ⊂ La ∪ Mb . Observe que La ⊂ TxQ e Mb ⊂ TxQ, logo

TxQ ∩ Q = La ∪ Mb. Sabe-se que se x ∈ l ⊂ Q então l ⊂ TxQ . Assim,

l ⊂ TxQ ∩Q = La ∪Mb, de onde podemos concluir que l = La ou l = Lb.

Corolário 1.7. A quantidade de retas duas a duas disjuntas nas superf́ıcies quádricas

não singulares é infinito. Portanto r2 =∞.

1.3 Retas em superf́ıcies cúbicas não singulares em

P3

Seja S ⊂ P3 uma superf́ıcie cúbica não singular. Verifica-se que Υ(S) 6= ∅ , o

leitor interessado pode conferir em [1]. Lembremos que para cada reta L em P3 temos:

ΥL(S) = {l ∈ Υ(S) | l∩L 6= ∅ e l 6= L} e ΩL = {H |H é um plano em P3 contendo L}.

Teorema 1.8. Considere l ∈ Υ(S) sendo S ⊂ P3 superf́ıcie cúbica não singular.

Então existem exatamente 5 planos em ΩL, digamos Hi com i = 1, 2, 3, 4, 5 tais que

Hi ∩ S = l ∪ li ∪ l′i sendo l, li e l′i retas duas a duas distintas.

Demonstração. Veja p. 12 em [7].

Lema 1.9. Com as notações do Teorema 1.8 para todo i 6= j com i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
são válidas as seguintes afirmações:

li ∩ lj = ∅ , l′i ∩ l′j = ∅ e li ∩ l′j = ∅.
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Demonstração. Veja p. 13 em [7].

Corolário 1.10. Com as mesmas condições do Teorema 1.8, verifica-se que:

1. #Υ(S) ≥ 11.

2. r3 ≥ 5.

Demonstração. 1. Sabemos que existem 5 planos distintos em P3 contendo a reta

l tais que Hi ∩ S = l ∪ li ∪ l′i com i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Assim podemos considerar

Λ = {l, l1, l′1, l2, l′2, l3, l′3, l4, l′4, l5, l′5} ⊂ Υ(S). Como Λ é formado por retas duas a

duas distintas, segue que #Υ(S) ≥ 11.

2. Temos que Γ = {l1, l2, l3, l4, l5} é formado por retas duas a duas disjuntas. Assim

r(S) ≥ 5, como S é uma superf́ıcie cúbica não singular qualquer temos que r3 ≥ 5.

Lema 1.11. Sejam l e m retas distintas em S. Verifica-se que:

1. #Υl(S) = 10.

2. #(Υl(S) ∩Υm(S)) =

{
1 se l ∩m 6= ∅
5 se l ∩m = ∅

.

Demonstração. Veja p. 14 em [7].

Consideremos L1 e L2 retas disjuntas em S. Assim levando em consideração o Lema

1.11 podemos assumir que:

ΥL1(S) = {a1, c1, a2, c2, a3, c3, a4, c4, a5, c5}

e

ΥL2(S) = {b1, c1, b2, c2, b3, c3, b4, c4, b5, c5}

sendo Hi = 〈ai, ci〉 e Ĥi = 〈bi, ci〉 para i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, os planos determinados pelo

Teorema 1.8. A seguir descreveremos as interseções entre as retas de ΥL1(S)∪ΥL2(S).

Lema 1.12. Com as notações acima. Verifica-se que:

1. ai ∩ aj = ∅, bi ∩ bj = ∅ e ci ∩ cj = ∅ para todo i 6= j com i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

2. ai ∩ cj = ∅ e bi ∩ cj = ∅ para todo i 6= j com i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

3. L1 ∩ bi = ∅ e L2 ∩ ai = ∅ para todo i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Demonstração. Veja p. 15 em [7].
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A partir do Lema 1.12 pode-se chegar no seguinte resultado:

Corolário 1.13. Com as notações acima, consideremos as retas a1, a2, a3, a4, a5, a6 =

L2, b1, b2, b3, b4, b5, b6 = L1. Verifica-se que:

1. A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} são retas na superf́ıcie S duas a duas disjuntas.

2. B = {b1, b2, b3, b4, b5, b6} são retas na superf́ıcie S duas a duas disjuntas.

3. r3 ≥ 6.

4. ai ∩ bi = ∅ para todo i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

5. ai ∩ bj 6= ∅ para todo i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} com i 6= j.

Demonstração. Veja p. 15 em [7].

A seguir para cada i < j com i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} consideremos o plano

Hij = 〈ai, bj〉, o único plano em P3 contendo as retas ai e bj. Assim temos que

Hij ∩ S = ai ∪ bi ∪ lij sendo lij uma reta distinta de ai e bj, chamada de reta resi-

dual à cônica ai ∪ bj. Assim obtemos as retas:

l12, l13, l14, l15, l16, l23, l24, l25, l26, l34, l35, l36, l45, l46, l56.

No que segue, introduzimos um Lema que nos auxiliará no cálculo de r(S) no caso

em que S é uma superf́ıcie cúbica não singular em P3.

Lema 1.14. Considerando as notações acima e sendo A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}, B =

{b1, b2, b3, b4, b5, b6} e ∆ = {lij | i < j e i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}} . Verifica-se que:

1. ∆ ∩ (A ∪ B) = ∅.

2. lij ∩ ak 6= ∅ ⇔ k ∈ {i, j}.

3. lij ∩ bk 6= ∅ ⇔ k ∈ {i, j}.

4. lij = lkt ⇔ i = k e j = t, sendo i < j e k < t.

5. Se lij 6= lkt então lij ∩ lkt 6= ∅ ⇔ {i, j} ∩ {k, t} = ∅.

Demonstração. Veja p. 16 em [7].

Teorema 1.15. Υ(S) = A∪̇B∪̇∆. Em particular temos que #Υ(S) = 27.

Demonstração. Veja p. 18 em [7].
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No que segue usaremos a seguinte notação:

l{i,j} =

{
lij se i < j

lji se j < i

Lema 1.16. Sejam L1,...,L5 retas em ∆. Verifica-se que {L1, ..., L5} é formado por

retas duas a duas disjuntas se e somente se Li = l{α,αi} com i ∈ {1, ..., 5} tais que:

{α, α1, ..., α5} = I6 sendo I6 = {1, 2, ..., 6}.

Demonstração. (⇒) Sendo L1 ∩ L2 = ∅ segue do Lema 1.14 que L1 = l{α,α1} e L2 =

l{α,α2} com α 6= αi para i ∈ {1, 2} e α1 6= α2. Considere L3 ∈ ∆ tal que L3 = l{β,γ} com

β 6= γ tal que L3 ∩ L1 = ∅ e L3 ∩ L2 = ∅. Temos duas possibilidades:

Caso 1: Se α ∈ {β, γ} então L3 = l{α,α3}, L1 = l{α,α1} e L2 = l{α,α2}. Segue que:

#{α, α1, α2, α3} = 4.

Caso 2: Se α /∈ {β, γ} então α1 e α2 ∈ {β, γ}, segue que {β, γ} = {α1, α2}, então L3 =

l{α1,α2}, L1 = l{α,α1} e L2 = l{α,α2}.

A seguir, considere L4 ∈ ∆, L4 = l{β,γ} tal que L4 ∩ Li = ∅ com i ∈ {1, 2, 3}. Temos

duas possibilidades:

Caso 1: Se Li = l{α,αi} para i ∈ {1, 2, 3} com #{α, α1, α2, α3} = 4. Temos que:

L4 ∩ Li = ∅ ∀ i ∈ {1, 2, 3} ⇔ {β, γ} ∩ {α, αi} 6= ∅ ∀ i ∈ {1, 2, 3}.

Deste modo, se α ∈ {β, γ} então temos que L4 = l{α,α4} com #{α, α1, α2, α3, α4} =

5. Caso contrário temos que {α, γ} = {α1, α2}, logo L4 = l{α1,α2} então L4∩L3 6=
∅, o que é um absurdo já que as retas Li são duas a duas disjuntas.

Caso 2: Se L1 = l{α,α1}, L2 = l{α,α2} e L3 = l{α1,α2} com #{α, α1, α2} = 3 . Temos que:

L4∩Li = ∅ ∀ i ∈ {1, 2, 3} ⇔ {β, γ}∩{α, αi} 6= ∅ se i = 1, 2 e {β, γ}∩{α1, α2} 6= ∅.

Se α ∈ {β, γ} e αi ∈ {β, α} para exatamente um i ∈ {1, 2} então {β, γ} = {α, αi}.
Logo L4 = L1 ou L4 = L2, o que é um absurdo já que as retas Li são duas a duas

disjuntas. Caso contrário temos que {β, γ} = {α1, α3}, logo L4 = L3.

Finalmente consideremos as retas L1, L2, L3, L4 e L5 duas a duas disjuntas temos

necessariamente que Li = l{α,αi} com #{α, α1, α2, α3, α4} = 5. Seja L5 = l{α,β}.

Usando as ideias acima conclúımos que {β, α} = {α, α5}, logo L5 = l{α,α5} com

I6 = {α, α1, α2, α3, α4, α5}.

13
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(⇐) Temos que Li = l{α,αi} com I6 = {α, ..., α5}. Segue mais uma vez do Lema 1.14

que {Li}5
i=1 é formado por retas duas a duas disjuntas.

Corolário 1.17. A quantidade máxima r(∆) de retas duas a duas disjuntas em ∆ é

igual a 5.

Demonstração. Sabemos que r(∆) ≥ 5 pois l12, l13, l14, l15, l16 são 5 retas duas a duas

disjuntas. Suponha que r(∆) > 5. Assim podemos considerar L1, L2, L3, L4, L5, L6

retas em ∆ dois a dois disjuntas. Segue do Lema 1.16 que Li = l{α,α1} com i ∈
{1, 2, 3, 4, 5}. Seja L6 = l{β,γ}. Se α ∈ {β, γ} então γ ∈ I6 − {α}. Assim L6 = Li

para algum i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} o que é um absurdo. Caso contrário, αi ∈ {β, γ} ∀ i ∈
{1, 2, 3, 4, 5} o que é um absurdo.

Teorema 1.18. Se S ⊂ P3 é uma superf́ıcie cúbica não singular então r(S) = 6. Em

particular r3 = 6.

Demonstração. Sabemos que r(S) ≥ 6. Considere C ⊆ Υ(S) formado por retas duas

a duas disjuntas. Segue do Teorema 1.15 que: C = C ∩A∪̇C ∩B∪̇C ∩∆ . Temos três

casos para analisar nessa partição de C. A saber:

1. Dois conjuntos na partição são vazios. Nesse caso temos as seguintes possibilida-

des:

• C ∩ A = C ∩ B = ∅ ⇒ C = C ∩∆⇒ #C ≤ 5.

• C ∩ A = C ∩∆ = ∅ ⇒ C = C ∩ B ⇒ #C ≤ 6.

• C ∩ B = C ∩∆ = ∅ ⇒ C = C ∩ A ⇒ #C ≤ 6.

2. Só um dos conjuntos da partição é vazio. Nesse caso temos três possibilidades:

• C∩∆ = ∅, C∩A 6= ∅ e C∩B 6= ∅ . Neste caso necessariamente C∩A = {ak}
e C ∩ B = {bk} para algum k ∈ I6. Logo #C = 2 ≤ 6.

• C ∩ B = ∅, C ∩ A 6= C ∩ ∆ 6= ∅. Considere ak ∈ C ∩ A. Lembremos

que r(∆) = 5 ou seja #C ∩ ∆ é no máximo 5. De fato, C ∩ ∆ 6= ∅ ⊆
{l{α,α1}, ..., l{α,α5}} sendo que I6 = {α, α1, α2, α3, α4, α5}. Note que k ∈ I6.

Temos duas possibilidades, k = α ou k = αi para algum i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Se k = α temos que ak ∩ l{α,αi} 6= ∅ ∀ i, o que é um absurdo. Assim, k = αi

para algum i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Sem perda de generalidade, vamos assumir

que α = α5. Logo temos necessariamente que C ∩∆ ⊆ {l{α,α1}, ..., l{α,α4}}.
Note que se C ∩ A = {ak} então conclúımos que #C = 1 + #C ∩∆ segue

que #C ≤ 5 ≤ 6. Observemos que se tivermos duas retas no conjunto

C ∩A então duas retas devem ser retiradas do conjunto {l{α,α1}, ..., l{α,α5}}.
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Como este conjunto é não vazio deve conter apenas uma reta. Deste modo

a quantidade de retas de C ∩ A é no máximo quatro e neste caso C ∩∆ =

{l{α,α1}}, logo #C ≤ 5.

• C ∩ A = ∅, C ∩ B 6= C ∩∆ 6= ∅. É análogo ao caso anterior.

3. Os três conjuntos da partição são não vazios. Neste caso, necessariamente C ∩
A = {ak} e C ∩ B = {bk} para algum k ∈ I6 (pois ai ∩ bj 6= ∅ se i 6= j).

Temos que r(∆) = 5 e C ∩ ∆ 6= ∅ assim C ∩ ∆ ⊆ {l{α,α1}, ..., l{α,α5}} com

I6 = {α, α1, α2, α3, α4, α5}. Como C ∩ A = {ak} e C ∩ B = {bk} com k ∈ I6

e C ∩ ∆ 6= ∅ ⊆ {l{α,α1}, ..., l{α,α5}}, então necessariamente k = αi para algum

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} e sem perda de generalidade podemos assumir que k = α5.

Assim C ∩ A = {ak} e C ∩ B = {bk} e C ∩ ∆ ⊆ {l{α,α1}, ..., l{α,α4}}. Assim,

#C ≤ 2 + 4 = 6.

1.4 Retas em superf́ıcies quárticas não singulares

em P3

Usando métodos de Geometria Algébrica moderna em 1975, V. V. Nikulin mostrou

em seu artigo “On Kummer surfaces” ([9]) que o número máximo de retas duas a duas

disjuntas que uma superf́ıcie quártica não singular pode conter é 16. Na literatura

existem vários exemplos de superf́ıcies quárticas não singulares contendo 16 retas duas

a duas disjuntas, veja por exemplo : [14], [5] e [2]. Entretanto, a seguir mostraremos

que a famosa Quártica de Schur S = Z(f) definida por:

f = x0(x3
0 − x3

1)− x2(x3
2 − x3

3)

que possui exatamente 64 retas, este número foi calculado em 1882 pelo matemático

alemão Friedrich Schur no artigo “Ueber eine besondere Class von Flachen vieter Ord-

nung” ([12]).

Considere φ(u, v) = u(u3 − v3) ∈ C[u, v] podemos reescrever a equação da quártica

como

f = φ(x0, x1)− φ(x2, x3).

Temos que: φ(u, v) = u(u3 − v3) = u(u − v)(u − ξ)(u − ξ2v) onde ξ = −1+
√

3i
2

é uma

raiz cúbica da unidade em C.
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Sejam L = Z(x0, x1) e M = Z(x2, x3) retas em P3 . Temos que:

S ∩ L = Z(f) ∩ Z(x0, x1) = Z(f, x0, x1) = Z(x2(x3
2 − x3

3), x0, x1).

S ∩M = Z(f) ∩ Z(x2, x3) = Z(f, x2, x3) = Z(x0(x3
0 − x3

1), x2, x3).

Assim,

S ∩ L = {p1 = [0 : 0 : 0 : 1], p2 = [0 : 0 : 1 : 1], p3 = [0 : 0 : ξ : 1], p4 = [0 : 0 : ξ2 : 1]}.

S ∩M = {q1 = [0 : 1 : 0 : 0], q2 = [1 : 1 : 0 : 0], q3 = [ξ : 1 : 0 : 0], q4 = [ξ2 : 1 : 0 : 0]}.

Deste modo, segue da Proposição A.7 que por cada ponto pi fixo em S ∩ L e

qj ∈ S ∩M passam exatamente 4 retas, conforme ilustra a figura a seguir.

Figura 1.1: Quatro retas passando por p1.

A reta que passa por pi e qj será denotada por lij. Definimos Lφ = {lij| i, j ∈
{1, 2, 3, 4}}. Verifica-se que Lφ ⊂ Υ(S) e #Lφ = 16 (veja Proposição 2.5 p. 30 em [7]).

Além disso, o número máximo de retas duas a duas disjuntas em L é igual a 4 (veja

Lema 2.7 p. 32 em [7]).

Sejam,

Ωi = {H| H é um plano contendo a reta l1i} com i ∈ {1, 2, 3, 4} e

Σi = {H| H ∩ S = l1i ∪ Ci sendo Ci união de 3 retas distintas}.

Provou-se que #Σi = 6 ∀ i ∈ {1, 2, 3, 4} (Veja Teorema 2.9 p. 33 em [7]). De fato

na tabela a seguir citamos os planos encontrados em cada Σj com j ∈ {1, 2, 3, 4}
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1. Breve revisão das cotas para rd

Reta Σj = {Hp1 , Hqj , Hj(1), Hj(−1), Hj(i) e Hj(−i)}

`11 Hp1 = Z(x2), Hq1 = Z(x0) e H1(a) = Z(x2 − ax0) com a ∈ U4

`12 Hp1 = Z(x2), Hq2 = Z(x0 − x1) e H2(a) = Z(x2 − a√
3
(x0 − x1) com a ∈ U4

`13 Hp1 = Z(x2), Hq3 = Z(x0 − ξx1) e H3(a) = Z(x2 − a√
3
(x0 − ξx1) com a ∈ U4

`14 Hp1 = Z(x2), Hq4 = Z(x0 − ξ2x1) e H4(a) = Z(x2 − a√
3
(x0 − ξ2x1) com a ∈ U4

sendo U4 = {1,−1, i,−i}.

Figura 1.2: Ilustração dos planos encontrados em cada Σj

Para cada a ∈ U4 e b ∈ U3 = {1, ξ, ξ2} tem-se que:

m1(a, b) = P([(1, 0, a, 0), (0, a3b, 0, 1)]),

m2(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2), (0,
√

3a3b,−b,−1)]),

m3(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ2), (0,
√

3a3b,−ξb,−1)]),

m4(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ), (0,
√

3a3b,−ξ2b,−1)]).

Teorema 1.19. Υ(S) =M1∪̇M2∪̇M3∪̇LΦ sendo Mi = {mi(a, b) | (a, b) ∈ U4 × U3}.
Em particular, temos que: #Υ(S) = 64.

Demonstração. Veja Corolário 2.11, p. 35 em [7].

Proposição 1.20. Com as notações das famı́lias Mi, com i ∈ {1, 2, 3, 4}.Verifica-se

que: I = {m1(1, 1),m1(−1, 1),m1(i, ξ),m1(−i, ξ),mk(1, ξ),mk(−1, ξ),mk(i, 1),mk(−i, 1)}
com k ∈ {2, 3, 4} é constitúıdo por 16 retas duas a duas disjuntas.

Com isso, conclúımos que r(S) = 16, essa verificação foi feita através do software

Maxima.
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1. Breve revisão das cotas para rd

1.5 Cotas para rd se d ≥ 5

Em 1984, Yoichi Miyaoka no artigo “The Maximal Number of Quotient Singularities

on Surfaces with given Numerical Invariants” ([8]) mostrou que se S ⊆ P3 for uma

superf́ıcie não singular de grau d ≥ 4 então rd ≤ 2d(d− 2).

Em 2005, Slawomir Rams no artigo “Projective surfaces with many skew lines”

([10]) mostrou que a famı́lia de superf́ıcies definidas por :

xd−1
0 x1 + xd−1

1 x2 + xd−1
2 x3 + xd−1

3 x0 com d ≥ 6

contém d(d− 2) + 2 retas duas a duas disjuntas (note que tal superf́ıcie é não singular

para todo d 6= 2). Assim, rd ≥ d(d− 2) + 2 para todo d ≥ 6.

Em 2007, Samuel Boissiere e Alessandra Sarti no artigo “Counting Lines on sur-

faces” ([3]) mostraram que a famı́lia de superf́ıcies definidas por:

x0x1(xd−2
0 + xd−2

1 ) + x2x3(xd−2
2 + xd−2

3 )

contém d(d − 2) + 4 retas duas a duas disjuntas se d é impar e d ≥ 7, note que

tal superf́ıcie é não singular para todo d 6= 2. Assim, neste caso conclúımos que

d(d− 2) + 4 ≤ rd, se d for ı́mpar e d ≥ 7.
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Caṕıtulo 2

Determinação das retas em Sφ

Para cada φ ∈ C[u, v] homogêneo de grau d considere Sφ = Z(fφ) ⊆ P3 com fφ

definida por:

fφ = φ(x0, x1)− φ(x2, x3) ∈ C[x0, x1, x2, x3].

Assuma que φ =
d∏
i=1

Li sendo Li homogêneo de grau 1 para todo i ∈ {1, ..., d} tais

que {Li, Lj} é LI ∀ i 6= j.

Lema 2.1. Com as notações acima verifica-se que ZP1(φu, φv) = ∅ sendo φu = ∂φ
∂u

e

φv = ∂φ
∂v

.

Demonstração. Faremos indução no grau de φ.

• Se grau(φ) = 1, neste caso temos que φ = au+ bv e ZP1(φu, φv) = ZP1(a, b) = ∅.

• Assuma o resultado para formas de grau d − 1, sendo seus fatores dois a dois

LI. Vamos mostrar o resultado para φ =
d∏
i=1

Li com {Li, Lj} LI para todo i 6= j.

Escreva φ = φ̃Ld onde φ̃ =
d−1∏
i=1

Li e Ld = αu− βv. Assim, φu = φ̃uLd + φ̃α = 0 e

φv = φ̃vLd + φ̃β = 0. Seja p = (a, b) ∈ C2 tal que φu(p) = 0 e φv(p) = 0. Segue

que:

{
φ̃u(p)Ld(p) + φ̃(p)α = 0

φ̃v(p)Ld(p) + φ̃(p)β = 0
(2.1)

Como φ = u.φu + v.φv (relação de Euler) conclúımos que φ(p) = 0, assim temos

duas possibilidades, a saber: φ̃(p) = 0 ou Ld(p) = 0.

1. Assuma que Ld(p) 6= 0 e φ̃(p) = 0 então segue de (2.1) que φ̃u(p) = φ̃v(p) =

0. Como Ld(p) 6= 0, então p 6= (0, 0) e segue que [p] ∈ ZP1 (̃‘φu, φ̃v) = ∅,
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2. Determinação das retas em Sφ

absurdo.

2. Se Ld(p) = 0 então segue de (2.1) que φ̃(p) = 0. Se p 6= (0, 0) conclúımos

que existe i ∈ {1, ..., d− 1} tal que Ld e Li são LD.

Segue que, a única solução do sistema φu = 0 e φv = 0 é (0, 0). Portanto,

ZP1(φu, φv) = ∅.

Lema 2.2. Com as notações acima, considerando φ =
d∏
i=1

Li sendo {Li, Lj} LI ∀ i 6= j.

Verifica-se que Sφ é não singular.

Demonstração. Seja p = [a0 : a1 : a2 : a3] ∈ P3. Temos que p ∈ Sing(Sφ) se e somente

se
∂fφ
∂xi

= 0 para todo i ∈ {0, 1, 2, 3}. Segue que: φx0(a0, a1) = 0, φx1(a0, a1) = 0,

φx2(a2, a3) = 0, φx3(a2, a3) = 0 pelo Lema 2.1, conclúımos que Sing(Sφ) = ∅.

Considere novamente L = Z(x2, x3) e M = Z(x0, x1). Note que:

L ∩ Sφ = Z(x2, x3, φ(x0, x1)) = Z(x2, x3,
d∏
i=1

Li(x0, x1)) =
d⋃
i=1

Z(x2, x3, Li(x0, x1)).

M ∩ Sφ = Z(x0, x1, φ(x2, x3)) = Z(x0, x1,
d∏
i=1

Li(x2, x3)) =
d⋃
i=1

Z(x0, x1, Li(x2, x3)).

De fato, para i ∈ {0, 1, 2, 3} temos que Z(x2, x3, Li(x0, x1)) = {pi} onde pi = [ai :

bi : 0 : 0] se Li = bix0 − aix1. Analogamente, para i ∈ {0, 1, 2, 3} temos que

Z(x0, x1, Li(x2, x3)) = {qi} onde qi = [0 : 0 : ai : bi] se Li(x2, x3) = bix2 − aix3.

Lema 2.3. Para i, j ∈ {1, ..., d} seja lij a única reta em P3 passando por pi e qj.

Verifica-se que:

1. lij ⊂ Sφ, ∀ i, j ∈ {1, ..., d} .

2. lij = Z(Li(x0, x1), Lj(x2, x3)).

3. #Υ(Sφ) ≥ d2.

Demonstração. 1. Consideremos pi = [ai : bi : 0 : 0] ∈ L ∩ Sφ e

qj = [0 : 0 : aj : bj] ∈ M ∩ Sφ. Temos que lij = {[uai : ubi : vaj : vbj] ∈
P3 | [u : v] ∈ P1}, segue que fφ = (uai, ubi, vaj, vbj) = φ(uai, ubi)− φ(vaj, vbj) =

udφ(ai, bi)− vdφ(aj, bj) = 0 para todo [u : v] ∈ P1. Assim, lij ⊂ Sφ.

2. Note que Z(Li(x0, x1), Lj(x2, x3)) define uma reta em P3 pois Li(x0, x1) e Lj(x2, x3)

são LI ∀ i, j ∈ {1, ..., d}. Note que pi e qj ∈ Z(Li(x0, x1), Lj(x2, x3)), assim pela

unicidade das retas temos que lij = Z(Li(x0, x1), Lj(x2, x3)).
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2. Determinação das retas em Sφ

3. Como φ =
d∏
i=1

Li tal que {Li, Lj} é LI ∀ i 6= j, temos que L ∩ Sφ = {p1, ..., pd} e

M ∩ Sφ = {q1, ..., qd} são formados por d pontos distintos nas retas disjuntas L e

M, respetivamente, como ilustra a figura abaixo:

Figura 2.1: L ∩ Sφ e M ∩ Sφ

Deste modo, conclúımos que esses pontos determinam d2 retas distintas contidas

em Sφ. Segue que #Υ(Sφ) ≥ d2.

Lema 2.4. Com as notações acima. Assuma que d ≥ 2 e considere l ⊂ Sφ uma reta.

Verifica-se que L ∩ l 6= ∅ ⇔M ∩ l 6= ∅.

Demonstração. (⇒)Note que L * Sφ, assim L 6= l. Logo l ∩ L consiste de um único

ponto. Como l ⊂ Sφ então l ∩ L ⊂ Sφ ∩ L = {p1, ..., pd}. Assim, l ∩ L = {pi0} para

algum i0 ∈ {1, ..., d}. Temos que pi0 = [ai0 : bi0 : 0 : 0]. Considere o ideal I(pi0) =

〈x2, x3, Li0(x0, x1)〉, onde Li0 = bi0x0−ai0x1, temos que I(l) = 〈f1, f2〉 ⊂ I(pi0), com f1

e f2 homogêneos de grau 1 e LI. Deste modo, segue que: f1 = α2x2+α3x3+α0Li0(x0, x1)

e f2 = β2x2 + β3x3 + β0Li0(x0, x1), onde αi, βi ∈ C. Para simplificar a notação vamos

escrever m = α2x2 + α3x3 e n = β2x2 + β3x3. Observemos que:

• m e n não podem ser ambos nulos, pois caso contrário obtemos que f1 e f2 são

LD o que não ocorre.

• α0 e β0 não podem ser ambos nulos, caso contrário a reta l coincide com a reta

L o que não ocorre como já vimos acima.

Deste modo, temos alguns casos para analisar:

Caso 1: m = 0. Neste caso α0 6= 0 e l = Z(α0Li0(x0, x1), n+β0Li0(x0, x1)) = Z(Li0(x0, x1), n).
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2. Determinação das retas em Sφ

Como l ⊂ Sφ segue que fφ ∈ 〈Li0(x0, x1), n〉, isto é:

d∏
i=1

Li(x0, x1)−
d∏
i=1

Li(x2, x3) = ALi0(x0, x1)+Bn para algum A,B ∈ C[x0, ..., x3],

assim ao substituirmos x0 = x1 = 0 obtemos −
d∏
i=1

Li(x2, x3) = B̃n em C[x2, x3],

de onde conclúımos que n = uLj0(x2, x3) para algum u 6= 0 em C e j0 ∈ {1, ..., d}.
Assim, l = Z(Li0(x0, x1), Lj0(x2, x3)) = Li0j0 . Segue que l ∩M 6= ∅.

Caso 2: n = 0. Análogo ao caso anterior.

Caso 3: mn 6= 0 e {m,n} é LD. Neste caso, assuma que n = um com u 6= 0 em C. Desse

modo, temos que l = Z(m+α0Li0(x0, x1), um+β0Li0(x0, x1)) = Z(m,Li0(x0, x1)),

que corresponde ao caso 2.

Caso 4: {m,n} é LI então existem u, v ∈ C não nulos tais que I(l) = 〈f1, f2〉 = 〈x2 −
uLi0 , x3 − vLi0〉. Assim, dado p = [x0 : x1 : x2 : x3] ∈ l temos que x2 =

uLi0(x0, x1) e x3 = vLi0(x0, x1), ou seja p = [x0 : x1 : uLi0(x0, x1) : vLi0(x0, x1)]

com [x0 : x1] ∈ P1. Como l ⊂ Sφ então fφ(p) = 0 ∀ [x0 : x1] ∈ P1, segue

que φ(x0, x1) − (Li0(x0, x1))dφ(u, v) = 0 ∀ [x0 : x1] ∈ P1. Se λ = φ(u, v) = 0

conclúımos que φ = 0, o que é um absurdo. Do contrário φ = λLi0
d o que também

nos leva a um absurdo se d ≥ 2, desde que φ é produto de fatores LI.

(⇐) Análoga ao que fizemos acima.

Corolário 2.5. Seja LL = {l ∈ Υ(Sφ) | l ∩ L = ∅}. Verifica-se que Lφ = {l ∈
Υ(Sφ) | l ∩ L 6= ∅} e Υ(Sφ) = Lφ∪̇LL.

Demonstração. Como cada reta em Lφ encontra L e M, conclúımos que Lφ ⊂ {l ∈
Υ(Sφ) | l ∩ L 6= ∅}. Agora, seque da proposição acima que toda reta da superf́ıcie

Sφ que encontra L necessariamente encontra M, assim a primeira parte da afirmação é

satisfeita. Seja l ∈ Υ(Sφ). Temos dois casos para analisar:

1. l ∩ L 6= ∅. Neste caso, pelo que provamos acima l ∈ Lφ.

2. l ∩ L = ∅. Neste caso, por definição temos que l ∈ LL.

Proposição 2.6. Se l ∈ LL então l determina Tl ∈ Aut(P1) tal que: Tl(ZP1(φ)) =

ZP1(φ).
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2. Determinação das retas em Sφ

Demonstração. Temos l ∈ LL. Assim l ⊂ Sφ e l ∩ L = ∅. Assuma que l = Z(f1, f2)

sendo f1 e f2 polinômios homogêneos de grau 1 LI dados por:

f1 = a0x0 + a1x1 + a2x2 + a3x3 e f2 = b0x0 + b1x1 + b2x2 + b3x3. Note que:

l ∩ L = Z(a0x0 + a1x1, b0x0 + b1x1, x2, x3) = ∅ ⇔

∣∣∣∣∣ a0 a1

b0 b1

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Assim podemos escolher geradores para I(l) da forma: g1 = x0 − αx2 − βx3 e g2 =

x1 − γx2 − δx3 com αδ − βγ 6= 0. A seguir defina Tl : P1 −→ P1 por Tl([x2 : x3]) =

[αx2 + βx3 : γx2 + δx3]. Como αδ − βγ 6= 0 conclúımos que Tl ∈ Aut(P1). A seguir

vamos verificar que Tl(ZP1(φ)) = ZP1(φ). Considere [u : v] ∈ ZP1(φ). Note que

Tl([u : v]) = [αu + βv : γu + δv] e p = [αu + βv : γu + δv : u : v] ∈ l ⊂ Sφ.

Então fφ(p) = φ(αu + βv, γu + δv) − φ(u, v) = 0. Segue que Tl([u : v]) ∈ ZP1(φ).

Assim, Tl(ZP1(φ)) ⊂ ZP1(φ). Como Tl é uma bijeção e #ZP1(φ) = d, conclúımos que a

igualdade é válida.

Teorema 2.7. Seja Γφ = {T ∈ Aut(P1)| Tl(ZP1(φ)) = ZP1(φ)}. Se T ∈ Γφ então

existe QT ⊂ P3 superf́ıcie quádrica não singular tal que:

Sφ ∩QT = l1 ∪ ... ∪ ld ∪m1 ∪ ... ∪md

sendo l1, ..., ld retas duas a duas disjuntas da famı́lia Lφ e m1, ...,md retas duas a duas

disjuntas da famı́lia LL.

Demonstração. Considere T ∈ Γφ dado por: T ([x2 : x3]) = [αx2 + βx3 : γx2 + δx3],

com αδ − βγ 6= 0. A seguir considere QT = Z(F ) ⊂ P3 com F = x0(γx2 + δx3) −
x1(αx2 + βx3).

Afirmação 1: QT é não singular. Calculando as derivadas parciais conclúımos que

Sing(QT ) = ∅.
Lembremos que toda superf́ıcie quádrica não singular possui exatamente duas famı́lias

de retas (Ver Teorema 1.6). Neste caso temos as famı́lias L e M dadas por:

L[c:d] = Z((γc+ δd)x0 − (αc+ βd)x1, cx3 − dx2) com [c : d] ∈ P1 (2.2)

M[a:b] = Z(ax0 − b(αx2 + βx3), ax1 − b(αx2 + δx3)) com [a : b] ∈ P1. (2.3)

Note que M[1:0] = Z(x0, x1) = M e M[0:1] = Z(x2, x3) = L.

Afirmação 2: Se L[c:d] ∈ L então verifica-se que L[c:d] ⊂ Sφ ⇔ [c : d] ∈ ZP1(φ).

(⇒) Note que p = [0 : 0 : c : d] ∈ L[c:d] ⊂ Sφ então fφ(p) = 0, segue que φ(c, d) = 0,

logo [c : d] ∈ ZP1(φ).

(⇐) Considere [c : d] ∈ ZP1(φ). Assim, T ([c : d]) = [αc+ βd : γc+ δd] ∈ ZP1(φ).
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2. Determinação das retas em Sφ

Agora note que p = [αc+ βd : γc+ δd : 0 : 0] ∈ L∩Sφ e q = [0 : 0 : c : d] ∈M ∩Sφ.
Além disso, p = [αc + βd : γc + δd : 0 : 0], q = [0 : 0 : c : d] ∈ L[c:d]. Como L[c:d] = lpq.

Segue que L[c:d] ∈ Lφ.

Afirmação 3: Existe m ∈M contida em Sφ.

Seja [c : d] ∈ P1 tal que [c : d] /∈ ZP1(φ). Assim, [a : b] = T ([c : d]) /∈ ZP1(φ) (pois

Γφ é subgrupo de Aut(P1)). Escolha λ 6= 0 ∈ C tal que λdφ(a, b) = φ(c, d). Observe

que x = [λa : λb : c : d] ∈ Sφ ∩ QT . De fato, fφ(x) = λdφ(a, b) − φ(c, d) = 0 e

[a : b] = [αc+ βd : γc+ βd]⇒

{
a = µ(αc+ βd)

b = µ(γc+ δd)

para algum µ 6= 0 em C. Como QT = Z(x0(γx2 + δx3)− x1(αx2 + βx3)) e temos que:

F (x) = λa(γc+ δd)− λb(αc+ βd) = λµ(αc+ βd)(γc+ δd)− µ(γc+ δd)(αc+ βd) = 0.

Concluimos que x = [λa : λb : c : d] ∈ QT e L[c:d] ∈ L é uma reta em QT contendo x.

Como φ(c, d) 6= 0 temos que L[c:d] 6= Lpi para todo pi ∈ ZP1(φ), segue que L[c:d]∩Lpi = ∅
para todo i. Sabemos que existe uma única reta da famı́lia M passando por x. Seja

m ∈M tal reta. Assim, m∩Lpi = {yi} com i = 1, ..., d. Como é representada na figura

abaixo:

Figura 2.2: Reta m passando por x

Assim temos que {x, y1, ..., yd} ⊂ m∩Sφ. Logo #m∩Sφ > d. Assim, m ⊂ Sφ (Veja

Proposição A.9 no apêndice).

Afirmação 4: Existem exatamente d retas duas a duas disjuntas da famı́lia M
contidas em Sφ.

Considere Ud o grupo ćıclico formado pelas ráızes d-ésimas da unidade e U = Ud × Ud
dado pelo produto direto de Ud com Ud.
A seguir considere uma ação pela esquerda do grupo U em P3 dada por:

A : U × P3 −→ P3

(g, p) 7−→ g.p = [ηa0 : ηa1 : ξa2 : ξa3]
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2. Determinação das retas em Sφ

se g = (η, ξ) e p = [a0 : a1 : a2 : a3]. Note que, para cada g ∈ U

Ag : P3 −→ P3

p 7−→ g.p

pertence a Aut(P3). Além disso, verificam-se as seguintes propriedades:

• Ag(Sφ) = Sφ. No que segue considere x = [a : b : c : d] ∈ P3. Note que

x ∈ Sφ ⇔ φ(a, b) = φ(c, d), dai Ag(x) = [ηa : ηb : ξc : ξd] ∈ Sφ para todo

g = (η, ξ) ∈ U , segue que Ag(Sφ) ⊆ Sφ. Agora, se x ∈ Sφ , podemos escrever

x = Ag([η
−1a : η−1b : ξ−1c : ξ−1d]), logo Sφ ⊆ Ag(Sφ).

• Ag(QT ) = QT

A prova é análoga. Deixamos a cargo do leitor.

• Ag(M[a:b]) =M[η−1a:ξ−1b] se g = (η, ξ) ∈ U .

Lembremos que as equações que definem as retas M[a:b] e M[η−1a:ξ−1b] são dadas

por:

M[a:b] =

{
ax0 = b(αx2 + βx3)

ax1 = b(γx2 + δx3)

e

M[η−1a:ξ−1b] =

{
η−1ax0 = ξ−1b(αx2 + βx3)

η−1ax1 = ξ−1b(γx2 + δx3)

Seja x = [x0 : x1 : x2 : x3] ∈ M[a:b] segue que Ag(x) = [ηx0 : ηx1 : ξx2 :

ξx3] ∈ M[η−1a:ξ−1b] conforme as equações que definem a reta M[η−1a:ξ−1b], temos

que Ag(M[a:b]) ⊂ M[η−1a:ξ−1b], conclúımos que Ag(M[a:b]) = M[η−1a:ξ−1b]. pois

Ag ∈ Aut(P3).

Assim, Ag(Sφ ∩QT ) = Sφ ∩QT .

Se m0 =M[1:u] for uma reta contida em Sφ∩QT temos que Ag(m0) ⊂ Ag(Sφ∩QT ) =

Sφ ∩QT para todo g ∈ U . Em particular para gi = (1, ξ−i) com i ∈ {0, .., d− 1}, onde

ξ ∈ Ud é raiz primitiva. Temos que mi = Agi(m0) = M[1:ξiu] com i ∈ {0, .., d − 1}.
Como Ud = {1, ..., ξd−1} conclúımos que m0, m1, ..., md−1 são retas contidas em Sφ∩QT

duas a duas disjuntas.

A seguir vamos verificar que m0, m1, ..., md−1 são as únicas retas da famı́lia M
contidas em Sφ. De fato considere M[a:b] ∈ M contida em Sφ (neste caso a 6= 0 e

b 6= 0). Temos as seguintes equações para M[a:b] :
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2. Determinação das retas em Sφ

ax0 = b(αx2 + βx3)

ax1 = b(γx2 + δx3)
⇔

x0 = ν(αx2 + βx3)

x1 = ν(γx2 + δx3)
com ν =

b

a
.

Logo todo ponto da reta M[a:b] se escreve da forma:

q = [ν(αx2 + βx3) : ν(γx2 + δx3) : x2 : x3] segue que:

νdφ(αx2 + βx3, γx2 + δx3) = φ(x2, x3) ∀ [x2 : x3] ∈ P1.

Como m0 ⊂ Sφ, segue que:

νdφ(αx2 + βx3, γx2 + δx3) = µdφ(αx2 + βx3, γx2 + δx3) para todo [x2 : x3] ∈ P1.

Desse modo, νd = µd, assim ( ν
µ
)d = 1. De onde conclúımos que ν

µ
= ξi para algum

i ∈ {0, ..., d− 1} assim ν = µξi.

Afirmação 5: Sφ∩QT = Lp1∪· · ·∪Lpd∪m0∪· · ·∪md−1, onde {p1, ..., pd} = ZP1(φ),

mi =M[1:µξi] e i ∈ {0, ..., d− 1}.
Seja x = [a : b : c : d] ∈ Sφ ∩ QT . Assuma que x /∈ m0 ∪ · · · ∪ md−1. Note que

x ∈ L[c:d] ∈ L. Usando o argumento usado na Afirmação 3, conclúımos a partir do fato

que L[c:d] ⊂ Sφ que [c : d] ∈ ZP1(φ).

Proposição 2.8. Verifica-se que #LL = d|Γφ|.

Demonstração. Defina Ω : LL −→ Γφ por Ω(l) = Tl. Sendo Tl definido na Proposição

2.6. Verifica-se que:

• Ω é sobrejetiva.

De fato, considere T1 ∈ Γφ dada por T1([x2 : x3]) = [α1x2 + β1x3, γ1x2 + δ1x3].

Vamos mostrar que existe m ∈ LL tal que Ω(m) = T1. Como T1 ∈ Γφ segue

do teorema acima que existe QT1 superf́ıcie quádrica não singular em P3 tal

que QT1 ∩ Sφ = lT11 ∪ · · · ∪ lT1d ∪ m
T1
0 ∪ · · · ∪ mT1

d−1, onde lT1i = Lpi ∈ L com

pi ∈ ZP1(φ). Sendo mT1
0 determinada da seguinte forma, existe µ ∈ C de modo

que mT1
0 =M[1:µ] ⊂ Sφ com µ 6= 0, de fato mT1

0 ∈M sendoM a famı́lia de retas

de QT1 definida em (2.2). Assim, mT1
0 ∈ LL.

Afirmação: Ω(m) = T1 se m = mT1
0 ∈ LL.

De fato, temos que Ω(m) = Tm : P1 −→ P1, é dada por: [x2 : x3] 7−→ [µ(α1x2 +

β1x3) : µ(γ1x2 + δ1x3)], donde conclúımos que Tm = T1.

• #Ω−1(T ) = d para todo T ∈ Γφ.

Considere T ∈ Γφ dada por T ([x2 : x3]) = [αx2 + βx3, γx2 + δx3]. Sabemos

que existem mT
0 , ...,m

T
d−1 retas em Sφ ∩ QT cujas equações são dadas por:
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2. Determinação das retas em Sφ

mT
i =

{
x0 = µξi(αx2 + βx3)

x1 = µξi(γx2 + δx3)
sendo que ξ é uma raiz primitiva d−ésima

da unidade e µ ∈ C−{0} é escolhido de modo que mT
0 ⊂ Sφ (Veja Demonstração

do Teorema anterior). Note que mT
i ∈ LL ∀ i ∈ {0, ..., d− 1}.

Afirmação: Ω−1(T ) = {mT
0 , ...,m

T
d−1}.

⊆ Considere m ∈ Ω−1(T ) ⊂ LL. Segue que Ω(m) = T , assim Tm = T .

Se m admite equações como na Proposição (2.6), segue que Tm([x2 : x3]) =

[α1x2 + β1x3, γ1x2 + δ1x3]. Assim α1 = µα, β1 = µβ, γ = µγ e δ1 = µδ.

Logo as equações de m são escritas como na Proposição (2.6). Deste modo,

m = M[1:µξi] ∈ M (onde M é uma famı́lia de retas da quádrica QT ), com

m = mT
i para algum i ∈ {0, · · · , d− 1}.

⊇ Temos que cada uma dessas retas determina o automorfismo

Ω(mT
i ) = Ti : P1 −→ P1 dado por: Ti([x2 : x3]) = [uξi(αix2 + βix3) : uξi(γix2 +

δix3)] = [αix2 + βix3 : γix2 + δix3] = T ([x2 : x3]). Logo Ω(mT
i ) = T , segue

que mT
i ∈ Ω−1(T ), para todo i ∈ {0, · · · , d − 1}. De onde conclúımos que

#Ω−1(T ) = d para todo T ∈ Γφ.

Finalmente, como Ω : LL −→ Γφ é sobrejetivo temos que LL =
⋃
T∈Γφ

Ω−1(T ). Assim,

#LL =
∑
T∈Γφ

#Ω−1(T ) = d|Γφ| pois #Ω−1(T ) = d para todo T ∈ Γφ.

Corolário 2.9. #Υ(Sφ) = d2 + d|Γφ|.

Demonstração. Lembremos que Υ(Sφ) = Lφ∪LL. Segue que #Υ(Sφ) = d2 +d|Γφ|.

2.1 Os subgrupos ΓC de Aut(P1)

Considere C um subconjunto de P1. Definimos ΓC = {T ∈ Aut(P1)| T (C) = C}.
Por exemplo, se C = {p1, p2, p3}, temos que ΓC ∼= D3, o grupo diedral de ordem 6. De

fato, existem 6 automorfismos de P1 tais que T (C) = C (confira p. 15 em [11]), segue

que a ordem de ΓC é 6 e além disso este grupo não é abeliano. Basta considerar T1 e

T2 que fixam pi e permutam os outros dois pontos para i = 1, 2, respectivamente.

Lema 2.10. Com as notações acima. Verifica-se que ΓC é um subgrupo de Aut(P1).

Além disso, temos que |ΓC | <∞ se e somente se #C ≥ 3.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor a verificação que ΓC é subgrupo de Aut(P1).

⇒ Suponha que #C ≤ 2.

Considere p e q pontos distintos em P1. Então Γp,q = {T ∈ Aut(P1) | T (p) =

p e T (q) = q} é um subgrupo de Aut(P1).
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2. Determinação das retas em Sφ

Caso 1: p = [1 : 0] e q = [0 : 1]

De fato, para cada a ∈ C não nulo considere Ta : P1 → P1 dado por Ta([x : y]) = [x :

ay]. Observe que Ta ∈ Γp,q e que C∗ ϕ−→ Γp,q, dado por ϕ(a) = Ta é um homomorfismo

de grupos injetivo. Assim, Γp,q é infinito. Além disso, Γp,q é um subgrupo de Γ{p,q} e

Γ{p}. Portanto, Γ{p,q} e Γ{p} são infinitos também.

Caso 2: Considere p1 = [a0 : a1] e q1 = [b0 : b1] pontos distintos em P1. Note que

T1 : P1 7−→ P1 dada por [x : y] 7−→ [b1x − b0y : a0y − a1x] pertence a Aut(P1) e

satisfaz T1(p1) = p e T1(q1) = q. Além disso, se Γ = Γp1,q1 então Γp,q −→ Γ dado por

T 7−→ T−1
1 ◦ T ◦ T1 é um isomorfismo de grupos. Portanto, Γp1,q1 é um grupo infinito.

Como também Γ ≤ Γ{p1,q1} e Γ ≤ Γ{p1}, conclúımos que |ΓC | =∞ se #C ≤ 2.

⇒ Lembremos que dados p1, p2 e p3 dois a dois distintos em P1 e q1, q2 e q3 também

dois a dois distintos em P1, então existe um único T ∈ Aut(P1) tal que T (pi) = qi

para i=1,2,3. Considere Σ = {T ∈ Aut(P1) | T (C1) = C2 sendo Ci ⊆ C com #Ci =

3 para i = 1, 2.}. Lembremos que

(
d

3

)
é a quantidade de subconjuntos de C com 3

elementos que podemos escolher se #C = d. Como para cada escolha C1 e C2 de sub-

conjuntos de C com três elementos, temos que existem 6 automorfismos em Aut(P1)

que levam C1 em C2, desde que ao escolhermos as imagens de p1, p2, p3 em C1 res-

pectivamente, temos que olhar para todas as permutações dos elementos no conjunto

C2. Portanto, #Σ ≤ 6

(
d

3

)(
d

3

)
. Note que ΓC ⊂ Σ. Assim, a ordem de ΓC é

finita.

Estamos interessados em estudar Γφ = ΓC com C = ZP1(φ). Mais precisamente

vamos estudar Γφ sendo φ = uv(ud−2 − vd−2) para d ≥ 5. Portanto Γφ é um subgrupo

finito de Aut(P1). No caso dos subgrupos finitos de Aut(P1) temos a classificação dada

por Klein a saber:

Teorema 2.11. ( Klein) Se G é subgrupo finito de Aut(P1) então verifica-se que G é

isomorfo a exatamente um dos seguintes grupos:

1. Cn, o grupo ćıclico de ordem n.

2. Dn, o grupo diedral de ordem 2n.

3. A4, o grupo alternado de ordem 12.

4. S4, o grupo das permutações de 4 elementos de ordem 24.

5. A5, o grupo alternado de ordem 60.

Corolário 2.12. Seja C ⊆ P1 com #C = d ≥ 3. Então, verifica-se:
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2. Determinação das retas em Sφ

1. Se ΓC é ćıclico então |ΓC | ≤ d.

2. Se ΓC ∼= Dk com k ≥ 2, então k|d ou k|d− 2.

3. Se C é conjunto das ráızes d−ésimas da unidade então ΓC ∼= Dd.

4. Se d é impar e ΓC não é ćıclico então ΓC ∼= Dk para algum k ∈ {2, ..., d}.

A seguir usaremos os resultados acima para mostrar que:

Teorema 2.13. Se φ = uv(ud−2 − vd−2) com d ≥ 5 e C = ZP1(φ) então Γφ ∼= Dd−2 se

d 6= 6 e Γφ ∼= S4 se d = 6.

Demonstração. Note que ZP1(φ) = {[1 : 0], [0 : 1], [ηi : 1]} com i ∈ {0, ..., d − 3}
sendo η raiz primitiva (d − 2)-ésima da unidade. Observe que Tη e I definidos por:

Tη([u : v]) = [ηu : v] e I([u : v]) = [v : u] são elementos do grupo Γφ. Esta verificação

é simples, deixamos a cargo do leitor. Além disso, as seguintes propriedades são veri-

ficadas:

ord(Tη) = d− 2 : De fato, Tη ◦ Tη([u : v]) = Tη([ηu : v]) = [η2u : v] = Tη2([u : v]).

Assim, usando indução prova-se que T kη = Tηk para todo k ∈ Z. Portanto, T kη = idP1

se e somente se ηk = 1. Como η é uma raiz primitiva (d− 2)-ésima da unidade, segue

que ord(Tη) = d− 2.

ord(I) = 2: De fato, I 6= idP1 e I ◦ I([u : v]) = I([v : u]) = [u : v]. Logo, ord(I) = 2.

I ◦ Tη = T d−3
η ◦ I : De fato, temos que I ◦Tη([u : v]) = I([ηu : v]) = [v : ηu] = [ηd−3v :

u] = Tηd−2([v : u]) = T d−3
η ◦ I([u : v]).

Segue que 〈Tη, I〉 ∼= Dd−2 o grupo diedral de ordem 2(d − 2). Assim, 〈Tη, I〉 ≤ Γφ de

ordem 2(d − 2), de onde conclúımos que |Γφ| = 2(d − 2)N para algum N ≥ 1 inteiro.

Além disso, como d ≥ 5 temos que 〈Tη, I〉 é um grupo isomorfo a um grupo diedral

de ordem 2(d − 2) ≥ 6. Logo Γφ não é abeliano (em particular não é ćıclico). Segue

do Teorema 2.11 que Γφ é isomorfo a G com G ∈ {Dk, Ak, S4, A5}. Lembremos que no

caso dos grupos A4, S4 e A5 seus elementos tem ordens dadas por:

Grupo Ordem dos elementos

A4 1,2,3

S4 1,2,3,4

A5 1,2,3,5

Se d ≥ 8 então Γφ possui um elemento de ordem d − 2 ≥ 6 (a saber Tη). Assim,

Γφ ∼= Dk logo:

(d− 2)N = k (2.4)
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2. Determinação das retas em Sφ

Deste modo, segue do Corolário 2.12 que k|d ou k|d− 2. Vejamos:

Caso 1: k|d.

Neste caso, d = kd1 para algum d1 ≥ 1 inteiro. Substituindo na equação (2.4) obtemos

(d−2)Nd1 = d. Considere p um número primo tal que p|(d−2) então p|d e conclúımos

que p|2. Logo, p = 2. Dai d− 2 = 2M com M ≥ 1 inteiro, isto é, d = 2M + 2. Assim,

2MNd1 = 2(2M−1 + 1). Como d ≥ 8 temos que M > 2. Absurdo!

Caso 2: k|(d− 2).

Neste caso, d − 2 = kd1 para algum d1 ≥ 1 inteiro. Substituindo na equação (2.4)

obtemos Nd1 = 1, assim N = 1. Segue que Γφ ∼= Dd−2

A seguir vamos considerar d ∈ {5, 6, 7}. Primeiro vamos considerar d 6= 6. Deste modo,

d é impar e Γφ não é ćıclico. Logo, mais uma vez o Corolário 2.12 nos garante que

Γφ ∼= Dk sendo Dk o grupo diedral de ordem 2k. Vejamos:

d=5: Temos que |Γφ| = 6N = 2k, segue que k ≥ 3, como Γφ ∼= Dk, temos que k|5 ou

k|3, obtemos que k = 3 e portanto N = 1. Assim, Γφ ∼= D3.

d=7: Temos que |Γφ| = 10N = 2k, segue que k ≥ 5, como Γφ ∼= Dk, temos que k|7 ou

k|5, obtemos que k = 5 e portanto N = 1. Assim, Γφ ∼= D5.

d=6: Temos que |Γφ| = 8N = 23N , segue do Teorema 2.11 que Γφ ∼= G com G ∈
{Dk, S4} pois 8 divide a ordem de G. Se Γφ ∼= Dk temos que |Γφ| = 8N = 2k, segue

que k ≥ 4, e temos que k|6 ou k|4, obtemos que k = 4 e portanto N = 1. Assim,

Γφ ∼= D4 ou Γφ ∼= S4.

Observe que: ZP1(φ) = {[1 : 0], [0 : 1], [1 : 1], [−1 : 1], [i : 1], [−i : 1]} se d = 6.

Considere σ : P1 −→ P1 definida por σ([u : v]) = [u + iv : u − iv] temos que σ ∈ Γφ

além disso ord(σ) = 3, deixaremos a cargo no leitor a verificação deste fato. Portanto,

3 divide a ordem de Γφ e Γφ ∼= S4.

Corolário 2.14. Com as notações acima. Verifica-se que:

#Υ(Sφ) =

{
3d2 − 4d se d 6= 6

180 se d = 6
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Caṕıtulo 3

Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Neste caṕıtulo usaremos os resultados do Caṕıtulo 2 para construir as retas contidas

na superf́ıcie dada por:

Sd = Z(x0x1(xd−2
0 − xd−2

1 )− x2x3(xd−2
2 − xd−2

3 )) para d 6= 6.

A partir do estudo da intersecção dessas retas mostraremos que r(Sd) = d(d − 2) + 4

se d é ı́mpar e no caso d par, mostraremos que d(d − 2) + 4 ≤ r(Sd) ≤ d(d − 2) +
d2

2
se d 6= 6.

3.1 Construindo as retas determinadas por Γφ

Considere φ(u, v) = uv(ud−2 − vd−2) com d ≥ 5. Fixe η raiz (d − 2)-ésima da

unidade. Sabemos que Γφ = 〈Tη, I〉 sendo Tη([u : v]) = [ηu : v] e I([u : v]) = [v : u] se

d 6= 6.

Assim:

Γφ = {id, Tη, Tη2 , ..., Tηd−3 , I, Iη, ..., Iηd−3}

sendo Iηi = I ◦Tηi com i ∈ {1, ..., d−3}. Podemos escrever Γφ = C1∪̇C2 com C1 = 〈Tη〉
e C2 = {I, Iη, ..., Iηd−3}.

Lembremos que Sd = Z(φ(x0, x1)−φ(x2, x3)) com φ(u, v) = uv(ud−2− vd−2). Além

disso, temos que:

Lφ = {lp,q | p ∈ Sd ∩ L e q ∈ Sd ∩M} e #Lφ = d2.

De fato, Sd ∩ L = {A,B, PI}I e Sd ∩M = {C,D,QI}I com 0 ≤ I ≤ d − 3, conforme

ilustra a figura a seguir:
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Para cada Tηk ∈ C1 com 0 ≤ k ≤ d−3 dado por Tηk([x2 : x3]) = [ηkx2 : x3] sabemos

que a quádrica QT
ηk = Z(x0x3 − ηkx1x2) contém 2d retas da superf́ıcie Sd dentre as

quais, d pertencem à famı́lia MT
ηk dada por:

{
ax0 = bηkx2

ax1 = bx3

com [a : b] ∈ P1.

Sabemos que para cada 0 ≤ k ≤ d − 3 podemos escolher uk ∈ C − {0} tal que

M
T
ηk

[1:uk] ⊂ Sd. Neste caso verifica-se que:

M
T
ηk

[1:uk] ⊂ Sd ⇔ φ(ukη
kx2, ukx3)− φ(x2, x3) = 0 ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ udkφ(ηkx2, ukx3) = φ(x2, x3) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ udkη
kx2x3((ηkx2)d−2 − xd−2

3 ) = x2x3(xd−2
2 − xd−2

3 ) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ udkη
kx2x3(xd−1

2 − xd−2
3 ) = x2x3(xd−1

2 − xd−2
3 ) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ udkη = 1

No que segue vamos fixar uma das posśıveis escolhas de uk ∈ C tal que udk = 1
ηk

. As-

sim, obtemos as retas L1
k,i ⊂ Sd da famı́liaMT

ηk dadas por: L1
k,i :

{
x0 = ξiukη

kx2

x1 = ξiukx3

sendo ξ uma raiz primitiva d−ésima da unidade. Considere:

L1 = {L1
k,i |0 ≤ k ≤ d− 3 e 0 ≤ i ≤ d− 1}

.

Note que #L1 = d(d− 2). A seguir para cada k, 0 ≤ k ≤ d− 3 considere Iηk ∈ Γφ

dado por Iηk([x2 : x3]) = [x3 : ηkx2].

De forma análoga ao caso dos automorfismos T kη ∈ Γφ, podemos escolher vk ∈ C
não nulo tal que a retaMIηk

[1:vk] ⊂ QIηk = Z(x1x3 − ηkx2x0) esteja contida na superf́ıcie

Sd sendo: MIηk
[a:b] :

{
ax0 = bx3

ax1 = bηkx2

tal que [a : b] ∈ P1. Neste caso verifica-se que:
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MIηk
[1:vk] ⊂ Sd ⇔ φ(vkη

kx3, vkη
kx2) = φ(x2, x3) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ vdkφ(x3, ηkx2) = φ(x2, x3) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ vdkη
kx3x2(xd−2

3 − xd−2
2 ) = x2x3(xd−2

2 − xd−2
3 ) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ −vdkηkx2x3(xd−1
2 − xd−2

3 ) = x2x3(xd−1
2 − xd−2

3 ) ∀ [x2 : x3] ∈ P1

⇔ −vdkη = 1

No que segue fixe vk ∈ C tal que vdk = −1
ηk

. Assim, para cada k, 0 ≤ k ≤
d − 3 obtemos as retas L2

k,i da famı́lia MIηk contidas na superf́ıcie Sd dadas por:

L2
k,i :

{
x0 = ξivkx3

x1 = ξivkη
kx2

com 0 ≤ i ≤ d − 1, sendo ξ uma raiz primitiva d-ésima da

unidade. Considere:

L2 = {L2
k,i |0 ≤ k ≤ d− 3 e 0 ≤ i ≤ d− 1}.

Note que #L2 = d(d− 2). Portanto, Υ(Sd) = Lφ∪̇L1∪̇L2.

Observe que:

L1
k,i = P(W 1

k,i) sendo W 1
k,i = [(ξiukη

k, 0, 1, 0), (0, ξiuk, 0, 1)]

e

L2
k,i = P(W 2

k,i) sendo W 2
k,i = [(ξivk, 0, 0, 1), (0, ξi vkη

k, 1, 0)].

Lema 3.1. Sejam l e m retas disjuntas em P3. Se l1 e l2 forem retas distintas tais

que li ∩ l = {pi} e li ∩m = {qi} para i = 1, 2 com p1 6= p2 e q1 6= q2 então l1 e l2 são

disjuntas.

Demonstração. Suponha que l1 ∩ l2 6= ∅. Assim podemos, considerar o plano H =

〈l1, l2〉. Note que {p1, p2} ⊂ l e {p1, p2} ⊂ H então {p1, p2} ⊂ l ∩ H, segue que

#l ∩ H ≥ 2, que implica em l ⊂ H. Analogamente, podemos concluir que m ⊂ H

como l,m ⊂ H temos que l ∩m 6= ∅, o que é um absurdo.

Corolário 3.2. Com as notações acima. Verifica-se que r(Lφ) = d.

Demonstração. Segue do Lema 3.1 que as retas lAC , lBD, lpiqi com i ∈ {0, ..., d− 3} em

Lφ são duas a duas disjuntas. Assim obtemos d retas duas a duas disjuntas em Lφ.

Portanto, r(Lφ) ≥ d.

Suponha que l1, ..., lk com k > d são retas em Lφ duas a duas disjuntas. Considere

{xi} = li ∩ L com i = 1, ..., k. Note que todos os xi são distintos já que as retas

são duas a duas disjuntas. Além disso, {x1, ..., xk} ⊆ L ∩ Sd = {A,B, p0, ..., pd−3} e

#{xi}ki=1 = k ≤ d. Segue que r(Lφ) = d.

Proposição 3.3. Com as notações acima. Verifica-se que r(Li) = d(d−2) para i = 1, 2.
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Demonstração. L1 Considere L1
k,i e L1

t,j retas distintas em L1. Note que se k = t então

essas retas fazem parte da mesma famı́lia MT
ηk , logo são disjuntas. Para estudar a

interseção dessas retas no caso k 6= t é suficiente calcular o seguinte determinante:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξiukη

k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

ξjutη
t 0 1 0

0 ξjut 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ξiukη

k − ξjutηt)(ξiuk − ξjut).

Observe que o determinante acima é nulo se e somente se:

ξiukη
k = ξjutη

t (3.1)

ou

ξiuk = ξjut. (3.2)

Vamos supor que a equação (3.1) seja válida, elevando-a a d obtemos: udkη
kd = udt η

td,

como udk = 1
ηk

e udt = 1
ηt

, segue que ηk(d−1) = ηt(d−1). Assim, temos que, η(k−t)(d−1) = 1,

deste modo temos que (k−t)(d−1) = (d−2)m para algum m, como mdc(d−2, d−1) = 1

segue que (k − t) = (d − 2)m1, no entanto como 0 ≤ k, t ≤ d − 3, temos um absurdo

pois k 6= t. .

De maneira análoga, vamos supor que a equação (3.2) seja válida, elevando-a a d

obtemos: udk = udt como udk = 1
ηk

e udt = 1
ηt

, segue que ηk = ηt, deste modo temos que

k− t = (d− 2)m para algum m, no entanto como 0 ≤ k, t ≤ d− 3, temos um absurdo.

L2 Considere L2
k,i e L2

t,j retas distintas em L2. Note que se k = t então essas retas

fazem parte da mesma famı́lia MI
ηk , logo são disjuntas. Para estudar a interseção

dessas retas no caso k 6= t é suficiente calcular o seguinte determinante:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξivk 0 0 1

0 ξivkη
k 1 0

ξjvt 0 0 1

0 ξjvtη
t 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ξjvt − ξivk)(ξivkηk − ξjvtηt).

Observe que o determinante acima é nulo se e somente se:

ξjvt = ξivk (3.3)

ou

ξivkη
k = ξjvtη

t. (3.4)
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Elevando as equações (3.3) e (3.4) à d e tendo em mente que vdt = − 1
ηt

e vdk = − 1
ηk

de

maneira análoga ao caso anterior chegamos a um absurdo.

Corolário 3.4. Com as notações acima. Verifica-se que r(Sφ) ≤ d+ 2d(d− 2).

Lema 3.5. Com as notações acima. Verifica-se que:

1. lAC ∩ l 6= ∅ e lBD ∩ l 6= ∅ ∀ l ∈ L1.

2. lAD ∩ l 6= ∅ e lBC ∩ l 6= ∅ ∀ l ∈ L2.

3. Para todo l ∈ L1 e X ∈M ∩ Sd, são válidas as seguintes igualdades:

• lAX ∩ l = ∅ se X 6= C;

• lBX ∩ l = ∅ se X 6= D;

• lPIX ∩ l = ∅ se X ∈ {C,D}.

4. Para todo l ∈ L2 e X ∈M ∩ Sd, são válidas as seguintes igualdades:

• lAX ∩ l = ∅ se X 6= D;

• lBX ∩ l = ∅ se X 6= C;

• lPIX ∩ l = ∅ se X ∈ {C,D}.

5. lPIQJ ∩ L1
k,i 6= ∅ para todo i ⇔ o resto da divisão de I − J por d− 2 é igual a k.

6. Seja r o resto da divisão de I + J por d− 2. Então,

lPIQJ ∩ L2
k,i 6= ∅ para todo i⇔

{
k = 0 se r = 0

k = d− 2− r se r 6= 0

Demonstração. Inicialmente lembremos que o Lema A.8 no apêndice, nos permite de-

terminar se duas retas são disjuntas (ou não) via o cálculo do determinante da matriz

determinada pela base dos respectivos subespaços que definem as retas em questão.

Essa ferramenta é a que utilizaremos a seguir.

1. Sendo lAC = P([(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)]) e l = P([ξiνk, 0, 1, 0), (0, ξiνk, 0, 1)]).

Como

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 1 0

ξiukη
k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, conclúımos que lAC ∩ l 6= ∅.
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Analogamente temos que, sendo lBD = P([(0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1)]).

Como

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

0 0 0 1

ξiukη
k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, conclúımos que lBD ∩ l 6= ∅.

2. Sendo l = P([ξivk, 0, 0, 1), (0, ξivk, 1, 0)]), analogamente ao que fizemos no item

anterior, obtemos o resultado.

3. Considere X ∈M ∩ Sd e lembre que xi é raiz primitiva d-ésima da unidade.

• lAX ∩ l = ∅ se X 6= C;

X = D

Sendo lAD = P([(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)]) e l = P([ξiukη
k, 0, 1, 0), (0, ξiuk, 0, 1)]),

temos que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 0 1

ξiukη
k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ξiuk 6= 0. Assim, lAQI ∩ l = ∅

X = QI

Sendo lAQI = P([(1, 0, 0, 0), (0, 0, ηi, 1)]) e l = P([ξiukη
k, 0, 1, 0), (0, ξiuk, 0, 1)])

temos que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 ηi 1

ξiukη
k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ξiuk 6= 0. Logo lAQI ∩ l = ∅.

Analogamente, mostramos que:

• Para toda l ∈ L1 tem-se que lBX ∩ l = ∅ se X 6= D;

• Para toda l ∈ L1 tem-se que lPIX ∩ l = ∅ se X ∈ {C,D}.

4. Analogamente ao que fizemos ao item anterior, comprovamos que a afirmação é

verificada.

5. Sendo lPIQJ = P([(ηI , 1, 0, 0), (0, 0, ηJ , 1)]) e L1
k,i = P([ξiukη

k, 0, 1, 0), (0, ξiuk, 0, 1)])

temos que:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 1 0

ξiukη
k 0 1 0

0 ξiuk 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ηIξiuk + ηJξiukη

k) = ξiuk(η
k+J − ηI).

Assim, lPIQJ ∩ l 6= ∅ se e somente se:

ξiuk(η
k+J − ηI) = 0 ⇔ ηk+J = ηI

⇔ 1 = ηI−J−k

⇔ I − J − k = (d− 2)q para algum q ∈ Z
⇔ I − J = (d− 2)q + k com 0 ≤ k ≤ d− 3.

Deste modo, k é o resto da divisão de I − J por d− 2.

6. Sendo lPIQJ = P([(ηI , 1, 0, 0), (0, 0, ηJ , 1)]) e L2
k,i = P([0, ξivkη

k, 1, 0), (ξivk, 0, 0, 1)]),

temos que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ηI 1 0 0

0 0 ηJ 1

0 ξivkη
k 1 0

ξivk 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ξivk − ηIηJξivkηk = ξivk(1− ηI+J+k).

Assim, lPIQJ ∩ l 6= ∅ se e somente se:

ξivk(1− ηI+J+k) = 0 ⇔ 1 = ηI+J+k

⇔ I + J + k = (d− 2)m para algum m ∈ Z
⇔ I + J = (d− 2)m− k
⇔ (d− 2)m− k = (d− 2)q + r com 0 ≤ r ≤ d− 3.

Deste modo, (d− 2)(m− q) = r + k ≥ 0 com 0 ≤ r + k ≤ 2(d− 2)− 2. Assim,

temos as seguintes possibilidades para r + k, r + k = 0 ou r + k = d − 2. Se

r + k = 0, dai r = k = 0. No outro caso, temos r + k = d − 2, segue que

k = d− 2− r, como desejado.

Proposição 3.6. Seja C ⊆ Lφ formado por retas duas a duas disjuntas satisfazendo

a condição: m ∩ l = ∅, ∀ l ∈ L1 ∀ m ∈ C (respectivamente, m ∩ l = ∅, ∀ l ∈
L2 ∀ m ∈ C). Então #C ≤ 4.
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Demonstração. Note que lPIQJ /∈ C para todo I, J ∈ {0, ..., d−3}. Suponha por absurdo

que lPIQJ ∈ C, segue do Lema 3.5 que lPIQJ ∩ L1
r1,i
6= ∅ para todo i ∈ {0, ..., d − 1} se

r1 é o resto da divisão de I − J por d− 2. Como também, lPIQJ ∩ L2
k,i 6= ∅ para todo

i ∈ {0, ..., d − 1} com k =

{
0 se r2 = 0

d− 2− r2 se r2 6= 0
, sendo r2 o resto da divisão de

I + J por d− 2. Deste modo para cada m ∈ C, m∩L ⊂ {A,B, PI} com 0 ≤ I ≤ d− 3

e L = Z(x2, x3)):

Caso 1 : m ∩ L = {A}.
Como m ∩ l = ∅ ∀ l ∈ L1, necessariamente do Lema 3.5 temos que m ∩M ⊆
{D,QI} com I ∈ {0, ..., d− 3}, ou seja, m = lAD ou m = lAQI .

Caso 2 : m ∩ L = {B}.
De forma análoga no Caso 1, temos que m = lBC ou m = lBQI , para algum

I ∈ {0, ..., d− 3}.

Caso 3 : m ∩ L = {PI} para algum I ∈ {0, ..., d− 3}.
Neste caso temos que m = lPIC ou m = LPID.

A seguir vamos considerar as seguintes possibilidades para o subconjunto C de Lφ:

(I) lAD ∈ C e lBC ∈ C.
Como lPIQI /∈ C para todo I, J ∈ {0, ..., d− 3}. Conclúımos que #C = 2 ≤ 4.

(II) lAD ∈ C e lBC /∈ C.
Se #C > 1 então lBQI ∈ C ou lPIC ∈ C. De onde conclúımos que #C ≤ 4.

(III) lAD /∈ C e lBC ∈ C.
Análogo ao caso (II).

(IV) lAD /∈ C e lBC /∈ C.
Sabemos que lAC /∈ C e lBD /∈ C pois encontram as retas em L1. Assim, con-

clúımos que C ⊆ {lAQJ , lBQJ1 , lPIC , lPI1D} com J 6= J1 e I 6= I1. De onde con-

clúımos que #C ≤ 4.

Corolário 3.7. Para todo J 6= J1 e I 6= I1 com J, J1, I, I1 ∈ {0, ..., d − 3}, verifica-se

que {lAQJ , lBQJ1 , lPIC , lPI1D} ⊆ Lφ é formado por retas duas a duas disjuntas e cada

uma dessas retas é disjunta de todas as retas em L1 ∪ L2.

Corolário 3.8. Verifica-se que r(Sd) ≥ 4 + d(d− 2) para todo d 6= 6.
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Demonstração. De fato, considere D = {lAQ0 , lBQ1 , lP0C , lP1D} ∪ L1. Segue da Pro-

posição 3.6 que D ⊂ Υ(Sd) é formado por retas duas a duas disjuntas tal que #D =

4 + #L1, isto é, #D = 4 + d(d− 2). Temos que r(Sd) ≥ 4 + d(d− 2).

3.1.1 Estudando a interseção entre as retas de L1 e L2

Com o objetivo de achar subconjuntos de Υ(Sd) formado por retas duas a duas

disjuntas cujo cardinal seja maior que 4 + d(d− 2) (se posśıvel for!). Vamos estudar a

intersecção das retas da famı́lia L2, com retas da famı́lia L1.

Note que:

L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅ ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξiukη

k 0 1 0

0 ukη
k 0 1

0 ξivtη
t 1 0

ξjηk 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

⇔ ξ2iu2
kη

k − ξ2jv2
t η

t = 0

⇔ ξ2iu2
kη

k = ξ2jv2
t η

t

⇔ ξ2iu2
k

ξ2jv2
t

= ηt−k

⇔ (ξi−jukv
−1
t )2 = ηt−k

⇔ (ξi−jukv
−1
t )2 = −(ξi−jukv

−1
t )d

⇔ (ξi−jukv
−1
t )d−2 = −1.

(3.5)

No que segue vamos fixar σ0 ∈ C tal que σd0 = −1. De fato, no caso d impar,

consideramos σ0 = −1. Como também vk = σ0uk. Assim,

vk =

{
−uk se d é impar

σ0uk se d é par

Lema 3.9. Se d é impar então L1
k,i ∩L2

k,i 6= ∅, para todo k ∈ {0, ..., d− 3} e para todo

i ∈ {0, ..., d− 1}.

Demonstração. Queremos mostrar que (3.5) é satisfeito. Isto é (ukv
−1
k )d−2 = −1. Como

d é impar, temos que vk = −uk. Assim:

(ukv
−1
k )d−2 = (−uku−1

k )d−2 = (−1)d−1 = −1.

Segue que L1
k,i ∩ L2

k,i 6= ∅ quando d é impar.
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Lema 3.10. Se d é par então L1
k,i ∩ L2

k,j = ∅ para todo k ∈ {0, ..., d − 3} e para todo

i, j ∈ {0, ..., d− 1}.

Demonstração. Suponha por absurdo que L1
k,i ∩ L2

k,j 6= ∅, segue de (3.5) que ξ2iu2
k =

ξ2jv2
k, substituindo vk = σ0uk (pois d é par) segue que (ξi)2 = (ξjσ0)2, desta igualdade

temos ξi = ξjσ0 ou ξi = −ξjσ0, em ambos os casos elevando à d chegamos a um absurdo

( 1 = −1). Segue que L1
k,i ∩ L2

k,j = ∅ quando d é par.

Lema 3.11. Considere L1
k,i ∈ L1 e L2

t,j ∈ L2 tais que L1
k,i ∩L2

t,j 6= ∅. Se L1
k,i ∩L2

t,j1
6= ∅

então {
j1 = j se d é impar

j1 ∈ {j, j + d
2
} se d é par.

Demonstração. Por hipótese temos que:

L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅ ⇔ ξ2iu2
kη

k = ξ2jv2
kη

t

L1
k,i ∩ L2

t,j1
6= ∅ ⇔ ξ2iu2

kη
k = ξ2j1v2

kη
t

Segue que ξ2j = ξ2j1 , isto é, ξ2(j1−j) = 1, de onde podemos concluir que 2(j1 − j) = dq

para algum q ∈ Z, pois ξ é uma raiz d-ésima da unidade. Deste modo, 2|q ou 2|d.

Caso 1: d é par Se d é par então j1−j =
d

2
q. Se j1 ≥ j, segue que 0 ≤ j1−j ≤ d−1,

deste modo j1 = j ou j1 = j +
d

2
.

Caso 2: d é impar Se d é impar então j1 − j = d
q

2
. Como 0 ≤ |j1 − j| ≤ d − 1

conclúımos que j1 = j.

Lema 3.12. Se d é par e η0 ∈ C é tal que ηd−2
0 = −1 então η2

0 = ην0 para um único

ν0 ∈ Rd−2 = {0, ..., d− 3} e ν0 é ı́mpar.

Demonstração. Como ηd−2
0 = −1 temos (η2

0)d−2 = 1. Assim, η2
0 = ην0 para um único

ν0 em Rd−2. Agora, suponhamos por absurdo que ν0 seja par, dáı temos que, ν0 = 2ν1,

segue que η0 = ±ην1 elevando essa equação a potência d−2 segue que −1 = 1, absurdo.

Logo ν0 é ı́mpar.

Lema 3.13. Fixe D ≥ 1 inteiro e z0 ∈ Z. Considere RD = {0, 1, ..., D− 1} o conjunto

formado pelos restos da divisão por D. Para cada z ∈ Z seja ϕz0,D(z) o resto da divisão

de z0 + z por D. Verifica-se que:

1. ϕz0,D : Z→ RD dada por z 7−→ ϕz0,D(z) é sobrejetiva.

2. ϕz0,D|RD é uma bijeção.

3. Se ψz0,D : Z→ RD é definida por ψz0,D(z) = ϕz0,D(2z) temos:
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• ψz0,D|RD é bijetiva se D for ı́mpar.

• ψz0,D|R′D sendo R′D = {0, 1, ..., D
2
− 1} é injetiva, se D é par.

Demonstração. ϕz0,D é sobrejetora por definição. A seguir verificaremos que ϕz0,D|RD
é injetora. Sejam r, r1 ∈ RD tais que: ϕz0,D(r) = ϕz0,D(r1), segue que r + z0 =

qD + ϕz0,D(r) e r1 + z0 = q1D + ϕz0,D(r1) para algum q e q1 em Z. A partir dessas

duas equações acima temos que r − r1 = (q − q1)D, donde conclúımos que r = r1, isto

é ϕz0,D é injetora e consequentemente bijetora. Vejamos agora o item 3. Assuma que

ψz0,D(r) = ψz0,D(r1) para algum r, r1 ∈ RD. Segue que 2(r − r1) = qD com q ∈ Z. De

fato, r − r1 =
q

2
D, se D é ı́mpar e segue que r = r1. Agora, se D for par, conclúımos

que r − r1 = qD
2

, logo r = r1 ou |r − r1| =
D

2
. Se considerarmos r, r1 ∈ R′D temos que

|r − r1| <
D

2
. Logo r = r = r1.

Lema 3.14. Notações como no Lema 3.11. Se L1
k,i ∈ L1 e tν = ψk,d−2(ν) com ν ∈ Rd−2.

Então verifica-se que:

1. Se d for ı́mpar e então (−ukη−ν)d =
−1

ηtν
. Assim, vtν = −ukη−νξ−Nν para um

único Nν ∈ Rd.

2. Se d é par então (η−1
0 ukη

−ν)d =
−1

ηtν
, (η0 conforme Lema 3.12 ). De onde con-

clúımos que vtν = η−1
0 ukη

−νξ−Nν para um único Nν ∈ Rd.

3. Se j = ϕ0,d(i+Nν) então L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅.

Demonstração. 1. Temos que (−ukη−ν)d = (−1)dudkη
−νd. Note que d é ı́mpar, udk =

1

ηk
e η−νd = η−ν(d−2+2) = η−2ν . Fazendo as devidas substituições obtemos que

(−ukη−v)d =
−1

ηk+2ν
. Agora, por hipótese temos que tν = ψk,d−2(ν), isto é, k+2ν =

q(d − 2) + tν para algum q ∈ Z, segue que (−ukη−v)d =
−1

ηtν
. Como,

−1

ηtν
= vdtν

segue que existe Nν ∈ Rd tal que −ukη−ν = vtνξ
Nν , ou equivalentemente vtν =

−ukη−νξ−Nν para um único Nν ∈ Rd.

2. De fato, temos que (η−1
0 ukη

−ν)d = η−d0 udkη
−νd, como por hipótese ηd−2

0 = −1

temos que η−d0 = (−1)η−2
0 . Além disso temos que udk =

1

ηk
, e como fize-

mos no item 1 η−νd = η−2ν . Fazendo as devidas substituições obtemos que

(η−1
0 ukη

−ν)d =
−1

η2
0.η

k+2ν
, como por hipótese temos que η2

0 = ην0 segue que

(η−1
0 ukη

−ν)d =
−1

ην0+k+2ν
. Por hipótese temos que tν = ψk+ν0(ν) com ν0 ∈ Rd−2,

isto é, k+ν0 + 2ν = q(d−2) + tν para algum q ∈ Z, portanto (η−1
0 ukη

−ν)d =
−1

ηtν
.
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Como
−1

ηtν
= vdtν , conclúımos que existe um único Nν ∈ Rd tal que η−1

0 ukη
−ν =

vtνξ
Nν . Ou equivalentemente, vtν = η−1

0 ukη
−νξNν para um único Nν ∈ Rd.

3. Segue de 3.5 que L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅ ⇔ (ξi−jukv
−1
t )d−2 = −1, usaremos este fato para

mostrar a afirmação. Vamos dividir em casos:

Caso 1: d é ı́mpar Neste caso, pela equação obtida no item 1, segue que v−1
tν =

−u−1
k ηνξNν , substituindo na expressão (ξi−jukv

−1
t )d−2 e usando o fato de que

j = ϕ0,d(i+Nν) obtemos a igualdade. Portanto L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅.
Caso 2: d é par Neste caso, pela equação obtida no item 2, segue que v−1

tν =

η0u
−1
k ηνξNν , substituindo na expressão (ξi−jukv

−1
t )d−2 e usando o fato de que

j = ϕ0,d(i+Nν) obtemos a igualdade. Portanto L1
k,i ∩ L2

t,j 6= ∅.

Notação: Para cada l ∈ L1 considere Υ2
l = {m ∈ L2 | m ∩ l 6= ∅}. E analogamente,

para cada m ∈ L2 considere Υ1
m = {l ∈ L1 | l ∩m 6= ∅}.

Lema 3.15. Assuma que d é par. Seja l = L1
k,i ∈ L1 e considere L2

t = {L2
t,j ∈ L2 | j ∈

Rd}. Se Υ2
l ∩ L2

t 6= ∅ então t e k tem paridades distintas.

Demonstração. Seja m ∈ Υ2
l ∩L2

t , segue que m = L2
t,j com j ∈ Rd. Temos que m∩l 6= ∅

se e somente se ξ2jv2
t η

t = ξ2iu2
kη

k. Suponhamos que k e t possuam a mesma paridade.

k e t são pares Neste caso temos que k = 2k1 e t = 2t1, desse modo obtemos que

ξjvtη
t1 = ±ξiukηk1 , elevando esta equação a potência d segue que

−1

ηt
ηdt1 =

1

ηk
ηdk1 o

que implica que 1 = −1, absurdo.

k e t são ı́mpares Análogo ao caso anterior.

Em ambos os casos chegamos a um absurdo, deste modo conclúımos que k e t possuem

paridades opostas.

Proposição 3.16. Se l = L1
k,i ∈ L1 então existe uma bijeção entre o conjunto Rd−2 =

{0, 1, ..., d− 3} e Υ2
l = {m ∈ L2 | m ∩ l 6= ∅}.

Demonstração. A demonstração será dividida em dois casos de acordo com a paridade

de d.

Caso 1: d é ı́mpar.

Fixe ν ∈ Rd−2 e escolha tν ∈ Rd−2 tal que ψk,d−2(ν) = tν . Segue do Lema 3.14 que

−ukη−ν = ξNνvtν para um único Nν ∈ Rd = {0, ..., d − 1} bem como, se escolhemos,

jν = ϕ0,d(Nν + i) ∈ Rd então L1
k,i ∩ L2

tν ,jν 6= ∅. Assim, considere a função:

Ω : Rd−2 −→ Υ2
l

ν 7−→ L2
tν ,jν
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Afirmação 1: Ω é injetiva.

De fato, considere ν, ν1 ∈ Rd−2 tais que Ω(ν) = Ω(ν1). Ou seja L2
tν ,jν = L2

tν1 ,jν1
então

tν = tν1 e jν = jν1 . Lembremos que tν = ψk,d−2(ν) e tν1 = ψk,d−2(ν1). Como ψk,d−2 é

injetiva segue que ν = ν1.

Afirmação 2: Ω é sobrejetiva.

Considere L2
t,j ∈ L2 tal que L1

k,i ∩ L2
t,j 6= ∅. Logo (ξi−jukv

−1
t )d−2 = −1, assim:

ξi−jukv
−1
t = −ην para um único ν ∈ Rd−2. (3.6)

A seguir mostraremos que Ω(ν) = L2
t,j. Sabemos que Ω(ν) = L2

tν ,jν , com tν = ψk,d−2(ν)

e ϕ0,d(Nν + i) = jν . Note que elevando a equação (3.6) a potência d e usando a unici-

dade do resto temos que t = tν . Por outro lado, do Lema 3.11 conclúımos que j = jν .

Caso 2: d é par.

Escolha η0 ∈ C como no Lema 3.12. Considere R′d−2 = {0, 1, ..., d
2
− 2} e R′′d−2 =

Rd−2 −R′d−2 = {d
2
− 1, ..., d− 3}.

Para cada ν ∈ Rd−2 vamos definir Ω(ν) = L2
tν ,jν ∈ Υ2

l com l = L1
k,i da seguinte

forma: considere tν = ψk+ν0,d−2(ν). Assim do Lema 3.14 temos que η−1
0 ukη

ν = ξNνvtν

para um único Nν ∈ Rd. A seguir considere jν = ϕd(Nν+i), se ν ∈ R′d−2, caso contrário

ν = ν1 +
d− 2

2
com ν1 ∈ R′d−2 e definimos jν =

{
jν1 + d

2
se jν1 ∈ R′d

jν1 − d
2

se jν1 ∈ R′′d
.

Note que Ω está bem definida pois Ω(ν) = L2
tν ,jν ∈ Υ2

l pelo item 3 no Lema

3.14. Agora vamos analisar a injetividade da Ω. Dados ν, ν ′ ∈ Rd−2, temos três

possibilidades:

1. ν, ν ′ ∈ R′d−2

2. ν ∈ R′d−2 e ν ′ ∈ R′′d−2

3. ν, ν ′ ∈ R′′d−2

Vejamos:

1 Se Ω(ν) = Ω(ν ′) então L2
tν ,jν = L2

tν′ ,jν′
, assim tν = tν′ . Como ψk+ν0,d−2 restrita a

R′d−2 é injetiva, segue que ν = ν ′.

2 Note que ν 6= ν ′. E neste caso queremos mostrar que Ωl(ν) 6= Ωl(ν
′). Note

que Ωl(ν) 6= Ωl(ν
′) se e somente se tν 6= tν′ ou jν 6= jν′ . Se tν = tν′ segue que

ν ′ = ν +
d− 2

2
∈ R′′d−2, e pela definição de Ωl segue que jν′ = jν ± d

2
. Portanto,

jν 6= jν′ , como queŕıamos.

3 Dados ν, ν ′ ∈ R′′d−2. Verifica-se que ν = ν1 +
d

2
e ν ′ = ν ′1 +

d

2
. Além disso, tν = tν1

e t′ν = tν′1 . Se Ω(ν) = Ω(ν ′), segue que tν = tν′ e jν = jν′ . Logo tν1 = tν′1 e pela
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

injetividade de ψk+ν0 restrita a R′d−2, conclúımos que ν1 = ν ′1. Logo ν = ν ′.

Isso mostra a injetividade da Ω.

Vamos mostrar que Ω é sobrejetora. Dado m = L2
t,j ∈ Υ2

l queremos achar ν ∈ Rd−2

tal que Ωl(ν) = L2
tν ,jν = m, isto é t = tν e j = jν . Pela definição da Ω temos que

k + ν0 + 2ν = q(d − 2) + t, isto é, t − (k + ν0) = (−q)(d − 2) + 2ν. Pelo Lema 3.12

temos que ν0 é ı́mpar e pelo Lema 3.15 temos que k e t tem paridades distintas, deste

modo conclúımos que t e k + ν0 tem a mesma paridade logo t− (k + ν0) é par. Assim,

o resto da divisão de t − (k + ν0) por d − 2 é par digamos 2ν com 0 ≤ ν ≤ d

2
− 2.

Assim ψk+ν0(ν) = t = tν e Ωl(ν) = L2
tν ,jν = L2

t,jν . Por outro lado m e Ωl(ν) ∈ Υ2
l ,

assim do Lema 3.11 segue que j = jν ou |j − jν | =
d

2
. Se j = jν não temos nada a

provar, segue que Ωl(ν) = m. Caso contrário temos que j = jν +
d

2
ou j = jν −

d

2
.

Seja µ = ν +
d− 2

2
∈ R′′d−2, pela definição da nossa função temos que jµ = jν +

d

2
ou

jµ = jν −
d

2
, deste modo conclúımos que j = jµ. Logo Ωl(µ) = m como queŕıamos.

Corolário 3.17. Com as notações acima. Verifica-se que: #Υ1
m = #Υ2

l = d− 2 para

todo l ∈ L1 e m ∈ L2.

No que segue do texto para cada k ∈ Rd−2 seja Lik = {Lik,s ∈ Li | s ∈ Rd} com

i = 1, 2.

Corolário 3.18. Fixe l = L1
k,i ∈ L1 e t ∈ Rd−2 Verifica-se que:

1. Se d é ı́mpar então #(Υ2
l ∩ L2

t ) = 1.

2. Se d é par temos que: #(Υ2
l ∩ L2

t ) =

{
0 se t e k tem a mesma paridade

2 se caso contrário

Demonstração. Temos l = L1
k,i, vamos analisar se:

1. d é ı́mpar;

Observe que ψk,d−2 : Rd−2 −→ Rd−2 é um bijeção no caso d ı́mpar. Assim, dado

t ∈ Rd−2 existe um único ν ∈ Rd−2 de modo que ψk,d−2(ν) = tν = t. Agora segue

da Proposição 3.16 que Ωl(ν) = L2
t,jν ∈ Υ2

l , portanto #(Υ2
l ∩L2

t ) ≥ 1. Entretanto,

segue do Lema 3.11 que dita reta em Υ2
l é única. Logo, #(Υ2

l ∩ L2
t ) = 1.

2. d é par;

Do Lema 3.15 temos que Υ2
l ∩Υ2

t = ∅ se k e t tem a mesma paridade. Agora se

t e k tem paridade distintas e L2
t,j, L

2
t,j1
∈ Υ2

l . Segue do Lema 3.11 que j = j1 ou

|j − j1| = d
2
. Logo, #(Υ2

l ∩ L2
t ) = 2.

44



3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Observações 3.1. Se d é par, l = L1
k,i e l1 = L1

k1,i1
tal que k e k1 tem paridades

distintas então Υ2
l ∩Υ2

l1
= ∅.

Lema 3.19. Considere l = L1
k,i e l1 = L1

k,i1
com i 6= i1. Verifica-se que:

1. Υ2
l ∩Υ2

l1
= ∅ se d é ı́mpar.

2. Υ2
l ∩Υ2

l1
=

{
∅ se |i− i1| 6= d

2

Υ2
l = Υ2

l1
se |i− i1| = d

2

se d é par.

Demonstração. Suponhamos que Υ2
l ∩Υ2

l1
6= ∅. Considere m = L2

t,j ∈ Υ2
l ∩Υ2

l1
. Como

m ∩ l 6= ∅ e m ∩ l1 6= ∅ temos que: ξ2jv2
t η

t = ξ2iu2
kη

k e ξ2jv2
t η

t = ξ2i1u2
kη

k, logo

2(i− i1) = dq para algum q ∈ Z. Vamos dividir em casos:

1. d é ı́mpar;

Neste caso temos que i− i1 = d q
2
. Como 0 ≤ i, i1 ≤ d−1, |i− i1| ≤ d−1, absurdo

pois i 6= i1.

2. d é par;

Como 2(i − i1) = dq para algum q ∈ Z segue que i − i1 = q d
2
, isto nos diz que:

i = i1 ou |i − i1| =
d

2
, como por hipótese temos i 6= i1 segue que |i − i1| =

d

2
.

Logo, Υ2
l ∩ Υ2

l1
= ∅ se |i − i1| 6= d

2
. Se |i − i1| = d

2
, suponha que i1 = i +

d

2
, dai

temos que l = L1
k,i e l1 = L1

k,i+ d
2

. E neste caso:

m ∈ Υ2
l ⇔ ξ2jv2

t η
t = ξ2iu2

kη
k e m ∈ Υ2

l1
⇔ ξ2jv2

t ηt = ξ2(i+ d
2

)u2
kη

k.

Portanto, Υ2
l = Υ2

l1
.

Proposição 3.20. Considere C ⊂ Υ(Sd) formado por retas duas a duas disjuntas e

não vazio. Sejam ni = #Ci com i = 0, 1, 2 sendo Ci = C ∩ Li, sendo L0 = LΦ.

Verifica-se que:

1. n0 ≤ d e ni ≤ d(d− 2) se i = 1, 2.

2. n1 + n2 ≤ d(d− 2) se d é ı́mpar.

3. n1 + n2 ≤ d(d− 2) +
d

2
(d− 2) se d é par.

4. n0 + ni ≤ d(d− 2) + 4 se i = 1, 2.

5. #C ≤ d(d− 2) + 4 se d é ı́mpar.
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

6. #C ≤ d(d− 2) +
d2

2
se d é par.

Demonstração. 1. Veja Corolário 3.17.

2. Se n1 = 0 ou n2 = 0 segue do item (1). Para cada k ∈ Rd−2 considere Lik =

{Lik,j ∈ Li|j ∈ Rd} com i = 1, 2. Note que para i = 1, 2 temos:

Li = Li0∪̇Li1∪̇...∪̇Lid−3.

Assim:

C1 = C0
1 ∪̇C1

1 ∪̇...∪̇Cd−3
1 sendo Ck

1 = C1 ∩ L1
k.

Seja α1 = max{#Ck
1 | k ∈ Rd−2}. Logo, n1 ≤ α1(d − 2). Considere k1 ∈ Rd−2

tal que #Ck1
1 = α1. Note que Ck1

1 ⊂ L1
k1

. Se l ∈ Ck1
1 então Υ2

l ∩ C2 = ∅. Assim,

C2 ⊂ L2−
⋃
l∈Ck11

Υ2
l . Segue que n2 ≤ d(d− 2)−α1(d− 2) pois

⋃
l∈Ck11

Υ2
l é uma

união disjunta. Assim, n1 + n2 ≤ d(d− 2) como queŕıamos.

3. Procedendo como no item (2), temos que C2 ⊂ L2 −
⋃
l∈Ck1 Υ2

l . Note que se

l = L1
k1,i

e l1 = L2
k1,i1
∈ Ck1

1 então pelo Lema 3.19 temos que Υ2
l ∩ Υ2

l1
= ∅ se

|i− i1| 6=
d

2
e Υ2

l = Υ2
l1

se |i− i1| =
d

2
.

Assim, as retas em Ck1
1 podem ser dispostas numa matriz 2× d

2
onde nem todas

as entradas desta matriz serão ocupadas, pode haver casos em que uma coluna

possua 0,1 ou 2 retas, o nosso objetivo é contar essas retas. Temos:

x

��
y // L1

k1,0
L1
k1,1

L1
k1,2

... L1
k1,

d
2
−1

L1
k1,

d
2

L1
k1,

d
2

+1
... L1

k1,d−2 L1
k1,d−1

Definimos:

x =
1

2
#

{
(i, i1) ∈ R2

d | L1
k1,i
, L1

k1,i1
∈ Ck1

1 com |i− i1| =
d

2

}

y = #

{
i ∈ Rd | L1

k1,i
∈ Ck1

1 e L1
k1,i1

/∈ Ck1
1 para i1 ∈ Rd; |i− i1| =

d

2

}
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3. Cotas para r(Sd) se d 6= 6

Assim, α1 = 2x + y. Logo, #
⋃
l∈Ck11

Υ2
l = y(d − 2) + x(d − 2). Então n2 ≤

d(d− 2)− (x+ y)(d− 2). Logo,

n1 + n2 ≤ α1(d− 2) + d(d− 2)− (x+ y)(d− 2)

= d(d− 2) + (α1 − x− y)(d− 2)

= d(d− 2) + x(d− 2).

Segue que n1 + n2 ≤ d(d− 2) +
d

2
(d− 2).

4. Temos dois casos para analisar:

n0 ≤ 4: Usando o item (1) obtemos que n0 + ni ≤ 4 + d(d− 2).

n0 ≥ 5: Existe l = LPI ,QJ ∈ C0. Pelo Lema 3.5 existem k1, k2 ∈ Rd−2 tais que l

encontra todas as retas em L1
k1

e L2
k2

respectivamente. Note que Ci ⊂ Li − Liki
para i = 1, 2. Assim, ni ≤ d(d− 2)− d. Logo, n0 + ni ≤ d(d− 2) + 4 se i = 1, 2.

5. Temos dois casos para analisar:

n0 ≤ 4: Usando o item (1) e (2) obtemos que #C ≤ d(d− 2) + 4 se d é ı́mpar.

n0 ≥ 5: Procedendo como no item 2, e lembrando que para cada l ∈ Cµ1
1 , a

famı́lia Υ2
l consiste exatamente de d − 2 retas que interceptam l. Além disso

temos que #(Υ2
l ∩ L2

k2
) = 1 e sabendo que C2 ∩ L2

k2
= ∅ temos que C2 ⊂

L2−L2
k2
−
⋃
l∈Cµ11

(Υ2
l −L2

k2
) donde conclúımos que n2 ≤ d(d−2)−d−α1(d−3),

segue que n1 + n2 ≤ α1(d− 3) + d(d− 2)− α1(d− 3) = d(d− 2)− d. Portanto,

#C ≤ d(d− 2) + 4 se d é ı́mpar.

6. Existe L = LPI ,QJ ∈ C0. Pelo Lema 3.5 existem k1 e k2 tais que L encontra todas

as retas em L1
k1

e L2
k2

respectivamente, segue que C1
k1
6= ∅, assim n1 ≤ α1(d− 3).

Segue que C2 ⊂ L2 − L2
k2
−
(⋃

l∈Cβ11
(Υ2

l − L2
k1

)
)

. Segue do Corolário 3.18 que

#(Υ2
l ∩ L2

k1
) = 0 para todo l ∈ Cβ1

1 ou #(Υ2
l ∩ L2

k1
)=2 para todo l ∈ Cβ1

1 . Neste

aspecto temos dois casos para analisar:

Caso 1: #(Υ2
l ∩ L2

k1
) = 0 ∀ l ∈ Cβ1

1 .

Neste caso, temos que #
(⋃

l∈Cβ11
(Υ2

l − L2
k1

)
)

= (x+ y)(d− 2). Temos que:

n0 + n1 + n2 ≤ d+ α1(d− 3) + d(d− 2)− (d− 2)− (x+ y)(d− 2)

= d(d− 2) + 2 + α1d− 3α1 − (α1 + x)(d− 2)

= d(d− 2) + 2− α1 + x(d− 2)

≤ d(d− 2) +
d

2
(d− 2) + 2− α1

= d(d− 2) +
d2

2
+ 2− d− α1
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Portanto, n0 + n1 + n2 ≤ d(d− 2) +
d2

2
.

Caso 2: #(Υ2
l ∩ L2

k1
) = 2 ∀ l ∈ Cβ1

1 .

Neste caso, temos que #
(⋃

l∈Cβ11
(Υ2

l − L2
k1

)
)

= (x+ y)(d− 4). Temos que:

n0 + n1 + n2 ≤ d+ α1(d− 3) + d(d− 2)− (d− 2)− (x+ y)(d− 4)

= d(d− 2) + α1d− 3α1 + 2− α1d+ 4α1 + x(d− 4)

= d(d− 2) + 2 + α1 + x(d− 4)

≤ d(d− 2) + 2 + d+
d

2
(d− 4)

= d(d− 2) + 2− d+
d2

2

Portanto, n0 + n1 + n2 ≤ d(d− 2) +
d2

2
.

Em todo caso, temos que #C ≤ d(d− 2) +
d2

2
.

Teorema 3.21. Se Sd ⊂ P3 é a superf́ıcie não singular de grau d definida por:

x0x1(xd−2
0 − xd−2

1 ) + x2x3(xd−2
2 − xd−2

3 ) = 0. Então r(Sd) = d(d − 2) + 4 se d ≥ 5

é ı́mpar e d(d− 2) + 4 ≤ r(Sd) ≤ d(d− 2) +
d2

2
se d é par, com d 6= 6.
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Caṕıtulo 4

Estimativas para r(S6)

Lembremos que S6 é definida por x0x1(x4
0 − x4

1) − x2x3(x4
2 − x4

3) e que o conjunto

das retas l em S6 é estratificado pela condição: l∩L 6= ∅ ou l∩L = ∅ se L = Z(x2, x3).

De fato, a partir dos resultados provados no Caṕıtulo 2, temos que: toda reta que

encontra L também encontra M = Z(x0, x1) (tais retas formam o conjunto LΦ) e

que as retas de S6 disjuntas de L são determinadas pelos automorfismos de ΓC sendo

C = Z(x0y0(x4
0 − y4

0)) ⊂ P1. Assim, o que segue do texto é dedicado à determinação

dessas retas e ao estudo das intersecções com o objetivo de calcular r(S6).

4.1 Descrevendo os elementos de LΦ

As retas em Lφ são da forma LPQ com P ∈ S6 ∩ L e Q ∈ S6 ∩M , ilustrados na

próxima figura:

Assim,

LΦ = {LAC , LAD, LAQI , LBC , LBD, LBQI , LPIC , LPID, LPIQJ} com I, J ∈ {0, 1, 2, 3}.
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4. Estimativas para r(S6)

De fato, a descrição dessas retas em termos dos subespaços que as determinam é

dada por:

Reta LXY Subespaço WXY

LAC = P(WAC) WAC = [(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)]
LAD = P(WAC) WAD = [(1,0,0,0),(0,0,0,1)]
LAQI = P(WAQI ) WAQI = [(1,0,0,0),(0,0,iI ,1)]
LBC = P(WBC) WBC = [(0,1,0,0),(0,0,1,0)]
LBD = P(WBD) WBD = [(0,1,0,0),(0,0,0,1)]
LBQI = P(WBQI ) WBQI = [(0,1,0,0),(0,0,iI ,1)]
LPIC = P(WPIC) WPIC = [(iI ,1,0,0),(0,0,1,0)]
LPID = P(WPIC) WPID = [(iI ,1,0,0),(0,0,0,1)]
LPIQJ = P(WPIQJ ) WPIQJ = [(iI ,1,0,0),(0,0,iJ ,1)]

4.2 Descrição dos elementos do grupo ΓC

Segue do Teorema 2.13 que ΓC ∼= S4. No que segue descreveremos os elementos de

ΓC a partir dos geradores de ϕ, ψ e σ. Considere ϕ e ψ automorfismos de P1 dados por

ϕ([u : v]) = [iu : v] e ψ([u : v]) = [v : u]. Note que ϕ, ψ ∈ ΓC . Além disso ord(ϕ) = 4,

ord(ψ) = 2 e verifica-se que ψ ◦ ϕ = ϕ3 ◦ ψ, deste modo temos que 〈ϕ, ψ〉 ∼= D4 e

〈ϕ, ψ〉 ≤ ΓC de ordem 8.

Considere o automorfismo σ em P1 dado por σ([u : v]) = [u+ iv : u− iv], verifica-se

que σ ∈ ΓC e ord(σ) = 3. Temos que ΓC = D0
4 ∪̇ D1

4 ∪̇ D2
4, sendo D0

4, D1
4 e D2

4 as

classes laterais de idP1 , σ e σ2 no grupo quociente
ΓC
〈ϕ, ψ〉

. De fato:

D0
4 = {id, ϕ, ϕ2, ϕ3, ψ, ψ ◦ ϕ, ψ ◦ ϕ2, ψ ◦ ϕ3}.

D1
4 = {σ, σ ◦ ϕ, σ ◦ ϕ2, σ ◦ ϕ3, σ ◦ ψ, σ ◦ ψ ◦ ϕ, σ ◦ ψ ◦ ϕ2, σ ◦ ψ ◦ ϕ3}.

D2
4 = {σ2, σ2 ◦ ϕ, σ2 ◦ ϕ2, σ2 ◦ ϕ3, σ2 ◦ ψ, σ2 ◦ ψ ◦ ϕ, σ2 ◦ ψ ◦ ϕ2, σ2 ◦ ψ ◦ ϕ3}.

Note que cada elemento de ΓC é representado da forma σI ◦ ψJ ◦ ϕK sendo I ∈
{0, 1, 2}, J ∈ {0, 1} e K ∈ {0, 1, 2, 3}.

4.3 Descrição das retas determinadas pelos auto-

morfismos em ΓC

No que segue do texto vamos considerar ξ =
1 +
√

3i

2
ráız primitiva 6−ésima da

unidade. Lembremos que se T ([z : w]) = [αz + βw : γz + δw] ∈ ΓC então existe u ∈ C
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4. Estimativas para r(S6)

tal que a reta Mu =

{
x = u(αz + βw)

y = u(γz + δw)
está contida em S6.

Além disso, após fixar u ∈ C satisfazendo a condição acima, obtemos as seguintes

6 retas em S6:

Mj =

{
x = ξju(αz + βw)

y = ξju(γz + δw)
, tal que 0 ≤ j ≤ 5 .

O conjunto das retas contidas em S6 determinadas pelos automorfismos em Dj
4 será

denotado por Lj com j ∈ {0, 1, 2}. De fato, a partir dos resultados do Caṕıtulo 2 temos

que:

Proposição 4.1. Seja S6 = Z(f) com f = x0x1(x4
0−x1)+x2x3(x4

2−x3). Verifica-se que

Υ(S6) = LΦ∪L0∪L1∪L2, sendo Li para i = 0, 1, 2 o conjunto das retas determinadas

pelos automorfismos em Di
4.

L0 Retas determinadas pelos elementos de D0
4

Temos D0
4 = {id, ϕ, ϕ2, ϕ3, ψ, ψ ◦ ϕ, ψ ◦ ϕ2, ψ ◦ ϕ3} com:

id([z : w]) = [z : w],

ϕ([z : w]) = [iz : w],

ϕ2([z : w]) = [−z : w],

ϕ3([z : w]) = [−iz : w],

ψ([z : w]) = [w : z],

ψ ◦ ϕ([z : w]) = [w : iz],

ψ ◦ ϕ2([z : w]) = [w : −z],

ψ ◦ ϕ3([z : w]) = [w : −iz].

Para cada automorfismo acima podemos encontrar u ∈ C tal que Mu ⊂ S6. Por

exemplo, se considerarmos T = id então existe u tal que Mu ⊂ S6, com:

Mu =

{
x = uz

y = uw
.

Se e somente se (u6 − 1)zw(z4 − w4) = 0, o que ocorre se e somente se u6 = 1.

Procedendo de forma análoga com os demais automorfismos, obtemos:

T Mu ⊂ S6 se u6 = I J K
id 1 0 0 0
ϕ −i 0 0 1
ϕ2 -1 0 0 2
ϕ3 i 0 0 3
ψ -1 0 1 0

ψ ◦ ϕ i 0 1 1
ψ ◦ ϕ2 1 0 1 2
ψ ◦ ϕ3 −i 0 1 3

Tabela 4.1: Existência de u ∈ C tal que Mu ⊂ S6 e Mu ∈ L0
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Deste modo, usando valores de u ∈ C escolhidos satisfazendo u6 = a, com a indicado

na 2a coluna da Tabela 4.1 podemos obter as retas L0
JKj com J ∈ {0, 1}, K ∈ {0, 1, 2, 3}

e j ∈ {0, ..., 5} da seguinte forma:

De fato, se considerarmos T = id e escolhemos u ∈ C tal que u6 = 1, dai temos:

L0
00j =

{
x = ξjuz

y = ξjuw
com 0 ≤ j ≤ 5,

cujos pontos são da forma [ξjuz : ξjuw : z : w]. Segue que: L0
00j = P(W 0

00j) com W 0
00j =

[(ξju, 0, 1, 0), (0, ξju, 0, 1)]. Procedendo de forma análoga com os demais automorfismos,

conclúımos que:

L0 = {L0
00j, L

0
12j, L

0
01j, L

0
13j, L

0
02j, L

0
10j, L

0
03j, L

0
11j}5

j=0, sendo:

L0
0αj ≡

[
iαξjuα 0 1 0

0 ξjuα 0 1

]
com u6

α = (−i)α

L0
1αj ≡

[
0 iαξjvα 1 0

ξjvα 0 0 1

]
com v6

α = −(−i)α

com α ∈ {0, ..., 3} e j ∈ {0, ..., 5}.

L1 Retas determinadas pelos elementos de D1
4

Sabemos que D1
4 = {σ, σ◦ϕ, σ◦ϕ2, σ◦ϕ3, σ◦ψ, σ◦ψ◦ϕ, σ◦ψ◦ϕ2, σ◦ψ◦ϕ3} onde:

σ([z : w]) = [z + iw : z − iw],

σ ◦ ϕ([z : w]) = [z + w : z − w],

σ ◦ ϕ2([z : w]) = [z − iw : z + iw],

σ ◦ ϕ3([z : w]) = [z − w : z + w],

σ ◦ ψ([z : w]) = [w + iz : w − iz],

σ ◦ ψ ◦ ϕ([z : w]) = [w − z : w + z],

σ ◦ ψ ◦ ϕ2([z : w]) = [w − iz : w + iz],

σ ◦ ψ ◦ ϕ3([z : w]) = [w + z : w − z].

Para cada automorfismo acima podemos encontrar u ∈ C tal que Mu ⊂ S6. Por

exemplo, se considerarmos T = σ temos que T ([z : w]) = [z + iw : z − iw] então existe

u tal que Mu ⊂ S6 sendo:

Mu =

{
x = u(z + iw)

y = u(z − iw)
.

Sempre que i(8u6 + i)zw(z − w)(z + w)(w2 + z2) = 0, o que ocorre se e somente se
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u6 = − i
8

. De forma análoga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

T Mu ⊂ S6 se u6 = I J K
σ −i/8 1 0 0

σ ◦ ϕ 1/8 1 0 1
σ ◦ ϕ2 i/8 1 0 2
σ ◦ ϕ3 −1/8 1 0 3
σ ◦ ψ i/8 1 1 0

σ ◦ ψ ◦ ϕ 1/8 1 1 1
σ ◦ ψ ◦ ϕ2 −i/8 1 1 2
σ ◦ ψ ◦ ϕ3 −1/8 1 1 3

Tabela 4.2: Existência de u ∈ C tal que Mu ⊂ S6 e Mu ∈ L1

Deste modo, escolhendo u ∈ C de modo que u6 = a conforme a Tabela 4.2 podemos

obter as retas em L1 da seguinte forma:

Se considerarmos T = σ temos σ([z : w]) = [z + iw : z − iw], e u ∈ C tal que u6 = − i
8

obtemos L1
00j ⊂ S6 dada por:

L1
00j =

{
x = ξju(z + iw)

y = ξju(z − iw)
com 0 ≤ j ≤ 5,

cujos pontos podem ser escritos na forma [ξju(z+ iw) : ξju(z− iw) : z : w]. Segue que:

L1
00j = P(W 1

00j) com W 1
00j = [(ξju, ξju, 1, 0), (ξjui,−ξjui, 0, 1)]. De forma análoga

fazemos isso para os demais automorfismos e obtemos:

L1 = {L1
00j, L

1
12j, L

1
01j, L

1
11j, L

1
02j, L

1
10j, L

1
03j, L

1
13j}5

j=0, sendo

L1
0αj ≡

[
ξjuα ξjuα 1 0

(−i)α−1ξjuα (−i)α+1ξjuα 0 1

]
com u6

α =
iα−1

8

L1
1αj ≡

[
iα+1ξjvα iα−1ξjvα 1 0

ξjvα ξjvα 0 1

]
com v6

α =
(−i)α−1

8

com α ∈ {0, ..., 3} e j ∈ {0, ..., 5}.
L2 Retas determinadas pelos elementos de D1

4

Sabemos queD2
4 = {σ2, σ2◦ϕ, σ2◦ϕ2, σ2◦ϕ3, σ2◦ψ, σ2◦ψ◦ϕ, σ2◦ψ◦ϕ2, σ2◦ψ◦ϕ3}

53



4. Estimativas para r(S6)

onde:
σ2([z : w]) = [z + w : (z − w)(−i)],

σ2 ◦ ϕ([z : w]) = [iz + w : z + iw],

σ2 ◦ ϕ2([z : w]) = [z − w : i(z + w)],

σ2 ◦ ϕ3([z : w]) = [−iz + w : −z + iw],

σ2 ◦ ψ([z : w]) = [z + w : (z − w)i],

σ2 ◦ ψ ◦ ϕ([z : w]) = [w + iz : −iw − z],

σ2 ◦ ψ ◦ ϕ2([z : w]) = [w − z : (−i)(w + z)],

σ2 ◦ ψ ◦ ϕ3([z : w]) = [w − iz : −iw + z].

Para cada automorfismo acima podemos encontrar u ∈ C tal que Mu ⊂ S6. Por

exemplo, se considerarmos T = σ2 temos que T ([z : w]) = [z + w : (z − w)(−i)] então

existe u tal que Mu ⊂ S6 com

Mu =

{
x = u(z + w)

y = u(z − w)(−i)
.

Sempre que i(8u6 − i)zw(z − w)(z + w)(w2 + z2) = 0, o que ocorre se e somente se

u6 =
i

8
. De forma análoga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

T Mu ⊂ S6 se u6 = I J K
σ2 i/8 2 0 0

σ2 ◦ ϕ 1/8 2 0 1
σ2 ◦ ϕ2 −i/8 2 0 2
σ2 ◦ ϕ3 −1/8 2 0 3
σ2 ◦ ψ −i/8 2 1 0

σ2 ◦ ψ ◦ ϕ −1/8 2 1 1
σ2 ◦ ψ ◦ ϕ2 i/8 2 1 2
σ2 ◦ ψ ◦ ϕ3 1/8 2 1 3

Tabela 4.3: Existência de u ∈ C tal que Mu ⊂ S6 e Mu ∈ L2

Deste modo, escolhendo u ∈ C tal que u6 = a conforme a Tabela 4.3 podemos obter

as retas de L2 da seguinte forma:

Se considerarmos T = σ2 temos σ2([z : w]) = [z + w : (z − w)(−i)], e u ∈ C tal que

u6 =
i

8
, dáı temos:

L2
00j =

{
x = ξju(z + w)

y = ξju(z − w)(−i)
com 0 ≤ j ≤ 5,

cujos pontos são da forma [ξju(z + w) : ξju(z − w)(−i) : z : w].

Segue que: L2
00j = P(W 2

00j) com W 2
00j = [(ξju,−iξju, 1, 0), (ξju, iξju, 0, 1)]. De
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forma análoga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

L2 = {L2
00j, L

2
12j, L

2
01j, L

2
13j, L

2
02j, L

2
10j, L

2
03j, L

2
11j}5

j=0, sendo,

L2
0αj ≡

[
iαξjuα iα−1ξjuα 1 0

ξjuα iξjuα 0 1

]
com u6

α =
(−i)α−1

8

L2
1αj ≡

[
iαξjvα iα+1ξjvα 1 0

ξjvα −iξjvα 0 1

]
com v6

α =
(−i)α+1

8

com α ∈ {0, ..., 3} e j ∈ {0, ..., 5}.

Observações 4.1. Considere Li =
⋃
Liab sendo Liab = {Liabk | 0 ≤ k ≤ 5} com

i ∈ {0, 1, 2}. Dizemos que Liab e Ljcd são disjuntas se para toda l ∈ Liab e m ∈ Ljcd

verifica-se que l ∩m = ∅. Do contrário dizemos que elas não são disjuntas.

Para facilitar nosso estudo, no que segue do texto fixaremos os seguintes valores

para uα e vα.

L0
0α L0

1α L1
0α L1

1α L2
0α L2

1α

α uα vα uα vα uα vα

0 1 i i
1
2√
2

i
3
2√
2

i
3
2√
2

i
1
2√
2

1 i
1
2 i

3
2

1√
2

1√
2

1√
2

i√
2

2 i 1 i
3
2√
2

i
1
2√
2

i
1
2√
2

i
3
2√
2

3 i
3
2 i

1
2

i√
2

i√
2

i√
2

1√
2

Tabela 4.4: Valores de uα e vα para Li com i ∈ {0, 1, 2}

4.4 Estudando as intersecções

O nosso objetivo neste momento é estudar a intersecção entre as retas nas famı́lias

Li e Lj com 0 ≤ i ≤ j ≤ 2. De fato, verifica-se que se l = Liαβt ∈ Li e m = Ljα1,β1k
∈ Lj

forem determinadas por zβ, ωβ1 ∈ C com zβ ∈ {uβ, vβ} relativos a Li e ωβ1 ∈ {uβ1 , vβ1}

relativo a Lj na tabela 4.4 tem-se que: l ∩ m 6= ∅ ⇔ ξkωβ1
ξjzβ

for a solução de uma

equação de grau 2 que descreveremos nas tabelas a seguir. (Usamos o pacote Maxima

na determinação dessas equações).
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Intersecção Equação
L0

0αj ∩ L0
0βk iα − (iα + iβ)x+ iβx2 = 0

L0
0αj ∩ L0

1βk iα − iβx2 = 0

L0
1αj ∩ L0

1βk −iα + (iα + ıβ)x− iβx2 = 0

Tabela 4.5: Intersecção das retas em L0

Intersecção Equação
L1

0αj ∩ L1
0βk 2i(−i)α − i((−i)α − (−i)β)x+ 2i(−i)βx2 = 0

L1
0αj ∩ L1

1βk 2i(−i)α − ((−i)α−1 − iβ+1(−i)α+1)x− 2iβ−1x2 = 0

L1
1αj ∩ L1

1βk −2iα−1 − 2(iα−1 + iβ−1)x− 2iβ−1x2 = 0

Tabela 4.6: Intersecção das retas em L1

Intersecção Equação
L2

0αj ∩ L2
0βk −2iα−1 + 2(iα−1 − iβ−1)x− 2iβ−1x2 = 0

L2
0αj ∩ L2

1βk iα−1(i− 1) + (−2iα−1 + iβ(i− 1))x = 0

L2
1αj ∩ L2

1βk −2iα+1 + 2(iα−1 + iβ+1)x− 2iβ+1x2 = 0

Tabela 4.7: Intersecção das retas em L2

Intersecção Equação
L0

0αj ∩ L1
0βk −2i(−i)βx2 − (1 + (−i)β+3α+1)x+ iα = 0

L0
0αj ∩ L1

1βk 2i(i)βx2 − (iα + iβ+1)x+ iα = 0

L0
1αj ∩ L1

0βk −2i(−i)βx2 + (1 + iα+1+3β)x− iα = 0

L0
1αj ∩ L1

1βk 2i(i)βx2 + (iα + (−i)iβ)x− iα = 0

Tabela 4.8: Intersecção entre as retas de L0 e L1

Intersecção Equação
L0

0αj ∩ L2
0βk 2i(i)βx2 − (iβ + iα+1)x+ iα = 0

L0
0αj ∩ L2

1βk −2iβ+1x2 − (iβ − iβ+1)x+ iα = 0

L0
1αj ∩ L2

0βk 2iβ+1x2 + (iα − iβ+1)x− iα = 0

L0
1αj ∩ L2

1βk −2iβ+1x2 + (iα + iβ+1)x− iα = 0

Tabela 4.9: Intersecção entre as retas de L0 e L2

Intersecção Equação
L1

0αj ∩ L2
0βk 2iβ+1x2 + (1− i+ (1 + i)iβ(−i)α)x− 2i(−i)α = 0

L1
0αj ∩ L2

1βk −2iβ+1x2 + (1 + i+ (i− 1)iβ(−i)α)x− 2i(−i)α = 0

L1
1αj ∩ L2

0βk 2iβ+1x2 + (iα(1− i) + iβ(i+ 1))x+ 2iα+1 = 0

L1
1αj ∩ L2

0βk −2iβ+1x2 + (iα(1 + i) + iβ(1− i))x− 2iα+1 = 0

Tabela 4.10: Intersecção entre as retas de L1 e L2

Observações 4.2. No diagrama a seguir são indicadas pelas setas que saem de cada

reta as famı́lias que não são disjuntas. Por exemplo, L0
00 não é disjunta de L0

13 e L0
11.
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Além disso, de agora em diante usaremos as partições: L0 = A ∪ B, L1 = C ∪ D e

L2 = D ∪ E .

L0

A : L0
00

!!
**

L0
12

}} !!

L0
02

}} !!

L0
10

}}
ttB : L0

01 L0
13 L0

03 L0
11

L1

C : L1
00

!!
**

L1
12

}} !!

L1
02

}} !!

L1
10

}}
ttD : L1

01 L1
11 L1

03 L1
13

L2

E : L2
00

!!
**

L2
12

}} !!

L2
02

}} !!

L0
10

}}
ttF : L2

01 L2
13 L2

03 L2
11

Lema 4.2. Com as notações acima. Verifica-se que:

1. Para cada famı́lia Liab existem exatamente duas famı́lias Lia1b1 e Lia2b2 que não são

disjuntas de Liab.

2. Se Liab∩L
j
cd 6= ∅ então para cada reta l ∈ Liab verifica-se que #{m ∈ Ljcd | l∩m 6=

∅} = 2.

A demonstração do Lema acima segue do estudo das intersecções das retas em Li

e Lj.

Proposição 4.3. Verifica-se que Lνsαj ∩ Lνsα1j1
= ∅ para todo ν ∈ {0, 1, 2}, j, j1 ∈

{0, ..., 5}, s ∈ {0, 1} e α, α1 ∈ {0, ..., 3} se e somente se α 6= α1.

Demonstração. Vamos verificar a afirmação para ν = 0, os outros casos são feitos de

forma análoga.

Neste caso temos que:

L0
0αj∩L0

0α1j1
6= ∅ ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
iαξjuα 0 1 0

0 ξjuα 0 1

iα1ξj1uα1 0 1 0

0 ξj1uα1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (iαξjuα−iα1ξj1uα1)(ξ

juα−ξj1uα1) = 0.

Isso ocorre se e somente se iαξjuα = iα1ξj1uα1 ou ξjuα = ξj1uα1 . Elevando essas

igualdades à sexta potência obtemos iα = iα1 ou (−i)α = (−i)α1 o que ocorre se e

somente α = α1. De maneira análoga, fazemos para s = 1.
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Proposição 4.4. Verifica-se que Lν0αj∩Lν1βk = ∅ para todo ν ∈ {0, 1, 2}, j, k ∈ {0, ..., 5}
se e somente se α e β tem a mesma paridade.

Demonstração. Vamos verificar a afirmação para ν = 0, os outros casos são feitos de

forma análoga.

Temos que:

L0
0αj ∩ L0

1βk 6= ∅ ⇔ det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
iαξjuα 0 1 0

0 ξjuα 0 1

0 iβξkvβ 1 0

ξkvβ 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= iα(ξjuα)2 − iβ(ξkvβ)2 = 0.

Isso ocorre se e somente se iα−β =

(
ξkvβ
ξjuα

)2

. Elevando ao cubo e considerando que

u6
α = i3α e v6

β = i3β+2 conclúımos que (−1)1+β−α = 1 assim, 1 + β − α é par, logo α e

β tem paridades distintas.

Proposição 4.5. Para cada α, β ∈ {0, 1, 2, 3} considere l ∈ Lν0α e xαβ solução da 2a

equação nas tabelas 4.5, 4.6 e 4.7 se ν ∈ {0, 1, 2} respectivamente. Verifica-se que:

1. xαβ
uα
vβ
∈ 〈ξ〉 com uα, vβ relativos a Lν (na tabela 4.4) ⇔ α e β tem paridades

distintas.

2. Se α e β tem paridades distintas e ξk = xαβξ
j uα
vβ

então Lν1βk∩ l 6= ∅ sendo l = Lν0αj

e {m ∈ Lν1β | m ∩ l 6= ∅} = {Lν1βk, Lν1βk1} com |k − k1| = 3.

Demonstração. Vamos verificar as afirmações para ν = 0, os outros casos são feitos de

forma análoga.

1. Observe que (xαβ
uα
vβ

)6 = i3(α−β)i3(α−β)−2 = (−1)α−β−1 pois x2
αβ = iα−β, u6

α = i3α e

v6
β = i3β+2. De onde conclúımos que α−β−1 é par (ou seja, α e β tem paridades

distintas) se, e somente se xαβ
uα
vβ
∈ 〈ξ〉.

2. Assuma que ξk = xαβξ
j uα
vβ

. Neste caso, ξk−j
vβ
uα

é solução da equação x2 = iα−β.

Portanto l ∩ L0
1βk 6= ∅ (veja tabela 4.5). Considere que a paridade α e β de são

distintas e seja m = L0
1βk com k ∈ {0, ..., 5} uma das retas que encontra l. A

condição m∩l 6= ∅ implica que ξk−j
vβ
uα

é solução da equação x2 = iα−β. Tendo em

consideração que se xαβ é uma das soluções então −xαβ = ξ3xαβ é outra solução,

temos que: {m ∈ L0
1β | m ∩ l 6= ∅} = {L0

1βk, L
0
1βk1
} com |k − k1| = 3.
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Proposição 4.6. Considere l = Lν0αj e l1 = Lν0αj1 com ν ∈ {0, 1, 2} e j 6= j1. Para

cada β tal que α e β tem paridades distintas. Verifica-se:{
{m ∈ Lν1β | m ∩ l 6= ∅} = {m ∈ Lν1β | m ∩ l1 6= ∅} se |j − j1| = 3

{m ∈ Lν1β | m ∩ l 6= ∅} ∩ {m ∈ Lν1β | m ∩ l1 6= ∅} = ∅ se |j − j1| 6= 3

Demonstração. Vamos verificar a afirmação para ν = 0, os outros casos são feitos de

forma análoga.

Vamos analisar os dois casos:

|j − j1| = 3

Suponhamos que j = j1 + 3. Considere m = L0
1βk e xαβ uma das soluções da equação

x2 = iα−β. Sabemos que:

m ∩ l ⇔ ξk−j
vβ
uα

= xαβ ou ξk−j
vβ
uα

= ξ3xαβ

⇔ ξk−j1−3 vβ
uα

= xαβ ou ξk−j1−3 vβ
uα

= ξ3xαβ

⇔ ξk−j1
vβ
uα

= ξ3xαβ ou ξk−j1
vβ
uα

= xαβ

⇔ m ∩ l1 6= ∅

|j − j1| 6= 3

Considere m = L0
1βk. Suponha que m ∩ l 6= ∅ e m ∩ l1 6= ∅. Assim, ξk−j

vβ
uα

e ξk−j1
vβ
uα

são soluções da equação x2 = iα−β. De onde conclúımos que j = j1 ou |j− j1| = 3.

Observações 4.3. Considere µ, ν ∈ {0, 1}, a, a1 ∈ {0, 1} e α, α1 ∈ {0, 1, 2, 3} tais que

Lνaα ∩ Lµa1α1
6= ∅. Verifica-se que:

1. Fixadas 4 retas em Lνaα existem pelo menos 5 retas em Lµa1α1
se ν 6= µ.

2. Se L0
aαji

forem retas da famı́lia L0
aα que encontram exatamente 3 retas da famı́lia

L1
a1α1

dadas por L0
a1α1ki

. Verifica-se que j1, j2, j3 tem a mesma paridade e {k1, k2, k3} =

{0, ..., 5} − {j1, j2, j3}.

3. Usando as equações (nas tabelas 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10) e os valores de uα

e vα relativos a Lν na tabela 4.4, para estudar as intersecções chegamos numa

equação cujas ráızes são potências de ξ. Abaixo descreveremos os resultados

obtidos ao estudarmos a intersecção das famı́lias L0
00 e L1

00, as demais foram

feitas de maneira análoga e segue o mesmo racioćınio.

Queremos saber para quais valores de k, j, temos L0
00j ∩ L1

00k é não vazia. Como

vimos acima, isso irá ocorrer quando
ξkω0

ξjv0

(ω0 e v0 relativos a tabela 4.4) for a

solução da equação −2ix2 − (1 − i)x + 1 = 0 (veja tabela 4.8). Isto é, quando
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ξk−j for solução da equação 1 + (i− 1) i
1
2√
2
ξk−j + ξ2(k−j) = 0, cujas soluções são ξ

e ξ5. Segue que k − j = 1 ou k − j = 5. Assim,

j = 0 ⇒ k ∈ {1, 5}.
j = 1 ⇒ k ∈ {2, 0}.
j = 2 ⇒ k ∈ {3, 1}.

j = 3 ⇒ k ∈ {4, 2}.
j = 4 ⇒ k ∈ {3, 5}.
j = 5 ⇒ k ∈ {0, 4}.

Salientamos que essas contas foram feitas para cada famı́lia, no entanto omitire-

mos as mesmas, por ser mais uma parte técnica que segue o mesmo racioćınio

apresentado acima.

Teorema 4.7. Notações como na Proposição 4.1. Verifica-se que:

1. r(LΦ) = 6.

2. r(Li) = 24.

3. r(LΦ ∪ Li) = 30 para i = 0, 1, 2.

4. r(Li ∪ Lj) = 32.

5. r(S6) = 48.

Demonstração. 1. Ver Corolário 3.2 no Caṕıtulo 2.

2. i = 0

No que segue A e B indicam a união das retas listadas na 1a e 2a linhas. Con-

forme indicado no diagrama a seguir.

A : L0
00 L0

12 L0
02 L0

10

B : L0
01 L0

13 L0
03 L0

11

Salientamos, que também nos referimos a A e B como uma lista ordenada ou

ciclo.

Seja C ⊂ L0 formado por retas duas a duas disjuntas.

Caso 1: Existem α e β tais que #(C ∩ L0
αβ) ≥ 5. Neste caso, temos três

possibilidades para a cardinalidade de uma famı́lia L0
α1,β1

que antecede ou procede

L0
α,β.

• Para alguma delas (antecessor ou sucessor) #(C ∩ L0
α1β1

) ≥ 5. Neste caso

Conclúımos que C ∩ B = ∅.

L0 :
L0
αβ

0 0 0 0
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Logo #C ≤ 24.

• Caso contrário, ambas (antecessor ou sucessor) tem cardinalidade menor ou

igual a 4. Suponha que alguma delas satisfaz #(C ∩ L0
α1β1

) ≥ 3.

L0 : 4 L0
αβ 4 6

0 2 0 2

Logo #C ≤ 24.

• Caso contrário, a famı́lia que antecede e a que precede, verificam #(C ∩
L0
α1β1

) ≤ 2.

L0 : 2 L0
αβ 2 6

0 4 0 4

Logo #C ≤ 24.

Caso 2: Para todo α, β #(C ∩ L0
αβ) ≤ 4. Neste caso temos duas possibilidades,

a saber: #(C ∩ L0
αβ) ≤ 2 para todo α, β, logo #C ≤ 16 ou existe α e β, tal que

#(C ∩ L0
αβ) ≥ 3. Dai temos as seguintes possibilidades para a cardinalidade de

uma famı́lia L0
αβ1

que antecede ou procede L0
αβ:

• Para alguma delas verifica-se que #(C ∩ L0
α1β1

) ≥ 3, logo #C ≤ 24.

• Para ambas verifica-se que #(C ∩ L0
α1β1

) ≤ 2, logo #C ≤ 24.

Os casos para i = 1 e i = 2, deixaremos a cargo do leitor, vale salientar que segue

o mesmo racioćınio que i = 0.

3. Seja C ⊂ LΦ∪Li formado por retas duas a duas disjuntas. Temos que C = CΦ∪Ci
onde CΦ = LΦ∩C e Ci = Li∩C, deste modo temos que #C = #CΦ +#Ci ≤ 30.

Neste momento vamos exibir C ⊂ LΦ ∪ Li para cada i = 0, 1, 2 com #C = 30

para concluir a igualdade. Salientamos que as escolhas das retas em C decorrem

das informações nas Tabelas 4.11, 4.12 e 4.13, respectivamente para i = 0, 1, 2.

No que segue citaremos as famı́lias B,D e E na observação 4.2.

i = 0

Já sabemos que as retas {LAQ1 , LBQ3 , LP1C , LP3D} são disjuntas de todas as re-

tas de L0. Note que as retas LP0Q0 e LP2Q2 são duas a duas disjuntas da lista

B, assim temos que {LAQ1 , LBQ3 , LP1C , LP3D, LP0Q0 , LP2Q2}∪B é formado por 30

retas duas a duas disjuntas.

i = 1

Já sabemos que as retas {LAC , LBD, LP0Q0 , LP2Q2} são disjuntas de todas as
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retas de L1. Note que as retas LP1Q1 e LP3Q3 são duas a duas disjuntas da

lista C ou D, assim temos que {LAC , LBD, LP0Q0 , LP2Q2 , LP1Q1 , LP3Q3} ∪ C ou

{LAC , LBD, LP0Q0 , LP2Q2 , LP1Q1 , LP3Q3} ∪ D é formado por 30 retas duas a duas

disjuntas.

i = 2

Já sabemos que as retas {LAC , LBD, LP1Q1 , LP3Q3} são disjuntas de todas as re-

tas de L2. Note que as retas LP0Q0 e LP2Q2 são duas a duas disjuntas da lista

E , assim temos que {LAC , LBD, LP1Q1 , LP3Q3 , LP0Q0 , LP2Q2} ∪ E é formado por 30

retas duas a duas disjuntas.

Logo, r(LΦ ∪ Li) = 30 para i = 0, 1, 2.

4. Mostraremos que r(L0 ∪L1) = 32. Deixaremos os outros casos a cargo do leitor.

Seja C ⊆ L0 ∪ L1 formado por retas duas a duas disjuntas. Temos que C =

(C ∩ L0)∪̇(C ∩ L1). Se C ∩ Li = ∅ para algum i ∈ {0, 1} então #C ≤ 24. Assim

vamos assumir que C ∩ Li 6= ∅ para i ∈ {0, 1}.
Caso 1: Existe α, β, ν tal que #(C ∩ Lναβ) ≥ 5.

Sem perda de generalidade assuma que α = β = ν = 0, ou seja, #(C ∩L0
00) ≥ 5.

Neste caso as retas em C ∩ L0
00 encontram todas as retas de L1 − (L1

03∪̇L1
13).

Seja x = #(C ∩ L1
03) e y = #(C ∩ L1

13). No diagrama a seguir são indicadas a

contagem das retas em C ∩ Lνα,β para ν = 0, 1.

L0 : ≥ 5

0 0

L1 : 0 0 0 0

0 0 x y

A seguir faremos a estimada para #C, a partir da análise dos valores de x e y.

• x ≥ 4 ou y ≥ 4. Sem perda de generalidade assuma que x ≥ 4 (o quadrado

em branco indica que seu cardinal vai depender das cardinalidades indicadas

nos quadrados da 1a e 3a colunas da 2a linha no diagrama de L0). Neste

caso, as retas em C∩L1
03 encontram pelo menos 4 retas em cada famı́lia L0

µν

com (µ, ν) /∈ {(0, 0), (1, 2)}. Assim, temos no máximo a seguinte quantidade

de retas.

L0 : ≥ 5 2 2

2 0 2 0
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L1 : 0 0 0 0

0 0 x y

Segue que #(C ∩ L0) ≤ 20 e #(C ∩ L1) ≤ 12. Portanto, #C ≤ 32.

• x ≤ 3 ou y ≤ 3.

Nesse caso, pelo item 2 (nesse Teorema) temos que #(C ∩ L0) ≤ 24. Como

#(C ∩ L1) ≤ 6. Conclúımos que, #C ≤ 30.

Caso 2: Para todo α, β, ν temos que #(C ∩ Lναβ) ≤ 4.

Seguindo o racioćınio do caso 1, assuma que #(C ∩ L0
00) = 4. Temos duas

possibilidades:

(a) Existem três retas L0
00jt em C ∩ L0

00 com t ∈ {1, 2, 3} tais que j1, j2, j3 tem

a mesma paridade. Neste caso as 4 retas em C ∩ L0
00 vão interceptar no

mı́nimo 5 retas dos pacotes L1
µν com (µ, ν) /∈ {(0, 3), (1, 3)}. Assim temos:

L0 : 4

0 0

L1 : 1 1 1 1

1 1 x y

A seguir, para o cálculo de #C, vamos analisar os posśıveis valores para x

e y (sendo x, y ≤ 4).

• x = 4 ou y = 4. Neste caso as retas em C∩L1
03 se x = 3, C∩L1

13 se y = 4

encontram pelo menos 4 retas nos pacotes L0
αβ se (α, β) /∈ {(0, 0), (1, 2)}.

Assim temos :

L0 : 4 ≤ 4 2 2

2 0 2 0

L1 : 1 1 1 1

1 1 x y

Nesse caso temos que #(C ∩ L0) ≤ 16 e #(C ∩ L1) ≤ 14. Portanto,

#C ≤ 30.

• x ≤ 3 e y ≤ 3. Se x = 3 (ou y = 3) temos que #(L0
αβ ∩C) é no máximo
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3 se (α, β) /∈ {(0, 0), (1, 2)}. Assim:

L0 : 4 3 3

2 0 2 0

L1 : 1 1 1 1

1 1 x y

Nesse caso temos que #(C ∩ L0) ≤ 18 e (C ∩ L1) ≤ 12. Portanto,

#C ≤ 30.

• x ≤ 2 e y ≤ 2. Neste caso, se x = 2 (ou y = 2) verifica-se que #(L0
αβ∩C)

é no máximo 4 se (α, β) /∈ {(0, 0), (1, 2)}. Temos assim,

L0 : 4 ≤ 4 4 4

2 0 2 0

L1 : 1 1 1 1

1 1 x y

Logo #(C ∩ L0) ≤ 20 e #(C ∩ L1) ≤ 10. Portanto, #C ≤ 30.

• x = 1 ou y = 1. Temos a seguinte estimativa,

L0 : 4 ≤ 4 4 4

2 0 2 0

L1 : 1 1 1 1

1 1 x y

Assim, #(C ∩ L0) ≤ 20 e #(C ∩ L1) ≤ 8. Portanto, #C ≤ 28.

(b) Não existem três retas L0
00jt em C ∩ L0

00 com t ∈ {1, 2, 3} tais que j1, j2, j3

tem a mesma paridade. Neste caso temos que:

C ∩ L0
00 = {L0

00j1
, L0

00j2
, L0

00j3
, L0

00j4
} com j1, j2 pares e j3, j4 ı́mpares a

menos de reordenação. Neste caso verifica-se que as retas encontram todas

as retas de 4 pacotes L1
µν (neste caso os da 1a linha no diagrama de L1)

e 4 retas dos outros dois pacotes (na 2a linha do diagrama de L1) , como
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ilustramos a seguir.

L0 : 4

2 2

L1 : 0 0 0 0

2 2 x y

Novamente, vamos estimar #C a partir do estudo dos posśıveis valores para

x e y ( x, y ≤ 4).

• x = 4 ou y = 4. Temos:

L0 : 4 2 2

2 2 2 2

L1 : 0 0 0 0

2 2 x y

Assim, #(C ∩ L0) ≤ 20 e #(C ∩ L1) ≤ 12. Portanto, #C ≤ 32.

• x = 3 ou y = 3. Temos:

L0 : 4 3 3

2 2 2 2

L1 : 0 0 0 0

2 2 x y

Assim, #(C ∩ L0) ≤ 22 e #(C ∩ L1) ≤ 10. Portanto, #C ≤ 32.

• x ≤ 2 ou y ≤ 2. Neste caso, podemos usar o fato que #(C ∩L0) ≤ 24 e

tendo em consideração que as retas de L1 ∩ C então distribúıdas como

ilustra o diagrama.

L1 : 0 0 0 0

2 2 x y

Temos que #(C ∩ L1) ≤ 8. Portanto, #C ≤ 32.

Caso 3: Para todo α, β, ν temos que #(C ∩ Lναβ) ≤ 3.

Deixamos a cargo do leitor essa verificação, salientamos que segue o mesmo ra-

cioćınio, colocando a devida atenção na paridade dos ı́ndices da retas em L0
00∩C.
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Caso 4: Para todo α, β, ν temos que #(C ∩ Lναβ) ≤ 2. Neste caso temos cada

pacote tem duas retas no máximo, assim #C ≤ 32.

Para concluir que r(L0 ∪ L1) = 32 é suficiente observar que na demonstração do

próximo item vamos apresentar 48 retas duas a duas disjuntas em S6 das quais

16 pertencem a cada Li para i = 0, 1, 2. Portanto, temos 32 duas retas duas a

duas disjuntas em L0 ∪ L1

5. Pela cota de Miayoka dada em [8] temos que r(S) ≤ 2d(d − 2) se S for uma

superf́ıcie não singular de grau d, assim para d = 6 temos r(S) ≤ 48. Através do

Software MAXIMA mostramos que as 48 retas apresentadas abaixo são duas a

duas disjuntas.

L0 :

L0
000

L0
003

L0
120

L0
123

L0
020

L0
023

L0
100

L0
103

L0
012

L0
015

L0
132

L0
135

L0
032

L0
035

L0
112

L0
115

L1 :

L1
000

L1
003

L1
120

L1
123

L1
020

L1
023

L1
100

L1
103

L1
012

L1
015

L1
112

L0
115

L1
032

L1
035

L1
132

L1
135

L2 :

L2
000

L2
003

L2
120

L2
123

L2
020

L2
023

L2
100

L2
103

L2
012

L2
015

L2
132

L2
135

L2
032

L2
035

L2
112

L2
115

Deste modo, conclúımos que r(S6) = 48.
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4.4.1 Tabelas: intersecção das retas de LΦ L0, L1 e L2

L
0 0
0
k

L
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2
k

L
0 0
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k

L
0 0
3
k

L
0 1
1
k

L
A
C

N
ão

D
is

j
N

ão
D

is
j

N
ão

D
is

j
N

ão
D

is
j

L
A
D

D
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D
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D
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D
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D
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D
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D
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D
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j
D
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j

L
P
I
Q
J

N
ão

N
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N
ão

N
ão

N
ão

N
ão

N
ão

N
ão

1
=
iI
−
J
−

1
=
iI

+
J

i
=
iI
−
J

i
=
iI

+
J
−

1
=
iI
−
J

1
=
iI

+
J
−
i

=
iI
−
J
−
i

=
iI

+
J

Tabela 4.11: Intersecção entre as retas de L0 e LΦ
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ã
o

N
ão

N
ão

N
ão

N
ão

N
ã
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Tabela 4.12: Intersecção entre as retas de L1 e LΦ
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ã
o

I=
1

-
N

ã
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Tabela 4.13: Intersecção entre as retas de L2 e LΦ
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4. Estimativas para r(S6)

L0
00k L0

12k L0
01k L0

13k L0
02k L0

10k L0
03k L0

11k

L0
00j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L0
12j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L0
01j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L0
13j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

L0
02j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L0
10j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L0
03j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L0
11j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

Tabela 4.14: Intersecção entre as retas de L0

L1
00k L1

12k L1
01k L1

11k L1
02k L1

10k L1
03k L1

13k

L1
00j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L1
12j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L1
01j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L1
11j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

L1
02j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L1
10j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L1
03j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L1
13j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

Tabela 4.15: Intersecção entre as retas de L1

L2
00k L2

12k L2
01k L2

13k L2
02k L2

10k L2
03k L2

11k

L2
00j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L2
12j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L2
01j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L2
13j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

L2
02j Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj Não

L2
10j Disj Disj Não Disj Disj Disj Não Disj

L2
03j Disj Não Disj Disj Disj Não Disj Disj

L2
11j Não Disj Disj Disj Não Disj Disj Disj

Tabela 4.16: Intersecção entre as retas deL2

L0
00k L0

12k L0
01k L0

13k L0
02k L0

10k L0
03k L0

11k

L1
00j Não Não Disj Disj Não Não Não Não

L1
12j Não Não Não Não Não Não Disj Disj

L1
01j Não Não Não Não Disj Disj Não Não

L1
11j Não Não Não Não Disj Disj Não Não

L1
02j Não Não Não Não Não Não Disj Disj

L1
10j Não Não Disj Disj Não Não Não Não

L1
03j Disj Disj Não Não Não Não Não Não

L1
13j Disj Disj Não Não Não Não Não Não

Tabela 4.17: Intersecção entre as retas de L0 e L1
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4. Estimativas para r(S6)

L0
00k L0

12k L0
01k L0

13k L0
02k L0

10k L0
03k L0

11k

L2
00j Não Não Não Disj Não Não Disj Não

L2
12j Não Não Não Disj Não Não Disj Não

L2
01j Disj Não Não Não Não Disj Não Não

L2
13j Disj Não Não Não Não Disj Não Não

L2
02j Não Não Disj Não Não Não Não Disj

L2
10j Não Não Disj Não Não Não Não Disj

L2
03j Não Disj Não Não Disj Não Não Não

L2
11j Não Disj Não Não Disj Não Não Não

Tabela 4.18: Intersecção entre as retas de L0 e L2

L1
00k L1

12k L1
01k L1

11k L1
02k L1

10k L1
03k L1

13k

L2
00j Não Não Disj Não Não Não Não Disj

L2
12j Não Não Não Disj Não Não Disj Não

L2
01j Não Não Não Não Disj Disj Não Não

L2
13j Disj Disj Não Não Não Não Não Não

L2
02j Não Não Não Disj Não Não Disj Não

L2
10j Não Não Disj Não Não Não Não Disj

L2
03j Disj Disj Não Não Não Não Não Não

L2
11j Não Não Não Não Disj Disj Não Não

Tabela 4.19: Intersecção entre as retas de L1 e L2
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Apêndice A

Geometria Algébrica

A.1 Grasmaniana

Definição A.1. Seja K um corpo e V um espaço vetorial de dimensão finita N sobre

K. Para cada d inteiro 0 ≤ d ≤ N definimos a grasmaniana de subespaços de dimensão

d de V ou d-grasmaniana, que denotaremos por Gd(V ) por:

Gd(V ) = {W | W ≤ V e dimW = d}.

Deste modo temos que, G0(V ) = {{0}} e G1(V ) é formado pelas retas em V

passando pela origem.

A.2 Projetivização de V

Definição A.2. A projetivização de V que denotaremos por P(V ) é o conjunto formado

pelos subespaços de dimensão 1 de V , ou seja P(V ) = G1(V ).

Notações:

• Se V = Kn+1 então P(Kn+1) = PnK.

• Se K = C usaremos a notação Pn em lugar de PnC.

Observações A.1. 1. Cada elemento de P(V ) é dado por [v] com v 6= 0 em V ,

onde [v] = {λv ∈ V |λ ∈ K} o subespaço gerado por v em V . Assim, P(V ) =

{[v]|v ∈ V, v 6= 0}.

2. Se [v] e [w] ∈ P(V ) então [v] = [w] se e somente se w = λv para algum λ 6= 0 em

K se e somente se v e w são linearmente dependentes.

3. Defina a seguinte relação em V − {0}:
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A. Geometria Algébrica

u ∼ v ⇐⇒ v = λu para algum λ 6= 0 em K.

Note que ∼ define uma relação de equivalência em V − {0}. E a classe de

equivalência associada a v 6= 0 em V é dada por:

v̄ = {λv|λ 6= 0 em K} = [v]− {0}.

Verifica-se que:

φ : P(V ) −→ V − {0}/ ∼
[v] 7−→ v̄

é uma bijeção.

4. Se u = (u0, ..., un) ∈ Kn+1 não nulo, então usamos a notação [u0 : u1 : ... : un]

em lugar de [u]. Neste caso u0, ..., un são chamadas coordenadas homogêneas de

[u]. Essas coordenadas não são únicas. De fato, são determinadas a menos de

multiplos escalares.

Exemplo A.1. Considere [u0 : u1] ∈ P1. Temos duas possibilidades: u1 = 0 ou u1 6= 0.

De fato:

• Se u1 = 0 então [u0 : u1] = [u0 : 0] = [ 1
u0
.u0 : 1

u0
.0] = [1 : 0].

• Se u1 6= 0 então [u0 : u1] = [u0
u1

: 1] = [α : 1] onde α = u0
u1
∈ C.

Assim, P1 = {[α : 1] | α ∈ C} ∪ {[1 : 0]} .

A.2.1 Polinômios Homogêneos

Definição A.3. Se S = C[x0, ..., xn] então para cada d ≥ 0 inteiro, Sd denota o

subespaço de S gerado pelos monômios xi00 ...x
in
n com i0 + ... + in = d , cada ij é um

inteiro não negativo. Os elementos de Sd são chamados de polinômios homogêneos. Se

F ∈ Sd e é não nulo então será chamado de polinômio homogêneo de grau d.

Exemplo A.2. Se R = C[x0, x1] então R0 = [1] = C, R1 = [x0, x1], R2 = [x2
0, x0x1, x

2
1],

..., Rd = [xd0, x
d−1
0 x1, ..., x0x

d−2
1 , xd1]. Assim, dimRd = d + 1. No caso geral, se S =

C[x0, ..., xn] então verifica-se dimSd =

(
n+ d

d

)
=

(
n+ d

n

)
.

Fato A.1. Seja F ∈ S = C[x0, ..., xn] e d ≥ 0 inteiro. Verifica-se que: F ∈ Sd ⇐⇒
F (λx0, ..., λxn) = λdF (x0, ..., xn) ∀ λ 6= 0 em C.
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A. Geometria Algébrica

A.3 Zeros de um polinômio homogêneo em Pn

Definição A.4. SeF ∈ Sd então Z(F ) = {[v] ∈ Pn | F (v) = 0} é denominado conjunto

dos zeros de F em P1.

Note que o Z(F ) está bem definido pois para cada w 6= 0 em [v] ∈ Z(F ) temos que

w = λv com λ 6= 0 em C. Logo, F (w) = F (λv) = λdF (v) = λd.0 = 0.

Exemplo A.3. Seja F ∈ C[x0, x1] homogêneo.

• Se F = 0 então: Z(F ) = P1

• Se F = 1 então Z(1) = ∅.

• Se F = b0x0 + b1x1 6= 0 então: Z(F ) = {[a0 : a1] ∈ P1 | b0a0 + b1a1 = 0}.

Note que:

b0a0 + b1a1 = 0⇐⇒

∣∣∣∣∣ a0 a1

−b1 b0

∣∣∣∣∣ = 0

⇐⇒ (a0, a1) e (−b1, b0) são LD

⇐⇒ (a0, a1) = λ(−b1, b0) com λ 6= 0 em C

⇐⇒ [a0 : a1] = [−b1 : b0]

Assim, Z(b0x0 + b1x1) = {[−b1 : b0]}.

Fato A.2. Seja F 6= 0 ∈ C[x0, x1] homogêneo de grau d > 1. Então existem:

[a1 : b1], [a2 : b2], ..., [ad, bd] ∈ P1

não necessariamente distintos tais que:

F = (a1x0 − b1x1)(a2x0 − b2x1)...(adx0 − bdx1).

A demonstração do fato acima é feita por indução no grau d.

• Se d = 1 o resultado é válido.

• Suponhamos que o resultado seja válido para d = k e mostremos que o resultado

vale para d = k + 1.

Seja F = a0x
k+1
0 + a1x

k
0x1 + a2x

k−1
0 x2

1 + ...+ ak+1x
k+1
1 um polinômio homogêneo

de grau d+ 1. Temos dois casos para analisar:
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A. Geometria Algébrica

1. ak+1 = 0

Neste caso F = x0G, onde G = a0x
k
0 + ... + akx

k
1. Como G ∈ Rk segue

da hipótese de indução que G pode ser representado por um produto de

polinômios homogêneos de grau 1 em C[x0, x1]. Logo, F também será um

produto de fatores homogêneos de grau 1.

2. ak+1 6= 0

Consideremos f(x1) = F (1, x1) = a0 + a1x1 + ... + ak+1x
k+1
1 . Segue do

Teorema Fundamental da Álgebra que existe α ∈ C raiz de f(x1). Assim,

f(α) = F (1, α) = 0. Considere L = x1 − αx0 ∈ R1. Assim aplicando o

algoritmo da divisão temos:

F = (x1 − αx0).Q+ Q ∈ C[x0, x1] e R ∈ C[x0]

segue que:

F (λ, λα) = R(λ) = 0 ∀ λ 6= 0

desde que F (λ, λα) = λdF (1, α) = 0. Assim, R = 0 e F = (x1 − αx0).Q

com Q ∈ Rk. O que conclui a prova do fato acima.

A.4 Conjuntos Algébricos

Definição A.5. Seja X um subconjunto de Pn. Dizemos que X é um conjunto

algébrico projetivo, ou simplesmente um conjunto algébrico, se existir uma quan-

tidade finita de polinômios homogêneos em C[x0, ..., xn] digamos F1, ..., Fk tais que:

X = Z(F1) ∩ ... ∩ Z(Fk).

Usaremos a notação Z(F1, ..., Fk) em lugar de Z(F1)∩...∩Z(Fk). Se I ⊆ C[x0, ..., xn]

for um ideal homogêneo, isto é possui um conjunto finito de geradores homogêneos

F1, ..., Fk definimos Z(I) = Z(F1, ..., Fk). Observe que a definição de Z(I) não depende

da escolha destes geradores.

Exemplo A.4. • Os conjuntos algébricos de P1 são P1,∅ e os subconjuntos finitos

de pontos.

• Se P = [a0 : ... : an] ∈ Pn então{P} é um conjunto algébrico em Pn.

Vamos analisar o caso em que a0 6= 0 . Seja f = b0x0 + b1x1 + ...+ bnxn ∈ S1.

Se f(a0, ..., an) = 0 então b0a0 + b1a1 + ...+ bnan = 0. Então podemos escrever:

b0 = − b1

a0

a1 −
b2

a0

a2 − ...−
bn
a0

an.
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Logo,

f =
n∑
i=0

bixi =

[
− b1

a0

a1 −
b2

a0

a2 − ...−
bn
a0

an

]
x0 + b1x1 + ...+ bnxn

= b1

(
x1 −

a1

a0

x0

)
+ b2

(
x2 −

a2

a0

x0

)
+ ...+ bn

(
xn −

an
a0

x0

)
.

Assim,

{[a0 : a1 : ... : an]} = Z(a0x1 − a1x0, ..., a0xn − anx0).

De maneira geral,

{[a0 : a1 : ... : an]} = Z(aix1 − a1xi, ..., aixn − anxi) se ai 6= 0.

Definição A.6. Seja F ∈ Sd com d ≥ 1 for não nulo, então Z(F ) ⊂ Pn é denominada

hipersuperf́ıcie.

Definição A.7. Uma hipersuperf́ıcie S ⊂ P3 tem grau d se existir F ∈ Sd não nulo e

livre de quadrado, (isto é < F >=
√
< F > ⊂ S = C[x0, ..., xn]), tal que S = Z(F ).

Observações A.2. A seguir listamos algumas denominações espećıficas usadas para

uma hipersuperf́ıcie S de grau d em Pn.

• S é chamado de hiperplano, se d = 1. Os hiperplanos em P3 são denominados de

planos.

• S é chamada curva projetiva plana, se n = 2.

• S é chamado de superf́ıcie, se n = 3. Em relação ao grau da superf́ıcie elas

recebem as denominações de superf́ıcie quádrica, superf́ıcie cúbica, superf́ıcie

quártica, se d = 2, 3 e 4 respectivamente.

Fato A.3. Existe uma bijeção de Z(F ) ⊆ P3 com F 6= 0 homogêneo de grau 1 e o

plano projetivo.

De fato, basta observar que se F = a0x0 + ... + a3x3 um destes coeficientes é não

nulo, digamos a3, então podemos escrever portanto a variável x3 em função das outras.

Assim todo ponto de Z(F ) é da forma:

[x0, x1, x2, x3] =

[
x0, x1, x2,

−a0x0 − a1x1 − a2x2

a3

]
.

Deste modo podemos definir:

76



A. Geometria Algébrica

ζ : P2 −→ Z(F )

[x0, x1, x2] 7−→
[
x0, x1, x2,

−a0x0−a1x1−a2x2
a3

]
.

Verifica-se que ζ é uma bijeção entre P2 e Z(F ).

Definição A.8. Seja l ⊂ Pn, com n ≥ 2, dizemos que l é uma reta projetiva se

existirem L1, ..., Ln−1 polinômios homogêneos de grau 1 e linearmente independentes

de modo que l = Z(L1, ..., Ln−1).

Observações A.3. Se n ≥ 3 segue da definição que uma reta é dada pela interseção

de n− 1 hiperplanos.

Considere Cn+1 como espaço vetorial sobre o corpo C e (Cn+1)∗ = {f : Cn+1 −→
C | f é C-linear} seu espaço dual. E considere o isomorfismo linear dado por:

T : (Cn+1)∗ −→ S1 = [x0, ..., xn]
n∑
j=0

bje
∗
j 7−→

n∑
j=0

bjxj

sendo α∗ = {e∗0, ..., e∗n} base dual de (Cn+1)∗ associada a base canônica α = {e0, ..., en}.

Proposição A.1. Seja l ⊂ Pn um conjunto algébrico com n > 2. Verifica-se que:

l é uma reta em Pn ⇐⇒ ∃ W ∈ G2(Cn+1) tal que l = P(W ).

Demonstração. (=⇒) Temos que l = Z(L1, ..., Ln−1) ⊂ Pn sendo {L1, ..., Ln−1} ⊂
S1 linearmente independente, temos assim que, {L∗1, ..., L∗n−1} sendo L∗i = T−1(Li)

conjunto linearmente independente em (Cn+1)∗. Seja U = [L∗1, ..., Ln−1] 6 (Cn+1)∗

temos que dimU = n−1. Considere U0 = { v ∈ Cn+1 | L∗i (v) = 0, i ∈ {1, ..., n−1}},
o anulador de U em (Cn+1)∗. Sabe-se que dimU + dimU0 = dimCn+1, segue que

dimU0 = 2. Afirmamos que l = Z(L1, ..., Ln−1) = P(U0). De fato, temos que:

p ∈ l⇐⇒ p = [v] ∈ l onde v = (v0, ..., vn)

⇐⇒ Li(v) = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n− 1}

⇐⇒
∑

bijvi = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n− 1}, se Li =
n∑
j=0

bijxj

⇐⇒ L∗i (v) = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n− 1}

⇐⇒ v ∈ U0

⇐⇒ [v] ∈ P(U0).
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(⇐=) Considere P(W ) ⊂ Pn com W ∈ G2(Cn+1). Considere o anulador W 0 = {f ∈
(Cn+1)∗ | f(w) = 0 ∀w ∈ W}o anulador de W. Sabemos que dimW + dimW 0 =

dimCn+1 = n + 1 segue que dimW 0 = n − 1. Além disso vale que (W 0)0 = W . Seja

{f1, ..., fn−1} uma base de W , considere Li = T (fi) com i ∈ {1, ..., n − 1}. Vamos

mostrar que P(W ) = Z(L1, ..., Ln−1). De fato, como L1, ..., Ln−1 ∈ S1 são linearmente

independentes temos que Z(L1, ..., Ln−1) é uma reta em Pn. De fato:

[w] ∈ P(W )⇐⇒ fi(w) = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n− 1}

⇐⇒ Li(w) = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n− 1}

⇐⇒ [w] ∈ Z(L1, ..., Ln−1).

Observações A.4. Vale destacar que:

1. Dados p 6= q ∈ Pn existe uma única reta contendo p e q.

De fato, temos que p = [u] e q = [v] com u e v linearmente independentes.

Assim podemos consideramos W = [u, v] ∈ G2(Cn+1), logo l = P(W ) é uma reta

contendo p e q.

2. Considere l = P(W ) uma reta em P3 tal que W = [u, v]. Verifica-se que:

φ : P1 −→ l = P(W )

[α, β] 7−→ [αu+ βv]

é um bijeção.

De fato:

• φ é injetiva

Dados [α, β] e [γ, δ] ∈ P1 tais que φ([α, β]) = φ([γ, δ]), segue que αu+ βv =

λ(γu+ δv) com λ 6= 0, de onde conclúımos que α = λγ e β = λδ (pois u e v

são linearmente independentes). Segue que,[α, β] = [γ, δ], isto é φ é injetiva.

• φ é sobrejetiva

Dado [w] ∈ P(W ) , segue que w = αu + βv com α 6= 0 ou β 6= 0 (pois

w 6= 0). Assim [α, β] ∈ P1 e φ([α, β]) = [w]. Segue que φ é sobrejetiva.

Fato A.4. Sejam l e m retas em P2 com l 6= m. Então l ∩m 6= ∅.

Demonstração. De fato, denotemos l = P (W1) e m = P (W2) com W1 e W2 ∈ G2(C3).

Observemos que dim(W1∩W2) 6= 0 pois caso contrário teriámos que dimW1+dimW2 =

4 o que não pode ocorrer (pois W1 + W2 6 C3). Desse modo, temos que existe u ∈
W1 ∩W2 não nulo, segue que [u] ∈ l ∩m, como queriámos.
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Definição A.9. SeX ⊆ Pn então I(X) = 〈{F ∈ C[x0, ..., xn] | F é homogêneo e F (p) =

0 para todo p ∈ X}〉 é chamado de ideal associado a X.

Observações A.5. Sendo X, X1 subconjuntos de Pn e I, I1 ideais. As seguintes

propriedades são válidas:

1. Se X ⊂ X1 então I(X1) ⊂ I(X).

2. Se I ⊂ I1 então Z(I1) ⊂ Z(I).

3. I(X ∪X1) = I(X) ∩ I(X1).

4. I ⊂ I(Z(I)).

5. X ⊂ Z(I(X)).

6. Z(I(X)) = X̄.

Teorema A.2. [ Zeros de Hilbert] Seja K um corpo algebricamente fechado e I um

ideal homogêneo próprio em K[x0, ..., xn]. Então I(Z(I)) =
√
I.

Demonstração. Ver Teorema 9, pág. 384 em [6].

Proposição A.3. Sejam X = Z(F ) ⊂ P3, F 6= 0 homogêneo de grau d > 1 e

l = Z(L1, L2) ⊂ P3 uma reta. Então:

l ⊂ X ⇔ F = AL1 +BL2 para algum A,B ∈ C[x0, x1, x2, x3].

Demonstração. (⇒) Seja l = Z(L1, L2) ⊂ X = Z(F ). Segue que I(l) = I(Z(L1, L2)) ⊇
I(X) = I(Z(F )). Deste modo pelo Teorema A.2 temos que

√
< L1, L2 > ⊇

√
< F >.

Mas < L1, L2 > é um ideal primo assim,
√
< L1, L2 > =< L1, L2 >. Logo F ∈<

L1, L2 >, isto é F = AL1 +BL2, como queriámos.

(⇐) Seja f = AL1 +BL2 com A e B polinômios homogêneos. Assim dado p ∈ l temos

que L1(p) = 0 e L2(p) = 0 segue que F (p) = 0. Logo, p ∈ X = Z(F )

Definição A.10. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie Z(F ) ⊂ Pn é não singular se

Z( ∂F
∂x0
, ..., ∂F

∂xn
) = ∅.

NOTAÇÃO: Seja S = Z(F ) uma hipersuperf́ıcie, denotaremos o conjunto de todos

seus pontos singulares por Sing(S).

Exemplo A.5. Seja F = x2
0 + x2

1 ∈ C[x0, x1, x2, x3]. Calculando as derivadas parciais

obtemos:
∂F

∂x0

= 2x0,
∂F

∂x1

= 2x1,
∂F

∂x2

= 0,
∂F

∂x3

= 0.
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Assim, Sing(Z(F )) = Z(x0, x1) é uma reta em P3. Note que podemos fatorar F , isto

é, podemos escrever F = x2
0 + x2

1 = (x0 + ix1)(x0 − ix1). Assim,Z(F ) = Z(x0 + ix1) ∪
Z(x0− ix1) é a união de dois planos cuja interseção é o conjunto dos pontos singulares.

Exemplo A.6. Seja F = x2
0 +x2

1 +x2
2 +x2

3 ∈ C[x0, x1, x2, x3]. Calculando as derivadas

parciais obtemos:
∂F

∂xi
= 2xi ∀ i ∈ {0, 1, 2, 3}

Assim,

Sing(Z(F )) = Z(x0, x1, x2, x3) = ∅.

Segue que Z(F ) é não singular.

A.5 Mudanças de Coordenadas Projetivas em Pn

Definição A.11. Uma função ϕ : Pn → Pn é chamada de Mudança de Coordenadas

Projetivas (MCP) se existe T : Cn+1 → Cn+1 isomorfirmo C − linear tal que ϕ([v]) =

[T (v)] ∀ [v] ∈ Pn.

Exemplo A.7. Considere o plano H = Z(a0x0 +a1x1 +a2x2 +a3x3) em P3 existe uma

Mudança de Coordenadas Projetivas, digamos ϕ : P3 → P3 tal que ϕ(H) = Z(x0).

Note que H = P(W ) com W = {(v0, v1, v2, v3) ∈ C4 | a0v0 +a1v1 +a2v2 +a3v3 = 0}
de dimensão 3. Considere α = {w1, w2, w3} base de W e β = {v, w1, w2, w3} base de

C4. Além disso considere o isomorfismo linear determinado por:

T : C4 −→ C4

v 7−→ e0

wi 7−→ ei

para i=1,2,3.

Considere ϕ : P3 → P3 a MCP determinada por T , isto é, ϕ([u]) = [T (v)] ∀ [u] ∈
P3.

Afirmação: ϕ(H) = Z(x0).

Observe inicialmente que Z(x0) = P(U) com U = [e1, e2, e3]. Considere p ∈ ϕ(H).

Segue que:

p ∈ ϕ(H)⇒ p = ϕ([w]) para algum w ∈ W, w 6= 0

⇒ p = [T (w)] com T (w) ∈ U pois T (W ) = U

⇒ p ∈ P(U) = Z(x0).
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Analogamente, seja p ∈ Z(x0). Temos que:

p ∈ Z(x0)⇒ p ∈ P(U)

⇒ p = [u] para algum u 6= 0

⇒ p = [T (w)] com w ∈ W tal que T (w) = u

⇒ p = ϕ([w]) com w ∈ W

⇒ p ∈ ϕ(H) pois H = P(W ).

De maneira análoga com o que fizemos no Exemplo acima é posśıvel mostrar que

dada uma reta l ⊂ P3 existe uma Mudança de Coordenadas Projetivas tal que ϕ(l) =

Z(x0, x1), para isso basta completar uma base, agora com dois vetores, e seguir o

mesmo raciocinio.

Neste trabalho Aut(Pn) denota o conjunto formado pelas MCP em Pn, ou seja:

Aut(Pn) = {ϕ : Pn −→ Pn | ϕ é uma Mudança de Coordenadas Projetivas}.

Observações A.6. 1 Aut(Pn) é um grupo com a composição de funções.

2 Toda Mudança de Coordenadas Projetivas leva conjuntos algébricos em conjun-

tos algébricos.

De fato, considere a ação pela esquerda do grupo Aut(Cn+1) no conjunto S =

C[x0, ..., xn] dada por: (T, F ) 7−→ T•F com T ∈ Aut(Cn+1), F ∈ S sendo que T•F ∈
S é definida por T•F (x0, ..., xn) = F (T−1(x0, ..., xn)).

Deste modo, dado F ∈ S = C[x0, ..., xn]. Considere ϕ ∈ Aut(Pn) definida por T ∈
Aut(Cn+1). Verifica-se que ϕ(Z(F )) = Z(T•F ) ⊂ Pn. De fato:

ϕ(Z(F )) = {ϕ([v]) ∈ Pn | [v] ∈ Z(F )}

= {[T (v)] ∈ Pn | F (v) = 0}

= {[w] ∈ Pn | F (T−1w) = 0}

= {[w] ∈ Pn | T•F (w) = 0}

= Z(T•F ).

De maneira geral, se X = Z(F1, ..., Fl) ⊂ Pn então ϕ(X) = Z(T•F1, ..., T•Fl).

3 Toda Mudança de Coordenadas Projetivas preserva singularidades.

De fato, sejam ϕ : Pn −→ Pn uma MCP e X = Z(F ) ⊂ Pn com F ∈ S então:

p ∈ Sing(X)⇐⇒ ϕ(p) ∈ Sing(ϕ(X)).
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Sabemos que Sing(X) = {p ∈ Pn | ∂F
∂xi

(p) = 0 ∀ i ∈ {0, ..., n}} e como ϕ : Pn −→ Pn

é uma MCP existe T ∈ Aut(Cn+1) tal que ϕ([v]) = [T (v)] ∀ [v] ∈ Pn. Além disso,

ϕ(X) = ϕ(Z(F )) = Z(T•F ) com T•F ∈ S tal que T•F (x0, ..., xn) = F (T−1(x0, ..., xn)).

Note que: T•F = F ◦ T−1 : Cn+1 −→ C. Assim,

d(T•F )q = dF (T−1(q)).dT−1(q).[
∂T•F

∂x0

(q)...
∂T•F

∂xn
(q)

]
=

[
∂F

∂x0

(T−1(q))...
∂F

∂xn
(T−1(q))

] [
T−1

]
.

Deste modo, dado p = [v] ∈ Sing(X) então ϕ(p) = [T (v)] = q ∈ Sing(ϕ(X)) =

Sing(Z(T•F )). Segue que ϕ(p) ∈ Sing(ϕ(X)).

Analogamente, usando ϕ−1 em lugar de ϕ mostra-se a outra implicação.

4 Se p1, ..., pn+2 e q1, ..., qn+2 são pontos em posição geral em Pn então existe uma

única MCP ϕ : Pn −→ Pn tal que ϕ(pi) = qi para cada i = 1, 2.., n+ 2.

Lembremos que os pontos p1, ..., pn+2 de Pn dados por pi = [vi] para cada i ∈ {1, ..., n+

2} estão em posição geral em Pn se para quaisquer subconjunto de {p1, ..., pn+2} formado

por exatamente n + 1 pontos, verifica-se que os vetores que representam esses pontos

(vi é um representante de pi) formam uma base de Cn+1. Temos que pi = [vi] e

qi = [ui] para cada i ∈ {1, ..., n + 2}. Temos que cada subconjunto de {p1, ..., pn+2}
e {q1, ..., qn+2} com n + 1 elementos determina uma base de Cn+1. Suponhamos sem

perda de generalidade que:

vn+2 = α1v1 + ...+ αn+1vn+1 e wn+2 = β1w1 + ...+ βn+1wn+1

Como {α1v1, ..., αn+1vn+1} e {β1w1, ..., βn+1wn+1} são bases de Cn+1 existe um único

isomorfismo tal queT (αivi) = βiwi. Logo ϕ ∈ AutPn definida por T satisfaz ϕ(pi) = qi.

Definição A.12. Sejam X e Y conjuntos algébricos projetivos em Pn. Dizemos que X

e Y são projetivamente equivalentes se existe uma Mudança de Coordenadas Projetivas

ϕ : Pn −→ Pn tal que ϕ(X) = Y .

Lema A.4. Sejam X e X1 superf́ıcies não singulares em P3 e projetivamente equiva-

lentes. Verifica-se que Υ(X) e Υ(Y ) estão em bijeção.

Demonstração. Considere ϕ ∈ Aut(P3) determinada por T ∈ Aut(C4) tal que ϕ(X) =

X1 . Defina:

ψ : Υ(X) −→ Υ(X1)

l 7−→ ϕ(l)
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Sendo ϕ−1 ∈ Aut(P3) , definimos:

φ : Υ(X1) −→ Υ(X)

m 7−→ ϕ−1(l)

Verificamos que φ é a inversa de ψ. Logo ψ é uma bijeção.

Observações A.7. Além de termos a identificação de retas de X com as retas de

X1, sob Mudanças de Coordenadas Projetivas (pois são bijeções) temos que também

preservam pares de retas concorrentes ou disjuntas.

Proposição A.5. Sejam ϕ, ψ ∈ Aut(P1) definidos por T, S ∈ Aut(C2 respectiva-

mente. Verifica-se que:

ϕ = ψ ⇐⇒ T = λS para algum λ 6= 0 em C

Proposição A.6. Sejam C = {p1, p2, p3} e D = {q1, q2, q3} subconjuntos de P1 con-

tendo exatamente 3 elementos. Existe um único T ∈ Aut(P1) tal que T (pi) = qi para

cada i ∈ {1, 2, 3}.

A.6 Retas em P3

Proposição A.7. Sejam p e q ∈ P3 pontos distintos. Então existe uma única reta

passando por esses dois pontos a qual denotaremos por lp,q.

Proposição A.8. Sejam l1 e l2 retas distintas em P3. Se li = P(Wi) com Wi ∈ G2(C4)

para i = 1, 2. As seguintes afirmações são válidas:

1. l1 ∩ l2 6= ∅ ⇔ dim(W1 + W2) = 3. Neste caso existe um único plano em P3

contendo l1 e l2, sendo este dado por P(W1 +W2). Este plano será denotado por

〈l1, l2〉 .

2. l1 ∩ l2 = ∅ ⇔ W1⊕W2 = C4. Neste caso não existe plano em P3 contendo l1 e l2.

Demonstração. 1. Observemos que se l1 ∩ l2 = {p} então p = [u] com u ∈ W1 ∩W2.

Sendo l1 6= l2, temos que dim(W1∩W2) = 1 e portanto dim(W1 +W2) = 3. Assim

H = P(W1 +W2) é um plano contendo l1 e l2 Para a unicidade denotaremos por

π outro plano em P3 que contém l1 e l2. Assim, temos que π = P(U) sendo U

um subespaço vetorial de C4 de dimensão 3, além disso W1 +W2 ⊂ U . Portanto

H = π.
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2. Uma vez que l1∩l2 = ∅, então temos que W1∩W2 = {0}. Assim, dim(W1+W2) =

4 pois Wi ∈ G2(C4) e o resultado segue.

Proposição A.9. Seja S ⊆ P3 superf́ıcie de grau d e considere uma reta l ⊆ P3 então

l ⊆ S ou #l ∩ S ≤ d.
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