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Resumo

Sejam r(5) a quantidade méxima de retas duas a duas disjuntas que a superficie nao
singular S C P? pode conter e ry =max{r(S) | grau(S) = d}. Verifica-se que r(S) = 6
para toda superficie ctibica nao singular S, logo r3 = 6. Para d = 4, r, = 16, conforme
foi demonstrado pelo matematico russo Viacheslav Nikulin em [9]. Salientamos que
Rojas-Santos em [7], mostraram que r(F) = 16 se F for a qudrtica de Schur. No
momento r4 é desconhecido se d > 5. Neste trabalho, objetivamos apresentar cotas
para o numero maximo de retas duas a duas disjuntas na familia S, sendo S formada
pelas superficies nao singulares S; C P? de grau d, definidas por ¢(zg, z1) — ¢ (w9, 13)
sendo ¢(u,v) = uv(u?2 —v?2) e d > 5. De fato, no caso d fmpar mostramos que
r(Sq) = d(d—2)+4 sendo que Boissére-Sarti mostraram que r(Sy) > d(d—2)+4sed é
impar e d > 7em [3]. E no caso d par, mostramos que d(d—2)+4 < r(S;) < d(d—2)+%2
se d # 6 e r(Sg) = 48. Tendo em consideracao a cota do matematico japones Miyaoka

em [8] tem-se ry < 2d(d — 2) para todo d > 4, concluimos assim que rg = 48.

Palavras-chave: Retas duas a duas disjuntas, Cota de Miyaoka, Cota de Boissére-

Sarti, Subgrupos finitos em Aut(P').



Abstract

Let r(S) be the maximum number of pairwise disjunct lines that a non-singular surface
S C P? contains and ry = max {r(S) | deegre(S) = d}. Ensure that r(S) = 6 for all
non-singular cubic surface S, therefore r3 = 6. For d = 4, ry, = 16, it was showed by the
Russian mathematician Viacheslav Nikulin in [9]. We quote that Rojas-Santos in [7],
obtained that r(F) = 16 if F is the Schur’s quartic. At the moment r,4 is unknown for
d > 5. In this work we aim to present bounds for the maximum number of two-by-two
disjunct straight lines in the family & whose members are the deegre d non-singular
surfaces Sy C P? definided by ¢(x¢, z1) — ¢(2, x3) being ¢ (u,v) = uv(u?=? —v?=2) and
d > 5. In fact, for d odd we show that r(S;) = d(d — 2) + 4, however Boissére-Sarti
proved that r(Sy) > d(d —2) + 4 when d is odd and d > 7 in [3]. For the even case,
we obtain d(d —2) +4 < r(Sy) < d(d—2) + d; if d # 6 and r(Sg) = 48. Considering
the bound ry < d(d — 2) for all d > 4 given by the Japanese mathematician Miyaoka

in [§], we conclude as soon as ¢ = 48.

Keywords: Two-by-two disjunct straight lines, Miyaoka’s bound, Boissére-Sarti’s

bound, Finite subgroups in Aut(P!) .
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

Y(S)={l | | é umareta em P? contida em S};
e 7(S) =max{#C |C C Y(S) sendo C formado por retas duas a duas disjuntas};

o 7(X) =max{#C |C C X sendo C formado por retas duas a duas disjuntas}
se X C T(9);

e ry =sup{r(S) |S ¢éuma superficie nao singular em P* de grau d};
e Y.(S)={leY(S)|INL+#Mel+# L} sendo L uma reta fixa em P?;

e Oy = {H |H é um plano em P? contendo L} sendo L uma reta fixa em P3.

X1



Introducao

Na literatura matemaética varios trabalhos tratam a respeito da quantidade maxima
de retas em superficies nao singulares em P3. Sabe-se que superficies de grau 1 e 2
possuem infinitas retas. Para superficies de grau 3, em 1849 o matematico britanico
Arthur Cayley em [4] verificou que tais superficies contém exatamente 27 retas. Para
superficies de grau 4, em 1882, o matemdtico alemao Friedrich Schur em [I2] exibiu

uma superficie que contém exatamente 64 retas, tal superficie é dada por:
Z(wo(xg — 27) — wa(5 — 23)).

Por volta de 1943, o matematico italiano Beniamino Segre em [13] provou que qualquer
superficie nao singular de grau 4 contém no maximo 64 retas. Para superficies de grau
maior que 4 este nimero ainda vem sendo estudado em diversas pesquisas, em 2007 os
matematicos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti em [3] conseguiram uma cota inferior.

Também na literatura, ha trabalhos que tratam a respeito do ntimero maximo de
retas duas a duas disjuntas que uma superficie nao singular de grau d em P? pode
conter, que denotaremos por ry.

Para d = 3 temos que r3 = 6. No caso d = 4 em 1975 o matematico russo Viacheslav
Nikulin em [9], mostrou que ry = 16. Salientamos que o nimero méaximo de retas 2 a
2 disjuntas na quartica de Schur é 16, este resultado é obtido por Rojas-Santos em [7].
Destacamos que 14 é desconhecido para d > 5 e rqy < 2d(d — 2). Essa ultima cota foi
obtida em 1984, pelo matematico japonés Yoichi Miyaoka em [8] para todo d > 4.

Em 2005, Slawomir Rams em [10] mostrou que a familia de superficies definidas
por:

xg_lxl + x‘f‘lxg + xg_lxg + xg_lxo se d>6

contém d(d — 2) + 2 retas duas a duas disjuntas. Assim, ry > 2d(d — 2) + 2 para todo
d>6.

Em 2007, Samuel Boissiere e Alessandra Sarti em [3] mostraram que rq > d(d—2)+4
para d impar e d > 7. Neste trabalho, objetivamos apresentar cotas para o nimero

maximo de retas duas a duas disjuntas na familia S, sendo § formada pelas superficies



nao singulares S; C P3, de grau d definidas por

¢(x07$1) - ¢($2,333)

d—2

e d > 5. No decorrer do nosso trabalho denotaremos o

'Ud_2)

com ¢(u,v) = uv(u
nimero maximo de retas duas a duas disjuntas em S; por 7(S,).

Neste trabalho mostramos que 7(S;) = d(d—2)+4 se d é impar (d > 5). Salientamos
que em [3] os autores mostram que r(S;) < d(d —2) +4 se d > 7 e impar. No caso d
par, mostramos que d(d —2)+4 < r(S;) < d(d—2) —i—d; sed # 6 er(Ss) = 48. Assim,
tendo em consideracao a cota de Miyaoka concluimos que rg = 48.

Nosso trabalho encontra-se dividido em quatro Capitulos e um Apéndice, distribuidos
da sequinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos uma breve revisao das cotas conhecidas na literatura
para os graus 1, 2, 3 e 4. Salientamos que este estudo foi feito através da seguinte
bibliografia: [7], [10] e [3].

No Capitulo 2 trabalhamos com o grupo dos automorfismos de P!, denotado por
Aut(P!), bem como estudamos os subgrupos finitos I'c de Aut(PP!), sendo este um dos
ingredientes fundamentais para obter as retas em S;.

No Capitulo 3 determinamos r(S,;) no caso d impar e d > 5 e apresentamos as cotas
para r(Sy) se d > 8 e par. Para fazer isto, utilizamos as ferramentas estudadas no
capitulo anterior para contruirmos as retas determinadas por I'y e consequentemente
obter os resultados que sao apresentados no decorrer do capitulo.

No Capitulo 4 mostramos que r(Sg) = 48. De fato, concluimos que 14 = 48.
Salientamos que nesse capitulo utilizamos os Softwares Matematicos Maxima e Wolfram
Alpha para estudar as intersecgoes, e concluir os resultados que sao apresentados no
decorrer do texto.

No Apéndice A sao apresentados alguns resultados necessarios para uma melhor
compreensao do trabalho. Vale salientar que este, é dedicado aos leitores que nao
possuem um conhecimento prévio de conceitos e resultados da Geometria Algébrica
como por exemplo: superficies, retas, espaco projetivo, propriedades de retas, dentre
outros.

Finalmente, notamos que estudar o nimero maximo de retas que nao se interceptam
em uma superficie é uma importante ferramenta para classificar superficies no espago

projetivo.



Capitulo 1

Breve revisao das cotas para 7,

No que segue, faremos uma breve descrigao do valor de r4 para d € {1,2,3,4} e das
cotas conhecidas para r4 se d > 5. Esses resultados podem ser encontrados em: [7], [3]
e [10].

1.1 Retas num Plano em P

Temos que H C P3 é um plano se e somente se H = Z(L) com L polinoémio

homogéneo de grau 1 em R = C[zg, 1, x2, 23]. Lembremos que:
Y(H)={l | I éuma reta em P° contida em H}.

Proposigao 1.1. Considere o plano H = Z(L) C P3 e [ uma reta em P?. Sao vélidas

as seguintes afirmacoes:
1.ICH<I()=(L,M)onde L, M € R;.

2. Seja {L, My, My, My} uma base de R;. Temos que:

o - p? — Y(H)
[CLO 1ap CLQ] — Z(L,CL()MO + CL1M1 + a2M2)

¢ uma bijecao.
Demonstragdo. 1. Seja [ C P3 uma reta e H = Z(L) C P3. Assuma que | =

Z(Ly, Ly) com Ly e Ly polinomios homogéneos de grau 1 e linearmente indepen-
dentes. Segue da Proposigao que:

ZCH@LGI(Z):<L1,L2><=>L:AL1+BL2



1. Breve revisao das cotas para rg4

com A e B € C nao ambos nulos. Deste modo, se A # 0 entao Z(l) = (L, L),
caso contrario (B # 0 ) Z(l) = (L, L,). De fato, se A # 0, segue que:

L B 1 B
Z:LI—I—ZLQ:}LIZZL_ZLQ
Assim,
1 B 1
Z(l) = (L1, Ly) = <ZL — ZLQ,L2> = (Z.L, Ls) = (L, Ly)

com L e Ly homogéneos de grau 1 e linearmente independentes. Reciprocamente,
suponhamos que Z(I) = (L, M) temos que p € [ se e somente se L(p) = M(p) =0,
segue que p € Z(L) = H e portanto [ C H.

2. Considere a = [ag : a; : as] e b= [by : by : by] pontos em P2. Vamos mostrar que:

e ¢ estd bem definida.
Note que Z(L, agMy+ay My+asMs) é umaretaem H. Como { L, My, My, M}
é uma base de R; temos que agMy+ai; My +as My com a = [ag : ay : as] € P?
e L sao linearmente independentes. De fato, dados o e § € C tais que
al + B(agMy + ay My 4+ asMy) = 0 tem-se que o« = 0 e fa; = 0 com
i € {0,1,2}. Como a; # 0 para algum i, segue que a = = 0. Deste
modo, Z(L,aoMy + a1 My + asMs) é uma reta contida em H. Agora su-
ponhamos a = b, logo para algum A # 0 em C temos que a; = Ab;.
Assim Z(L,aoMy + a1 My + asMy) = Z(L, \bgMy + Aoy My + AboMy) =
Z(L, MboMp + by My + byMy)) = Z(L, boMy + by M, + by Ms).

e ¢ ¢é injetiva.
Assuma que ¢(a) = ¢(b). Assim Z(L, agMy+ a1 My + asMs) = Z(L, by Moy +
b1 My+byMs). Segue que: Z(Z((L, agMo+a1 Mi+asMs))) = Z(Z((L, bo Mo+
by My 4 byMs)). A partir do Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema

temos que:

\/<L> aoMo + a1 My + asMs) = \/<L> bo Mo + by My + by Ms).
Assim:

<L, aoMo + alMl + a2M2> = <L, bOMO + blMl + bQM2>.



1. Breve revisao das cotas para rg4

Da tultima igualdade segue que:

2 2 2
i—0 i=0 i=0
Como {L, My, My, M3} é uma base, concluimos que a = 0 e b; = a; se
i €{0,1,2}, segue que a = [ag : ay : as] = [Bby : Bby : Bba] = [by : by : be] = b.
Portanto ¢ é injetiva.
e ¢ é sobrejetora.
Dada [ € T(H), pelo item 1 dessa proposi¢ao temos que Z(l) = (L, M) com
{L, M} linearmente independente. Assim, M = AL+ agMy + a1 My + as Mo

com algum a; nao nulo, de onde concluimos que:

Logo ¢ é sobrejetiva.

Corolério 1.2. Todo plano contém infinitas retas sendo estas parametrizadas por P2.

Segue do Fato no Apéndice A que duas retas quaisquer em um plano sao
concorrentes. Assim, r; = 0, ou seja planos em P? nao contém retas duas a duas

disjuntas.

1.2 Retas em superficies quadricas nao singulares

em P

Teorema 1.3. (Classificacao das hipersuperficies quadricas em P™) Se F' € Clxy, ..., T,]
¢ um polinomio homogéneo nao nulo de grau 2, entdo existe T € Aut(C"*') tal que

T, F € igual a exatamente um dos sequintes polinomios:

2
Zy,

2
ry + 79,

2 2
‘TO + xl + 1’2,

o 4+ 2 o+ a3 + ...+ 2

Demonstragao. Ver demonstracao em [6], Teorema 4 p. 411. ]



1. Breve revisao das cotas para rg4

Coroldrio 1.4. As superficies quadricas em P? sao projetivamente equivalentes a exa-

tamente uma das seguintes quéadricas a seguir:

~—

(a5

©
|
N

(z§ + =)
(x2 + 23 + 23
(2

+ i 4+ 23 4+ x3)

099
|
N N N

X

Uma superficie quidrica em P? assume uma das seguintes formas geométricas:

Z(x+xi+x)

! Z(x) /

Um plano

Cone de vértice V

Z( xy—ix,)

Z( xgtixg)

Unido de dois planos distintos Quddricando singular

Observagoes 1.1. 1. Segue da descricao do corolario acima que Q4 é a tnica su-

perficie nao singular nessa lista.
2. Qs = Z(xt+ 23+ 25+ 23) C PP e Q = Z(vors — 1179) sa0 projetivamente
equivalentes. Note que podemos escrever:

Ly Lo L3 Ly
7\ 7\

A\ A\

7 ™

rE 42 a2l = Exo + z'xJZxo — ixlj—zxg +ix3) (—xo + ix3)

Observemos que {L1, Lo, L3, L4} é uma base de R;. Escrevendo a combinagao

linear:
a(xg + ix1) + b(xg — ixq) + (22 +ixsg) + d(—22 + ix3) = 0.
Distribuindo e agrupando os termos semelhantes obtemos:

xo(a +b) + x1(ai — bi) + zo(c — d) + x3(ci + di) = 0.

6



1. Breve revisao das cotas para rg4

De onde obtemos o seguinte sistema de equagoes:
a+b=0,ai—bi=0,c—d=0eci+di =0
cuja tnica solugio é: a = b= c=d = 0. Logo existe T" € Aut(C?) tal que:

T.L1 = Xy, T.LQ = T3, T.L3 =T € T.L4 = T9.

Considere ¢ : P2 — P3 Mudanca de Coordenadas Projetivas determinada por

T. Temos que:
QO<Q4) = Z(T.(LlLQ—L3L4)) = Z(T,LlT.LQ—T.LgT.L4)) = Z(Io.fg—l’lxg) = Q

Logo, Q4 e () sao projetivamente equivalentes.

Por conta do Lema e da Observacao (no Apéndice) ¢ suficiente estudar
as retas em () para determinar r(S) sendo S uma superficie quadrica nao singular

qualquer em P3.
Lema 1.5. Considere

o:  P'xP  — ps
([ao . al], [bo, bl]) — [agbo : a0b1 : a1b0 : albl].

Verifica-se que  é uma bijecao.
Demonstracao. Observe que @ estd bem definida. Além disso:
e ¢ ¢ injetiva.
Considere a = [ag : a1], b= [bo : 1], c = [co : ¢1] e d = [dy : dy] pontos em P! .
Assuma que ¢(a,b) = p(c,d). Segue que:
[aobo . a061 . a160 . albl] = [Codo . C[)dl . Cldo . Cldl].

Logo existe A # 0 em C tal que:

(aobm aoby, aiby, a1bl) = )\(Codo, codi, c1dy, C1d1)'



1. Breve revisao das cotas para rg4

Obtemos da equagao acima o seguinte sistema de equagoes:

Caso 1:

Caso 2:

apby = Acpdp
apby = Acods
a1tbg = Acido
arby = dedy
ap =0
Como ap = 0 temos que a; # 0 assim podemos escrever a = [ag : a;] = [0 : 1].

Deste modo temos que Acodg = 0 e Acpd; = 0, como X # 0 e d € P! segue
que ¢g = 0, assim ¢ = [¢p : ¢1] = [0 : 1] = a. Agora note que, como a; # 0

segue que: by = A%do eb = )‘Z_lldl' Portanto b = d.

Qo 7é 0

Como ag # 0 temos que by = Agkdy e by = Agtd,. Assim, ¢g # 0 e portanto
b = d. Além disso, substituindo as expressoes de by e b; na 3* e 4* equagao
no sistema temos: al)\g—gdo = Acidg e al)\g—gdl = Ac1dy, logo (alg—g—cl)do =0
e (alz—g — ¢1)d; = 0. De onde concluimos que CL1Z—2 =c e CL(]Z—(()] = ¢y. Logo

a =_c.

e ¢ ¢é sobrejetora.

Dado p = [agby : apby : ai1by : a1by] € Imy temos que agboaiby — agbiaib; = 0

Y
portanto I'me C Q) = Z(xox3 — x1x2). A seguir vamos mostrar que @ C Im(yp).

Seja ¢ =[qo:q1:¢2: g3 € Q, assim gog3 = q1¢o.

Caso 1:

Caso 2:

90 =0

Neste caso temos que g1q2 = 0.

Se ¢1 =0 temos que ¢ =[0:0:¢2:q3] = p([0: 1], g2 : ¢3])-
Se go = 0 temos que ¢ = [0:¢q1 : 0: q3] = p([q1 : ¢3],[0 : 1]).
q # 0

Note que: ¢ = [g : q190 : ¢240 * @300] = (45 : €140 * G2d0 : 1ga]. Deste modo
temos: ¢ = ¢([qo : g2 : [q0 : ¢1])- Segue que ¢ é sobrejetora.

]

Teorema 1.6. Ezistem duas familias de retas £ = {Ly,},epr e M = {M,},epr parame-

trizadas por P* na superficie quddrica nao singular Q = Z(xox3 — x122) satisfazendo:

1. L,NnL, =0, M,NM, =0, para quaisquer que sejam L,, L, € L, M,, M, e M

sendo p, ¢ € P* com p # q.
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2. L,N M, # 0, para quaisquer p, q¢ € P'. De fato, dita intersecio consiste de um

unico ponto.
3. Para qualquer x € Q existem unicas retas L € L e M € M tais que LOM = {x}.
4. T(Q) = LUM.

Demonstragdo. Defina para cada a = [ag : a1] € P!. As familias de retas £ = {L, }oepm
e M, = {Myepr } sendo:

L, =P(W,) e W, = [(ao,0,a4,0),(0,a0,0,aq)]. (1.1)

M, =PU,) e U, =1(0,0,a9,a1), (ag,a,0,0)]. (1.2)
Observemos ainda que:
L, = Z(ayxg — apxs, a1xy — aprs) € M, = Z(a1xo — apry, @122 — apxs).

Nao ¢ dificil constatar que £ e M sao familias de retas em Q.

1. Considere a = [ag : a1] e b = [by : by] distintos em P!, consideremos L, e Ly
definidas em (|1.1]). Pela Proposicao temos que:

ap 0 a; O
0 a 0 a
bp 0 by O
0 bp 0 by

L.NL=0W, oW, =C*< :(0051—%50)27&0

Analogamente mostra-se que M, N M, = ) < a # b.

2. Observemos que o ponto [apbg : agby : ai1bg : a1b1] € L, N M, e este ponto é tinico
pois L, # M.

3. Dado x € @ segue do Lema 15 que existem tnicos a = [ag : a;] e b = [bgy : by] € P!

tais que x = [agby : aghy : a1by : aiby]. A partir de (1.1 e (1.2) verifica-se que
x € Ly, N M,. Além disso temos L, N M, = {x}, pois estas retas sao distintas.

4. Sabemos que LU M C T(Q). Além disso, temos que LN M = (. Sejal C @
uma reta. Considere x € [ dai x = [agby : aghy : aibg : a1b1] com a = [ag : a1] e

b= [b : by] € P'. Considere o plano T,,Q = Z(aybyzo — a1bgry — aghyxa + agboxs).
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A seguir vamos mostrar que:
TxQ N Q == Z(Cle1I0 - Cleol’l - aobll’g + a0b0$3, Tolsg — .T1I2) - La U Mb.

Seja p = [z : x1 : x2 1 w3] € T,Q N Q. Isso nos diz que:

albll‘o — albol‘l — aobll‘g + aob()x;g =0
T3 - T1T2 = 0

Pelo menos um dos coeficientes da 1* equacao é nao nulo. Suponhamos que

apby # 0. Neste caso p € T, Q) N Q se e somente se afry — axr; — fros +x3 =0
— a1 _ b . 7 ’ ,

onde o = o€ B = b € Toly — 1Ty = 0. Ap0s alguns cédlculos concluimos que p

pertence a Li1.q] U Lj1.5), sendo:
L) = Lo = Z(axy — 3, 0 — 12) € Mgy = Ly = Z(Bwy — 23,71 — Bg).

Portanto T,Q) N Q C L, U M, . Observe que L, C T,Q e M, C T,Q, logo
T.Q0 N Q = L, U M,. Sabe-se que se x € | C @ entdao [ C T,Q . Assim,
Il CcT,QNQ = L, UM, de onde podemos concluir que | = L, ou l = L.

]

Corolario 1.7. A quantidade de retas duas a duas disjuntas nas superficies quadricas

nao singulares ¢ infinito. Portanto ry = oo.

1.3 Retas em superficies cibicas nao singulares em
P?’

Seja S C P? uma superficie ciibica nao singular. Verifica-se que Y(S) # 0 , o
leitor interessado pode conferir em [I]. Lembremos que para cada reta L em P? temos:
Y(S)={leY(S)|INL#Del+#L}eQy={H |H éum plano em P? contendo L}.

Teorema 1.8. Considere | € Y(S) sendo S C P? superficie cibica ndo singular.
Entao existem exatamente 5 planos em Qp, digamos H; com i = 1,2,3,4,5 tais que

H,NS=1UlL Ul sendo l, l; el retas duas a duas distintas.
Demonstra¢ao. Veja p. 12 em [7]. ]

Lema 1.9. Com as notacoes do Teorema para todo i # j com i, j € {1,2,3,4,5}

sao validas as seguintes afirmacoes:

10
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Demonstracao. Veja p. 13 em [7]. O
Corolario 1.10. Com as mesmas condicoes do Teorema [1.8] verifica-se que:

1. #7Y(9) > 11.

2. r3 > 5.

Demonstracao. 1. Sabemos que existem 5 planos distintos em P3 contendo a reta
[ tais que H; NS =1Ul; Ul com i € {1,2,3,4,5}. Assim podemos considerar
A={L0L,10, 1,0, 15,15, 14, 1), 15,15} € Y(S). Como A é formado por retas duas a
duas distintas, segue que #Y(5) > 11.

2. Temos que I' = {ly,1s,13,14, 15} é formado por retas duas a duas disjuntas. Assim

r(S) > 5, como S é uma superficie ciibica nao singular qualquer temos que r3 > 5.

O
Lema 1.11. Sejam [ e m retas distintas em S. Verifica-se que:
1. #7,(S) = 10.
1 se INmM#£(D
2. #(T(S)NT,(8)) = :
(Tu(5) (5) {5 se INm=10
Demonstracao. Veja p. 14 em [7]. O

Consideremos L e Ly retas disjuntas em S. Assim levando em consideracao o Lema

[1.11] podemos assumir que:

TLl (S) - {ah C1, 42, Cg, as, C3, (4, C4, A5, 05}

TL2(S> - {b17 C1, b?a C2, b3a C3, b47 Cy, b57 C5}

sendo H; = (a;,¢;) e H, = (bi, c;) para i € {1,2,3,4,5}, os planos determinados pelo
Teorema[l.8] A seguir descreveremos as intersegoes entre as retas de Y, (S) U T, (S).

Lema 1.12. Com as notacoes acima. Verifica-se que:
L.aNaj=0,b;Nnb;j=0ec;Nc; =0 para todo i # j com i, j € {1,2,3,4,5}.
2. a;Nc;=0ebNc; =0 paratodoi#jcomi, je{l,2,3,4,5}
3. Linb;=0e LyNa; = para todo i € {1,2,3,4,5}.

Demonstragao. Veja p. 15 em [7]. O]

11
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A partir do Lema [1.12] pode-se chegar no seguinte resultado:

Corolario 1.13. Com as notacoes acima, consideremos as retas ai, as, as, as, as, g =
L27 bl, bg, b3, b4, b5, b6 = Ll. Verifica-se que:

1. A ={ay,a9,as, a4, as, ag} sao retas na superficie S duas a duas disjuntas.
2. B ={by,bs,bs,by,bs,bs} sado retas na superficie S duas a duas disjuntas.
3. r3 > 6.
4. a; Nb; = () para todo i € {1,2,3,4,5,6}.
5. a;Nbj # 0 para todo i, j € {1,2,3,4,5,6} com i # j.
Demonstragao. Veja p. 15 em [7]. O]

A seguir para cada i < j com i, j € {1,2,3,4,5,6} consideremos o plano
H;; = (a;,b;), o tnico plano em P? contendo as retas a; e b;. Assim temos que
H;; NS = a; Ub; Ul;; sendo [;; uma reta distinta de a; e b;, chamada de reta resi-

dual a conica a; U b;. Assim obtemos as retas:

1127 1137 1147 l157 1167 1237 1247 l257 l267 1347 1357 l367 l457 1467 156'

No que segue, introduzimos um Lema que nos auxiliard no calculo de r(S) no caso

em que S é uma superficie ctibica nao singular em P3.

Lema 1.14. Considerando as notagoes acima e sendo A = {ay, as, as, aq, as, ag}, B =
{bl, ba, b3, by, b, bﬁ} e A= {l” | 1<je, j€ {]_, 2,3,4,5, 6}} . Verifica-se que:

1. An(AUB) = 0.

2. l;Na, #0 < ke d{i,j}.

3. lijNby, 0D < ke {i,j}.

4 lj=luwei=kej=t sendot <jek <t.

5. Se l;j # Uy entao li; Nl # 0 < {i, 5} N {k,t} = 0.
Demonstragao. Veja p. 16 em [7]. ]
Teorema 1.15. T(S) = AUBUA. Em particular temos que #Y(S) = 27.

Demonstracao. Veja p. 18 em [7]. O

12
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No que segue usaremos a seguinte notagao:

/ _ lij se <]
{7y l]’i se ]<Z

Lema 1.16. Sejam Li,...,Ls retas em A. Verifica-se que {L1, ..., Ly} é formado por
retas duas a duas disjuntas se e somente se L; = l{qq,} com i € {1,...,5} tais que:
{a,aq,...,a5} = Ig sendo I = {1,2,...,6}.

Demonstragao. (=) Sendo Li N Ly = ) segue do Lema que Ly = ljga,y € Lo =
l{a,a:) cOM @ # o para i € {1,2} e oy # ay. Considere Ly € A tal que Lg = I3, com
B #~tal que Ly N Ly =0 e L3N Ly = (). Temos duas possibilidades:

Caso 1: Se a € {f,7} entdo L3 = l{aas}, L1 = lae} © L2 = l{aa,}. Segue que:
#{CY, ayq, (g, 043} =4.

Caso 2: Se o ¢ {f8,7} entdao ay e as € {B,7}, segue que {f,7} = {a1, s}, entdo Ly =
l{al,a2}7 Ll - l{a,al} € LQ - l{a,ag}-

A seguir, considere Ly € A, Ly = Iy tal que Ly N L; = () com ¢ € {1,2,3}. Temos

duas possibilidades:

Caso 1: Se L; = l{a,a,} Para i € {1,2,3} com #{a, o1, a2, a3} = 4. Temos que:
LinL;=0Vie{1,2,3} & {B.vtN{a,a;} #0Vie{1,2,3}.

Deste modo, se o € {3, v} entao temos que Ly = l{q o) com #{, a1, g, a3, a4} =
5. Caso contrario temos que {o, 7} = {1, a2}, logo Ly = lfq, a,} entdo LyN L3 #

(0, o que é um absurdo ja que as retas L; sao duas a duas disjuntas.

Caso 2: Se L1 = l{a,a1}s L2 = lfa,a0} © L3 = l{ay,00) cOM #{v, a1, a2} = 3 . Temos que:
LinLi =0V i€ {1,2,3} & (B.7)Nfo ) # Bsei = 1,2 e {B,7)0{or, an} # 0.

Sea € {B,7} ea; € {B,a} para exatamente um i € {1,2} entao {53,v} = {a, a;}.
Logo Ly = Ly ou Ly = Ls, 0 que é um absurdo ja que as retas L; sao duas a duas

disjuntas. Caso contrario temos que {3,7} = {a1,as}, logo Ly = Ls.

Finalmente consideremos as retas Ly, Lo, L3, Ly e Ly duas a duas disjuntas temos
necessariamente que L; = 44,3 com #{a, o1, 00,035,004} = 5. Seja Ly = liqp.
Usando as ideias acima concluimos que {3,a} = {o,as}, logo Ls = a0y} com

IG == {Oé, Qaq, Qig, (3, Oy, 015}.

13
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(<) Temos que L; = lfq,0,) com Ig = {o,...,a5}. Segue mais uma vez do Lema

que {L;}?_, é formado por retas duas a duas disjuntas. ]

Coroldrio 1.17. A quantidade maxima r(A) de retas duas a duas disjuntas em A é

igual a 5.

Demonstragao. Sabemos que 7(A) > 5 pois l1a, l13, l14, 15, l1 s80 5 retas duas a duas
disjuntas. Suponha que r(A) > 5. Assim podemos considerar Ly, Ly, L3, Ly, Ls, Lg
retas em A dois a dois disjuntas. Segue do Lema m que L; = I,y com 1 €
{1,2,3,4,5}. Seja Lg = ligy. Se a € {B,7} entao v € Is — {a}. Assim Lg = L;
para algum i € {1,2,3,4,5} o que é um absurdo. Caso contrario, o; € {5,v} Vi €
{1,2,3,4,5} o que é um absurdo. a

Teorema 1.18. Se S C P? é uma superficie ciibica ndio singular entio r(S) = 6. Em

particular r3 = 6.

Demonstrac¢ao. Sabemos que r(S) > 6. Considere C' C T(S) formado por retas duas
a duas disjuntas. Segue do Teorema que: C = CNAUCNBUCNA . Temos trés

casos para analisar nessa particao de C. A saber:

1. Dois conjuntos na particao sao vazios. Nesse caso temos as seguintes possibilida-

des:

e CNA=CNB=0=C=CnNA= #C <5.
e CNA=CNA=0=C=CnNnB= #C <6.
e CNB=CNA=0=C=CnNA= #C <6.

2. S6 um dos conjuntos da particao é vazio. Nesse caso temos trés possibilidades:

e CNA=0,CNA#DeCNB#0. Neste caso necessariamente CNA = {a}
e CN B = {b;} para algum k € I5. Logo #C =2 < 6.

e CNB=0,CNA#CNA # (. Considere a;, € C N A. Lembremos
que 7(A) = 5 ou seja #C N'A é no maximo 5. De fato, C N A # () C
{lia,ar}s - la,as) } sendo que I = {o, aq, a0, 3,4, a5} Note que k € Ig.
Temos duas possibilidades, k = o ou k = «a; para algum ¢ € {1,2,3,4,5}.
Se k = o temos que aj N {0} 7# 0 Vi, 0 que é um absurdo. Assim, k = q;
para algum i € {1,2,3,4,5}. Sem perda de generalidade, vamos assumir
que a = a5. Logo temos necessariamente que C' N A C {l{a,al}, e l{a7a4}}.
Note que se C' N A = {a;} entao concluimos que #C = 1+ #C N A segue
que #C < 5 < 6. Observemos que se tivermos duas retas no conjunto

C N A entao duas retas devem ser retiradas do conjunto {l{a,a,1}, s l{a,as} }-

14
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Como este conjunto é nao vazio deve conter apenas uma reta. Deste modo

a quantidade de retas de C'N A é no maximo quatro e neste caso C N A =
{l{a’al}}, logo #C S 5.
e CNA=0,CNB#CNA 0. E andlogo ao caso anterior.

3. Os trés conjuntos da particdo sao nao vazios. Neste caso, necessariamente C' N
A = {ax} e CN B = {by} para algum k € Is (pois a; Nb; # 0 se i # j).
Temos que 7(A) = 5 e CNA # @ assim CNA C {lfaa} - laes}} cOM
Is = {a, 01, 00,a3, 4,05} Como CNA = {ar} e CNB = {by} com k € I
e CNA #0 C {l{aa}r - laas) |, entdo necessariamente k = «; para algum
i € {1,2,3,4,5} e sem perda de generalidade podemos assumir que k = «s.
Assim CNA = {ar} e CNB = {b} e CNA C {l{aa1}> s laau}- Assim,
#C <2+4+4=6.

1.4 Retas em superficies quarticas nao singulares

em P°

Usando métodos de Geometria Algébrica moderna em 1975, V. V. Nikulin mostrou
em seu artigo “On Kummer surfaces” ([9]) que o nimero maximo de retas duas a duas
disjuntas que uma superficie quartica nao singular pode conter é 16. Na literatura
existem varios exemplos de superficies quarticas nao singulares contendo 16 retas duas
a duas disjuntas, veja por exemplo : [14], [5] e [2]. Entretanto, a seguir mostraremos

que a famosa Qudrtica de Schur S = Z(f) definida por:

f=wo(xg — af) — xo(a] — a3)

que possui exatamente 64 retas, este numero foi calculado em 1882 pelo matemaético

alemao Friedrich Schur no artigo “Ueber eine besondere Class von Flachen vieter Ord-

nung” ([12]).
Considere ¢(u,v) = u(u® — v?) € Clu,v] podemos reescrever a equacao da quartica
como
f=¢(xo,21) — ¢(22, 73).
Temos que: ¢(u,v) = u(u® — v*) = u(u — v)(u — &)(u — £2v) onde & = *HT\/& é uma

raiz cubica da unidade em C.

15
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Sejam L = Z(zg,x1) e M = Z(xq,23) retas em P? . Temos que:
SNL=2Z(f)NZ(xo,x1) = Z(f, w0, 71) = Z(w2(5 — 73), 20, 71).

SNM = Z(f)N Z(xa,73) = Z(f, x9,73) = Z(w0(x) — 23), 72, 73).
Assim,
SNL={p=100:0:0:1,p,=[0:0:1:1],p3=[0:0:6:1],ps=[0:0:62:1]}.

SAM={=1[0:1:0:0],¢0=[1:1:0:0,g3=[¢:1:0:0],q4=1[6:1:0:0]}.

Deste modo, segue da Proposicao que por cada ponto p; fixo em SN L e

¢; € SN M passam exatamente 4 retas, conforme ilustra a figura a seguir.

L = Z(wo,21)

M = Z(x9,13)

Figura 1.1: Quatro retas passando por p;.

A reta que passa por p; e ¢; serd denotada por [;;. Definimos L4 = {l;;| i,j €
{1,2,3,4}}. Verifica-se que L, C Y(S) e #L, = 16 (veja Proposi¢ao 2.5 p. 30 em [7]).
Além disso, o niimero maximo de retas duas a duas disjuntas em £ é igual a 4 (veja
Lema 2.7 p. 32 em [7]).

Sejam,
Q; = {H| H é um plano contendo a reta l;;} com i € {1,2,3,4} e

Y, ={H| HNS =13; UC; sendo C; uniao de 3 retas distintas}.

Provou-se que #%; = 6 Vi € {1,2,3,4} (Veja Teorema 2.9 p. 33 em [7]). De fato

na tabela a seguir citamos os planos encontrados em cada X; com j € {1,2,3,4}

16
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Reta Yy = {Hy,, Hy;, H;(1), H;(—1), H;(i) e H;(—i)}
(11 H, = Z(x9),H, = Z(x0) e Hi(a) = Z(x3 — axp) com a € U,
19 H, = Z(x9),Hy, = Z(xg — x1) e Hy(a) = Z(xy — \/ig(x —x1) com a € Uy
b | Hy = Z(x3),Hyy = Z(xg — 1) € Hs(a) = Z(xg — \/Lg(l'() —&xy) coma € Uy
by | Hy = Z(x2), Hyy = Z(x0 — E21) € Hy(a) = Z(2s — (w0 — E21) coma € Uy

sendo Uy = {1, 1,4, —i}.

/

myla, £} )
s myla, £2)

/ mla, 1) ‘{ )

J
-,

__,.r""

Figura 1.2: Tlustracao dos planos encontrados em cada ¥;

Para cada a € Uy e b € Us = {1,£,£?} tem-se que:

mi(a,b) =P([(1,0,a,0),(0,a°b,0,1)]),
ma(a,b) = P([(v/3ab,0,b, —2), (0,V3a’h, —b, —1)]),
ms(a,b) = P([(v/3ab,0,b, —2£2), (0, v/3a®b, —€b, —1)]),
ma(a,b) = P([(v/3ab,0,b, —2€), (0, vV3a’b, —€2b, —1))]).

Teorema 1.19. T(S) = MiUMUM3ULs sendo M; = {m;(a,b) | (a,b) € Uy x Us}.
Em particular, temos que: #Y(S) = 64.

Demonstragao. Veja Corolario 2.11, p. 35 em [7]. O

Proposicao 1.20. Com as notagoes das familias M;, com i € {1,2,3,4} Verifica-se
que: 1= {ml(la 1)7 ml(_1> 1)7m1(i75)a ml(_i7€)7 mk(L&)a mk(_175)7mk(27 1)a mk’(_za 1)}

com k € {2,3,4} é constituido por 16 retas duas a duas disjuntas.

Com isso, concluimos que 7(S) = 16, essa verificagao foi feita através do software

Maxima.
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1.5 Cotas para r;se d > 5

Em 1984, Yoichi Miyaoka no artigo “The Maximal Number of Quotient Singularities
on Surfaces with given Numerical Invariants” ([8]) mostrou que se S C P? for uma
superficie nao singular de grau d > 4 entao ry < 2d(d — 2).

Em 2005, Slawomir Rams no artigo “Projective surfaces with many skew lines”

([10]) mostrou que a familia de superficies definidas por :

a8 ey 4 2 ey + 2 s + 2 g com d > 6

contém d(d — 2) + 2 retas duas a duas disjuntas (note que tal superficie é nao singular
para todo d # 2). Assim, ry > d(d — 2) + 2 para todo d > 6.
Em 2007, Samuel Boissiere e Alessandra Sarti no artigo “Counting Lines on sur-

faces” ([3]) mostraram que a familia de superficies definidas por:
oy (w52 + 2{7%) + waws(ah? + 25 7%)

contém d(d — 2) 4+ 4 retas duas a duas disjuntas se d é impar e d > 7, note que
tal superficie é nao singular para todo d # 2. Assim, neste caso concluimos que
d(d —2)+4 <rg, sed for impared > 7.
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Capitulo 2

Determinagao das retas em S

Para cada ¢ € Clu,v] homogéneo de grau d considere Sy = Z(f;) C P? com f,
definida por:
fo = (20, 21) — @(w2, 23) € Clzo, 71, T2, 73).

d
Assuma que ¢ = H L; sendo L; homogéneo de grau 1 para todo i € {1,...,d} tais

1=1

Lema 2.1. Com as notagdes acima verifica-se que Zpi(¢y, ¢») = 0 sendo ¢, = % e
¢ = %
v ov”

Demonstracao. Faremos indugao no grau de ¢.
e Se grau(¢) = 1, neste caso temos que ¢ = au + bv e Zpi(Py, ¢) = Zp1(a,b) = 0.

e Assuma o resultado para formas de grau d — 1, sendo seus fatores dois a dois
d

LI. Vamos mostrar o resultado para ¢ = H L; com {L;, L;} LI para todo i # j.

i=1
d—1

Escreva ¢ = ¢Ly onde ¢ = H Lie Ly = au— Bv. Assim, ¢, = ¢yLg+ ¢ =0 e
i=1
¢ = duLa + ¢ = 0. Seja p = (a,b) € C? tal que ¢,(p) =0 e ¢y(p) = 0. Segue
que:
{ Sup)Lalp) + dp)a = 1)
¢o(p)La(p) + o(p)B =

Como ¢ = u.¢, + v.¢, (relagdo de Euler) concluimos que ¢(p) = 0, assim temos

duas possibilidades, a saber: ¢(p) = 0 ou Ly(p) = 0.

1. Assuma que Lq(p) # 0 e ¢(p) = 0 entdo segue de que ¢u(p) = du(p) =
0. Como Ly4(p) # 0, entdao p # (0,0) e segue que [p| € Zp (u, d0) = 0,
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2. Determinagao das retas em S

absurdo.
2. Se Lg(p) = 0 entdo segue de ([2.1) que ¢(p) = 0. Se p # (0,0) concluimos
que existe i € {1,...,d — 1} tal que Ly e L; sdo LD.

Segue que, a unica solugao do sistema ¢, = 0 e ¢, = 0 é (0,0). Portanto,

ZPI (wa ¢’U) = (Z)

]

d

Lema 2.2. Com as notagoes acima, considerando ¢ = H L;sendo {L;, L;} LIV i # j.
i=1

Verifica-se que Sy é nao singular.

Demonstragdo. Seja p = [ag : ay : as : ag] € P3. Temos que p € Sing(S,) se e somente

se g—ﬁi’ = 0 para todo i € {0,1,2,3}. Segue que: ¢y, (ap,a1) = 0, ¢z (ag,a1) = 0,

Gay (a2, a3) = 0, ¢y, (az, az) = 0 pelo Lema [2.1] concluimos que Sing(Sy) = 0. ]

Considere novamente L = Z(zy,x3) e M = Z(x¢,x1). Note que:

d d
LN Sy = Z(x, 73, (w0, 71)) = Z(w2, 23, [ [ Lilwo, 1)) = | Z(2, 235, Li(o, 71)).
i=1 i=1
d d
MnN Sd) - Z(x07x17 ¢<x27];3>) - Z(Io)xh HLi<CC'2,$3>> - U Z(Z)’Jml’l, Li(x27x3))'
=1 =1

De fato, para i € {0,1,2,3} temos que Z(xy,x3, Li(zo,21)) = {p;} onde p; = [a; :
b; : 0 : 0] se L; = bjxg — a;x;. Analogamente, para i € {0,1,2,3} temos que
Z(xo,x1, Li(x2,23)) = {q;} onde ¢; = [0:0: a; : b;] se Li(xq,x3) = bjxg — a;x3.

Lema 2.3. Para i,j € {1,...,d} seja l;; a tnica reta em P? passando por p; e g;.

Verifica-se que:
1. li; €Sy, Vi, jed{l,..,d}.
2. ljj = Z(Li(zo, 1), Lj(x2, x3)).
3. #Y(Sy) > d*.

Demonstracao. 1. Consideremos p; = [a; : b : 0 : 0] € L NS, e
¢ =1[0:0:a;:b] € MnNSys Temos que l;; = {[ua; : ub; : va; : vb;| €
P? | [u:v] € P}, segue que fy = (ua;, ub;, va;,vb;) = d(ua;, ub;) — ¢p(vaj, vb;) =
uld(a;, b;) — vig(a;,b;) = 0 para todo [u : v] € PL. Assim, l;; C S,.

2. Note que Z(L;(zo, 1), Lj(x2,x3)) define uma reta em P? pois L;(zo, 21) € Lj(x2, x3)
sao LIV i,5 € {1,...,d}. Note que p; e q; € Z(Li(xo,x1), Lj(x2, x3)), assim pela

unicidade das retas temos que l;; = Z(L;(xo, x1), Lj(22, z3)).
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d
3. Como ¢ = HL,- tal que {L;, L,;} é LIV i # j, temos que LN Sy = {p1,...,pa} €
i=1
MnNSy,={q,-..,qa} sdo formados por d pontos distintos nas retas disjuntas L e

M, respetivamente, como ilustra a figura abaixo:

L = Z(xa, r3)

M = Z(xzp, 1)

Figura 2.1: LN Sy, e M NSy

Deste modo, concluimos que esses pontos determinam d? retas distintas contidas
em S,. Segue que #Y(S,) > d>.
m

Lema 2.4. Com as notagoes acima. Assuma que d > 2 e considere [ C S, uma reta.
Verifica-se que LNI# 0 < M N1 # 0.

Demonstragio. (=)Note que L ¢ Sy, assim L # [. Logo I N L consiste de um tnico
ponto. Como I C S, entdo INL C SyNL = {p1,...,pa}. Assim, [N L = {p;,} para
algum iy € {1,...,d}. Temos que p;, = [a;, : by, : 0 : 0]. Considere o ideal Z(p;,) =
(€9, 23, Liy(x0,21)), onde L;, = b;yxo—a;,x1, temos que Z(1) = (f1, f2) C Z(ps,), com fi
e fo homogéneos de grau 1 e LI. Deste modo, segue que: f; = agza+asrs+agLy,(zo, 1)
e fo = Boxg + B3x3 + BoLi,(zo, 1), onde oy, §; € C. Para simplificar a notagao vamos

escrever m = Qs + 33 € n = [oxs + [3x3. Observemos que:

e m ¢ n nao podem ser ambos nulos, pois caso contrario obtemos que f; e fy sao

LD o que nao ocorre.

e og e [y nao podem ser ambos nulos, caso contrario a reta [ coincide com a reta

L o que nao ocorre como ja vimos acima.
Deste modo, temos alguns casos para analisar:

Caso 1: m = 0. Neste caso o # 0 el = Z(agLi,(zo, 1), n+PoLiy (0, 1)) = Z(Liy(z0, 1), ).
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2. Determinagao das retas em S

Como [ C S, segue que f, € (L, (x0,21),n), isto é:

d d
H Li(xﬂ)xl)_H Li(x%xi’») - ALio(x(b $1)+Bn para a’lgum A’ B e C[LU(), [XD) I3]7

i=1 =1

d

assim ao substituirmos xy = z1 = 0 obtemos — H Li(22,23) = Bn em C|zy, x3],
i=1

de onde concluimos que n = uL; (z2, z3) para algum u # 0 em Ce jp € {1, ..., d}.

Assim, | = Z(L;,(zo,21), Lj,(x2,23)) = Liy;,- Segue que [N M # (.
Caso 2: n = 0. Analogo ao caso anterior.

Caso 3: mn # 0 e {m,n} é LD. Neste caso, assuma que n = um com u # 0 em C. Desse
modo, temos que | = Z(m+aoLi, (o, 21), um+BoLi, (20, 1)) = Z(m, Li, (0, 21)),

que corresponde ao caso 2.

Caso 4: {m,n} é LI entdo existem u,v € C nao nulos tais que Z(l) = (fi, fo) = (z3 —
uLiy, v3 — vL;,). Assim, dado p = [z @ o1 : 22 : x3] € [ temos que x5 =
ulLiy(xg, 1) € w3 = vLi(zg, 1), ou seja p = [xg : 1 : ulyy(To, 1) : VL (T0, x1)]
com [zg : 1] € P, Como [ C Sy entao fu(p) = 0 V [zg : 21] € P!, segue
que ¢(zo, 1) — (Lig (20, 71))¢p(u,v) =0 V [xo: x1] € PL. Se A = ¢(u,v) = 0
concluimos que ¢ = 0, o que é um absurdo. Do contréario ¢ = )\Liod o que também

nos leva a um absurdo se d > 2, desde que ¢ é produto de fatores LI.

(<) Analoga ao que fizemos acima. O

Corolério 2.5. Seja L, = {l € T(Sy) | INL = 0}. Verificase que L, = {l €
T(S¢) | lﬂ L 7é @} (§] T(S¢) = ,ngU,CL.

Demonstragao. Como cada reta em L, encontra L e M, concluimos que L4 C {l €
T(Sg) | LN L # 0}. Agora, seque da proposigao acima que toda reta da superficie
Se que encontra L necessariamente encontra M, assim a primeira parte da afirmacao é

satisfeita. Seja | € YT(S,). Temos dois casos para analisar:
1. IN L # 0. Neste caso, pelo que provamos acima [ € L.
2. [N L = (. Neste caso, por definicao temos que [ € L.
O

Proposigao 2.6. Se | € L} entao [ determina T} € Aut(P!) tal que: Ti(Zp(¢)) =
Zpr (9)-
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2. Determinagao das retas em S

Demonstragdo. Temos | € L. Assim [ C Sy e INL = (. Assuma que | = Z(fy, f2)
sendo f; e fy polinomios homogéneos de grau 1 LI dados por:

f1 = apxo + a171 + asxo + azxz e fo = boxg + byxy + boxs + bsxs. Note que:

ap aip

lﬂL:Z(aoxo+a1x1,b0$0+b1x1,x2,x3) =0 < T
0 1

£0

Assim podemos escolher geradores para Z(l) da forma: ¢ = xg — axe — fr3 € go =
T] — Yo — 0wz com ad — [y # 0. A seguir defina T; : P! — P! por T;([xs : x3]) =
[axs + Bxs : yre + dx3]. Como ad — By # 0 concluimos que T; € Aut(P'). A seguir
vamos verificar que T;(Zp1(¢)) = Zpi(¢). Considere [u : v] € Zpi(¢). Note que
Ti(fu:v]) =Joau+Pv :qyu+ov]ep = [au+ v : yu+ov @ u:v] € [ C Sy
Entéo fs(p) = dlau + Bv,yu + 6v) — ¢(u,v) = 0. Segue que Ti([u : v]) € Zpi ().
Assim, T)(Zp1(¢)) C Zpi(¢p). Como T} é uma bijegdo e #Zp1(¢) = d, concluimos que a
igualdade é valida. []

Teorema 2.7. Seja Ty = {T € Aut(PY)| Ti(Zpi(¢)) = Zp(¢)}. Se T € Ty entio

emiste Qp C P? superficie quddrica ndo singular tal que:
S¢OQT:llu...UldUmlu...Umd

sendo ly, ..., lq retas duas a duas disjuntas da familia Ly e mq, ..., mq retas duas a duas

disjuntas da familia Ly .

Demonstragao. Considere T' € T'y dado por: T'([xg : x3]) = [axg + Bxs : ywa + 0x3],
com ad — By # 0. A seguir considere Qr = Z(F) C P? com F = x¢(yxy + dx3) —
z1(axe + frs).

‘Aﬁrma@éo 1: ‘ Q7 é nao singular. Calculando as derivadas parciais concluimos que
Sing(Qr) = 0.
Lembremos que toda superficie quadrica nao singular possui exatamente duas familias
de retas (Ver Teorema [1.6]). Neste caso temos as familias £ e M dadas por:

Lieqg = Z((ve+dd)zo — (ac + Bd)zq, cxz — das) com [c : d] € P! (2.2)
My = Z(axo — blawy + fr3), axy — b(axs + dxs)) com [a : b] € P! (2.3)

Note que Mg = Z(zo,21) = M e M) = Z(x2,23) = L.

‘Aﬁrmaqéo 2: ‘ Se Li.q) € L entdo verifica-se que Li.q C Sy < [c: d] € Zpi (o).
(=) Note que p =[0:0:c:d] € Li.qg C Sy entao fu(p) = 0, segue que ¢(c,d) = 0,
logo [c: d] € Zpi1(9).

(«) Considere [c: d] € Zpi(¢). Assim, T'([c: d]) = [ac+ Bd : yc+ dd] € Zp1 ().
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Agora note que p = [ac+ fd : ye+0d:0:0l € LNS;eq=[0:0:c:d € MNS,.
Além disso, p = [ac+ fd : yc +d:0:0], ¢ =1[0:0:c:d] € Lic.q). Como Lieg = Ly
Segue que Li.q € L.

‘Aﬁrmagéo 3: ‘ Existe m € M contida em S.

Seja [c : d] € P! tal que [c : d] & Zpi(¢p). Assim, [a : b] = T([c : d]) & Zpi(4) (pois
[y é subgrupo de Aut(P')). Escolha A # 0 € C tal que A\¢(a,b) = ¢(c,d). Observe
que x = [Aa : Ab:c:d] € SyNQr. De fato, fy(x) = N¢(a,b) — ¢(c,d) = 0 e

a = plac+ Bd)
(b = d: d
@28 = fac+ B vc+6]=>{b B

para algum p # 0 em C. Como Qr = Z(zo(yxe + dx3) — x1(aws + Px3)) e temos que:
F(x) = Aa(ye+dd) — Mb(ac+ Bd) = (e + Sd)(ye + 0d) — p(ye + 0d) (e + fd) = 0.
Concluimos que z = [Aa : Ab: ¢ : d] € Qp e Liq € £ é uma reta em Qp contendo w.
Como ¢(c,d) # 0 temos que Li.q # Ly, para todo p; € Zp1(¢), segue que LiqNLy, =0

para todo i. Sabemos que existe uma unica reta da familia M passando por x. Seja

m € M tal reta. Assim, mNL,, = {y;} comi = 1,...,d. Como ¢ representada na figura

abaixo:

m

£, C S,nQr
L, € 85N Qr

L, C SaNQr

£, C SN Qr

Figura 2.2: Reta m passando por z

Assim temos que {z, y1, ..., ya} C mNS,. Logo #mN S, > d. Assim, m C Sy (Veja
Proposicao no apéndice).

‘Aﬁrmagéo 4:‘ Existem exatamente d retas duas a duas disjuntas da familia M

contidas em Sy.
Considere Uy o grupo ciclico formado pelas raizes d-ésimas da unidade e U = Uy X Uy
dado pelo produto direto de Uy com Uj.

A seguir considere uma acao pela esquerda do grupo U em P? dada por:

A UxPP — P3
(9,p) +—— g.p=[nao:nay : &ay : Eas)
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2. Determinagao das retas em S

se g =(n,€) e p=lag:as:as:az)]. Note que, para cada g € U
A, PP — P
p == g.p

pertence a Aut(P?). Além disso, verificam-se as seguintes propriedades:

o A,(S;) = Ss. No que segue considere z = [a : b : ¢ : d] € P2. Note que
r € Sy & ¢(a,b) = ¢(c,d), dai Ay(z) = [na : nb : e = &d] € Sy para todo
g = (n,§) € U, segue que A,(S,) C S,. Agora, se x € S, , podemos escrever
x=A,(Inra:ntb: & e €71d]), logo Sy C Ay (Sy).

g AQ(QT) = Qr

A prova é analoga. Deixamos a cargo do leitor.

L4 Ag(M[a:b]> = M[n—lazé—lb] sS€ g = (7775) eu.

Lembremos que as equagoes que definem as retas M, € M-14.¢-15) 520 dadas

por:
= b +
Mgy — axg (g + Pas)
ary = b(yxe + dz3)
e
ntary = &'b(awy + Brs)
M[Uflwfflb] = 1 -1
ntary = & 'b(yae + dx3)
Seja x = [rg : @1 1 Ty 1 T3] € Mgy segue que Ag(x) = [nxg @ nry @ Exy

§x3] € Myy-14¢-15 conforme as equacoes que definem a reta My, -14.¢-15, temos
que Ag(Miap) C Mp-14¢-14, concluimos que Ag(Miay) = Mp-14¢-1). POIs
A, € Aut(P?).

Assim, A, (S NQr) = S N Qr.

Se my = M, for uma reta contida em SyNQp temos que Ay(mg) C Ay(SsNQr) =
Sy N Qr para todo g € U. Em particular para g; = (1,£7*) com i € {0,..,d — 1}, onde
§ € Uy é raiz primitiva. Temos que m; = Ay (my) = Mgy com i € {0,..,d — 1}.
Como Uy = {1, ..., fd’l} concluimos que mg, my, ..., m4—1 sao retas contidas em S,NQr
duas a duas disjuntas.

A seguir vamos verificar que mg, my, ..., mg_1 sao as Unicas retas da familia M
contidas em Sg. De fato considere M,y € M contida em Sy (neste caso a # 0 e

b # 0). Temos as seguintes equagoes para Mgy
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arg = b(awy+ frs) rg = v(axs+ frs) b
& com v = —.
ary = b(yxe + dx3) r1 = v(yxe + dx3) a

Logo todo ponto da reta My se escreve da  forma:

q = [v(axs + Br3) : v(yxe + dx3) : T2 : x3] segue que:
vip(awg + Brs, yag + 613) = (19, 13) ¥ 19 : 23] € P,

Como my C Sy, segue que:

Veip(axy + Bas, yao + 6x3) = pld(axy + By, yry + 0x3) para todo [z : 23] € P

Desse modo, v? = u? assim ()¢ = 1. De onde concluimos que % = £ para algum
) ) o M

i €{0,....d— 1} assim v = pg'.

‘Aﬁrma@éo 5:‘S¢QQT =L, U---UL, UmoU---Umg_q, onde {p1, ...,pa} = Zp1(¢),
m; = Mpen ei€40,...,d—1}.

Sejax =[a:b:c:d € S,NQr. Assuma que x ¢ mo U ---Umy_1. Note que

x € Lie.q € L. Usando o argumento usado na Afirmacao 3, concluimos a partir do fato
que Li.q C Sy que [c: d] € Zpi (). O

Proposigao 2.8. Verifica-se que #L;, = d|T'y|.

Demonstragao. Defina Q : L, — T'y por (1) = T;. Sendo 7 definido na Proposi¢ao
[2.6] Verifica-se que:

e () é sobrejetiva.
De fato, considere 71 € I'y, dada por Ti([z2 : x3]) = [z + Bixs, 1122 + d123).
Vamos mostrar que existe m € Ly, tal que Q(m) = 73. Como T; € I';, segue
do teorema acima que existe Qp, superficie quddrica nao singular em P3 tal
que Qr, NSy = ' U---Ulr um* u---uml,, onde I]' = L, € L com
pi € Zp1(p). Sendo mOT1 determinada da seguinte forma, existe y € C de modo
que mg' = M1,y C Sy com g # 0, de fato m{' € M sendo M a familia de retas
de Qp, definida em (2.2)). Assim, m{' € Ly,
Qm) =Ty sem=my' € Ly.
De fato, temos que Q(m) = Ty, : P! — P!, é dada por: [zy : 23] — [u(ayzs +
pras) : p(y1x2 + 6123)], donde concluimos que T, = T3.

o #Q01(T) =d para todo T € Ty.
Considere T € T'y dada por T'([zg : x3]) = [awas + Bxs, yxe + dx3]. Sabemos

que existem ml, ..., m% | retas em S, N Qr cujas equagoes sao dadas por:
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sendo que £ é uma raiz primitiva d—ésima

o w0 = nglars+pr)
x = p (v + 0w3)
da unidade e 1 € C— {0} ¢ escolhido de modo que m{ C S, (Veja Demonstracao

do Teorema anterior). Note que m] € L, V i € {0,...,d — 1}.

QYT)={m¥, ....,ml }.

Considere m € Q7 YT) C Lr. Segue que Q(m) = T, assim T, = T.
Se m admite equagdes como na Proposi¢ao (2.6), segue que T, ([za : x3]) =
lanzy + (13, YTy + S1x3]. Assim oy = pa, 1 = pf, v = py e & = po.
Logo as equacoes de m sao escritas como na Proposicao . Deste modo,
m = Mpe) € M (onde M é uma familia de retas da quddrica Qr), com
m = m! para algum i € {0,--- ,d — 1}.

Temos que cada uma dessas retas determina o automorfismo
Q(mI) =T, : P* — P! dado por: T;([z : x3]) = [u&(ize + Bixs) : u€(yiwe +
8iw3)] = [y + Biws © yiwa + Gixs] = T([xe @ 3]). Logo Q(ml) = T, segue
que m!I € QYT), para todo i € {0,---,d — 1}. De onde concluimos que

#QY(T) = d para todo T € T'y.

Finalmente, como Q : £;, — Ty é sobrejetivo temos que L, = U QY(T). Assim,
T€F¢

#Lp =Y #QN(T) = dTy| pois #Q7(T) = d para todo T' € Ty, O

T€F¢

Corolario 2.9. #7YT(Sy) = d*> +d|Ty|.

Demonstragdo. Lembremos que T(Sy) = L,UL. Segue que #Y(Sy) = d>+d|Ty|. O

2.1 Os subgrupos I'c de Aut(P!)

Considere C' um subconjunto de P!. Definimos I'c = {T € Aut(P')| T(C) = C}.
Por exemplo, se C' = {p1, p2, p3}, temos que I'c = D3, o grupo diedral de ordem 6. De
fato, existem 6 automorfismos de P! tais que T(C') = C (confira p. 15 em [I1]), segue
que a ordem de I'c é 6 e além disso este grupo nao é abeliano. Basta considerar T} e

T, que fixam p; e permutam os outros dois pontos para ¢ = 1, 2, respectivamente.

Lema 2.10. Com as notagoes acima. Verifica-se que ' é um subgrupo de Aut(P').

Além disso, temos que |I'¢| < oo se e somente se #C > 3.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor a verificagao que I'c é subgrupo de Aut(P').

Suponha que #C' < 2.
Considere p e ¢ pontos distintos em P'. Entao I'y, = {T € Aut(P') | T(p) =

p eT(q) = q} ¢ um subgrupo de Aut(P).
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(Caso 1:|p=[1:0]eq=[0:1]
De fato, para cada a € C nao nulo considere T, : P* — P! dado por T,([z : y]) = [z :
ay]. Observe que T, € T,,, e que C* <= T, ,, dado por (a) = T, é um homomorfismo
de grupos injetivo. Assim, I',, ¢ infinito. Além disso, I',, é um subgrupo de I'g, 1 €
['¢py. Portanto, I'g, 1 e I'y,y s@o infinitos também.
Considere p; = [ag : a1] e ¢ = [by : b1] pontos distintos em P'. Note que
Ty : P! —— P! dada por [z : y|] — [biz — boy : apy — aiz]| pertence a Aut(P') e
satisfaz T1(p1) = p e T1(q1) = ¢. Além disso, se I' =T, 4, entéo I',, — I' dado por
T — T, oT oT; é um isomorfismo de grupos. Portanto, I'y, ,, é um grupo infinito.
Como também I' < T'y, 43 € I' < Ty 3, concluimos que [I'e| = oo se #C < 2.
Lembremos que dados p;, ps e ps dois a dois distintos em P! e ¢y, ¢2 € g3 também
dois a dois distintos em P!, entao existe um tnico T € Aut(P') tal que T(p;) = ¢
para i=1,2,3. Considere X = {T € Aut(P') | T(C;) = C3 sendo C; C C com #C; =
d

3 parai = 1,2.}. Lembremos que 5 ¢ a quantidade de subconjuntos de C' com 3

elementos que podemos escolher se #C' = d. Como para cada escolha C7 e Cy de sub-
conjuntos de C' com trés elementos, temos que existem 6 automorfismos em Aut(P')
que levam C7 em (%, desde que ao escolhermos as imagens de pi,po, p3 em C] res-

pectivamente, temos que olhar para todas as permutacoes dos elementos no conjunto
d d
(5. Portanto, #¥ < 6 ( 5 ) ( 5 ) . Note que I'c C X. Assim, a ordem de I'c é

finita. O

Estamos interessados em estudar I'y = I'c com C' = Zpi1(¢). Mais precisamente

d-2 _ yyd-2)

vamos estudar I'y sendo ¢ = uv(u para d > 5. Portanto I'y é um subgrupo

finito de Aut(P'). No caso dos subgrupos finitos de Aut(P') temos a classificagao dada

por Klein a saber:

Teorema 2.11. ( Klein) Se G € subgrupo finito de Aut(P') entdo verifica-se que G é

isomorfo a exatamente um dos sequintes grupos:
1. C,, o grupo ciclico de ordem n.
2. D,, o grupo diedral de ordem 2n.
3. Ay, o grupo alternado de ordem 12.
4. Sy, 0 grupo das permutacoes de 4 elementos de ordem 24.
5. As, o grupo alternado de ordem 60.

Corolario 2.12. Seja C' C P! com #C = d > 3. Entao, verifica-se:
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2. Determinagao das retas em S

1. Se I'¢ é ciclico entao |I'c| < d.

2. Se I'c = Dy, com k > 2, entdo k|d ou k|d — 2.

3. Se C é conjunto das raizes d—ésimas da unidade entao I'c = D,.

4. Se d é impar e I'c nao é ciclico entao I'c = Dy, para algum k € {2, ..., d}.
A seguir usaremos os resultados acima para mostrar que:

Teorema 2.13. Se ¢ = uv(u®? —v42) com d > 5 e C = Zpi(¢) entio Ty = Dy 5 se
d#6el'y=S5, sed=6.

Demonstragdo. Note que Zpi(¢) = {[1 : 0],[0 : 1],[n* : 1]} com ¢ € {0,...,d — 3}
sendo 7 raiz primitiva (d — 2)-ésima da unidade. Observe que T, e I definidos por:
T,(Ju:v]) =[nu:v] e I([u:v]) = [v:u] sdo elementos do grupo I'y. Esta verificacao
¢é simples, deixamos a cargo do leitor. Além disso, as seguintes propriedades sao veri-
ficadas:

ord(T,) =d —2:| De fato, T,, o T,([u : v]) = T,([nu : v]) = [PPu : v] = T,2([u : v]).

Assim, usando indugao prova-se que Tf; = T, para todo k € Z. Portanto, Tf = 1dp

se e somente se n¥ = 1. Como 7 é uma raiz primitiva (d — 2)-ésima da unidade, segue
que ord(T,)) =d — 2.

ord(I) = 2:| De fato, I # idpr e [ o I(Ju:v]) = 1I([v: u
IoT,=T30I: Defato, temos que I o T, ([u : v]) =
u] = Tpa—2([v :u]) = T3 o I([u: v]).

Segue que (1), 1) = Dy_5 o grupo diedral de ordem 2(d — 2). Assim, (T,1) < Ty de
ordem 2(d — 2), de onde concluimos que |I'y| = 2(d — 2)N para algum N > 1 inteiro.

= [u : v]. Logo, ord(I) = 2.
=3y

)
I([nu :v]) = [v:nu] =n

Além disso, como d > 5 temos que (7,,I) é um grupo isomorfo a um grupo diedral
de ordem 2(d —2) > 6. Logo I', nao é abeliano (em particular nao é ciclico). Segue
do Teorema que I'y é isomorfo a G com G € { Dy, Ay, S4, As}. Lembremos que no

caso dos grupos Ay, Sy e As seus elementos tem ordens dadas por:

Grupo | Ordem dos elementos
A, 12,3
S, 1,2,3,4
As 1,2,3,5

Se d > 8 entao I'y possui um elemento de ordem d — 2 > 6 (a saber 7). Assim,
I'y = Dy, logo:

(d—2)N =k (2.4)
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2. Determinagao das retas em S

Deste modo, segue do Corolério que k|d ou k|d — 2. Vejamos:

Kld.

Neste caso, d = kd; para algum d; > 1 inteiro. Substituindo na equacao obtemos
(d—2)Ndy = d. Considere p um ntimero primo tal que p|(d—2) entao p|d e concluimos
que p|2. Logo, p = 2. Dai d — 2 = 2™ com M > 1 inteiro, isto é, d = 2™ + 2. Assim,
2MNd, =2(2M~1 4+ 1). Como d > 8 temos que M > 2. Absurdo!

k|(d—2).

Neste caso, d — 2 = kd; para algum d; > 1 inteiro. Substituindo na equagao (12.4))
obtemos Nd; =1, assim N = 1. Segue que I'y, = Dy_»

A seguir vamos considerar d € {5, 6, 7}. Primeiro vamos considerar d # 6. Deste modo,
d é impar e I'y, nao ¢ ciclico. Logo, mais uma vez o Coroldrio nos garante que
I'y = Dy, sendo Dy, o grupo diedral de ordem 2k. Vejamos:

d=5: Temos que |I'y| = 6N = 2k, segue que k > 3, como I'y = Dy, temos que k|5 ou
k|3, obtemos que k = 3 e portanto N = 1. Assim, I'y = Ds.

d=7: Temos que |['y| = 10N = 2k, segue que k > 5, como ', = Dy, temos que k|7 ou
k|5, obtemos que k =5 e portanto N = 1. Assim, I', = Ds.

d=6: Temos que |T'y| = 8N = 23N, segue do Teorema que I'y = G com G €
{Dy, S4} pois 8 divide a ordem de G. Se I'y, = Dy, temos que |I'y| = 8N = 2k, segue
que k > 4, e temos que k|6 ou k|4, obtemos que k = 4 e portanto N = 1. Assim,
I'y =2 Dyouly =9y

Observe que: Zpi(¢) = {[1 : 0],[0 : 1),[1 : 1],[—1 : 1],z = 1],[—i : 1]} se d = 6.
Considere o : P! — P! definida por o([u : v]) = [u+ v : u — ] temos que o € T
além disso ord(o) = 3, deixaremos a cargo no leitor a verificagdo deste fato. Portanto,
3 divide a ordem de I'y, e 'y = S,. O

Corolario 2.14. Com as notagoes acima. Verifica-se que:

3d2 —4d se d#6

T(S,) =
(5% { 180 s d=6
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Capitulo 3

Cotas para r(S;) se d # 6

Neste capitulo usaremos os resultados do Capitulo 2 para construir as retas contidas

na superficie dada por:

2 d—2

Sy = Z(wow1 (2872 — 297%) — wywy(23% — 237?)) para d # 6.

A partir do estudo da interseccao dessas retas mostraremos que 7(S;) = d(d —2) +4
2

se d é fmpar e no caso d par, mostraremos que d(d —2) +4 < r(S;) < d(d —2) + 5
se d # 6.

3.1 Construindo as retas determinadas por [y

Considere ¢(u,v) = uv(u®? — v?¥2) com d > 5. Fixe n raiz (d — 2)-ésima da
unidade. Sabemos que I'y = (T}, I) sendo T),([u : v]) = [nu : v] e I([u: v]) = [v : u] se
d # 6.
Assim:
Ty = {id, Ty, Typ, ... Tya-s, I, I, ..., s}

ns +ne

sendo I,; = IoT,; com i € {1,...,d—3}. Podemos escrever I'y, = C1UC, com Cy = (T})
e Cy={I 1, .. Lus}.
Lembremos que Sg = Z(¢(z, 71) — ¢(2, 73)) com ¢(u,v) = uv(u?™? —v¥72). Além

disso, temos que:
,ng:{lnq |p€SdﬂLeq€SdﬂM} e #£¢=d2.

De fato, S4gNL ={A, B, Pi}; e SgNM ={C,D,Qr}; com 0 < I < d— 3, conforme

ilustra a figura a seguir:
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

M= Z(zyay)

C=[0:0:1:0]
D=[0:0:0:1]

Q=0:0:1:1]

=077

Para cada T, € C; com 0 < k < d—3 dado por T, ([z2 : z3]) = [nfx2 : 23] sabemos

que a quadrica Qv = Z(zors — nfx1w9) contém 2d retas da superficie Sy dentre as
arg = bnkx

quais, d pertencem & familia M™* dada por: { 0 Z > com [a: b] € PL.
ar, = T3

Sabemos que para cada 0 < k < d — 3 podemos escolher u; € C — {0} tal que

T
M[l"z ] C Sy. Neste caso verifica-se que:

./\/l[1 g © Sqi &  dluntzy, upws) — ¢(x2,23) = 0 Vo [xg: 3] € P!
& ukqﬁ('r] SUQ,Uk.ng) = ¢(xq,13) V [xy: x3] € P!
& ulnFroxs((nfey)t ) = ppxg(af? — 237 Y [2g:a3] € P!
& ulnFroxs (2§t — 3 ) = pows(2dt — 28V [1y: w3 € P!
No que segue vamos fixar uma das possiveis escolhas de u;, € C tal que ud = =. As-

rog = Cupntx

sim, obtemos as retas Ly ; C Sy da familia M dadas por: Ly, ° & ,kn ?

1 = §ugrs

sendo £ uma raiz primitiva d—ésima da unidade. Considere:

={L,; 0<k<d-3e0<i<d-—1}

Note que #L' = d(d — 2). A seguir para cada k, 0 < k < d — 3 considere I,, € T
dado por I, ([x2 : z3]) = [z3 : nFaxy).
De forma andloga ao caso dos automorfismos Tff € I'y, podemos escolher v, € C
nao nulo tal que a reta /\/l[]f:’;k] C Q' = Z(x125 — n*x920) esteja contida na superficie
arg = bxs

S, sendo: [1;7,’2] : tal que [a : b] € P!. Neste caso verifica-se que:
’ ar, = bnFa,
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

M{fﬁjk] CSi & o(vinxs, vinFas) (2, w3) V [zg: 23] € P
= vip (s, M) = (22, x3) V [z 23] € P!
& vinfrsaa(af? —237?) = wows(ad T — a8 V [wy:w3) € P!
& —oinfryrs(rdt — 2977 = wows(2dt — 282 V [1y: ws] € P!
& —U,‘fn =1

No que segue fixe v, € C tal que v{ = ;—,} Assim, para cada k, 0 < k <
d — 3 obtemos as retas Lj ; da familia M™ contidas na superficie S; dadas por:

i k
T = vty

unidade. Considere:

2 Lo = fiUkSU:s ) . c . ‘o
Li,: com 0 <17 < d-—1, sendo £ uma raiz primitiva d-ésima da

L2={L;; [0<k<d-3e0<i<d-1}.

Note que #L£? = d(d — 2). Portanto, Y(S;) = L,ULUL?

Observe que:

Lllc,i = ]P)(Wkl,z) sendo Wkl,z = [(Szuknka Oa 1a 0)7 (07 fiulm 07 1)]

Lz,i = P<Wk2,z) sendo Wl?,z = [(fivkv 07 07 1)7 (07 51 Ukﬁk7 17 O)]

Lema 3.1. Sejam [ e m retas disjuntas em P3. Se I, e [, forem retas distintas tais
que ; Nl =Api} eliNnm = {¢;} parai = 1,2 com p; # ps € q1 # q2 entdo [y e ly sdo

disjuntas.

Demonstracao. Suponha que Iy Nly # (). Assim podemos, considerar o plano H =
(li,12). Note que {p1,p2} C l e {p1,p2} C H entdao {p1,pa} C [N H, segue que
#lN H > 2, que implica em [ C H. Analogamente, podemos concluir que m C H

como I, m C H temos que [ N'm # (), o que é um absurdo. n
Corolario 3.2. Com as notagoes acima. Verifica-se que r(Ly) = d.

Demonstracao. Segue do Lema que as retas lac, lpp, l,q, com i € {0,...,d — 3} em
L, sao duas a duas disjuntas. Assim obtemos d retas duas a duas disjuntas em L.
Portanto, r(Ls) > d.

Suponha que [y, ..., com k > d sao retas em L, duas a duas disjuntas. Considere
{z;} = ;N L com i =1,.. k. Note que todos os x; sdao distintos ji que as retas
sao duas a duas disjuntas. Além disso, {x1,...,2x} € L NSy = {A, B,po,...,Pa—3} €
#{x;}F_, =k < d. Segue que r(L,) = d. O

Proposigao 3.3. Com as notagoes acima. Verifica-se que r(£?) = d(d—2) parai = 1, 2.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Demonstragao. Considere Ly ; e Ly ; retas distintas em £'. Note que se k = ¢ entao
essas retas fazem parte da mesma familia M™#* logo sio disjuntas. Para estudar a

intersecao dessas retas no caso k # t é suficiente calcular o seguinte determinante:

Sy 0 1 0
Gugt 0 10| uen® = &) (g = &uy).
t

Observe que o determinante acima é nulo se e somente se:

Euen® = g’ (3.1)

ou
Eup = Euy. (3.2)
Vamos supor que a equagao (3.1)) seja vélida, elevando-a a d obtemos: ufn*? = uln®,

d d

_ 1 _ 1 k(d—1
COMO Uy = o € Uf —F,seguequen( )

= ntd=1)  Agsim, temos que, n*=Dd=1 =1,
deste modo temos que (k—t)(d—1) = (d—2)m para algum m, como mde(d—2,d—1) =1
segue que (k —t) = (d — 2)my, no entanto como 0 < k,t < d — 3, temos um absurdo
pois k # t. .

De maneira andloga, vamos supor que a equagao seja valida, elevando-a a d
obtemos: uf = u¢ como uf = nl’“ eul = #, segue que n* = nt, deste modo temos que
k —t = (d — 2)m para algum m, no entanto como 0 < k,t < d — 3, temos um absurdo.
Considere Lj; e L} retas distintas em £*. Note que se k = t entdo essas retas
fazem parte da mesma familia M™* logo sdo disjuntas. Para estudar a intersecéo

dessas retas no caso k # t ¢é suficiente calcular o seguinte determinante:

0 Eun® 10 4 ; ; 4
fﬂ'v (’; 0 1 - <£]Ut —& Uk)(§ UMk — §Jvt77t)-
t
0 &uynt 10

Observe que o determinante acima é nulo se e somente se:
j i
vy = vy, (3.3)

ou
5%;&7’“ = fjvmt. (3.4)
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Elevando as equagoes (3.3)) e (3.4) & d e tendo em mente que v = —% e vl = — % de

"
maneira analoga ao caso anterior chegamos a um absurdo. O]

Corolério 3.4. Com as notagoes acima. Verifica-se que r(S,) < d + 2d(d — 2).

Lema 3.5. Com as notagoes acima. Verifica-se que:

—_

dacNl#£DelppNl£DY L e Ll

2. lapNl#DelgcNl#0OV 1€ L2

3. Paratodol € L' e X € M NS,, sao vélidas as seguintes igualdades:
o IuxNi=0se X #C;

e IpxNIl=0se X #D;
e ipxNl=0se X e€{C,D}.
4. Paratodol € L2 e X € M NS, sao validas as seguintes igualdades:
e luxNIl=0seX #D;
e IpxNi=0se X #C,
e lp,xNl=0se X €{C,D}.
5. lpg, N Ly, # 0 para todo i < o resto da divisao de I — J por d — 2 ¢ igual a k.

6. Seja r o resto da divisao de I + J por d — 2. Entao,

k=0 se r=20
lpg, N Ly, # 0 para todo i <
’ k=d—2—1r se r#0
Demonstracao. Inicialmente lembremos que o Lema no apéndice, nos permite de-
terminar se duas retas sao disjuntas (ou nao) via o calculo do determinante da matriz
determinada pela base dos respectivos subespacos que definem as retas em questao.

Essa ferramenta é a que utilizaremos a seguir.

1. Sendo lac = P([(1,0,0,0),(0,0,1,0)]) e I = P([¢'w4,0,1,0), (0, v, 0,1)]).

1 0 00
0 0 10

Como | = 0, concluimos que l4c N1 # 0.
Ewym® 0 1 0
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Analogamente temos que, sendo lgp = P([(0,1,0,0),(0,0,0,1)]).

0 1 00
0 0 01

Como | = 0, concluimos que lgp N1 # 0.
Ewm® 0 1 0

2. Sendo [ = P([¢'vy,0,0,1), (0, &, 1,0)]), analogamente ao que fizemos no item

anterior, obtemos o resultado.

3. Considere X € M NS, e lembre que xt é raiz primitiva d-ésima da unidade.

o IuxNi=0se X #C,

Sendo I4p = P([(1,0,0,0),(0,0,1,0)]) el = P(['urn*,0,1,0), (0, Eug, 0,1)]),

temos que:
1 0 00
0 0 01 ,
‘ = —&uy, # 0. Assim, lag, N1 =10
wn® 010
0 f’uk 01

Sendo lag, = P([(1,0,0,0), (0,0,7°,1)]) el = P(['uxn*,0,1,0), (0, Euy, 0,1)])

temos que:
1 0 0 O
0 0 71 )
. = —&"uy, # 0. Logo lag, N1 = 0.
Cu 0 1 0 © 7 Ao
0 £’uk 0 1

Analogamente, mostramos que:
e Para toda [l € £ tem-se que Igx NI =0 se X # D;

e Para toda [ € L' tem-se que Ip,x Nl =0 se X € {C, D}.

4. Analogamente ao que fizemos ao item anterior, comprovamos que a afirmacao é

verificada.

5. Sendo lp,q, = P([(n",1,0,0),(0,0,77,1)]) e L ; = P([£'un*, 0,1,0), (0, E'u, 0,1)])

temos que:
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

1 0O 00
0 0O 1 0 A . .
. = —n'&u, +n'Eun’) = w7 —nh).
Ewuyn® 0 10
k

Guy () — ') = 0
1= 77I—J—k
I—J—k=(d—2)q paraalgum ¢q€Z

I—-J=(d—-2)qg+k com0<k<d-3.

t ¢

Deste modo, k é o resto da divisao de I — J por d — 2.

6. Sendo lp,q, = P([(n",1,0,0),(0,0,77,1)]) e L ; = P([0, &', 1,0), (£'vx, 0,0, 1)]),

temos que:
o1 0 0
8 5ivink 771J (1) = oy —plplEunt = Eup(1 — plH R,
oy, 0 0 1

Assim, Ip,g, N1 # 0 se e somente se:

Eug(l — gt k) =0 o 1= qlt7+k
& I+ J+k=(d—2)m para algum m € Z
o I+J=(d-2)m—k
& (d—2m—k=(d—2)g+rcom 0<r<d-3.

Deste modo, (d—2)(m —q)=r+k>0com0<r+k<2(d—2)—2. Assim,
temos as seguintes possibilidades para r +k, r+k =0our+k =d— 2. Se
r+k =0,dair =k = 0. No outro caso, temos r + k = d — 2, segue que

k =d— 2 —r, como desejado.
O

Proposicao 3.6. Seja C C L, formado por retas duas a duas disjuntas satisfazendo
a condicaio: mNIl =10, V I € L' V m € C (respectivamente, m NIl =10, VI¢€
L2V m € C). Entao #C < 4.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Demonstracao. Note que lp,q, ¢ C paratodo I, J € {0, ...,d—3}. Suponha por absurdo
que lp,g, € C, segue do Lema que lp,g, N Ly, ; # 0 para todo i € {0, ...,d — 1} se
r1 é o resto da divisao de I — J por d — 2. Como também, Ip,q, N L, # () para todo

_ 0 se 79 =0 C
i€40,..,d—1} com k = , sendo 79 o resto da divisao de
d—2—7’2 se 7”23&0

I+ J por d — 2. Deste modo para cadam € C, mNL C{A,B,P;} com0<1<d-3
e L =27Z(xy,x3)):

Casol : mNL={A}.
ComomnNIl=0 V | €L necessariamente do Lema temos que m N M C
{D,Qr} com I € {0,...,d — 3}, ou seja, m = lap ou m = lug,.

Caso 2 : mN L ={B}.
De forma anéloga no Caso 1, temos que m = lgc ou m = lpg,, para algum
Ie{0,..,d-—3}.

Caso 3 : mN L = {P} para algum [ € {0, ...,d — 3}.

Neste caso temos que m = lp,c ou m = Lp,p.
A seguir vamos considerar as seguintes possibilidades para o subconjunto C de Ly:

(I) lapeCelpc elC.
Como lp,q, ¢ C para todo I,J € {0,...,d — 3}. Concluimos que #C =2 < 4.

(II) lAD eCe lBC’ ¢ C.
Se #C > 1 entao lpg, € C ou lp,c € C. De onde concluimos que #C < 4.

(III) lAD ¢ Ce lBC’ € C.

Anélogo ao caso (II).

(IV) lap ¢ Celpc ¢ C.
Sabemos que lac ¢ C e lgp ¢ C pois encontram as retas em L£!'. Assim, con-
cluimos que C C {ZAQJ,ZBQJl,lpIC,lpllD} com J # Jy e I # I,. De onde con-
cluimos que #C < 4.

]

Corolario 3.7. Para todo J # Jy e [ # I; com J, Ji, 1,1, € {0,...,d — 3}, verifica-se
que {laq,,!Bq,, ,lrc,lp, p} C Ly é formado por retas duas a duas disjuntas e cada

uma dessas retas é disjunta de todas as retas em £ U L2

Corolério 3.8. Verifica-se que 7(S;) > 4 + d(d — 2) para todo d # 6.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Demonstragdo. De fato, considere D = {lag,, g, pyc,lpp} U L. Segue da Pro-
posicao que D C Y(Sy) é formado por retas duas a duas disjuntas tal que #D =
4+ #LY isto é, #D =4+ d(d — 2). Temos que r(Sg) > 4+ d(d — 2).

m

3.1.1 Estudando a intersecao entre as retas de £L! e £?

Com o objetivo de achar subconjuntos de Y(S;) formado por retas duas a duas
disjuntas cujo cardinal seja maior que 4 + d(d — 2) (se possivel forl). Vamos estudar a
interseccao das retas da familia £2, com retas da familia £

Note que:

Euyn® 0 10
0 wn® 0 1
NI, # 0 I —0
’ ’ 0 Eomt 1 0
fjnk 0 0 1
& iydpk — ikt =0
o £2i'uink = 2ylyt (3.5)
o 52’}“% _ otk
Eio;
RN (gz—jukvt—l)Q — ,r]t—k:
RN (éﬂi*jukvt—ly — _(gifjukvt—l)d
& (w2 = 1.
No que segue vamos fixar o5 € C tal que of = —1. De fato, no caso d impar,
consideramos oy = —1. Como também v, = oguy. Assim,

—uy se d éimpar
Vi = ;
oour  se d é par

Lema 3.9. Se d é impar entao Ly ;N L} ; # 0, para todo k € {0, ...,d — 3} e para todo
i€{0,...d—1}.

Demonstragdo. Queremos mostrar que ([3.5) é satisfeito. Isto é (uv;,')?2 = —1. Como
d é impar, temos que v, = —uy. Assim:
(g V2 = (cwa' Y= (<1 = L

Segue que Ly, N Li ; # 0 quando d é impar.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Lema 3.10. Se d é par entao Ly ; N Lj ; = () para todo k € {0,...,d — 3} e para todo
i,7€40,...,d—1}.

Demonstragio. Suponha por absurdo que Ly ; N Lg ; # 0, segue de que &%ul =
&%v?, substituindo vy = oguy (pois d é par) segue que (£')? = (&/0y)?, desta igualdade
temos &' = oy ou £ = —E&l oy, em ambos os casos elevando & d chegamos a um absurdo
(1= —1). Segue que L}M N Li,j = () quando d é par. H

Lema 3.11. Considere L; ; € L' e L7, € L tais que Ly ;N L7 ; # 0. Se Ly ;N L7, # 0

tvjl
entao
Jj1=17 se d é impar
j1€{j,j+4%} sed épar.

Demonstracao. Por hipotese temos que:

L}c,i N Lz%,j #0 & é_m“i b= 52%1%77':

Ly, ML #0 & &uin® = &5y’

Segue que % = €21 isto é, €20179) = 1, de onde podemos concluir que 2(j; — j) = dg

para algum ¢ € Z, pois £ é uma raiz d-ésima da unidade. Deste modo, 2|q ou 2|d.

d
‘ Caso 1: dépar‘Sedéparentéojl—j:§q. Se 71 > j,segueque 0 < 77 —j < d—1,

d
deste modo j; =j ou j; =7J + 7

‘ Caso 2: déimpar‘ Se d é impar entdo j; — j = dg. Como 0 < |5 —j| <d-1

concluimos que j; = j. O]

Lema 3.12. Se d é par e 1y € C é tal que i % = —1 entdo 1 = n*° para um tinico

v € Rg_o ={0,...,d — 3} e 1y é fmpar.

Demonstragio. Como i3 2 = —1 temos (n2)42 = 1. Assim, 73 = n*° para um tnico
Vg em Ry 5. Agora, suponhamos por absurdo que v, seja par, dai temos que, vy = 2,
segue que 19 = +n"* elevando essa equacao a poténcia d —2 segue que —1 = 1, absurdo.

Logo vy é impar. O]

Lema 3.13. Fixe D > 1 inteiro e zy € Z. Considere Rp = {0, 1, ..., D — 1} o conjunto
formado pelos restos da divisdo por D. Para cada z € Z seja ¢,, p(2) o resto da divisao

de zo + z por D. Verifica-se que:
1. ¢s.p:Z — Rp dada por z — ¢, p(z) é sobrejetiva.
2. ¢,.p|Rp é uma bijecao.

3. Se Y., p: Z — Rp é definida por ¥, p(z) = ¢, p(22) temos:

40



3. Cotas para r(Sy) se d # 6

e .. plr, ¢ bijetiva se D for impar.
D
® ¢, p|r, sendo Ry = {0,1,.., 5 1} é injetiva, se D é par.

Demonstracao. ., p é sobrejetora por definicdo. A seguir verificaremos que ., p|r,
¢ injetora. Sejam 7,7 € Rp tais que: @, p(r) = @..p(r1), segue que r + zyp =
gD + p.op(r) e 11+ 20 = 1D + ¢, p(r1) para algum g e ¢; em Z. A partir dessas
duas equagoes acima temos que r — r; = (¢ — ¢1) D, donde concluimos que r = ry, isto
¢ ., p € injetora e consequentemente bijetora. Vejamos agora o item 3. Assuma que
Y2.0(1) = Vs, p(r1) para algum r,ry € Rp. Segue que 2(r —ry) = gD com ¢q € Z. De

q /. .,
fato, r —ry = §D, se D é fmpar e segue que r = ry. Agora, se D for par, concluimos

D .
que r — 1 = g2, logo r =7y ou |r —r| = X Se considerarmos r,r; € R}, temos que
D
|7’—r1|<5. Logo r =r =ry. O

Lema 3.14. Notagoes como no Lema3.11} Se L; ; € L' et, = ¥} 4-2(v) com v € Ryg_s.
Entao verifica-se que:

1. Se d for fmpar e entdo (—upn~")? = _T Assim, v, = —upn~YE N para um
7’] v
unico N, € Ry.

—1
2. Se d é par entdo (ny upn~")¢ = ——, (no conforme Lema [3.12 ). De onde con-

cluimos que vy, = no_lukn_”&_N” para um unico N, € R,.

3. Se j = woa(i + N,) entdo L}, N L2, # 0.

Demonlstmgdo. 1. Temos que (—upn~")% = (=1)%udn="%. Note que d é fmpar, uf =
— en v = @722 — 72 Fagzendo as devidas substituigdes obtemos que
n
-1
(—upn )¢ = —o Agora, por hipétese temos que t, = ¥y 4-2(v), isto é, k+2v =
17 v
-1 -1
q(d — 2) + t, para algum ¢ € Z, segue que (—un *)? = —. Como, — = v
n n

segue que existe N, € Ry tal que —upn™ = v, N, ou equivalentemente v, =

—upn V&N para um tnico N, € Ry.

2. De fato, temos que (1, urn™)% = ny“uin=?, como por hipétese ni 2 = —1
temos que 7,% = (—1)ny% Além disso temos que uf = —, € como fize-
mos no item 1 n7%¢ = n=%. Fazendo as devidas substituigges obtemos que
(o tupn ™) = W, como por hipétese temos que 73 = nY° segue que
(no tupn™)? = W Por hipétese temos que t, = gy, (V) com vy € Ry,
isto é, k+ 1+ 2v = q(d —2) +1, para algum q € Z, portanto (1, ‘ugn ") = 7;3
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

d

ty?

—1 . , _
Como — = concluimos que existe um unico N, € Ry tal que 7, Yupn™ =
’r] v

v, V7. Ou equivalentemente, v, = 1y 'un " EN para um tnico N, € Ry.

3. Segue de (3.5 que Ly ; N L7 ; # 0 < (¢ upv; ')*? = —1, usaremos este fato para

mostrar a afirmacao. Vamos dividir em casos:

‘Caso 1. dé impar‘ Neste caso, pela equacao obtida no item 1, segue que v, 1 —

—u; 'nv€N | substituindo na expressio (£77upv; )4? e usando o fato de que

j = ¢04(i + N,) obtemos a igualdade. Portanto Ly ; N L7 ; # 0.

‘Caso 2:dé par‘ Neste caso, pela equacao obtida no item 2, segue que v, 1 =

nouy, 'Y ENY | substituindo na expressdo (£77uyv; )42 e usando o fato de que
j = @o4(i + N,) obtemos a igualdade. Portanto Ly ; N L7 ; # 0.

]

Notagao: Para cada [ € £! considere Y7 = {m € L* | mnN1l # (}. E analogamente,
para cada m € L? considere T} = {l € L' | INnm # 0}.

Lema 3.15. Assuma que d é par. Seja [ = L,lm- € L' e considere L7 = {L?yj eL?]je
Rg}. Se Y?N L? # () entdo t e k tem paridades distintas.

Demonstragdo. Sejam € T?NLZ, segue que m = L?J- com j € Ry. Temos que mNl # ()

se e somente se E¥vint = ¢%u2n*. Suponhamos que k e t possuam a mesma paridade.

‘k et sao pares‘ Neste caso temos que k£ = 2k e t = 2t;, desse modo obtemos que

dtlzi

- k1
n

ot = £k, elevando esta equacao a poténcia d segue que —n n
n

que implica que 1 = —1, absurdo.

‘k et sao impares‘ Anélogo ao caso anterior.

Em ambos os casos chegamos a um absurdo, deste modo concluimos que k e t possuem

paridades opostas. O

Proposicao 3.16. Se [ = L,lm- € L! entao existe uma bijecao entre o conjunto Ry_o =
{0,1,..,d—3}e Y?={m e L2 | mnNI#D}.

Demonstracao. A demonstracao sera dividida em dois casos de acordo com a paridade
de d.

d é fmpar.

Fixe v € R4 e escolha t, € Ry_o tal que ¢y 42(v) = t,. Segue do Lema m que
—upn ™V = ENvuy para um tinico N, € Ry = {0, ...,d — 1} bem como, se escolhemos,

Jv = o.a(N, + 1) € Ry entao Lllm’ NL? . # (. Assim, considere a funcao:

tv,Jv

QO Rd,Q — TIQ

2

v » L,
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Afirmacao 1: €2 é injetiva.

De fato, considere v, v, € Ry tais que Q(v) = Q(1). Ou seja L7 ; = LfUI v, €ntao
t, =t,, € j, = j,,. Lembremos que t, = ¢y q_2(v) € t,, = Yp4—2(r1). Como Py q_o é
injetiva segue que v = vy.

Afirmacao 2: €2 é sobrejetiva.

Considere L7 ; € £* tal que Ly ;N L7 ; # 0. Logo (€ upv; 1472 = —1, assim:
Iyt = —n¥ para um tnico v € Ry_o. (3.6)

A seguir mostraremos que Q(v) = L7 ;. Sabemos que Q(v) = L ; , com t, = tpqa—2(v)
e o.4(N, + 1) = j,. Note que elevando a equagao (3.6) a poténcia d e usando a unici-

dade do resto temos que ¢t =t,. Por outro lado, do Lema |3.11| concluimos que j = j,.

dé par.

Escolha 79 € C como no Lema Considere Rl , = {0,1,...,2 —2} e R , =
Ris—R) ,={%-1,..,d-3}.

Para cada v € Ry o vamos definir Q(v) = L?

2, € T coml = L, da seguinte

forma: considere ¢, = Vg1, 4-2(v). Assim do Lema m temos que no_lukn” = Ny,
para um unico N,, € R,;. A seguir considere j, = @q4(N,+1), se v € R), ,, caso contrario

d—2 i +4 se 4, €R
com vy € Rl,_, e definimos j, = { j b ‘7 ' ff
Jvy — 3 S€ Juy S Rd

Note que € estd bem definida pois Q(v) = L7 ; € Y} pelo item 3 no Lema
Agora vamos analisar a injetividade da Q. Dados v,/ € Ry_s, temos trés
possibilidades:

V= +

1.y eR,,
22veR, eV eR],
3. v,V € R,

Vejamos:
Se Q(v) = Q(V') entao L7 ; = L}

tV/,]VM

assim t, = t,,. Como Yy, 4—2 restrita a
R/, , ¢ injetiva, segue que v = /.

Note que v # v/. E neste caso queremos mostrar que §(v) # (v'). Note
que (v) # (V) se e somente se t, # t, ou j, # j,. Set, = t, segue que

d—

Vo =v+ 5 € Rl_,, e pela definicao de €2; segue que j, = j, = g. Portanto,
Juv # Jur, cOMO queriamos. p p

Dados v,V € Rl ,. Verifica-se que v = 11 + 5 e V=1 + X Além disso, t, = t,,
et, =ty Se Q)= Q) segue que t, = t, e j, = js. Logo t,, = t, e pela
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

injetividade de 1)y, restrita a R}, ,, concluimos que v; = v;. Logo v = v/.
Isso mostra a injetividade da €2.

Vamos mostrar que €2 é sobrejetora. Dado m = Lij € Y? queremos achar v € Ry_»
tal que (v) = waju =m, isto ét =1t, e j = j,. Pela definicao da  temos que
k+vo+2v =q(d—2)+t, isto é, t — (k+ vy) = (—¢)(d — 2) + 2v. Pelo Lema [3.12)
temos que vy é impar e pelo Lema temos que k e t tem paridades distintas, deste
modo concluimos que t e k + 1y tem a mesma paridade logo ¢t — (k + 1) é par. Assim,
o resto da divisao de t — (k + 1) por d — 2 é par digamos 2v com 0 < v < g - 2.
Assim g, (V) =t = t, e Y(v) = L7 ; = L7, . Por outro lado m e Oy(v) € 17,

assim do Lema |3.11| segue que j = j, ou |j — j,| = 5 Se 7 = j, nao temos nada a

(. . . 4 . d

provar, segue que €;(v) = m. Caso contrario temos que j = j, + 5 OuJ =Jjv— 3
d

Seja 4 = v + % € R)_,, pela defini¢do da nossa funcao temos que j, = j, + 5 ou
d
Ju = Jv— X deste modo concluimos que j = j,. Logo (1) = m como querfamos. [

Corolario 3.17. Com as notagoes acima. Verifica-se que: #7T) = #Y? = d — 2 para
todo l € L' e m € L.

No que segue do texto para cada k € Ry_s seja L, = {Lj, € L' | s € Rq} com
i=1,2.

Corolério 3.18. Fixe | = L;; € L' e t € Ry_5 Verifica-se que:
1. Se d é fmpar entao #(Y7i N L7) = 1.

0 se tektem amesma paridade
2. Se d é par temos que: #(Y? N L7) = { P

2 se caso contrario

Demonstragdo. Temos | = Lj ,, vamos analisar se:

1. d é impar;
Observe que ¥ g2 : Rg—o — R4_2 é¢ um bijecao no caso d impar. Assim, dado
t € Ry_9 existe um dnico v € Rq_o de modo que ¥y q—o(v) = t, = t. Agora segue
da Proposi(;éomque Qu(v) = L};, € Y7, portanto #(Y7NL7) > 1. Entretanto,
segue do Lema que dita reta em Y? ¢ tinica. Logo, #(T? N L?) = 1.

2. d é par;
Do Lema temos que T N Y7 =0 se k e ¢ tem a mesma paridade. Agora se
t e k tem paridade distintas e L7 ;, L ; € T7. Segue do Lema que j = j; ou

j =il = §. Logo, #(Y7 N L}) = 2.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

1
k1,01

Observacoes 3.1. Se d é par, | = L,lm ely =L tal que k£ e k; tem paridades

distintas entao Y7 N T} = 0.
Lema 3.19. Considere [ = L ; e Iy = Ly ; com i # iy. Verifica-se que:
L TPN Y} =0 sedéimpar.

0 se |i—iy| # 4

2 2 _
2. Tl ﬂ Tll - 2 . 2 . . . d

Demonstragdo. Suponhamos que Y7 MY} # ). Considere m = L7; € T{ N T7. Como
mNl#0emnl # 0 temos que: E¥vlnt = 2uink e E2vint = uln®, logo

2(i — i1) = dq para algum ¢ € Z. Vamos dividir em casos:

1. d é fmpar;

Neste caso temos que i —i; = di. Como 0 < i,4; < d—1, [i—i;| < d—1, absurdo

pois 7 # 7.
2. d é par;

Como 2(i — i1) = dq para algum ¢ € Z segue que i — i} = qg, isto nos diz que:
d

i =1y ou i —i| = 5 como por hipétese temos @ # i1 segue que |i — 1| = 3

Logo, Y7 NY? =0se |i —ii| # 2. Se i — 4| = &, suponha que i; =i + 2 dai

temos que | = Ly, ey = L, ipa- E neste caso:

: ity
e T e i — it em e T e ity — D,

Portanto, T7 = T7.

]

Proposicao 3.20. Considere C' C T(S;) formado por retas duas a duas disjuntas e
nao vazio. Sejam n;, = #C; com i = 0,1,2 sendo C; = C N L}, sendo L = L.

Verifica-se que:
l.ng<den;<d(d—2)sei=1,2.
2. ny +ny <d(d—2) se d éimpar.
3. n1+n2§d(d—2)—|—g(d—2) se d é par.
4. no+n; <dd—2)+4sei=1,2.

5. #C < d(d —2) +4 se d é impar.
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

2

d
6. #ng(d—2)+3 se d é par.
Demonstracgao. 1. Veja Corolario [3.17]

2. Se n; = 0 ou ny = 0 segue do item (1). Para cada k € R; o considere Ll =

{Lj.; € L']j € Rq} com i =1,2. Note que para i = 1,2 temos:
L= L0L0..0Ly ..

Assim:

C, = C%WCTU...UCT™3 sendo CF =CyNL;.

Seja a1 = max{#CY | k € Rq_»}. Logo, n; < a;(d — 2). Considere k; € Ry
tal que #Cy" = ay. Note que Cf* C L. Sel € Cf* entdo Y7 N Cy = . Assim,
Cy C L2 —U,com Y7- Segue que ny < d(d —2) — ay(d - 2) pois U, .+ Y7 é uma

unido disjunta. Assim, n; + ns < d(d — 2) como querfamos.

3. Procedendo como no item (2), temos que Co C L* — [J,ccr, T7. Note que se
l =L} el =1L}, €CP entdo pelo Lema temos que Y7 N Y} = 0 se
d

d
. . 2 o 2 . . _
i — i1 #5 e Y7 =77 se |i — i =3
d
Assim, as retas em Cfl podem ser dispostas numa matriz 2 x 5 onde nem todas

as entradas desta matriz serao ocupadas, pode haver casos em que uma coluna

possua 0,1 ou 2 retas, o nosso objetivo é contar essas retas. Temos:

T
1 1 1 1
y > Lkl,O Lk‘l,l Lk1,2 “ee Lk17g_1
1 1 1 1
Lk)l,% Lk17g+1 ces Lkl,d—2 Lkl,d—l
Definimos:

1 . o d
r = 5# {(2,21) € Rfl | L}ﬂ’i,L,{Ml € C’fl com |i —iy| = 5}

k1,i1

d
y:#{ie Ry | L,lﬂji EC{“ el, , ¢ Cfl para iy € Rg;|i — 1| = 5}

46



3. Cotas para r(Sy) se d # 6

Assim, aq = 2z +y. Logo, #U,com Y7 = y(d — 2) + 2(d — 2). Entdo ny <
d(d —2) — (z +y)(d — 2). Logo,
ni+ny < ag(d—2)+d(d—-2)—(x+y)(d—2)
= dd—2)+ (s —x—y)(d—2)
= d(d—2)+z(d—2).

d
Segue que ny +ny < d(d — 2) + §(d— 2).

. Temos dois casos para analisar:

Usando o item (1) obtemos que ng +n; < 4+ d(d — 2).

Existe { = Lp, g, € Cp. Pelo Lema existem ki, ko € Ry_o tais que [
encontra todas as retas em £} e L3 respectivamente. Note que C; C L; — Lj.
para i = 1,2. Assim, n; < d(d —2) —d. Logo, ng +n; <d(d—2)+4sei=1,2.

. Temos dois casos para analisar:

Usando o item (1) e (2) obtemos que #C' < d(d — 2) + 4 se d é impar.
Procedendo como no item 2, e lembrando que para cada [ € C{", a
familia Y7 consiste exatamente de d — 2 retas que interceptam [. Além disso
temos que #(Y7 N L3) = 1 e sabendo que Cy N L; = 0 temos que Cp C
L*—L; — UleC{” (Y7 — L;,) donde concluimos que ny < d(d—2) —d —aq(d—3),
segue que ny + ng < ay(d —3) +d(d —2) — ay(d — 3) = d(d — 2) — d. Portanto,
#C < d(d—2)+4 sed é impar.

. Existe L = Lp, g, € Cy. Pelo Lema[3.5 existem k; e k; tais que L encontra todas
as retas em L,l€1 e LiQ respectivamente, segue que Ckl;l # (), assim ny < ay(d — 3).
Segue que Cy C L* — L7 — (UleCfl(TlQ - Eil)). Segue do Coroldrio [3.18| que
#(T7 N L} ) =0 para todo | € O ou #(T2N L3 )=2 para todo | € C}". Neste
aspecto temos dois casos para analisar:

Caso 1: #(T?N L) =0V l€C.

Neste caso, temos que # (UZeCfl (r7 — /l%l)) = (x +y)(d — 2). Temos que:

d+a1(d—3)+dd—2)—(d—2) — (z +y)(d —2)
d(d—2)4+ 2+ ard — 30y — (g + x)(d — 2)

ng + N1 + No

(
— d(d—2)+ 2—a1+x(d—2)
< d(d-2)+ ( 2)+2— oy
— dd— 2)+—2+2—d—041
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3. Cotas para r(Sy) se d # 6

d2
Portanto, ng + ny + ne < d(d — 2) + —.

2
Caso 2: #(Y?NL:)=2 VY L€
Neste caso, temos que # <Ul€051 (T7 — £i1)> = (z +y)(d — 4). Temos que:
1

d+or(d—3)+d(d—2)— (d—2)— (z +y)(d—4)
d(d —2) 4+ ayd — 3a; + 2 — and + 4oy + x(d — 4)
= dld—2)+2+a;+z(d—4)

(

(d—2)

d(d 2)+2+d+c—i(d—4)
(d—2)

Ng + Ny + No

IN

22

d
2 +2—d+?

d(d

d2

Portanto, ng + ny +ne < d(d —2) + 5
d2
Em todo caso, temos que #C' < d(d — 2) + CR

]

Teorema 3.21. Se S; C P? € a superficie nao singular de grau d definida por:

zoz (282 — 2872 + woxs(ad 2 — 2872 = 0. Entdo r(Sy) = d(d —2) +4 sed > 5
2

d
éz/mpared(d—2)+4§r(5d)gd(d—2)—l—? se d € par, com d # 6.
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Capitulo 4
Estimativas para r(Sg)

Lembremos que Sg é definida por zox; (2§ — x1) — zox3(z3 — 3) e que o conjunto
das retas [ em Sg é estratificado pela condi¢ao: INL # @ oulNL =0 se L = Z(xy,x3).
De fato, a partir dos resultados provados no Capitulo 2, temos que: toda reta que
encontra L também encontra M = Z(xg,z;) (tais retas formam o conjunto Lg) e
que as retas de Sg disjuntas de L sao determinadas pelos automorfismos de I'c sendo
C = Z(zoyo(zy — ya)) C P'. Assim, o que segue do texto é dedicado & determinagao

dessas retas e ao estudo das intersecgoes com o objetivo de calcular 7(Sg).

4.1 Descrevendo os elementos de L

As retas em L4 sao da forma Lpg com P € SsN L e Q) € S¢ N M, ilustrados na

proxima figura:

L = Z(xa,x3)

M = Zizy,zy)

C=[:0:1:0]
D=[0:0:0:1]

G =[:0:1)

Assim,

Lo ={Lac,Lap,Lag,,Lec,Lep,Lpg,, Lr,c,Lp,p, Lp,g,} com I, J € {0,1,2,3}.
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4. Estimativas para r(Sg)

De fato, a descricao dessas retas em termos dos subespacos que as determinam é

dada por:
Reta Lxy Subespaco Wy
Lac = P(Wac) Wac = [(1,0,0,0),(0,0,1,0)]
Lap =P(Wac) Wap = [(1,0,0,0),(0,0,0,1)]
Lag, = P(Waq,) Wagq, = [(1,0,0,0),(0,0,47,1)]
Lpc = P(Wpe) Wae = 1(0,1,0,0),(0,0,1,0)]
Lpp = P(Wsp) Wgp = 1(0,1,0,0),(0,0,0,1)]
Lpg, = P(Waq,) Wgo, = [(0,1,0,0),(0,0,i7,1)]
Lpc =P(Wpco) W, = [(:7,1,0,0),(0,0,1,0)]
Lp,p = P(Wp,c) W, p = [(:7,1,0,0),(0,0,0,1)]
Lpq, = P(Wpyq,) Weo, = [(:7,1,0,0),(0,0,i”,1)]

4.2 Descricao dos elementos do grupo I'¢

Segue do Teorema que I'c = 54. No que segue descreveremos os elementos de
I'c a partir dos geradores de ¢, e 0. Considere ¢ e 1 automorfismos de P! dados por
o([u:v]) =[iu:v] e (u:v]) =[v:u]. Note que p,9 € I'c. Além disso ord(p) =
ord(y)) = 2 e verifica-se que ¥ o p = ¢ o0 1), deste modo temos que (p,¥) = D, e
(p,) < T'¢ de ordem 8.

Considere o automorfismo o em P dado por o([u : v]) = [u+iv : u—dv], verifica-se
que 0 € I'¢ e ord(g) = 3. Temos que I'c = DY U Dj U D3 sendo DY, D} e D? as
De fato:

r
classes laterais de idp1, o e 0 no grupo quociente ¢
(0. 9)
DY = {id, ¢, ¢*, ©* ¥, hop, Yop? o’}

Di = {Ua00@700902aUosogaUO%UO@/JO%UO@Z)OSOQaUOwOSOS}-
Dz = {027 020(107 020(1027 0—209037 U2O¢7 020¢O% 020¢09027 J2O¢OS03}'

Note que cada elemento de I'c é representado da forma o! o ¢7 o ¥ sendo I €

{0,1,2}, J € {0,1} e K € {0,1,2,3)}.

4.3 Descricao das retas determinadas pelos auto-

morfismos em [

No que segue do texto vamos considerar £ = raiz primitiva 6—ésima da

1+ /3i
2

unidade. Lembremos que se T'([z : w]) = [z + fw : vz + dw] € ' entao existe u € C
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r = ulaz+ pw)

y = u(yz+ ow)
Além disso, apés fixar u € C satisfazendo a condigao acima, obtemos as seguintes

estd contida em Sg.

tal que a reta M, = {

6 retas em Sg:
r = Hulaz+ pw
y = &ulyz+ow)
O conjunto das retas contidas em Sg determinadas pelos automorfismos em Di sera

,tal que 0 <7 <5.

denotado por £7 com j € {0,1,2}. De fato, a partir dos resultados do Capitulo 2 temos

que:

Proposigao 4.1. Seja Ss = Z(f) com f = zox1(xf—x1)+z2w3(25—23). Verifica-se que
T(Ss) = LoULULUL?, sendo L para i = 0, 1,2 o conjunto das retas determinadas

pelos automorfismos em Dj.

Retas determinadas pelos elementos de DY

Temos Dg = {Zd, @, 8027 9037 wa wo% 1/]0902? wogp:g} comn:

id([z:w]) = [z:w], Y([z:w]) = [w: 2],
p([z : w]) [iz : w], Yoz :w]) [w : iz],
¢*([z = w)) [—z:w],  Yo¢?([z:w]) [w: —2],
Alz:w]) = [—iz:w], Yo([z:w]) = [w:—iz].

Para cada automorfismo acima podemos encontrar v € C tal que M, C S¢. Por

exemplo, se considerarmos T = id entao existe u tal que M, C Sg, com:

r = uz
/\/lu:{

y:uw'

6 4

Se e somente se (u® — 1)zw(z? — w!) = 0, o que ocorre se e somente se u® = 1.

Procedendo de forma analoga com os demais automorfismos, obtemos:

T M, CSsseu=|1|J|K
id 1 01010
© —1 001
©? -1 00| 2
@3 0101 3
W -1 01110
Yo 1 011
Yo p? 1 0[1]2
o3 —1 013

Tabela 4.1: Existéncia de u € C tal que M,, C Sg e M,, € L°
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Deste modo, usando valores de u € C escolhidos satisfazendo u® = a, com a indicado
na 2% coluna da Tabelapodemos obter as retas Lng com J € {0,1}, K € {0,1,2,3}
e j €{0,...,5} da seguinte forma:

De fato, se considerarmos 7' = id e escolhemos u € C tal que u® = 1, dai temos:

0 r = fuz ,
Lgo; = , com 0 <7 <35,
y = Euw

cujos pontos sao da forma [(uz : Suw : z : w]. Segue que: Ly, = P(Wg;) com W, =
[(£7u,0,1,0), (0,&u, 0, 1)]. Procedendo de forma analoga com os demais automorfismos,

concluimos que:

_ 0 0 0 0 0 0 0 5 ,
{L()O]? L12j7 L01j7 L13j7 L02j7 Llea L03j7 Lllj }jzm sendo:

“Eu, 010

Loy = #eh , com ud = (—i)”
0 u, 0 1
0 “fou, 1 0

L(I)OLJ = . ' § ! com Ucﬁu - _(_i)a
Cu, 0 0 1

com « € {0,...,3} e j € {0,...,5}.
Retas determinadas pelos elementos de D}

Sabemos que D} = {0, ooy, gop? gop®, gorh, gorhop, corhop?, gohoyw®} onde:

o([z:w]) = [z+iw:z—iw], co([z:w]) = [wHiz:w—iz],
cop(lz:w]) = [z+w:z—w), ogopop([z:w) [w—z:w+ 2],
oo ([z:w]) = [z—iw:z+iw], ocovo*(z:w]) = |[w—iz:w+iz],
cop}z:w]) = [z—w:z+w], copop([z:w]) = [w+z:w— 2]

Para cada automorfismo acima podemos encontrar u € C tal que M, C Sg. Por
exemplo, se considerarmos 7' = o temos que T'([z : w]) = [z +iw : z — iw] entdo existe

u tal que M, C Sg sendo:

Mu:{ r = u(z+iw)

y = u(z—iw)

Sempre que i(8uS + i)zw(z — w)(z + w)(w? + 2%) = 0, 0 que ocorre se e somente se
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?

u® = —3 De forma andloga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

T M,CSsseu’=|1|J|K

o —i/8 1101]0

ogop 1/8 1101

oo p? i/8 110 2

ooy’ —1/8 1107 3

7o i/8 1[1]0

goop 1/8 111

ogotop? —i/8 1{1]2

goop’ -1/8 111]3

Tabela 4.2: Existéncia de u € C tal que M,, C S e M, € L!

Deste modo, escolhendo u € C de modo que u® = a conforme a Tabela podemos
obter as retas em £! da seguinte forma: .
i

Se considerarmos T' = o temos o([z : w]) = [z +iw : 2 — iw], e u € C tal que ub = —3

obtemos Lg,; C Sg dada por:

= &I +1
Lé()j:{x AR com 0 <j <5,

= Yu(z —iw)

cujos pontos podem ser escritos na forma [¢u(z +iw) : Eu(z —iw) : z : w]. Segue que:
Ly, = P(Wyy,;) com Wey; = [(&u, &u, 1,0), (Fui, —&ui,0,1)]. De forma andloga
fazemos isso para os demais automorfismos e obtemos:

1 g7l 1 1 1 1 1 1 1 15
L= {Looj'aL12ij01j>LlljaLozjaLlojaLosjaij}j:oa sendo

[ iu, i, 10 ‘a1
L(l)ajz & ) & , com ug:Z
(=) T Uy (=) u, 01
L%aj _ ia+f5fva i“‘l'éjva 10 com of (—i)o !
SO v 01 8

com « € {0,...,3} e j € {0,...,5}.
Retas determinadas pelos elementos de D}

Sabemos que D3 = {a?, 020, o%0p?, c?0p3, o?orh, a2orhoy, d?orhop?, glorhop}
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onde:
o*([z:w]) = [z+w:(z—w)(-1)],
dlop(lz:w]) = [iz4+w:z+iw),
%0 p*([z: w)) [z —w:i(z +w)],
c?o3([z:w]) = [—iz4+w:—2z+iw],
clop([z:w]) = [z4+w:(z—w)],
o201 op([z: w]) (w iz —iw — 2],
0% 01pop?([z : w]) [w—z: (=i)(w+ 2)],
o?opod([z:w]) = [w—iz:—iw+ 2]

Por

exemplo, se considerarmos T' = o2 temos que T'([z : w]) = [z + w : (z — w)(—1)] entao

Para cada automorfismo acima podemos encontrar u € C tal que M, C Sg.

existe u tal que M, C S com

€T =
Mu -
y =
Sempre que i(8u® — i)zw(z — w)(z + w)(w? + 2°) = 0, 0 que ocorre se ¢ somente se

g 0 , . .
u’ = 3 De forma anéloga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

T M,CSgseuS=|1]J|K

p i/8 21010
cloyp 1/8 2101
0?0 ? —1/8 2101 2
7o ~1/8 570 3
o iR 2110
o?otop -1/8 2111
o?otpop? i/8 21172
g2o1popd 1/8 21113

Tabela 4.3: Existéncia de u € C tal que M, C Sg e M,, € L?

Deste modo, escolhendo u € C tal que u = a conforme a Tabela[4.3| podemos obter
as retas de £2? da seguinte forma:

Se considerarmos T' = ¢° temos o*([z : w]) = [z +w : (2 —w)(—i)], e u € C tal que

Z Ve
u® = % daf temos:

€T =
L(2)Oj = {
y =

cujos pontos sao da forma [&/u(z +w) : Eu(z —w)(—1i) : 2 : w).

= P(W()Q()j) com Wo20j = [(fj% —i&u, 1,0), (&u, ifju,O,l)}. De

Fu(z +w)
gu(z — w)(—i)

com 0 <5 <5,

Segue que: L,
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forma andloga fazemos isso para os demais automorfismos, obtemos:

2 _ (72 712 72 72 72 12 712 712 15
L7 = { Loy Ligjs Lirys Lisgs Loy Liogs Losj L1} =0, sendo,

L(Q)aj _ iagjua Z'afllé’jua 1 0 comL ug _ w
- Sua &u, 0 1 8

[ o J o rat1¢j N 10 _ o+l
L%ajz ng ! §v com vg:( J
v, —i18v, 0 8

com « € {0,...,3} e j € {0,...,5}.

Observagoes 4.1. Considere £ = |JL!, sendo L, = {L),, | 0 <k < 5} com
i € {0,1,2}. Dizemos que L%, e L7, sdo disjuntas se para toda I € L}, e m € L7,

verifica-se que [ N'm = (). Do contrdrio dizemos que elas nao sao disjuntas.

Para facilitar nosso estudo, no que segue do texto fixaremos os seguintes valores

para Uy € U,.

0 0 1 1 2 2
LOa Lloc LOa Lla LOa Lla
O | Ug Va Ug, Va U, Vg
1 3 3 1

0 1 i 12 2 2 2
1|42 |42 | == | == | == | &=
2 i 1 12 12 2 12
. ; V2 V2 V2 V2

i 5 I3 i i i 1
3|12 " | B BBl

Tabela 4.4: Valores de u, e v, para £ com i € {0,1,2}

4.4 Estudando as interseccoes

O nosso objetivo neste momento ¢ estudar a interseccao entre as retas nas familias

Lie LI com0<i<j<2. De fato, verifica-se quesel = L ., € Liem = L’ el
aft 1,681k

«
forem determinadas por zs, wg, € C com z5 € {ug,vg} relativos a L' e wg, € {ug,,vg, }
gkwﬁ
§izg
equacao de grau 2 que descreveremos nas tabelas a seguir. (Usamos o pacote Maxima

relativo a £7 na tabela [4.4] tem-se que: [Nm # 0 < for a solucao de uma

na determinagao dessas equagoes).
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Interseccao Equagao

Li,; N LW i — (i + i)z +i’2? = 0
Ly, N ka i — iP2? = 0
Ly, NLYy | =i+ (*+1P)z -2 = 0

Tabela 4.5: Interseccao das retas em £°

Interseccao Equacao
Loy 0 Ly | 20" —i(()" ~ (~i))a ¥ 3P = 0
L}M N Lmk 2i(—1)* — ((— z)a 1 5+1( Z)O‘H)x —2/7 122 = 0
Tabela 4.6: Interseccao das retas em £!
Interseccao Equacao
L5,; N Loﬁk —2i* b+ 2307 —F Ny — 2122 = 0
Lo, N ka i — 1)+ (=21 4+l 1)z = 0
LT, N L | =207 4201+ he — 2712 = 0
Tabela 4.7: Interseccao das retas em £
Interseccao Equacgao
L3, 1 Ly | =202 — (Lt (P> e v i = 0
I, N Lip | 20 P s P T
LY, N Loﬂk —2i(—i)Pa? + (1 + it 130y —i = 0
LY,; N Lig, 2i(i)P2? + (1% + (—4)iP)x — i® = 0
Tabela 4.8: Interseccao entre as retas de £° e £!
Interseccao Equagao
L3, 1 Ly | 2P — (P + Dz = 0
L,; N Lmk =2t a2 — (iF — Pz +4i@ = 0
LY, N Loﬁk 20712 + (i — i —i® = 0
LV, N Lig | =207 + (i + " e —i* = 0
Tabela 4.9: Interseccao entre as retas de £° e £?
Interseccao Equacao
Ly N Loﬁk 20P % + (1 — i+ (1 +4)iP(—i)*)x — 2i(—i)* = 0
Lo, N Llﬁk —2iPH 2 + (1 +4d+ (i — 1)iP(—i))z — 2i(—i)* = 0
Li,; N Loﬂk 20P 12 + (1%(1 —4) +4P(i + 1))x + 26971 = 0
Li; N L | =272 + (i*(A+40)+iP(1—i)z -2 = 0

Tabela 4.10: Interseccao entre as retas de £! e £2

Observacoes 4.2. No diagrama a seguir sao indicadas pelas setas que saem de cada

reta as familias que nao sdo disjuntas. Por exemplo, L), nao ¢ disjunta de L% e LY.
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Além disso, de agora em diante usaremos as particoes: £° = AUB, L! =CUD e
L*=DUE.

A: L80 L(1)2 L82 L?o

B: L81 L?zz L83 L(1)1

D: Lé1 Lh L(1)3 L%3

& L(Q)O L%2 L%z L(l)O
AN

F L(2)1 L%s ng L%

Lema 4.2. Com as notagoes acima. Verifica-se que:

e L' , que nao sao

1. Para cada familia !, existem exatamente duas familias L ¢ b

a1b1

disjuntas de L!,.

2. Se Li, NI, # () entdo para cada reta [ € L, verifica-se que #{m € L/, | INm #
0} = 2.

A demonstracao do Lema acima segue do estudo das interseccoes das retas em L°
e L.
Proposicao 4.3. Verifica-se que Ly,; N Ly, ; = () para todo v € {0,1,2}, j,j1 €
{0,...,5}, s € {0,1} e a, aq € {0, ..., 3} se e somente se a # ;.
Demonstracao. Vamos verificar a afirmacao para v = 0, os outros casos sao feitos de
forma anéloga.

Neste caso temos que:

fu, 0 10
0 Su, 0 1 : ) . )
0 ~70 « — (j0¢d,, _so1 ¢l Joy g1 _
LOaJmLOm]l 7&®<:> ’ialfjlual 0 10 (Z §ua—1""¢ ual)(€ (TS ual) 0.
0 Eug, 01
Isso ocorre se e somente se 1%, = i®&Mu,, ou Eu, = &'u,,. Elevando essas

igualdades a sexta poténcia obtemos i = i** ou (—i)* = (—i)* 0 que ocorre se e

somente o = ;. De maneira andloga, fazemos para s = 1. ]

57



4. Estimativas para r(Sg)

Proposigao 4.4. Verifica-se que Lg,;NLY 5, = 0 paratodorv € {0,1,2}, j,k € {0,..., 5}

se e somente se a e [ tem a mesma paridade.

Demonstracao. Vamos verificar a afirmacgao para v = 0, os outros casos sao feitos de

forma andloga.

Temos que:
i%Eug, 0 10
0 Eu, 0 1 ,
Ly, NLY ) < det “ = i%(uy)? —iP(EFvg)? = 0.
0aj 18k 7é 0 iﬁﬁkvﬁ» 10 ( ) ( ﬁ)
EFvg 0 01

k 2
- v .
Isso ocorre se e somente se i®# ( i ) . Elevando ao cubo e considerando que

u = ** e v§ = 72 concluimos que (—1)"*7~* =1 assim, 1+ f — « ¢ par, logo o e
[ tem paridades distintas. O

Proposigao 4.5. Para cada «, 5 € {0,1,2,3} considere | € Lfj, e x,s3 solucao da 2*
equacao nas tabelas , e se v € {0, 1,2} respectivamente. Verifica-se que:
1. xagu—a € (&) com wu,,vs relativos a LY (na tabela & «a e [ tem paridades

vg
distintas.

2. Se av e B tem paridades distintas e & = %agsz—;‘ entdo LYz, NI # 0 sendo | = Lg,;

e{me Ly |mnl#0} ={LYg, Lig, } com [k —k|=3.

Demonstracao. Vamos verificar as afirmagoes para v = 0, os outros casos sao feitos de

forma andloga.

1. Observe que (xag”;—g)ﬁ = 3eP)Ee=f)=2 — (—1)e=F1 pois a2y = i ub =% e
vg = %"*2, De onde concluimos que o — 3 —1 é par (ou seja, « e 3 tem paridades

- u
distintas) se, e somente se T,5— € (£).
Up

Uy, vg . N .
2. Assuma que &% = 7,587 —. Neste caso, §’“_J—5 é solucdo da equacao 2% = 7.
(% U
Portanto [ N L?ﬁk # () (veja tabela . Considere que a paridade « e  de sao
distintas e seja m = L{g, com k € {0,...,5} uma das retas que encontra [. A
)
condicao mNI # () implica que £¥—7 £ solucao da equacao 22 = i #. Tendo em
Ug

consideragao que se T4 ¢ uma das solugoes entao —x,5 = 31,4 ¢ outra solugao,

temos que: {m € LYz | m N1 # 0} = {LY4, LY, } com |k — k| = 3.
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Proposicao 4.6. Considere | = Lg,; e [y = Lg,; com v € {0,1,2} e j # ji. Para

cada 3 tal que a e B tem paridades distintas. Verifica-se:

{meLig|mnl#0}={me Lj;|mnl #0} se |j—jil=3
{meLlizImnl#0n{meLi[mnl#0}=0 se |j—jl#3

Demonstracao. Vamos verificar a afirmacao para v = 0, os outros casos sao feitos de
forma andloga.

Vamos analisar os dois casos:

U —Jil=3
Suponhamos que 7 = j; + 3. Considere m = L?Bk e To3 uma das solugoes da equagao

2? = 8. Sabemos que:

v v
mnNl < /fk*]—ﬁ = Tap ou fk_J_B = fgxaﬁ
(6% ua
ey Y
& 38 o Tap OU gh=n=3_5 _ E%Tap
Cvale L vae
o gL g, o gl g,
Un U

4 mﬂll#(a

lj— 5l #3
Considere m = L{,,. Suponha que m NI # 0 emnly # 0. Assim, fk_jv—ﬁ e fk_jlv—ﬁ
u

« uOé

sao solucoes da equacio 22 = i, De onde concluimos que j = j, ou |j —ji| =3. O

Observagoes 4.3. Considere p,v € {0,1}, a,a; € {0,1} e a, 1 € {0, 1,2, 3} tais que
LY N Lt (). Verifica-se que:

aial

1. Fixadas 4 retas em L, existem pelo menos 5 retas em L , se v # pu.

2. Se L),;, forem retas da familia L), que encontram exatamente 3 retas da familia
L}llal dadas por Lglalki' Verifica-se que j1, ja, js tem a mesma paridade e {k, ko, k3} =

{Oa sy 5} - {jl?j?ajB}-

3. Usando as equagoes (nas tabelas , , , e [4.10) e os valores de u,

e v, relativos a £” na tabela [1.4] para estudar as intersecgoes chegamos numa
equacao cujas raizes sao poténcias de £. Abaixo descreveremos os resultados
obtidos ao estudarmos a intersecgao das familias LY, e L{,, as demais foram

feitas de maneira analoga e segue o mesmo raciocinio.

Queremos saber para quais valores de k, j, temos Lgy; N Ly, ¢ ndo vazia. Como
k

vimos acima, isso ira ocorrer quando

fjwo (wo e vp relativos a tabela D for a
Vo
solucao da equagao —2iz* — (1 — i)z + 1 = 0 (veja tabela . Isto é, quando
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. 1 . .
£+ for solucao da equagao 1+ (i — 1)%§k_3 + £2(k=3) = 0, cujas solucdes sao &

e . Segue que k —j =1ouk —j =>5. Assim,

j=0 = ke{l, 5} j=3 = ke{42}
j=1 = ke{20}. j=4 = ke{35}
j=2 = ke{31} j=5 = ke{0,4}.

Salientamos que essas contas foram feitas para cada familia, no entanto omitire-
mos as mesmas, por ser mais uma parte técnica que segue o mesmo raciocinio

apresentado acima.
Teorema 4.7. Notagoes como na Proposi¢io [f.1. Verifica-se que:
1. r(Lg) = 6.
2. r(LY) = 24.
3. 1(LeULY) =30 parai=0,1,2.
4. r(LPU L) = 32.
5. r(Se) = 48.
Demonstracao. 1. Ver Corolério no Capitulo 2.
2. 11=0

No que segue A e B indicam a uniao das retas listadas na 1* e 2* linhas. Con-

forme indicado no diagrama a seguir.
: 0 0 0 0
A: Lo L, Ly Ly

B Lty L Lgs L3,
Salientamos, que também nos referimos a A e B como uma lista ordenada ou
ciclo.
Seja C' C LY formado por retas duas a duas disjuntas.
Caso 1: Existem a e f tais que #(C N Lgﬁ) > 5. Neste caso, temos trés
possibilidades para a cardinalidade de uma familia Lgh 5, que antecede ou procede
L& 5

e Para alguma delas (antecessor ou sucessor) #(C'N LY 5 ) > 5. Neste caso

Concluimos que C N B = 0.
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Logo #C' < 24.

e Caso contrario, ambas (antecessor ou sucessor) tem cardinalidade menor ou

igual a 4. Suponha que alguma delas satisfaz #(C' N Lglﬁl) > 3.

o (4] Fad [4] [6]
o] [2] [o] [2]

Logo #C < 24.
e Caso contrério, a familia que antecede e a que precede, verificam #(C N
L0,)<2.
o 2] a4 (2] 6]
Lo [4] [o] [4]
Logo #C < 24.

Caso 2: Para todo «a,  #(C'N Lgﬂ) < 4. Neste caso temos duas possibilidades,
a saber: #(C'N Lgﬁ) < 2 para todo a, 3, logo #C < 16 ou existe a e 3, tal que
#(C'N Lgﬂ) > 3. Dai temos as seguintes possibilidades para a cardinalidade de

uma familia L), que antecede ou procede Lgg:

e Para alguma delas verifica-se que #(C N L% ;) > 3, logo #C < 24.

a1/

e Para ambas verifica-se que #(C N LY ;) <2, logo #C < 24.

a1

Os casos para ¢ = 1 e i = 2, deixaremos a cargo do leitor, vale salientar que segue

o0 mesmo raciocinio que ¢ = 0.

3. Seja C' C LoUL! formado por retas duas a duas disjuntas. Temos que C' = CyUC;
onde Cp = LoNC e C; = LNC, deste modo temos que #C = #Cp +#C; < 30.
Neste momento vamos exibir C' C Lg U £? para cada i = 0,1,2 com #C = 30

para concluir a igualdade. Salientamos que as escolhas das retas em C' decorrem

das informacoes nas Tabelas 4.11] [4.12] e [4.13| respectivamente para ¢ = 0,1, 2.

No que segue citaremos as familias B, D e £ na observacao [4.2]

1 =0

Ja sabemos que as retas {Lag,, Lo, Lr,c, Lp,p} sdo disjuntas de todas as re-
tas de £°. Note que as retas Lp,g, € Lp,g, sdo duas a duas disjuntas da lista
B, assim temos que {Laq,, Lpgs, Lr,c, Lr,p, Lpygy, Lo, } U B é formado por 30
retas duas a duas disjuntas.

1=1

Ja sabemos que as retas {Lac, Lpp, Lp,g,: Lo, } sdo disjuntas de todas as
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retas de £'. Note que as retas Lpg, € Lp,g, sdo duas a duas disjuntas da
lista C ou D, assim temos que {Lac,Lep, Lrygy, Lrgss Lrioys Lipygs ) U C ou
{Lac,Lep, Lr,gy, Lr,gs, Lrigys Lrygs } U D é formado por 30 retas duas a duas
disjuntas.

=2

J& sabemos que as retas {Lac, Lgp, Lp,g,, Lr,o,} sdo disjuntas de todas as re-
tas de £?. Note que as retas Lpg, € Lp,g, sdo duas a duas disjuntas da lista
£, assim temos que {Lac, Lgp, Lp,oys Lpyoss Lrygys Lrg, } U E € formado por 30
retas duas a duas disjuntas.

Logo, r(Le U L) = 30 para i = 0,1, 2.

4. Mostraremos que 7(£° U L) = 32. Deixaremos os outros casos a cargo do leitor.
Seja C' C L£°U £! formado por retas duas a duas disjuntas. Temos que C =
(CNLYYC N LY. Se CN L = () para algum i € {0,1} entdao #C < 24. Assim
vamos assumir que C'N L # () para i € {0,1}.

Existe a, 8, v tal que #(C N LY5) > 5.

Sem perda de generalidade assuma que o = 3 = v = 0, ou seja, #(C N LY,) > 5.
Neste caso as retas em C' N LY, encontram todas as retas de £' — (L{;UL1,).
Seja x = #(C N L{;) e y = #(C N Li,). No diagrama a seguir sao indicadas a

contagem das retas em C'N Ly, 5 para v = 0, 1.

ey UL
I lef [][o]

e [o] [o] [o] [0
o] [o] [=] [¥]

A seguir faremos a estimada para #C, a partir da analise dos valores de x e y.

e r >4 ouy >4. Sem perda de generalidade assuma que = > 4 (o quadrado
em branco indica que seu cardinal vai depender das cardinalidades indicadas
nos quadrados da 1* e 3* colunas da 2? linha no diagrama de L£°). Neste
caso, as retas em C'N L{; encontram pelo menos 4 retas em cada familia L?W
com (p,v) ¢ {(0,0),(1,2)}. Assim, temos no maximo a seguinte quantidade

de retas.
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Segue que #(C N L% <20 e #(C N LY) < 12. Portanto, #C < 32.

e xr <3ouy <3
Nesse caso, pelo item 2 (nesse Teorema) temos que #(C'N L") < 24. Como
#(C N LY) <6. Concluimos que, #C < 30.

Para todo «, 3, v temos que #(C N Ly;) < 4.

Seguindo o raciocinio do caso 1, assuma que #(C N LJ,) = 4. Temos duas

possibilidades:

(a) Existem trés retas L, em C'N Lg, com ¢ € {1,2,3} tais que ji, j2, j3 tem
a mesma paridade. Neste caso as 4 retas em C' N LY, vao interceptar no

minimo 5 retas dos pacotes L, com (u,v) ¢ {(0,3),(1,3)}. Assim temos:

A seguir, para o calculo de #C, vamos analisar os possiveis valores para x

ey (sendo z,y < 4).

e v =4ouy = 4. Neste caso as retas em CNLJ; se x =3, CNLi;sey =4
encontram pelo menos 4 retas nos pacotes Lz se (o, 8) ¢ {(0,0), (1,2)}.

Assim temos :

Nesse caso temos que #(C' N L) < 16 e #(C' N L') < 14. Portanto,
#C < 30.

e 2<3ey <3 Sex=3(ouy=3)temos que #(Lyz;NC) é no méximo
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3 se (a, B) ¢ {(0,0),(1,2)}. Assim:

Nesse caso temos que #(C' N L% < 18 e (C'N L') < 12. Portanto,
#C < 30.

e x <2ey <2 Neste caso, se = 2 (ouy = 2) verifica-se que #(L2;NC)
¢ no maximo 4 se (a, 8) ¢ {(0,0),(1,2)}. Temos assim,

Logo #(C'N L) <20 e #(C N LY) < 10. Portanto, #C < 30.

e r=1o0uy=1. Temos a seguinte estimativa,

Assim, #(C' N LY) <20 e #(C N LY < 8. Portanto, #C < 28.

(b) Nao existem trés retas Lg;, em C' N Ly, com t € {1,2,3} tais que ji, ja, js
tem a mesma paridade. Neste caso temos que:
CNLy = {L80j17L80j27L80j37L80j4} com ji,js pares € j3,js Impares a
menos de reordenacao. Neste caso verifica-se que as retas encontram todas
as retas de 4 pacotes Lllw (neste caso os da 1* linha no diagrama de £!)

e 4 retas dos outros dois pacotes (na 2* linha do diagrama de L£') , como
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ilustramos a seguir.

Novamente, vamos estimar #C' a partir do estudo dos possiveis valores para

vey (zy<4).

o r =4ouy=4. Temos:

Assim, #(C'N LY <20 e #(CN LY < 12. Portanto, #C < 32.

e r =3o0uy=3. Temos:

Assim, #(C'NLY) <22 e #(C N LY <10. Portanto, #C < 32.

e 7 <2ouy < 2. Neste caso, podemos usar o fato que #(CNLY) <24 e
tendo em consideracao que as retas de £! N C entao distribuidas como

ilustra o diagrama.

Temos que #(C' N L') < 8. Portanto, #C < 32.

Para todo «, 3, v temos que #(C N Ly;) < 3.

Deixamos a cargo do leitor essa verificacao, salientamos que segue o mesmo ra-

ciocinio, colocando a devida atengao na paridade dos indices da retas em Lj,NC'.
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Para todo a, 3,v temos que #(C' N LY;) < 2. Neste caso temos cada

pacote tem duas retas no maximo, assim #C < 32.

Para concluir que r(£° U £') = 32 é suficiente observar que na demonstracao do
proximo item vamos apresentar 48 retas duas a duas disjuntas em Sg das quais
16 pertencem a cada L' para i = 0,1,2. Portanto, temos 32 duas retas duas a

duas disjuntas em £° U £1

5. Pela cota de Miayoka dada em [§] temos que r(S) < 2d(d — 2) se S for uma
superficie nao singular de grau d, assim para d = 6 temos r(S) < 48. Através do
Software MAXIMA mostramos que as 48 retas apresentadas abaixo sao duas a

duas disjuntas.

Looo L Lo Lo
Lo - L803 L(1)23 L823 L(l)OS
Ldys L3, Liso LY,
L L3 Liss LYs
Lioo Lig Lo Lig
Lt Léos L%z:a Lézs Li03
Ljna Lipg Lisa Liz
Liys LYs Lis Liss
Lo Ly Lz Ly
L. L(2)03 L%23 L(2)23 L%o:&
L, L33 L33 L3,
L L3 Liss Ll

Deste modo, concluimos que r(Sg) = 48.
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interseccao das retas de Lo £°, L! e L?

4.4.1 Tabelas

e i IV A IS e A A e R S L I i VS sl S B sl O I
OBN OBN OBN 0BN OBN OBN 0BN OBN f0ldy
[s1(q [s1(q [s1(q [s1(q [s1(q [s1q [s1(q [s1(q a'dr
[s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q oldry
[s1q [s1q [s1q [s1q [s1(q [s1q [s1q [s1q 'od 7
[s1q oeN [siq OeN [s1q oeN [s1q oeN adr
OeN [s1q OeN [s1(q OBN [s1q oeN [s1(q o
[s1(q [s1(q [s1(q [s1(q [s1(q [s1q [s1(q [s1(q 'ovy
OBN [stq OBN [stq oeN [s1q SN [stq avry
(s SN (s SN [stq OBN [stq SN v
&HW\N m\mw@ &OW\N &mm@ &mw@ fm@ @\m%@ m\ow@

Tabela 4.11: Interseccdo entre as retas de £° e Lg
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0BN oeN 0BN 0eN oeN 0eN oeN 0BN
1=b 1=d 1=b 1=d 1=bit=d |1=b1t—=d |1*—=Db1=d |1=b 1—=d |1=b1—=d |1=Db1=d
Sig-0#7 |Bia-g#71 |Sd-0#71 | SI-g#1 Sl -0# 1 Siq - # 1 Sig-0#71 | SId-g#1
OBN - 0=I oeN - ¢=I OBN - 0=I OBN - ¢=1 oeN - 0=I oeN - =1 oeN - 0=I OBRN -g=] | a7
Big-g#71 [Sld-0#71 | Bia-g#71 | Bia-0#1 Sig-g#1 Sig-0#171 Sig-g#1 | [SId-0#1T
oeN - =1 oeN - 0=] oeN - ¢=I oeN - 0=] oeN - g=I oeN - 0=] oeN - =1 OBRN - 0=] | 9247
Si-g#71 |[Bla-0#7 |Sd-1#71 | SId-1#7T Sig-0#1 s -g # 1 sig-¢#71 | SIg-¢#1
OBN - ¢=I oeN - 0=] OBN - T=] OBN - 1=] oeN - 0=I oeN - ¢=I OeN - £=] oeN -g=] | ‘047
[s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q adrg
[s1q (s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q [s1q od
Big-0#71 |[Sa-c#71 |[Big-¢#71 | Bla-¢#71 Siq - # 1 (Sl -0# 1 Sig-1#71 | SI-1#7
0BN - 0=I OeN - ¢=I OBN - ¢=1 OBN - ¢=T oeN - ¢=I oeN - 0=I oeN - 1=] oeN - [=] | 'OV7
(st [s1q [siq (s [s1q (st (st (s avey
[s1iq [s1q [s1q (s [siq [siq (st [s1iq oV
&mw@ &mw@ v\oﬁ@ &mw@ &H#\N fm@ &mw@ &ow@

Tabela 4.12: Interseccao entre as retas de £! e Lo
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oeN oeN oeN OeN oeN oeN OeN oeN
1=b1—=d |1—-=b1—=d |1t=b 1—=d |t=b 1—=d 1—-=b=d I—-=b=d I-=b1—=d|1—=b 1—=d
Sl -1#171 Sl -¢#1 (sig-1#71 | big-¢#71 |Bia-1#71 | S@-¢#71 Sl -1#171 Sig-¢#1
OeN - I=1 OeN - &=1 OeN - I=1 OeN - &=1 OeN - =1 OeN - ¢=1 OeN - 1=1 OeN - €=1 atdrq
Sig-¢#1 Big-1#171 Sig-¢#171 ig-1#71 | bBig-¢#71 | BIa-1#71 (Sig-¢#1 SIg-T1#1
oeN - £=] oeN - T=] oeN - £=] oeN - T=] OBN - =] | OBN - =] OeN - ¢=] oeN - T=] Dldp
Sig-1#71 ig-¢#171 [sig-g # 1 Sig-0#7 |Sd-¢#71 |[Bla-1#71 (sl -0# 1 (S -g # 1
oeN - T=] OeN - £=] OeN - ¢=I oeN - 0=] oeN - €= oeN - T=] OeN - 0=] oeN - ¢=1 od
[sig [sig [sig [sig (s1q [siq [sig (s adrg
[sig [stg [sig [sig (s1q [siq [sig (st od
(st -0 # € (Stq - T # 1 (stg-0#7 | Bia-g#71 |Sa-1#7 |Ba-e#71 | Big-g#1 [(stq -0 # 1
oeN - £=1 oeN - 1=] oeN - 0=I oeN - ¢=I oeN - T=] OeN - ¢=1 OeN - ¢=I oeN - 0=1 oV
[siq [siq [siq [siq [s1q (s1q [siq (st aveg
[siq [s1q [siq [siq [s1q (s [siq [stq oV
fm@ &mmﬂ u\om@ &mm@ &mm@ fm@ &mm@ v.\om\N

Tabela 4.13: Interseccao entre as retas de £? e Lo
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T [ e | Zoue | e | e | Dooe | Lo |
Ly, | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L(1]2j Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Dis;j
Lglj Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj
L(1)3j Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Dis;j
L82j Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L?Oj Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj
L83j Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Dis;j
L?lj Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Dis;j

Tabela 4.14: Interseccio entre as retas de £°

Loo. | Lok | Low | Lk | Lok | Lok | Log | Lis
Léoj Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L}Qj Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj
L(lnj Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj
L%lj Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Dis;j
L(1]2j Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L%Oj Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Dis;j
L(1]3j Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj
L%3j Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Dis;j

Tabela 4.15: Interseccao entre as retas de £!

Lok | Loy, | Lk | Lise | Lok | Liox | Ligi | Link
Lgoj Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L%% Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Dis;j
L%lj Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Dis;j
L%3j Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj
L%Qj Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao
L%Oj Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj
ngj Disj | Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj
L%lj Nao | Disj | Disj | Disj | Nao | Disj | Disj | Dis;j

Tabela 4.16: Interseccao entre as retas def?

Look | Lior | Lows | Lise | Lok | Lior | Lo | L
Lj; | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao
Li,; | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj
L(lnj Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao
Ly,; | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao
LéQj Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj
Ly, | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao
Lgs; | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao
Lis; | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao

Tabela 4.17: Interseccao entre as retas de £° e £1
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Loox | Lior | Love | L | Loow | LVox | Lose | L
Lo, | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao
L3,; | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao
Ly, | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao
Lis; | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao
L; | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj
L3y, | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj
L33j Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao
L3,; | Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao

Tabela 4.18: Interseccao entre as retas de £° e £2

P T T [ s [ Ee | e T o [ T [ Pl
L(2)Oj Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj
L3,; | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao
Lglj Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao
L3s; | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao
L,; | Nao | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Disj | Nao
L3, | Nao | Nao | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Disj
Lis; | Disj | Disj | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao | Nao
L%lj Nao | Nao | Nao | Nao | Disj | Disj | Nao | Nao

Tabela 4.19: Interseccao entre as retas de £! e £2
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Apeéendice A

Geometria Algébrica

A.1 Grasmaniana

Definicao A.1. Seja K um corpo e V um espaco vetorial de dimensao finita N sobre
K. Para cada d inteiro 0 < d < N definimos a grasmaniana de subespacos de dimensao

d de V ou d-grasmaniana, que denotaremos por G4(V') por:
Ga(V)={W| W <V e dimW = d}.

Deste modo temos que, Go(V) = {{0}} e G1(V) é formado pelas retas em V

passando pela origem.

A.2 Projetivizacao de V

Definigao A.2. A projetivizagao de V que denotaremos por P(V') é o conjunto formado

pelos subespagos de dimensao 1 de V', ou seja P(V) = G1(V).

Notacgoes:
e Se V =K"! entao P(K"*!) = Py
e Se K = C usaremos a notacao P" em lugar de P¢.

Observagoes A.1. 1. Cada elemento de P(V) é dado por [v] com v # 0 em V,
onde [v] = {\ € V|X € K} o subespaco gerado por v em V. Assim, P(V) =
{lv]]v e V,v#0}.

2. Se [v] e [w] € P(V) entao [v] = [w] se e somente se w = Av para algum A # 0 em

K se e somente se v e w sao linearmente dependentes.
3. Defina a seguinte relagdo em V — {0}:
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U~ v <= v = \u para algum A # 0 em K.

Note que ~ define uma relagdo de equivaléncia em V — {0}. E a classe de

equivaléncia associada a v # 0 em V' é dada por:
v ={ A # 0 em K} = [v] — {0}.

Verifica-se que:

¢ uma bijecao.

4. Se u = (ug, ..., u,) € K™ nio nulo, entdo usamos a notagao [ug : uy : ... : uy)
em lugar de [u]. Neste caso ug, ..., u, sdo chamadas coordenadas homogéneas de
[u]. Essas coordenadas nao sao tnicas. De fato, sdo determinadas a menos de

multiplos escalares.

Exemplo A.1. Considere [ug : u1] € P'. Temos duas possibilidades: u; = 0 ou uy # 0.
De fato:

e Se u; =0 entdo [ug : u1] = [ug : 0] = [-=.up : ULOO] =[1:0].

e Se up # 0 entdo [ug 1 ur] = [ : 1] = [ : 1] onde a = 32 € C.

ul

Assim, P! = {[a: 1] |a € CLU{[1: 0]} .

A.2.1 Polinomios Homogéneos

Definigao A.3. Se S = Clxy, ..., z,] entdo para cada d > 0 inteiro, Sy denota o
subespaco de S gerado pelos monomios xff:vfl“ com iy + ... + i, = d , cada i; ¢ um

inteiro nao negativo. Os elementos de Sy sao chamados de polindmios homogéneos. Se

F € 54 e é nao nulo entao sera chamado de polinomio homogéneo de grau d.

Exemplo A.2. Se R = Clxg, z1] entao Ry = [1] = C, Ry = [xg, 2], Ry = [23, zow1, 23],

oy Ry = [2d 23 2y, o292 28], Assim, dimRy = d + 1. No caso geral, se S =
d d
Clxo, ..., z,] entao verifica-se dimS; = <njl— ) = (n * )
n

Fato A.1. Seja F € S = Clxo,...,x,] e d > 0 inteiro. Verifica-se que: F € S; <
F(\zg, ..., \v,) = X F (g, ..., 2,) ¥V A#0em C.
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A.3 Zeros de um polinémio homogéneo em P”

Definicao A.4. SeF € S;entao Z(F) = {[v] € P* | F(v) = 0} é denominado conjunto

dos zeros de F em P!.

Note que o Z(F) estd bem definido pois para cada w # 0 em [v] € Z(F) temos que
w = v com \ # 0 em C. Logo, F(w) = F(\v) = MF(v) = X.0=0.

Exemplo A.3. Seja F' € C[zy, 1] homogéneo.

e Se F' =0 entao: Z(F)=P!

e Se FF=1entao Z(1) = @.

e Se F = byxo + byzy # 0 entdo: Z(F) = {[ag : a1] € P! | bpag + bya; = 0}.
Note que:

Gp ax

—by by
<~ (CL(), CL1> € (—bl, bo) sao LD
< (ag,a1) = A\(=b1,bp) com AX#0em C

s [ao : 0,1] = [—bl : bo]

boag + b1a; = 0 <—

ASSiHl, Z(bUZL’O + bllEl) = {[—bl . bo]}

Fato A.2. Seja F' # 0 € Clxg, z1] homogéneo de grau d > 1. Entao existem:
[ay : b1], [ag : ba], ..., [aq, bg] € P*
nao necessariamente distintos tais que:
F = (a1z9 — byz1)(agzg — boxy)...(agre — bazy).

A demonstragao do fato acima é feita por indugao no grau d.
e Se d =1 o resultado é valido.

e Suponhamos que o resultado seja valido para d = k e mostremos que o resultado
vale para d = k + 1.

k+1 k—1,.2 k+1

Seja F = aprg ™ + ayxfay + apwd 2?2 + ..+ ap 12y um polindmio homogéneo

de grau d + 1. Temos dois casos para analisar:
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1 [ =0)
k

Neste caso F' = z¢G, onde G = aoxlg + ...+ agxi. Como G € Ry segue
da hipdtese de inducao que G pode ser representado por um produto de
polinémios homogéneos de grau 1 em C[zg,z;]. Logo, F' também serd um

produto de fatores homogéneos de grau 1.

2 [ 20

Consideremos f(x1) = F(l,z1) = ap + a1z1 + ... + g ¥ Segue do
Teorema Fundamental da Algebra que existe o € C raiz de f(x1). Assim,
fla) = F(1,a) = 0. Considere L = 1 — azxg € R;. Assim aplicando o

algoritmo da divisao temos:
F= (21 —ax0).Q+ Q€ Clzg,z1] e R e Clz)

segue que:

F(\Aa)=RA) =0 Y A#£0

desde que F(\, Aa) = MF(1,a) = 0. Assim, R=0e F = (v, — arg).Q

com @) € Ry. O que conclui a prova do fato acima.

A.4 Conjuntos Algébricos

Definicao A.5. Seja X um subconjunto de P". Dizemos que X é um conjunto
algébrico projetivo, ou simplesmente um conjunto algébrico, se existir uma quan-
tidade finita de polinomios homogéneos em C|xy, ..., z,] digamos Fi, ..., F}, tais que:
X =Z(F)N..NZ(F).

Usaremos a notacao Z(Fy, ..., Fy) em lugar de Z(Fy)N...NZ(Fy). Se I C Clx, ..., x,]
for um ideal homogéneo, isto é possui um conjunto finito de geradores homogéneos
Fy, ..., Fy definimos Z(I) = Z(F, ..., Fi). Observe que a definigao de Z(I) nao depende

da escolha destes geradores.

Exemplo A.4. e Os conjuntos algébricos de P! sao P!, & e os subconjuntos finitos
de pontos.
e Se P=1ag: ... : a,] € P" entdao{ P} é um conjunto algébrico em P".

Vamos analisar o caso em que ag # 0 . Seja f = borg + byz1 + ... + bz, € 5.

Se f(ag,...,a,) = 0 entao bpag + bras + ... + bpa, = 0. Entao podemos escrever:

by by by,
bo = ——Qa1 — — Q2 — ... — —Qp.
ao Qg Qg

75



A. Geometria Algébrica

Logo,

“ b b by,
f:Zbl-xi: ——1a1——2a2—...——an xo+ by + ... + b,
i—0 ) Qo 0

a a ap,
= (xl — —13:0) + by (xg — —2:1:0) + ...+ b, <xn — —a:0> )
ao Qg Qo

{lag = aq : ... 2 ay)|} = Z(agzy — arxo, ..., gy — apTp).

Assim,

De maneira geral,
{lag : aq : ... 1 ap)} = Z(ajx1 — aqxy, ..., iy, — apx;) se  a; # 0.

Definicao A.6. Seja F' € S; com d > 1 for ndo nulo, entdao Z(F') C P" é denominada

hipersuperficie.

Definigao A.7. Uma hipersuperficie S C P? tem grau d se existir F' € S; nao nulo e
livre de quadrado, (isto é < F' >=+/< F > C S = Clzy, ..., x,]), tal que S = Z(F).

Observagoes A.2. A seguir listamos algumas denominacoes especificas usadas para

uma hipersuperficie S de grau d em P".

e S é chamado de hiperplano, se d = 1. Os hiperplanos em P? sao denominados de

planos.
e S é chamada curva projetiva plana, se n = 2.

e S é chamado de superficie, se n = 3. Em relacdo ao grau da superficie elas
recebem as denominagoes de superficie quadrica, superficie ctbica, superficie

quartica, se d = 2,3 e 4 respectivamente.

Fato A.3. Existe uma bijecao de Z(F) C P com F # 0 homogéneo de grau 1 e o

plano projetivo.

De fato, basta observar que se F' = agxg + ... + asx3 um destes coeficientes é nao
nulo, digamos a3, entao podemos escrever portanto a variavel x3 em funcgao das outras.

Assim todo ponto de Z(F') é da forma:

—QpTo — A1X1 — Q2T2

[51307$1,902,$3] = |%o, L1, T2, a
3

Deste modo podemos definir:
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¢: P2 Z(F)

—aQrg—a1r]1—ax
[x0, 71, 12] [330,%1,952, o= a131 : 2]-

Verifica-se que ¢ é uma bijecao entre P? e Z(F).

Definicao A.8. Seja [ C P, com n > 2, dizemos que [ é uma reta projetiva se

existirem Ly, ..., L,_1 polinomios homogéneos de grau 1 e linearmente independentes

de modo que | = Z(Lq, ..., L,_1).

Observagoes A.3. Se n > 3 segue da definicao que uma reta é dada pela intersecao

de n — 1 hiperplanos.

Considere C"*! como espago vetorial sobre o corpo C e (C"™)* = {f : C""! —

C | f é C-linear} seu espaco dual. E considere o isomorfismo linear dado por:
T . (CYy* — S = [xg, ..., )
n n
*
Z bjej — Z bjxj
j=0 J=0
sendo o* = {e}, ..., e’} base dual de (C"™')* associada a base canonica o = {eg, ..., €, }.

Proposicao A.1. Seja [ C P" um conjunto algébrico com n > 2. Verifica-se que:

| éumaretaem P"<=3 W € Go(C") tal que [=P(W).

Demonstra¢ao. (=) Temos que | = Z(Lq,...,L,—1) C P" sendo {L,...,L, 1} C
S; linearmente independente, temos assim que, {L},..., L} ;} sendo L} = T (L;)
conjunto linearmente independente em (C"™')*. Seja U = [L},..., L, 1] < (C*T1)*
temos que dimU = n—1. Considere U’ = {v e C"** | Li(v)=0,i€{1,...,n—1}},
o anulador de U em (C"™)*. Sabe-se que dimU + dimU° = dimC"*!, segue que

dimU® = 2. Afirmamos que | = Z(Ly, ..., L,_1) = P(U). De fato, temos que:

pEl<=p=[] €l onde v=vy,..,0v,)

— Li(v)=0 Vie{l,..,n—1}
<:>Zbljv7,:0 Vie{l?"'an_1}7 se L'L:mem‘y
j=0

<~ Li(v)=0 Vie{l,..,n—1}
—=vel’

= [v] € P(U).
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(«<=) Considere P(W) C P" com W € G5(C"*!). Considere o anulador W% = {f €
(C™* | f(w) =0 VYw € W}o anulador de W. Sabemos que dimW + dimW?° =
dimC"™ = n + 1 segue que dimW? = n — 1. Além disso vale que (W%)°? = W. Seja
{f1, ., fu_1} uma base de W, considere L; = T(f;) com i € {1,...,n — 1}. Vamos
mostrar que P(W) = Z(Ly, ..., L,_1). De fato, como Ly, ..., L,_1 € S; sdo linearmente

independentes temos que Z(Ly, ..., L,_1) é uma reta em P". De fato:

[w] e P(W) <= fi(w)=0 Vie{l,..,n—1}
— Liw)=0 Yie{l,..n—1}

<~ (w] € Z(L1, ..., Ln_1).

Observacoes A.4. Vale destacar que:

1. Dados p # q € P" existe uma tinica reta contendo p e q.
De fato, temos que p = [u] e ¢ = [v] com u e v linearmente independentes.
Assim podemos consideramos W = [u, v] € Go(C™™!), logo | = P(W) é uma reta

contendo p e q.

2. Considere [ = P(W) uma reta em P? tal que W = [u,v]. Verifica-se que:

o P — [=PW)
[, 8] — [ou+ Bo]

¢ um bijegao.
De fato:
e ¢ ¢ injetiva
Dados [a, 8] e [1,d] € P* tais que 6([0, 5]) = ([, ), seaue que at + fo =
A(yu + 0v) com A # 0, de onde concluimos que & = Ay e § = A§ (pois u e v
sao linearmente independentes). Segue que,[«, 5] = [7, d], isto é ¢ é injetiva.
e ¢ é sobrejetiva
Dado [w] € P(W) , segue que w = au + fv com o # 0 ou § # 0 (pois
w #0). Assim [, 8] € P! e ¢(|a, 8]) = [w]. Segue que ¢ é sobrejetiva.

Fato A.4. Sejam [ e m retas em P? com [ # m. Entao [ N'm # @.

Demonstragdo. De fato, denotemos [ = P(W;) e m = P(Ws) com Wy e W, € Go(C?).
Observemos que dim(W;NWs) # 0 pois caso contrario teridmos que dimW;+dimWy =
4 0 que nao pode ocorrer (pois W; + Wy < C3?). Desse modo, temos que existe u €

Wy N W; ndo nulo, segue que [u] € I N'm, como queridmos. O]
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Definicao A.9. Se X C P" entdao Z(X) = ({F € Clzo, ...,z,] | F é homogéneo e F(p) =
0 para todo p € X}) é chamado de ideal associado a X.

Observagoes A.5. Sendo X, X; subconjuntos de P" e I, I; ideais. As seguintes

propriedades sao validas:
1. Se X C X entao Z(X,) C Z(X).
2. Se I C I entao Z(I) C Z(I).
3. I(XUX,)) =Z(X)NZ(Xy).
4. I CZ(Z(1)).
5. X C Z(Z(X)).
6. Z(Z(X)) = X.

Teorema A.2. [ Zeros de Hilbert] Seja K um corpo algebricamente fechado e I um
ideal homogéneo proprio em K|xy, ..., z,]. Entio Z(Z(I)) = /1.

Demonstragao. Ver Teorema 9, pag. 384 em [0]. ]

Proposigao A.3. Sejam X = Z(F) C P3 F # 0 homogéneo de grau d > 1 e
| = Z(Ly, Ly) C P3 uma reta. Entao:

lC X< F=AL + BLy paraalgum A, B € Clxg,x1, 2, x3].

Demonstracao. (=) Sejal = Z(Ly, L) C X = Z(F). Segue que Z(l) = Z(Z(Ly, L)) 2
Z(X)=Z(Z(F)). Deste modo pelo Teorema temos que /< Ly, Ly > D V< F >.
Mas < Ly, Ly > é um ideal primo assim, /< Ly, Ly > =< L;,Ly, >. Logo F €<
Ly, Ly >, isto é F' = AL, + BL,, como queriamos.

(<) Seja f = AL; + BLy com A e B polinémios homogéneos. Assim dado p € [ temos

que Lyi(p) =0 e La(p) = 0 segue que F(p) = 0. Logo, pe X = Z(F) O

Definigao A.10. Dizemos que uma hipersuperficie Z(F) C P™ é ndo singular se
Z( OF 8F) — .

Oxg’ """ Oz

NOTAQAO: Seja S = Z(F) uma hipersuperficie, denotaremos o conjunto de todos

seus pontos singulares por Sing(.S).

Exemplo A.5. Seja F' = x3 + 23 € C[zg, 1, 72, 73]. Calculando as derivadas parciais

obtemos:
or or oF 0 or

= —2my, — =22y, — =
8%0 0 8x1 !

— = 0.
83?2 ’ 81’3
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Assim, Sing(Z(F)) = Z(xg, 1) é uma reta em P3. Note que podemos fatorar F, isto
é, podemos escrever F' = 23 + 22 = (zg + ix1)(zg — i21). Assim,Z(F) = Z(zg + ixq) U

Z(xo—ix1) é a unido de dois planos cuja intersec¢ao é o conjunto dos pontos singulares.

Exemplo A.6. Seja F' = 22+ 23 + 23+ 23 € Clxg, z1, 9, x3]. Calculando as derivadas

parciais obtemos:
oF

8:61-

=2z, V i€{0,1,2,3}

Assim,
SZTLg(Z(F)) = Z('T(),Jfl,l'g,x?,) = .

Segue que Z(F') é nao singular.

A.5 Mudancas de Coordenadas Projetivas em P"

Definicao A.11. Uma fungao ¢ : P* — P" é chamada de Mudanga de Coordenadas
Projetivas (MCP) se existe T': C""! — C"*! isomorfirmo C — linear tal que p([v]) =
[T(v)] V [v] € P

Exemplo A.7. Considere o plano H = Z(agzo + a171 + asws + azzr3) em P? existe uma

Mudanca de Coordenadas Projetivas, digamos ¢ : P? — P3 tal que o(H) = Z(xy).

Note que H = P(W) com W = {(vg, v1, v9,v3) € C* | agup + a1v1 + azve +azvz = 0}
de dimensao 3. Considere oo = {wy, wq, w3} base de W e f = {v, wy, ws, w3} base de

C*. Além disso considere o isomorfismo linear determinado por:

T : C* — C*

v = €
w; +—— €
para i=1,2,3.
Considere ¢ : P? — P? a MCP determinada por T, isto é, o([u]) = [T'(v)] V [u] €
P3.

Afirmacao: p(H) = Z(xy).
Observe inicialmente que Z(xg) = P(U) com U = [eq, e, e3]. Considere p € o(H).

Segue que:

p € p(H)=p=¢(w]) paraalgum we W, w#0
=p=[T(w)] com T(w) €U pois T(W)=U
=pePU) = Z(xo).
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Analogamente, seja p € Z(xy). Temos que:

p € Z(xg) = p e PU)
= p = [u] para algum u # 0
= p=[T(w)] com weW tal que T(w)=u
= p=¢(w]) com weW
=p € p(H) pois H=P(W).

De maneira andloga com o que fizemos no Exemplo acima é possivel mostrar que
dada uma reta | C P? existe uma Mudanga de Coordenadas Projetivas tal que ¢(I) =
Z(xo,x1), para isso basta completar uma base, agora com dois vetores, e seguir o
mesmo raciocinio.

Neste trabalho Aut(P") denota o conjunto formado pelas MCP em P™, ou seja:
Aut(P") ={¢ : P" — P" | ¢ é uma Mudanga de Coordenadas Projetivas}.

Observagoes A.6. Aut(P™) é um grupo com a composi¢ao de fungdes.

Toda Mudanca de Coordenadas Projetivas leva conjuntos algébricos em conjun-
tos algébricos.

De fato, considere a acao pela esquerda do grupo Aut(C"™') no conjunto S =
Clzo, ..., ,] dada por: (T, F) — T,F com T € Aut(C"™), F € S sendo que T,F €
S ¢ definida por T,F(xg,...,x,) = F(T " (zg, ..., ,)).

Deste modo, dado F' € S = Clzo, ..., z,,|. Considere ¢ € Aut(P") definida por T' €
Aut(C"*1). Verifica-se que ¢(Z(F)) = Z(T,F) C P". De fato:

) e P | ] € Z(F)}
v)l e P" | F(v) =0}
eP" | F(T"'w)=0}
eP" | T,F(w) =0}

De maneira geral, se X = Z(F1,..., F}) C P" entao ¢(X) = Z(T F, ..., T F)).
Toda Mudanca de Coordenadas Projetivas preserva singularidades.

De fato, sejam ¢ : P* — P™ uma MCP e X = Z(F) C P" com F € S entao:

p € Sing(X) <= ¢(p) € Sing(vp(X)).
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Sabemos que Sing(X) = {p € P" |g—£(p) =0V ied{0,..,n}} ecomo ¢ :P" — P
é uma MCP existe T € Aut(C"*!) tal que o([v]) = [T(v)] V [v] € P". Além disso,
o(X)=p(Z(F)) = Z(T,F) com T,F € S tal que T,F (g, ...,x,) = F(T (o, ..., Tn))-
Note que: To,F = FoT7': C**! — C. Assim,

A(ToF)y = dF(T(q))-dT"(q)-

T @50 = |G @) @) (7).

Deste modo, dado p = [v] € Sing(X) entao p(p) = [T'(v)] = q € Sing(p(X)) =
Sing(Z(T F)). Segue que ¢(p) € Sing(p(X)).
Analogamente, usando ¢~! em lugar de ¢ mostra-se a outra implicacao.

Se P1, ..., Pni2 € q1, .., Gnio SA0 pontos em posicao geral em P entao existe uma
tnica MCP ¢ : P" — P™ tal que ¢(p;) = ¢; para cada i = 1,2..,n + 2.
Lembremos que os pontos py, ..., p,12 de P dados por p; = [v;] para cadai € {1,...,n+
2} estao em posicao geral em P™ se para quaisquer subconjunto de {p1, ..., p,12} formado
por exatamente n + 1 pontos, verifica-se que os vetores que representam esses pontos
(v; ¢ um representante de p;) formam uma base de C"*'. Temos que p; = [v] e
¢; = [w;] para cada i € {1,...,n 4+ 2}. Temos que cada subconjunto de {p1, ..., pnia}
e {q1, ..., qns2} com n + 1 elementos determina uma base de C"™!. Suponhamos sem

perda de generalidade que:
Uny2 = QU1 + oo + Quy1Ung1 € Wppo = S1wr + ... + Bup1Wny

Como {10y, ..., Upi1Vni1} € {Biwr, ..., Bup1Wnyi1} sao bases de C* existe um tinico

isomorfismo tal queT'(o,;v;) = Biw;. Logo ¢ € AutP™ definida por T satisfaz ¢(p;) = ¢;.

Definicao A.12. Sejam X e Y conjuntos algébricos projetivos em P". Dizemos que X
e Y sao projetivamente equivalentes se existe uma Mudanca de Coordenadas Projetivas
@ : P" — P tal que ¢(X) =Y.

Lema A.4. Sejam X e X, superficies nao singulares em P? e projetivamente equiva-

lentes. Verifica-se que T(X) e T(Y') estao em bijecao.

Demonstragdo. Considere p € Aut(P?) determinada por T € Aut(C?) tal que (X)) =

X . Defina:
Yo (X)) — T(Xy)
Lo— o(l)
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Sendo ¢! € Aut(P?) , definimos:

¢ V(X)) — YT(X)
m - — o ()

Verificamos que ¢ é a inversa de 1. Logo i) é uma bijegao.

]

Observagoes A.7. Além de termos a identificacao de retas de X com as retas de
Xi, sob Mudancgas de Coordenadas Projetivas (pois sao bije¢oes) temos que também

preservam pares de retas concorrentes ou disjuntas.

Proposigao A.5. Sejam ¢, ¢ € Aut(P') definidos por T, S € Aut(C? respectiva-

mente. Verifica-se que:
p=1 <= T =\S paraalgum \# 0em C

Proposigao A.6. Sejam C' = {p;,ps,p3} € D = {q1,q2, q3} subconjuntos de P! con-
tendo exatamente 3 elementos. Existe um tnico T' € Aut(P') tal que T'(p;) = ¢; para
cada i € {1,2,3}.

A.6 Retas em P?

Proposicao A.7. Sejam p e ¢ € P? pontos distintos. Entdo existe uma tinica reta

passando por esses dois pontos a qual denotaremos por [, ,.

Proposigao A.8. Sejam /; e [, retas distintas em P3. Se [; = P(W;) com W; € G5(C*)

para i = 1,2. As seguintes afirmacoes sao vélidas:

L. LNl #0 < dim(W, + W,) = 3. Neste caso existe um tnico plano em P?
contendo [; e Iy, sendo este dado por P(W; + W,). Este plano serd denotado por

(Iy,15) .
2. iNly, =0 < W; ® W, = C*. Neste caso nao existe plano em P? contendo {; e ls.

Demonstragao. 1. Observemos que se l; Ny = {p} entdo p = [u] com u € Wy N W;.
Sendo l; # Iy, temos que dim(W1NWs;) = 1 e portanto dim(W;7+Ws) = 3. Assim
H = P(W; + W5) é um plano contendo [; e I, Para a unicidade denotaremos por
7 outro plano em P? que contém [y e ly. Assim, temos que 7 = P(U) sendo U
um subespaco vetorial de C* de dimensao 3, além disso W; + W, C U. Portanto
H=mr.
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2. Uma vez que l;Nly = (), entao temos que WiNWo = {0}. Assim, dim(W;+Ws) =
4 pois W; € G5(C*) e o resultado segue.
O

Proposigao A.9. Seja S C IP? superficie de grau d e considere uma reta [ C P? entao
[CSou#lnsS <d.
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