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RESUMO

O advento da Mecéanica Quantica trouxe uma nova compreensao de mundo e novas pers-
pectivas de tecnologia, tais como métodos de otimizacao e alternativas a eletronica clas-
sica. Recentemente vem sendo buscada uma alternativa a eletronica convencional pautada
na corrente de elétrica, essa eletronica teria como base as propagacoes de spin, e portanto
a chamamos de spintronica. Tendo em vista tal perspectiva, & de suma importancia o
estudo de ondas de spin e dos fendmenos magnéticos em fisica do estado sélido. Portanto
buscamos aqui estudar mégnons sob a 6tica do efeito Hall Quéantico e buscar a dindmica
dessas quase-particulas submetidas a um defeito topolégico. Nesse trabalho vamos fazer
uma revisao do Efeito Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher para entender as fases quan-
ticas como fases geométricas. Vamos estudar a fase de Berry como o resultado de uma
influéncia externa e a curvatura de Berry para entao verificar a ocorréncia do efeito Hall
Quantico. Procuramos a quantizacao de Landau para particulas neutras com momento de
dipolo magnético e elétrico sujeitas a campos eletromagnéticos externos. Buscamos con-
ceituar magnons como excitagoes coletivas de baixa energia e procuramos a ocorréncia de
Efeito Hall para estes através da quantizacao da condutancia Hall Transversal. Buscamos
também a condutancia Hall Térmica devido um gradiente de temperatura e assim a razao
termomagnética, observamos que tal razao segue a lei de Wiedemann-Franz. Revisamos
também a quantizacao de Landau para uma particula neutra com momento de dipolo
magnético e submetida a um defeito topolégico do tipo corda cosmica e verificamos que
a presenca do defeito quebra a degenerescéncia infinita dos niveis de Landau. Nesse tra-
balho consideramos o hamiltoniano proposto por Bakke, Ribeiro, Furtado e Nascimento
(2009) [25] como o hamiltoniano efetivo dos magnons na presenga de defeito topologico do
tipo corda cosmica e encontramos os niveis de Landau para o sistema. Com isso foi pos-
sivel encontrar resultados preliminares da condutancia Hall e Hall Térmica de magnons

no espaco curvo da corda césmica no limite nao relativistico e de baixas temperaturas.



vii

Estudando as propriedades de uma rede de magnons esse trabalho busca também instigar
a pesquisa que visa entender o comportamento das propriedades dessas quase particulas
sujeitas a defeitos topoldgicos de varios tipos e contribuir assim para o melhor entendi-

mento da dinamica de mégnons e de suas propriedades.

Palavras-chave: Magnons, Defeito Topologico, Efeito Hall Quéantico, Condutéancia, Quan-

tizacao de Landau.
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ABSTRACT

The advent of Quantum Mechanics brought a new understanding of the world and new
perspectives of technology, such as methods of optimization and alternatives to classical
electronics. Recently an alternative has been sought for conventional electronics based on
the electric current, this electronics would be based on spin propagations, and therefore
we call it spintronics. In view of this perspective, the study of spin waves and magnetic
phenomena in solid state physics is of paramount importance. Therefore, we have studied
Magnons from the quantum Hall effect and sought the dynamics of these quasi particles
subjected to a topological defect. In this work we will review the Aharonov-Bohm and
Aharonov-Casher Effect to understand the quantum phases as geometric phases. We will
study the Berry phase as the result of an external influence and Berry’s curvature to then
verify the occurrence of the Quantum Hall effect. We sought the quantization of Landau
for neutral particles with magnetic and electric dipole moment subjected to external
electromagnetic fields. We sought to conceptualize magnons as collective low energy
excitations and look for the occurrence of Hall Effect for them through the quantization
of the Transverse Hall conductance. We also look for the Thermal Hall conductance due
to a temperature gradient and thus the thermomagnetic ratio, we observe that such a
reason follows Wiedemann-Franz’s law. We also review the Landau quantization for a
neutral particle with a magnetic dipole moment and subjected to a topological defect
of the cosmic string type and verify that the presence of the defect breaks the infinite
degeneration of the Landau levels. In this work we consider the Hamiltonian proposed
by Bakke, Ribeiro, Furtado and Nascimento (2009) [25] as the effective hamiltonian of
the magnons in the presence of topological defect of the type cosmic string and we find
the levels of Landau for the system. With this, it was possible to find preliminary results
of Hall and Hall Thermal conductance of magnons in the curved space of the cosmic

string at the non-relativistic and low temperature limits. Studying the properties of a



1X

network of magnons this work also seeks to instigate research that seeks to understand
the behavior of the properties of these quasi-particles subjected to topological defects of
various types and thus contribute to a better understanding of the dynamics of magnons

and their properties.

Keywords:Magnons, Topological Defect, Quantum Hall Effect, Conductance, Landau

Quantization.
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INTRODUCAO

As leis da fisica cléassica estao bem estabelecidas para a teoria eletromagnética: as
leis de Maxwell descrevem de forma extraordinéaria os fendmenos elétricos e magnéticos
no qual temos contato no cotidiano. Desse ponto de vista particulas carregadas sao
sujeitas a forca de Lorenz na presenca de campos eletromagnéticos externos e portanto,
conhecendo essa for¢a podemos resolver a equacao diferencial e entender toda a dindmica
do sistema. Por outro lado, na total auséncia de campos, ou na auséncia de cargas,
a teoria eletromagnética classica nos garante que o sistema nao evolui. Do ponto de
vista quantico é possivel, mesmo sem campos ou carga, acontecer uma dindmica e isso
influenciar as propriedades eletronicas do sistema. Em 1924 o duque de Broglie propos que
também a matéria, além da luz, teria um comportamento ondulatério e portanto podemos
associar uma fase a sistemas matérias no qual esta nao teria qualquer significado fisico a
priore, porém a diferenca de fase entre dois estados interagentes sim. Essas fases quanticas
podem ser dindmicas, quando dependem do movimento, ou geométricas quando dependem
da geometria do espago desses estados.

No entanto, a evolucao adiabatica dos auto-estados de um sistema quantico bem
comportado e periédico com influencias externas ja foi estudado em 1984 por Michael
Berry [8] onde o autor propos que tais sistemas estariam sujeitos a uma fase geométrica

que ficou conhecida como fase de Berry. Tal fase é interessante pois é invariante de gauge,



é puramente geométrica e tem analogia com teoria de campos e geometria diferencial. A
influéncia da fase de Berry vem sendo objeto de estudo em diversos sistemas de matéria
condensada, tais como em cristais [43], [I7], em grafeno [10, 45 [48], em sistemas magné-
ticos [4, [I6] e tantos outros. Dentre os sistemas magnéticos ocorreram varios estudos da
influéncia da fase de Berry sobre as propriedades de excitagoes coletivas de baixa energia
como em [30] e mais recentemente [36]. Em materiais bidimensionais com simetria de
translacao, se a dinamica se der em uma curva fechada no espago de parametros, ocorre
efeito Hall Quéntico: a condutancia Hall Transversal é quantizada.

Por outro lado, ondas de spin sao excitagoes coletivas em fase da precessao de
todos os spins de uma rede cristalina de um material ferromagnético. Essa precessao
acontece devido perturbagoes externas como variacao de temperatura ou de campos ele-
tromagnéticos. Tais perturbagoes provocam variacoes do momento de dipolo magnético
que interage com seus vizinhos levando a uma propagacao dessa perturbacao. De carater
bosonico, magnons sao versoes quantizadas das ondas de spin e fazem o papel de carga
elementar magnética em ferromagnetos. Consideradas quase-particulas, magnons podem
formar estados coerentes macroscopicos devido a condensacao de quase-equilibrio.

A ideia de magnon foi introduzido em 1930 por Felix Bloch na tentativa de explicar
a redugao da magnetizacao espontanea em um ferromagneto. Na temperatura de zero
absoluto, um ferromagneto alcanga o estado de menor energia em que todos os spins se
alinham na mesma direcao. A medida que a temperatura aumenta, as orientagoes dos
momentos de dipolos magnético de spin se alteram aleatoriamente da posigao original,
fazendo com que a energia interna seja aumentada e reduzindo a magnetizacao liquida.
Assim o estado de baixa temperatura com poucos spins fora do alinhamento pode ser
entendido como um gés de quasiparticulas, ou seja, magnons. Cada mégnon reduz o spin
total ao longo da direcao da magnetizacao em uma unidade de .

A teoria de ondas de spins quantizadas, ou méagnons, foi desenvolvida por Theodore

Holstein e Henry Primakoff em 1940 e Freeman Dyson em 1950. Usando o formalismo
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da segunda quantizacao eles mostraram que os magnons sao quasiparticulas de interacoes
fracas e obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Do ponto de vista pratico é importante
estudar mégnons devido suas potencialidades tecnologicas de obtencao de novos sistemas
eletronicos com base na spintronica.

Nao obstante, desde a teoria da relatividade geral de Einstein as propriedades dos
espagos curvos vem sendo estudas na cosmologia e hoje sabemos satisfatoriamente a des-
cricao destes espacos com base no formalismo tensorial ou de segunda ordem. Por outro
lado, em Fisica de estado sélido uma rede cristalina pode esta sujeita a defeitos topolo-
gicos devido a geometria da rede. Tais defeitos influenciam na dindmica da rede e nas
propriedades dessa, portanto é de suma importancia estudar sistemas com defeitos topolo-
gicos buscando entender o comportamento de propriedades de interesse como transporte
e condutancia. Sistemas sujeitos a esse tipo de defeito podem se comportam como se
estivessem no espago curvo, portanto podemos utilizar os conhecimentos de relatividade
geral para descrevé-los da melhor forma, visando pesquisar a dindmica quantica da rede.

Portanto, esse trabalho busca estudar a dinamica de magnons na presenca de de-
feito topoldgico do tipo corda césmica no limite nao relativistico, focando nas propriedades
como Condutancia Hall Quéantica e Conduténcia Hall Térmica. Para isso fazemos uma
revisao de fases quanticas como a fase de Berry e do efeito Hall Quéantico. Buscamos tam-
bém instigar a pesquisa para outros tipos de espacos curvos tais como o da deslocacao,
uma vez que defeitos geométricos na rede de méagnons pode ser descrito pelo formalismo
de espaco curvo da gravitacao. Buscar o entendimento das propriedades de uma rede de
magnons com defeito topoldgico pode auxiliar na busca de melhor eficiéncia do transporte
adiabatico para possiveis aplicagoes na spintronica.

A organizacao desse trabalho estd posta da seguinte forma: No capitulo 2 faze-
mos uma revisao das Fases Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher, buscamos demostrar a
origem desses efeitos que sao puramente quanticos e enfatizamos que essas fases sao de

carater geométrico. Estudamos ainda a fase de Berry pelo trabalho de Xiao, Chang e Niu
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(2010) [15] com base no potencial vetor de Berry e verificamos que é uma fase topolo-
gica e invariante de gauge. No capitulo 3 revisamos os trabalhos de Ribeiro, Furtado e
Nascimento (2006) [40] e de Ribeiro (2008) [20] para demostrar os niveis de Landau para
um dipolo magnético permanente e para um dipolo elétrico induzido. No capitulo 4, com
base no paper de Xiao, Chang e Niu (2010) [I5] fazemos um estudo suscito da curvatura
de Berry e relacionamos essa com a fase de Berry. Por fim estudamos o transporte adi-
abatico e a ocorréncia de efeito Hall Quantico. No capitulo 5 conceituamos méagnons e
introduzimos o modelo de Heisenberg. Ainda exploramos algumas propriedades da rede
magnética e o Efeito Hall Quéantico no sistema de méagnons pelo trabalho de Nakata, Kli-
novaja e Loss (2017) [36]. No capitulo 6 seguimos Bakke, Ribeiro, Furtado e Nascimento
(2009) [25] para encontrar a quantizacao de Landau de méagnons na presenca de defeito
topologico do tipo corda cosmica. Inspirados pelos resultados da referéncia [36] propomos
resultados preliminares para a condutancia Hall Quantica e Hall Térmica de magnons no
espago curvo da corda cosmica para, assim, verificar a influéncia do defeito sobre essas

propriedades.
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FASES QUANTICAS

A dindmica de uma particula carregada ou com dipolo magnético sobre a acao de
campos eletromagnéticos ¢ bem conhecida no regime classico: basta conhecer a lagrangi-
ana ou hamiltoniana do sistema e resolver as equagoes de movimento. Assim conhecemos
o comportamento da particula com o tempo e como os campos interferem nessa dinamica.
Porém quando estudamos fendmenos quanticos a dinamica nao é mais regida pelas equa-
¢oes de Hamilton ou pela equacao de Lagrange, mas sim pela equacao de Schréodinger no
limite nao-relativistico. Nesse dominio um sistema pode apresentar um comportamento
que nao seria deduzido pelas leis classicas. Nesse capitulo vamos estudar dois desses feno-
menos: o efeito Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher, que sao efeitos puramente quénticos
na dindmica de particulas sob a influéncia de um potencial vetor externo. Os efeitos
Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher mostram que perturbagoes externas, provocadas por
potenciais eletromagnéticos, em sistemas quéanticos induzem o aparecimento de uma fase
na funcao de onda, entao é imediato pensar que isso pode ocorrer para uma perturbagao
genérica, assim vamos estudar também a fase de Berry. A fase de Berry é um fase quéntica

generalizada que aparece na func¢ao de onda devido influéncias externas.



2 Efeito Aharonov-Bohm 9

2.1 Efeito Aharonov-Bohm

A eletrodinamica classica é pautada em um formalismo matemético forte que possi-
bilita a definicao dos campos elétricos e magnéticos como derivadas de um campo vetorial
chamado de potencial vetor E] Por muito tempo o potencial vetor era interpretado como
um mero artificio matemaético para a melhor descricao dos fendémenos eletromagnéticos e
portanto nao tinha qualquer significado fisico. Porém em 1959 Yakir Aharonov e David
Bohm mostraram que é possivel atribuir significado fisico ao potencial vetor [I]. O efeito
Aharonov-Bohm é um fenémeno onde particulas carregadas sofrem a influéncia o poten-
cial vetor magnético, mesmo em uma regiao onde o campo eletromagnético é nulo. Devido
a forca de Lorenz, eq. , uma particula carregada em uma regiao de campos nulos nao
deveria sentir for¢a qualquer e portanto nao deveria ter dindmica, porém quanticamente
as coisas sao diferentes.

Suponha uma particula carregada sujeita a potenciais eletromagnéticos, nesse caso

a hamiltoniana é dada por [42]:

1 2
H=—|p—q¢A 2.1
o (p14) 2.)

onde g é a carga da particula e A o potencial vetor. Considerando p = —iAV a hamilto-
niana fica:

1

H= 2—(—h2v2 + ¢*A* — ihqV.A — ihA.V).

m

Ainda

V.Af = fV.A+ AV,

portanto usando o gauge de Landau ,V.A = 0, temos

V.Af=AVf

1Pelas equacoes de maxwell: E=—-0,Ae B=V x A
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2 Efeito Aharonov-Bohm 10

e assim a eq. ([2.1)) fica

1
H= %(—rﬁv? + ¢* A% 4 2ighA.V). (2.2)

para garantir que o efeito é puramente quantico considere uma situacao onde ga-
rantimos que a particula esteja sujeita ao potencial vetor mas que nao haja campos ele-
tromagnéticos: uma particula em torno de um solenoide que carrega uma corrente I,

por exemplo: Assim conforme a teoria eletromagnética classica o potencial vetor fora do

Figura 2.1: Efeito Aharonov-Bohm

Fonte: Griffiths, David J. - Mecanica Quéantica

solenoide é :

d -
A=— 2.3
3o 23

onde ® é o fluxo magnético dentro do solenoide e p é a distancia radial da particula ao
solenoide em coordenadas cilindricas.

Considere agora a equagao de Schrédinger:

ov
h— = HV
T ’
Pela eq. (2.2)):
i(—h2v2 + ¢* A + 2ighA.V )V = indY (2.4)
2m ' ot '
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2 Efeito Aharonov-Bohm 11

Por separacdo de varidveis observamos que a solucéo ¢ ¥ = e~£nt/ hp(x), assim escrevemos
a equagao espacial:

1
el V2 + ¢*A? 4+ 2igh ANV | = E . (2.5)
m

A equacao acima tem solucao do tipo:

Yap(T) = €¢(m)¢,(93)> (2.6)
portanto,

—R V()Y (x) + Vo(2).(Vo(2)Y (z) + VY (2)) + Vé(2). V' (z) + V' (2)]e” ™)+

+@P AP (z) — 2ihg A (V(z) (z) + VY (2))e?™ = 2mE, e/ (x).
Ainda

—IPVPY (x) — BP[V2(2) + (Vo (x))* + 2Ve(x).V]Y' () + ¢* A% (x)—

—2ihgA.(Vo(x) + V) (z) = 2mE, ' (x),

considerando que ¢'(z) é solu¢ao para o caso A = 0, ou seja:
—R*V3) (7) = 2mE, ' (z).
Sendo assim
—R2[V2¢(x) + (Vo(z))* 4+ 2V (x).V] = —¢* A% + 2ihqA(V d(z) + V),

logo

Vo(x) =iq

SIES
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2 Efeito Aharonov-Casher 12

Assim concluimos que a fase é:

dap(x) = z% féda:.A7 (2.7)

essa fase é chamada de fase Aharonov-Bohm. A eq. mostra que a fungao de onda
adquire uma fase quantica, caracterizando assim o efeito Aharonov-Bohm. Portanto o po-
tencial vetor nao é um mero artificio matematico, ele influencia na dinamica da particula.
O efeito Aharonov-Bohm é um efeito exclusivamente quantico, pois no regime classico a

evolucao da particula é regida pela forca de Lorentz.

2.2 Efeito Aharonov-Casher

Em 1984 Yakir Aharono e Aharon Casher [2] observaram que uma particula neutra
com momento de dipolo magnético nao nulo sob a agao de um campo elétrico externo
mas na auséncia de torque adquire uma fase semelhante a fase Aharonov-Bohm.

Considere um sistema composto por um dipolo magnético p sob a influéncia de
um campo elétrico gerado por uma distribuicao linear de cargas estacionérias, nesse caso

a lagrangiana é dada por [20]:
L=——=-A(x— X).v, (2.8)

onde m é a massa do dipolo, v é a velocidade do dipolo, x é a posi¢ao da carga, X a posi¢ao
do dipolo, ¢ é a carga estacionaria e A o potencial vetor. Pela teoria eletromagnética

classica o potencial vetor é dado por:

1 px(x—X) 1
kA L xEBx-X 2.9
) = —onx Bla - X), (2.9

com E(x — X) o campo elétrico gerado pela linha de carga. Assim a lagrangeana do
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2 Efeito Aharonov-Casher 13

sistema é:
2
1
L:%%+3me@—Xnu (2.10)
c
Sabendo que o momento canonico é p = g—i:

1
p=mv+—SpxE,
c

e tendo a hamiltoniana definida conforme H = p.v — L, chegamos a hamiltoniana do

sistema que pode ser escrita conforme:

e
2
Mas considerando o operador velocidade:
1 1
=—(p——=puxFE
v=—(p- ZuxE),

chegamos na hamiltoniana para o dipolo magnético na presenca de um campo elétrico:

1 1
H=—(p—— E). 2.11
QW#p ELke ) (2.11)

Observe a semelhanca da eq. (2.11) com a eq. (2.2) portanto, por analogia com
o efeito Aharonov-Bohm podemos definir um potencial vetor efetivo que denotamos de
potencial vetor Aharonov-Casher:
1

Ase = —px B. (2.12)

Logo podemos concluir que o dipolo vai adquirir uma fase quantica, chamada de fase
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2 Efeito Aharonov-Casher 14

Aharonov-Casher, caracterizando assim o efeito Aharonov-Casher:

1 1 1
== Qdr.Ayc==- ¢(—pu x FE).de. 2.13
bac 7 ?4 AC = 3 j{ (CM ) ( )
Para garantir que nao haja precessao do dipolo magnético devido a presenca do
campo elétrico, o momento de diplo deve ser paralelo a linha de cargas que produzem o
campo e seu movimento deve ser restito a um plano, ou seja [20]:

dn _

il L (vx E)=0. (2.14)

Sendo assim o dipolo nao sofre a acao de forgas e o efeito é geométrico, ou seja, depende
apenas do numero de voltas que da ao redor da linha de cargas. Portanto dizemos que
a fase Aharonov-Casher, assim como a fase Aharonov-Bohm, sao fases topologicas nesse
sentido. Ambas as fases: Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher independem da velocidade
das particulas, porém a fase Aharonov-Bohm s6 tem independéncia de gauge para uma
curva fechada e a fase Aharonov-Casher estd em uma regiao onde existe campo elétrico,
mesmo que nao haja forgas no dipolo. Portanto o efeito Aharonov-Casher pode ser en-
tendido como uma troca local de momento angular entre o campo elétrico e a particula
[20]. Assim a fase Aharonov-Casher nao é uma fase topologica pois pode ser medida
localmente.

Observe que o efeito Aharonov-Casher é analogo ao efeito Aharonov-Bohm, basta
inverter os papeis de carga e momento de dipolo magnético, campo elétrico e campo
magnético. Podemos encontrar um efeito dual ao efeito Aharonov-Casher considerando a

dualidade de Heaviside [20]:
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2 Fase de Berry 15

w—d

com FE =V x A, B=V x A, e a carga elementar, N a unidade de carga norte
magnética, ;1 o momento de dipolo magnético e d o momento de dipolo elétrico. Assim
podemos definir uma fase quantica para um dipolo elétrico sob a agao de uma campo
magnético externo:

dumw = %%dw(%d x B), (2.15)
fase essa proposta por He e McKellar [24] e Wilkens [46] de forma independente. Portanto

de forma anéloga ao efeito Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher um dipolo elétrico sob um

campo magnético adquire uma fase quantica de carater geométrico.

2.3 Fase de Berry

Quando estudamos os efeitos Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher é intuitivo pen-
sar que é possivel generalizar a ideia de fase topoldgica devido a perturbacoes externas,
fazemos isso com a fase de Berry. Nessa secao buscaremos deduzir a fase de Berry e
entender esta como uma fase topologica ou geométrica.

Considere um hamiltoniano que depende de um conjunto de parametros genéricos
R = (R;) que dependem do tempo. Considere agora que esse sisteme evolui adiabatica-

mente sobre uma curca C' no espaco de parametros. A equacao de auto-estados é:
H(R)In(R)) = E,(R)|n(R)). (2.16)

Consideramos que as fung¢oes de base sejam bem comportadas e de valor tnico ao
longo da curva C' no espago de parametros. De acordo com o teorema adiabético, um

sistema inicialmente no estado [n(R(t = 0))), em que esse estado é um auto-estado de
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2 Fase de Berry 16

H(R(t)), adquire uma fase quantica | e podemos escrever:
[tn () = €O o W EED | (R())). (2.17)
Ainda segundo a equacao de Schrodinger:

B (1)) = HOR() (1), (2.18)

temos

Z,E,L(R(t)

e e BB O (R 1)+

" 87(%( ) gin) g 1§ B (RO (R (1)) —

O F B 2 (R(e)) | = H(R)eT et R E B0 R())

ou

OVn (t)

—h
ot

[n(R(1))) + En(R(1))[n(R(1))) + Zhaat\n(R(t)D = H(R)|n(R(1))),

como |n(R(t))) é auto-estado do hamiltoniano:

a’Yn() L0 -
0 Rpay)) + 0 2 (R (1)) = 0
OR 0v,(t) OR 0

—SE L n(R() + i o e n(R() = 0.

Multiplicando pela esquerda por (n(R)|:

(R 2T (R(1))) + it (RN (R (1) = 0

On(t) . 0
10 (R In(R(),

2Consultar apéndice A
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2 Fase de Berry 17

= / IR.A,(R), (2.19)
C
Com:
A,(R) = i(n(R)| = n(R)). (2.20)

A eq. (2.19) é uma fase geométrica e a eq. (2.20) a chamada conexao de Berry.

Observe que a fase geométrica é dependente de gauge, pois fazendo a transformagao
In(R)) — ¢“B®n(R)) (2.21)

pela eq. (2.20)):

A— i(n(R)]eig(R)%eiC(R)\n(R»

assim

A — i(n(R)|e B (eiC(R)%\n(R» + eig(R)%M(R)))

IC(R) )

A — R z'(n(R)|aT%|n(R))

logo a fase ([2.19) se transforma conforme a conexao:

0

A(R) — A(R) — R

(R). (2.22)

Durante a evolucao adiabatica em um tempo T a fase tem uma diferenca de
C(R(0)) — C(R(T)), com R(0) e R(T) os pontos inicias e finais da curva C. Fock (1928)
[21] observou que sempre podemos escolher um gauge no qual esse acréscimo de fase se
cancele na curva C. Berry (1984) [8] motivado pelo resultado de Fock concluiu que em
uma curva fechada, ou seja R(0) = R(T), uma transformacao de gauge deve ter valor
{nico, assim:

((R(0)) = C(R(T)) = 2m.n (2.23)
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2 Fase de Berry 18

com n inteiro. Portanto 7, é um invariante de gauge, pois o acimulo de fase se cancela

ao decorrer da curva [21]. A fase geométrica fica entao:

= fc IR.A,(R) (2.24)

que é conhecida como fase de Berry. Essa fase depende apenas da geometria da curva
fechada e independe da forma que R varia no tempo, portanto tem um carater topolédgico.
A fase de Berry foi deduzida para uma conexao de Berry genérica, porém é nitido a
semelhanca com as fases Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher. Assim concluimos que no
caso do efeito Aharonov-Bohm a fase ¢ 45 é a fase de Berry do sistema, e de forma anéloga

para a fase Aharonov-casher.
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QUANTIZACAO DE LANDAU

Nesse capitulo vamos deduzir os niveis de Landau para particulas neutras com
dipolo magnético permanente e com dipolo elétrico induzido sob a influéncia de campos
externos, analisando as fases Aharonov-Casher e He-McKellar-Wilkens. Seguimos aqui o
procedimento usado por |20} 40, 41] e fazemos algumas consideragoes de existéncia dos

niveis de Landau deduzidas por Ericsson e Sjoqvist (2001) [18].

3.1 Quantizacao de Landau para uma Particula Neutra

Nessa se¢cao buscamos a quantizacao de Landau para um dipolo magnético perma-
nente sob um campo elétrico externo conforme o trabalho de Ribeiro, Furtado e Nasci-
mento (2006) [40].

Considere uma particula neutra com momento de dipolo magnético permanente
em um campo elétrico onde sua dindmica se restringe ao plano (x-y), no limite nao-

relativistico, a hamiltoniana do sistema é [41]:
1 [T

2

g g (3.1)

o2mec?

com 7 a direcao do dipolo magnético e E o campo elétrico externo. Observe que potencial
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3 Quantizagao de Landau para uma Particula Neutra 20
Aharonov-Casher efetivo é [1§]:
1
A AC = -nx FE.
c
Escolhemos o gauge simétrico
Ao = X pe (3.2)
= — e .
AC 20:0 lo3)
que corresponde ao campo elétrico externo:
A

onde A é uma densidade linear de cargas estacionarias que gera o campo externo. Assim

temos um campo magnético Aharonov-Casher efetivo uniforme Bac =V x A ¢ [40]:

Byc = —é,.
C

(3.4)

Observando que esse gauge esta em conformidade com as condigoes impostas por

Ericsson e Sjoqvist [I8] para a existéncia de niveis analogos ao sistema tomando n = é,,

ou seja, no caso do momento magnético da particula ser perpendicular ou plano:

e Campo elétrico eletrostatico: E =0e V X E =0

e campo magnético uniforme: B 4¢

e Auséncia de torque no dipolo: 7= un x B =0

O campo magnético uniforme B 4¢ aparece devido a velocidade nai nula do dipolo

e pelo acoplamento spin-6rbita, entao apesar do campo externo ser eletrostatico é possivel

definir B 4¢ que é uma campo efetivo. Assim garantimos a existéncia de niveis de Landau

para o sistema e portanto iremos agora deduzir tais niveis.

Considerando a equagao de Schrodinger:

o
HYU = ih—
o
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3 Quantizagao de Landau para uma Particula Neutra

21

que a solugdo pode ser escrita da forma W(x,t) = e *i‘ey(x), sabendo que a hamiltonina

apresenta uma simetria em z e pelas egs. (3.1)) e (3.3)) temos:

2m 2mc? + 2me 2me

2 A2 Ac. A h)\
(p_+/~t Ac , pAscP 1P AC)w 1

mas
p.AA(j77ZJ = —ZV(AACV;D) = —Z(VAAc)@Z) — iAAc.v¢;
e
V.AAC =0.
Logo
p-Asct) = —iAac. VY = Asc.py.
Portanto
2 2 42
p- WAL | G HAacP ﬁ/M
— 2
<2m i 2mc? * 2m ) =y
ou
—hAV?%  (uAp)? 2ihpApVg huA
( 2m smct  4Ame? )¢+ 2m02¢ =&y

Assim a equacao diferencial em coordenadas polares fica:

h? o 1 0%y woy  mw? hw
_%{pap( 9P)+?8752}_m28¢ 5PV

com a frequéncia ciclotron [20)]

2

W=0Wac = 0—F 62’

(3.5)

(3.6)

o = £ denota a dire¢ao de rotagdo do movimento classico. Devido a simetria da eq. (3.5))
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3 Quantizagao de Landau para uma Particula Neutra

22

usamos separagao de variaveis e a solugao ¢ ¢ (x) = ¢’ R(p), logo:

d_,02+,0dp p? g ” 2 2

h_?(d?R 1dR 2 R) (5 Cmwio | ohlwac athc)R _o

Fazendo a mudanca de coordenada:

_ Mwac 9
5 277/ p )
como consequéncia temos:
d§  mwac
dp h

dR df dR  mwac d_R
dp dpde ~ n Pue

PR mwacdR | (mwac)’p* @R
dp®> h df 12 de?’

Assim aplicamos essa mudanca na equacao diferencial:

R dR €. B\,
L 1o Do

com

Analisando os limites assintoticos da fungao R chegamos a solugao:
R(&) = e *2€12¢(¢),
portanto a equagao fica:

d*¢ dg LA UAVEE
¢t a1-9%+ (5- )0
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3 Quantizagao de Landau para um Dipolo Elétrico 23

A eq. (3.12)) tem como solugao a fungio hipergeométrica E]:

[l+1
@ =] (5-13) e, (313)
Para garantir que a funcao de onda seja normalizavel, a funcao hipergeométrica

deve convergir para um polinémio. Para a fungao hipergeométrica convergir para um

polindmio de grau v é preciso que o primeiro fator seja inteiro e igual a v:

[ +1
v=p3— ||—+, (3.14)
2
finalmente pela eq. (3.10) chegamos aos niveis de Landau:
Il ol o 1
= AT Y 3.15
Eul (V+2 5 5t 5 ) wac (3.15)

Assim os niveis de Landau sao infinitamente degenerados devido a simetria e trans-
lagao [41], os niveis de Landau sao independentes do centro de orbita mas dependentes

da direcao de revolucao classica.

3.2 Quantizacao de Landau para um Dipolo Elétrico

Agora considerando um sistema anélogo ao dipolo magnético: procuramos os niveis
de Landau de um dipolo elétrico sujeito a um campo magnético externo. Logo, considere
uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido d em um campo magnético

externo radial B:
Am
2

B=""p¢, (3.16)

'Para mais informagoes sobre a fungio hipergeométrica o leitor pode consultar a referéncia [14].

Departamento de Fisica - UFPB



3 Quantizagao de Landau para um Dipolo Elétrico 24

com A, uma densidade de cargas magnéticas, por analogia com a eq. (3.1]) a hamiltoniana

do sistema é:
hd

H=_—(p+ —nx B)*— 5

V.B (3.17)

com n a dire¢ao do dipolo, aqui escolhemos n = é, [40]. Definimos o potencial vetor de

He-Mckellar- Wilkens conforme [18§]:

1 Am

Assim podemos encontrar o campo magnético associado a esse potencial:

Am
BHMW =V X AHMW = TGZ. (319)

Portanto as condic¢oes de exitancia de niveis de Landau anélogos sao satisfeitas:
e Campo eletrostatico: B =0e V x B =0
e Campo magnético uniforme: By pw

e Auséncia de torque no dipolo: 7 = 0, desde que a velocidade da particula de restrinja

ao plano [40].

Sabendo que a solugao pode ser escrita como ¥(x,t) = e **4)(x), que a dinAmica

deve se restinguir ao plano (x-y), e por (3.17) e (3.16) temos de forma similar ao dipolo

magnético:
ot A+ 2 Ay B — oy
ou
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3 Quantizagao de Landau para um Dipolo Elétrico 25

A equacao deferencial em coordenadas polares fica:

az/} 1 82'1/} w afl/) mw 9
2mpdp 2as) " - 5= 2
2m {P 3P< 3/)) - p? 8¢2} 2 a¢ g Y ¢ ey, (3.20)
de modo analogo ao caso anterior:
d\,
o = owny = o] 2|- (3.21)
me

Usando separacao de variaveis encontramos a solucgao ¢(x) = €®R(p) e substituimos na

eq. (3.20]), assim:

L(CF_R 1dR l2 R> <€ B mw?{MW 2 UhleMW i gthMW)R -0

_'_ —_
dp*>  pdp  p? g 7 2 2

Fazendo a mudancga de variavel

£= Mﬁ (3.22)

chegamos a

com
e ol-1)
hwmarw 2

B= (3.23)

Fazendo a analise assintotica da equacao diferencial verificamos que a solugao é do tipo:

R(¢) = e 22 (¢). (3.24)
Assim temos:
dF 1+ | B
§d§2 (|l|+1—§)d—€—(B—T>F—O. (3.25)
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3 Quantizagao de Landau para um Dipolo Elétrico 26

Assim a solugao da eq. (3.25) é uma func¢ao hipergeométrica:

|+ 1

F(f)—:F[— ( —T),|l|—|—1,§}, (3.26)

onde o primeiro fator deve ser inteiro pela mesma razao do caso magnético, assim:

U

=B

portanto devido a eq. (3.23) chegamos aos niveis de Landau para o dipolo elétrico:
|| ol 1

o

Logo os niveis de Landau também independem do centro de orbita, mas dependem

da diregao de rotagao cléssica e sao infinitamente degenerados.
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EFEITO HALL QUANTICO

A fase quantica adquirida devido um efeito externo é conhecida como fase de Berry,
nesse capitulo buscamos deduzir algumas consideracoes sobre o efeito dela no transporte
adiabatico em sistemas bidimensionais. Mostraremos que é possivel, em certas condicoes,
ocorrer um efeito semelhante ao efeito Hall Classico mas com valores de condutéancia
quantizados: o efeito Hall Quéantico. Aqui seguimos o trabalho de Chang, Xiao e Niu
(2010) [15]. Antes, porém, é conveniente fazer uma breve revisao do fenémeno do Efeito

Hall no contexto classico para entao buscarmos sua analogia quantica.

4.1 FEfeito Hall Classico

E sabido da fisica classica que a dindmica de uma particula carregada muda se esta
estiver em uma regiao de campo eletromagnético nao nulo, pois particulas carregadas sob

influencia de campos eletromagnéticos estao sujeitas a forca de Lorentz:
F =q(eg +v x B). (4.1)

Onde a particula é acelerada na direcao do campo elétrico pela forca elétrica e na direcao

perpendicular ao campo magnético pela forca magnética.
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4 Efeito Hall Classico 28

Consideramos agora um arranjo onde uma lamina condutora carregando uma elé-

trica é submetida a um campo magnético saindo do plano da folha, conforme a figura:

Figura 4.1: Efeito Hall Classico

Electrons o B S

Al
P

Vollmeler
D
\\

[

Fonte: http://futura-sciences.us/dico/d/physics-hall-effect-50002506 /

Esse arranjo experimental foi proposto em 1879 por Edwin Herbert Hall para
descobrir se os portadores de carga da corrente elétrica eram positivos ou negativos. Com
tal experimento ele concluiu que os portadores de carga que se movem no sentido contrario
ao sentido convencionado para a corrente e eram elétrons.

Assim, se a corrente estiver fluindo na lamina da direita para a esquerda, os elé-
trons estarao se movendo no sentido contrario. Devido a eq. os elétrons sofrem
uma deflexao para cima devido a forca magnética, fazendo surgir assim uma diferenca de
potencial elétrico no interior da lamina devido o acumulo de cargas negativas na parte
superior, estabelecendo-se, entao um campo elétrico na vertical para cima, esse é o co-
nhecido Efeito Hall Classico [23]. Ao passo que os elétrons vao sendo depositados na
extremidade superior, a diferenca de potencial vai aumentando, e consequentemente o

campo elétrico, até o limiar de forca resultante nula:

q€H = qUBv
sabendo que J =nqu e J = i/A:
1B
eg = —.
n nqA
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4 Curvatura de Berry 29

Porém, Vg = egd:
1B

onde n é a densidade de portadores de cargas, i ¢ a corrente elétrica, B ¢ o modulo do
campo magnético, ¢ ¢ o moédulo da carga elétrica, L é o tamanho da tira condutora e Vg
é a diferenca de potencial Hall. Assim é possivel determinar, com o o fenémeno do Efeito

Hall, quantidades importantes como a densidade de portadores.

4.2 Curvatura de Berry

Nessa seccao vamos definir a curvatura de Berry, uma quantidade genérica que
descreve os aspectos geométrico do espaco de parametros com base nas conexoes de Berry
ja definidas anteriormente.

A conexao de Berry também é conhecida como potencial vetor de Berry, em ana-
logia com o potencial vetor eletromagnético. Portanto, assim como é possivel escrever
os campos eletromagnético a partir de derivadas do potencial vetor magnético, é possivel

definir um tensor campo de gauge a partir do potencial vetor de Berry [15]:

. O gy 0
() = 5 AL(R)

~ SR ANR). (4.3)

A chamada curvatura de Berry, usando a equagao [2.20] podemos expressar na forma:

. [o 0 o 0
0% = i g 0 1) = el 1)
sabendo que % = %:
n _ .[/On(R)|On(R) a 0 _/on(R)|on(R)\
v _ZK o | ore ) T \"B)| gRe g [MB) OR" | ORn

)

o 0
—<”<R>‘amw
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4 Curvatura de Berry 30

como as derivadas comutam a curvatura de Berry fica:

%= |G

oy (o

8;’](%13) >} . (4.4)

Podemos expressar a fase de Berry com relagao a cavatura de Berry. Usando o
teorema de Stokes e sendo S uma superficie delimitada pela curva C' a fase de Berry fica
[15]:

1
™= / dR" A AR, (R) (4.5)
S

com A o produto exteriorﬂ A fase de Berry escrita dessa forma garante que a curvatura
de Berry seja invariante de gauge, e sabendo que o espago paramétrico é tridimensional a

fase pode ser representada na forma [15]:

= /S 5.9, (R) (4.6)

com

Q.(R) = Vi x Ay(R), (4.7)

onde a relagao entre o tensor de Berry e o vetor de Berry é: (), = €,,c{e [15].

Usando (n|0H/OR|m) = (n/OR|m)(E, — E,,)* a curvatura de Berry fica [I]:

. n|0H/OR*|m)(m|0H/ORY|n) — (n|0H/OR"|m){m|0H/OR*|n
Q”(R):zz<| JOR!|m)(m|0H/ (]|5n>—E<m|)2/ |m) (m|OH/OR*|n)

1%

(4.8)

m#n

Como toda a dinamica do sistema se da no nivel n, a curvatura de Berry pode ser entendida

como um interacao residual de projecoes dos estados m no nivel n. Se a dinamica da

IConsultar o apéndice B
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particula se restringe ao estado n, fazemos:

. m|0H/ORY |n)(n|0H/OR*|m) — (m|0H/OR!|n){(n|0H/OR"|m
ZQZVZZZZH JOR”|n)(n|0H/ (’En>—bim)‘2/ [n){n|0H/OR"|m)

m#n n

ou
o, =o. (4.9)

Observe que se todas as energias dos niveis n e m forem incluidas na soma a curvatura
desaparece para cada valor de R, evidenciando assim um comportamento de monopolo
no espago de parametros [15]. A eq.(1.9) fornece uma lei de conservagao local para a
curvatura de Berry se todo o hamiltoniano for conhecido.

A Curvatura de Berry descreve das propriedades geométricas do espaco de para-
metros e é uma quantidade local. Todavia até aqui tratamos quantidades passivas no
processo adiabatico onde a evolugao é dada por um elemento externo. Se as variaveis sao
dindmicas e a curvatura de Berry participa de tal evolugao, a Curvatura de Berry é mais

fundamental que a Conexao de Berry [29].

4.3 Transporte Adiabatico

Nessa secao buscaremos entender como uma perturbacao externa pode induzir uma
corrente em um material bidimensional.

Considere um sistema bidimensional cuja hamiltoniana é

Considere agora esse sistema constituido de sitios em uma rede periédica com U(x+a) =

U(x) onde a é o vetor de rede Bravais. Nesse caso a teorema de Bloch garante que:

wn(w) = eiq.mun,q(w% (4'10)
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com Uy, (T + a) = upy(x) e Y(x + a) = €7%)(x), ou seja, g ¢ 0 momento candnico e
hq esta na primeira zona de Brillouin ﬂ Assim podemos reescrever o hamiltoniano em

funcao do parametro g pela transformacao unitaria:
H(q) — e—iq.mHeiq.w’

ou
2

H(q) = ea® (21’—m + U(@) ¢,

Aplicando o hamiltoniano em uma func¢ao genérica f temos

H(@)f = 5 - "1 + Ula)},
mas p = —thV, assim
H(x)f = _—he_iq'mvzeiq‘wf +U(x)f
2m
ou ainda
H(x)f = ;—ze_iq‘w (iq)*e'™ 4 2iq.e" 1™V + "V | f + U(x)f.

Logo a hamiltoniana fica

1

2m(h2q2 —2ih?*q.V — *V?) + U(x)

H(q)

ou

H(q) = 5 ((hg)’ + 2hg.p+ 1) + Ula),

2A primeira zona de Brillouin, ou simplesmente zona de Brillouin, é o espaco de pardmetros do
hamiltoniano transformado eq. ou seja, o correspondente a célula primitiva no espago reciproco.

Departamento de Fisica - UFPB



4 Transporte Adiabatico 33

portanto podemos escrever na forma:

(p + hq)?

H(q) = v

+ U(x). (4.11)
Assim a fase de Berry e a curvatura de Berry ficam, respectivamente [15]:

b = 7{ 0 (1 (@)]iV ol (). (4.12)

Q.(q) = V¢ X (un(@)|iVq|un(q)). (4.13)

Dessa forma a curvatura de Berry pode ser entendida como uma propriedade inerente da
estrutura de bandas pois depende apenas da funcao de onda.

No caso de um sistema de momento de dipolos magnéticos podemos aplicar um
campo magnético externo para induzir o movimento ciclotron em o6rbitas fechadas no
espago dos @’s, assim a curvatura de Berry é evidenciada em efeitos magneto-oscilatérios
[33]. Podemos ainda aplicar um campo elétrico externo para causar uma variagao linear
em g e levar esses a varrer toda a zona de Brillouin [15]. Note que nesse caso a zona
de Brillouin tem uma topologia de Toro, conforme fig. [4.2] e dois pontos g e g + G sao
reconhecidos como o mesmo ponto, onde G é o vetor de rede reciproco [34]. A topologia
de toro é devido a escolha |¢,(q)) = |¢¥n(q + G)). Por Exemplo: considere uma uma
rede com o sitio bidimensional de formato retangular no espago de parametros conforme a
fig. . para garantir que os pontos na direcao horizontal satisfacam a condi¢ao acima,
junta-se os pontos A com B e A’ com B’ de modo que eles coincidam, formando uma
estrutura cilindrica. Para ter a mesma garantia na na direcao vertical junta-se os pontos

A com A’ e B com B’ formando assim um toro. Pela condicdo de periodicidade acima:

(@) = P g1 ().
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Figura 4.2: Zona de Brillouin

«—

Z

Fonte: http://inspirehep.net/record /1305724 /plots

Assim a fase de Berry fica [20]:

b = /B g1, @)1V un(@). (4.14)

Desde de que o hamiltoniano tenha simetria translacional e seja periédico no
tempo, ou seja H(t +T) = H(t), com T o tempo de para chegar em um ponto equi-

valente no proximo sitio, podemos usar os auto estados de Bloch [15]:

e Z U ) um|6un/at>

[tn) — |un)

m#n

. Definindo ainda o operador velocidade como:

(4.15)

vn(q):%K%'th<au,gfﬂugi<uml) (|un _ hzmm um|0un/3t>)}

m#n

va(q) = 0 {<Un|H|un> ik Z (U | H ) (| Oy, / OF) i Z (O, | Ot U ) Um|H|un>+

ot E,—-LE, ot E,—-LE,

9 (O, ) Ot |t (| H |1y (uy| Oy, /Ot
> (En — En)(En — Ei) ] ’

l,m#n
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10E,( O (Up| H|tp ) (| Ouy, JO) O (Ouy, /Ot |t (| H |uy)
onla) =7 aq Z 7 E, - E,, H; g E, - E,
0y = L)~ (IO D) 00001 (@0 i OH D)
" n g P E,—E, E, —E, '
(4.16)

Usando ainda (u,|0H/0q|uy,) = (E, — En,)(0u, /0t|u,) e a eq. (4.8) chegamos em:

va(q) = EM_Z Z <<Un|aH/(9q|um><um]8H/8t|un> — <Un|aH/3t|um><um|aH/8q|un>)

h 8(] (En - Em>2

m#n

mas compactamente:

10E,(q n
i) = ;5 g, (417

Para encontrar a densidade de corrente adiabatica integramos na Zona de Bril-
louin. Sob essa integral o termo de ordem zero dado pela derivada parcial desaparece e

encontramos o transporte adiabatico [15]:

dq .,
_Z/Z%Qq (4.18)

Assim a corrente adiabatica em uma banda devido uma perturbacao que depende do
tempo é a integral no espago de parametros da curvatura de Berry e se essa curvatura for

nao nula garante-se a existéncia de uma corrente genérica no plano.

4.4 Efeito Hall Quéantico

Aqui buscaremos deduzir o fenomeno do efeito Hall Quantico e entender as con-
di¢oes para que ele ocorra. Em sistemas bidimensionais o efeito Hall Quéntico ocorre
quando, devido a uma determinada configuracao de campos externos, aparece uma cor-
rente Hall em uma direcao, associada a uma conduténcia que é quantizada.

Considere elétrons, por simplicidade, em uma rede bidimensional periédica sob a
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perturbagao de um campo elétrico externo. O hamiltoniano desse sistema é dado por:

(p+ecA)?

H(t) = 2m

+ U(x)

onde U(x) = U(x + a), no espago dos parametros podemos escrever o hamiltoniano na

forma:

H(q,t) = H(q + %A(t)) . (4.19)

Fazemos o momento invariante de gauge:

k=q-+ %A(t), (4.20)

onde A preserva a simetria translacional ja mencionada anteriormente, g é um bom
nimero quantico e é uma constante do movimento(d;q = 0) [15].

Usando o operador velocidade eq. (4.15) é possivel mostar que:

_ Ocy(k) | Oen(k)
~ "o o)

v, (k)

com &, o valor médio do hamiltoniano. Pela eq. (4.20) temos

o Ok, 0 e 9A(t) O

ot ot ok, h Ot ok,

mas o campo elétrico é definido na forma:

0A
=%
assim as relagoes ficam:
0 e 0
o~ Rk,
g 0
0. Okq
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Portanto o operador velocidade fica [15]:

_ Oen(k) e
Un = o ﬁE x Q,(k), (4.21)

onde a curvatura de Berry é expresa na forma:
O, (k) = i(Viu, (k)| X |Viu,(k)). (4.22)

A velocidade ganha um termo extra que chamamos de velocidade anémala, observe que
essa velocidade é perpendicular ao campo externo e gera uma corrente Hall. Em cristais
existe simetria de reversao temporal e de inversao espacial, e portanto, o termo anémalo
da velocidade desaparece, restando apenas o primeiro termo.

Por outro lado a condutancia de um sistema é definida conforme:

J
= | —=.dl.
o / o
Porém J = ew, logo:

v
= —.dl
o e/ I3

assim, considerando a eq. (4.21)) a condutancia pode ser escrita da seguinte forma:
2
e E x Q(k
o=-C [EX2E)
h E

No espago dos k’s a condutancia para E na direc¢ao é, fica [15]:

e d*k
= £t . 423
0=y o 429

N&o obstante os niimeros de Chern [}| que podem assumir qualquer niimero inteiro,

30s ntmeros de Chern sao produtos de qualquer colecdo de gadget definidos para pacotes vetoriais
complexos cujo produto tem a mesma dimensao do manifold. Eles sao invariantes topoldgicos associados
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sdo definidos como [20]:
d?k
= —=0 4.24
"=, T e 20

assim a condutéancia, conhecida como condutividade Hall é quantizada para um manifold
fechado conforme a expressao:

Ouy = —N. (4.25)

Portanto vai haver uma diferenga de potencial no plano (x-y) ja que existe uma condu-
tancia e associada a essa condutancia vai haver uma corrente.

A eq. caracteriza o efeito Hall quantico: a condutividade Hall é quantizada
para bandas bidimensionais nao interagentes. Primeiramente o efeito Hall Quéantico foi
baseado na invariancia de gauge, depois verificou-se que esté relacionado com a invariancia
topologica das bandas de energia [37]. O leitor, caso queira, pode se aprofundar no tema
a partir da obra Quantum Hall Effect de Zyun F. Ezawa (2008) [19] que trata o efeito
Hall Quéntico a partir de teoria de campos por aproximacoes e da exemplos detalhados
desse efeito em diversos sistemas de matéria condensada.

A quantizacao da condutancia Hall foi prevista pela primeira vez em 1975 por
Ando, Matsumoto e Uemura [3]. Do ponto de vista experimental é possivel verificar o
efeito Hall Quéantico fazendo medidas da resisténcia Hall, uma vez que a resisténcia é

definida conforme:

1
R=—. 4.26
. (4.26)

Assim é possivel tracar o grafico resisténcia versus campo magnético e observar platos
que correspondem os valores quantizados conforme a fig. .

Em 1980 Klaus von Klitzing 28], observou experimentalmente a quantizacao da
condutancia Hall em silicio desenvolvidas por Michael Pepper e Gerhard Dorda. Por

essa descoberta, von Klitzing recebeu o Prémio Nobel de Fisica em 1985. Posteriormente

a campos vetoriais. (A frente discutiremos mais sobre eles)
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Figura 4.3: Quantizacao da resisténcia Hall
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Fonte: Rafael Emilio Brafknecht

Robert Laughlin verificou que a quantizacao exata da condutancia Hall estéa relacionada
com a invariancia de gauge, o autor chegou a essa conclusao usando uma bomba de carga
Thouless. Mais recentemente em 2007 [38], o efeito Hall quantico inteiro foi observado
em grafeno em temperaturas comparaveis a temperatura ambiente.

Um efeito analogo é obtido considerando que existe um fluxo magnético na zona

de Brillouin, conforme fig.(4.4]). Nesse caso a condutancia Hall é calculada pela formula

Figura 4.4: Fluxo magnético na zona de Brilloin

ky ko +dky

Fonte: Oscar Viyuela

Kubo [15]:
n>0 (60 o &Tn)
com o operador velocidade:
o OH  eq;
YT k)~ R

onde ¢; é o fluxo magnético e L; as dimensoes do sistema. Assim fazendo a média
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termodinémica, a condutancia Hall Quantica é:

2 [T )
0

que esta de acordo com a eq. (4.23)). Se o hamiltoniano for periédico em k; com periodo

% a condutancia Hall é quantizada conforme a eq. 1) e ocorre o efeito Hall quantico.

Para elétrons, que sao férmions, a condutancia Hall é dada por:

2 dk
Ouy = %/(QT)Qf(gk)kaky (4.29)

onde f(eg) é a fungao distribui¢ao de Fermi-Dirac, caracterizando assim, o que chamamos
de efeito Hall anomalo [35] e ocorre principalmente em ferromagnetos. Para bosons que

sao regidos pela estatistica de Bose-Einstein temos:

dk

onde np(ex) ¢ a funcao distribui¢do de Bose-Einstein.
E importante abrir um parenteses para dissertar mais sobre o significado fisico dos

ntmeros de Chern. De inicio considere a integral:

/dt/B qQ" (4.31)

Resolvendo essa integral ao longo da curva fechada da fig. (4.2)) partindo de B, pela eq.

(2.24]) e considerando os pontos B = (0,0), A = (1,0), A’ = (1,1), B’ = (0, 1) escrevemos:

1T ! " ’
21 0 0 1 1

ou

= | [ et 0) - i) - [ a0 - a0
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Podemos definir o acumulo de fase na direcao x por:

/0 A A,(.0) — Ay(,1)] = 6,(1) — 6,(0).

fazemos uma definicao anédloga para a direcao y. Portanto durante todo o percurso o

estado adquiriu uma fase conforme a expressao [15]:
u(0,0)) = /=00 00, M1 (0 0)). (4.32)

Assim ¢, pode ser considerado o acimulo de fase durante o percurso fechado.

Porém pela condicao de periodicidade esse acimulo deve se cancelar, logo:
Cp = 21N, (4.33)

com n inteiro. Denotamos esse niimero de primeiro nimero de chern ou simplesmente
de ntiimero de Chern, note que n é o que ja definimos anteriormente, e esse niimero esta

intimamente relacionado com condigao de periodicidade do sistema.
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MAGNONS

Desde o experimento de Stern-Gerlach no século passado sabemos que os atomos
sao dotados de um momento de dipolo magnético intrinseco que nao esta relacionado
com o movimento atomico, esse momento de dipolo é singular e o denotamos de spin.
Sabemos ainda que esse momento magnético pode interagir com um campo magnético
externo se alinhando a ele. Por outro lado a spintronica busca a utilizacao desse fendmeno
para transportar informagoes com um menor curso energético, uma vez que a resisténcia
envolvida no transporte é quase nula. A ideia de usar o acoplamento do spin com um
campo externo para o transporte de informagoes é recente e portanto ainda em construcao
e pode se apresentar uma alternativa a eletronica convencional pautada na corrente de
elétrica. Um meio de fazer isso é através de quase-particulas conhecidas como mégnons,
que sao ondas de spin quantizadas. Nesse capitulo buscamos entender o conceito de
mégnons e algumas propriedades destes tais como condutancia Hall e condutancia Hall

Térmica a partir do efeito Hall Quéntico.

5.1 Magnons

Nessa secao buscamos conceituar ondas de spin e magnons e entender as propri-

edades destes com base no Efeito Hall Quantico. O spin é uma propriedade puramente
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quantica da matéria, ou seja, nao tem analogo classico, é a propriedade de interagir com
um campo magnético externo através do acoplamento do dipolo magnético de spin. Es-
ses dipolos sao alinhados em uma diregao para ferromagnetos, por exemplo, mas podem
mudar seu alinhamento por perturbagoes externas. Se essa mudanca no alinhamento for
periodica e se propagar, tem-se entao, ondas de spin conforme a fig. . Entao pode-se
definir ondas de spin como excitacoes coletivas de baixa energia do acoplamento do spin,
magnos sao versoes quantizadas dessas ondas de spin H As principais interacoes que on-
das de spin sofrem é devido o acoplamento dipolo-dipolo e interacao de troca. Os spins
de sistemas ferromagnéticos interagem a partir de interacoes de troca e com o campo
magnético aplicado, fazendo com que as excitagoes do sistema sejam excitagoes coletivas
ao redor de um ponto de equilibrio, mantendo-se paralelos uns aos outros e girando em

torno do campo magnético. Veja mais em [11].

Figura 5.1: Ondas de spin

YYVVVVTVeY

O0DVDEeCRPOE

Fonte: https://www.uni-muenster.de

Quando o dipolo magnético de spin muda de direcao a for¢ga magnética total do
grupo de dipolos ¢ diminuida, para voltar ao estado original de alinhamento ¢ necesséario
um quantum de energia, podemos imaginar magnons como a quantidade de energia neces-
saria para realinhar os spins. Devido a natureza bosoénica, magnos podem formar estados
coerentes devido a condensacao de quase-equilibrio, e se propagar por grandes distancias

sem perder as informagoes que sao carregadas pela carga magnética [36].

10 leitor interessado encontrara um apanhado introdutério sobre o formalismo de magnons no livro
"Introducao a Fisica Estatistica"de Silvio R. A. Salinas.
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5.1.1 Modelo de Heisenberg

Um modelo que descreve magnons é o hamiltoniano proposto por Werner Heisen-

berg e por Paul Dirac em 1926 para descrever o ordenamento ferromagnético [39]:

1
v

Com 7 e j representando o sitio onde cada spin se encontra, S o operador de sim e J;; > 0
o termo de interagao de troca, observe que o modelo de Heisenberg é um exemplo de
interacao entre os primeiros vizinhos.

Considere agora um ferromagneto em uma regiao sob a influéncia de um campo
magnético externo By paralelo ao momento de dipolo na direcao é,, nesse caso é preciso

levar em conta a contribuicao de Zeeman:

1
1] v

Pra reescrever o hamiltoniano de Heisenberg introduzimos os operadores

1
ST = 5(Si+ +S7) (5.3)
(]
SY — l(sf -57) (5.4)
(A 22 (A (A ?

onde esses novos operadores satisfazem a relagao:

[Si7, 551 = 2570 (5.5)
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Substituindo esses operadores na eq. ((5.2)) temos:

- 1 - — zZ Qz
:—JZ[ (S +57) (sj+sj)—1(si+—si)(Sj—sj)+si5j]—QMBBOZ z)
i#]

ou ainda

=0 { (S;S +SS; +575f +575]) - (Sjsj — 5SS — 8785+ 578 )+
i#]

+Sij} —2upBo Y S;.

No caso isotrépico onde a interacao de troca se trona J = J;;, o hamiltoniano de Heisen-

berg se torna:

:—Q,UBBOZSz JZ( (S; S+ Sjsj)+Sij). (5.6)

Por outro lado Meier e Loss (2003) [32] propoem o seguinte hamiltoniano para uma
descricao mais detalhada de um ferromagneto no espago bidimensional com momento de

dipolo gup na diregao €, e na presenca de um campo elétrico externo E :

— Z Jij {% (S;rsjeieij + stjrez&]) + SZZS]Z] , (57)

<ij>

com SF = S% +4SY e [47]

9HB
91']' h(32 dx. (E X ez) (58)

Observe que 6;; ¢ uma fase do tipo Aharonov-casher. Recentemente Nakata, Klinovaja e
Loss (2017) [36] diagonalizaram o hamiltoniano da eq. (5.7) usando as transformagoes de

Holstein-Primakoff [19]:

N aTal 1/2
Sf=vas(1-5) a (5.9)

) ) aTal 1/2
Sy =v2Sal(1- 54 (5.10)
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e
57 =S —ala;. (5.11)
Onde a; aniquila um magnon no sitio ¢, aZT cria um magnon no sitio i e [a;, a}] = 0;;. Para
S > 1 temos:
St= \/ﬁ(ai — i((JLIaiaLi) + )
45
e

5= V5 (al - fglalola) + ).

Assim a equagao [5.7] fica:

H, = — Z tijeioij(aia;f. + H.c.) (5.12)

<i5>

com t;; = J;;S e H.c. significa hamiltoniano conjugado. Fazendo o caso isotropico e no

limite termodinémico e continuo o hamiltoniano magnético se torna [36]:

JSa? JUB ) 2
com a a constante de rede. Ainda fazendo J;j;‘Q = ﬁ, P = (ps,py,0) e A, = %E X €,

finalmente a eq. (5.7) pode ser escrita na forma [36]:

1 9HiB ?
H,=—(p+224,) . 5.14
- (p+ : ) (5.14)

Observando a eq. ([5.14)) fica claro que o sistema vai apresentar uma fase Aharonov-Casher
com um potencial efetivo A,,.

Usando o momento invariante de gauge temos de froma compacta [19]:

1
H,, = %HQ. (5.15)
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Podemos ainda considerar uma configuracao de campo em coordenadas retangulares dada
por: E = X\(z/2,y/2,0) [I8] que corresponde ao gauge simétrico A,, = (A\/c)(y/2,2/2,0)
j& explorado no capitulo 3 em coordenadas curvilineas e que garante a existéncia de niveis
de Landau para o sistema. Apesar de nao existir campo magnético perpendicular ao plano,
o gradiente de campo A provoca um efeito totalmente correspondente. Para diagonalizar

o hamiltoniano ([5.14)) fazemos:

a = —2—(I1, + 4Il,) (5.16)

e
[
t_ 'B .
a' = — (11, — I 5.17
com [II;,I1,] = %2 , la,a’] = 1, definindo o comprimento elétrico em analogia com o
B

comprimento magnético:

h 2
le = \/W; (5.18)

e a frequéncia do movimento ciclotron:

_ GHBA
mec2

We

(5.19)

Portanto a frequéncia pode ser expressa na formas:

e os operadores:
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Substituindo no hamiltoniano:

ou

h? h?
H,, = T2 (a* 4+ a'? + aa' + a'a — a® — a™ + aa’ + a'a) = Sz (aa’ +d'a),
mas pela relacao de comutacao
ad' =1+ da'a.
Assim o hamiltoniano fica:
Lo 1
H, =hv|a'a+=| =hv.|N+=].
2 2
Portanto o niveis de landau magnéticos sao dados por
1
E, = hw, (n + 5). (5.20)

Assim os magnons nao-relativisticos tém os niveis de Landau lineares com o niumero

quantico e tais niveis sao igualmente espagados.

5.2 Condutancia Hall de Magnons

Aqui buscamos entender como um gradiente de uma dire¢do do campo externo
pode proporcionar Efeito Hall Quantico em mégnons. Considere uma rede periodica de

magnons com vetor de rede Bravais R = (a, a,) onde o hamiltoniano de magnons é:

H=H, +U(x)
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com H,, dado pela eq. (5.14) e U(x) = U(x + R). Introduzindo o vetor de rede de Bolch

k = (k;, k,) o hamiltoniano transformado no espaco reciproco fica:
_ _—ik.x ik.x
H r=E¢€ He s
ou como vimos anteriormente:

1 2
Hy= ( — iV + ik + B m) . (5.21)

m c
Devido a periodicidade do sistema podemos usar o teorema de Bloch:

Hiyty o = By ptin

com

Un, k. = e—ik.:cwn

qubn = n,kwn-

Nakata, Klinovajara e Loss [36] consideraram um gradiente na dire¢ao x de uma
componente do campo magnético perpendicular ao plano com |0, B| < fw,./qupa atuando
sob o o sistema bidimensional de magnons e ainda que o sistema é cercado por cargas
magnéticas que atuam como reservatério para os méagnons. Os autores procuraram a
condutancia de méagnons sem impurezas, considerando que o gradiente de campo induz
uma corrente dessas quase-particulas na dire¢ao perpendicular e portanto pode-se associar

a essa corrente uma condutancia conforme a defini¢ao:

<]y> =-G""0,B
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com (j,) o valor médio da corrente de méagnons na direcao y, G¥* a condutividade Hall
transversal e d,B o gradiente de campo magnético. Por analogia com o caso elétrico e

sabendo que gup faz o papel da carga temos [19]:

1
P — _aZB7
YT
logo:
. quB
jy = Fﬂy. (522)

Pela eq. (4.18) e (4.21]), a formula Kubo (4.27) e sabendo do caréater bosénico dos

magnos a condutancia Hall ¢ escrita conforme [26]:

o _ g,uB (nk|v,|mk)(mk|v,|nk) — H.c.
G ZZ”B nk 7;1 [ (En,k _ Em,k)2

como o vetor curvatura de Berry é definido na forma

(nk|v,|mk)(mk|v,|nk) — H.c.
(En,k - Em,k)2

Qn,j (ki) = iEng Z

m#n

temos

G =h g,UB ZZ”B nk n,z k)

No limite termodinamico a condutancia se torna [36]:

O o (B) - (k) (5.23)

com np(F, ) a fungao de distribui¢do de Bose-Eisntein

En k -1
nB(En,k) = (6 kpT — 1> .

Portanto, assim como o campo elétrico ague sobre uma particula carregada, o gra-
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diente de campo magnético ague sobre magnons induzindo uma corrente Hall transversal
no plano. Como o campo magnético é perpendicular ao plano a simetria de reversao
temporal é quebrada e a curvatura de Berry é nao-nula [31]. Por outro lado a condi¢ao
para a existéncia de efeito Hall quantico é a invariancia topologica do nimero de Chern
[44], considerando que a diferenga entre os niveis de Landau é aproximadamente hw,. e
que para baixas temperaturas, ou seja kg1’ < hw,., somente o nivel n = 0 contribui para

a conduténcia [36] e chegamos na Conduténcia Hall para o espago de Bloch quase plano:

GY® ~ (g:U’B)

. np(Eg)vo, (5.24)

com o primeiro nimero de chern: vy = [, (d*k/2m)Q . (k) e Ef é o valor tipico de energia
para a banda quase plana com OyEp; # 0. Assim a condutancia Hall para méagnons é
(91B)*

quantizada em unidades de “52~npg(Ey*) com vy = 0, £1,£2..., caracterizando assim o

efeito Hall Quéantico da rede de magnons.

5.3 Condutancia Hall Térmica de Magnons

Assim como um gradiente de uma componente do campo induz uma corrente de
magnons, um gradiente de temperatura também causa o mesmo efeito. Considere um
ferromagneto sub a influéncia de uma componente do gradiente de temperatura 0,7,
esse gradiente vai gerar uma corrente de méagnons na dire¢do y induzindo assim uma
magnetizagao nao uniforme na amostra. Tal magnetizacao também ira contribuir para
a corrente Hall pois ira gerar um campo magnético inomogéneo. Podemos analisar a
contribuicao desse campo na corrente em ambas as diregoes, porém tomamos por exemplo
somente a diregao x do gradiente de campo criado pela magnetizagao nao uniforme 0, B
pois ira gerar uma corrente na mesma dire¢ao da corrente gerada pela temperatura, com
isso é preciso analisar a contribuigao da corrente dada pela temperatura inomogénea e pelo

campo gerado pela magnetizagao, ou seja, a densidade de corrente térmica e a densidade de
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corrente adiabatica, respectivamente. A teoria de resposta linear garante que a densidade

de corrente e densidade de corrente térmica obedecem a matriz de Onsager [31]:

<Jz > Liy Liy Ly; Lyg 9. B

<Jp> | | DL LG L 9, B (5.25)
<ig > Ly Loy L Lyg | | 0:T/T

<jg > Loy Lyl Lz Lz ) \9,T/T

Aqui focamos no caso ij” = 0 que é o caso de bandas totalmente separadas e com os

coeficientes de Onsager definidos conforme [36]:
LY = (kgT)"™ " (gup)* ™" Cipj—alnp(E;)vo/h, (5.26)
ainda
Colns(Eq)] = np(Ep)
Cilng(Eg)] = [L + np(Eq)]log[l + np(Ep)] + np(Ey) loglnp(Ey)]
ca[np(Eg)] = 1+ np(Eg)]log®[1 + np(Ej)] — log®[np(E5)] — 2Li[np(E7)]

Li(z) a fungao polilogaritmica Lis(z) = > - 2™/n®. Assim temos escrevemos o trans-

porte adiabatico e o transporte térmico:

: - 2 0T
<]y> = —L%@;B - L?{2 T (5‘27)

0, T

() = —L370,B — L, - (5.28)

Como aqui buscamos encontrar a condutancia Hall Térmica, procuramos o caso

onde a corrente provocada pela magnetizacao seja muito pequena, ou seja a situacao de

quase equilibrio, (j,) = 0, usamdo a eq. (5.27) na eq. (.28) para encontrar a corrente
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Hall térmica temos:

LY2 LY\ 0, T
12 21>a$ (5.29)

De modo analogo ao caso anterior podemos definir:
<]z§)> = —K"0,T

portanto, devido a eq. ([5.29)) condutancia Hall Térmica para a rede de mégnons é dada

por:

LYILITN 1
KY* = (LW — 2l ) —. (5.30)
Ly )T

Assim chegamos nas expressoes da condutancia Hall e condutancia Hall Térmica, por-

tanto, representamos a razao termomagnética para baixas temperaturas na forma [36]:

K= /{ZB 2 |:CQ <01>2:| ( k?B )2
— (2B )22 (22 |22 T 5.31
Gvr (9#3) Co Co 9B (5:31)

Logo para baixas temperaturas, isto é Ef/kgT > 5, a razao termomagnética para a

rede de magnons segue a lei de Wiedemann-Franz, ou seja, é proporcional a temperatura.

Observe que a constante de proporcionalidade é o nimero de Lorenz:

I_ (’f_B)Q (5.32)

guB

que é independente dos parametros geométricos do sistema. Verificamos assim mais uma

evidéncia da universalidade da lei de Wiedemann-Franz.
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DINAMICA DE MAGNONS NA
PRESENCA DE DEFEITO

TOPOLOGICO

Até aqui estudamos as fases quéanticas, o efeito Hall Quantico e magnons sem
qualquer defeito, entao é imediato perguntar: Como seria o comportamento dessas pro-
priedades caso a rede de méagnons estivesse sujeita a algum defeito topologico? Para
responder essa questao ¢é preciso primeiro definir defeito topolégico, o que fazemos nesse
capitulo. Alguns autores como Bakke, Ribeiro, Furtado e Nascimento (2009) [25] pro-
curaram quantizar um dipolo magnético com defeito topologico, aqui iremos seguir esses
autores e apresentar a quantizacao de Landau para uma rede de magnons com um defeito
topologico do tipo corda césmica. Considerando que o hamiltoniano proposto pela ref.
[5] descreve os magnons no espago curvo da corda cosmica propomos ainda resultados
preliminares das Condutancia Hall Quantica e Hall Térmica para a rede de magnons com

um defeito topoldgico do tipo corda cosmica.

54



6 Defeito Topolégico 5!

6.1 Defeito Topolbgico

Nessa secao buscamos apresentar o defeito topologico do tipo corda cosmica e
algumas caracteristicas desse defeito. Defeito topoldgico é um defeito de cardter geomé-
trico no espago-tempo que nao pode ser revertido. Um defeito topologico ou um solitron
topologico sao estruturas do espaco defasadas de modo que impossibilitam uma transi-
¢ao perfeita entre essas estruturas. Na gravitagao, assim como em matéria condensada,
defeitos topologicos aparecem devido a quebra espontanea de simetria, como exemplo,
cordas cosmicas. Katanaev e Volovick [27] desenvolveram uma abordagem geométrica
fundamentada na geometria de Riemann-Cartan e mostraram a equivaléncia entre a teo-
ria gravitacional tridimensional com torc¢ao e a teoria de defeitos em solidos, assim cristais
com defeitos topoldgicos no limite continuo podem ser descritos pela teoria geométrica de
defeitos.

Aqui usamos um defeito topologico tipo corda césmica. Uma corda cosmica é um
defeito que descreve um espago-tempo curvo com um déficit de angulo: imagine um espaco
bidimensional plano, dele retire um angulo A e junte as partes restantes. O resultado é
uma estrutura conica onde o grau de curvatura dessa estrutura vai depender da quantidade

que angulo que foi retirado, conforme a fig. (6.1):

Figura 6.1: Corda Coésmica

5 A=8rGu

. L

cosmic string

@ b)

Fonte: http://aether.lbl.gov/eunhwa,ebpages /stringdynamics.html

Assim o espago-tempo se curva como se houvesse uma linha massiva no eixo da cur-
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vatura dando origem ao que chamamos de curvatura conica. E possivel também adicionar
um angulo A, nesse caso temos uma curvatura negativa, ou curvatura anti-conica.

O elemento de linha que define a métrica desse espaco é dado por [6]:

ds® = dp* + (np)*de® + dz* (6.1)

com o déficit angular definido conforme [9):

2w
e A depende da densidade de massa da corda w:

I7Gw

A , (6.3)

pra a curvatura conica temos n < 1 e para a curvatura anti-conica temo 7 > 1.

E possivel estudar a dinamica de um um sistema no espaco tempo usando o for-
malismo de primeira ordem pelo uso de tetradas, que sao vetores da base de um sistema
ortogonal local da teoria da relatividade [I3]. Os campos de tetradas mapeiam o espago
curvo em um espaco plano de modo a possibilitar a definicao dos spinores no primeiro

espago, esses campos satisfazem as relagoes:

elet = ot (6.4)
€
ene, = 0y, (6.5)

onde e! transforma as bases coordenadas dx* para um espago ortogonal ao espago

anterior por:

0" = edxt. (6.6)
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De forma analoga e}, transforma uma base % em outra base ortogonal conforme:
0, = e“i =eld (6.7)
a — @ it — FaTpr :

Assim o tensor métrico pode ser obtido por:

G = €€ Mab (6.8)

com 1), a métrica do espago plano de Minkowski.

A torcdo 2-forma [f] é dada por:
a a a b 1 a c
T =di*+wy N0 = §Tbceb N, (6.9)

com wy as chamadas conexoes de spin, as conexoes de spin tém esse nome pois sao usadas

na derivada covariante de spin. A curvatura de uma conexao é entao definida:
a duw® a c 1 a g ed

As equacgoes de torcao e de curvatura sao chamadas de equacoes de estrutura de
Maurer-Cartan e sao o cerne do formalismo de primeira ordem, esse formalismo é total-
mente equivalente ao formalismo métrico e vamos usé-lo para descrever o defeito. O leitor
interessado pode consultar Carvalho (2003) [I3] que faz um apanhado mais detalhado
sobre transformacgoes de holonomia existente em estruturas curvas de grafite e traz mas
informacoes sobre a teoria aqui mostrada.

E possivel estudar os efeitos de defeitos em solidos através do formalismo inerente
a gravitagao, pois alguns defeitos podem ser produzidos em uma rede cristalina de forma

semelhante ao procedimento enunciado anteriormente: Considere que o plano da fig. (6.1])

!Consulte o Apéndice B
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é um monolaywﬂ com uma rede de atomos, conforme a fig. (6.2), retirar parte dos atomos
equivale a retirar o setor de dngulo no espacgo, para que a rede continue fechada junta-se
os atomos restantes de forma que o monolayer constitui uma estrutura conica e portanto

os atomos irao se comportar como se estivessem no espago curvo da corda cosmica.

Figura 6.2: Produgao de defeito topolégico em um monolayer

e® e e e %y

. '—l
‘_:*‘HH}"‘*‘. ./:’.‘i’. ::::“; %o
@ '”'r. ‘*0 P ‘.*Q'A'l‘l‘l‘%
:' v',a o9 . 0,0,0,

:.z‘ :.::.: e 0 0 0
:: x; 4 e 0 0 0,
L ..:... & e 0 0 _08,

Fonte: Souza, Ribeiro e Furtado

6.2 Quantizacao de Magnons na Presenca de Defeito
Topologico

O estudo das propriedades de sistemas bidimensionais devido a presenca de fases
geomeétricas esta bem estabelecido devido o estudo das fases Aharonov-Bohm e Aharono-
Casher para diferentes sistemas. Com a intensao de expandir esse estudo Bakke, Ribeiro,
Furtado e Nascimento (2009) [25] buscaram os niveis de Landau para uma particula neutra
com momento de dipolo magnético nao nulo sob a influéncia de um campo elétrico externo
e no espaco curvo da corda cosmica.

Primeiramente observe que o elemento de linha que define o espago em questao é
[12]:

ds* = dp* + (np)*de* + dz* (6.11)

com 7 o déficit de angulo definido por [25] n = 1 — 4?—? e w ¢ a densidade de massa da

corda césmica, o déficit de angulo pode assumir qualquer valor n < 1 para uma curvatura

2monolayer pode ser entendido como uma folha simples de 4tomos
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positiva no qual chamamos de curvatura canonica. Se n > 1 a curvatura do espago-tempo
é negativa e chamamos de curvatura anti-canonica. Observe que para 7 = 1 o espago é
plano.

No caso da curvatura conica o tensor de curvatura ¢ dado por [6]:

R = o 8y (), (6.12)

observe que o espaco ¢é curvo localmente na posicao da corda césmica e plano nos demais
locais, esse tipo de comportamento é chamado de singularidade conica. Para construir
um referencial no qual é possivel definir os spinores no espago curvo, usamos as bases

nao-coordenadas

0° = ed” (6.13)

onde p representa as componentes do espago-tempo curvo e a as componentes do espago

plano. As tetradas e}, formam um conjunto de modo a escrever a métrica conforme:

a

() = €5 ()€l () ap (6.14)

com 7)q, a métrica do espaco plano de Minkowski e g,,, a métrica da corda cosmica. Na

notagao matricial temos:

-1 0 0 O
0 1 0 0
Buv =
0 0 (np)? 0
0 O 0 1
-1 0 0 0
0 1 00
TNab =
0 010
0 0 01
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A tetrada inversa é definida de forma que dz" = e#0® e devem seguir as relacoes:

a b _
€€, = Op

ol — §h
elel = ol

Exitem vérias tetradas que satisfazem a condigdo acima e a eq. (6.14)), portanto devido
essa liberdade é possivel escolher a tetrada mais conveniente para o problema. Os autores

em questao escolheram a seguinte:

1 0 0 0
0 cos(¢) —npsen(¢) 0
e, = (6.15)
0sen(¢) npcos(¢) 0
0 0 0 1
tendo como inversa:
1 0 0 0
0 cos(¢) sen(¢)0
el = (@) (@) ) (6.16)
0— sen(¢) cos(p) 0
np np

0 0 0 1

Usando a eq. (6.13) encontramos as componentes do espago ortogonal:

0° = dt,

0" = cos(¢)dp — npsen(¢)ds,

6% = sen(¢)dp + npcos($)dg,
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03 = dz.

Observe que ds? = —(0°)2 4 (61)% + (62)3 + (6%)? fornece a eq. (6.11). Observe ainda que

tomando a derivada exterior temos:

df® =0 (6.17)
do* = sen(¢)(1 — n)dp A de (6.18)
df* = —(1 —n)cos(p)dp A de (6.19)
do® = 0. (6.20)

Levando em conta a primeira equacao de estrutura de Cartan:

T = do" + wi A 6", (6.21)

onde o segundo termo ¢ um produto exterior e wy = wy,dz" sao as chamadas conexoes
de spin. Ainda considerando que a métrica é diagonal e consequentemente nao hé torcgao,

ou seja T = 0, temos:

do* = —wi N 6P (6.22)
Portanto:
0=—wy A6, (6.23)
sen(@)(1 —n)dp Adp = —wi N O° — wi AO" —wy AO* —wi A6, (6.24)
cos(p)(1 —n)dp N dp = wg A+ wiAO Wi NG+ w§ A 63, (6.25)
e
0=—wy O (6.26)
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Assim analisando a primeira a a ultima equacao concluimos que

S o

(6.27)

I
S
S w
I
o

comb=20,1,2,3, e

sen(@)(1—n)dpAde = —(cos(d)wl +sen(@)wh) Adp+np(sen(d)w! —cos(d)wh) Ado (6.28)

cos(®)(1—n)dpAdd = (cos(@)w? + sen(6)ul) Adp+ (—sen(@)w? +cos()wl) Adg. (6.29)

De imediato observamos também que

Como wy = wy,dr”, as equagoes nao nulas ficam:

sen(¢) (1 —n)dp A dp = cos(¢)(wyy — npwyy)dp A do + sen(¢)(—wyy + npwyy )dp A de

cos(@) (1 —n)dp A dp = —cos()(wg, + npwy)dp A dp — sen(¢)(wy + npw’y)dp A ¢.

Comparando as equacoes e sabendo que as fungoes seno e cosseno sao linearmente inde-

pendentes entre si:

Wey — Npwpy = 0,
why + Mpwyy =1 —1,

—(1—n) = wi; + npw,,
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wiy + npw’y = 0.

sabendo ainda que w® = —w¢ [13] chegamos em:

Wy = Way = Wy = wjy =0 (6.31)

wgy =1 —1n=—wj. (6.32)

No limite nao relativistico a dinamica e uma particula neutra, com momento de
dipolo magnético, no espago-tempo da corda Césmica e sob um campo eletromagnético é

obtida usando a aproximagao de Foldy-Wouthuysen [22] na equacao de Dirac, e é [5]:

v 1
— =mU + |—(p+E)
iy =m¥ + 2m(p—l— )

u’E?  uhV.E
2mct 2mc?

+ puh.B|U. (6.33)

Com o potencial vetor efetivo do tipo Aharonov-Casher modificado devido a presenca do

defeito:

_ .

o St

onde n é a direcao do dipolo magnético, mW¥ é apenas um shift de energia e portanto pode
ser desconsiderado pois nao vai influir no comportamento das propriedades que desejamos
calcular.

Considerando um campo B uniforme perpendicular ao plano na dire¢ao (x-y), o
momento de dipolo na diregao é, e

E=pp (6.35)

Departamento de Fisica - UFPB



64

6 Quantizacao de Magnons na Presenca de Defeito Topolégico

e pela eq. (6.34) encontramos o potencial vetor efetivo [25]:

= kA Al-m) -
8= — . 6.36
Assim o campo magnético associado ao potencial (6.34]) é uniforme
P

C

Portanto todas as condi¢oes para a existéncia de niveis de Landau exigidas na ref. [L§]

sao satisfeitas e garantimos a existéncia de niveis de Landau para o sistema.
Escrevemos entdo a solucao na forma ¥(x,t) = e *“'4)(x), portanto pela eq. (6.33)

temos [25]:
R (0w 106 1 Pe ) i (ph  BO-m)\ou | (A,
= _2m(0p2 oo T e 322) N %(W ROTE )8_¢ gmet” VT
R (L—m)®  ‘pd hpA (1 —n)
8m  (np)? v 2mc? dme? v
(6.38)

Devido a simetria da equacao a solucao pode ser encontrada usando separacao de variaveis

(@) = e R(p).

Assim substituindo na equacao diferencial a solu¢ao a cima chagamos em:

h 2 hw
PR+ 2Ry 7}2

h* (d?R 1dR h2k? h2~?
R=——+—-—— R R
© 2m ( dp? + 0 dp) * 2m * 2mn?p? * 2n 8

comfy:l+1—;’lew:-m%\2.

Fazendo a mudanca de variavel [25]:

e
6_ 2hp)
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temos

PR dR 2 ¢
by + o (5—4;2 ——)Rzo (6.39)

IS S
com

f=——— L 2 (6.40)

Analisando os limites assintoticos da eq. (6.39) verificamos que a solugao ¢é do tipo:
R(§) = 2P/ (g),

Portanto a eq. (6.39) é escrita na forma:

kel dF Ly,
5d52 ( +1_§>T£+(_5_%>F_0‘

A solucao desse tipo de equacao diferencial é uma funcao hipergeométrica conforme:

F(§):F[—(6—%—%) |z|+1§]

Onde definimos o parametro v:

V:ﬁ—l—m (6.41)

para a funcao hipergeométrica convergir para um polindémio de grau v e a solugao ser
normalizavel é necessario que v seja um numero inteiro. Assim obtemos os niveis de
Landau para o dipolo magnético no espago curvo da corda cosmica e sob a influéncia de
um campo elétrico externo:

h2k?
+ 1)hw + 5

I+ 52 1+ 5
€= <y+| 2 ’+ = (6.42)

2n 2n m

O k corresponde ao movimento na diregao é,, para sistemas bidimensionais pode-

mos fazer k = 0, ol = 0,41, £2... ¢ o momento angular do dipolo e v = 0,1,2,.... A
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eq. mostra que os niveis de Landau independem da direcao de rotagao cléssica e
do centro de orbita, e para n # 1 a degenerescéncia infinita é quebrada [25], para n = 1
recuperamos o caso do espago plano encontrado por Ericsson e Sjoqvist [18].

Esse procedimento foi proposto pela referéncia [25] para uma particula neutra com
momento de dipolo nao nulo, porém uma rede de mégnons pode ser pensada como uma
rede de spins. Considerando que o estudo de uma rede periédica se restringe a primeira
Zona de Brilloiun e considerando que a eq. no limite termodinamico descreve a
rede de mégnons podemos entender a eq. como os niveis de Landau para essa rede
no limite de baixas temperaturas. A hamiltoniana da rede seria, para uma rede com N

magnons fracamente interagentes:

H=> H, (6.43)

com a hamiltoniana H; de cada dipolo dado pela eq. (6.33)):

22 V.E
S Y ;] (6.44)

"~ 2mct 2me

Para N — oo devemos tomar a func¢ao de parti¢ao e procurar a energia média da

rede no limite termodinamico, a fungao de particao é definida conforme:

Z=> QE)e M

com 37 = kpT e Q a degenerecéncia dos estados. Como os spins sdo idénticos e fraca-

mente interagentes a fungao de particao se reduz a:
7 =7y

com:

Z() = Z QG_BHi.
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Por outro lado o hamiltoniano médio ¢ definido por:

Y QHe M s,

H =~ Zlog(z
(H) 7 95 0g(Z)
No limite termodinamico temos entao:
(H) 0
At A Y 1
N 95 0g(Zo)
como log(Zy) = —FH; + log(€2). Observe que a degenerecencia é constante para cada

nivel, uma vez que para baixas temperaturas somente o nivel zero contribui, assim log({2)

¢ um numero e nao influi na dindmica do sistema, logo o hamiltoniano médio fica:
H

Portanto a eq. (6.44) funciona como o hamiltoniano efetivo da rede de magnons
no limite termodinamico. Assim, pela eq. (6.42) e sabendo que a dindmica dos méagnons
esté restrita ao plano, os niveis de Landau para a rede de mégnons na presenca de defeito

topologico do tipo corda cosmica sao:

i) 1t
= 1) hw 4
€ (u+ o + o + ) (6.46)

comv=20,1,2... e [ =0,+1,£2... o momento angular das quase-particulas.

6.3 Condutancia Hall de Magnons na Presenca de De-
feito Topoloégico

Inspirados no trabalho da referéncia [36] e considerando que a eq. (6.33]) descreve

a rede de magnons no espago curvo da corda césmica vamos, aqui, mostrar resultados
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preliminares da condutéancia Hall Quéantica e condutancia Hall Térmica em funcao do
parametro do defeito.

Tendo em vista que a condi¢ao de ocorréncia do Efeito Hall Quantico é a inva-
ridncia topologica do nimero de Chern [36] e que a condutancia Hall Quéantica é dada
pela eq. , expandimos a fungao de distribuicao de Bose-Einstein para o limite de
baixas temperaturas (isto é fw/kgT > 1) e levando em conta a eq. chagamos na

condutancia Hall Quantica da rede de magnons com um defeito topologico do tipo corda

cHsmica:
YT (g:uB)2 —azx —2ax
G" =~ . (e 4+ e ")y (6.47)
com a varidvel x definida conforme:
hw
r=—-.
kgT

Devido a dindmica dos méagnons ser restrita ao plano a constante o, que carrega a con-

tribuicao do defeito topologico, pode ser escrita conforme:

NN
o= 2 + 2

+ 1. (6.48)
Por outro lado, pela eq. (5.30) a Condutancia Hall Térmica é dada por:
K%T = (ng — —fyfl ) (6.49)
11

Pelos coeficientes de Onsager ja definidos anteriormente podemos escrever:

o (ksT) o CnsED)
RET="" (02<”B<E0>‘ co<nB<Es;>>>
2m K'Y= 1

[Cl(”B(ES))]2> .

— —(CQ(”B(ES) o Co(np(EY))

kpwry x
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Como a funcao distribuicao de Bose-Einstein é denotada por:

np(Ey) = (e = 1)~

temos:

1
lOg (WES) + 1)
T = , (6.50)

o

portanto substituimos na expressao da condutancia Hall Térmica e obtemos:

2w KY* o 1
= (1+np(Ey))log® | ——== +1 | —log*(np(Ej))—
kpwiy log (nB(lES) + 1> |: <nB(EO) >
— (—np(E)" [+ np(Ep))log(1 + np(Ep)) — np(E) log(np(Ep))]”
e na(E) |

Logo usando as propriedades da funcao logaritmica a equacao fica:

2KV o
kpwry  log(l 4+ np(Ey)) — log(np(Ef))

<200+ (552 + a5 o8(1+ a5 og(na(E5) + (3~ s ) o (n(£9)

[<nB<Ez;> 1) log2(na(EY))—

(6.51)

Nao obstante no limite de baixas temperaturas ao invés de analisar a variavel x podemos
analisar o comportamento da funcao distribuicao de Bose-Einstein: Nesse limite temos
np(Ef) < 1. Assim no limite de baixas temperaturas a condutancia Hall Térmica em

termos da fungao distribuicao fica:

2n kY 2amp(Eg)(1 — 2log(np(Ep)))
kpwiy np(E;) —log(ng(E;))

(6.52)

Portanto, voltando para a variavel x escrevemos uma expressao final para a con-

dutéancia Hall Térmica de uma rede de magnons com um defeito topolégico do tipo corda
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cosmica:
2rKY* 2a(1 4+ 2log(e* — 1))
kpwry 1+ (e2® — 1) log(eo — 1)

(6.53)

com « dado por ((6.48)).

Salientamos que os resultados das eqs. e ainda sao preliminares e
ainda precisam ser verificados. Uma vez corroborados podemos fazer a analise grafica das
condutancias Hall Quéantica e Hall Térmica em funcao do parametro n que caracteriza o

defeito para verificar a influéncia que o defeito topologico exerce sobre essas propriedades.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho estudamos as fases quéanticas do Efeito Aharonov-Bohm e Aharonov-
Casher, e de forma mais geral a fase de Berry com base no trabalho de Xiao, Chang e
Niu (2010) [I5]. Buscamos entender o processo de quantizacao de Landau para um dipolo
magnético e elétrico e a ocorréncia de efeito Hall Quéantico. Por fim buscamos esse efeito
em mégnons com base no trabalho de Nakata, Klinovaja e Loss (2017)[36] e conhecer a
um pouco da dindmica de magnons com defeito topoldgico do tipo corda coésmica com
base no trabalho de Bakke, Ribeiro, Furtado ¢ Nascimento (2009) [25].

O Efeito Aharonov-Bohm e Ahoronov-Casher deixa nitido que uma perturbagao
externa influencia na dindmica de um sistema quéntico e nas propriedades deste. No
efeito Aharonov-Bohm uma particula carregada sujeita a um potencial vetor externo,
mas na auséncias de campos, tem sua funcao de onda modificada por uma fase de carater
geométrico. No caso de um dipolo magnético sob efeito de um campo elétrico externo o
efeito é similar e ocorre o que chamamos de efeito Aharonov-Casher, com isso os potenciais
eletromagnéticos passam a ocupar um papel importante na mecénica quantica. Além
disso, considerando a dualidade de Heaviside chegamos ao efeito He-McKellar-Wilkens
onde a funcao de onda de um dipolo elétrico também adquire uma fase quantica.

Ainda a fase de Berry vem generalizar o que se conhecia para o efeito Aharonov-

Bohm e Aharonov-Casher. A fase de Berry é uma fase topoldgica no contexto semicléssico
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e representa a influéncia da perturbacao sobre a dinamica do sistema. Observamos que
o potencial vetor de Berry descreve a influéncia no qual o sistema esté sujeito e gera a
curvatura de Berry. A aparigdo de um campo magnético externo gerado pela curvatura
de Berry ¢é prevista e isso afeta o fator de renormalizagao da condutividade transversal [7].
Tendo em vista isso a curvatura de Berry desempenha um importante papel na dinamica
eletronica de cristais e nas propriedades dos magnons, proporcionando efeitos como o efeito
Hall Quéantico, Efeito Hall Quantico Anémalo e o Plato Hall. Por outro lado, a curvatura
de Berry nao-nula garante a existéncia de um transporte adiabéatico no monolayer e
associado a essa, uma condutancia Hall transversal. O efeito Hall Quéantico, caracterizado
pela quantizacao da condutancia Hall transversal, ocorre devido a invariancia de gauge e
a invariancia topologicas de bandas bidimensionais nao interagentes.

Verificamos a quantizacao de Landau para um dipolo magnético permanente e um
dipolo elétrico induzido através do procedimento de Ribeiro, Furtado e Nascimento (2006)
[40]. Os autores descobriram que os niveis de Landau sdo independentes do centro de
orbita classica mas dependentes da dire¢ao de rotacao do movimento ciclotron. Verificou-
se, ainda, que sao infinitamente degenerados e que no caso do dipolo elétrico, devido
as condicoes para a existéncia dos niveis de Landau anéalogos, é preciso que o campo
magnético externo seja gerado por uma linha de cargas magnéticas, ou seja, monopolos
magnéticos.

A descri¢ao de méagnons através do hamiltoniano proposto por Meier e Loss (2003)
[32] motivou Nakata, Klinovaja e Loss (2017) [36] a buscarem os niveis de Landau para
magnons sob a influéncia de um potencial eletromagnético do tipo dente de serra e
observou-se que essa relacao era linear e igualmente espacada. Revisando esse traba-
lho e chegamos na condutancia Hall da rede de mégnons para baixas temperaturas e
verificamos a existéncia de efeito hall Quéantico para bandas quase planas. Calculamos a
condutancia Hall térmica, devido um gradiente de temperatura, e a razao termomagnética

e observamos que essa ultima é linear com a temperatura, evidenciando assim a validade
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da lei de Wiedemann-Franz para esse sistema.

Com base na referéncia [25], estudamos os niveis de Landau para um dipolo magné-
tico permanente na presencga de um defeito topolégico do tipo corda cosmica. Verificou-se
que, no limite nao relativistico, a presenca do fator que caracteriza os espago-tempo curvo
quebra a degenerescéncia infinita e os niveis de Landau, os niveis sao independentes do
centro de orbitas classico e no limite de  — 1 recuperamos o resultado j& obtido no
espaco plano.

Considerando ainda que o estudo de uma rede periddica se restringe a primeira
Zona de Brillouin, uma vez que a dindmica se repete na rede, e que o hamiltoniano para
o dipolo magnético no limite termodindmico é um hamiltoniano efetivo da rede, a eq.
descreve a os magnons no espago curvo da corda coésmica. Assim, no capitulo 6
chegamos aos niveis de Landau para os mégnons na presenca de defeito topologico do tipo
corda cosmica. Tais niveis sao independente do centro de orbita classico mas dependem
do momento angular. Motivados pelos resultados de Nakata, Klinovaja e Loss (2017) [36]
chegamos em resultado preliminares para a Condutancia Hall Quantica e Hall Térmica
de uma rede de mégnons no espago-tempo curvo da corda césmica no limite de baixas
temperaturas. Salientamos que tais resultados ainda devem ser corroborados por outros
métodos de calculo analitico que nao foram feitos aqui por questao de tempo, uma vez
corroborados podemos fazer a analise grafica dos resultados e entender a influéncia que o
defeito exerce sobre essas propriedades.

Com isso fizemos uma revisao de alguns aspectos relevantes para o estudo das
propriedades de mégnons com defeito topologico, salientamos que existem outras proprie-
dades que nao foram abordadas nesse trabalho mas podem ser relevantes sob outro ponto
de vista. Portanto futuramente pretendemos buscar entender de forma mais aprofundada
tais propriedades e até buscar meios de otimiza-las.

O efeito Hall Quantico de magnons ja é bem estudado e hoje conhecemos as pro-

priedades de interesse pratico da rede, tais como corrente Hall transversal e condutéancia
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Hall para o sistema no espago plano. A quantizacao de Landau para uma particula neu-
tra com dipolo magnético e com defeito topologico também ja é conhecida para varios
defeitos, tais como a corda cosmica. Assim motivados pelos resultados das referencias
[25] e [36], futuramente, pode-se buscar melhorar o entendimento e corroborar através de
outros métodos o comportamento da condutancia Hall Quéantica e Hall Térmica de uma
rede de magnons sob a influéncia de diversos defeitos topologicos de para inferir o grau de
influéncia que o defeito tem sobre tais propriedades. Com isso podemos procurar meios de

otimizar a condutancia hall e assim contribuir para o desenvolvimento da spintronica.
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APENDICE A

Teorema Adiabatico

Considere um hamiltoniano que depende do tempo, nesse caso a equacao de auto-

valores é:

H(t)hn(t) = En(t)¢n(t) (A1)

com W, (t) = b, (t)eJo Enlt)dt'/h,

Por outro lado a equagao de Schrodinger é:

o(1)

ih=,= = H(O)U(?). (A.2)

Podemos escrever a funcao de onda como uma combinacao linear dos auto estados uma

vez que sao completos e ortogonais:

W(t) = enlt)pn(t)eJo B (A-3)

n

Assim, substituindo na eq. de Schrodinger:

th (dcn In(t)+en(t )d¢£t(t) _ E%(t) ) ot Jo Bn(t)at' [l _ Z cn(t)H(t)wn(t)efifg En(t/)dt//h7
(A.4)

n
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pela eq. de autovalores:

e L LR SO L G U )

n n

Fazendo o produto interno com 1, (t):

dt dt

n n

Z an(t>(5nm€—ifOt En(t)dt' /b _ _ Z Cn(t)<¢m( )‘dwn( )> —i [y En(t')dt' /h (A.6)

ou

de,, di, i (Y En ()= B (¢'))dt!
o) Y cut) (o) T Y RO B (A7)

n

Derivando com relacao ao tempo a equacao de autovalores:

dH (1)
dt

dipn(t)  dE,(1)
dt  dt

dibn(t)
dt

Un(t) + H(t) Un(t) + En(t)

tomando o produto interno com ), (t):

(| 2 o)) + (im0 10| 50} = Bl ) w0 ),

dt dt dt

Como (Y, |H(t) = E,,(t) (¥ (t)|, temos para n # m:

(im0 52

00} = (8,0) ~ Eal) ()| “20). (ag)

Podemos escrever a soma em n = m e n # m, assim:

denm(t) dipm (1) (Ym (t)| H ()Wn( )) i ()~ B ()t
at :_Cm<¢m(t)‘7>_,; G = Bnlt) © (A9

Usando a aproximacao adiabatica: consideramos que o hamiltoniano é muito pe-

queno, de modo que o segundo termo pode ser negligenciado:
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dcgt(ﬂ _ _cm<¢m(t) ' d¢;<t> >
assim: en(t) = en(0)e™
com: An(t) = i/ot <¢m(t/) dwg;st/)>dt'-

Por conclusao a funcao de onda pode ser escrita conforme:

U, (1) = ey, (e o Enlt)dt /1
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APENDICE B

Formas Diferenciais

Uma forma diferencial ¢ uma objeto matematico pertencente a um espago vetorial
que aparece no calculo multivariavel ou calculo tensorial. Podemos imaginar as formas
diferenciais como generalizagoes do conceito de gradiente. O gradiente de uma funcao é
uma derivada direcional, portanto, um campo vetorial. O gradiente fornece um mapa de
intensidade da fungao. Se denotamos o gradiente como V f podemos denotar uma forma
diferencial como df e esperamos que essa quantidade tenha as mesmas propriedades do
gradiente, porém a forma como definimos o produto interno de uma variedade depende
da métrica associada a essa variedade. Assim precisa-se definir as formas diferencias de
tal forma que o produto nao seja dependente da métrica. Em um espago ou variedade de
dimensao n, podemos definir O-formas, 1-formas, 2-forma, ... e n-formas.

De uma maneira informal, uma forma diferencial é uma soma de termos da forma

fdx;dx;, ou gdx;dx;dx;, onde o produto das diferenciais satisfaz a regra de alternacao:
A é chamado de produto exterior, portanto:
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Podemos catalogar:

e O-forma: f (funcdo diferenciavel)

e l-forma: fdx + gdy + hdz

o 2-forma: fdx Ady+ gdx N dz+ hdy Adz

e 3-forma: fdx ANdyAdz

No R3 s6 existem essas formas diferenciais.

1-formas sdo somativas:

Z fidw; + X:gzdaz:z = Z fi +gi)dx

Dado ¢ = Y, f;dz' uma 1-forma em R?® a derivada dessa quantidade é:

dp = dfy Adx' + dfy A dz? + dfs A da?

com
df; =
dfs =
dfs =
assim:

et ¢ 2 da? 4 Tk

df1 df1 f1
a9 = (a Oz 923"
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of 1, Oh o Of
9] d + Wd + = 8953
0 fs dfs f2
e T gt 5t

9fs 9fs Ofs ;.
9] d +Wd +@ 3

)/\dazl—l—( f2d +—d +

ox 1

orl

(%d + 32

(B.3)

(B.4)

) A dx’+
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Assim usando a propriedade fundamental definimos a derivada exterior:

dp = (%d +§f§d S)Ada:1+(gf§d +§f§d 3>Adx2+(gf§d +§f§d 2)Adx3

(B.5)
assim a derivada exterior de um 1-forma é um 2-forma.
Algumas propriedades da derivada exterior: Seja f e g funcoes, 0 e ¢ 1-formas:
(1) d(fg) = (df)g + f(dg)
(2) d(f¢) = df N¢+ fdo
(3) d(¢AY) =do Nip— o Ndy
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