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Resumo

Analisamos o surgimento de estados ligados em um sistema andlogo a quantizacao de
Landau para uma particula neutra (4tomo/molécula) com momento de dipolo elétrico
induzido, na presenca de uma configuracao de campos elétrico e magnético cruzados e
sob a influéncia de potenciais confinantes escalares: um proporcional a distancia radial e
o outro do tipo Coulomb. Em seguida, consideramos esse sistema sob efeitos de rotacao
e determinamos os niveis de energia permitidos. Na busca de solugoes analiticas para a
equacao de Schrodinger, mostramos que os estados de energia de um sistema de Landau
para um atomo com momento de dipolo elétrico induzido e sujeito a potenciais confinantes,
dependem dos parametros que caracterizam os campos elétrico e magnético, bem como dos
potenciais e dos niimeros quanticos associados com os modos radiais e momento angular
{n,1} do sistema. Além disso, averiguamos que os nveis aqui obtidos diferem dos niveis
de Landau da referéncia: C. Furtado, J. R. Nascimento, e L. R. Ribeiro (2006) [1]. Para o
caso em que tratamos o sistema em um referencial em rotacao, constatamos a dependéncia
do espectro de energia com os parametros caracetrizantes do campo eletromagnético, com
os numeros quanticos {n, [}, e com a velocidade angular uniforme de rotagao. Mais ainda,
observamos que é possivel retomar a quantizagao de Landau para um atomo com momento
de dipolo elétrico induzido sujeito a influéncia dos potenciais confinantes, quando tomamos
o limite em que a velocidade angular desaparece.

Palavras-chave: Momento de dipolo elétrico induzido. Quantizacao de Landau.

Efeitos de rotacao.



Abstract

We analyze the appearance of bound states in a Landau-type system for a neutral
particle (atom/molecule) with induced electric dipole momentum, in the presence of a
configuration of crossed electric and magnetic fields of the following scalars potential: one
which is proportional to the radial distance and the other which is a Coulomb-type. Next,
we consider this system under rotational effects and we determined the allowed energy
levels. In the search for analytical solutions for the Schrodinger equation we show that
the energy states of a Landau system for an atom with an induced electric dipole moment
subject to potential confiners depend on the parameters that characterize both electric and
magnetic fields, besides they also depend on the potential and on the numbers quantum
{n,1} of the system. Moreover, the levels found in this investigation are different from
the Landau levels presented in reference: C. Furtado, J. R. Nascimento, e L. R. Ribeiro
(2006) [!]. And for the case where we treat the system in a rotating frame, we find
the spectrum with the characterizing parameters for the electromagnetic field, with the
quantum numbers {n,{} besides its uniform angular speed of rotation. Furthermore, we
observe that it is possible to recover the quantization of Landau subject to the potential
confiners if we take the limit at when the angular velocity disappears.

Key-words: Induced eletric dipole momentum. Landau Quantization. FEffects of

rotation.
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Capitulo

Introducao

No contexto da mecanica cléssica, a segunda lei de Newton é considerada a equacao
de movimento utilizada para prever os estados dos corpos em escalas celeste ou terrestre
em referenciais inerciais. Por outro lado, na mecanica quantica, quem desempenha um
papel semelhante é a equagao de Schrodinger. Normalmente essa equacao é utilizada
para determinar o espectro de energia de sistemas quanticos, geralmente constituidos de
atomos, moléculas e particulas subatomicas. Em suma, a equagao de Schrodinger descreve
como um estado quantico de um sistema fisico evolui temporalmente.

Este trabalho tem o objetivo de investigar um sistema andlogo a quantizagao de Lan-
dau para uma particula neutra (d&tomo ou molécula), com um momento de dipolo elétrico
induzido sujeito a potenciais confinantes, tais como potenciais escalares proporcionais a
distancia radial e do tipo-Coulomb, além disso, consideramos esse sistema sem e com
efeitos de rotagao. Com isso, determinamos os niveis de energia bem como a funcao de
onda do sistema. Para essa finalidade, tomamos como base a ideia de Wei et al. [2] que
descreve uma particula neutra a qual adquire um momento de dipolo elétrico induzido
por uma configuracao de campos elétrico e magnético cruzados [1]. Vale ressaltar que o
campo elétrico é responsavel pela inducao do momento de dipolo elétrico que se forma no
atomo ou molécula.

Esses tipos de arranjos interessam ao estudo de sistemas constituidos de atomos frios
na presenca de campos eletromagnéticos externos. Novas possibilidades para o estudo de
propriedades quanticas de sistemas formados por muitos corpos podem surgir através de
uma investigacao sobre a dinamica quantica de atomos frios na presenca de um campo
eletromagnético. O controle e a manipulacao desses sitemas ocorrem facilmente através

dos parametros que caracterizam os campos eletromagnéticos. O estudo de fenomenos
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estritamente quanticos tem os dtomos frios como sendo objeto principal de analise. Os
avancos na tecnologia de atomos frios nos ultimos anos possibilitaram a simulacao de
vérios efeitos de estado sélido usando atomos neutros e técnicas de Gtica quantica [3, 4, 5].

Técnicas para simular o comportamento de particulas carregadas em atomos neutros
foram recentemente desenvolvidas [5, 6, 7, 8]. Em anos recentes, o estudo de arranjos que
descrevem sistemas fortemente interagentes para atomos frios tem chamado muita atengao
[9, 10]. A utilizagao de sistemas de dtomos com momento de dipolo elétrico na presenga
de campos eletromagnéticos configurados de maneira apropriada vem sendo usada em
diversas investigagoes [11, 12, 13, 14]. Além disso, o efeito Aharonov-Casher [15] para
dipolos magnéticos na presenca de um campo elétrico externo deu origem ao estudo de
fases quanticas na dinamica de dipolos. Nesse sentido, He e McKellar [16] e Wilkens [17]
estudaram de forma independente um dual eletromagnético do efeito Aharonov-Casher o
qual investigaram a dinamica quantica de um dipolo elétrico na presenca de um campo
magnético gerado por uma densidade de monopolos magnéticos.

Realmente, através do estudo da dinamica de dipolos elétricos, uma variedade de
fenomenos que geram fases geométricas [16, 17,2, 14, 18, 19] podem surgir para diferentes
configuragoes da interacao dipolo-campos. Uma configuracao de campos mais realista foi
proposta por Wei, Han e Wei [2] a qual apresenta um andlogo ao efeito He-McKellar-
Wilkens. De fato, na dinamica do dipolo, todos os efeitos quéanticos ocorrem devido ao
acoplamento de dipolos elétrico ou magnético com os campos elétrico ou magnético exter-
nos, produzindo um tipo de acoplamento minimo de uma particula carregada interagindo
com um campo magnético externo. Vamos utilizar, neste trabalho, essa configuracao a fim
de estudar uma possivel quantizagao andloga a de Landau relacionada a dipolos elétricos
induzidos em sistemas de atomos neutros.

Outros estudos, por exemplo, na geracao de fenomenos coletivos, tais como, estatistica
fraciondrias [20] e o efeito Hall quantico, quem desempenha um papel importante é a in-
teracao do campo eletromagnético com uma particula carregada. No contexto da mecanica
quantica, sabe-se que a teoria de Landau descreve o movimento de uma particula car-
regada na presenca de um campo magnético constante [21]. A quantizagdo de Landau em
duas dimensoes produz os niveis de energia aglutinados em um espectro discreto. Entre
as varias dreas da fisica, o efeito Hall quantico [20] tem um notével interesse nos niveis de

Landau. Por outro lado, a quantizacao de Landau foi estudada para diferentes superficies
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curvas ([22], [23], [21]) com interesse em vérias dreas da fisica. Inspirados no trabalho
de Paredes et al. [9] a qual estudou a possibilidade de um andlogo ao efeito Hall em
condensados de Bose-einstein, Ericsson e Sjoqvist [25] propuseram, inicialmente, a ideia
de andlogos a quantizagao de Landau. Essa ideia de Ericsson e Sjoqvist [25] consistia em
utilizar a interacao Aharonov-Casher para poder gerar um analogo dos niveis de Landau
em sistemas de dtomos neutros. De acordo com a referéncia [20], essa ideia foi esten-
dida em um trabalho recente para sistemas de dipolos elétricos na presenca de um campo
magnético e demonstrou-se também um efeito similar da quantizacao de Landau para
dipolos elétricos. Desta forma, analisamos essa possibilidade em um sistema de dipolos
induzidos na presenca de campos elétricos e magnéticos.

Atualmente, podemos encontrar na literatura véarios efeitos fisicos associados a dipolos
elétricos na presenca de campos elétrico e magnéticos [11, 12, 13, 11]. A dinamica quéantica
de um atomo que se move em uma regiao com a presenca de campos elétrico e magnético
cruzados, em particular, tem atraido discussoes sobre o surgimento de fases quanticas
geométricas, isso tem demonstrado que a fase quantica geométrica é um resultado da
interacao entre o momento de dipolo elétrico do a&tomo e a configuragao de campos elétricos
e magnéticos cruzados [2, 27, 28]. Esse tipo de configuragao pode ser visto em sistemas de
atomos frios na presenca de um campo eletromagnético externo, portanto, novos estudos
das propriedades quanticas de sistemas de muitos corpos controlados ou manipulados por
campos eletromagnéticos podem ser desenvolvidos.

Vale salientar que as melhorias na tecnologia de atomos frios permitiram a simulagao
de varios efeitos de estado sélido usando atomos e técnicas de 6tica quantica [3, 4, 5, 6,

, 8, 29, 30]. Outras discussoes sobre fases quanticas geométricas em sistemas de atomos
com momento de dipolo elétrico podem ser encontradas nas referéncias [16, 17, 19, 31, 32,
|. Outro efeito topoldgico associado com a intera¢do entre momento de dipolo elétrico
induzido de um atomo e uma configuragao de campos elétrico e magnético cruzados tem
sido pontuado na referéncia [34], onde é mostrado que um andlogo de efeito Aharanov-
Bohm para estados ligados [35], e correntes persistentes [30] pode ser obtido em anéis
quanticos e em um ponto quantico.

De acordo com a interacao descrita por Wei et al. [2], uma particula neutra com mo-

mento de dipolo induzido por campos elétrico e magnético configurados de forma cruzada

apresenta um efeito de fase topoldgica similar ao efeito Aharonov-Bohm [37]. Comparado
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ao efeito de He-Mckellar-Wilkens, a vantagem dessa configuracao de campos é a sua
possivel realizagao experimental. Nesta tese temos como objetivo produzir um analogo
da quantizacao de Landau para dipolos elétricos, levando em conta a descricao de Wei et
al., onde o inconveniente de um campo gerado por uma distribuicao de cargas magnéticas
¢ eliminado [1].

Resumidamente, no capitulo 2 realizaremos uma revisao sobre a quantizacao de Lan-
dau padrao para uma particula carregada, a fim de quantizarmos, por analogia, um sis-
tema de Landau associado a uma particula neutra com momento de dipolo elétrico em
um campo magnético uniforme efetivo, onde essa particula movimenta-se em um plano
perpendicular ao campo magnético efetivo. J&, nos capitulos seguintes, confinaremos
esse sistema andalogo a quantizacao de Landau tanto do ponto de vista de um referencial
inercial como também nao inercial.

No capitulo 3, analisaremos os efeitos de um potencial linear em um sistema de
Landau [38] para uma particula neutra (4tomo ou molécula) com momento de dipolo
elétrico induzido, encontrando solucoes de estados ligados, ou seja, resolvendo a equacao
de Schrodinger. Nesse sentido, podemos destacar estudos relacionados ao potencial linear
tem sido realizados em fisica atomica e molecular [39, 10, 41, 42, 13 44], salto quantico
[15, 46], movimento de uma particula quantica em campos de for¢a uniforme [38, 17] e
em mecanica quantica relativistica [18, 19, 50, 51, 52, 53, 54, 55,56, 57, 58, 59].

No capitulo 4, investigaremos a influéncia de um potencial tipo-Coulomb sobre o sis-
tema associado a quantizacao de Landau para uma particula neutra. Tal estudo baseia-se
em determinar os niveis de energia e as funcoes de onda do sistema. A motivagao em uti-
lizar o potencial do tipo-Coulomb nesta anélise surge de estudos em diversas dreas da fisica
[60, 61, 62]. Em estudos de fisica da matéria condensada em sistemas unidimensionais
[63, 64, 65, 66, 67], moléculas [68, 69, 70] e potencial de Kratzer [71].

No capitulo seguinte, analisaremos os efeitos de rotagao e potencial linear confinante
no sistema analogo a quantizacao de Landau para uma particula neutra. Para isso,
consideraremos que o sistema rotaciona com uma velocidade angular uniforme [72, 73,

, 75, 76]. Dessa forma, determinamos os estados de energia do sistema confinado em
um referencial nao inercial. Ao longo do capitulo 6, realizaremos um estudo da influéncia
de um potencial de Kratzer e rotacao em um atomo com momento de dipolo elétrico

induzido [77, 78, 79], onde calculamos o espectro de energia bem como as fungoes de onda
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do sitema.

Finalmente, o sétimo capitulo foi dividido em duas partes: sem efeitos de rotagao e com
rotagao no referencial [72, 80]. Consideramos o d&tomo com momento de dipolo elétrico sob
influéncia dos potenciais de Kratzer e um potencial escalar proporcional a distancia radial
[80, 81], onde obtemos uma expressao geral para os niveis de energia do sistema. Neste
capitulo, nossa espectativa foi preencher a auséncia de estudos sobre particulas neutras
com momento de dipolo elétrico induzido na presenca de campos externos. Vale ressaltar

que, ao longo deste trabalho, consideramos o sistema de unidades naturais (¢ = h = 1).



Capitulo

Analogo a quantizacao de Landau

2.1 Quantizacao de Landau para um momento de
dipolo elétrico induzido

Mostraremos neste capitulo que é possivel obter um analogo a quantizacao de Landau
para particulas neutras, através de uma adequada configuracao de campos que permite
calcularmos os niveis de energia e as funcoes de onda desse sistema, resolvendo a equacao
de Schrodinger. Inicialmente realizamos uma revisao sobre a quantizagao de Landau
para uma particula carregada, em seguida apresentamos a quantizacao de Landau para
uma particula neutra (d&tomo/molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido na
presenga de campos externos. Para isso, vamos seguir a ideia de Wei et al. [2] onde o
autor analisa uma particula neutra a qual adquire um momento de dipolo elétrico induzido

devido a campos externos [1].

2.1.1 Quantizagao de Landau

Introduzimos nesta se¢ao uma analise sobre a quantizacao de Landau para uma particula
eletricamente carregada na presenga de campo magnético uniforme [32]. Do ponto de
vista da fisica classica, quando uma particula carregada entra em uma regiao onde existe
um campo magnético uniforme ela move-se em Orbita circular. De acordo com mecanica
quantica, a particula adquire 6rbitas discretas e com niveis de energia quantizados, chama-
dos de niveis de Landau [32]. Os niveis de Landau apresentam uma quantizacao de energia

similar a do oscilador harmonico, porém cada nivel de Landau é infinitamente degenerado.
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A importancia do estudo dos niveis de Landau faz-se necessario, porque é a base para
estudar o efeito Hall quantico [33] e também é importante para explicar a dependéncia
das propriedades eletronicas de alguns tipos de materiais na presenca de campo magnético
84].

Vamos considerar uma particula carregada com carga g e de massa m que se move
no plano z — y na presenca de um campo magnético uniforme e constante perpendicular
a esse plano. De acordo com a referéncia [32], o operador Hamiltoniano (com unidades
naturais ¢ = h = 1) que descreve a dinamica de uma particula carregada na presenga de

um campo eletromagnético é dado por

. 1 .
H=—(p—eA)? +eg, 2.1
5 (D —eA)" +ed (2.1)
onde p = —ihV é o operador momento, Aéo potencial vetor e ¢ é o potencial escalar.

Nessa equacgao, desprezamos o termo associado com o spin da particula. Para que ten-
hamos um campo magnético uniforme B = BZ, vamos tomar o potencial da seguinte

forma:

A= —Byz, (2.2)

onde B =V x A.

Dessa forma, podemos escrever a equacao de Schrodinger da seguinte maneira:

1. . .
51002+ eBy)* + b, + P2 = e¢), (2.3)

Como a equacao (2.3) nao depende explicitamente de x, o operador p, comuta com o

Hamiltoniano. Esse fato nos leva a escrever a solucao para equagao anterior na forma:

W = ei@ptap)y (1), (2.4)

Substituindo a equacao (2.4) na equagao (2.3), obtemos a seguinte equacao para x(y):
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2
p: 1
X" +2m {(6 - Zm) - §mw123(y —90)?| x =0, (2.5)
onde yp = — 25 e wp = ‘eJnB.

Realizando a seguinte mudanga de varidveis £ = /mwg(y —vo), a equagao (2.5) torna-

se

Y+ K@ _ ﬁ) _ 52} y = 0. (2.6)

wpg wpm

Analisando os limites assintéticos da equagao (2.6), vemos que quando & — oo, 0s
2 ¢
termos dominantes sao: Y’ &~ £*x que tem como solucao Yy = e 2 , pois a solucao tem

que ser finita no limite & — +o0o. Dessa forma, uma possivel solugao para a equagao

anterior é:

X = e 7%0(¢). (2.7)

Substituindo a equagao (2.7) na equacao (2.6), obtemos a seguinte equagao para ¢(&):

¢" — 264"+ 2n¢ =0, (2.8)

onde

2 p?
[09) 2] wpm

2n — 1. (2.9)

A equagao (2.6) tem como solugao os polindémios de Hermite H,,(§). Assim, a equagao

(2.7) torna-se

X(6) = e~ Hy (). (2.10)
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Por fim, usando as equagoes (2.4) e (2.10), temos que as fungoes de onda normalizadas

da particula carregada sao:

1 izps ,—(y—10)? /2% Y=Y
o (zy) = izpa H, (LY, 2.11
nan(0) = oy e () (211)
onde
1
A= (2.12)

é o comprimento magnético, que da as dimensoes tipicas do sistema.
A quantizacao da energia vem da condi¢ao de que a equagao (2.8) possui solugbes para

inteiros positivos n. Portanto, solucionando a equagao (2.9) para € temos [32]

= N AR EY (2.13)
En =wp (Nt g e n=0123, .. )

Podemos observar que o espectro de energia da particula é andlogo ao do oscilador
harmonico, com a frequéncia de oscilacao igual a frequéncia do ciclotron wpg correspon-
dente ao caso classico. Esse espectro de energia, porém, é diferente do espectro do os-
cilador harménico, pois é infinitamente degenerado. Observe que na equagao (2.13) os
auto-estados s@o rotulados por n. Além disso, note que a equagao (2.13) nao depende de
p. Sendo assim, o movimento da particula nao é quantizada na direcao x e, desta forma,
p. pode variar continuamente de —oo a +00. Temos infinitas possibilidades de p, para um
determinado valor de n, isto é, em cada nivel de Landau existe infinita degenerecéncia.

Se restrigirmos o movimento da particula a uma area finita S = L,L,,, os niveis de
Landau deixam de ser infinitamente degenerados e passam a ter uma degenerecéncia finita.
O ntumero de elétrons em cada nivel de Landau depende diretamente do campo magnético

aplicado e é dado por

N = B5 (2.14)
27
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Logo, se tivermos um aumento do campo magnético, o niimero de elétrons agrupados

em um determinado nivel de Landau aumenta proporcionalmente.

2.1.2 Equacgao de Schrodinger para um dipolo elétrico induzido

em movimento

Podemos introduzir os formalismos lagrangeano e hamiltoniano para descrever a in-
teracao de um atomo em movimento com o campo eletromagnético. A questao central do

formalismo lagrangeano é escrever uma fungao lagrangeana para o sistema dada por

L::L:(Ij,Uj,t):K—U, (215)

onde K indica as diversas formas de energia cinética presentes no sistema e U corresponde
as energias potenciais, que podem ser funcoes das coordenadas generalizadas zj, das
velocidades generalizadas v; e do tempo ¢.

A presenca do campo elétrico induz um dipolo elétrico no atomo proporcional a esse
campo elétrico d = aE, uma vez que, o atomo move-se com uma velocidade v << ¢, o
campo elétrico E deve ser substituido por um campo elétrico dado pela transformacao de
Lorentz para o campo eletromagnético até termos de ordem O(v2/?): E' = E + 7 x B,
onde E e B sio os campos elétrico e magnético no referencial de repouso. Assim, a

expressao para o dipolo elétrico fica

-

d=a(E +7x B), (2.16)

onde « é a polarizabilidade dielétrica do atomo e v é a velocidade do atomo. Portanto,
a lagrangeana que descreve o movimento do dipolo elétrico na presenca de um campo

eletromagnético pode ser escrita da seguinte maneira:

L=_-Mv*+>d-(E+7xB). (2.17)

DN | —
| =

Considerando que o dipolo ¢ induzido em atomos, a langrageana possui a forma
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1 1 — —
L=5(M+ aB?)v? + §aE2 +ai-Bx E. (2.18)

O 1ltimo termo da eq. (2.18) é definido como a energia de Rdtgen e é quem modifica
o momento canonico do sistema. O estudo desse termo e sua similaridade com o termo
de Chern-Simons tem sido largamente estudado [I1]. Em um sistema similar, Zhang
[12] analisou a possibilidade de se testar a nao-comutatividade espacial. O estudo de
propriedades de dualidade foi realizado recentemente por Noronha e Wotzasek [35]. A
configuracao de campo requer que o sistema permaneca confinado em um plano e esse
fato é responsavel por sua analogia com a teoria Chern-Simons.

No formalismo lagrangeano, o momento conjugado a uma coordenada generalizada z;

¢ dado por

oL

pj =5 =0v;(M+0aB?) +a(B x E);, (2.19)
Uj

note que, na presen¢a de um campo eletromagnético, o momento total da particula ¢é a
soma do momento cléssico e um fator associado ao campo eletromagnético.
A funcao hamiltoniana de um sistema pode ser derivada da lagrangeana, através de

uma transformada de Legendre

H(xj,pj,t) = vjp; — L(x),v;,1), (2.20)

sendo que a hamiltoniana ¢ funcao das coordenadas generalizadas x;, dos momentos gen-
eralizados p; e do tempo t. E preciso transformar a lagrangeana para varidveis apro-
priadas para obter a hamiltoniana. Essencialmente, as velocidades generalizadas da la-
grangeana devem ser substituidas por funcoes das coordenadas e momentos generalizados.
Lembrando que o momento generalizado para uma particula neutra num campo eletro-
magnético é dado por equagao (2.19), podemos escrever uma expressao para velocidade

da seguinte forma
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7+ a(E x B)

2.21
M + aB? ( )

U=

Retornando a Hamiltoniana equagao (2.20) e utilizando a lagrangeana equagao (2.18),

temos que
H(F)ﬁ t) = ’U[’U(M + OZB2) + a(é X E)] _ %UQ(M 4 OZB2) .
o (Bx B) = 4 +V, (2.22)
ou
H(F, 1) = (M +aB2)0? + it (B x B) — J(M + aB)? -
of - (B x E) = 47 + V., (2.23)
ou ainda,
2 e
HEFt) = S[(M +aB)] - ==+ V. (2.24)

Considerando a particula sem spin, sabemos que nesse caso a transi¢cao para a mecanica
quantica pode ser realizada quando o momento for promovido ao operador quantico p =

—1hV, e entao, a equacao (2.24) pode ser reescrita como

(P pt) = —[p+a(B x B)P - == +V, (2.25)

onde definimos m = M + aB? como sendo a massa efetiva do sistema.
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2.1.3 Analogo a quantizacao de Landau

Vamos construir um andlogo da quantizagao de Landau para um dipolo elétrico in-
duzido com os campos elétrico e magnético configurados como descrito anteriormente.
Considere uma particula neutra que nao possui momento de dipolo elétrico permanente
movendo-se em um plano onde existe um campo elétrico radial e um campo magnético
perpendicular a esse plano de movimento e que esses campos sao, simultaneamente, apli-
cados. A dinamica de um dipolo elétrico na presenca de um campo eletromagnético é
descrita pela lagrangeana dada na equagao (2.17). Dessa forma, o hamiltoniano associado

a essa lagrangeana ¢ dado por

~ 1 5 = 1
H(’F7ﬁv t) = %[ﬁ—f_ a(E X B)]Q - EO'/E27 (226)

onde m = M + aB? é a massa efetiva e M é a massa da particula neutra.
Pelo fato desse hamiltoniano ser analogo ao hamiltoniano de uma particula carregada

na presenca de um campo eletromagnético, podemos identificar o termo E X B como

sendo um potencial vetor efetivo. Dessa forma, temos que:

A =E x B, (2.27)
onde os campos elétrico e magnético no referencial de repouso sao dados pelas seguintes
expressoes [1]:

— - p A — - R
E = Uk B = Byz. (2.28)

onde p é a constante que caracteriza a intensidade do campo elétrico.
Utilizando a configuragao de campo dada em (2.28), obtemos o seguinte potencial

vetor efetivo

Ayp=-—"2L0p (2.29)
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Definimos o campo magnético efetivo éef =V x /Tef associado ao potencial vetor

efetivo como

—

Bey = Byps. (2.30)

Observe que, nesta configuracao de campo, a interacao entre o dipolo elétrico do atomo
e o campo magnético no limite nao relativistico coincide plenamente com o acoplamento
minimo de uma particula eletricamente carregada com um campo magnético externo.
Neste caso, a equagao (2.29), é responsavel pelo acoplamento minimo. Ericsson e Sjoqvist
apontaram efeitos similares para niveis de Landau-Aharonov-Casher [25]. Além disso, um
dipolo elétrico na presenca de um campo magnético externo foi investigado na referéncia
[26]. A precisa configuracao de campo dada pelas equagoes (2.28) para ocorrer uma
quantizagao analoga a de Landau sdo apresentadas nas referéncias [25, 20].

Observe que as necessarias condigoes para ocorrer a quantizacao de Landau no sistema
de atomos sao alacangadas nesta configuracao de campo, citadas acima. Portanto, a
equagao de Schrodinger em coordenadas cilindricas (com sistema de unidades ¢ = h = 1)

para este sistema pode ser escrita da seguinte forma:

1 [10 [ o 1 0% O] iwdyp  mw? ,
r—— S ST ——— +—7rY=c 2.31
{ ( 8T)+r28<p2+8z2 * 2890+ 8 v=ev, (2:31)
onde w = QBTOP. Além disso, como observado na referéncia [25], o termo aE? na equagao
(2.26) é muito pequeno comparado com a energia cinética dos atomos, portanto podemos

desconsidera-lo sem perda de generalidade de agora em diante. Como solugao da equagao

de Schrodinger dada pela expressao anterior, podemos utilizar o seguinte Ansatz:

Y =™ R(r). (2.32)

Onde [ = 0,+1,+2,4+3... ¢é o numero quantico associado ao momento angular e k ¢é
uma constante associada a componente z do momento linear. Usando a equagao (2.32),

podemos reescrever a equagao (2.31) da seguinte forma:
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1 1 12 2 [
%(R' (—l—;R’ - ﬁR> + <E S ﬁ) R=0.

Vamos realizar a seguinte mudanca de variavel:

desta forma, a equacao (2.33) torna-se

/! / 5 l2 —
ER +R+(_Z+B_E)R_O'

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Onde 8 = S + % Observe que o comportamento assintético das possiveis solugoes para a

equacao (2.35) sao determinados para { — 0 e £ — oco. Tomando o limite £ — 0, a

equagao (2.35) torna-se

v B
éR ~ R7

que tem como solucao

R(& — 0) = ¢12g(¢).

Dessa maneira, substituindo a equagao (2.37) na equagao (2.35), obtemos

1 |l|+]‘:| / 1 6
g +{— g —79+79=0.
§ 47 ¢

E também tomando o limite £ — 00, a equagao (2.38) reduz-se a

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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J' =~ -g, (2.39)

tendo como solucao

g(€ — o0) = e~*%((€). (2.40)

Substituindo a equagao (2.40) na equagao (2.38), obtemos a seguinte equagao diferen-

cial de segunda ordem

&+ +1) =& ¢+ pu¢ =0, (2.41)

onde y = g — MTH Podemos observar que a solugao da equagao (2.41) é a fungao

hipergeométrica confluente definida por

(&) = Fl=p, [l +1,¢]. (2.42)

Conforme a condigao de que a nossa solugao seja finita, isto é, a nossa funcao de onda
seja normalizada. De modo a ter a normalizagao da fungao de onda, a série em (2.42)

deve ser um polinémio de grau n, portanto,

pzﬁ—w:n. (2.43)

Onde n é um numero inteiro. E desta condicao que obtemos o valores discretos para a

energia, dados por

B 1 1
€nl = (n + 5 5 + 5 | w (2.44)

Note que obtemos um espectro de energia andlogo ao de uma particula carregada.
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Portanto, obtemos o espectro de energia e as auto-funcoes para o dipolo elétrico induzido
utilizando a interacgao proposta por Wei. Como podemos notar, para cada valor do niimero
quantico principal n temos infinitas possibilidades para [ positivo, ou seja, cada nivel é
infinitamente degenerado. Nos capitulos seguintes, iremos usar essa mesma deducao com
objetivo de analisar efeitos causados por um potencial confinante e rotagao neste sistema,
analogo da quantizagao de Landau para uma particula neutra com um momento de dipolo
elétrico induzido em uma regiao na presenca de um campo magnético efetivo na direcao

z.



Capitulo

Sistema de Landau para um atomo com
momento de dipolo elétrico induzido sujeito a
um potencial linear confinante

Neste capitulo, apresentamos os resultados referentes a efeitos no sistema analogo a
quantizacao de Landau para um atomo com momento de dipolo elétrico induzido devido
ao confinamento desse sistema por um potencial escalar proporcional a distancia radial.
Para isso, resolvemos a equacao de Schrodinger com a intencao de obter solugoes para
estados ligados. Portanto, obtemos os niveis de energia permitidos para o sistema de
Landau associado a uma particula neutra (dtomo ou molécula) com momento dipolar
elétrico induzido sob a acao do potencial confinante linear.

A interacao entre uma particula neutra sem momento de dipolo elétrico permanente
e campos externos tem sido também explorados no contexto da quantizacao de Landau
[38]. Na referéncia [1], a quantiza¢do de Landau associada com uma particula neutra sem
momento de dipolo elétrico permanente tem sido proposta, e também tem sido analisado
em um anel quantico [86] e na presenca de defeitos topolégicos [37]. No contexto da
violacao da simetria de Lorentz, a quantizacao de Landau para uma particula neutra
de Dirac tem sido alcancada na presenca de campos elétricos e magnéticos cruzados nas
Referéncias [38, 89].

Neste capitulo, nosso foco é investigar a influéncia de um potencial de confinamento
linear no sistema de Landau associado a uma particula neutra sem momento de dipolo
elétrico permanente em uma regiao na presenca de um campo magnético efetivo. O

interesse em incluir um potencial confinante linear vem dos estudos da fisica atomica e
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molecular [39, 10, 41, 12, 13 41], salto quantico [15, 16], movimento de uma particula
quantica em um campo de forga uniforme [38, 17] e mecanica quantica relativistica [18, 19,

, D1, 52,53, 54,56, 57, 58, 59]. Assim, ao confinar este sistema anédlogo & quantizacao
de Landau a um potencial linear, podemos mostrar que as solucoes de estados ligados
para a equacao de Schrédinger podem ser obtidas, além disso a frequéncia do ciclotron
relativa a tais solugoes é modificada. Discutimos também um efeito quantico caracterizado
pela dependéncia da frequéncia angular com os nimeros quanticos associados aos modos
radiais e ao momento angular {n, [} do sistema. Como caso particular, obtemos os valores
possiveis da frequéncia angular associada ao estado fundamental do sistema.

Este capitulo se estrutura da seguinte maneira: na secao 3.1, fazemos uma breve re-
visao da dinamica quantica do movimento de uma particula neutra sem momento de dipolo
elétrico permanente interagindo com uma configuracao de campos elétricos e magnéticos
cruzados e, portanto, investigando os efeitos quanticos no sistema de Landau associados
ao momento de dipolo elétrico induzido sujeito a um potencial confinante linear; Na secao

3.2, apresentamos nossas conclusoes.
3.1 Analogo a quantizacao de Landau sujeito a um

potencial linear confinante

Nesta secao, seguiremos os passos das segoes do segundo capitulo para determinarmos
os niveis discretos de energia do sistema de Landau para um atomo com momento de
dipolo elétrico induzido sob a influéncia do potencial escalar confinante, resolvendo a
equacao de Schrodinger. Dessa forma, vamos confinar o sistema andlogo da quantizacao
de Landau utilizando um potencial proporcional a distancia radial, onde isso pode ser

feito, introduzindo na equacao de Schrodinger a seguinte expressao:

Vi(p) =np (3.1)

onde 7 é um parametro constante que caracteriza o potencial confinante e p a distancia
radial.
Utilizando a configuragdo de campos dada por (2.28) e (2.29) e o potencial escalar

(3.1), podemos escrever a equacao de Schrodinger i% = H ¥ (com unidades naturais
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¢ = h = 1) da seguinte forma:

oY 1 [0 1oy 10 9% axBydv  oa*x*Bi ,
o " T o T oas T Ro T o | T om ap T sm VT (32)

Observe que o operador hamiltoniano do lado direito da equagao (3.2) comuta com
os operadores L, = —i-Z e p, = —i-2. Portanto, uma solucio particular para a equacio
P .= —lg, e P, = —ig,. : GA0 P P quag

(3.2) pode ser escrita em termos dos autovalores de L. e p, como

w — efiateilgoeika(p) (33)

onde [ = 0,£1,£2,... ¢ o nimero quantico associado ao momento angular e £ ¢ uma
constante associada com a componente z do momento linear. De agora em diante, vamos
considerar £ = 0 a fim de reduzir o sistema a um sistema planar. Desta maneira, a

equagao de schrodinger (3.2) torna-se

o*f 10f I? 042)(233 9

—— 4+ = ——=f - -2 =0 3.4
02 " s pgf P~ 2mnpf +5f =0, (3.4)
onde B = 2me + axByl. Vamos realizar a mudanca de variaveis dada por r = %Bop,

entao, a equacao (3.4) é escrita como

Rf 10f P2 ) 23
oz Trar 2l T s

f=0, (3.5)

onde definimos o parametro

2mn

T = —(CXXBO )3/2. (36)
2

Observe que o comportamento assintético das possiveis solugoes da equagao (3.5) é

determinado para r — 0 e r — co. Quando tomamos o limite » — 0, o termo dominante

neste limite é aproximadamente
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aZf _ l2
W r2 f7 (37)
cuja solucao é
Fr) =r1¢(r), (3.8)

onde ((r) é uma funcao desconhecida.
Desta maneira, substituindo a equacdo (3.8) na equacdo (3.5) obtemos a seguinte

expressao

2p

82C+ (2|l|+1)%—r2§—7'r§+—(:07 (3.9)
OZXB()

or? r or

no limite r — oo, o termo dominante para este limite é aproximadamente

92
a—rg ~ 12, (3.10)

cuja solucao é
¢(r) = e o(r), (3.11)

onde p(r) é uma fungao desconhecida.
Portanto, substituindo a equagao (3.11) na equagao (3.9) obtemos a seguinte equagao

diferencial de segunda ordem

2
o0, [M - 24 O¢ 0=0, (3.12)

e e @i +2)0—
or? r or (2t +2)e TTQ+axB0

novamente quando tomamos o limte r — oo, obtemos
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2
h
% ~ TTh, (313)
cuja solucao é
o(r)=e= H(r), (3.14)

onde H(r) é uma func¢ao desconhecida.

Por fim, substituindo a equagao (3.14) na equacgao (3.12) obtemos

21l +1
r

H// +

_7_27«} H’+{9—HH:O. (3.15)

onde os parametros g e h dados na equacao anterior sao definidos como

28 72
- T o -2
OéXBo+4 ] —2;

(3.16)
fl_%pm+m

A equacao diferencial de segunda ordem (3.15) é conhecida na literatura como equagao
biconfluente de Heun [90], e a fungdo H(r) é chamada de func¢ao biconfluente de Heun
90]: H(r) = Hp(2|l|, 7, 2= + 2,0, 7).

Nosso foco é nas solugoes de estados ligados para equagao de Schrodinger (3.2), por-
tanto vamos proceder com o método de Frobenius [91] e escrever a solugdo para equagao
(3.15) como uma expansao em série de poténcias em torno da origem: H(r) = > ¢;r’.
Substituindo esta série e suas primeira e segunda derivadas: H'(r) = Z;’io jeri~t e
H"(r) = 3°7247(j —1)¢;77 72 na equagao (3.15), obtemos uma relagao de recorréncia dada

por

e TR 9—2j .
T GG 22T GG 22l "

(3.17)
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Vamos iniciar com ¢y = 1, entdo, da equagao (3.17), nés podemos obter outros coefi-
. ~ s . N . o [e'e) ) ] . o~
cientes da expansdo em séries de poténcia H(r) = > 7, ¢;r’. Tal imposicao resulta nos

seguintes coeficientes

T
Clzga

(3.18)
S Te+3) g
282+ 2)  202+21)

Podemos encontrar solugoes para os estados estacionarios impondo que a série bicon-
fluente de Heun torna-se um polinomio de grau n. Da relagao de recorréncia (3.17), temos

que a série biconfluente de Heun torna-se um polinomio de grau n se as condicoes

g=2n; cpp1 =0, (3.19)

onde n = 1,2, 3, ... forem satisfeitas. Da condicao g = 2n, obtemos os niveis de energia

dos estados ligados:

772

5n,ZZW[n+|l|—l+1]—m,

(3.20)

onde n = 1,2, 3,...6 o nimero quantico associado com os modos radiais, [ = 0, +1,+£2, ...

é o numero quantico momento angular e a frequéncia angular do sistema é dada por

ax By
= . 3.21
v 2m ( )

Por outro lado, necessitamos analisar a condi¢do ¢,+; = 0 dada na equagao (3.19).
Para isso, vamos considerar que a frequéncia w pode ser ajustada de tal maneira que a
condicao ¢, = 0 possa ser satisfeita. Isto é possivel porque podemos ajustar a intensi-
dade do campo magnético By ou a intensidade do campo elétrico através do parametro y
associado com a densidade de carga volumétrica uniforme. Assim, com esta possibilidade,

ambas condigoes na equagao (3.19) sao satisfeitas e uma solu¢ao polinomial para a fungao
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H(r) é obtida. Além disso, uma consequéncia desta andlise é que existe uma relagao da
frequéncia angular w com os nimeros quanticos {n, !} do sistema. Vamos exemplificar
considerando o estado fundamental do sistema n = 1; assim, da condigao c¢,4; = 0, temos

que cs = 0. A condicao c; = 0 leva a

n? 1/3
= |—(2|l| +3 . 3.22
v = g2l +3) (3.22)

Esse exemplo mostra que apenas valores especificos da frequéncia angular sao permi-
tidos e que dependem dos nimeros quanticos {n,[}. Por esta razao, temos denominado
w = wy, na equacao (3.20). No contexto da mecanica quantica, o que vemos na equagao
(3.22) é um efeito quantico caracterizado por uma dependéncia da frequéncia angular w
com os nimeros quanticos {n,l} do sistema, que surge da influéncia do potencial lin-
ear confinante (3.1) no andlogo da quantizacdo de Landau associada com um &tomo
com um momendo de dipolo elétrico induzido. Estudos recentes tém obtido este efeito
quantico em diferentes contextos da mecanica quantica [39, 59, 92]. Na referéncia [93],
uma dependéncia da frequéncia angular com os nimeros quanticos e a fase geométrica
Aharonov-Casher [15] foi investigada em um anel quantico.

Além disso, das equagoes (3.20) e (3.22), os niveis de energia associados com o estado

fundamental sao

2 1/3 2 m
€1 = [:—m(2|l| + 3)} x|l —1+2]— 277_m (m) . (3.23)

Observe que, n = 1, recai em um caso simples da fungdo H(r) que corresponde a um
polindmio de primeiro grau. Portanto, a funcao de onda radial associada com o estado

fundamental é

7"2 Tr
fu(r)=e 7e 2l <1 + %r) . (3.24)

Dessa maneira, podemos escrever de uma forma geral os niveis de energia dos estados

ligados como
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Ends = Wna[n + I =1+ 1] = (3.25)

O espectro de energia (3.25) corresponde aos niveis de energia do sistema andlogo da
quantizagao de Landau para uma particula neutra (dtomo/molécula) sob a influéncia de
um potencial confinante linear. Note que o espectro de energia é infinitamente degener-
ado como esperado para um sistema andlogo da quantizagao de Landau [38], no entanto,
a influéncia do potencial confinante linear modifica o espectro de energia do analogo da
quantizagao de Landau obtido na referéncia [1]. Devido a presenga do potencial confi-
nante linear, o estado fundamental é determinado pelo nimero quantico n = 1 ao invés
do nimero quantico n = 0. Mais ainda, a frequéncia angular dada na equagao (3.21)
difere da frequéncia do ciclotron do sistema analogo da quantizacao de Landau para uma
particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido, wy = %BO. Deste modo,
apenas alguns valores especificos da frequéncia angular w sao permitidos implicando uma

solugao polinomial para a fun¢ao H(r) dependente dos nimeros quanticos {n,[}.

3.2 Discussoes dos resultados

Ao longo deste capitulo, analisamos a influéncia de um potencial de confinamento linear
no sistema de Landau para um dtomo com momento de dipolo elétrico induzido. Obser-
vamos que os niveis de energia sao modificados, comparados aos niveis para um sistema
andlogo da quantizacao de Landau. Além disso, o estado de menos energia é determi-
nado pelo nimero quantico n = 1 em vez do nimero quantico n = 0, e a frequéncia
angular altera-se em contraste com a frequéncia do ciclotron encontrada na quantizacao
andloga a quantizagao de Landau [1]. Outro efeito que decorre da influéncia do potencial
de confinamento linear no sistema andlogo da quantizacao de Landau é a dependéncia
da frequéncia angular com os nimeros quanticos {n, [} do sistema, cujo significado é que
somente valores especificos da frequéncia angular sao permitidos, assim podemos solucoes
de estados ligados para este sistema. Como exemplo, determinamos a frequéncia angular

associada ao estado de menor energia do sistema n = 1.
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Os efeitos sobre um sistema analogo a
quantizacao de Landau para um atomo sem
momento de dipolo elétrico permanente
devido a um potencial tipo-Coulomb

Vamos apresentar, neste capitulo, as solugoes para os estados ligados obtidas resol-
vendo a equagao de Schrodinger de um sistema de Landau para um atomo com momento
de dipolo elétrico induzido na presenga de campos elétrico e magnético cruzados e sujeito a
um potencial tipo-Coulomb. Dessa maneira, calculamos os niveis de energia, bem como as
fungoes de onda. Potenciais do tipo-Coulomb tém sido relatados como sendo do interesse
de diversas dreas da Fisica [60, 61, 62]. No contexto da fisica da matéria condensada, al-
guns estudos tém trabalhado com sistemas unidimensionais [(3, 64, 65, 66, 67], moléculas
[68, 69, 70], interagbes pseudo-harmonicas [9], sistemas de massa dependentes da posi¢ao
[95, 96, 97], o potencial Kratzer [71] e defeitos topoldgicos em sélidos [958, 99, , ].

Outros estudos tém abordado o potencial do tipo-Coulomb na propagacao de ondas grav-

itacionais [102], modelos de quarks [103], &tomos com momento de quadrupolo elétrico
[92, , 105] e momento de quadrupolo magnético [100], particula neutra com momento
de dipolo magnético permanente [93] e mecanica quantica relativistica [107, 59, , 109].

O objetivo deste capitulo é analisar os efeitos quanticos em um sistema analogo da quan-
tizacao de Landau associado com um atomo sem momento de dipolo elétrico permanente
sujeito a um potencial tipo-Coulomb.

Este capitulo organiza-se da seguinte maneira: na segao 4.1, investigamos os efeitos
quanticos neste sistema analogo a quantizacao de Landau sujeito a um potencial tipo-

Coulomb; na secao 4.2, apresentamos nossas conclusoes.
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4.1 Sistema analogo dos niveis de Landau sujeito a
um potencial tipo-Coulomb

Seguindo os passos do capitulo anterior, podemos determinar uma expressao para o
hamiltoniano que descreve a dinamica quantica de uma particula neutra em um campo
magnético uniforme e, consequentemente, obtermos a equagao de Schrodinger que por sua
vez ¢é resolvida.

De agora em diante, vamos investigar os efeitos de um potencial tipo-Coulomb no
sistema analogo a quantizacao de Landau para um atomo com um momento de dipolo
elétrico induzido. Isto pode ser feito introduzindo o seguinte potencial escalar na equagao

de Schrodinger:

V(p) = % (4.1)

onde p é um parametro constante que caracteriza o potencial tipo-Coulomb [103, 59].

Portanto, substituindo a equacao (4.1) na equagao de Schrodinger, obtemos

87,D 1 32@/1 10y 822/) 0% ax By oy ’X*B?
ot T 2m dp? +;8_p+ 02 Op? +8z2 i 2m 8(,0+ 8m ot 1/} (4.2)

Podemos observar que o operador hamiltoniano do lado direito da equagao (4.2)
comuta com os operadores [:Z = —zi e p, = —i%, entao, uma solucao particu-
lar para equagao (4.2) pode ser escrita em termos dos autovalores de L, e P, €COMO
UV (t, p, @, z) = e Clellver f£(p) onde | = 0,41,42,..., k é uma constante e f (p)

¢ uma funcao da coordenada radial. Daqui em diante, assumimos que k£ = 0 a fim de

reduzir o sistema para um sistema planar. Substituindo a solugao particular dada acima

OéXBo

em (4.2) e realizando uma mudanca de variaveis dada por r = p, a equacao de

Schrodinger (4.2) torna-se

2 2
df+1ﬁ_l_ _TQf_gf+ﬁf:0, (4.3)

dr?  rdr r?
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onde definimos os parametros

(4.4)

O comportamento assintético das solugoes possiveis para a equagao (4.3) é determinado
para r — 0 e 7 — 00, portanto, isso nos permite escrever a fungao f (r) em termos de

uma fun¢ao desconhecida H (1) como [59, 58, 57, 110]

Fr)=e = U H (r). (4.5)

Dessa maneira, substituindo a equagao (4.5) na equagao (4.3), obtemos a seguinte

equagao diferencial de segunda ordem para a funcao H (r):

d’H 20 +1 dH 0
S TR 70 PR P 0o

r dr r

onde o parametro g é definido como

g=p-2-2]l. (4.7)

A equagao diferencial de segunda ordem (4.6) é conhecida na literatura como a funcao

biconfluente de Heun [110], e a funcao H (r) é a fungao biconfluente de Heun [110]:

H(r)=Hg (2]l],0, 8, 20, ). (4.8)

Vamos nos concentrar nas solugoes de estados ligados para a equacao de Schrodinger,
portanto prosseguimos com o método de Frobenius [91] a fim de escrever a solugao para

equacao (4.6) como uma expansao em série de poténcias em torno da origem: H (r) =
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S oo o k7. Substituindo esta série na equagio (4.6), obtemos a relagao de recorréncia:

0 g — 2k
T ) k22 YT k) (kr2 2™

(4.9)

Iniciando com ¢y = 1, entdo, da equagao (4.9), podemos obter outros coeficientes da
expansao em série de poténcias H (r) = > ;- ¢, r*. Como exemplo, os coeficientes c1, ¢

e c3 que sao dados por

C = —9 ;
o2y
62 g
_ _ ; 4.10
@ s 2N +2i) 2@+2)) (4.10)
63 g0 (g—2)6
C3 = — —

6(3+20)@+2))@+2[) 6B+2[)E2+2)]) 3@+2[)(1+2]l])

De acordo com a teoria quantica, é preciso que a funcao de onda seja normalizavel,
portanto, para este fim, assumimos que a fungao f(r) desapareca em r — 0 e r — o0.
Esta imposi¢ao significa que a funcao de onda nao diverge em r — 0 e r — oo, portanto,
a funcao de onda ¢ finita em todos os lugares, com isso, solugoes para estados ligados sao
obtidos. Sendo assim, neste caso, solucoes de estados ligados sao alcangados impondo-se
que a série biconfluente de Heun torne-se um polinomio de grau n. Podemos garantir,
como uma consequéncia, que a funcdo f (r) comporta-se como 71!l na origem e desapareca
em r — 00. Da relagdo de recorréncia (4.9), podemos observar que a série biconfluente

de Heun torna-se um polinomio de grau n se as duas condigoes seguintes sao satisfeitas

[108, 92, 59]:

g=2n; cpp1 =0, (4.11)

onde n =1,2,3,.... Analisando a condicao g = 2n, determinamos os niveis de energia do

sistema anal6go de Landau sujeito a um potencial tipo Coulomb:
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Ena=wn+|l|—1+1], (4.12)

onde n = 1,2,3,... é o nimero quantico associado aos modos radiais e [ = 0,+1,+2, ...
é o numero quantico momento angular. Além disso, a frequéncia angular do sistema é

dada pela seguinte expressao:

ax By
= . 4.13
w=— (4.13)

Na sequéncia, vamos analisar a condi¢gdo ¢,4; = 0 dada na equagao (4.11). Para
atender essa condi¢ao, vamos considerar que a frequéncia angular w pode ser ajustada de
tal forma que a condicao ¢, ; = 0 possa ser satisfeita. Isto é possivel porque podemos
ajustar a intensidade do campo elétrico através do paramentro y associado a densidade
volumétrica de cargas uniforme. Desta maneira, ambas condi¢oes impostas na equacao
(4.11) sdo satisfeitas e uma solug¢ao polinomial para a fungao H (r) é obtida.

No contexto da mecanica quantica, esta relagao produz um efeito quantico carac-
terizado pela dependéncia da frequéncia angular w com os nimeros quanticos {n, {} do
sistema, a qual surge da influéncia do potencial tipo Coulomb no analégo da quantizagao
de Landau para um atomo com momento de dipolo elétrico induzido. Em diferentes con-
textos, estudos atuais tém obtido este tipo de efeito quantico [59, 92, 98]. De acordo com
a referéncia [93], uma dependéncia da frequéncia angular com os nimeros quanticos e a
fase geométrica Aharonov-Casher [15] tem sido obtida num anel quantico. Agora, vamos
exemplificar a discussao em relacao a condicao c¢,; = 0. Primeiramente considerando o
estado de menor energia do sistema n = 1, desta forma, da condigao ¢,.; = 0, obtemos
co = 0. Através da condicao co = 0 obtemos a frequéncia angular associada ao estado de

menor energia que ¢ dada por

2mpu

Wi, = m (414)

Neste exemplo, observamos que apenas valores especificos da frequéncia angular w
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sao permitidos e dependem dos numeros quanticos {n, [}. Por esta razao, renomeamos
W = wy,; na equagao (4.12). Além disso, utilizando as equagoes (4.12) e (4.14), o nivel de

energia para o estado fundamental pode ser escrito como

2mu?
&= a

= A2 | —1+2], (4.15)

e a fungao de onda (4.5) associado ao estado de menor energia é dada por

fri(r) =7 ol [1 + ﬁ 7’] : (4.16)

Na sequencia, vamos considerar o primeiro estado excitado do sistema n = 2. De
acordo com a condi¢ao ¢, = 0 obtemos c3 = 0, e, desta forma, a frequéncia angular

relacionada ao primeiro estado excitado do sistema é dada pela expressao a seguir

m 2

Wo 1 = m (417)

Além disso, utilizando as equagoes (4.17) e (4.12), a expressao para os niveis de energia

do primeiro estado excitado torna-se

2
m
&1 = a

: m[|l|—l+3]7 (4.18)

e a funcao de onda (4.5) relacionada ao primeiro estado excitado do sistema é escrita

CcOo1mo

2 0 02 , 2,

haty ==l it s s a e e 19

Por fim, reescrevemos a expressao para os niveis de energia (4.12) de uma forma geral

COImo se segue:
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Snyl:wnyl[n+|l|—l+1]. (420)

Neste capitulo, podemos observar que os niveis de energia (4.12) sdo obtidos em con-
sequencia dos efeitos do potencial tipo-Coulomb no sistema analogo a quantizacao de
Landau para um atomo com momento de dipolo elétrico induzido. Note que os niveis de
energia sao modficados, contrério ao que foi obtido na referéncia 1] para a quantizagao
de Landau devido a influéncia do potencial tipo-Coulomb. Também podemos notar que
o estado fundamental do sistema é determinado pelo nimero quantico n = 1 ao invés
de n = 0 e que a degenerecéncia dos niveis de Landau deixa de existir como podemos
detectar nos casos particulares mencionados nas equagoes (4.15) e (4.18). Se compara-
rmos com a frequéncia do ciclotron da quantizacao andloga a de Landau wy, = %BO
obtida na referéncia [1], podemos notar que a frequéncia angular do sistema andlogo de
Landau é modificado em virtude do confinamento produzido pelo potencial tipo-Coulomb
como pode ser visto na equagao (4.13). Além disso, somente alguns valores especificos
da frequéncia angular w conforme a equagao (4.14) sado permitidos, a fim de obter uma
solucdo polinomial para a fun¢ao H (r), onde os valores especificos dependem dos nimeros

quanticos {n, l}.

4.2 Discussoes dos resultados

Analisamos, neste capitulo, um sistema analogo da quantizacao de Landau para uma
particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido sujeito a influéncia de um po-
tencial tipo-Coulomb. Através de uma andlise das solucoes de estados ligados da equacao
de Schrodinger, notamos que os niveis de energia do sistema analogo da quantizacao de
Landau sao modificados no sentido de que o niimero quantico n = 1 determina o estado
fundamental do sistema, ao invés de n = 0, e perde-se a degenerecéncia dos niveis de
energia. Além disso, a frequéncia angular deste sistema difere da frequéncia do ciclotron
obtido no andlogo da quantizagao de Landau [I]. A dependéncia da frequéncia angular
com os numeros quanticos {n, [} do sistema corresponde a outro efeito quantico dev-
ido a influéncia do potencial tipo Coulomb sobre o andlogo da quantizacao de Landau

para uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido. A dependéncia dos
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nimeros quanticos {n, (} significa que apenas valores especificos da frequéncia angular
sao determinados para obtermos solugoes de estados ligados. Calculamos como exemplos,
as frequéncias angulares, os niveis de energia e as fungoes de onda associados ao primeiro
estado excitado do sistema. Nos proximos capitulos iremos considerar que este sistema
analogo da quantizagao de Landau sujeito a potenciais confinantes estara rotacionando,
ou seja, em um referencial nao inercial. Assim, resolveremos a equagao de Schrodinger e

consequentemente obteremos solugoes para estados ligados.
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Descricao quantica de um atomo com
momento de dipolo elétrico induzido sob
efeitos de rotacao e um potencial linear

Neste capitulo, vamos analisar o sistema analogo da quantizacao de Landau em rotagao
com velocidade angular constante e confinado por um potencial linear. Podemos dizer que
o sistema estd em movimento num referencial nao-inercial. No contexto da fisica quantica,
o efeito mais conhecido associado com rotacao é o efeito Sagnac [1 11, 112, 113]. Esse efeito
esta relacionado com a mudanca de fase que aparece nos experimentos de interferometria
[L14) 115, 116, 117]. O efeito Mashhoon [117] e a fase geométrica Aharonov-Carmi [115]

sao outros casos de desvios de fase associados com efeitos de rotagao. No efeito Hall

quantico também é observado efeitos de rotacao [119], spintronica [120, , |, anéis
quanticos [123, , 72, 55], condensagao de Bose-Einstein [125], quantiza¢ao de Landau
[126, 127, 55], particulas de dirac [128] e particula escalar relativistica [129, 130].

Neste capitulo, temos como objetivo investigar os efeitos de um potencial linear e
rotacao em um atomo com um momento de dipolo elétrico induzido em um campo
magnético efetivo uniforme. Dessa forma, mostramos que solugoes analiticas podem ser
obtidas, onde observamos que a degenerecéncia dos niveis de Landau é quebrada. Além
disso, na busca de solugoes polinomiais para a fungao de onda radial, observa-se que os
valores possiveis da frequéncia do ciclotron do sistema andlogo da quantizacao de Lan-
dau sao determinados pela velocidade angular de rotacao, parametro que caracteriza o
potencial linear e niimeros quanticos associados aos modos radiais e o momento angular.
Na sequéncia do nosso raciocinio, determinamos como exemplos os possiveis valores da

frequéncia do ciclotron e as energias permitidas associadas com o estado de energia mais



Descricao quantica de um atomo com momento de dipolo elétrico induzido sob
efeitos de rotagcao e um potencial linear 36

baixo do sistema.

A organizacao desse capitulo se estrutura da seguinte maneira: na segao 5.1, fazemos
uma breve revisao da quantizagao de Landau para um dtomo em movimento com momento
dipolar elétrico induzido. Em seguida, analisamos os efeitos do potencial linear e rotacao

no sistema de Landau; ja na secao 5.2, apresentamos nossas conclusoes.

5.1 Efeitos de rotacao e do potencial linear

Agora, procederemos de forma semelhante aos capitulos anteriores, porém vamos supor
que o sistema andalogo da quantizacao de Landau esta em rotacao. Por isso, utilizaremos
um hamiltoniano que descreve a lei de transformacao da energia quando mudamos para
um estado de rotacdo. Nesta segao, investigamos os efeitos de rotagdo em um atomo (ou
molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido e confinado por um potencial
linear, que interage com uma configuracao de campo de campos magnéticos e elétricos
cruzados. Vimos no capitulo 2 que a descricdo quantica de uma particula neutra (um
atomo ou uma molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido em movimento num

referencial inercial (referencial de repouso) é dada pelo seguinte operador hamiltoniano

~

~

w2 a
Hy = %2/1 §E v+ Vi, (5.1)

onde «a é a polarizibilidade dielétrica de um &tomo (ou molécula), V' é um potencial
escalar, m = M + aB? é a massa efetiva do sistema, M é a massa do dtomo [131] e o

operador 7 (momento efetivo) é definido como

#=p+ak x B. (5.2)

Observe que o segundo termo do lado direito da equagao (5.2) corresponde a um
potencial vetor efetivo A'e §= E x B. Além disso, tal como apontado na referéncia [28], o
termo E? dado na equagao (5.1) é muito pequeno em comparagao com a energia cinética
dos atomos, portanto, podemos desde ja negligencia-lo sem perda de generalidade. Além

disso, vamos agora considerar o sistema analogo da quantizagao de Landau para um atomo
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(molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido sujeito a um potencial escalar
linear dado por V(p) = vp, onde v é uma parametro constante [103, 59].

Nosso foco neste trabalho é sobre os efeitos de um potencial escalar linear sobre o
sistema de tipo Landau para um atomo (molécula) com um momento de dipolo elétrico
induzido em rotacao, neste caso, procurando solucoes analiticas. Para esta finalidade,
assumimos que este sistema rotaciona com velocidade angular constante Q= Qz, isso
foi discutido nas seguintes referéncias [72, 73, 74, 75, 70] e, portanto, mostra-se que o
operador hamiltoniano que descreve o comportamento do sistema em rotagao é dado pela

expressao

H=Hy—Q- L, (5.3)

onde L é o operador momento angular cuja forma é L =7x# e é definido na equagao
(5.2) e ¥ = pp em um sistema bidimensional. Substituindo as equagoes (5.1), (5.2) e os
campos E= ¥pe e B= Byz na equagao (5.3), a equagao de Schrédinger toma a seguinte

forma

2 2 2 2.2 12
a¢ L a¢+18_¢ iaw 0" _}_Z.CYXBO(9_¢+04XBop2¢+
“or dp?>  pdp p?op? 022 2m Oy 8m

0% L QoxBo ot (5.4)

Op 2

A solucao para equacao (5.4) pode ser escrita usando o método de separagao de
variaveis [132], isto é, escrevemos (¢, p, v, z) = W (t)P(p)Z(z) f(p). Apds alguns cédlculos,
obtemos ¥(t) = e~ d(p) = e, Z(z) = ¢, onde | = 0,41,+2,... e k é uma con-
stante. Desde ja, assumimos que k£ = 0 a fim de reduzir o sistema a um sistema planar.

Além disso, realizando uma mudancga de varidveis dada por r = /"Zp. A equagao de
Schrodinger (5.4) torna-se

¢f 1 P R Orf 4+ Bf =0, (5.5)

dr?  rdr r?

onde definimos os seguintes parametros na equagao (5.5):
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2muv ax By
W= .
(mzw)g/Q ’ m

2
w? = w? + 40w; 8 = m—[Qme +2mQ + mwl]; ¥ = (5.6)
w

Vale ressaltar que o parametro w foi definido na referéncia [1] como sendo a frequéncia
do ciclotron da quantizagao de Landau associada a um atomo com um momento de dipolo
elétrico induzido. Uma maneira interessante de alcancar as solugoes de estados ligados é
observar o comportamento das possiveis solugoes para equacao (5.5) em r — 0 e r — oo.
Este comportamento assintético permite escrever a func¢ao f(r) em termos de uma fungao

desconhecida H(r) como segue [59, 57, 58, 110]:

f(r)= e_ée_%rl”H(T), (5.7)

e assim, substituindo a equagao (5.7) na equagao (5.5), temos que a fungdo H(r) é uma

solugao para a seguinte equcao diferencial de segunda ordem:

d*H N 21l +1
dr? r

H=0. (58)

dH 92 P20l + 1)
dr

9o &L LA T
r} il U o

A equagao diferencial de segunda ordem (5.8) é chamada como equagao biconfluente de
Heun [110], e a fun¢ao H(r) é a fungao biconfluente de Heun [110]: H(r) = Hp(2|l|,9, 5+
%, 0,7). Em seguida, vamos escrever a funcao H(r) como uma expansao em séries de
poténcia em torno da origem, isto é, H(r) = X air* [01]. Desta forma, substituindo

esta série na equagao (5.8), obtemos uma relac¢ao de recorréncia dada por

S dk+1)+7 — 0 — 2k ;
T k24 2) T R+ )k +2+2)) "

(5.9)

além de

a; = —ao, (510)
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onde 0 = [ + %2 —2—2|l| e 7 = 2[2|I| + 1]. Da equacéo (5.9), observamos que a série de

Heun biconfluente torna-se um polinémio de grau n impondo [30, 81, 59]

0=2n e ay,1 =0, (5.11)

onde n = 1,2,3,.... A partir de agora, é interessante analisar as condigoes estabelecidas

na equagao (5.11) separadamente. Analisando a condi¢ao 6 = 2n, obtemos

1 wl 202
Enl = 5\/w2 +4Quin + |l +1] = — - —F——=— — U, (5.12)

que corresponde aos niveis de energia do sistema, onde n = 1,2,3,..., é o nimero
quantico associado aos modos radiais, [ = 0, £1,+£2, ..., é o nimero quantico do momento
angular e w é chamado como a frequéncia do ciclotron do sistema do tipo Landau obtido
na referéncia [1], que foi definido na equacao (5.6). Note que o tltimo termo da equagao
(5.12) corresponde ao acoplamento entre o momento angular e a velocidade angular de

, 115, 133).

Nosso préximo passo na busca de solugoes polinomiais para H(r) é analisar a condi¢ao

rotagao. Este acoplamento é conhecido como o termo Page-Werner et al. |

an+1 = 0 dadana equagao (5.11). Em vista desta andlise, precisamos primeiro obter alguns

coeficientes da expansao da série de poténcias, por exemplo, vamos comecgar com ag = 1,

portanto, da equacao (5.9), obtemos a; = g e ag = 1982((22&7;;) — 2(24?2\1\)' Assim, tomemos o

estado de menor energia do sistema (n = 1). Para n = 1, obtemos da equagao (5.11) que

ani1 = az = 0, e entao,

1 402 03

A equagao (5.13) informa os valores possiveis da frequéncia do ciclotron associada ao
estado de menor energia do sistema; que nos permite determinar uma solucao polinomial
para H(r). Observe que os valores possiveis de wy; dados na equagdo (5.13) resultam em
w > 0, e assim o comportamento assintotico da funcao de onda radial quando r — oo

é satisfeito. Este caso particular mostra que somente valores especificos da frequéncia
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w do ciclotron sao permitidos para obter uma solu¢ao polinomial para a funcao H(r),
onde esses valores possiveis sao determinados pelos nimeros quanticos {n, [} do sistema,
a velocidade angular da estrutura rotativa e o parametro associado ao potencial escalar
linear. Por esta razao, temos nomeado w = w,; na equagdo (5.12). Esta restricao dos
valores da frequéncia do ciclotron resulta da influéncia dos efeitos de rotacao e do potencial
escalar linear na quantizagao de tipo Landau associada a um atomo (ou molécula) com
um momento de dipolo elétrico induzido. Além disso, substituindo (5.13) na equagao

(5.12), temos

(1] +2) [42 V3 g2 m 23
SR L L oY), |
=Ty |y 3 m |42 +3)] T
1 42
m\/1 + @(%mu +3])2/3, (5.14)

que corresponde as energias permitidas para o estado fundamental do sistema. Seguindo
esta discussao no que diz respeito ao estado de menor energia, entao, a funcao de onda

radial (5.7) associado, com este estado é dada por

—9r

2|y 4 Y
fu=eze=ril4or|. (5.15)

Deste modo, os niveis de energia (5.12) podem ser reescritos de uma forma geral,

nomeando w = w,;, COMO

1 (W 202
= =W+ 4w, [ 4+1] = &t _ —ql, 5.16
En,l 2 wn,l + Wn,l [TL + | | + ] 9 m<w72%l I 4an,l) ( )

onde w — wy, .

Assim, os niveis de energia (5.16) sao obtidos a partir da influéncia do potencial escalar
linear e efeitos de rotacao no sistema de tipo Landau para um atomo com um momento
de dipolo elétrico induzido. Em contraste com os niveis de Landau obtidos na referéncia
[1], temos que a degenerecéncia do niveis de Landau é quebrado, como podemos verificar
nas equagoes (5.12), (5.13) e (5.14). Também temos uma frequéncia angular dada por

w = Vw? + 4Qw que difere da frequéncia de ciclotron da quantizacao de tipo Landau
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W= %BO dado na referéncia [!] devido aos efeitos de rotagdo. Além disso, ao procurar
uma solucao polinomial para a fungdo H(r), temos que apenas alguns valores especificos
da frequéncia w do ciclotron sao permitidos, onde esses valores possiveis sao determinados
pelos nimeros quanticos {n, [} do sistema, a velocidade angular de rotagao e o parametro
associado ao potencial escalar linear. Finalmente, temos na equagao (5.16) o acoplamento
entre o numero quantico do momento angular [ e a velocidade angular §2 que corresponde
ao termo Page-Werner et al. [111, , |. Observe que, tomando © — 0, os efeitos
de rotacao desaparecem e, assim, recuperamos os efeitos de confinamento produzido pelo
potencial linear na quantizagao de Landau para um atomo com um momento de dipolo
elétrico induzido [$1]. No préximo capitulo iremos mudar o potencial de confinamento
linear para o potencial de Kratzer e revelaremos como determinar solugoes para os estados

ligados.

5.2 Discussoes dos resultados

Observamos que a rotacao e o confinamento do potencial escalar linear no sistema de
Landau associado a um atomo (ou molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido
produzem efeitos que modificam os niveis de energia, quebrando a degenerecéncia deles,
isso é visto quando comparado com o analogo dos niveis de Landau obtidos na referéncia
[1]. Verificamos além disso que os efeitos da rotacao modificam a frequéncia do ciclotron
do sistema. Além disso, ao buscar uma solugao polinomial para a fungao H(r) e as solugoes
de estados ligados, vemos que apenas alguns valores especificos da frequéncia de ciclotron
w sao permitidos. Tais valores, dependem do parametro associado ao potencial escalar
linear, da velocidade angular do estado de rotacao e dos nimeros quanticos associados
aos modos radiais e ao momento angular. Finalmente, obtivemos uma contribuicao para
os niveis de energia decorrentes do acoplamento entre a velocidade angular de rotacao e o
momento angular, que é chamado de Termo Page-Werner et al. [111, , |. No limite
2 — 0, os efeitos rotacao desaparecem, portanto, recuperamos os efeitos da interacao do

potencial linear no sistema andlogo ao de Landau [%1].



Capitulo

Efeitos sobre um sistema analogo a
quantizacao de Landau para uma particula
neutra sem momento de dipolo elétrico
permanente sujeito ao potencial de Kratzer e
em rotacao

Neste capitulo apresentaremos os resultados dos esfeitos de rotacao e do potencial de
Kratzer em um sistema de Landau para uma particula neutra com momento de dipolo
elétrico induzido. Para isso, seguiremos as etapas do capitulo anterior onde resolvemos a
equagao Schrodinger e obtivemos os niveis de energia do sistema. Os efeitos de rotagao
tém despertado atencao e atraido muita discussao na literatura, por exemplo, Landau
e Lifshitz [131] apontaram um ponto de vista geométrico onde uma transformacio de
coordenadas de um sistema em repouso para um estado de rotagao uniforme gera um
comportamento intrigante: o elemento de linha do espago-tempo de Minkowski torna-
se nao bem definido para grandes distancias, isto é, o sistema de coordenadas torna-se
singular a grandes distancias. Este comportamento singular a grandes distancias esta
associado com o fato da velocidade da particula ser maior que a velocidade da luz.

Recentemente, esta restricao espacial tem sido explorada em estudos do oscilador de
Dirac [135] e a quantizagdo de Landau para particulas neutras [136]. O objetivo deste
capitulo é investigar os efeitos de rotagdo em um atomo (ou molécula) com momento de
dipolo elétrico induzido sujeito ao potencial Kratzer [77, 78, 79] em uma regiao com um
campo magnético efetivo uniforme.

Neste capitulo, procurando solugoes de estado ligado, mostramos que a frequéncia

angular do sistema difere da frequéncia de ciclotron obtida na referéncia [1], e os possiveis
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valores dessa irequencia angular do sistema sao determinados pelos numeros quanticos
associados aos modos radiais e momento angular, a velocidade angular de rotagao e os
parametros associados ao potencial de Kratzer [77, 78, 79]. A estruturagao deste trabalho
é: na secao 6.1, fazemos uma breve introducao da dinamica quantica de um atomo em
movimento com um momento de dipolo elétrico induzido e a quantizacao de Landau
associada a ele, e entao, analisamos este sistema sujeito ao potencial de Kratzer e em um

estado rotatorio; Enquanto na secao 6.2, apresentamos nossas conclusoes.

6.1 Efeitos de rotacao

Nesta secao, investigamos os efeitos rotativos sobre um datomo com momento de dipolo
elétrico induzido que interage com campos externos sujeitos ao potencial de Kratzer |

I

, 79]. Consideremos agora o sistema de tipo Landau para um atomo sem momento de

dipolo elétrico permanente a ser sujeito ao potencial Kratzer [77, 78, 79] dado por:
2Da  Da?
Vip) = ——+ —, (6.1)
p p?

Aqui D e a sao constantes. Isso tem despertado grande interesse em estudos de moléculas
[137, 68, 69]. Além disso, este sistema rotaciona com uma velocidade angular constante

0 = Qs. Portanto, a equagao de Schrodinger pode ser escrita da seguinte forma:

oy 1 [0 1oy 10% 0% axBydy  o*x*BE Oy
ZE——% @—p2+;a—p+?a@2+822 +1 om %—F—Sm p?/J—i-ZQ%‘i‘
Qax B 72
R A 1 (6.2)

onde ;1 = 2Da e 7> = Da®. Observe que o operador Hamiltoniano do lado direito da
equacio (6.6) comuta com os operadores L, = —i(%) e p. = —i(£), entdo, a solugao
deve ser da mesma forma da equagao (3.3), isto é: (¢, p, p, z) = e~ =te?ei®= f(p). Daqui
em diante, assumimos que k£ = 0 para reduzir o sistema a um sistema planar. Substituindo

»(t, p, p, z) na equacao (6.2) e realizando uma mudanga de variaveis dada por r = y/mwp,

a equagao de Schrodinger (6.2) torna-se
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d’f 1df 4° 2p U s
—— 4+ = ——=f- — —f=0 6.3
dr2+rdr r? Tf+7"f+mwf ’ (6:3)

onde definimos os seguintes parametros na equacao (6.3):

@ =L 4 Qu; =12+ 2mr? B =2me + 2mQ + mwl; ¥ = 2L

w = XBo (6.4)

Vale ressaltar que o parametro w foi definido na referéncia [1] como sendo a frequéncia
de ciclotron da quantizagao de Landau associada a um atomo com um momento dipolar
elétrico induzido. Prosseguimos com a analise do comportamento assintotico das possiveis
solugoes da equagao (6.3), o que nos permite determinar a forma da funcao f(r), isto é
feito quando tomamos os limites r — 0 e 7 — 0o (pontos singulares). Desejamos que a
fungdo vé a zero tanto na origem quanto no infinito, portanto, a fungdo f(r) pode ser

? ) ]

escrita em termos de uma funcao desconhecida H(r) como [59,

F(r) = e~ T H (). (6.5)

Assim, ao substituir a equagao (6.5) na equagao (6.3), mostramos que a fungao H(r) é

uma solucao para a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

EH  [2py]+1 dH 9
—2r| — —|H=0 6.6
dr2+{ r Tdr+y+7‘ ’ (6.:6)
onde v = % — 2 —2|y]. A equacdo diferencial de segunda ordem (6.6) é chamada de
equagao biconfluente de Heun [110], e a fungao H(r) é também a fungao biconfluente de
Heun [110]: H(r) = Hp(2|v],0, %,219, —r). De agora em diante, vamos usar o método
de Frobenius [91] para escrever a solu¢ao para a equagao (6.6) como uma expansao de

série de poténcias em torno da origem: H(r) = > .-, arr*. Substituindo esta série na

equagao (6.6), obtemos a relacao de recorréncia
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—1 v—2k (6.7)
Qpyo = Apr1 — g, :
T k2 +2+2R) T k+2)(k+2+20) "
0
e a; = —<m>a0.

Vamos comegar com ag = 1, entdo, a partir da equacao (6.7), podemos obter out-
ros coeficientes da expansdo da série de poténcias H(r) = Y ;- axr®. Por exemplo, os

coeficientes aq, as e az sao dados por

o = ) = 92 B v '
' L+2h]) 7 22+2qDA+20])  22+2h])
93 N v N
Qe — —
’ 6(3 4+ 2072+ 2lv)(1 +2ly])  6(3+2[v[)(2+2[v])
(v —2)0

3B+ 2D 2] (6:8)

Nos concentramos em alcancar solugoes de estado ligado, portanto, precisamos impor
que a série biconfluente de Heun se torne um polinémio de grau n. Dessa forma, garanti-
mos que a fungao f(r) se comporta bem na origem e desaparece em r — co. A partir da
relagdo de recorréncia (6.7), podemos mostrar que a série de Heun biconfluente se torna

um polinémio de grau n impondo [0, 59]

v =2 api1 =0, (6.9)

onde n =1,2,3,.... Analisando a condi¢ao v = 2n, obtemos uma expressao geral para os

niveis de energia, dada por

w? 1
Enl = \/Z+Qw[n+|v|—|—1] —§wl—Ql. (6.10)

Na equacao (6.10) o acoplamento entre o numero quantico do momento angular [ e
a velocidade angular € corresponde ao termo Page-Werner et al. [111, , ]. Em
seguida, vamos analisar a condi¢ao a,.; = 0 dada na equacao (6.9). Para isso, consider-

emos a frequéncia do ciclotron w [I] que pode ser ajustada de tal forma que a condigao
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an+1 = U possa ser satisieita. Isso € possivel por que podemos ajustar a intensidade do
campo magnético By ou a intensidade do campo elétrico através do parametro x associado
a densidade de carga volumétrica uniforme [30]. Com essa suposi¢ao, temos que ambas
as condigoes impostas na equacao (6.9) sao satisfeitas e uma solu¢do polinomial para a
funcao H(r) é obtida. Como exemplo, vamos tomar n = 1 e rotular w = w, ;. Paran =1,
temos o estado fundamental do sistema, entao a,.1 = as = 0 e, portanto, os possiveis

valores da frequéncia de ciclotron associados ao estado fundamental do sistema sao

wiy = 20 . (6.11)

Am2pt
—1+4/14+ ————
\/ (1 +2]))

Observe que os valores possiveis de wy; dados na equac@o (6.11) produzem w > 0

e, portanto, o comportamento assintético da funcao de onda radial quando r — oo é
satisfeito. Assim, este exemplo mostra que somente valores especificos da frequéncia
angular w sao permitidos e dependem dos nimeros quanticos {n,l} do sistema e da
velocidade angular de rotacao. Do ponto de vista da mecanica quantica, essa relacao da
frequéncia angular w com os nimeros quanticos do sistema {n,(} e a velocidade angular
do estado rotativo é um efeito quantico que decorre da influéncia dos efeitos rotativos e
Potencial de Kratzer na quantizagao de tipo Landau associada a particula neutra (dtomo
ou molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido. Observe que, substituindo

(6.11) na equagao (6.10), temos

2mp? (|| +2) Am?pt
e = A2 o R 6.12
U= T T 021 + 22 (6.12)

que corresponde as energias permitidas para o estado fundamental do sistema. Além

disso, a fungao de onda radial (6.5) associada ao estado fundamental é dada por

2y v
fr(r) =e 7N [1 — mr] : (6.13)

Finalmente, vamos reescrever os niveis de energia (6.10) de uma forma geral como
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2
o wn,l
En,l —

1
=\t Qupg[n+ |y +1] — §lwn,l — Q. (6.14)

Assim, os niveis de energia (6.14) sdo obtidos a partir dos efeitos do potencial de
Kratzer e efeitos de rotacao no sistema de Landau para uma particula neutra (dtomo
ou molécula) com um momento de dipolo elétrico induzido. Observe que os niveis de
energia sdo modificados em contraste com o obtido na referéncia [1] para a quantizagao
de Landau, onde o estado fundamental do sistema é determinado pelo niimero quantico
n = 1 em vez do numero quantico n = 0 e a degenerecéncia dos niveis de Landau ¢é
quebrada como podemos ver nas equagoes (6.10)-(6.12). Comparando com a frequéncia
de ciclotron da quantizagao do tipo Landau w = %BO dado na referéncia [1], temos uma
frequéncia angular dada por w = 4/ %2 + Quw, o que significa que a frequéncia angular do
sistema do tipo Landau é modificada pela influéncia da rotacao.

Além disso, somente alguns valores especificos da frequéncia w do ciclotron sao permiti-
dos para que uma solugao polinomial para a fungao H (r) possa ser obtida, onde os valores
permitidos dependem dos ntimeros quanticos {n, [}, a velocidade angular de rotagao e os
parametros associados ao potencial Kratzer como podemos ver na equagao (6.11) para
o estado fundamental do sistema. Além disso, observe que o iltimo termo da equagao
(6.14) corresponde ao acoplamento entre o nimero quantico do momento angular [ e a
velocidade angular € que é chamado termo de Page-Werner et al. 111, , |. Além
disso, tomando €2 — 0, os efeitos de rotacao desaparecem, e assim os efeitos analogos aos
efeitos de um potencial tipo Coulomb em uma quantizagao de Landau para uma particula

neutra com um momento de dipolo elétrico induzido sao recuperados.

6.2 Discussoes dos resultados

Discutimos os efeitos da rotagao e do potencial de Kratzer [77, 78, 79] na quantizagao
de Landau associada a uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido.
Vimos que a frequéncia angular do sistema adquire uma nova contribui¢ao que decorre dos
efeitos de rotacao. Além disso, os niveis de Landau obtidos na referéncia [1] sdo modifica-
dos, onde a degenerecéncia dos niveis do tipo Landau é quebrada e o estado fundamental

do sistema é determinado pelo niimero quantico n = 1 em vez do niimero quantico n = 0.
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Além disso, um eteito quantico caracterizado pela dependencia da irequencia do ciclotron
da quantizacao do tipo Landau nos ntimeros quanticos do sistema e da velocidade angular
de rotagao ¢é obtida, o que significa que apenas alguns valores especificos da frequéncia de
ciclotron w sao permitidos para se obter solugoes de estado ligado. Uma nova contribuicao
para o analogo dos niveis de Landau resulta do acoplamento entre a velocidade angular
do estado rotativo e o momento angular, que é chamado de termo Page-Werner et al.
[114, , ]. Finalmente, no limite Q2 — 0, temos que os efeitos de rotagao desapare-
cem, e assim os efeitos analogos a interacao tipo Coulomb no sistema tipo Landau sao

recuperados [30].



Capitulo

Um atomo com momento de dipolo elétrico
induzido em referenciais inercial e nao-inercial

Este capitulo comtemplara os resultados referentes a uma investigacao de um atomo
com momento de dipolo elétrico induzido sob a influéncia dos potenciais linear e Kratzer
em referenciais inercial e nao inercial. Mostraremos que as solucoes de estado ligado para
o equagao Schrodinger podem ser obtidas. Para isso, seguiremos o raciocinio do capitulo
anterior, onde encontramos os niveis de energia para o sistema analogo da quantizacao de
Landau.

A estrutura deste capitulo é: na secao 7.1, apresentamos a descricao quantica de uma
particula neutra mével (molécula ou 4tomo) com um momento de dipolo elétrico induzido
em uma regiao com campos elétricos e magnéticos; Assim, consideramos a configuracao
de campo proposta na referéncia [1] que dé origem ao andlogo da quantificagao de Landau
e analisa este sistema sujeito ao potencial de Kratzer [77, 78, 79] e um potencial escalar
proporcional a distancia radial; Na secao 7.2, investigamos os efeitos quanticos no sistema
descrito na secao anterior, considerando-se em um referencial nao-inercial, ou seja, o

sistema em rotacao; Na secao 7.3, apresentamos nossas conclusoes.

7.1 Sem efeito de rotacao

Para investigar a influéncia do potencial de Kratzer [77, 78, 79] e um potencial escalar

proporcional a distancia radial, escrevemos a energia potencial V' da seguinte forma:

2Da  Da?
+—.
r r

V(r)=br—
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O primeiro termo da equagao (7.1) corresponde ao potencial escalar proporcional a
distancia radial, onde b é uma constante. O segundo termo corresponde ao potencial de
Kratzer, onde D e a sao constantes. Isto tem atraido um grande interesse em estudos
de moléculas [137, 68, 69]. Assim, seguindo os passos dos capitulos anteriores, podemos

escrever a equagao de Schrodinger independente do tempo da seguinte maneira:

1 ABy 0V 2\2p2 2D Da?
e = — — V2 o002 B2 P02y 22y gy, (7.2)
2m 2m Oy 8m r r?
Vamos realizar a mudancga de variavel dada por
y = %r. (7.3)

Desta forma, obtemos a seguinte equacao diferencial de segunda ordem:

1 2

onde 72 = v? + 2mDa?, u = ‘i?—f:f, O = (,,;?;Z/Q e X = =[2me — k? + mwv). E bem con-
2

hecido que a anélise do comportamento assintético da equacao (7.4) determina a forma

da fungao F'(y), portanto, esta fungao pode ser escrita em termos de uma fungao descon-

hecida H(y) como

F(y) = e~ 5%y H(y). (7.5)

Substituindo a equagao (7.5) na equagao (7.4), obtemos que H(y) é a solugao para a

seguinte equacao:

2/7|+1

62 2u—O(2|7] + 1)
2

H" + —@—2y}H'—I—{X+I—2|T|—2—I— H =0, (7.6)

que é a equacao biconfluente de Heun [90], entao, H(y) = Hp(2|T|,©, x + %2, —2u5y) é
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a fungao biconfluente de Heun. Queremos que a funcao F(y) vé a zero quando y — oo
e y — 0, portanto, usamos o método de Frobenius [91]. Neste método, primeiramente
escrevemos a funcao biconfluente de Heun como uma série de poténcias em torno da
origem, H(y) = >, biy’, e entdo, nés procuramos por solugdes polinomiais para a
equagao biconfluente de Heun (7.6). Substituindo esta série na equagao (7.6) obtemos a

seguinte relagao

24
by =10 ———|b 7.7
e a relacao de recorréncia
O(i +1) — 2u+ O(2|7| + 1) 2 —x — & +242|7]
bi+2 = 41 ] (78)

(i4+2)(i+2+2|7|) (i+2)Gi+2+2|7]) ©

A partir da relagao de recorréncia acima temos que a série biconfluente de Heun torna-

se um polinémio de grau n, impondo as duas condigoes a seguir [90]

@2

paran = 1,2,3,.... Portanto, essas duas condi¢oes devem ser analisadas a fim de alcanar
uma solucao polinomial para equacao biconfluente de Heun. A partir da condicao x +

%2 — 2|7| — 2 = 2n, obtemos

20° k?

+ Y
mw?  2m

1
Eny = éw[n +r|—v+1] - (7.10)

que representa os niveis de energia de uma particula neutra com momento de dipolo
elétrico induzido em uma regiao com campos elétrico e magnético cruzados sob a influéncia
de potenciais escalares. Observe que a configuracao do campo elétrico e magnético dada
na equagao (2.28) da origem a um campo magnético efetivo uniforme na dire¢ao z que
produz um andlogo da quantizacao de Landau tal de acordo com a referéncia [1].

Comparando os niveis de energia (7.10) com o anédlogo dos niveis de Landau na re-
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feréncia [1], temos que a presenca do potencial de Kratzer e o potencial escalar propor-
cional a distancia radial modifica os niveis de energia e quebra a degenerecéncia dos niveis
de Landau determinados na referéncia [1]. Por outro lado, nossa busca por solugoes poli-
nomiais para a série biconfluente de Heun sera concluida quando analisarmos a seguinte
condigao b,y = 0 dada na equagao (7.9). Para isso, consideremos a principio by = 1.
Entao, vamos construir um polinomio de primeiro grau. Para n = 1, geramos b, = 0 da

condicao b,11 = 0. Desta forma, obtemos a seguinte expressao

,  64mD%> ,  32bDa(4|7| + 3) 320%(|7] + 1)
W — = Wi, —
’ 2| +1 > 2/7]+1 ’ m

— 0, (7.11)

onde temos uma equacao algébrica de terceiro grau. Isso significa que, para obtermos um
polinémio de primeiro grau para H(y), nem todos os valores da frequéncia de ciclotron sdo
permitidos, sé os quais sdo determinados pela equagao algébrica de terceiro grau [135].
Apesar de ter pelo menos uma solucao real para a equacao algébrica de terceiro grau
(7.11), nao escrevemos esta solu¢do porque é muito longa. Além disso, para cada nivel
de energia n do sistema, podemos ter uma expressao diferente que determina os possiveis
valores da frequéncia do ciclotron. Por esta razao, definimos w = w,,, na equagao (7.10)

e reescrevemos os niveis de energia (7.10) da seguinte forma:

20? k?
wi, 2m’

1
ETL,ZI = _wn,y[n + ‘7-| —v+ 1] - (712)

2

que sao os niveis de energia de uma particula neutra com um momento de dipolo
elétrico induzido em uma regiao com um campo magnético efetivo uniforme, onde existe

a influéncia do potencial de Kratzer e um potencial escalar confinante linear.

7.2 Sob efeito de rotacao

Nesta se¢ao, iniciaremos novamente pela equacao de Schrodinger independente do tempo

dada por
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1 ABy 0V 2\2 B2 U Qa)\B 2D Da?
b = - Lyry 4 2AB0OY N By by O 0BaABe by 2Day,  Daty
2m 2m Oy 8m Op 2 r r
br\, (7.13)

Considerando o Ansatz W(r, ¢, z) = ¢ T**G(r) na equagao (7.13), definindo um novo
parametro w através da relacao:

@’ = w? + 40w, (7.14)
onde w = % é a frequéncia do ciclotron como estabelecido na referéncia [1] e além da
mudanca de varavel dada por:

T =]—p, (7.15)

encontramos

1 2 i _
¢'+-G -G -’G+La - 626G+ 3G =0, (7.16)
X xXr A

onde 72 = [* + 2mDa?, i = A\"/"%, 0= (,,é% e X = —=[2me — k* + miw + 2mlQ).
2

O comportamento da fungao G(x) em z — oo e x — 0 permite-nos escrever esta

fungao em termos de uma funcao desconhecida H(x) como

_ 22

G(z) = e T~ Fal A (), (7.17)

e entdo, substituindo a equagao (7.17) na equagao (7.16), obtemos

2|T|+ 1
x

62 2ii — O(2|7| + 1)
2x

H' + _@_21.:|[_{/+{>—<+I_2’7-‘_2+ F[:O,(7.18)

que também se trata da equacdo biconfluente de Heun [1] e H(z) = Hp(2|7],0,x +
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%, —2[1;x) é a funcao biconfluente de Heun. Seguindo os passos da equacdo (7.6) até a
equagao (7.7), obtemos as relagoes:
2/
by =[O — b 7.19
(7.20)

. _ 02
2 —x — % +2+2|7| A
(i+2)GE+2+2|7])

O+ 1) — 2+ O2|7| + 1)b
i+1

(t+2)(i+2+2|7|)
Além disso, nesse caso, temos que a série biconfluente de Heun torna-se um polinémio

bivs =
(7.21)

de grau n, impondo que [1]
52
2|7| — 2 =2n; bpi1 =0,

- o
Xy
paran = 1,2,3,.... Entao, a partir da condi¢ao x + % —2|7| —2 = 2n, obtemos o seguinte

(7.22)

22
U L

espectro de energia
m(w? + 4Qw)

1
Enl = 5\/w2 + 4Quw[n + |7] + 1] 5
el =0,1,2,.... Portanto, a equagao (7.22) corresponde aos niveis de

energia do sistema num estado de referéncia nao-inercial. Em contraste com o andlogo

onde n =1,2,3,.

sao devidas aos efeitos de rotagao, a presenca do potencial de Kratzer e ao potencial
Além disso, os efeitos da rotagao dao origem
Note que tomando

!

dos niveis de Landau [I], as mudangas nos niveis de energia e na degenerecéncia deles
ao acoplamento entre o nimero quantico do momento angular e a velocidade angular,
)

escalar proporcional a distancia radial.
que é conhecido como o termo Page-Werner et al [114,
2 — 0, recuperamos os niveis de energia (7.10). Seguindo a mesma anélise da condigao
bny1 = 0 feita para obter a equagao (7.11), obtemos que os valores possiveis da frequéncia

do ciclotron associados ao estado de energia mais baixa (n = 1) sdo determinados por
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32nDa(4|7| + 3)
2|7 +1

30 64mD?a?
2/7|+1

(Wi +4Qwy) (Wi, + 4Qwyy) + (Wi, + 400w, )? —

32 (|7] + 1)
m

— 0. (7.23)

Assim, podemos ver que os valores possiveis da frequéncia do ciclotron sao determina-
dos pelos niimeros quanticos do sistema {n, [} e os parametros que caracterizam a rotagao,
o potencial de Kratzer e o potencial escalar proporcional a distancia radial. Novamente,

podemos rotular w = w,; e reescrever os niveis de energia (7.22) na forma:
2 2

1 1 % k
=W 4w, 1] = ~lw,, — ool (124
Ent = 51/ Wn + 4Qw [0+ |7| + 1] 5lwn (2, + A,) + . (7.24)

que ¢é a expressao geral do espectro de energia de uma particula neutra com um mo-

mento de dipolo elétrico induzido em um estado de referéncia nao-inercial sob a influéncia
de uma regiao com um campo magnético efetivo uniforme, o potencial de Kratzer e um

potencial escalar proporcional a distancia radial.

7.3 Discussoes dos resultados

Neste capitulo, investigamos os efeitos quaticos em uma particula neutra com momento
de dipolo elétrico induzido em referenciais em rotagao e sem rotacao quando esta particula
quantica estd sujeita a potenciais escalares. Consideramos também uma configuracao de
campo de campos elétricos e magnéticos cruzados que da origem a um campo magnético
efetivo uniforme perpendicular ao plano x —y e, entao, buscamos solucoes de estados liga-
dos para a equacao de Schrodinger. Em relacao ao primeiro caso investigado, considerou-se
um estado de referéncia na auséncia de rotacao, assim, obtivemos uma expressao geral
para os niveis de energia do sistema, no qual constatamos que a presenca do potencial de
Kratzer e o potencial escalar proporcional a distancia radial modifica os niveis de energia
e quebra a degenerecéncia dos niveis de Landau da referéncia [I]. No entanto, em busca
de solugoes polinomiais para a equacgao biconfluente de Heun, vimos que ha uma restricao
sobre os possiveis valores da frequéncia de ciclotron caracterizada pela dependéncia dessa

frequéncia com os nimeros quanticos {n,l} do sistema e os parametros associados ao
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potencial de Kratzer e o potencial escalar proporcional a distancia radial. Exemplifi-
cando isso, observamos que os valores possiveis da frequéncia de ciclotron associados ao
estado de energia mais baixa do sistema sao determinados por uma equacgao algébrica
de terceiro grau. Quanto ao segundo caso investigado, considera-se um referencial em
rotacao, obtendo-se assim uma expressao geral dos niveis de energia, onde se observa
que a alteragao dos niveis de energia e da degenerecéncia em contraste com os niveis de
Landau [1] sdo devidas aos efeitos da rotagio e a presenca de potenciais escalares. Além
disso, obtivemos uma contribui¢do para os niveis de energia na equacao (7.24), dado pelo
acoplamento do nimero quantico do momento angular e a velocidade angular, conhecido
como o termo Page-Werner et al [114, , |. Em particular, vimos que os valores
possiveis da frequéncia de ciclotron associados ao estado de energia mais baixa do sistema

diferem do caso em referencial inercial como podemos constatar na equagao (7.23).



Capitulo

Conclusoes e perspectivas

Ao longo deste trabalho sobre efeitos quanticos da interacao de um dipolo elétrico
induzido com campos externos, observou-se que é possivel obter solugoes da equacao de
Schrodinger para estados ligados. Para isso, analisamos o sistema andlogo a quantizacao
de Landau para uma particula neutra sujeito aos potenciais escalares: proporcional a
distancia radial e tipo coulomb. Além disso, esse sistema foi investigado do ponto de
vista de referenciais inerciais e nao inerciais.

No terceiro capitulo, observamos que a influéncia do potencial linear modifica os niveis
de energia do sistema e que o estado de menor enegia é determinado pelo numero quantico
n = 1, isso é observado quando se compara ao espectro de energia associado ao analogo a
quantizao de Landau para uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido
na presenca de campos externos. Além disso, foi observado que apenas valores especificos
da frequéncia angular sao permitidos. Nesse sentido, determinamos as energia e as fungoes
de onda radiais para o estado de menor energia.

No quarto capitulo, notamos o efeito quantico que mostra uma dependéncia da frequéncia
angular com os ndimeros quanticos {n,l}, isso é devido a influéncia do potencial tipo
coulomb sobre o sistema de landau para uma particula neutra, assegurando novamente
que a frequéncia angular sé pode ter valores especificos. Dessa forma, calculamos como
exemplos as frequéncias angulares, os niveis de energia e as fungoes de onda radiais asso-
ciados ao primeiro estado excitado do sitema n = 2.

Em seguida, analisamos o sistema andlogo a quantizacao de Landau sujeito a potenci-
ais confinantes e em rotagao com velocidade angular constante, isto é, em um referencial
nao inercial. Para isso, resolvemos a equacao de Schrodinger e consequentemente obtemos

solugoes analiticas para estados ligados. Dessa forma, verificamos que, além de modificar
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os niveis de energia, os efeitos de rotacao modificam a frequéncia de ciclotron do sistema.
Além disso, observamos que os valores da frequéncia angular dependem dos parametros
que caracterizam os potenciais escalares linear e Kratzer, da velocidade angular de rotacao
e dos ntimeros quanticos associados aos modos radiais e ao momento angular. Determi-
namos também uma contribuicao para os niveis de energia decorrente do acoplamento
entre a velocidade angular de rotacao e o momento angular, que é conhecida na literatura
como termo Page-Werner et al. Vale salientar que, se tomarmos o limite £2 — 0, os efeitos
de rotacao desaparecem, isto é, recuperamos os efeitos das interacoes dos potenciais linear
e Kratzer sobre o sistema andlogo ao de Landau.

No sétimo capitulo, investigamos em referenciais inercias e nao inerciais os efeitos
quanticos em um dipolo elétrico sujeito a potenciais escalares os quais atuam simultane-
amente. Na auséncia de rotagao, notamos a dependéncia dos niveis de energia com os
parametros que caracterizam os potenciais linear e Kratzer e dos ntimeros quanticos do
sistema. No referencial nao inercial, observamos que, quando comparamos com os niveis
de landau, ha uma ateracao dos niveis de energia e uma quebra da degenerecéncia que
surgem dos efeitos de rotacao e da presenca de potenciais escalares. Além disso, obtivemos
uma contribuicao para os niveis de energia dada pelo termo Page-Werner et al. Obser-
vamos também que os valores possiveis da frequéncia de ciclotron associados ao estado de
energia mais baixa do sistema diferem do caso em referencial inercial.

Vale a pena observar que ao longo dessa discussao consideramos as correcoes rela-
tivisticas dos campos até O(v?/c?). Em uma abordagem futura pretendemos analisar esse
sistema sob a influéncia das corregoes relativisticas que inclui termos de ordem O(v?/c?).
Neste caso, efeitos relativisticos podem dar origem a uma massa efetiva [53] que pode ser
interessante no estudo de sistemas com massa dependente da posigao [54, 50]. Desejamos

retomar a continuidade desse estudo num futuro préximo.



Apéndice A

Equacao Biconfluente de Heun

Na literatura matematica, a forma canonica da equagao biconfluente de Heun [90] é

usualmente expressa da seguinte maneira:

vy’ + (1 +a— Bz —22%)y ((7 —a—2)xr — %[5 + /(14 a)}) y = 0. (A.1)

Trata-se de uma equacao diferencial homogénea, linear e de segunda ordem definida
no plano complexo. No espago bidimensional de suas solugoes especificas, pode-se escolher
uma solucao que seja finita em = = 0. Entao a segunda solucao linearmente independente

a

comporta-se em x = 0 como x~%. A solucao finita em x = 0 é usualmente denotada

por N(«, 3,7, d;x) e denominada como equagao biconfluente de Heun. Sua forma usual

¢ expressa como [90]

fe'e) Am 05767775 Im
N(%ﬁ’%&l') = Zm:o#ﬁ,

onde

A = S(0+B0+a))

Apys = ((m+ 1)8 + %[6 + p(1 +a)]> Apsi—(m+1D)(m+1+a)(y—2—a—2m)A,.

A partir da equagao (3.15) e mediante as substituigoes a seguir
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-
— (A.4)

V2

a = 2lf;

po=
26 72

T oszo+Z’

by = 0,

com todos os parametros reais, restrigindo o dominio da equacao ao semi-eixo real e,
entdo, a equacao (A.1) se transforma na equagao (3.15).

No semi-eixo real, podemos definir

N six) =1 (2 -2 4 T o (A5)
) 777 ) - 7T705XB() 47 ) ) .

onde H (2|l|, T, ai%() + é, 0, 7“) ¢ a solucao formal para a equagao (3.15).
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