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Recentes avangos na manipulacao genética viabilizaram a obtengao de mosquitos
refratarios a doencas, de forma que o transgene que bloqueia o ciclo do protozoario
no mosquito se propague através dos seus descendentes. O estudo com os mosquitos
transgénicos ¢ uma alternativa promissora para a reducao da maléria, apesar disso,
disseminar genes que controlem uma populacao de mosquitos selvagens tem sido
um desafio até os dias de hoje. Experiéncias e avancgos tecnologicos com a enzima
CRISPR/Cas9 através da técnica de Reagdo em Cadeia Mutagénica (MCR) tem
trazido mudancas para este cenario. Nesse contexto, a busca por modelos mate-
maticos que descrevam a dinamica da interacao entre populacoes de mosquitos que
vivem em uma mesma area geografica tem sido viabilizada gerando simulacoes e
experimentos, verificando o comportamento das popula¢des de mosquitos selvagens
e transgénicos. Dessa forma, o objetivo deste trabalho é propor um modelo ma-
teméatico do tipo f-logistico para descrever a dindmica de interacao dos mosquitos,
com base nas diferencas entre a genética classica mendeliana e a técnica MCR, e
considerando populagoes humanas na modelagem. Busca-se assim, resultados mais
precisos da implementacao do gene mutante, visando a melhor metodologia para di-
minuir os indices de malaria com esta técnica. Neste modelo serd utilizado o método
Runge-Kutta de quarta ordem para a resolu¢ao numérica aproximada das equacoes

diferenciais utilizadas no modelo adotado. Os cendrios obtidos das simulagoes para
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diferentes valores de 6 e f ilustram a pertinéncia desse tipo de sistema para a mo-
delagem proposta, fornecendo diretrizes sobre as diferencas entre o modelo genético

mendeliano e a técnica MCR.
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Recent advances in genetic manipulation have made it possible to obtain
mosquitoes that are refractory to diseases, so that the transgene that blocks the cy-
cle of the protozoan in the mosquito propagates through its descendants. The study
of transgenic mosquitoes is a promising alternative for the reduction of malaria, yet
disseminating genes that control a wild mosquito population has been a challenge to
this day. Experiments and technological advances with the enzyme CRISPR / Cas9
through the Mutagenic Chain Reaction (MCR) technique have brought changes to
this scenario. In this context, the search for mathematical models that describe the
dynamics of the interaction between populations of mosquitoes living in the same
geographic area has been made possible by generating simulations and experiments,
verifying the behavior of populations of wild and transgenic mosquitoes. Thus, the
objective of this work is to propose a mathematical model of the 6 -logistic type to
describe the interaction dynamics of mosquitoes, based on the differences between
classic Mendelian genetics and the MCR technique, and considering human popu-
lations in the modeling. Thus, more precise results of the implementation of the
mutant gene are sought, aiming at the best methodology to reduce malaria indices
with this technique. In this model the fourth-order Runge-Kutta method will be
used for the approximate numerical resolution of the differential equations used in
the adopted model. The scenarios obtained from the simulations for different values

of # and f illustrate the pertinence of this type of system for the proposed modeling,

viil



providing guidelines on the differences between the Mendelian genetic model and the
MCR technique.
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Capitulo 1

Introducao

Os recentes avancos na manipulacao genética estao tornando viavel a obtencao
de mosquitos refratarios a doencas. A ideia é que estes mosquitos acasalem com os
mosquitos selvagens, propagando o transgene que bloqueia o ciclo do protozoario
no mosquito e fixando-o na populacao. O primeiro mosquito Anopheles refratario a
malaria foi desenvolvido em 2002 usando uma técnica desenvolvida por Catteruccia
et al. [3] e a partir dessa técnica dois tipos de modificagao genética foram testadas
para mosquitos Anopheles stephensi usando o promotor CP (carboxypeptidase),
um deles expresando um peptideo sintético SM1 (salivary gland and midgut binding
peptide 1) e o outro expressando a enzima PLA2 (phospholipase A2 ), presente em
veneno de abelhas. A modificagao genética com SM1 mostrou ser estavel e nao altera
o fitness do Anopheles stephensi [16], ou seja, ndo altera o seu comportamento em
relagao ao sucesso de acasalamento.

Mais recentemente, em 2015, Gantz e Bier [9] desenvolveram um método base-
ado no CRISPR/Cas9 auto-propagativo. Trata-se de uma tecnologia de edicao de
genoma, que converte mutacoes heterozigotas em homozigotas. Este mecanismo de
acionamento artificial, chamado de reacao em cadeia mutagénica (MCR), foi testado
para Drosophila melanogaster com 97% de eficiéncia [9].

Entretanto, nao basta apenas liberar mosquitos transgénicos na natureza obje-
tivando reduzir ou eliminar enfermidades, sem saber como serd a interacao desses
individuos com os selvagens, ou qual a quantidade ideal de soltura, como serd a
dispersao e aumento populacional, entre muitos outros aspectos. Nesse contexto,
modelos matemaético-computacionais foram sendo desenvolvidos a fim de estudar
0s parametros inerentes ao contato entre essas populacoes de mosquitos, de modo
a fornecer as melhores agoes no tocante a liberacao de transgénicos sem que isso
acarrete danos a natureza ou aos seres vivos presentes nas proximidades.

Modelos matematicos que descrevem a interacao entre populacoes de mosquitos
selvagens e transgénicos tém aparecido com mais frequéncia na literatura, desde mo-

delos mais simples como proposto por Li em 2004 [12], até versdes mais complexas,



como proposto por Wyse et al. [24], no qual o modelo preserva as caracteristicas bi-
ologicas da espécie e considera a zigosidade da populagao transgénica (homozigotos
e heterozigotos).

O modelo matematico apresentado neste trabalho baseia-se em estratégias des-
tinadas aos mosquitos geneticamente modificados que sao projetados para ter uma
capacidade de transmissao reduzida de um determinado patogeno, férteis e capazes
de propagar e perpetuar sua caracteristica hereditaria na populagao de mosquitos
selvagens.

Em 2015, Unckless et al. [2I] adotaram o modelo Wright-Fisher com acasala-
mento aleatério supondo uma populacao de tamanho infinito, para determinar a
existéncia e a estabilidade do equilibrio interno quando h4 um custo de adaptacao
para o alelo MCR [9], resultando em condi¢oes para a fixagdo e invasao de genes
com sucesso. Em 2018, Noble et al. [I§] propuseram um modelo baseado em Moran
para avaliar a eficiéncia de disseminacao da auto-propagacao de populagoes trans-
génicas finitas considerando os alelos resistentes, sugerindo seu uso para suprimir
populacoes selvagens de mosquitos transmissores da malaria.

Estudos como esses permitem a realizagao de programas sustentaveis de controle
genético, auxiliando as agéncias de satude ptblica na tomada de decisoes, indicando
a quantidade de transgénicos necessarios, qual composicao genética ¢ mais apropri-
ada, o momento ideal e local para liberacao, além das implicagoes de custo. Estudos
mostraram uma reducao na capacidade reprodutiva e de sobrevivéncia da versao
transgénica do mosquito A. stephensi em relacao ao selvagem quando foram utiliza-
das linhagens transgénicas homorzigotas [4] e nenhum efeito significativo quando as
linhas heterozigotas foram utilizadas. Um dos fatores conhecidos que pode resultar
nessa reducao de aptidao fisica ¢ a depressao por endogamia associada & criacao
de mosquitos transgénicos homozigotos, que tendem a acasalar-se apenas entre si,
nao interagindo corretamente com os mosquitos selvagens, levando ao isolamento e
consequente reducao do ntimero de individuos transgénicos.

Neste trabalho, propomos um modelo matematico que descreve a dinamica de
interacao por meio do acasalamento entre mosquitos transgénicos e selvagens, com
a disseminacao do transgene que determina a interrupcao de um processo epidemi-
ologico. Para isso foi considerado a genética classica mendeliana e a técnica MCR.
Nesse modelo, os mosquitos transgénicos sao diferenciados de acordo com sua zigozi-
dade, sendo heterozigotos ou homozigotos. A interagao entre mosquitos descreve um
efeito de dependéncia de densidade para taxas vitais e impoe uma limitacao popula-
cional que ocorre de acordo com a capacidade suporte. Além disso, a formulagao do
modelo se da sobre populacoes em niimeros absolutos, preservando parametros que
podem descrever futuramente efeitos regionais como sazonalidade, estocasticidade,

entre outros. Adicionalmente, foi proposto um modelo que contempla a interacao en-



tre mosquitos selvagens e transgénicos com popula¢oes humanas, abrangendo dessa
forma, o ciclo completo de infeccao mosquito-humano-mosquito.

Neste sentido, o objetivo desta dissertagao é propor uma versao mais abrangente
do modelo apresentado por Wyse [24] para analisar os resultados e experimentos
obtidos através de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias.

A solugao numérica obtida, a partir de diferentes condicoes iniciais, mostra alguns
dos possiveis cenarios a serem discutidos para investigar a disseminacao de mosquitos
transgénicos, em uma populagao selvagem, bem como sua influéncia na reducao da
incidéncia de malaria.

Para isso, serao apresentados no Capitulo 2 os modelos classicos da dinamica de
populacoes relacionadas a proposta deste trabalho. No Capitulo 3 serd abordada a
formulacao do modelo matematico descrito por um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias nao-lineares que descreve a relagao entre populagoes selvagens e trans-
génicas ao longo do tempo e serao investigadas a existéncia de solugoes positivas
e resultados de estabilidade no modelo adotado para atestar a funcionalidade das
equacoes que definem o modelo que estuda a dinamica das populacoes de mosquitos.
No Capitulo 4 serao mostrados os simulacoes numéricas da dinadmica de mosquitos
com a aplicacao do modelo com base na genética mendeliana e no MCR. No Capitulo
5 serd abordado a dinamica de interagao entre populagoes humanas com mosquitos
selvagens e transgénicos. O Capitulo 6 refere-se as simulacoes inerentes a interacao
entre populacoes humanas e de mosquitos. Finalmente, no Capitulo 7 sera reali-
zada uma breve discussao sobre os resultados e conclusoes obtidas dos capitulos

anteriores.



Capitulo 2

Equacoes Classicas

2.1 Modelos Classicos da Dinamica Populacional

A dindmica populacional consiste em analisar o crescimento das populacoes ao
longo do tempo, destacando diversos fatores que contribuem ou nao para o desenvol-
vimento das espécies de acordo com o nivel de complexidade desejado para descrever
a maneira confidvel a evolucao de determinada populacao. Assunto tratado na area
de ciéncias humanas, em meados do século XVIII, Thomas Malthus, estatistico, de-
senvolveu uma teoria chamada de “Malthusianismo” que relacionava o aumento da
quantidade de pessoas na populacao com o aumento na quantidade de alimentos
fornecida, chegando a conclusao que, em um determinado tempo, existiriam mais
pessoas e pouca ou nenhuma oferta de alimentos. Nesse contexto, a populacao cresce
numa progressao geométrica e o aumento da quantidade de alimentos em progressao
aritmética, o qual nos leva a acreditar em um futuro de fome e guerra. O estudo
da modelagem matematica aplicada a dinamica populacional ganhou destaque, sur-
gindo novos modelos mateméaticos mais condizentes com a realidade da dinamica
populacional, como o modelo de Verhulst, também conhecido como modelo logistico

e sua forma mais geral, o modelo #-logistico.

2.1.1 Modelos de Malthus e Verhulst

O modelo mais simples para a anélise do crescimento de populagoes de orga-
nismos ¢ o modelo proposto por Thomas Malthus, em 1798, [14]. Esse modelo
pressupoe que a variagao relativa da populacao é constante. Dessa forma, a popula-
¢ao varia proporcionalmente a propria populagao em cada instante de tempo, sendo

descrita pelo modelo continuo de Malthus:

E = T‘lN(t), (21)



onde, N(t) representa a populagdo de mosquitos no instante ¢ e r; é a taxa de
crescimento relativa, constante, definida como a diferenca entre a taxa de natalidade
e a taxa de mortalidade. Considerando a condicdo inicial N(0) = Ny, que é a
populacao inicial de mosquitos, temos um Problema de Valor Inicial (PVI) cuja

solucao é:

N(t) = Noe™* (2.2)

Analisando de maneira geral, temos uma solugao no tempo continuo para r; > 0,

r1 = 0 e r; <0 para o modelo de Malthus de acordo com a figura abaixo.

1600 . : : .
— r1=0
1400 — r1=0 i
— r1<0

1200 -

1000 -

800 - -
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600 - -
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Figura 2.1: Populacao em funcao do tempo para diferentes taxas de crescimento

relativo

Perceba que denotando N(t) o nimero de pessoas em uma determinada area
geografica, num instante de tempo ¢ podemos escrever o modelo de Malthus num
tempo discreto, verificando que o crescimento populacional de Malthus pode ser

dado por:

N(t+1) = r,N(t) (2.3)



onde a constante ro > 0 é a taxa de crescimento populacional. Colocando como
condigao inicial N(0) = Ny, obtemos a solugdo da forma discreta do modelo de
Malthus dada por:

N(t) =t N, (2.4)

Nota-se a relagao entre as constantes r; e ro no caso continuo e discreto nas
equacoes e onde | = In(ry).

Este modelo de crescimento exponencial nao poderia se concretizar de forma
perpétua para populacoes, devido & escassez de recursos e de super lotagao, dessa
forma, para abarcar essas limitacoes a taxa de crescimento relativo deve diminuir
quando N se torna suficientemente grande. Isso significa que essa taxa depende de
N.

Logo, ¥ =

, & =7r(N)N, assim 7(N) ¢ um polindmio e ocorrem as seguintes situagoes:
e Se o grau é 0 temos o modelo proposto por Malthus;
e Se o grau é 1 temos o modelo proposto por Verhulst;

e Se o grau é maior que 1 ou entre 0 e 1 temos o modelo 6 - logistico.

O modelo de Verhulst estabelece que a populacao iré se estabilizar ao atingir um
patamar maximo chamado capacidade suporte (K'), que é a capacidade méaxima de
individuos que o ambiente é capaz de suportar, geralmente representada por uma
funcao que guarda uma dependéncia intrinseca com caracteristicas especificas do
meio a que ela estd submetida e r é a taxa intrinseca de crescimento. Por exem-
plo, dependéncia do espago que a populacao demanda, disponibilidade de recursos
alimentares, oportunidade de acasalamento e outros. O termo —rN?/K na equa-
cao indica uma competicao intraespecifica ocorrendo em virtude dos limitados
recursos necessarios a sobrevivéncia da espécie.

Para populagoes maiores do que uma certa capacidade suporte K, a taxa de
crescimento per capita torna-se negativa isto ¢ a taxa de mortalidade ¢ superior a
de nascimento. Para o caso particular em que r(NN) é linear temos a equacao ([2.5))

conhecida como equacao de Verhulst:

Cii—]:f = rN (1 - %) (2.5)

Foi definida por Pierre Verhulst em 1834 para estudos demograficos das popu-
lagoes da Francga e Bélgica, e redescoberto por Raymond Pearl e Lowell Reed para
o estudo da populacao dos Estados Unidos, constitui um dos modelos mais impor-

tantes para descrever o crescimento populacional de varias espécies. A partir de



entao esse modelo, conhecido como equagao logistica, ganhou maior destaque sendo
citado, em muitos textos, como modelo de Verhulst Pearl.
A solucao particular para o modelo continuo pode ser facilmente obtida pelo

método de separacao de variaveis, resultando em:

NoK
(K — Ng)e_”t + NO

N(t) = (2.6)

onde Ny = N(0).
Para o modelo de Verhulst apresentamos abaixo uma solucao grafica para dife-

rentes condicoes iniciais com r > 0 (vide Figura 2.2)
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Figura 2.2: Solucao do Modelo de Verhulst Continuo

Fazendo uma anélise do comportamento qualitativo do modelo de Verhulst veri-

ficamos que:

e Se Ny < K entao Ny < N(t) < K, logo N(t) cresce tendendo para K e

dN
— > 0;
dt ’
e Se Ny > K entdao N(t) tende a K, decrescendo e conforme (2.5) teremos
dN
— < 0.
dt



O modelo de Verhulst, assim como outros modelos, pode ser adaptado para des-
crever de maneira simplificada efeitos provocados por agentes externos (predadores,
por exemplo) sem que, necessariamente, tenhamos que acrescentar equagoes para
descrevé-los. Para isso ¢ necessario que se tenha conhecimento das perdas quanti-
tativas que estes efeitos causam na populacao. Nesse caso, obtemos o modelo com
captura

% N (1 - %) — ), (2.7)

onde f(NN) descreve a acao dos agentes externos na redugio da populagao N(t). Um
exemplo é o modelo proposto por Ludwig (1978), para a dinamica populacional de

um tipo de lagartas levando em conta a predagao por passaros como cita [17].

dN ( N) BN? (2.8)

Ay v (TN I
a K) A2t B2

onde A é uma populacao de transicao ou ativacao e B é a taxa de predacao maxima.

Outro exemplo interessante é o modelo de pesca, [19], dada pela equagao:

Cil—];]:r]\f (1—%)—1{ (2.9)

Na auséncia de pesca, supoe-se que a populacao cresca logisticamente. Os efeitos

da pesca sao modelados pelo termo —H, que diz que os peixes sao capturados ou

"colhidos"a uma taxa constante H > 0 independente do tamanho de N. Isto supoe

que os pescadores nao estao preocupados em deixar de pescar quando a quantidade

de peixes disponivel é pequena. Simplesmente pegam o mesmo nimero de peixes
todos os dias.

No caso de captura dependente da densidade temos a equacao de Verhulst-Pearl

com captura é dada por:
dN N
— =rN|1—|—= )| — &N 2.10
i -(x)] - e
Note que, na equagao (2.10) temos um fator de densidade d, /N que representa

a mortalidade produzida por agentes externos. Em termos de aplicacao a pesca, o

modelo (2.10]) descreve uma captura de peixes proporcional a densidade disponivel.

2.2 Modelo #-Logistico

K
O modelo de Verhulst possui ponto de inflexao constante, em N = 5 Visando
outro ponto de inflexdo, surge o modelo de Ayala [II], também conhecida como

modelo 6-logistico, no qual afirma que a taxa de crescimento per capita diminui



de forma polinomial & medida que o tamanho da populagao aumenta, isto significa
que a taxa de crescimento nao estd linearmente vinculada a densidade populacional.

Dessa forma surge o modelo 6-logistico que é dado por

%V =rN (1 - {%F) : (2.11)

Este modelo pode ser analisado de diversas maneiras, porém percebemos que ao
introduzir o parametro § € R na equacao removemos a suposicao de lineari-
dade, notando que se o valor de 6 for 1 recaimos na equacao de Verhulst. Resultados
experimentais revelam que o modelo #-logistico pode analisar com mais precisao a
dindmica das populacoes de Drosophila melanogaster [11]. O modelo #-logistico
fornece uma descri¢ao consistentemente melhor do crescimento populacional desses
insetos quando comparado ao modelo logistico.

Resultados apresentados em [11] indicam que com o modelo #-logistico ¢ mais fa-
voravel a competicao intraespecifica, no qual pode-se obter uma melhor modelagem,
uma vez que o parametro (#) controla o grau de nao-linearidade na regulagao intra-
especifica do crescimento. Este modelo representa uma extensao similar do modelo
logistico de crescimento populacional.

Para crescimento logistico, a taxa de variagdao populacional é funcao quadratica

do quantitativo populacional e possui raizes em 0 e K, com eixo de simetria em

N = 5 A adicao do parametro € no modelo (2.11)) elimina a simetria, ou seja, a

taxa maxima de crescimento pode ser obtida para valores de N maiores ou menores

K
ue —.
que 5

Um dos objetivo deste trabalho é analisar se a equacao #-logistico é mais efi-
ciente para modelar a técnica MCR, pois supde-se que nesse regime 0os mosquitos
transgénicos aparecam com mais rapidez em populagoes de mosquitos do que se con-
siderarmos apenas a genética mendeliana seguindo o modelo logistico de Verhulst.

Dessa forma um dos objetivo deste trabalho é analisar se a equacao 6-logistico é
mais eficiente para modelar tanto a técnica MCR bem como a genética mendeliana,

em comparacao ao modelo logistico de Verhulst.

2.2.1 Solucao Geral do Modelo #-Logistico

Considere o modelo 6-logistico, apresentado pela equacao diferencial (2.11)). Para
0 # 0, pode-se encontrar a solucao analitica por meio do método de separacao de

variaveis:



fazendo a integracao em ambos os lados, obtemos:

N KON t
ORI / rdt
0

Ny N(K? — N?
=1
N7, NO _ K0 NG K?
[ T ———
No N N — K9 ) N(K?— NY)
0
Utilizando a técnica da substituicao, fazendo u = NI 70 e diferenciando em

relacao a N, obtemos:

ﬂ B 9(N0—1K9)

dN —  (N? - K92
Logo,

/N N?— K7\ (NK%) /u L(=dw) 1, N?
v U N0 ek T T e T |\ NP - K9

N\ [/ N¢ — K |V (N - K o
JR— _— =T —_— e e—— =€ .
N¢ ) \ No = K@ NE \ N¢ — K°

Com a analise da expressao modular e manipulacoes algébricas, obtemos a solu-

N

=rt

No

1
—In

0

cao geral do modelo de f-logistico na equacao (2.12)). Note que, para 8 = 1, temos
a solugao do modelo logistico de Verhuslt.

N(t) = okt V0 € R* (2.12)

{Ng + (KG _ Ng)e—Ort}%

Consideremos agora a dinamica de uma populacao total dada pela equacao 6

dd_];[ =rN [1 - (%)9] — 8N, (2.13)

onde r = €— 0, , € constitui a taxa de natalidade e §; é a taxa de mortalidade devido

-logistica com captura

a causas naturais. Para garantir a estabilizacao da populacao abaixo da capacidade

suporte K, consideremos um efeito de captura representado pela taxa de mortalidade
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92, que descreve efeitos provocados por agentes externos (predadores, por exemplo),
na reducdo da populagdo. Definindo R = € — (6; + d2), como o saldo entre a taxa de
natalidade e a taxa total de mortalidade, podemos encontrar a solucao geral para

esse modelo:

] A )

Comparando a tltima equagao acima com a equacao diferencial que define o

N

—RN|1- :
()" K

modelo #-logistico sem captura, obtemos a solugao geral do modelo #-logistico com

captura:

NoK
N(t) = 0 V0 € R*. (2.14)

0 0 0
0 _ % —0Rt %

Analisando a condicao em que a taxa de variacao da equacdo 6 - logistica com

captura é nula, percebemos que esse modelo possui um novo ponto de equilibrio N*,

obtido tomando i 0. Vejamos:

dN . N*\’ . . N\’

que nos conduz & expressao:

v (B e

,

Note que R < r, pois R = r — 0y, entretanto N* serd maior ou menor que K de
acordo com o valor de 6. Se 6 > 1, entao a populacao se estabilizara assintoticamente
em N = N* > K. Para 0 < 6 < 1 a populacdao também terd uma estabilizagao

assintotica em N = N* > K, porém o tempo para o equilibrio é mais elevado.
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Capitulo 3
Formulacao do Modelo

Neste capitulo apresentaremos um modelo matematico representado por um sis-
tema de equacoes diferenciais ordinarias que descreve a interacao entre os mosquitos
selvagens e transgénicos.

Para isso teremos como embasamento os modelos classicos descritos no capitulo
anterior. Vamos estudar a dinamica populacional resultante da introducao de mos-
quitos modificados geneticamente em um ambiente ocupado por uma populacao de
mosquitos selvagens. O modelo matematico proposto tem por objetivo auxiliar na
elaboragao de estratégias para que o gene do mosquito transgénicos se espalhe e
perpetue sua heranca, com a propagacao do transgene que determina a interrup-
cao de um processo epidemiologico, afetando assim as caracteristicas dos mosquitos
selvagens. Para este trabalho foi considerado o mosquito transgénico, do género
Anopheles stephensi, pois as técnicas de manipulacao genética ja foram testadas
para este mosquito, que é um vetor causador da malaria, doenca grave no qual afeta
grandes populacoes todos os anos, principalmente nos paises subdesenvolvidos. O
uso de mosquitos geneticamente modificados pode ser uma alternativa promissora
para a reducao dos casos de malaria.

Consideremos a dinamica da populacao total de mosquitos dada pela equacgao 6

Cil_];[ — N [1 _ (%)6] — 5N (3.1)

Onde r é a taxa de crescimento relativa, K é a capacidade suporte e # é uma cons-

-logistica com captura,

tante. Vamos particionar a populacao total de mosquitos N em trés subpopulagoes,
onde uy representa os mosquitos selvagens, us 0os mosquitos transgénicos heterozigo-

tos e ug os mosquitos transgénicos homozigotos. Fazendo N = Yu; = uq + us + u3

na equacao (3.1) temos

12



ou equivalente

dN N@—H
o TN T g

.
K

.
K

—(52N:(e—51)N—< )NGH—(SQN:EN—( >N9+1—(51+(52)N

que conduz & expressao,

N O S O A N Ay ! - |
N_<N G )N o (Eui fo (2 )(Euz) 0 (Xu;).

Assim, obtemos a seguinte equacao diferencial ordinaria nao-linear

N

tal que

% + % + % = <E€u - %(zuy—l) SSdgug — 6(Sw)  (3.2)
onde § = 0; + d2 é a taxa de mortalidade total e ¥3d;uu; = ui + uj + uj +
2(urug + ugus + ugus). Sendo d;; coeficientes reais que representarao a incorporacao
da influéncia das frequéncias alélicas.

As linhagens obtidas dos cruzamentos se baseiam na genética Mendeliana. De-
notando o alelo transgénico por A e o selvagem por a, temos os seguintes possiveis
genotipos: AA, Aa,aA,aa. O gendtipo AA representa os mosquitos transgénicos
homozigotos, Aa ou aA os mosquitos transgénicos heterozigotos e aa os mosquitos
selvagens. Representando a frequéncia do alelo transgénico por g e do selvagem por
p, temos p + g = 1. Para que um individuo tenha geno6tipo AA ele dever herdar
um alelo A do pai e um alelo A da mae, resultando na frequéncia ¢>. Da mesma
maneira para que o individuo tenha genétipo aa, ele recebe um alelo a do pai e um
alelo a da mae resultando na frequéncia p?. Para que tenha genotipo Aa é preciso
ele herdar um alelo A do pai e um alelo a da mae resultando na frequéncia pq e,
finalmente, para que o individuo seja aA ¢é preciso ele herdar um alelo a do pai e um
alelo A da mae, resultando na frequéncia pyq.

Para um melhor entendimento a frequéncia genotipica com as combinagoes es-

peradas do acasalamento entre os mosquitos estao dispostas na Tabela 3.1
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Tabela 3.1: Frequéncias de descendéncia genotipica obtidas de combinacoes espera-
das de acasalamento entre mosquitos selvagens e transgénicos heterozigotos e trans-

génicos homozigotos

Geno. / Cruz. | U1 XUy | U1 XUz | U1 X U3 | Us X Uy | Uy X U3 | U3 X U3
(a, CL) a1 ai2 ai3 22 23 ass
(A, CL) b1 bio bi3 b2 b3 b33
(A, A) C11 C12 Ci3 C22 C23 C33

As letras a, b e ¢ se referem respectivamente a frequéncia genotipica dos mos-
quitos selvagens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos, onde os
indices 1,2 e 3 se referem-se aos cruzamentos entre os mosquitos. Por exemplo, em
se tratando de genética mendeliana, o cruzamento de mosquito selvagem wu; com
mosquito selvagem wu; gera uma frequéncia genotipica de 100% de mosquitos selva-
gens aj1, 0 cruzamento de mosquitos transgénicos heterozigotos uy, com os mosquitos
transgénicos homozigotos us geram uma frequéncia genotipica de 50% de mosquitos
transgénicos homozigotos co3 e 50% de mosquitos transgénicos heterozigotos bas.

As frequéncias genotipicas sao dadas pelos coeficientes a;;, b;j, ¢;; para a popula-
¢ao de mosquitos uy, us, uz respectivamente. Esses coeficientes tém que satisfazer a
seguinte regra: a soma dos coeficientes de cada coluna da tabela acima tem que ser
igual a um, ou seja:

aij + bij + Cij =1 (33)

para os acasalamentos entre u; X u;,¢,7 = 1,2, 3.

Levando em conta os cruzamentos da Tabela 3.1 e a equagao , bem como a
relacao , podemos escrever sem perda de generalidade que, considerando a gené-
tica que rege as trés populacoes de mosquitos, a equacao pode ser decomposta

no seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares:
(

du1 €
dus €

d
U3 = (i — %(Eui)e_l) ZZC,-juiuj — 5U3

r

(Eui)91> EZaijuiuj — 0y

r

(Zui)(’_l) ZEquluj — (5162 (34)

dt

\
Este modelo matematico descreve a dinamica de interacao entre os mosquitos
selvagens e transgénicos e pode ser analisado tanto utilizando a genética classica

mendeliana quanto a técnica MCR.
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3.1 Genética Classica Mendeliana

Johann Gregor Mendel, nascido em 1822, chamado de o pai da genética, cientista,
monge e professor de botanica, fisica e ciéncias da natureza no Mosteiro Agustiniano
em Brunn, considerado lugar de centro cultural e intelectual, revolucionou a ciéncia,
pois seus estudos sobre genética, o levaram a concluir duas leis importantes: lei da
segregacao e lei da segregacao independente. Levam seu nome até hoje, conhecidas
como "Leis de Mendel". [2].

A Lei de Segregacao diz que quando um organismo produz gametas, cada gameta
recebe apenas uma copia de cada gene, que é selecionado aleatoriamente e a segunda
lei afirma que caracteristicas diferentes eram herdadas independentemente umas
das outras [2]. Seus experimentos foram realizados inicialmente em ratos, mas ao
decorrer do tempo iniciou seus trabalhos em plantas (ervilhas), pois verificou que
seu ciclo era de curto desenvolvimento, e demonstrava facilidade nos cruzamentos,
permitindo a andlise dos avangos ao longo das geragoes, [2].

Tracos hereditarios sao determinados por fatores hereditarios, denominados de
genes. Os genes sempre vém aos pares, isto ¢, eles estao presentes em duas copias em
um organismo. Os genes possuem diferentes versoes chamados de alelos. Quando o
organismo tem dois alelos diferentes de um gene, um alelo serd dominante, inibindo
a presenca do outro, chamado de recessivo. Os geno6tipos sao os grupos de alelos
ou combinacoes de alelos e o fen6tipo sao as caracteristicas observaveis. Os tragos
que sao passados para a proxima geracao através da heranca genética constituem
o gendtipo de um organismo, enquanto que seu fendtipo depende do genotipo, do
meio e influéncias externas [13].

O Quadro de Punnett, é uma ferramenta utilizada para definir genétipos da
prole a partir de cruzamentos genéticos. Quando ha duas copias de alelos iguais nas
células, gera um organismo homozigoto e quando o mesmo gene é representado por
alelos diferentes o organismo é heterozigoto [13].

No contexto deste trabalho, a geracao dos mosquitos, com base na genética
classica mendeliana, obedece a lei de Hardy-Weinberg, que diz: "Quando nao hé
nenhum fator evolutivo atuando em uma populacao, a frequéncia dos alelos e dos
gendtipos permanece constante”. [I3].

Para que uma populagao obedeca a lei de equilibrio de Hardy-Weinberg, ela deve
satisfazer os seguintes requisitos:

1) A populacio é infinita,
2) Existe o mesmo nimero de individuos do sexo masculino e feminino;
3) Os casais devem ser igualmente férteis;
)
)

4

5) Os cruzamentos ocorrem aleatoriamente;

Os genes da populagao nao sofrem mutacao;
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6) Todos os individuos devem ter a mesma faixa etaria durante o cruzamento.
Com base no que foi definido na formulacao do modelo e na genética mendeli-
ana, podemos encontrar a frequéncia genotipica dos cruzamentos entre os mosquitos

selvagens e transgénicos como mostrado na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Frequéncias de descendéncia genotipica obtidas de todas as combinacoes
esperadas de acasalamento entre mosquitos selvagens e os transgénicos heterozigotos

e homorzigotos de acordo com a genética classica mendeliana

Geno. / cruz. | up X uy | up X U | up X us | ug X ug | ug X uz | uz X ug
(a,a) 1,0 0,5 0 0,25 0 0
(A, a) 0 0,5 1,0 0,5 0,5 0
(4, A) 0 0 0 0,25 0,5 1,0

De acordo com a tabela acima, temos que o cruzamento entre mosquitos selvagens
uy X up gera uma propor¢ao a;; = 1 = 100% de mosquitos selvagens. O cruzamento
entre mosquitos selvagens com mosquitos transgénicos heterozigotos u; X uy gera uma
proporgao de a;o = 0,5 de mosquitos selvagens e bjo = 0, 5 de mosquitos transgénicos
heterozigotos. O cruzamento entre mosquitos selvagens com mosquitos transgénicos
homozigotos u; X uz gera uma proporcao de b3 = 1 de mosquitos transgénicos
heterozigotos. O cruzamento entre mosquitos transgénicos heterozigotos us X us
gera uma, proporc¢ao de ass = 0,25 de mosquitos selvagens, bes = 0,5 de transgénicos
heterozigotos e co2 = 0,25 de mosquitos transgénicos homozigotos. O cruzamento
entre mosquitos transgénicos heterozigotos com mosquitos transgénicos homozigotos
Uy X uz gera uma proporcao de bog = 0,5 de transgénicos heterozigotos e co3 = 0,5
de mosquitos transgénicos homozigotos. O cruzamento entre mosquitos transgénicos
homozigotos u3 X uz gera uma proporcao de c33 = 1 de mosquitos transgénicos
homozigotos. O valor 0 ocorre porque nenhuma variedade de mosquito pode ser
obtida pelos cruzamentos na Tabela 3.2.

A partir da Tabela 3.2 e dos estudos de Lima [5], podemos redefinir o sistema

(3.4) segundo a genética classica mendeliana.

duy  duy d )
T = (S ) 0 a2 2,
€ T _
+2ugug) — 0Xu; = <Eu- - ﬁ(zuz’)e 1) (anui + (ag + b + caa)uij

+e33ul + 2(arg + big)usug + 2by3uguz + 2(bag + co3)ugus)

—0%(ug + ug + us). (3.5)
Manipulando a equagdo (3.5) obtemos:
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du1 dUQ dU3
o T a T a

€ T _
(m - ﬁ(zui>0 1) (a11uf + 2a19u1us + asu3) — ouy +

+ (ELUZ B %(Zui)e_l) (2b12uuiy + baguij + 2basuizus + 2bigurus) — Guz +

r _
+ ( Z — 7 ()’ 1) (ca3u3 + 2ca3ugun + cogu3) — Sus. (3.6)

Separando a equacao (3.6) de acordo com a dinamica e genética que rege as trés

populacoes de mosquitos, chegamos ao seguinte sistema:

( du € r
d_tl — (Eu- — W(Zui)e_l) (an1uf + 2a19u1ug + agu3) — duy
du € r
d_; N (Eu - ﬁ(zui)a_l) (2b19uuy + baoud + 2bazusug + 2b13usus) — dug
du € T
e (g - ﬁ@“”“) (Comid ¥ etttz + C25) = Oty

(3.7)
Perceba que o sistema (3.7)) obtido esta de acordo com o que foi definido em (3.4])
e portanto, o modelo que rege a dinamica da interacao entre mosquitos transgénicos

e selvagens ¢ descrito por trés equacoes.

3.2 Modelo de Reacao em Cadeia Mutagénica:
MCR

Uma grande inovagao tecnoldgica tem levado cientistas de grandes universidades
a se aprofundarem em técnicas que solucionariam o controle de insetos causadores
de doencas como a maléria. De acordo com a Organizacao Mundial de Satide, essa
doenca causou em 2016 mais de 445 mil mortes em um levantamento realizado em
91 paises pesquisados [23].

Neste contexto, uma técnica chamada de reagdo em cadeia mutagénica (MCR)
tém trazido expectativas positivas quanto a diminuicao ou até eliminacao de doen-
cas causados por vetores. Esse procedimento genético viabiliza o aparecimento de
uma copia do gene mutante de interesse, ou seja, é possivel que ocorra uma edicao
de genoma do vetor. Este método foi desenvolvido através do sistema de edi¢ao de
genoma CRISPR/Cas9 com o objetivo de gerar mutacoes homozigotas, assim genes

antes recessivos em heterozigose passam a ser expressos em homozigose. Diversos
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testes foram feitos e apresentados em [9] que o método MCR aplicado em Drosophila
melagonaster foi eficiente, pois as mutacoes se espalham pelo cromossomo de origem
para o cromossomo homologo, transformando mutacoes heterozigotas em homozi-
gotas. De acordo com Gantz e Bier [9] este processo tem uma eficicia de 97% para
a D. melagonaster. Alguns passos sao necessarios para ocorrer a mutagénese, nos
quais sao: atuacao do CRISPR/Cas9, uma guia de RNA (gRNA).

A edicao de genoma é um tipo de engenharia genética no qual o DNA pode
ser, substituido, sendo removido de um genoma utilizando enzimas modificadas.
Este processo ocorre através do CRISPR que significa "repeticoes palindromicas
curtas agrupadas e regularmente interespacadas"com atuacao da enzima Cas9 [10].
O Cas9 cliva ou "corta"o alvo genémico no local determinado pelo gRNA (4cido
ribonucleico) que direciona a nuclease até a localizagao gendmica alvo dentro de sua
sequéncia de RNA abrindo espago para insercio, se for o caso, do Cas9/gRNA via
homologia (HDR) que é um Reparo Dirigido por Homologia que analisa o funciona-
mento nas células e repara lesdes na fitas dupla de DNA (4cido desoxirribonucleico)
que é um composto organico cujas moléculas contém instrucoes genéticas que coor-
denam o desenvolvimento de todos os seres vivos. O Cas9 e o gRNA produzido a
partir do alelo de insercao devem entao clivar o alelo oposto. Todo este processo é

denominado de reacao em cadeia mutagénica.

3.2.1 Tecnologia MCR para o Anopheles stephensi

Esta tecnologia é recente e tem diversos meios em que pode ser utilizada e apli-
cada. Neste trabalho, iremos aplicar a técnica MCR para mosquitos Anopheles
stephensi com o intuito de obtermos resultados mais eficazes e precisos no combate
a erradicacao da maléaria, no qual o mosquito transgénico, quando for liberado na
ambiente, atue para reduzir ou eliminar um processo epidemiolégico. No entanto,
podemos aplici-la para diversos sistemas de modelo como: aceleracao genética, ma-
nipulagoes e engenharia de genoma, sistema de acionamento de genes para a entrada
de transgenes em vetores de doenca. Este método também pode trazer consequén-
cias ruins, pois é um método invasivo no qual se ocorrer falhas em seus processos
podem liberar organismos MCR no ambiente ou genes mutantes. De acordo com
[9] as medidas de biosseguranca e politicas institucionais sao tomadas para que este
procedimento seja positivo, fazendo com que o risco com esta pesquisa seja cada vez
menor.

O vetor da malaria Anopheles stephensi adaptado ao MCR, produz com uma
eficiencia de 97% os mosquitos mutantes ao fazer o cruzamento entre fémeas sel-
vagens e machos transgénicos, no entanto se fizermos o acasalamento entre fémeas

transgénicas e machos selvagens essa eficiéncia decresce, resultando em frequéncias
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quase mendelianas do transgene [10]. Assim, o sistema de acionamento funciona
em linhagens germinativas masculinas e femininas de mosquitos derivados de ma-
chos transgénicos. Baseado nisso, podemos sustentar a hipotese de controle e até
eliminacao do vetor da maléria.

O ideal é que esses mosquitos transgénicos sejam soltos no ambiente em uma
quantidade significativa, ou seja, superior a quantidade de mosquitos selvagens pre-
sente no ambiente [I0], com isso ocorrendo os cruzamentos entre os mosquitos tere-
mos um aumento no quantitativo de mosquitos transgénicos, sendo suficiente para
causar um impacto epidemioldgico.

Por outro lado, com a técnica MCR em questao verifica-se que ha uma trans-
formacao populacional mais rapida devido ao aumento dos mosquitos transgénicos
com menos liberacoes destes e isso ampliaria as chances de reducao ou eliminacao
no ambiente de soltura dos mosquitos a transmissao da malaria.

Esta tecnologia foi testada em um grupo de insetos: borboletas, moscas, abelhas,
trazendo um conceito novo sobre os genomas dos insetos, verificando a eficiéncia do
gene mutante para o A. stephensi. Os insetos sao causadores de diversas doencas,
que afetam humanos, plantas e animais. Uma das solucoes utilizadas é o uso de
inseticidas quimicos no ambiente, entretanto esse método pode ser prejudicial tanto
para as populagoes humanas que residam em &reas proximas quanto para o meio
biotico. Além da prépria modificacao ambiental, neste contexto estas medidas nao
trazem um efeito desejavel a prevencao de doencas, logo a substituicao de mosquitos
selvagens por mosquitos modificados pode ser uma solucao eficaz para o controle de
vetores; fazendo com que a cada geracao de mosquitos, as frequéncias transgénicas
aumentem cada vez mais. [22]

Caso o transgene tenha um custo de adaptacao, ele desaparecera rapidamente
no caso da genética mendeliana. Uma das maneiras de ultrapassar esta diluicao é
introduzir machos transgénicos a uma frequéncia extremamente elevada (isto é, em
niumeros que excedam a populagdo selvagem) e repetir continuamente o processo.
Esta abordagem nao pode ser realisticamente implementada para um mosquito tao

abundante e difundido como o principal vetor da maléria, Anopheles gambiae. [15]

3.2.2 Modelo matematico para o caso MCR

O modelo matematico a ser utilizado ir& considerar que as fémeas sao capazes
de se reproduzir, considerado locais de areas urbanas, onde percebe-se que o indice
de maléaria é maior. Experimentos realizados em [I0] mostram que os mosquitos
A. stephensi tem a mesma aptidao, isto é, tem sucessos reprodutivos iguais com a
mesma capacidade de reproduzir e acasalar. Além disso os mosquitos transgénicos

se adaptam ao ambiente dos mosquitos selvagens.
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Sendo assim considerando a técnica MCR em estudo temos que a frequéncia ge-
notipica de todos os acasalamentos esperados entre os mosquitos pode ser analisada
de forma diferente da genética classica mendeliana. Podemos perceber isso pela

Tabela abaixo:

Tabela 3.3: Frequéncias genotipicas considerando a heranca Mendeliana e a técnica
MCR

Frequéncia | ai; a1o o3 9o 93 ass
Mendeliana | 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0
MCR 1,0 0,5 0,0 0,25 0,0 0,0
Frequéncia | by bio bi3 boo bas b33
Mendeliana | 0,0 0,5 1,0 0,5 0,5 0,0
MCR 0,0 | 0,5(1—f) | 1,01 —=f)| 0,5(1—f) | 0,5(1—f)]0,0
Frequéncia | ¢y C12 C13 Coo Co3 C33
Mendeliana | 0,0 0,0 0,0 0,25 0,5 1,0
MCR 0,0 0,5f 1,0f 0,25+ 0,5f 1 0,5+0,5f | 1,0

Considerando a heranca de MCR, os mosquitos transgénicos heterozigotos sao
convertidos em homozigotos a uma taxa de sucesso f, sendo 1— f a resisténcia a esta
conversao. Isto se da pelo fato de que alguns mosquitos transgénicos heterozigotos
nao sao convertidos em homozigotos, denominamos assim de resisténcia a técnica
MCR. Para uma taxa de sucesso f > 0, serd provado nos proximos capitulos, que o
método MCR é estavel e mais vantajoso comparado ao mendeliano. Na Tabela 3.3
acima estao as frequéncias genotipicas estudadas para o caso mendeliano e 0 MCR,
com base na taxa f, para efeito comparativo.

Na Tabela 3.3 percebemos que a frequéncia genotipica para os mosquitos selva-
gens permanecem a mesma, quanto para o caso mendeliano quanto para o MCR.
Ha alteragoes na frequéncia para os mosquitos transgénicos heterozigotos no caso
MCR, note que a frequéncia é multiplicada pela resisténcia a conversao e no caso
do mosquito homozigoto a frequéncia é multiplicada pela taxa de sucesso, ou seja,
os mosquitos que ja sao homozigotos tendem a aumentar de frequéncia, neste caso

permanecem homozigotos.

3.3 Existéncia de Solucoes Positivas e Resultados
de Estabilidade

Para certificar que o modelo matematico é valido apresentaremos alguns resulta-

dos importantes, analisando-o em uma regido D € R3 para consolidar que o sistema
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é eficiente e bem posto. Dessa forma, apresentaremos trés teoremas. Lembrando que
o modelo analisado baseia-se na equacgao 6-logistica, no primeiro, segundo e terceiro

teorema serd provado para qualquer § € R*. Para isso vamos considerar:
D = {(Ul,UQ,Ug) € Rg/ul > 0,uy 2 0,u3 > O,Zul < N*} .

3.3.1 Teoremas

Teorema 3.3.1.1 Dado o sistema sem captura. Eriste um unico conjunto de
solugdes uy(t), us(t), us(t) do sistema com condi¢des iniciais nao negativos no
dominio vidvel D, que permanece nao-neqgativo em D para todo t > 0.

Demonstracgao:

As funcoes do lado direito do sistema sao continuas com derivadas continuos em
D, pois toda funcao que é derivavel num ponto é continua também nesse ponto.
Portanto existe uma tnica solucao para todo o tempo t > 0. Vamos mostrar que D

é forward-invariant. Note que,

d
e Se u; = 0 entao % = (uz _T_ w %(Zui)el) Y¥ajuuy =0
_ dus € T _
e Se Ug = 0 entao % = (u1 ¥ us — W(Eul)(’ 1) ZZ[)Z]UZU] 2 0
d
e Se uz = 0 entao % = <u1 _T_ " - %(Zui)e_l) XYciuuy = 0

Assim, r < € pois r = € — §;. Além disso, K > u; 4+ us + us, no qual K é a
capacidade suporte, o que implica que K% > (u; +ug+u3)?. Desse modo a;uu; > 0,
bijuiu; = 0, ¢;juu; = 0. Logo, todas as solugoes do sistema estao contidas na regiao
D.m

A solucao do sistema estabiliza em um ponto fixo compativel com Equilibrio
de Hardy-Weinberg, que afirma que, quando nao hé fator evolutivo atuando em
uma populacao, a frequéncia de alelos e gen6tipos permanece constante. O proximo
teorema estabelece uma relacao entre o ponto de equilibrio obtido de um sistema

percentual equivalente ao sistema (3.4)) e o equilibrio de Hardy-Weinberg.

Teorema 3.3.1.2 A forma percentual do sistema , possut um estado de equi-
librio equivalente ao equilibrio de Hardy-Weinberg (p*,2pq, q*) onde p e q sio as
frequéncias alélicas de a e A, respectivamente, quando a frequéncia genotipica seque
o padrao da genética cldssica mendeliana.

Demonstracgao:
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Definindo as porcentagens relativas do sistema como novas variaveis, ou seja,
. U; N o o
u; = Nl, claramente temos que »u; = 1. Substituindo essas novas variaveis na
equacao que representa o sistema (3.4) com 6 # 0 e levando em consideragao que o

total da populacao de mosquitos se estabilizou no ponto de equilibrio, ou seja, tende

r

du; € r(Su)? !
7 = <Zu - 0 EZdwuZuj - 6UZ‘,

R\ ?
para o valor limite Yu; = N* = K (—) de acordo com ([2.16), temos:

ou seja,

d(szN*) B . r\N1/0  rK91 /R (6-1)/0 o .
cut (E (ﬁ) - 5 SXd; (N*) ;i — SN* i,

assim obtemos a seguinte expressao,

=(N*)71

d(~ N ) 1/6 ——
u; N* r Y .
dt (KRl/G) (€ = R) Sy (N™)*disti; — SN " 1.

Como N* é o valor limite e constante para o equilibrio da populacao total e sendo

diferente de zero, obtemos a forma percentual da equacao que representa o sistema

(3.4) com 6 # 0:

du,;
odt

Com base no sistema (3.4) na equagao acima obtida, chegamos ao sistema ({3.9)),

que modela a taxa de variacao percentual individual de cada populacao na condicao

de equilibrio:

( @ = (an Uy + 2a12ty — 1)ty + agis
odt
du - - - N -
57‘; = (2b12u1 + ooty + bostiz — 1)U2 + 2b13U, U3 (3-9)
dii
\ 57:; = C9olg + (2623122 + c33l3 — 1)113

Considerando a forma percentual, esse modelo pode ser comparado ao obtido
em [6], na hipotese de que a aptidao das trés variedades de mosquitos permanece
a mesma. Para obter os estados estacionarios do sistema , lembrando que
u + us + ug = 1, utilizando as frequéncias genotipicas encontradas na Tabela 3.2
da genética mendeliana, (a3 = 1; a12 = 0,5; ase = 0,25; by = 0,5; bz = 1; by =

0,5; bag = 0,5; co2 = 0,25; co3 = 0,5; ¢33 = 1) e resolvendo o sistema para
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(duy)/dt = (dug)/dt = (dius)/dt = 0, obtemos:

(@), @5, w5) = (1 4+ @ — 2/T5, — 20 + 24/, @) (3.10)

Percebe-se entao que o sistema converge para um equilibrio especifico, no qual
para U3 obtido no estado estacionario, determinamos os valores de @] e u;. Vamos
mostrar que esse resultado é consistente com o equilibrio de Hardy-Weinberg, que
afirma que tanto as frequéncias dos alelos quanto dos geno6tipos em uma populacao
permanecem constantes, isto ¢, elas estao em equilibrio de geragao para geracao
sem influéncias perturbadoras especificas, ou seja, que os seguintes requisitos estao
sendo cumpridos: acasalamento aleatério, nenhuma mutacao, nenhuma migracao ou
emigracao, tamanho populacional infinitamente grande e nenhuma pressao seletiva
para quaisquer tragos.

A lei de Hardy - Weinberg estabelece uma relagao entre a frequéncia de geno6tipos
e alelos, dada por f(a;a) = p?, f(a;A) = 2pg e f(A;A) = ¢®, sendop+q=1e
p? +2pq+ ¢* = 1, onde f(a;a), f(a;A) e f(A; A) sdo frequéncias genotipicas e p e
q sao frequéncias alélicas.

Sendo ,(0), 42(0) e u3(0) as porcentagens de mosquitos selvagens (aa), hetero-
zigotos (aA ou Aa) e homozigotos (AA), respectivamente, na condicdo inicial, entdo
p = (0) + 513(0) e ¢ = 13(0) + 51(0).

Resta mostrar que o estado de equilibrio é equivalente ao equilibrio de
Hardy-Weinberg (H-W), ou seja, devemos mostrar que:

(@, 4y, af=") = (v, 2pq, ¢*) (3.11)

Sendo @} = ¢* e substituindo em (3.10)) obtemos:

i =1+¢ =2V =1+¢-2=(1-q?*=p

Uy = —2¢° +2v/¢* = 29(1 - q) = 2pq

Dessa forma, obtemos:

(@), a5, @5) = (p* 2pq,q°) = (@ ", ad =", af ") (3.12)
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ou de forma equivalente:

( i = <a3(0) + %2(0))2 = ¢’
i = (al(()) + ﬂ22(0)>2 = p? (3.13)
KRE (al(o) + a22(0)) (ag(()) + “27(0)) = 2pg

Finalmente, no proximo teorema, vamos investigar o comportamento da solucao

em torno do ponto de equilibrio.

Teorema 3.3.1.3 O ponto de equilibrio ¢ degenerado e estdvel.

Demonstracgao:

Considerando Xu; = 1 o sistema (3.9) pode ser reduzido a:
dﬂl d’L~L3 P 1 - al - 1~L3 ?
P g - 3.14
sdt ~ sdt o™ ( 2 (3.14)
A linearizacao do sistema (3.14) ao redor do ponto de equilibrio (3.10) fornece a

matriz jacobiana

—\/Us —u; — /U3 + Uy
cujos autovalores sao Ay = 0 e \y = i3 — U7 — 2y/u3. Como o sistema apresenta um

autovalor nulo, consequentemente existe uma linha de pontos de equilibrio, caracte-

J— ( —/t3 —ﬂl—\/ﬂ_3+ﬂ3>

rizando um equilibrio degenerado. Entao, como o sinal de Ay é negativo, a solucao

tende para a linha do ponto de equilibrio, caracterizando equilibrio estavel. m
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas da Dinamica
de Mosquitos Selvagens e

Transgénicos

Neste capitulo serao abordados simulacoes numeéricas inerentes ao modelo ado-
tado neste trabalho, baseado na equacao que rege a dinamica de interagao entre
0s mosquitos selvagens e transgénicos, com base na genética classica mendeliana e
no método MCR por meio do modelo #-logistico. Serao discutidas as influéncias de
fatores 6 e f sobre o comportamento da solucao ao longo do tempo.

Para isso, as simulagoes foram realizadas na linguagem de programacao Python,
utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Consideraremos 9 cenérios
numéricos, agrupados em grupos de 3 cenérios, sendo os trés primeiros relativos a
modelagem mendeliana e os seis tltimos de acordo com a técnica de Reagao em
Cadeia Mutagénica (MCR).

Para inicio da anlise, nesses cenarios, foi considerado o equivalente quantita-
tivo inicial de mosquitos selvagens e transgénicos heterozigotos, conforme [4]. Os
parametros que foram modificados para anélise das diferencas entre a genética de
Mendel e a MCR foram o expoente 6 da equagao 0-logistica que influi diretamente na
velocidade de estabilizacao do quantitativo populacional de mosquitos e a taxa f de
sucesso que altera a frequéncia genotipica de mosquitos transgénicos homozigotos.

As anélises realizadas a seguir, estabelecem varios cenarios de liberacao de mos-
quitos para estabelecer as estratégias de soltura mais eficazes.

Estimativas sobre a taxa finita de crescimento para A. stephensi foram obtidas
por Suleman [20] por meio de resultados de laboratorio, e mostraram que a popu-
lacao aumentou 1,19 vezes por dia. Dessa forma, obteve-se a taxa de crescimento
intrinseca semanal r = 1,2 e a taxa de emergéncia € para a fase adulta de 5,1 por

semana, sendo a taxa de mortalidade §; = 3,9 por semana. E notavel que, 1,2 é
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um valor tedrico que pode variar, pois na natureza a populacao esta sujeita a pre-
dacao e a acao humana induzindo uma mortalidade independente da densidade que
assumiremos d, = 0,5 por semana. A capacidade suporte K foi escolhida em 500
mosquitos.

Para o caso mendeliano a taxa de sucesso f é sempre nula, pois nesse caso o prin-
cipio de Hardy-Weimberg é satisfeito e a frequéncia alélica e genotipica permanece
constante, dessa forma foram realizados cenarios para § = 1,0 =2 e § = 0,5, com
o objetivo de estudar a influéncia de 6 sobre a dinamica de mosquitos. Para o caso
MCR foram adotados dois valores de f sendo, f = 0,2 e f = 0,5 e para cada um
desses foram utilizados os valores 6 =1, 0 =2 e 0 = 0,5. No caso do técnica MCR,
por ser um processo mutagénico, o principio de Hardy-Weimberg nao ¢é satisfeito, e
nesse caso o objetivo dos cenarios é obter a modelagem que mais se aproxima dessa

técnica e compara-la ao processo mendeliano classico.

4.1 Simulacoes para o modelo mendeliano: f = 0

Cenério 1: =1
Neste cendario foram utilizados os valores de § = 1 e f = 0, considerando na
simulagao numérica uma populacao inicial composta de 50 mosquitos selvagens, 50

mosquitos transgénicos heterozigotos e nenhum mosquito transgénico homozigoto,

conforme equagao (4.1)).

u(0) = 50,
us(0) = 50, (4.1)

Para essas condigoes iniciais, temos que os mosquitos selvagens e transgénicos se
sobressairam quantitativamente em relagao aos mosquitos transgénicos homozigotos.
Neste caso, em particular para o total de mosquitos houve uma rapida estabilizacao
(t = 7) semanas, sendo a quantidade de equilibrio de selvagens em torno de 165
mosquitos, de transgénicos heterozigotos por volta de 108 e transgénicos homozigotos
proximo a 20. Nota-se que para este caso mendeliano, com 6 = 1 as trés populacoes
de mosquitos mantiveram-se bem abaixo da capacidade suporte K e os mosquitos

selvagens apresentaram a maior taxa de crescimento.
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Figura 4.1: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condigoes # =1 e f = 0.

Cenéario 2: 6 =2

No Cenario 2, consideraremos # = 2 e f = 0, mantendo as condigoes iniciais
. A figura 4.2 mostra que os mosquitos selvagens novamente se sobressairam
quantitativamente em relacao aos mosquitos transgénicos. Para as trés populacoes
de mosquitos houve uma estabilizacao mais rapida em relagao a simulacao apresen-
tada na figura 4.1 (# = 1). Ao final das simulagdes obtivemos em torno de 210
mosquitos selvagens, 148 de transgénicos heterozigotos e 25 transgénicos homozigo-
tos. Comparando o Cenario 1 com o Cenario 2, nota-se que esse gerou uma maior
quantidade de mosquitos no equilibrio, mantendo as proporgoes de Hardy-Weinberg,
assim como no Cenério 1. Porém, o valor § = 2 implica em maior rapidez no alcance
do equilibrio. Essas diferencas sao devidas ao aumento do expoente 6, que influencia
diretamente na taxa de variacao temporal da densidade populacional de mosquitos,

permitindo para # > 1, uma elevada taxa de estabilizagao.

27



400 T T T T T T T

350+ g

300 g

250 g

200 i

ul,u2,u3

150+ g

100+ g

50 g

m— Mpsg. Salvagens

=== Mosg. Transg. Heterozigotos (J

m== Mosq. Transg. Homozigotos
T T

0 ! 1 ! ! !
0 2 i | 6 8 10 12 14

Tempo

Figura 4.2: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condigoes # =2 e f = 0.

Cenério 3: 0 =0,5

No Cenario 3, adotamos # = 0,5 e f = 0, com condicdes inicias . O quan-
titativo de mosquitos selvagens e transgénicos manteve as proporgoes da equagao
de Hardy-Weinberg, conforme esperado e como pode ser visto na Figura 4.3. Além
disso, nota-se que a populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos e homozigo-
tos ficou proxima da extingao, e isso difere dos cendarios 1 e 2, sabendo que esses trés
cenarios seguem a genética classica de Mendel. A quantidade de mosquitos selvagens
se estabiliza em torno de 100 mosquitos selvagens. Nota-se que esse caso nao possui
funcionalidade para o objetivo de reducao da malaria, pois em poucas geracoes de
acasalamento os mosquitos transgénicos seriam quase extintos, e o transgene que
bloqueia o ciclo do protozoario seria perdido, mantendo intacta a propagacao da

maléria.
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Figura 4.3: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condigoes # = 0,5e f = 0.

4.2 Simulacoes para o modelo MCR com taxa de

sucesso [ = 0,2

Nesta secao serao analisados trés cenarios baseados na técnica MCR, utilizando
condigOes iniciais equivalentes aquelas em (4.1)). Para isso se considerarmos uma
taxa de sucesso de 20% e sabendo que a conversao da heterozigose para homozigose

se da na fase imatura,teremos as seguintes condicoes iniciais:

Uy (O) = 507
us(0) = 50— 50.0,2, (4.2)
uz(0) = 0+50.0,2

Cenario la: 6 =1
No Cenario la, onde § = 1 e f = 0,2, Figura 4.4, é notavel que os mosquitos
transgénicos homozigotos se sobressairam quantitativamente em relagao aos mosqui-

tos selvagens e heterozigotos, que se estabilizaram préximo a extingao. Neste caso,
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para o total de mosquitos houve uma estabilizagdo em (¢ = 8) semanas, sendo a
quantidade de equilibrio de transgénicos homozigotos por volta de 280 mosquitos.
Comparando o resultado obtido nesse cenario com o do cenario 1, é perceptivel que a
utilizacao da taxa f de sucesso igual a 0, 2 foi primordial para que os mosquitos trans-
génicos homozigotos se sobressaissem em relacao aos selvagens, que praticamente
desapareceram. Isso pode ser explicado devido ao fato de f incidir diretamente na
frequéncia genotipica das variantes, implicando, a cada geragdo, num aumento da
frequéncia transgénica homozigoto em detrimento das outras. Note ainda que o total
de mosquitos manteve-se abaixo da capacidade suporte K, conforme descrevemos

no modelo.
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Figura 4.4: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em funcao do tempo

nas condicoes § =1le f=0,2.

Cenario 2b: 6 =2

O Cenaério 2b, onde § =2 e f = 0,2, Figura 4.5, mostrou-se semelhante ao Cenéa-
rio la, em que novamente os mosquitos transgénicos homozigotos se sobressairam,
enquanto selvagens e heterozigotos tenderam a extingdao. Porém, ha uma diferenca
que reside na estabilizacao de mosquitos transgénicos homozigotos em cerca de 380

espécimes, mostrando um aumento de 35,7% em relacao ao Cenario la.
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Figura 4.5: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condigoes # =2 e f =0,2.

Cenério 3c: 6 =0,5

O Cenario 3¢ , onde § = 0,5 e f = 0,2, Figura 4.6, mostrou-se semelhante ao
Cenério la e 2b, havendo preponderancia dos transgénicos homozigotos e relativa
extin¢ao das outras populacoes. A maior diferenca observada reside na diminuicao
da populagao de equilibrio dos mosquitos homozigotos comparado aos outros cené-
rios, estabilizando-se em cerca de 165 espécimes, num tempo (¢ = 7) semanas, que
corresponde a uma reducao de 56,6% em relacdo ao quantitativo maximo de mos-
quitos transgénicos homozigotos obtido (cenario 2b). Essa diminui¢ao expressiva da
populacgao de equilibrio de homozigotos transgénicos se deve a utilizacao de 6 = 0, 5,

pois esse fator incide diretamente na capacidade suporte da populacao em estudo.
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Figura 4.6: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condicoes # = 0,5e f =0,2.

4.3 Simulacoes para o modelo MCR com taxa de

sucesso [ =0,5

Nesta secao serao analisados trés experimentos baseados na técnica MCR, utili-
zando condigoes iniciais equivalentes aquelas em (4.1). Para isso se considerarmos
uma taxa de sucesso de 50% e sabendo que a conversdo da heterozigose para homo-

zigose se da na fase imatura, teremos as seguintes condicoes iniciais:

U1<O) = 507
uz(0) = 50— 50.0,5, (4.3)
uzg(0) = 0+50.0,5
Cenério 1i: 0 =1
O Cenério 17, onde # = 1 e f = 0,5, Figura 4.7, teve um comportamento

semelhante aos dos Cenéarios 1la e 2b, onde novamente os mosquitos transgénicos ho-

mozigotos se sobressairam, enquanto os selvagens e heterozigotos se aproximaram da
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extin¢ao. Entretanto, esse experimento mostrou-se mais eficaz no desaparecimento
dos mosquitos selvagens (¢t = 7) semanas em compara¢ao ao cenario la (t = 7) sema-
nas, além da taxa de estabilizagao de mosquitos homozigotos ter sido mais elevada,
com a quantidade de equilibrio proxima de 280 mosquitos, a mesma do Cenario la,
sendo uma reducao de 26,3% em relacao ao maior quantitativo observado (Cenéario
2b) e um aumento de 69,7% em relacao ao Cendrio 3c. A explicacao dessa taxa de
variacao mais elevada foi devida a utilizacao de f = 0,5, o que proporcionou uma
melhor conversao de mosquitos heterozigotos em homozigotos e desaparecimento
de selvagens. Outro ponto importante ¢ que diferentemente do Cenério la, nesse
cenario a quantidade de mosquitos selvagens e heterozigotos esteve, praticamente,
sempre abaixo da quantidade inicial de mosquitos postos em contato para acasalar,

o que mostra outra vantagem das condi¢oes desse caso.
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Figura 4.7: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condicoes § =1e f =0,5.
Cenario 2i: 0 =2
O Cenario 2i, onde § = 2 e f = 0,5, Figura 4.8, mostrou-se ainda mais eficaz

em relacao aos cendrios anteriores, com estabilizacao da populacao de transgénicos

homozigotos em cerca de 380, como no Cenario 2b, mas possuiu uma taxa mais
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elevada de surgimento desses, além da relativa extincao dos selvagens e heterozigotos

em (¢ = 3) semanas, mais eficiente que no Cenario 1i.
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Figura 4.8: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo
nas condigoes 0 =2 e f =0,5.

Cenério 3i: # =0,5

O Cenario 3i, onde 6§ = 0,5 e f = 0,5, Figura (4.9), mostrou-se semelhante ao
Cenério 3c, em relacdo a preponderancia dos transgénicos homozigotos e relativa
extingao das outras populagoes. A diferenca para o cenério citado estid na taxa de
estabilizacao observada, pois em (¢ = 6) semanas é perceptivel que as populagoes
de selvagens e heterozigotos ja estao praticamente nulas, e a taxa de producao de

homozigotos transgénicos também é mais elevada.
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Figura 4.9: Populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos em fun¢ao do tempo

nas condicoes # = 0,5e f =0,5.

Dessa forma, foi verificado que os cenarios com maior eficicia na producgao de

mosquitos transgénicos homozigotos, bem como na extin¢ao de mosquitos selvagens

foram o 2¢ e o 2b , ficando clara a influéncia dos parametros 6 e f na modelagem e

na dinamica de interagao das populacoes.

Segue a Tabela 4.1 geral com o tempo 1" € [0, 15] aproximado em semanas para

estabilizacao de mosquitos dos selvagens, transgénicos homozigotos e heterozigotos

com base nos 9 Cenéarios associados ao parametros 6 e f:

Tabela 4.1: Tempo Aproximado para Estabilizagao

T |f=0lf=02|f=0;5
0=1 7 8
=2 4 8
=05 12 7

Podemos observar da Tabela 4.1 que para f = 0,5 e # = 2 obtivemos um menor

prazo para a estabilizacao enquanto que a pior situacao foi obtida para f = 0 e
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Capitulo 5

Influéncia dos Transgénicos na

Reducao da Malaria

Neste capitulo sera proposto um modelo matematico descrito pelo sistema men-
deliano, vinculado ao modelo matemaético para transmissao da malaria que apresente
o incremento da interagao da populacao de individuos humanos. Considerando di-
ferentes intensidades de tratamento, em um ambiente nao sazonal. Para essa mode-

lagem, considere as seguintes suposicoes:

e A populagdo humana é composta por individuos suscetiveis (Hy), expostos
(H,) e infecciosos (H;);

e A dindmica para humanos ¢ do tipo suscetivel-exposto-infectado-suscetivel,
(SEIS) em que individuos recuperados retornam imediatamente a categoria

suscetivel;
e Todos os humanos nascem suscetiveis, nao h& transmissao vertical da malaria;

e Uma geragao de humanos correspondem a muitas geragoes de mosquitos e por

isso a populagao humana é constante enquanto a de mosquitos variavel;

e A populagao de mosquitos é composta por selvagens (U;) e transgénicos hete-

rozigotos (Us) e transgénicos homozigotos (Us);

e A populacao de mosquitos selvagens é composta por suscetiveis (U ), expostos

(Uye) e infecciosos (Uy;);

e Os mosquitos transgénicos tém um grau de infecciosidade reduzido em com-
paracao com os selvagens, por simplificacao serd considerado grau de infecci-

osidade nulo para transgénicos;

e O alelo transgénico ¢ dominante sobre o selvagem, definindo o fenotipo de

mosquitos heterozigotos como refratérios a malaria;
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e A malaria nao confere imunidade, a malaria nao reduz a fecundidade e a

maléria nao induz mortalidade;
e Todos o0s mosquitos picam com a mesma frequéncia;

e O periodo latente extrinseco (no mosquito) varia em fun¢ao da temperatura.

Apesar dos mosquitos transgénicos também se alimentarem de sangue humano,
estamos considerando a hipotese de que apenas os mosquitos selvagens podem ser
infectados pelo protozoario. Isso significa que apenas a primeira equacao inerente ao
mosquitos selvagens deve ser particionada em 3 equacoes para descrever mosquitos
suscetiveis, expostos e infecciosos. Reescrevendo a primeira equacao do sistema

temos:

dUy,  eXSay,UU;
dt YU, K
X9a,U,U,
2U;
gens para a fase adulta; o segundo %(ZUi)e_lZE

9 (S0, S Sa, U U, — 6U, (5.1)

é a taxa de recrutamento de mosquitos selva-
a;; U;U;
U

onde o primeiro fator

LU, refere-se & mortali-
1
dade dependente da densidade, causada por limitacao de recursos; o terceiro (6U;)

é mortalidade independente da densidade. Como todos os individuos sao nascidos
suscetiveis, o primeiro fator pertence totalmente a equagao de mosquitos selvagens
suscetiveis. Assumindo que competicao por recursos afeta igualmente todos os mos-
quitos, o segundo fator deve ser igualmente fracionado pelas trés subpopulacoes
de mosquitos selvagens (Uss, Ui, Uy;). O terceiro é obtido naturalmente tomando
U = U, + Uy + Us. Com os pressupostos acima, a transmissao da malaria sob

influéncia de mosquitos transgénicos é dada pelo seguinte sistema

. 0
dgs = pH —abUy 2 — uH, + ;(gf)jpj)ﬂ
d;[e = abUli% — pH, —nH,
dgi = nHe — pH; — Z(ijpj)Hz
j=1
vy, eZEaijUiU P aUU U, L H
&, - oz(Tl)sUH - i9(2U-)“22a”U b U“_ (SUle )
d(& - EEZ“;[ZUJK ZEU)H 122[:]; U; 5Uh
b3 ezz%gbin Kg ” ’
W = s Ke (SUL)P-158a;,UsU; — 0Us,

38



onde p é tanto a taxa de nascimento como de mortalidade para humanos por unidade
de tempo, uma vez que o tamanho da populacao humana é considerado constante e a
taxa de migracao nao ¢ uma variavel importante neste escopo; a ¢ a taxa de picadas
em humanos por um tnico mosquito por unidade de tempo; b é o niimero relativo
de picadas infecciosas em humanos suscetiveis que produz uma infeccao efetiva; c
é o numero relativo de picadas de mosquitos suscetiveis em pessoas infectadas que
produz uma infec¢io eficaz para o mosquito; 7 e «(7T) estao ligados a periodos
latentes intrinsecos e extrinsecos, sendo respectivamente as taxas de infeccao de
humanos e mosquitos expostos por unidade de tempo, onde T é a temperatura
ambiente; p; € [0,1] é a propor¢ao de humanos infectados submetido ao nivel de
n
tratamento 7, onde é necessario que ij = 1; ¢; ¢ a taxa de recuperagao para p;

j=1
por unidade de tempo.

5.1 Analise do Modelo

Para analisar qualitativamente a dindmica da malaria, o sistema (5.2) pode ser

adimensionalizado, com novas variaveis definidas da seguinte forma:

Hs He Hz
.hs_ﬁ7h6_ﬁahi ﬁ;

UlS Ule Uli
'Uls=77U1eZU7U1i=7;
® Ug = % , Uz = %

U U

Claramente as novas variaveis sao hy +h, +h; = 1 € us + Ue +u; +us +us =1

substituindo essas novas variaveis no sistema (|5.2)) e tendo em conta que a populacio

K
total de mosquitos se estabiliza rapidamente no ponto de equilibrio U* = —(r — d2)
r

quando 6 = 1, temos:
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chS - M abulihS% — phs + jzl(¢jpj)hi
dCZe — abulihs% — MZLB — nhe
CZ: = he = pthi = (65p;)hi
j=1
dg;s = (euwr — (e — O)uis) <a11u1 + 2a19us + a225—§> — Suy, — acugh;  (5.3)
ds;e = acuysh; — (€ — 0)use (anul + 2a12uz + a222—§> — Sy, — Qg
% = auy — (€ — 0)uy; <a11u1 + 2a12u9 + a225—§> — duy;
ﬁ = ((2b12ug + bogug + 2bogus — 1) ug + 2b13uiug) 6
\ % = (2c12uru + cogui + (2c13u1 + 2c93us + cz3uz — 1) uz) 0

onde hg, he, h; sao, respectivamente, as fracoes de seres humanos suscetiveis, expos-
tos e infecciosos para a populacao total humana e uq, us, u3 sao, respectivamente, as
fracoes de selvagens, heterozigotos e mosquitos transgénicos homozigotos em relacao

a populacao total do mosquito, sendo u; = uys + U1e + ;.

5.1.1 Estudo do Numero Reprodutivo Basico

O modelo mais classico que descreve a dinamica de humanos em uma populagao
N é o modelo de Ross McDonald [I, descrito por um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias, que caracteriza um ciclo mosquito-humano-mosquito em duas equagoes.

As equacdes que descrevem a dinamica dos modelos epidemiologicos para maléria
apresentados na secao anterior, envolvem duas populagoes interagindo homogene-
amente, humanos e mosquitos. Estes modelos podem ser dificeis de serem valida-
dos devido a complexidade e dimensao dos sistemas de equacoes que descrevem,
limitando-se a uma anélise qualitativa do comportamento das solucoes.

A maléria é uma doenca transmitida por microparasita, neste caso um protozoé-
rio. Um dos parametros mais importantes em qualquer processo epidemiologico é
o nimero reprodutivo basico, denotado por Ry, que determina a ocorréncia ou nao
de uma epidemia. Mais precisamente definido como o nimero médio de infeccoes
secundarias, quando um individuo infectado é introduzido em uma populacao hospe-
deira onde todos sao suscetiveis, Ry é calculado no final do periodo de infecciosidade
do individuo.

Assim, podemos verificar através do valor de R, as seguintes situagoes:

e Se Ry < 1 entao a doenca desaparece ao longo do tempo;
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e Se Ry = 1 entao a populacao se estabiliza com infeccao e ocorre um estado de

equilibrio;
e Se Ry > 1 entao a doenca se espalhara ocorrendo uma epidemia.

O nimero reprodutivo basico é geralmente derivado algebricamente pela andlise
das propriedades de estabilidade do sistema, sendo matematicamente definido como
o autovalor dominante de um operador linear positivo. Uma derivagao mais direta
pode, no entanto, ser obtida por uma anélise de fase - plano geométrico da dinamica.

Do sistema discutido na secao anterior serao obtidas as isoclinas tanto de hu-
manos quanto de mosquitos, para por meio da anélise do ponto de equilibrio das
isoclinas obter o valor de Ry.

Aqui, vamos obter a expressao para a taxa reprodutiva bésica, analisando as
isoclinas de seres humanos e mosquitos infecciosos. A intersecao das duas isoclinas
representa o estado de equilibrio, dois pontos de convergéncia (hf,u3;) e (0,0) de
pelo menos um subconjunto de trajetorias. Comparagoes entre as expressoes para
Ry obtidas por inser¢ao ou nao de mosquitos transgénicos nos darao a magnitude
da evolucgao da disseminacao da doenca.

Para desenhar as isoclinas, cada ponto no plano corresponde a um par particular
de valores (h;;uq;). O eixo horizontal corresponde & variavel dinamica h; (humanos
infectados), a propor¢ao de pessoas infectadas, e o eixo vertical para variavel di-
namica uy; (mosquitos selvagens infectados), a propor¢ao de mosquitos infectados.
Assim, populagoes de humanos e mosquitos interagem homogeneamente.

Vamos fazer a analise segundo Ross [I] no sistema de equagoes em dois

casos para obtermos o valor de Rj.

Is6clina da Populacao de Humanos:

Obteremos esta isoclina a partir das trés primeiras equagoes do sistema (5.3)).
dhs  dh., dh;

dt dt dt

(

Fazendo = (0, obtemos um sistema algébrico.

U n
p— abusihs o — phs + > (pi)hi = 0

j=1
abuyihs — pthe — nhe = 0 (5.4)
nhe — phi = > (¢p;)hs =0

\ Jj=1
A partir da primeira equacao do sistema ([5.4), obtemos para os humanos susce-

tiveis:
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p+ Y (épi)hi
j=1

hs u T (5.5)
aou;—=
K gy
E para os humanos expostos vém:
(3 em )
h, = =1 , (5.6)

n
Logo, combinando as equacoes ([5.5)) e (5.6) na segunda equacao do sistema (5.4])

chegamos a seguinte iséclina de humanos:

(u2 +tn)) b+ l“7> Hh;

j=1

(17 - (u +n+ Z qupj) hi> abU
j=1
Derivando essa isoclina encontramos:
(uz + ()Y ép;+ un) Hp
u/l’L = j:nl 2 . (58)
(77 - (u +n+ Z qupj) hi) abU
j=1
Fazendo h; = 0 obtemos:
<u2 () éps+ un) H
S, = =1 _ (5.9)

abnU

Is6clina Para a Populacao de Mosquitos Baseado na genética classica

Mendeliana
duis  du, duy; dus  dus
= = = = = 0 temos:

Fazendo T P Ty
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7

u2
(eu; — (€ — O)uys) (a11u1 + 2a19Us + a22u—i> — 0uys — acuigh; =

U2
acuysh; — (€ — 0)uge <a11u1 + 2a19U9 + (lQQﬁ) — U — QUL =

\

w2
QUle — (6 — 5)u11 <CL11U1 + 2@12U2 + (Zzzﬁ) — §u1i
((2b12U1 -+ bQQUQ + 2625U5 — 1) Ug + 2613U1U3) 0

(CQQU% + (2623U2 + Cc33u3 — ].) U3) )

o O o O

(5.10)

Substituindo os valores da Tabela 3.2 no sistema ((5.10]), teremos a isoclina de

mosquitos na presenca de mosquitos transgénicos, dessa forma, nem toda populacao

de mosquitos é suscetivel. por outro lado, assumindo a;; = 1 e demais coeficien-

tes nulas na Tabela 3.2 teremos a isoclina na auséncia de mosquitos transgénicos.

Vejamos estas duas situacoes:

Problema A: Auséncia de Mosquitos Transgénicos

Fazendo uq = u1s + t1e + u1; , us = uz3 =0 e uy = 1. Temos:

(eu1 — (E — (5)U15> aj1uy — (5U13 — aculshi =
acuysh; — (€ — 0)urear Uy — OUte — QUi =

AUte — (6 — 5)u1ia11u1 — (5U1i =

Logo, a Is6clina para os mosquitos ¢ dada por:

ach;o
ach;a + ach;e + e + €2

* —_—
Uy =

Derivando essa iso6clina acima encontramos:

() = acoe(e + a)
. (achior + achie + (e + a))*

0
0
0

Para h; = 0 encontramos a declividade da isoclina ([5.13|) na origem

aca
ele+a)

ur T

Se Sy, > Sj na auséncia de transgénicos temos:

a*bcanU

(e+a) (,u2 + (1 +n) Zd)jpj +77u> eH

J=1

> 1.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Encontrando assim o resultado de Ry na auséncia de mosquitos transgénicos:
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2beanl
Ry = @ o . (5.16)

(e +a) <u2 + (n+n) Z(bjpj + 'r]u) eH

j=1

Problema B: Presenca de Mosquitos Transgénicos

Utilizando os sitema (5.10) para us # 0 e uz # 0 encontramos:

p

1 2
(eur — (€ — 0)uis) (Ul + Uz + —@> —duys — acuih; = 0
4U1
1u3
acuish; — (€ — 6)uge | ug + ug + 1in) OUre — Qe = 0
(31
1 2
aure — (€ — 0)uy; (Ul +up + —%) — duy; =0 (5.17)
4U1
1
((Ul -+ §U2 + ug — 1) Ug + 2U1U3) =0
1
ZU%+(U2+U3—1)U3 =0
\

Assim, do sistema (5.17)) concluimos que:

[ cuy = uys(€ + achy)

achiuis = uie(€ + @)

QUie = €U (5.18)
2
Uy
—= = 2u1ug3.
\ 9 1u3
Logo a is6clina de mosquitos na presenca de mosquitos transgénicos é:
aach;ug
uh, = ———2 (5.19)
e(e+ a)
Derivando a equacao acima e fazendo h; = 0 obtemos:
;o aca
uy;) = —— =S5 5.20
( lz) €<€ i a) u1l ( )

Analogamente para S; > Sj com a presenga de mosquitos transgénicos temos

que Rj é dado por:

2
R = ¢ b““”Ule . (5.21)
(e+a) <u2 + () éps+ nu) eH
j=1

A intersecao das duas isoclinas representa o estado de equilibrio do sistema e

dois pontos de equilibrio sao identificados: o equilibrio livre da doenca e o equilibrio
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endémico.

Para que as duas isoclinas se encontrem em valores positivos de uy; e uj, é
necessario que o coeficiente angular da iséclina uj; seja maior que o coeficiente
angular da iséclina uy;. A concavidade de u;¢ é para cima enquanto a concavidade
da isoclina u;i* é para baixo. Verifique na Figura abaixo o numero reprodutivo
basico para Ry > 1 no qual se encontram em um ponto nao nulo que caracteriza um

equilibrio endémico.

1.0 : : fiy >1 : :

—  JIsoclina.uli

—  JIsoclina.uli %

0.8 .

1i)

0.6 - -

Mosquitos Selvagens Infectados (u

DD ! ! 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Humanos Infectados (hi)

Figura 5.1: Numero Reprodutivo Basico para Ry > 1

Quando o niimero reprodutivo basico ¢ menor do que um a doenca desaparece ao
longo do tempo. Logo, sendo Ry < 1 as isoclinas se iterceptam apenas no equilibrio

livre da doenca.
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? : R{]I<1 :

—  JIsoclina.uli

—  JIsoclina.uli %

(=]
T
!

~J w = un
T T T T
1 ! ! !

Mosquitos Selvagens Infectados (uli)

=
T
Il

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Humanos Infectados (hi)

Figura 5.2: Numero Reprodutivo Basico para Ry < 1

A relacao Rj = Ry, significa que a introducao de mosquitos transgénicos no
sistema para reduzir a incidéncia da doenca atua reduzindo o ntmero reprodutivo
bésico, de modo que u5(t) € [0, 1] temos Ry < Ry. Isto ocorre porque os mosqui-
tos transgénicos sao a porc¢ao nao suscetivel na populacao de vetores, enquanto a

populacao humana é considerada totalmente suscetivel.
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Capitulo 6

Simulacoes da Interacao entre

Populacoes Humanas e de Mosquitos

Nesse capitulo serao analisados as simulagoes na linguagem de programacao Ma-

ple, para o modelo descrito no Capitulo 5. Para a correta compilacao dos resultados

foram utilizados os dados presentes na Tabela 6.1, conforme [25], obtidos a partir

de estudos epidemioldgicos inerentes a malaria e que foram abordados nas equagoes

do modelo descrito no Capitulo anterior.

Tabela 6.1: Coeficientes para o modelo da Dinamica de Populacoes de Humanos e

Mosquitos

Coeficientes Valores
€ 8,3484 /més
J 4/més
I 0,0014
a 5,974 /més
b 0,3/més
c 0,3/més
n 3/més
Q % = 25—515 =5
m 11,57
b1 1,5
02 0, 0832
03 0,0

A expectativa média de vida da populagao humana é de 60 anos. Assim, pu =

TOmoses = 0,0014. O ntmero de

unidade de tempo é dado por a =

2

picadas em humanos por cada mosquito por
0,458

— = 5,974 por més. O periodo latente
, 3dias
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intrinseco para humanos é de n = 0 33meses 3 por més.
meses
)

O periodo de infecciosidade vai desde o término do periodo latente até a to-
tal eliminacao da doenca. Corresponde ao tempo que vai desde o inicio do tra-
tamento até a cura, somado ao tempo necessario para que o individuo procure o
tratamento ao manifestar os sintomas. Assim quando o tratamento for completo e

1
—30=1.5
15 + 5dias T

= 0, 0832 por més, ¢3 = 0. Sabendo que p; € [0,1] é a propor¢ao de

eficaz, incompleto e inexistente temos respectivamente ¢; =

P2 = 12meses .

humanos infectados submetido ao nivel de tratamento j, onde Z p; = 1 e ¢; ataxa
j=1
de recuperagao para p; por unidade de tempo, ou seja, p; é a propor¢ao de pessoas

que recebem o tratamento 1, py é a proporcao de pessoas que recebem o tratamento
2, p3 € a proporcao de pessoas que recebem o tratamento 3.

Nos cenarios deste Capitulo serd analisada a influéncia do parametro p; na
obtencao do fator Ry, considerando outros fatores intervenientes constantes, bem
como a presenca e auséncia de mosquitos transgénicos regidos pela dinamica
mendeliana. Dessa forma, serao analisados trés cenérios possiveis para o modelo de

transmissao da maléaria.

CENARIO 1: Auséncia de mosquitos transgénicos com p; = 0,65, pos = 0,25 e
b3 = 07 1

Para esse caso, foram utilizados as seguintes condicoes iniciais:

y

H,(0) = 5,5
H.(0) = 0,0
H;(0) = 0,3
Uis = 6,
1(0) 0 (6.1)
Ui(0) = 0,0
UIZ(O) = 070
Uy(0) = 0,0
\ Us(0) = 0,0

Os dados desta Tabela 6.1 e das condigoes , foi obtida os graficos da evolucao
da quantidade absoluta de humanos infectados h;, bem como de mosquitos selvagens
infectados uq; com o passar do tempo, Figura 6.1. Utilizando a equacao (5.16)), para
p1 = 0,65, po = 0,25 e p3 = 0,1, na condicao de temperatura 1" = 25°C', obtém-se
Ry = 1,671 > 1, constituindo assim condicao de epidemia. Para esse caso temos

uma estabilizacao mais perceptivel em torno do tempo ¢t = 25.
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0 10 20 30

| = hi * * =l

Figura 6.1: Populacao de Humanos e Mosquitos infectados, sem transgénicos, con-
siderando T' = 25°C', p; = 0,65,p, = 0,25 e p3 =0, 1.

CENARIO 2: Auséncia de mosquitos transgénicos com p; = 1,pys = p3 =0

Com a resolugdo do sistema (5.3)), utilizando os dados da Tabela (6.1) e das con-
digoes foi obtida a propagacao do quantitativo absoluto de humanos infectados
H;, bem como de mosquitos selvagens infectados Uy; com o passar do tempo, Figura
6.1. Utilizando a equagdo (b.16)), para p; = 1, po = p3 = 0, na condigdo de tempera-
tura 7' = 25°C, obtém-se Ry = 1,11 > 1, constituindo assim condicao de epidemia,
apesar de toda a populacao infecciosa receber o melhor tratamento proposto no mo-
delo, cuja cura se da em 15 dias. Esse valor de Ry obtido constitui o menor valor
possivel para o nimero reprodutivo basico nestas condigoes, variando-se apenas os
valores de p; e utilizando os dados da Tabela (6.1), constituindo a melhor condicao
possivel sem mosquitos transgénicos, mas que ainda assim leva inevitavelmente a

epidemia nas populagoes.
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Figura 6.2: Populacao de Humanos e Mosquitos infectados, sem transgénicos, con-

siderando 1" = 25°C', p; = 1, p, = p3 = 0.

A partir da analise do grafico da Figura 6.2 percebe-se uma queda inicial na
curva, de humanos infectados, com posterior taxa de variacao positiva, enquanto
que a curva de mosquitos infectados apresenta apenas aumento, produzindo ao final

do experimento epidemia para as populacoes.

CENARIO 3: Presenca de mosquitos transgénicos com p; = 0,65,p, = 0,25 e
b3 = 07 1
Nesse ultimo cenéario as condicoes iniciais, em relacao ao quantitativo de mos-

quitos foram alteradas em relacao aos cenérios anteriores, sendo definidas por:
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0,0
0,3
3,0
0,0
0,0
3,0
0,0

(6.2)

Para esse cenario, resolvendo o sistema ([5.3]) e utilizando os dados da Tabela 6.1

e das condicoes foram obtidos os graficos da quantidade absoluta de humanos

infectados H; e dos mosquitos selvagens infectados Uy;, Figura 6.3. Da equacao
(5.21)), para p; = 0,65, p, = 0,25 e p3 = 0, 1, na condigao de temperatura 7' = 25°C,

e sendo u15(0) = 0,5, obtém-se Ry = 0,835 < 1, constituindo assim condi¢ao de

desaparecimento para a malaria.

0,3
W

0,2

Figura 6.3: Populacao de Humanos e Mosquitos infectados, com transgénicos, con-
siderando T' = 25°C', p; = 0,65,p, = 0,25 e p3 =0, 1.

Encontrado os valores do ntimero reprodutivo basico para os trés cenarios temos:
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Ry = 1,67 para o cenario 1, Ry = 1,11 para o cenario 2 e Ry = 0,83 para o cenario
3. Percebemos que humanos infectados no cenario 1 é de aproximadamente 24, 14%,
humanos infectados no cenério 2 é de aproximadamente 2,58% e no cenério 3 o
ntmero de humanos infectados vai para zero.

Percebe-se nesse caso, o grande diferencial advindo da inclusao dos mosquitos
transgénicos na modelagem de interacao das populagoes, proporcionando diminui-
¢ao expressiva tanto no quantitativo dos mosquitos infectados, pois os transgénicos
propagaram com sucesso o transgene que bloqueia o ciclo de expansao da malaria,
bem como no quantitativo de humanos infectados, por consequéncia direta. Essa
influéncia é percebida diretamente na observacao do grafico da Figura 6.3, com a
queda de ambos os graficos inerentes as populacoes infectadas. Nota-se ainda uma
pequena elevagao do quantitativo de mosquitos infectados (0 < ¢t < 5), que pode ser
explicada pela resisténcia inicial na interacao de mosquitos selvagens e transgénicos,

bem como no tempo de expansao do transgene.
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Capitulo 7
Conclusao

Neste trabalho apresentamos um modelo matematico que descreve a dinamica de
mosquitos selvagens e transgénicos adotando duas situagoes: na primeira obtivemos
as frequencias genotipicas a partir da genética classica mendeliana; na segunda con-
sideramos a técnica MCR, que converte individuos heterozigotos em homozigotos
durante a fase imatura, e obtivemos frequéncias genotipicas em funcao da taxa de
sucesso da conversao.

O modelo adotado como ponto de partida foi o modelo theta-logistico com cap-
tura, e analisamos trés valores para 0: 6 = 0,5; § = 1 (Equacdo de Verhulst) e
0 = 2. Os resultados obtidos das comparagoes realizadas ao variar 0 e a frequen-
cia genotipica indicaram que valores maiores de # induzem a uma maior velocidade
do sistema em atingir o equilibrio. Além disso, ficou evidente que a utilizagdo do
método MCR é mais eficaz do que a genética classica mendeliana, mesmo com uma
taxa de sucesso pequena. Isso acontece porque, na genética mendeliana, é impossi-
vel a eliminacao de mosquitos selvagens, o que é facilmente obtido na técnica MCR,
bastando simplesmente que a taxa de sucesso seja maior do que zero.

Na dinamica de populacoes de mosquitos foi introduzida a dinamica epidemio-
logica da malaria, gerando um modelo de transmissao indireta do tipo SEIS-SEI.
Este estudo evidenciou a importancia da utilizagao de mosquitos transgénicos refra-
tarios a malaria, adotando esta medida como complementar ao diagnostico precoce
e tratamento médico rapido e adequado, a fim de reduzir o tamanho do periodo
infeccioso dos humanos. Observou-se que mesmo considerando a genética classica
mendeliana e 6 = 1, houve sucesso na eliminacao da malaria. Esse fato pode ser
observado tanto nas simulacoes numéricas quanto no valor estimado para o niimero
reprodutivo basico, Ry.

Este estudo permite futuras investigacoes acerca de maneiras eficazes e economi-
camente viaveis de evitar a transmissao da malaria, por uma combinacao de acoes
que limitem o processo epidemioldgico, através de um espalhamento adequado de

mosquitos geneticamente modificados e intensificagao de medidas esclarecedoras da
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populacao a respeito da importancia do diagnéstico precoce e adogao de medidas de

tratamento com farmacos disponiveis nas redes de satde.
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Apéndice A
Método de Runge-Kutta

Problemas de valores iniciais nao podem ser resolvidos facilmente, assim temos
alguns métodos numéricos de solugao, que consistem em obter uma solucao apro-
ximada. Como exemplo, temos alguns métodos classicos como o método de Euler,
método de Taylor e o método de Runge-Kutta, [7]. Em funcao da facilidade de
implementacao associada aa alta performance, o método de Runge-Kutta de quarta

ordem foi escolhido para aproximar as solucoes do modelo #-logistico.

A.1 Meétodo de Runge-Kutta de Ordem 4

O diferencial do Método de Runge-Kutta é aumentar a ordem da aproximacao
sem precisar utilizar o recurso de calcular as derivadas de ordem superior. Para isso,

temos uma regra de atualizacao geral, definida para N estagios, dada por:

Yn+1 — Yn = hf(xmynv h) (Al)
onde,
N
fl,y,h) = anky (A.2)
n=1
n—1
ko = f(z+anh,y+ 1Y Buk)in=2.3,... N (A.4)
s=1
n—1
=Y Buin=2,3,....N (A.5)
s=1

Com isso, para obtermos o método de Runge-Kutta devemos descobrir quais sao

as constantes (Ozn, a, ﬂns). Determinamos essas contantes a partir da expansao em
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série de taylor da funcao f(x,y,h), definida por . Onde, h é o comprimento do
passo e f é a funcao incremento, conforme [7] e [§].

A utilizacao deste método visa uma possivel melhoria na precisao dos resultados,
sem diminuir o valor de h, de modo que malhas com maior nimero de pontos tendem
a aumentar o erro acumulado. Além disso esse método é vantajoso, pois sao auto-
iniciaveis, ou seja, nao dependem de outros métodos [§], é facil fazer a alteracao do
passo h, e seu valor pode ser aumentado reduzindo o esforco computacional. Duas
desvantagens significantes do método de Runge-Kutta é que o niimero de vezes que
a funcdo f(z,y) necessita ser avaliada, por passo,é elevada e para limitar o erro de
discretizacao é necessério escolher um valor pequeno para h, que pode ocasionar um
erro de arredondamento.

Considerando o método de Runge-Kutta de quarta ordem em quatro estagios,

obtemos a seguinte regra de atualizacao:

h
yn—f—l — yn = 8 [k‘l ‘l— 2(k2 + k’g) + k?4] (AG)
onde
1 1
by = f(wn + Ghoyo + ghk); (A.8)
1 1
k3 = f(xn + §h>yn + 5hk2>7 (Ag)

O método é incondicionalmente estavel, tem erro de aproximacao da ordem qua-
dratica, sendo amplamente itilizado na obtencao de solucoes numéricas de equacoes

diferenciais ordinarias.
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