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RESUMO

O presente trabalho aborda uma aplicacdo de sistemas de equacdes diferenciais lineares
em um caso particular, onde iremos modelar matematicamente o Efeito de um
Terremoto sobre um Prédio de Varios Andares. Para tanto, iremos inicialmente
apresentar os conceitos fundamentais de equacOes diferenciais lineares. Seguindo,
fazendo uso de alguns conceitos da Algebra Linear, iremos apresentar Sistemas de
Equacbes Diferenciais em sua representacdo matricial. Por fim, utilizaremos dois
conceitos bdsicos da Fisica Classica: Segunda Lei de Newton e Lei de Hooke para
demonstrar como os conceitos de Sistemas de Equagdes Diferenciais Lineares podem ser
utilizados para explicar a mecanica de como um terremoto pode afetar a estrutura de um
prédio de varios andares.

Palavras chaves: sistemas de equacgdes diferenciais; equacbes diferenciais; efeitos de um
terremoto.



ABSTRACT

The present work addresses an application of systems of linear differential equations in a
case, where we will mathematically model the effect of an earthquake on a multistory
building. To do so, we will initially present the fundamental concepts of linear differential
equations. Following, using some concepts of Linear Algebra, we will present Systems of
Differential Equations in their matrix representation. Finally, we will use two basic
concepts of Classical Physics: Newton's Second Law and Hooke's Law to demonstrate how
the concepts of Linear Differential Equation Systems can be used to explain the
mechanics of how an earthquake can affect the structure of a multi-building. floors

Keywords: systems of differential equations. differential equations. effects of an
earthquake.
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1. MEMORIAL ACADEMICO

1.1 Histoérico da formagdo escolar

Ingressei na escola bdsica aos 06 anos de idade para cursar a alfabetizacdo (atual
12 ano do Ensino Fundamental) no ano de 1991, na Escola Municipal Jodo Joaquim de
Castro, que ficava préximo a minha casa, no Sitio Campo Grande Il, na época, zona rural
da cidade de Sapé, onde cursei até a 42 série do 12 grau (atual 52 ano do Ensino
Fundamental). Lembro-me de ter sido o aluno mais jovem das turmas de que participei,
pois aquela época, na localidade onde vivia, a maioria dos alunos entrava na escola com
idade mais avancada. Por isto, fui um aluno mais reservado, timido, comportado, me
dedicava muito as aulas, tirava boas notas e, me saia bem todas as disciplinas e, apesar de
ainda ndo ter percebido, ja tinha interesse maior pela matematica.

Aos 11 anos, cursei a 52 série do 12 grau (atual 62 ano do Ensino Fundamental) na
Escola Estadual de 12 e 22 Graus Monsenhor Odilon Alves Pedrosa, na cidade de Sapé -
PB. Aos 12 anos, mudei para a Escola Estadual de 12 e 22 Graus José Lins do Rego, cidade
de Pilar — PB, de onde tenho as melhores recordacdes da minha vida estudantil. Nesta
escola fiz bons amigos, tive alguns étimos professores e havia entre os colegas bastante
entusiasmo e o ambiente era muito favoravel ao aprendizado. Conclui, nesta escola o 12
grau (atual Ensino Fundamental) no ano de 1999 e cursei ainda o 12 ano do ja
denominado Ensino Médio. Foi neste periodo que percebi que gostava mais de
matematica que das outras disciplinas escolares.

Em 2001, aos 16 anos, mudei para a Escola Estadual de Ensino Fundamental e
Médio Senador Humberto Lucena, situada na cidade de Sobrado-PB, onde cursei o 22 ano

e 32 ano do Ensino Médio, concluindo esta etapa no ano de 2003.
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1.2 Histdrico da formagao universitaria

Minha vida académica iniciou-se ao ser aprovado no vestibular para UFPB para o
curso de Licenciatura em Fisica, que cursei até o 52 periodo, quando consegui
transferéncia para o curso de Engenharia Civil, também na UFPB. Porém, ndo consegui ir
adiante no curso, pois, por se tratar de um curso diurno em tempo integral, ndao consegui
conciliar o trabalho com a vida académica, sendo obrigado a abandonar o curso no final
de 2006.

Ao final de 2008 ingressei no Licenciatura em Matematica a Distancia pela
Universidade Federal da Paraiba. A possibilidade de fazer um curso superior a distancia,
através da internet, podendo conciliar trabalho e estudos, se apresentou como uma
excelente oportunidade de fazer uma graduacdo e construir uma carreira em uma area
gue me satisfizesse profissionalmente. No entanto, esta nova jornada demonstrou ser
mais dificil do que parecia. O curso a distancia requer muita dedicagdo, algumas vezes
mais que um curso presencial do modelo tradicional, pois, apesar de necessitar se
deslocar até a universidade para assistir as aulas, o curso a distancia exige do aluno muita
disciplina para estudar de forma mais autodidata e, consequentemente, exige a
dedicacdo mais tempo para os estudos. Neste periodo, motivos financeiros, me vi
obrigado a trabalhar em tempo integral, algumas vezes, também nos fins de semana. O
tempo tornou-se o grande obstaculo que nesta oportunidade ndo consegui superar,
tendo assim que a abandonar o curso, apds ter completado as disciplinas do 62 semestre
e mais algumas do 72 semestre.

Em 2013, ingressei no curso de Bacharelado em Ciéncias Contabeis pela
Universidade Norte do Parang, tendo cursado e concluido com éxito a minha primeira
graduacdo no 2017, obtendo o titulo de Bacharel em Ciéncias Contabeis.

Apesar das dificuldades e dos imprevistos em minha jornada académica, me
mantive determinado em concluir a minha graduagdo em matematica. Por isto, em 2017,
ingressei novamente no curso de Licenciatura em Matematica a Distancia pela
Universidade Federal da Paraiba, tendo solicitado aproveitamento das disciplinas ja
cursadas anteriormente, retomando assim o curso a partir do 72 periodo. A medida em

gue as disciplinas foram sendo ofertadas, fui cumprindo cada uma, até chegar nesta
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disciplina (Trabalho de Conclusdo de Curso), disciplina final do curso, que espero lograr
éxito através deste trabalho. Podendo, enfim, concluir a tdo sonhada graduacdo em

Licenciatura em Matematica.
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2. INTRODUCAO

As equacoes diferenciais possuem diversas aplicagdes praticas, servido de modelo
matematica para diversos fendmenos do mundo fisico. Em alguns casos, para descrever
um fendbmeno a ser estudado, ocorre a necessidade da utilizacdo simultdnea de duas ou
mais equagao diferenciais, o que leva a utilizagao de sistemas de equagdes diferenciais.

Neste trabalho iremos analisar um caso particular da aplicagdo pratica de sistemas
de equaclbes diferenciais, com modelagem matemadtica no estudo dos efeitos de um
terremoto em um prédio de varios andares.

O propdsito deste trabalho é mostrar, a partir de um exemplo, que a Matematica
esta inserida em diversas areas do conhecimento humano com aplicagdo pratica em
varias areas de estudo e que o uso de sistemas de equacgdes diferenciais para pratica de
modelagem vem se tornando uma ferramenta muito importante para o
desenvolvimentos das ciéncias e tecnologias em geral.

2.1 JUSTIFICATIVA

O trabalho realizado aqui deseja demonstrar uma aplicagdo de Sistemas de
Equacgdes Diferenciais na drea de Engenharia, portanto, esse trabalho estda muito distante
de ser uma conclusdo de estudos, o que vamos propor aqui é a discussao dessa aplicagdo.

2. 2 OBIJETIVOS
2.2.1 Geral

Esta pesquisa tem por objetivo principal a investigacdo do uso de Sistemas de
Equacbes Diferenciais como subsidiario de outras areas do conhecimento humano.

2.2.2 Especifico

Coletar informagOes necessarias a demonstragdao da aplicabilidade dos
conhecimentos matematicos de Sistemas de Equagdes Diferenciais Ordinarias em outra
area do conhecimento humano, além do apresentado em sala. Demonstrando a
importancia do tema para desenvolvimento de varios setores da sociedade.

16



3. FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Equagoes Diferenciais

Defini¢do 1. Uma equacdo que contém uma funcdo (de uma ou mais varidveis
independentes) e suas as derivadas ou diferenciais, em relacdo a uma ou mais variaveis

dependentes, é chamada equagdo diferencial (ED).

Dada uma fungdo y = f(x), a derivada dy/dx = f'(x) é também uma fungdo
de x. Por exemplo, se y = exz, entdo dy/dx = 2xe*” ou dy/dx = 2xy, podemos
encontrar alguma fun¢do y = f(x) que satisfaga a equagdo, temos que a equagdo
dy/dx = 2xy é uma equagdo diferencial.

As equagOes diferenciais podem ser classificadas quanto ao tipo, ordem e
linearidade. Quanto ao tipo, se uma equagao contém somente derivadas ordinarias de
uma ou mais varidveis dependentes, em relagdo a uma vardvel independente Unica,
chamamos de equacgao diferencial ordinaria (EDO). Caso a equacdo diferencial contenha
derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou mais varidveis

independentes, sera chamada de equagao diferencial parcial (EDP). Exemplos,

dy d?y dy
— — 5y =e* e ——2—=+6y=0
dx y dx? dx+ y
sdo equacles diferenciais ordinarias, enquanto
ou _ v e X Ju ou _ u
dy - x x yay -

sdo equacles diferenciais parciais.
A ordem de uma equacdo diferencial (EDO ou EDP) é a ordem de sua maior

derivada. As equacdes

17



' _ a’y dy)3 _
dxy'+y=x e E-FS(E) —4y =e*

sdo, respectivamente, equacdes diferenciais ordindrias (EDO) de primeira e segunda

ordens. Enquanto as equacoes

ou ov 0%u = 0%u
u_ v, T M
ay 0x dax2  0y?

sdo, respectivamente, equacgdes diferenciais parciais (EDP) de primeira e segunda ordens.

Simbolicamente, podemos expressar uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de

ordem n em uma variavel dependente na forma geral

F(x,y,y’, ...,y(")) =0, (1)

onde F é uma fungdo de valores reais de n + 2 variaveis, x,y,y’, ...,y(”), onde y(") =
dn . - L. .
ﬁ. Por questdes de praticidade e tedricas, consideraremos que uma EDO na forma (1)

possui sempre solucdo e esta solucdo é Unica. Representaremos uma EDO dada na forma
(1), para que a derivada mais alta se escreva em termos de n+ 1 varidveis

remanescentes.

A equacdo diferencial ordinaria (1) também pode ser representada na forma

Z% = f(x, vy, ,__'y(n)), o

onde f é uma fungdo continua de valores reais, conhecida como forma normal de (1).

Assim, para representarmos equag¢des diferenciais ordindrias gerais de primeira e

. d
segunda ordem, respectivamente, na forma normal, podemos escrever é =f(x,y) e

d? ~
d—szl = f(x,y,y"). Por exemplo, a forma normal da equag&o

18



r_ (x-y)
T oax

dxy'+y=x é
Uma equacdo diferencial de ordem n do tipo (2) é dita linear quando pode ser

escrita na forma

n n-—1

d"y d""7y dy
an(x)w + an—l(x)W + et al(x)§ +ag(x)y = g(x) (3)

As equac0es diferenciais lineares caracterizam-se por duas propriedades:

(i)  Avaridvel dependente y e todas as suas derivadas sdo de primeiro grau, ou
seja, o expoente da poténcia de y é sempre 1;

(ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Por exemplo, as equacdes

3d%y
dx3

xdy +ydx =0, y'=2y'"+y=0 e x +x3—z—5y=ex,
sdo equagOes diferenciais ordinarias lineares de primeira, segunda e terceira ordem

respectivamente. Uma equacdo diferencial que ndo é linear é chamada de equacgao

diferencial nao-linear. As equacdes

d’y _ ay 2
dx2+seny—0 e Aty =0

sdo exemplos de equagdes diferenciais ordinarias nao-lineares de segunda e quarta
ordens, respectivamente, uma vez que os termos seny e y? sio fun¢des n3o lineares de
y.

Neste trabalho, para o desenvolvimento do objeto do nosso estudo, nos interessa

apenas o conhecimento sobre equacdo de equacdes diferenciais lineares de primeira

ordem.

19



3.1.1 Equagoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Sabemos que uma equacdo diferencial é linear quando é de primeiro grau na
varidvel dependente e em todas as suas derivadas quando n = 1 em (3), obtemos uma

equacado diferencial linear de primeira ordem.

Definicdo 2. Uma equacdo diferencial ordindria linear € uma expressao da forma

d
@ () 7+ ap(0)y = g(x) (@

Uma equagdo linear é chamada de homogénea quando g(x) = 0, do contrario, é dita

nao homogénea.

Ao dividirmos ambos os lados de (4) pelo coeficiente dominante a, (x) obtemos a forma

dy _
——+ Py =f(x) 5)

que é denominada a forma padrdao de equagdo linear, onde as fung¢des P e f sdo

continuas em um intervalo I.
Por exemplo, na equagdo Z—z +5xy =0, P(x) =5x e f(x) =0, enquanto na

equacao Z—z =y+7,P(x)=—-1ef(x)=7.
3.2 Sistemas de Equacgoes Diferenciais Lineares

Chamamos de sistema de primeira ordem um sistema composto de n equacdes

diferenciais em que todas sdo de primeira ordem. Na forma normal representamos

20



(dxy

T g1(t, xq, %2, ., Xp)
dx,

{2 = g2(t, xq, %5, o, Xp) (6)
dx

\d_tn = gn(t,x1, %3, .., Xp)

Quando cada uma das fungdes g4, g,, ..., gn for linear nas variaveis dependentes
X1, X5, ..., Xn, Obtemos a forma normal de um sistema de equagdes diferenciais lineares

de primeira ordem:

(dx
d_t1 = a11()x; + a12(Oxz + -+ + agn (Ox + f1(D)
dx,

{dr a1 (t)x1 + Az (t)x5 + -+ + azn () x, + (1) (7)
dx,

\W - anl(t)xl + anz(t)xz + -+ ann(t)xn + fn(t)

Neste sistema iremos supor que os coeficientes a;; e as fungdes f; sdo continuos
num intervalo comum [.
Quando f;(t) =0, parai=1,2,3,...,n, o sistema serd dito homogéneo, caso

contrdrio, serd chamado nao homogéneo.

3.2.1 Forma Matricial de um Sistema Linear

Sejam X, A(t) e F (t) as respectivas matrizes

x1(t) a;1(t) app(®) ... ap(t) f1(®)
x=|* _(t) ’ A(t) = a21.(t) azz_(t) ‘12n_(t) o F(t) = f2 gt)
X (8) i (®) ap® o a(® f®

21



o sistema de equacdo diferenciais lineares de primeira ordem em (7) pode ser escrito na

forma

X1 a1 (t) a2(t) . agpa(t)
da [ @1(®) axn() .. ax()
dt : : :

Xn An1(t)  apa(t) .. app(t)

que, na forma normal, torna-se

X' =AX +F.

Se o sistema for homogéneo, escrevemos

X' = AX.

Por exemplo, consideremos o sistema homogéneo

dx

prl 3x + 6y
dy _ _ :
i 2x — 4y
X
SeX = (y), a forma matricial sera
, _ (3 6
X' = (2 A 4) X.

Considerando agora o sistema nao homogéneo

22
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rdx
=6x+ y+ z+ t

=8x+7y—z+10t

=2x+9y— z+6t

dt
ed

dt
@y
\dt

X
seX = ()’), a forma matricial sera

z
6 1 1 t

X=(8 7 -1 X+(10t>.

-1 6t

2 9

Definigao 3. Um vetor solugao em um intervalo I é qualquer matriz coluna

x1(t)
x=|%2® (10)

Xn (1)
cujos elementos sdo diferenciaveis que satisfazem o sistema (8) no intervalo.

Para exemplificar, vamos verificar que, no intervalo (—oo, o),
_(1 ot _ (e _ (3 6t _ (3e®
Xi=(S)e™=(5%) ¢ X=(5)e = (5e)
sdo solucdes de

_9p—2t 6t
Vejamos, diferenciando X; e X, temos X'y = ( 226—2t ) eX'p = (ége&)’ dai
e e

23



vem
ax, =} 3) (_"’:;) = (See__zztt__%"’e__zztt) = (_22:__2?) =X,
ouseja, X'y = AX4, e

o= DB () - (i) -

ou seja, X', = AX,. De onde concluimos que os vetores solu¢do X; e X, dados sdo

solugdes do sistema X' = (; g) X.

Um vetor solucdo do sistema X' = AX + F, é naturalmente, equivalente a n
solugBes escalares x; = ¢, (t), x2 = ¢P,(t), ..., x, = ¢, (t), podendo ser interpretado
geometricamente comum conjunto de equagdes paramétrica de uma curva no espago.

Caso n = 2, as equacgdes x; = ¢,(t) e x, = ¢,(t) representam uma curva no
plano x;x;.

Utilizando o conceito de vetor solucdo podemos generalizar o conceito de

problema de valor inicial para sistemas de equagdes. Seja t, um ponto no intervalo I e

X1 (o) V1
x@) =) e x,=("2)
xn(to) Vn

ondey;, i =1,2,3,...,ns30 constantes dadas. Entdo, o problema, resolver

{X’ = A(t) + F(t)

X(t) =X, (11)

é problema de valor inicial no intervalo.
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Teorema 1. Suponha que os elementos das matrizes A(t) e F(t) sejam fungdes
continuas em um intervalo I que contenha o ponto t,. Existe uma Unica solugdo para o
problema de valor inicial (11) no intervalo.

A demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade é encontrado na literatura.

Daqui por diante iremos focar os nossos estudos em sistemas homogéneos.
Portanto, nas definicbes e nos teoremas que seguem, iremos supor, sem mencionar
explicitamente, que a;; e f; sdo fungBes continuas de t no intervalo comum I.

Teorema 2. Seja X4, X3, ..., X} um conjunto de vetores solugao do sistema

homogéneo (9) no intervalo I. Entdo a combinacao linear

X=cX1tcXy + -+ Xy

onde ¢;, i = 1,2, ...,k sdo constantes arbitrarias, € também uma solugdo no intervalo I,
pois o conjunto solu¢do é um espaco vetorial.

O Principio da Superposicdo estabelece que um multiplo constante de qualquer
vetor solugao de um sistema homogéneo de equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem é também uma solugdo.

Por exemplo, dados os vetores

cost 0
Xy =|-1/ycost +1/,sent | e X, =|e")
—cost—sent 0
solugdes do sistema
1 0 1
X=11 1 0 |X
-2 0 -1

Pelo principio da superposi¢ao, a combinagao linear
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cost 0
X=cX +cXy=c,|— 1/2 cost + 1/2 sent |+c,| et
—cost—sent 0

é também solucdo do sistema.
Definicdo 4. Seja Xi,X5,...,X; um conjunto de vetores solugdo do sistema
homogéneo (9) no intervalo I. Dizemos que o conjunto é Linearmente Dependente (LD)

no intervalo se existirem ¢4, ¢, ..., Cx, ndo todas nulas, de tal forma que
C1X1 + CZXZ + -+ Cka =0

para todo t no intervalo. Se o conjunto de vetores nado for Linearmente Dependente (LD)

no intervalo, sera chamado de Linearmente Independente (LI).

Observemos que, utilizando conceitos da Algebra Linear, é simples verificar se um
conjunto de vetores solugdo é LD ou LI. No caso em k = 2, dois vetores solugdo sdo
Linearmente Dependentes se um for multiplo constante do outro. Para k > 2, o conjunto
de vetores solugdo sera Linearmente Dependente se pudermos expressar pelo menos um
vetor solugdo como combinacdo linear dos demais vetores solugao.

Uma alternativa que podemos utilizar para identificar se um conjunto de vetores é
LD utilizando o conceito de determinante Wronskiano. Partindo do pressuposto que o
leitor tem familiaridade com o conceito de Wronskiano, a partir dos estudos do curso de
Introducdo a Algebra Linear, enunciaremos, sem provas, o teorema a seguir.

Teorema 3. Sejam

X11 X12 X1n

X21 X22 Xon
Xl = ’ XZ = H ’ ’ Xn =

Xn1 Xn2 Xnn

n vetores solucdo do sistema homogéneo (9) no intervalo I. Entdo o conjunto de vetores

solucdo sera Linearmente Independente em I, se e somente se, o Wronskiano
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WXy, Xz 0 X)) = | M #0 (12)

para todo t no intervalo.

Do teorema acima, nota-se que se W (X4, X3, ...,X;,) # 0 para todo t em I, onde
X1,X,,...,X,, s3ao vetores solugdo de (9), entdo, as solugdes serdo Linearmente
Independentes no intervalo. Pode-se demonstrar que, se W # 0 para algum t, em I,
entdo W # 0 para todo t, bastando, portanto, verificar para um t, em [ todas solugdes

serdo LI no intervalo.

Por exemplo, sabemos que X; = (_11) e %t e X, = (g)e“ s3o solugdes do

1 3
5 3

nenhum dos vetores é multiplo escalar do outro. Utilizando o determinante Wronskiano,

sistema X' = ( )X. Nota-se que X; e X, sdo LI no intervalo (—0, ), uma vez que

podemos verificar que

_ e—2t 3eﬁt
W(X]JXZ) - _e_Zt 5€6t

para todos os valores reais de t.

Defini¢do 5. Seja B = {X4, X3, ..., X} um conjunto fundamental de vetores L.I.
que é solugdo do sistema homogéneo (9) em um intervalo I, f é chamado conjunto
fundamental de solugdes no intervalo.

Teorema 4. Existe um conjunto fundamental de solugdes para o sistema
homogéneo (9) em um intervalo I.

Da mesma forma que todo vetor no espago tridimensional pode ser expresso
como combinagdo linear dos vetores Linearmente Independentes i, j, k, todo vetor
solucdo de um sistema de equacdes diferenciais lineares homogéneo de ordem n em um
intervalo I pode ser expresso como combinagao linear de n vetores solugao Linearmente

Independentes em 1.
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Teorema 5. Seja B = {X1, X3, ..., X} um conjunto fundamental de solugbes do
sistema homogéneo (9) em um intervalo I. Entdo, a solu¢do geral do sistema no intervalo

é

X =0cX1+cXy + -+ Xy,

ondec;, i = 1,2,...,n sdo constantes arbitrarias.

O Teorema 5 afirma que a solucdo geral do sistema homogéneo (9) no intervalo I
€ a combinagdo linear dos vetores solugao X4, X5, ..., X;,, do conjunto fundamental de
solugdes no intervalo. Assim, se um X qualquer for vetor solugdo de (9) no intervalo,
sempre sera possivel encontrar ¢4, ¢, ..., ¢, de forma que X = ¢ X1 + ¢, X5 + - + ¢ X,

Por exemplo, sabemos que

=4
e

=@
sdo solugdes do sistema

L

no intervalo (—oo, ). Logo X; e X, formam um conjunto fundamental de solugdes no

intervalo. A solucdo geral do sistema serd entdo

X=cX1+cX,=¢ (_11) e %t + ¢, (g) est .
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Noutro exemplo, temos os vetores

cost 0 sent
X, = <—1/2cost+1/zsent),xz = (et>eX3 = <—1/259nt_1/2005t)

—cost—sent 0 —sent +cost

solugdes do sistema

Observemos que o Wronskiano é diferente de zero

cost 0 sent
WX, X2, X3) = |- 1/2 cost + 1/2 sent et -— 1/2 sent — 1/2 cost|=et#0.
—cost —sent 0 —sent +cost

Para todos os valores reais de t. Concluimos que X4, X; e X3 formam um
conjunto fundamental de solug¢des no intervalo (—oo, ). Assim sendo, a solucdo geral do

sistema no intervalo é a combinagdo linear X = ¢; X1 + ¢, X, + ¢c3X3,isto é

cost 0 sent
X=¢ (— 1/, cost+1/,sent ) + ¢, <et> + 5 (— 1/, sent —1/,cos ¢ )

—cost —sent 0 —sent +cost

Teorema 6. Seja X;, uma solugdo dada do sistema ndo homogéneo (8) no intervalo

I e seja
X, =01 X1+ X5 + -+ Xy,

a solucdo geral no mesmo intervalo do sistema homogéneo associado (9). Entdo a

solugdo geral do sistema ndo homogéneo no intervalo é
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X=X,+X,

A solugdo X, do sistema homogéneo (9) é chamada solugdo complementar do

sistema ndo homogéneo (8).

Por exemplo, o vetor
3t—4
Ll
—5t+6
€ uma solugdo particular do sistema nao homogéneo

X' = (é g)x N (12t_—3 11y

no intervalo (—oo, ).

A fungdo complementar de X' no mesmo intervalo é X, =cl( ll)e‘2t+

cy (g) e®t. Logo, pelo Teorema 6,

X=Xc+Xp=c1(_11)e‘2t+cz(3)eﬁt+( 3t_4)

é a solucdo de X' em (—oo, ).
3.3 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Na se¢dao anterior, vimos o exemplo em que a solugdo geral do sistema

homogéneo

X’z(1 3)X
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X=cX1+cX,=¢ (_11) e %t + ¢, (g) et.

x k t
Como ambos os vetores solugdo tem forma X; = (kl) etit i =1,2,ondek; ek,
2

e sdo constantes e A; escalar, somos instigados a perguntar se podemos sempre obter

uma solucdo na forma

ky
_ k2 | ae _ peoac
X=|]e" =Ke (13)

ks

para o sistema linear homogéneo de primeira ordem genérico X' = AX (9), onde A é

uma matriz n X n de constantes.

Se (13) for solug3o do sistema linear (9), entdo X’ = K1e?t que, substituindo em

(9), vem

Kle’t = A Ke?t

At e rearranjando, obtemos

dividindo ambos os membros da igualdade por e

AK=AK ou AK—- 1K = 0.

Usando propriedades da dlgebra matricial, podemos fazer K = IK, onde I a

matriz identidade multiplicativa, n X n, a equacao equivale a
(A-ADK=0. (14)
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Fazendo

a equacao matricial (14) é equivalente ao sistema de equagdes algébricas simultaneas

(all - /1)k1 + alzkz + b + alnkn = 0
a21k1 + (azz - /1)k2 + + aann = 0
An1kq + A2k, + -+ (ann —Dkp, =0

Embora uma solugdo dbvia seja de k; = k, = --- = k,, = 0, estamos procurando

apenas solugdes ndo triviais. Sabemos que um sistema homogéneo de n equacdes
lineares de n incdgnitas terd solugdo nao trivial se e somente se o determinante da matriz
de coeficientes for igual a zero. Assim sendo, para obtermos uma solucdo diferente de K,

nao nula, devemos ter

det(A— A = 0.

Esta equacdo polinomial em é denominada equagdo caracteristica da matriz A4,
onde sua solugdo sao os autovalores 1, 1,, ..., 4, de A. Uma solugao K # 0 representa
um autovetor de A. Temos dai que X = Ke*t é uma solugdo para o sistema homogéneo.
Analisaremos agora, trés caso de autovalores em sistemas lineares homogéneos com

coeficientes constantes: Autovalores reais e distintos, autovalores reais repetidos e

autovalores complexos.

3.3.1 Autovalores Reais Distintos
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Iremos analisar aqui casos em que a matriz A, n X n, possui n autovalores reais
distintos 14,45, ...,4,, um conjunto de n autovetores Linearmente Independentes

K4,,K, ..., K, podera sempre ser obtido e

X, = KeMt X, = K,e?2t, . X, = K, e/t

serd um conjunto solugdo de (9) em (—oo, ).

Teorema 7. Sejam A4, A,, ..., A,, n autovalores reais distintos da matriz de
coeficientes A do sistema homogéneo (9) e sejam K4, K, ..., K,, os autovetores
correspondentes. Entdo, a solugdo geral do sistema homogéneo em (9) no intervalo

(—o00, ) serd denotado por

X = KieMt + c,Kye?2t + -+ ¢, Kpent (15)

Para exemplificar vamos resolver o sistema homogéneo

x—2 + 3
dc XY
dy

— =2

T x+y

Para resolvermos o sistema, primeiramente determinaremos os autovalores e

autovetores da matriz de coeficientes.

Fazendo

Da equagao caracteristica
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det(A—n =274 3

— 92 _ A= —4) =
=23 a= e DO -0 =0,

vemos que os autovaloressao A, = —1e 4, = 4.

ParaA; = —1, a equagdo (A — AI) K = 0 equivale a

{3k1 + 3k2 =0
2k1 + 2k2 = 0
Assim sendo, k; = —k,. Considerando k, = —1, o autovetor correspondente serd

K, = (_11)

Para A, = 4, temos

{_Zkl + 3k2 = 0
Zkl - 3k2 = 0.

De onde obtemos k; = 3k,/2 e, portanto, tomando k, =2, o autovetor

correspondente serd

K =(3).

A matriz de coeficientes A é de ordem 2 X 2 e como determinamos duas solug¢des

LI, obtemos
= A1t = 1 (-1t = Azt = 3 (4)¢
X1 =K.e" (_1) e e X, = Kye™ (Z)e )

de onde concluimos que, de (15), a solucdo geral do sistema é
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X=cX1+cX,=¢ (_11) e t+c, (;) et

3.3.2 Autovalores Repetidos

E importante observar que nem sempre os n autovalores A, Ay, e, Ay, de uma
matriz A, n X n sdo distintos, podendo ocorrer autovalores repetidos.

Seja m um numero inteiro positivo, se (41— A;)™ for um fator da equacgdo
caracteristica e (1 —A,)™*! n3o for fator, diremos que A; é um autovalor de
multiplicidade m.
llustramos esses casos nos exemplos a seguir:

(i) Para algumas matrizes A n X n, é possivel obter m autovetores Linearmente

Independentes K4, K>, ..., K,, correspondentes a um autovalor A; de
multiplicidade m < n. Nesse caso, a solucdo geral do sistema contém a

combinacdo linear
X = c;KeMt + c,K,eMt + L+ ¢, K, et (16)

(ii) Se houver apenas um autovetor correspondente ao autovalor A; de
multiplicidade m, entdo podem ser obtidas m solugdes Linearmente

Independentes da forma

X1 = K11€Alt

Xz = K21€Alt + Kzzellt
: (17)

m-1 tm—Z

Xm = K1 (o370 + Kz

onde os K;; sdo vetores de coluna.

Vejamos nos exemplos a seguir, um caso de autovalores repetidos e outro de

autovetores repetidos.
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Neste primeiro exemplo, vamos resolver o sistema

onde a matriz para qual podemos obter dois autovetores distintos, correspondente a um
mesmo autovalor de multiplicidade dois.

Primeiramente, calcularemos o determinante da equacao caracteristica

1-4 -2 2
det(A—AD=|-2 1-1 =-2]|=0,
2 -2 1-2

de onde obtemos —(1 + 1)2(1+5) = 0. Vemosque 4; =1, = —1eA; = 5.
Para A, = —1, utilizando efetuando operagdes nas linhas da matriz aumentada

(eliminacdo de Gauss-Jordan), obtemos a forma reduzida e escalonada por linha:

2 —2 2|0\ operasses /1 —1 1|0
(A+I|0)=<—2 2 —20>’M<0 0 oo).
2 -2 2lo o o0 olo

Da primeira linha da matriz obtida temos k; — k, + k3 =0 ou ky = ky, — ks.
Escolhendo k, =1 e k3 = 0, obtemos k; = 1, e escolhendo k, =1 e k3 = 1, obtemos

k, = 0. Assim sendo, temos dois autovetores correspondentesa 4; = —1:

Como nenhum dos autovetores é multiplo constante do outro, obtivemos uma

solugdo Linearmente Independentes correspondentes ao mesmo autovalor.
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1 0
X, = Keht = <1) e t e X, = KyeMt = (1) et

0 1

Por ultimo, para A; = 5, temos

—4 =2 2]0\ operasdes /1 (0 —1]0
(A +51]0) = (—2 —4 -2 o)’% (o 1 1 o)
2 =2 —4l0 0 0 o0lo
que implica em k; = k3 e k, = — k3. Tomando k; =1, obtemos k; =1e k, =-1,

consequentemente, um terceiro vetor

Enfim, a solucdo geral do sistema é

1 0 1
X:C1 1 e_t+C2 1 e_t+ C3 _1 65t.
0 1 1

Veremos agora um caso de autovetores repetidos.

Neste exemplo, encontraremos a solugao geral do sistema

¥=(; Zop)*

Da equacdo caracteristica

det(A — AI) = det ((g :;g) _ (61 g)> _ |3 ;/1 _9—01§ =0
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verificamos imediatamente que (1 + 3)? = 0 e, portanto A; =1, = —3 é uma raiz de

multiplicidade 2. Para esse valor, obtemos o autovetor

Logo,

€é uma solucdo para o sistema. Porém, estamos interessados em obter a solugdo geral
para o sistema, por isto, nos deparamos com um novo problema, pois precisamos obter
uma segunda solucdo.

Uma segunda solugdo do sistema, supondo que A; seja um autovalor de

multiplicidade dois, associado a apenas um autovetor, pode ser obtida da forma

X, = Kte’1t + Pe’1t, (18)
onde
k1 pl
k=% o p=|P2)
k, Pn

Para ver isto, substituimos (18) no sistema X' = AX e simplificamos:

(AK — 2,K)teMt + (AP — 1, P — K)teM1t = 0.

Esta equacdo deve ser obtida vdlida para todos os valores de t, logo devemos ter
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(A—2,DK =0 (19)

(A—A,DP =K. (20)

A equacdo (19) estabelece simplesmente que K deve ser um autovetor de A
associado a A4, assim, resolvendo (19) determinamos a primeira solugdo X1 = KehMt,
A segunda solugdao X, pode ser obtida resolvendo (20) para obter o vetor P.

Sendo assim, retomamos ao exemplo, vamos calcular a segunda solugdao do

3 -—18
2 —90

precisamos resolver

sistema X' =( )X. Identificando K = (i) com P = (52) segue de (20) que

(A-3DP =K
(6 29-C 9)E)=0)
De onde temos

{6p1 - 18p2 =3
2p; —6py, =1

Nesse sistema, temo um ndmero infinito de escolhas para p; e p,. Tomando p; =

1
%, obtemos p, = 0. Logo, P = (5), assim, de (18), obtemos
0

_ Aot Mt — (3) -3t
X, = Kte”1" + Pe™ —(1)te +<

)e‘?’t.

(=N SR

A solucdo geral do sistema é
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3.3.3 Autovalores Complexos

Teorema 8. Seja A a matriz de coeficientes com elementos reais do sistema homogéneo
(9) e seja K; um autovetor correspondente ao autovalor complexo 4, = a +iff, a e B

reais. Entao

K eMt e Keht
(21)

sdo solugdes de (9).

Por exemplo, no sistema

x—2 + 3

dc XY

dy

— =2

T x+y
6—A1 -1

a equacdo caracteristica é det(4A— Al = =A% —101+ 29 = 0 cujo as

5 4 -2
raizes complexassdaod; =5+ 2ield, =5 —2i.

Resolvendo para A, = 5 + 2i, temos

2k, — (1+20)k, =0

Uma vez que k, = (1 — 2i)k,, escolhnemos k; = 1, resulta o seguinte autovetor e

o vetor solucdo correspondente sdo:
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K, = (1 _121_)’ X, = (1 —12i)e(5+2i)t'

Analogamente, para A, = 5 — 2i, obtemos

K=, iZi)’ X =, iZi)e(s_Zi)t'

Por meio do Wronskiano, verificamos que esses vetores solu¢do sdo Linearmente

Independentes, portanto, a solugdo geral do sistema dado é

X =c (1 —12i) p(5+200t 4 ¢, (1 -:Zi) o (5-20t

Observemos aqui, pelo desenvolvimento deste exemplo que, as coordenadas K,
correspondentes a A1, sdo as conjugadas das coordenadas K; correspondente a 4, ou
seja, K, = K. De onde percebemos que a conjugadade 1, é 1; = A,.

E possivel escrever uma solugdo a autovalores complexos em termos de fungdes

reais. Para isto, iremos utilizar a formula de Euler para escrever

e(5+20t — p5tp2i — o5t(cos 2t + | sen 2t)

e(5-20t = o5tp=2it — o505 2t — | sen 2t).

Este processo pode ser generalizado. Seja K; um autovetor da matriz de
coeficientes A (com elementos reais) correspondem ao autovalor complexo 4; = a + if.

Entdo, os dois vetores solucdo do Teorema 8, podem ser escritos como

K e’ = K e%eft = K e (cos Bt + i sen Bt)

KieMht = Rie%e™t = Kye%(cos Bt — i sen Bt)
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Pelo principio da superposicdo, Teorema 2, os seguintes vetores sao solucao:

1, 0 s 1 _ 1 _
X, = E(Kle it 4 Kieht) = E(Kl + K1)e® cos Bt —El(—Kl + K;)e*sen fit

1 — = 1 — 1 —
X, = Ei(—K1e’11t + KqeMt) = Ei(—Kl + K1)e% cos fit + E(Kl + Ky)e%sen Bt

1 - 1, _ . .
Vemos que ambos os termos E(Z +Z)=ae El(—Z + Z) = b sdo ndmeros reais
para qualquer numero complexo z = a + ib. Portanto, as coordenadas dos vetores

coluna %(Kl +K))e %i(—K1 + K,) sdo nimeros reais. Se definirmos
1 = 1. =
By = (Ki+K;) e B, =5i(=K; + K1) (22)

seremos levados ao seguinte teorema.

Teorema 9. Seja A; = a + iff um autovalor complexo da matriz de coeficientes A

no sistema homogéneo (9) e sejam B; e B, os valores coluna definidos em (22). Entdo

X, = [B; cos Bt — B, sen ft]e*t

X, = [B, cos ft — B, sen ft]e® (23)
sdo solucdes Linearmente Independentes de (9) em (—oo, o).
As matrizes B; e B, em (22) sdo frequentemente denotadas por
B, = Re(K,) e B, = Im(K,) (24)

uma vez que esses vetores sao, respectivamente, as partes real e imagindria do autovetor
K;.
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3.4 Variagao de Parametros

Sejam X{,X,,..., X, um conjunto fundamental de solugdes do sistema
homogéneo X' = AX em um intervalo I, entdo a solugdo geral do intervalo sera ¢; X1 +

X + -+ cpX, ou

X11 X12 X1n C1X11 T CaX11 + =+ CpXqq
X21 X22 Xon C2X11 + C2Xq1 + -+ CrXay

X=C1 H +C2 : +"'+Cn : = . n (25)
Xn1 Xn2 Xnn CnXp1 + CoXpp + -+ CpXpyp

A equacgdo obtida em (25) pode ser considerada o produto da matriz ®, de ordem

n X n, das entradas dos vetores solucdes do sistema X' = AX, pela matriz C, de ordem

n X 1, vetor coluna das constantes arbitrarias ¢y, ¢,, ..., ¢,. Podemos entdo escrever
X =d(t)C, (26)
onde
x11 x12 e xln C1
x21 sz e xzn C2
o) =| . : e C=| :
Xn1 Xn2 - Xnn Cn

A matriz @ é chamada matriz fundamental do sistema no intervalo. Observemos
duas propriedades dessa matriz:

e Uma matriz fundamental ®(t) é ndo singular, isto é, admite o inverso
multiplicativo.

e Se ®(t) for a matriz fundamental do sistema X' = AX, ent3o

P'(t) = AdP(t). (27)
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Podemos verificar que o determinante de ®(t) é igual ao Woronskiano
WXy, X,,...,X,,), por isto, ®(t) é Linearmente Independente no intervalo I e seu
determinante é diferente de zero para todo t no intervalo. Como ®(t) é ndo singular,
existe o inverso multiplicativo para todo t no intervalo. Do resultado em (27),
percebemos que cada coluna de ®(t) ser um vetor solucdo de X' = AX.

Verificaremos agora que, dado um sistema ndo homogéneo (8)

X' =AX + F(b),

é possivel substituir a matriz de constantes € em (26) por uma matriz coluna de fungdes

uq(t)
®="") (28)
Un(t)
de tal forma que
X =®()U(t) (29)

seja solugao.
Vejamos, derivando a expressao em (28), utilizando a regra da derivada produto

temos

X', =®o(t)U'(t) + ®'()U(t) (30)

Observemos que U(t) é uma matriz coluna e, por isto, os produtos ®(t)U’'(t) e
®'(t)U(t) ndo estdo definidos, sendo assim a ordem dos produtos em (30) é muito
importante.

Substituindo (29) e (30) em X' = AX + F(t), obtemos
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POU'(t) + ' (H)U(t) = AP()U(t) + F(t) (32)
Usando agora a equacdo em (27) para substituir ®'(t),
(U (t) + Ad(H)U(t) = AP(t)U(t) + F(¢).
Subtraindo ambos os membros da igualdade por A®(t)U(t), temos
D(t)U'(t) = F(t). (32)
Multiplicando agora ambos os membros da equaco (32) por ®~1(t), segue
U'(t) = @~ 1()F(t),
Integrando, entdo, ambos os lados da igualdade, obtemos
Ut) = [ @ 1(t)F(¢) dt. (33)

Como X,, = ®(t)U(t), concluimos que uma solugdo particular de (8) é
X, = <I>(t)f<l>_1(t)F(t) dt (34)

Para calcularmos a integral indefinida da matriz coluna @~ 1(¢)F(t) em (33),
integramos cada entrada da matriz. Desde modo, a solucdao geral do sistema nao

homogéneo X’ = AX + F(t), sera X = X, + X, ou seja,
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X = ®(t)C + (1) j ®-1(OF(t) dt

X (35)

Xp
Observemos que ndo ha necessidade usar uma constante de integracdo no calculo
de [ @ 1(t)F(t) dt.

Vejamos um exemplo de variacdo de parametro, calculando a solugdo do sistema

ndo homogéneo

no intervalo (—oo, o).
Para encontrarmos a solucdo desse sistema ndao homogéneo, vamos primeiro

resolver o sistema homogéneo X' = AX,

A equacdo caracteristica da matriz dos coeficientes é dada por

det(A—/lI)zdet((_23 _14)—(61 g)>=|3;’1 _41_/1 —0

de onde obtemos os autovalores 4; = —2 e 1, = —5. Pelo método usual, obtemos os

autovetores correspondentes a 1; e 4,, sdo, respectivamente,

Os vetores sdo solucdo do sistema homogéneo X' = (_ _14) X, portanto,
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ket = (e = ()

o=kt = (e = (55,

As entradas de X, e X, formam, respectivamente, a primeira e a segunda colunas

de @(¢). Logo,

-2t —5¢t EeZt leZt
e e i 3 :
®(t) = ( ) e 1(t) = 3 ‘

De (34), obtemos

Zp2t 12t
e o 3¢ 3¢ 3t
_ 1 e , : :
X, =@(t) [ ' (F(t)dt = (e—Zt _2e—5t)f 1,5t _ 1,5t (e—t) dt
3 3
2t32t +let
B (e—Zt . ) : dt
e~ 2t _9p-5t se 1 4
te e

et ——pe 1.
25 12
6 27 1
2t—L 4 zet
5 50 4
Sy Byl
5 50 2
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X=X, +X,

= ®()C + D) f ®-1(OF(t) dt

1 1
to2t 2t 4 ot
_ (e—Zt o5t )(cl) N e > € 3¢
et 27/ \C 1teSt _ieSt _iez}t
25 12
6 27 1
= G) et +c, (_12) e St 4+ g t — 3(1) + ‘1* et
5 50 2

3.5 Exponencial de Matriz

Sabemos que uma equacao diferencial linear de primeira ordem x’ = ax admite a
solucdo geral x = cet, o que nos leva a indagar se é possivel definir uma funcdo
exponencial de matriz e4t de forma que e“¢ seja solugdo do problema X’ = AX.

Partindo deste pressuposto, primeiramente para sistemas homogéneos, vamos

verificar agora que é possivel definir a exponencial de uma matriz e4¢ de tal forma que
X =eftc (36)

seja solucdo do sistema homogéneo X' = AX, onde A é a matriz n X n de constante e C
€ uma matriz coluna, n X 1, de constantes arbitrarias. Observemos que a ordem da

multiplicacdo das matrizes et e € é importante, pois desejamos que o produto seja da

ordem n X n, por isto, a matriz C pés-multiplica e“°.

A

Para definirmos matriz e4f iremos usar uma representacdo inspirada em séries de

poténcias da funcdo exponencial escalar e4t:

t2 tk t¥
eatz1+at+a2§+---+ak§+---=za"— (37)
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A série (37) converge para todo t. Substituindo na série, o 1 pela identidade
multiplicativa I e a constante a por uma matriz 4, n X n, de constantes, chegamos a uma

defini¢do para a matriz e4t, de ordem n X n.
Definigdao 6. Exponencial de matriz. Para a matriz A, de ordemn X n,

2

—I+At+A2t—+ +A"—+ A"— (38)
2!

E possivel mostrar que a série converge para uma matriz de ordem n X n para
todo valor de t. Também é importante observar que 4% = AA, A% = A(A?) e assim por
diante.

Para obtermos uma solugdo do sistema homogéneo X' = AX, devemos derivar

X = e4tC. Assim, vejamos a derivada da exponencial de matriz e4t

%e““ = AeAt (39)

Diferenciando termo a termo em (38), temos

a a_4d 2t oAkt
e —dt[I+At+A AR Sy ]—

= A+ AP+ At 4 =

= A [1 + AL+ A% + ] = Ae4t,

De (39), podemos provar agora que (36) é solucdo de X' = AX paratodo C,n X 1,

de constantes:

X' = %e“” C = AetC = A(eAC) = AX.
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Se denotarmos a exponencial da matriz e4¢ pelo simbolo W(t), ent3o (39) sera
equivalente a equagdo diferencial matricial W'(t) = AY(t). Além disso, segue
imediatamente da Definicdo 6 que W(0) =e4° =1 e, portanto, detW(0) # 0.
Consequentemente, essas duas propriedades sdo suficientes para concluirmos que W(t)
é uma matriz fundamental do sistema X' = AX.

Vamos agora, verificar para sistemas ndao homogéneos, que é possivel definir uma
funcdo exponencial de matriz e4® de forma que e“¢ seja solugdo do problema X' = AX +
F(t).

Sabemos que a solugao geral de uma unica equagao diferencial linear de primeira

ordem x’ = ax + f(t), onde a é uma constante, pode ser expressa por
t
x =x.+x, =ce + e fto e Sf(s)d(s).

Para um sistema ndao homogéneo de equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem é possivel mostrar que a solugdo geral de X' = AX + F(t), onde A é uma matriz,

n X n, de constantes, é

t
X=X.+X,=eC+ eAtj e SF(s) d(s). (40)

to

Vemos aqui que a exponencial de matriz e4* é uma matriz fundamental, portanto,
sempre sera n3o singular e, por isto, e 45 = (e45)~1. Na pratica, e ~° pode ser obtida de

et simplesmente substituindo t por —s.

Ha vdarias maneiras para definirmos e4f, neste estudo iremos utilizar a

transformada de Laplace. Vimos de (40) que X = et é uma solucdo de X’ = AX. De fato,

como e = I, X = e é uma solu¢do do problema de valor inicial
X =AX, X(0) =1 (41)
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Se x(s) = L{X(t)} = L{e4t}, entdo a transformada de Laplace de (41) sera

sx(s) — X(0) = Ax(s) ou (sI — A)x(s) =1

Multiplicando a dltima equagdo por (sI —A)™! obtemos que x(s)=

(s —A)~ 1 = (sI — A)~1. Ouseja

L{eA} = (s — A) ! (42)

ou

edt = £71{(sI — A)~'}.
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4. EFEITOS DE UM TERREMOTO EM UM PREDIO DE VARIOS ANDARES

Iremos demonstrar uma aplicagcdo de sistemas de equacgdes diferenciais ordinarias
com modelagem no efeito de um terremoto em um prédio de varios andares,
inicialmente, definiremos as equacbes diferenciais que compdem o sistema e
representam as grandezas participantes do fendbmeno.

Na figura 1, a seguir, podemos perceber que um prédio vertical é usualmente
constituido da sobreposicdo de seus andares, onde a estrutura do andar térreo esta
apoiada sobre o solo, a partir dai, cada andar estd apoiado sobre o andar imediatamente

inferior, até o seu ultimo (n — ésimo) andar.

n-ésimo, Andar

(n - 1)-ésimo Andar

1° Andar

Térreo

Solo

Figura 1 — Prédio de n andares

Usualmente, a estrutura de um edificio é formada por vigas e colunas que
exercem a funcdo de suportar as cargas produzidas por seus pavimentos. Na maioria dos
prédios, esta estrutura é construida em concreto armado, que é constituido por concreto
(mistura de cimento, areia e brita) e barras de aco, que é um material metdlico altamente
eldstico. Considerando esta caracteristica estrutural, suponhamos que os andares estejam
conectados por juncoes elasticas cujos efeitos assemelham-se ao de uma mola e que o i-

ésimo andar do edificio tenha massa m; constante. Cada jun¢dao exerce uma forga
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restauradora F quando os andares sao deslocados um em relacdo ao outro, de modo que

esta forca é oposta a direcdo do deslocamento e proporcional a distensdo s.

n-ésimolAndar

(n - 1)-ésimoJAndar m

1°JAndar m

rérreo

Solo

Figura 2 — Constante de proporcionalidade em cada pavimento de um prédio de n

andares

Podemos aqui aplicar a Lei Hooke em sua forma mais simples, F = ks, onde k é
uma constante de proporcionalidade denominada constante elastica, de onde obtemos

que a forca restauradora entre dois andares é dada por

F = ki(xi41 — x0), (43)

onde k; representa a constante de proporcionalidade entre o i-ésimo e o (i + 1)-ésimo
pavimentos, x; o deslocamento horizontal do i-ésimo pavimento a partir do equilibrio e
X;+1 — X; 0 deslocamento o (i + 1)-ésimo pavimento em relagdo ao i-ésimo pavimento.

Suporemos também que uma relacdo andloga ocorre entre o primeiro piso e o 19

pavimento (térreo), no nivel i = 0, com constante de proporcionalidade k.

ki-1 (x

|
p—
<}

i-1) &

Figura 3 — Forgas restauradoras que atuam em um pavimento
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Considerando a massa de cada pavimento m; constante, podemos aplicar a
segunda lei do movimento de Newton, F = ma, a cada secdo do prédio.

E sabido da Fisica classica que a aceleragdo é, por defini¢do, a taxa de variagdo da
velocidade, ou seja, a aceleracdo corresponde a derivada da velocidade. A velocidade, por
sua vez, é a taxa de variacdo do deslocamento, isto é, a velocidade corresponde a
derivada do deslocamento. Nota-se que a aceleracdo é a derivada segunda do
deslocamento (a = x”). Assim podemos entdo escrever a segunda lei do movimento de

Newton como

F =mx; . (44)

Com este resultado podemos determinar a equacdo da forca restauradora para

cada nivel i de cada andar.

No primeiro pavimento (andar térreo), atuam as forgas restauradoras entre o
piso e térreo (nivel i = 0), que consideraremos a orientacdo no sentido negativo, e entre
o térreo e o primeiro andar (nivel i = 1), que consideremos no sentido positivo,
conforme figura 4.

Da equacdo em (43), no nivel i = 0, obtemos

Fo = —ko(Xo41 — X0) = —kox1
enoniveli =1,
Fi = ki(x141 — x1) = kq(x3 — xq).
Aplicando a Segunda Lei do Movimento de Newton, em (45), temos

_ 17
Fi =myx;.
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Dai, a equagdo da forga restauradora resultante no primeiro pavimento (andar

térreo) é dada por

myxy = —koxy + ky(x; — x4).

Analogamente, no segundo pavimento (primeiro andar), atuam as forcas

restauradoras entre o andar térreo e o primeiro andar (nivel i = 1) e entre o primeiro e

segundo andar (nivel i = 2).

No niveli =1,

Fi = —ki (X141 — %1) = k1 (x3 — x1)

e no niveli = 2,

Fy = ky(x341 — %2) = ky(x3 — x3).

Aplicando a Segunda Lei do Movimento de Newton, em (46), temos

_ 14
Fi =mqyx;.

Temos assim, a equacdo da forga restauradora resultante no segundo pavimento

(primeiro andar) é dada por

myx, = —ki(xz — x1) + ko (x3 — x2).

Repetindo o procedimento utilizado para cada pavimento do prédio, verificamos
que a generalizacdo da forca restauradora resultante para o i-ésimo nivel do n-ésimo

andar é dada pela equacdo diferencial linear de segunda ordem
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mx;’ = k;(Xj41 — X;) (47)

Ki(X; 4 1 - %)
n-ésimolAndar -
K405 - % _4) "
(n-1)-ésimofAndar m_ _,
Ky (X3-%;)
o
-Kq (Xy - Xy) 1°/Andar  m, Ky (%5 - Xy)
Térreo

- KoX4 my

Solo

Figura 4 — Forga restauradoras que atuam em cada pavimento de um prédio de n

andares

Reunindo todas equacOes obtidas para os i-ésimos andares do prédio podemos

escrever

myxy = —koxy + ky(x; — x1)
myxy = —ki(x; —x1) + ka(x3 — x3) (48)
mnxr,l, = _kn—l(xn - xn—l)

A expressdo em (48) é a um Sistema de Equagdes Diferenciais Lineares que
descreve a acdo das forcas restauradoras em sua estrutura devido ao movimento causado
por um terremoto.

Como exemplo, consideremos um edificio de dois andares, onde cada pavimento
tem a mesma massa m = 5.000 kg e cada forga restauradora tem o mesmo valor de k =
10.000 kg/s?.

Incialmente, vamos escrever as equagdes das forgas restauradoras para cada
andar edificio. No andar térreo, atuam forga restauradoras entre o solo e o primeiro piso

e entre o térreo e o primeiro andar, dai temos,
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myxy = —koxy + ki (x; — x4)
5.000x! = —10.000x; + 10.000(x, — x;)

., 10.000
1 = 5000

J=x1 + (2 — x9)]

X, = —4xy + 2x, (i)

Enquanto no primeiro andar, ha forgas restauradoras apenas entre o térreo e o

primeiro andar,

myx; = —kqi(x; — x1)
5.000x; = —10.000(x, — x;)

,10.000

xy = —2x1 + 2%, (if)

Reunindo as equacOes (i) e (ii), obtemos o seguinte sistema de equacOes

diferenciais lineares de segunda ordem.

{x{’ = —4x; + 2x,
X3 = —2x1 + 2%,

Este resultado descreve a agao das forgas restauradoras na estrutura de um
edificio de dois andares devido ao movimento causado por um terremoto, onde cada
pavimento tem m = my; = m, = 5.000 kg e cada forga restauradora tem o valor de k =
k, =k, = 10.000 kg/s?.

E possivel representar o sistema em (48) na sua forma matricial. Para tanto,

consideremos X, M e K, respectivamente, as matrizes
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x4 () m; 0 .. 0
X = xzz(t) , M = 0 m; 0 e
xn(t) 0 0 my,
kq —(ky + k3) ke, 0 .. 0 0
K = 0 k, —(ky, + k3) ks .. 0 0
0 0 O O ee kn—l _le—l

o sistema de equacdo diferenciais lineares em (48) pode ser escrito na forma

m; O 0
0 m, 0
0 O my
—(ko + k1) ky 0
ky —(ky + k2) k,
= 0 k, —(ky + k3)
0 0 0
ou, simplesmente,
MX'" = KX

X1
d*[ x|
at\ |
xn
(49)
0 0 0 X
0 0 0 N
ks 0 0 2
0 kn—l _kn—l n
(50)

As matrizes M e K, n X n, sdo chamadas, respectivamente, de matriz de massa e

matriz de rigidez do edificio. Podemos observar que a matriz M é diagonal e tem a massa

do i-ésimo andar como i-ésima entrada da diagonal. Como a matriz M admite a inversa
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Assim obtemos a equacdo matricial de um sistema homogéneo de segunda ordem

na forma matricial

X" = AX. (51)

Onde A = M~1K é a matriz dos coeficientes.

Durante um terremoto, uma grande forca horizontal é aplicada ao primeiro
pavimento. Se esta forca for de natureza oscilatéria, digamos da forma F(t) = G cosyt,
onde G é a matriz coluna de constantes, poderd haver grandes deslocamentos no edificio,
especialmente se a frequéncia y do termo forgcante F estiver proximo de uma das
frequéncias naturais do prédio (fenbmeno de ressonancia), fazendo com que a amplitude
de sua oscilacdo seja amplificada, podendo levar ao colapso de sua estrutura.

Definicao 7. As frequéncias naturais do edificio sdo as raizes quadradas dos

negativos dos autovalores. Se A; for o i-ésimo autovalor de 4, entdo w; = \/—_Al serd a i-
ésima frequénciadei = 1,2, ...,n.

Assim, podemos representar a estabilidade do edificio durante o terremoto a
partir dos autovalores de A, sendo este autovalores negativos e distintos.

Durante um terremoto tipico, o periodo de oscilagdo T; = 2w /w; (em segundos)
costuma estd no intervalo de 2 a 3 segundos.

Como exemplo, consideremos agora um edificio de 10 andares, em que cada
pavimento tem m = 10.000kg e cada for¢a restauradora tem a constante de
proporcionalidade k; tem o valor de 5.000 kg/s?. Como as matrizes M e K s3o, ambas

10 x 10, a matriz A é também 10 x 10.
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-105 0 0 0 O O 0 O
05-1050 0 0 0 0 O
0 05-1050 0 0 o0 O
0 o 05-105 05 8 0 8
1y _ 0 0 0 0,5 -1 0; 0
MK = 0 o 0o 005-1050 0}
0 0o 0 0 005-1050
0000 0 005-105
0 0 0 0 0 0 0O05-1
0 0 0 0O 0O 0O 0 O0O05

Os autovalores de A; da matriz A podem ser obtidos com a ajuda de um Software

Computacional Matematico.

Os autovalores de A; bem como as respectivas frequéncias w; = /—A; e os

periodos T; = 2m/w; (em segundos) correspondentes sdo assumidos na Tabela 1.

Tabela 1 — Autovalores, frequéncia e periodo de oscilagdo de um prédio de 10 andares em que cada pavimento tem

m = 10.000 kg e cada forca restauradora tem a constante de proporcionalidade k; tem o valor de 5.000 kg/s?

A; | -1,9560 | -1,8260 | -1,6230 | -1,3650 | -1,0750 | -0,7770 | -0,5000 -0,2670 -0,0990 -0,0110

w; | 1,3990 1,3510 1,2740 1,1680 1,0370 0,8810 0,7070 0,5170 0,3150 0,1050

T; | 4,4910 4,6510 4,9320 5,3790 6,0590 7,1320 8,8870 12,1530 | 19,9470 | 59,8400

Observando a ultima linha de nimeros da tabela, podemos verificar que esse
edificio ndo parece correr risco algum em desenvolver o fendmeno de ressonancia, pois
os periodos de oscilagao T; sao maiores ou iguais a 4,4910 segundos, quando, para que
ocorra ressonancia o periodo de deveria estar entre 2 e 3 segundos. De onde concluimos
gue a estrutura deste edificio pode ser considerada segura para o evento de um

terremoto tipico.

60




5. CONSIDERAGOES FINAIS

Procuramos ao longo do nosso trabalho descrever matematicamente os Efeitos de um
Terremoto em um Prédio de Varios Andares. Vimos que, a partir de conceitos
fundamentais advindos da Algebra Linear e da Fisica Cldssica, é possivel transformar em
modelagem matematica as propriedades de Sistemas de Equagdes Diferenciais Lineares.
Conseguimos verificar que é possivel prever o comportamento oscilatorio de um prédio
de varios andares durante um terremoto tipico, calculando, a partir dos autovalores das
matrizes do Sistema de Equag¢des Diferenciais Lineares, as frequéncias naturais e os
periodos de oscilacdo do edificio, podendo assim prever se este tende, ou ndo, a
desenvolver o fenbmeno de ressonancia, o que pode ocasionar o comprometimento da
sua estrutura.

Por fim, ao longo de nossa pesquisa, podemos demonstrar a partir de um caso particular
que é possivel a utilizacdo pratica de Sistemas de Equacdes Diferenciais para aplica¢des
em outras areas de estudo, neste caso, da Engenharia Civil, ajudando assim no

desenvolvimento de diversas areas do conhecimento humano
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