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RESUMO

Este trabalho visa a analise qualitativa do resfriamento de uma peca de aluminio fundida com
uma geometria especifica com objetivo de compreender o processo e as razdes do aparecimento
de um defeito nas amostras do experimento que inspirou esse estudo. Nesse estudo tomou-se
por base os fundamentos da transferéncia de calor para conducdo de calor em regime transiente
e foi utilizado de métodos numéricos e matematicos para criacdo de um modelo preliminar para
analise do fenbmeno. Com o modelo construido, foi criada uma malha simples e através do
método das diferencas finitas elaborou-se equac@es para cada um dos nés da malha. Fazendo
uso do método das linhas foi feita uma aproximacéo do problema que antes era composto por
um sistema de equacOes diferenciais parciais para um sistema de equacOes diferenciais
ordinérias o que permitiu que fosse usada uma solugdo computacional ja presente no software
utilizado, que no caso foi o SCILAB. Apds o desenvolvimento do algoritmo foi necessario
organizar os dados obtidos em uma matriz de temperatura que permitiu uma melhor
visualizag&o e andlise dos resultados.

PALAVRAS-CHAVE: Método das Linhas, Condugdo Transiente, Fundicao.



ABSTRACT

This work aims at the qualitative analysis of the cooling of a cast aluminum part with a specific
geometry in order to understand the process and the reasons for the appearance of a defect in
the samples of the experiment that inspired this study. This study was based on the fundamentals
of heat transfer for transient heat conduction and was used numerical and mathematical methods
to create a preliminary model for analysis of the phenomenon. With the model constructed, a
simple mesh was created and through the finite difference method equations were elaborated
for each node of the mesh. Using the method of the lines, an approximation of the problem that
before was composed by a system of partial differential equations for a system of ordinary
differential equations was done, which allowed that a computational solution already present in
the used software was used, which in the case was the SCILAB. After the development of the
algorithm it was necessary to organize the data obtained in a temperature matrix that allowed a
better visualization and analysis of the results.

KEY WORDS: Method of Lines, Transient Conduction, Casting.
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1 Caracterizacao do Estudo

1.1 Introducéo

Com o desenvolvimento da tecnologia, a vida no mundo moderno tem se transformado
numa velocidade nunca antes vista. As tecnologias hoje tém um tempo de vida extremamente
curto a ponto de as pessoas terem dificuldade para conseguir acompanhar essas inovagoes.
Grande parte da populacdo sabe utilizar de todas essas novidades, que vem para aumentar o
conforto e a praticidade nas atividades diarias, mas ndo tem noc¢édo da infinidade de processos

de fabricagéo utilizados para que essas solu¢es cheguem em suas maos.

Os processos de fabricacdo tém sua origem ha muito tempo atrds, antes mesmo do
homem aprender como se trabalhar com metal, 0 homem ja era capaz de modificar rochas e
madeira para criar ferramentas que facilitassem a sua vida. Dessa época para ca, houve varios
avancos, 0 que permite hoje estarmos nesse patamar ha grande parte dos processos serem
automatizados. Dentre esses processos, alguns sdo de extrema importancia, pois permitem que
se produza a maioria dos produtos disponiveis no mercado hoje em dia. Esses processos ja vém
de muito tempo apenas tendo melhorias com relacdo a eficacia e eficiéncia sem descaracterizar
0 processo, por conta de serem solugdes viaveis financeiramente e ndo ter surgido nenhum tipo
de processo gque consiga superar seu custo-beneficio. Um desses processos que € largamente
utilizado na industria é a fundicdo de metais, um processo relativamente barato apesar da
necessidade de acabamento, sem falar que pode trabalhar com geometria simples ou complexas

e permitem a producdo em massa.

O processo de fundicdo € um dos processos mais populares por ser extremamente
versatil e ter um 6timo custo-beneficio. Existem varios tipos de fundi¢do que dependendo do
material e do tipo de projeto podem variar, 0s principais sdo: por gravidade, sob presséo, por
centrifugacdo e de precisdo. O processo de fundicdo por gravidade geralmente consiste dessas
8 etapas: confec¢do do modelo, confeccdo do molde, confecgcdo dos machos, fusdo do material,
vazamento do material no molde, desmoldagem, rebarbacéo e limpeza. O processo de fundigédo
por gravidade mais utilizado € o de molde de areia pois tem um custo baixo, mas também pode
ser feito através de molde permanente (normalmente feito de um metal com ponto de fusédo
maior do que o do material a ser fundido) e com molde semipermanente que que possui algumas
partes que s@o quebradas apos a solidificacdo do material fundido. A fundicéo por centrifugacao
ocorre em um equipamento especial que gira enquanto o material fundido é vazado no molde,

apesar do vazamento ser mais eficiente € um processo mais caro, esse processo € utilizado na
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fabricacdo de tubos sem costura. A fundicdo sob pressdo é aquela onde o metal é bombeado
dentro de uma matriz e esté é resfriada de maneira a aumentar a vida util do molde além de
resfriar mais rapidamente o material fundido. Fundicéo de precisdo ou fundigéo por cera perdida
funciona diferente dos processos convencionais, nela sao utilizados dois moldes. O primeiro
molde é feito de um metal facil de se trabalhar e tem o formato invertido ao da peca final.
Enchesse o primeiro molde com cera para formar os modelos da pega final, a partir dai colocam-
se esses modelos numa caixa e a preenchem com areia de fundi¢éo, aquecendo a caixa para que
a cera derreta e escorrendo ela para que o molde final seja finalizado. Ap0Os esse processo se
despeja o material fundido para se obter a peca final, esse processo permite a producao em série
de pecas de tamanho limitado, mas com alto grau de detalhamento sem necessidade de grandes

processos posteriores.

A engenharia na busca por entender os fendmenos que envolvem 0S processos que
transformam o mundo ao nosso redor, utiliza dos métodos matematicos ao seu dispor para
modelar e simular esses fendmenos. Os métodos numeéricos foram criados com intuito de
simplificar essas aproximacoes e permitir que pudéssemos entender melhor o que acontece a
nossa volta. Eles permitem que problemas extremamente complexos possam ser aproximados
de uma solucdo razoavel com muito menos esforco em comparacéo a se a solucao tivesse de
ser encontrada na auséncia deles. Esses métodos em conjunto com solugbes computacionais
possibilitaram que a tecnologia desse um salto e se desenvolvesse absurdamente no século

passado e principalmente no atual.

Esse trabalho tem por objetivo estudar o resfriamento de uma peca de aluminio passando
por um processo de fundicdo e fazer uma avaliacdo qualitativa preliminar. Esse estudo foi
motivado por conta de um defeito, figura 1.1 e 1.2, que surgiu em um determinado experimento
e no interesse de entender como se deu esse problema e por que ocorreu apenas em uma das

amostras.



Figura 1.1 — Amostras, Visdo das Pegas Deitadas

Fonte: Acervo Pessoal

Figura 1.2 — Amostras, Visdo da Parte Inferior

Fonte: Acervo Pessoal
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Com isso, neste estudo foi aplicado o conhecimento de métodos numéricos para criar
um modelo simplificado baseado em equacdes diferenciais parciais e sera aproximado a um
sistema de equacOes diferenciais ordinarias através do método das linhas (Schiesser, 1991).
Resolvendo esse sistema utilizando um algoritmo no Scilab, vai ser possivel obter uma imagem
da temperatura e como ela se comporta em cada instante de tempo t. Esses resultados permitirdo
ter uma noc¢do primaria de como se procede o resfriamento e comecar a entender o que pode ter
gerado esse defeito. Para essa analise preliminar, foi utilizada essa geometria simplificada pois

permite uma modelagem mais acessivel até por se tratar de um estudo preliminar.

Figura 1.3 — Geometria Simplificada

Fonte: Acervo Pessoal
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1.2 Objetivos

O objetivo principal desse estudo € compreender como funciona o processo de conducéo
de calor em regime transiente nesta peca especifica e procurar entender o que pode ter
acarretado a formacéo deste defeito, no caso um repuche indesejado. Durante o processo para

chegar ao objetivo deve-se passar por certas etapas:

e Simplificacdo e Caracterizacdo da Geometria da Peca

e Obtencdo de Malha e Equacdes (Diferencas Finitas)

e Aproximagdo do Problema para um Sistema de Equagdes Diferenciais
Ordinéarias (Método das Linhas)

e Elaboracdo de Algoritmo Computacional (SCILAB)

e Obtencdo e Organizacgédo dos Resultados
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2 Referencial Teorico

2.1 Transferéncia de Calor

Transferéncia de calor € o nome dado ao processo pelo qual ocorre a troca de energia
interna de um sistema devido a diferencas de temperatura, seja entre meios estacionarios, entre
superficies e fluidos ou até mesmo entre superficies sem a necessidade de algum meio entre as
superficies. Kreith (2003, p. 1) diz que a entidade calor “[...]ndo pode ser medida ou observada
diretamente, porem os efeitos que ela produz séo susceptiveis de observacao e medicdo. O fluxo
de calor, tal qual o desempenho do trabalho, é um processo pelo qual a energia interna de um

sistema é alterada”.

Como mostrado na figura 2.1, referimo-nos aos diferentes tipos de processos de
transferéncia de calor por modos. Segundo Incropera (2008), havendo uma diferenca de
temperatura em um meio estacionério, podendo este meio ser um solido ou um fluido, damos o
nome de conducdo a transferéncia de calor que ocorre através deste meio. Ja para a transferéncia
de calor que ocorre entre uma superficie e um fluido em movimento, com diferentes
temperaturas, o termo que utilizamos € conveccdo. Para entendermos o terceiro modo de
transferéncia de calor, primeiro temos de entender que toda superficie de temperatura ndo nula
emite energia na forma de ondas eletromagnéticas. Entdo mesmo na auséncia de um meio entre
superficies, desde que a temperatura ndo seja nula, havera uma troca de calor liquida que

caracteriza esse modo de transferéncia de calor chamado de radiacéo térmica.

Figura 2.1 — Modos de Transferéncia de Calor

Conducio através de um sdlido
ou fluide estacionario

Conveepdo de uma superficie
para um fluido em movime nto

Troca liquida de calor por radiagio
entre duss suparficies

r =T,
T] l K

T.

1L>T,

Fluido am
movimento, T.

SupErfrcie T,

' \ N
N\

Fonte: INCROPERA, pg. 2, 2008
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2.2 Conducao de Calor Transiente

A transferéncia de calor por conducdo € o processo por onde a energia interna de um
solido ou fluido sem movimento é transmitida de uma regido de maior temperatura para uma
de menor temperatura. Esse processo pode ocorrer em regime estacionario, onde apesar do
fluxo de calor ndo ha variacéo das temperaturas, ou em regime transiente, onde ha varia¢do nas
temperaturas ao longo do tempo. Além dos regimes a conducdo de calor pode ser
unidimensional ou ocorrer em varias direcdes e pode-se ter ou ndo geracao de calor envolvida.
A conducao de calor transiente € mais complexa em relacdo a em regime estacionario pois como
as temperaturas variam com o tempo e 0 espacgo, torna necessario uma analise mais complexa
do problema. Segundo Incropera (2008, p. 163), ““As propriedades finais do metal dependerdo
significativamente do historico no tempo da temperatura que resulta da transferéncia de calor.
O controle da transferéncia de calor é uma chave na producdo de novos materiais com
propriedades melhoradas”. A geometria da peca pode permitir aproximacdes que facilitem a
obtencdo de solucdo e existem alguns casos especiais que ja tem solu¢bes consolidadas que

permitam a obtencao de resultados de maneira mais simples.

No caso da conducéo transiente as condi¢des de contorno e condicdes iniciais tem papel
fundamental para a compreensao do problema. Caso as condig¢des de contorno, condicao inicial
e a geometria da peca ndo encaixem de maneira adequada nas solucdes mais simples, é
necessario o uso de métodos numéricos para se obter os resultados, um dos mais utilizados € o
método dos nds ou das diferencas finitas. Esse método permite que a temperatura em um no
seja encontrada através dos valores dos nds ao seu redor. Com isso é possivel achar os valores

de temperaturas para cada né independente da geometria do problema.

Neste Estudo, levou-se em consideragdo um caso especifico de conducdo, a
bidimensional e transiente. A condugdo em regime transiente ocorre quando a temperatura varia
com relacdo ao tempo e espaco. Para esse estudo, deve-se partir da equacdo de conducéo de
calor com coordenadas cilindricas:

1X6T_10< 0T)+ 1 0°T +62T 51
a ot ror\ or r2o@%)  dy? @1

Onde a ¢ a difusividade térmica do material e é encontrado pela formula:
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e Kk é acondutividade térmica (W/m.K)
e p édensidade (kg/m3)

e ¢, éacapacidade de calor especifica (J/kg.K)

2.3 Metodo das Diferencas Finitas
Método das diferencas finitas € um recurso muito utilizado na analise de problemas de
conducéo. Considerando uma condugéo bidimensional, sem geracdo de calor, com coordenadas

cartesianas, tem-se a seguinte equagéo:

1 % OT(x,y) _ (62T(x,y)> + ((?ZT(x, 3’)

Onde a regido é dividida em m e n subespacos equidistantes de tamanho:

M N
Ax=— e Ay =—
m n

A caracterizacdo do problema fica como exemplificado na imagem 2.2:

Figura 2.2 — Exemplo Malha Bidimensional

(

—

Dy
Ay

Fonte: <https.//www.researchgate.net/figure/Figura-1-Dominio-Dx-y-R-Malha-de-diferencas-finitas_figl_262379080>

Resolvendo as derivadas parciais do volume de controle escolhido na figura 2.2 temos:

62T(x,y)m _ T(x'ZV)m—l_ZT(x'Y)m+T(x:Y)m+1

x> Ax?
9*T(x,Y)n — T(X,Y)n-1=2T(Y)n+T(X,Y)n+1
x> Ay?

p

OCTCY I TP imin =T D ,ondet =p.At

at? - At



https://www.researchgate.net/figure/Figura-1-Dominio-Dx-y-R-Malha-de-diferencas-finitas_fig1_262379080
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Com isso chegou-se a equacdo para achar a temperatura em cada nd no instante de

tempo desejado:

T(x' y)fr:—‘r% - T(x' y)fn,n T(xr Y)m—l - ZT(X, Y)m + T(x, Y)m+1 T(X, Y)n—l - ZT(X, Y)n + T(x' y)n+1
=a + (2.3)
At Ax? Ay?

Atraveés dessa aproximacdo é posicao simplificar problemas onde a geometria da peca
ndo se encaixa nos métodos mais comuns de resolucdo e permite que através da abordagem
deste estudo se possa discretizar o problema e transforma-lo de maneira a achar uma solugéo

condizente.

2.4 Metodo das Linhas

Ao se buscar solucBes para se resolver um sistema de equacGes diferenciais parciais
(EDP) através de softwares de computador, percebe-se que ndo é algo tdo simples. A maioria
dos softwares disponiveis apresentam uma variedade de solucbes para buscar solugdes para
sistemas de equacgOes diferenciais ordinarias (EDO), mas dificilmente apresentam solver que
resolvem os sistemas de EDP, pois os computadores tém dificuldades de processar sistemas de
derivadas parciais. Por isso, tem-se uma necessidade de “substituir” 0 problema inicial por um
problema equivalente algebricamente. Segundo Schiesser (1991), ao tentar se achar uma
solucdo para T(x, t) deve-se considerar que a variavel x tem um valor no gréfico especificado
por um indexador i . Ou seja, x(1) =0 e x(n) = L onde n é o numero total de pontos x no

grafico e L o valor final assumido por x. Para conseguir determinado ponto de x a expressao

x(()=(>0(—-1)Ax,i=1,2,..,n ; onde Ax = (anl) e representa 0 espacamento do X no

grafico. Realizando o mesmo procedimento para variavel t mas utilizando um indexador j se
obtém uma aproximacao da fun¢do para um valor numérico para cada indexador i e j permitindo
assim que se ache valores de T(i,j). Esse procedimento de aproximacdo de equacOes
diferenciais para equacgdes algébricas é utilizado como abordagem para diferencas finitas,
elementos finitos e até volume finito para solucdo de EDPs e sdo base também para o método

das linhas.

No método das linhas, se mantem as outras variaveis da fungdo com valores aproximados para
cada indexador, mas se trata a variavel t como continua o que vai transformar a funcao T (x, t)
em uma EDO com uma Unica variavel independente t . Desse jeito, é possivel utilizar
qualquer solver para EDOs que os softwares tém disponiveis para achar uma solugdo. Na
figura 2.3, temos um exemplo de como € a representacdo grafica de uma solucgéo que utilizou

0 meétodo das linhas todas as variaveis x(i) ao longo do grafico tem um valor algébrico



aproximado para cada instante t, formando-se linhas para cada valor de i que podem ser
plotadas em graficos 2d que mostram a solugdo em cada instante de tempo.

Figura 2.3 — Representagdo Grdfica de uma Solugdo Através do Método das Linhas

vl
- //

Fonte: < http.//www.pdecomp.net/TheCompendium/chap01.php >
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3 Metodologia

3.1 Método Matemético
Em busca da solucdo do problema, analisou-se a geometria da peca que inspirou esse
estudo preliminar. A partir de alguma simplificagcdes que permitam a utilizacdo das abordagens
necessarias nesse primeiro momento do estudo, foi obtida essa geometria da peca mostrada na
figura 3.1. Essa geometria permite que uma utilizacdo mais eficiente dos recursos empregados

neste inicio de pesquisa acerca do fenémeno.

Figura 3.1 - Geometria Simplificada

T
LG, U

20,00
Db ~

A0 00

] 10.00

@ 40,00
: ————t—

Fonte: Acervo Pessoal

Ao arredondar-se parte da amostra ao qual inspirou esse estudo, obteve-se uma
geometria proxima de um cilindro, possibilitando a utilizagdo de simetria como um fato na hora
de buscar as solucdes para o problema proposto. Na figura 3.2, foi feito um corte na peca que

permite a visualizacgdo de uma face mais apropriada na discretizacdo do problema e
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possibilitando que uma solucdo especifica dessa face seja expandida para o solido todo devido

a simetria do problema:

Figura 3.2 — Corte no Solido Estudado

/""""--—-...

Fonte: Acervo Pessoal

Partindo desse corte foi possivel obter essa face que por conta da simetria apresentada
permite analisar o problema especificamente nessa face e expandir a compreensao do fendémeno
ao todo, também por se tratar de um estudo preliminar esta sendo buscado fazer uma analise
qualitativa do fenbmeno para compreender o que pode ter causado o defeito observado na

amostra. Por isso, serd levado em consideracdo essa face da figura 3.3 na construcdo da malha:
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Figura 3.3 — Face a ser estudada

30,00

10,00

10,00

60,00
20,00

20,00

Fonte: Acervo Pessoal

A partir desta face, é possivel simplificar o problema como uma conducéo
bidimensional transiente. Partindo da equacéao da difusdo de calor com coordenadas cilindricas
(equacdo 2.1) para condugéo transiente foram feitas simplificacGes para o caso bidimensional,

sem geracado de calor obtendo:

a ot

1_0dT(ty,r) (10 0°T(tyr)\ 0°T(ty,r)
X———— = <;§ + arz + ayz (31)

Desenvolvendo equacdo 3.1 para este caso especifico utilizando do método das

diferencas finitas se tem:
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aT;; o x (Ti—l,j — 2T ; + Ty 4 Tijo1 = 2T+ Tijer 1 Tije1 — T

— X ——— | (3.2
ot Ay? Ar? +ri 2Ar ) 32

A equacdo 3.2 serd utilizada como base para a discretizacdo do problema para isso se
faz necessario a determinacdo de condicGes de contorno. Neste estudo preliminar foram
utilizados:

oT(t,y,7)

c')r |T=O ) T(O,y,T') = TO

Ja a temperatura na superficie externa do solido serd considerada uma temperatura

prescrita T, . Essas condi¢des sao representadas na figura 3.4:

Figura 3.4 — Condigdes de Contorno

aT

(tyr) _
=

Tw

S

Fonte: Acervo Pessoal

Para condicdo inicial, utilizou-se da temperatura de fusdo do aluminio puro como T,
para analisar apenas como se procede o resfriamento sem a preocupacao com a troca de estado

fisico.

3.2 Método de Solucéo
A partir da figura 3.3, foi possivel criar uma malha simples, mas que permita a

visualizacdo o problema. Por conta do software escolhido para a resolugao do problema, Scilab,
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ndo compreender dados no formato T; ; foi-se necessario a utilizagdo de apenas um nimero para

indicar a posicdo dos nos, T;. Com isso, foi obtida a malha descrita na imagem 3.5:

&
BoBoOE OB K & E B B B
LI I T R = O - T - O T T T T = N - - SR

s OoR oW B R B W
L - TR - T T T - T T = I R - BV

BOE B OB @

16 17 1E 1 120 11

16 147 M 19 150 151

71 72 1@ M I 06

191 102 X8 14 195 K6

Figura 3.5 — Malha Referente a Face Estudada

10

& 10

& 0

B

i

8

m

s

200 210  tw  tw

Fonte: Acervo Pessoal

Com a malha pronta utilizou-se do método dos nos, representado na equacéo 3.2 ja

simplificada para o este caso especifico, e foram obtidas as equac¢bes que discretizam o

problema para cada né da malha criada. Com essas equa¢fes em mdo, iniciou-se a criacdo do

algoritmo responsavel pela obtencdo dos dados da solucdo. As equacOes estdo todas descritas

no apéndice 1. O algoritmo vai utilizar um solver comum de EDOs para cada instante de tempo

t armazenando os dados para cada né como se fosse uma linha continua, assim como mostrado

na figura 2.3. Por utilizar do método dos nds explicito ele utiliza os valores achado no instante

de tempo anterior para achar os valores do instante de tempo seguinte.

Ap0s a obtencdo dos dados é necessario que se tenha uma matriz de temperatura para

organizar os dados de maneira a permitir uma visualizacdo do problema, para isso foi construida

uma matriz de temperatura seguindo a malha criada para analise desse problema.
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[ T1 TW

Ta01 -+ Ty
Por conta de uma limitacdo do programa, houve uma necessidade da matriz ter o mesmo
namero de linhas e colunas para permitir a plotagem, que neste caso devido a quantidade de

nos no eixo y exigiu que fosse criada uma matriz 31x31, a figura 3.5 representa bem o resultado

final.

Todo o algoritmo utilizado no programa tanto para achar a solu¢cdo como para mostrar
o0s resultados estd no apéndice 2. Ap6s a plotagem da matriz de temperatura no instante de

tempo “t”, foi possivel fazer a analise qualitativa dos resultados de maneira sucinta e didatica.
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4 Resultados
Para a obtencdo dos resultados foram utilizados os dados iniciais baseado na geometria,

na malha construida, nas condic¢des iniciais e condi¢Ges de contorno:

e NuUmero de Nésemy (Ny) =31
e NuUmero de nés em r (Nr) =16
e Raio (R)=0,03m

e Altura (L) =0,06m

_ R

* dr_(Nr—l)
L

* dy_(Ny—l)

e Difusividade a = 97,1 x107° mTZ (Tabela A.1, Aluminio Puro,
INCROPERA, 2008, p. 589)

e Temperatura Inicial (T,) = 660°C

e Temperatura Constante das Paredes (T,,) = 30°C

e Tempo Inicial (t;) =0s; At =0.1s; t(p) = p.At ;onde: 0 <p <50
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Para um instante t=1:

Figura 4.1 - Grdfico Referente aos Resultados no Instante t=1
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Fonte: Acervo Pessoal

Esse grafico mostra um principio de processo de resfriamento, ainda muito concentrado
nas bordas, mostra também que a temperatura ainda se distribui uniformemente ao longo do
solido ndo permitindo ainda uma analise melhor de como se procede o resfriamento neste

estudo.
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Para um instante t = 2:

Figura 4.2 - Grdfico Referente aos Resultados no Instante t=2
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Fonte: Acervo Pessoal

Nesse gréfico ja& fica muito mais visivel como a temperatura varia ao longo do solido,
pode-se perceber como a temperatura vai sendo dissipada pelas paredes que neste caso estdo a
uma temperatura constante e percebe-se que parte da geometria tem um comportamento
parecido com o de uma aleta acelerando o processo de resfriamento na regido de maior

concentracdo de massa.
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Para o instante t = 10:

Figura 4.3 - Grdfico Referente aos Resultados no Instante t=10
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Fonte: Acervo Pessoal

Aqui fica bem mais claro como ocorre o resfriamento, chegando em um momento onde
praticamente o solido todo encontra-se a uma temperatura “baixa” com uma concentragdo de
calor no interior da parte da peca com maior volume de material, muito provavelmente com

material liquido ainda. Analisando mais uma vez a figura 4.4 da nossa amostra:
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Figura 4.4 — Amostra que Inspirou o Estudo

Fonte: Acervo Pessoal

Com base nos resultados obtidos, pode-se supor que essa concentracdo de calor na
regido de maior volume de massa necessita de um abastecimento minimo de material para que
ao ser resfriada a pega permaneca com a geometria e a toleréancia dimensional desejados no
projeto. No caso especifico onde ocorreu esse defeito, o canal de vazamento foi posicionado de
uma maneira que acabou por permitir que liquido vazado resfriasse antes que o volume
necessario de material chegasse ao centro da peca. Com isso, 0 processo de contracdo ocorreu
e por conta da falta de material criou-se esse defeito.
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5 Concluséo

Ao se avaliar o estudo, foi considerado que os métodos utilizados foram eficazes para
alcancar todos os objetivos especificos, permitiram que o modelo e a caracterizacdo do
problema fosse feita de maneira a possibilitar toda a abordagem planejada na execugdo do
estudo. Os resultados foram condizentes com a realidade e o uso do software tornou capaz a
utilizacdo dos métodos numeéricos para a obtencéo e organizagdo dos dados. Dito isso, conclui-
se que os resultados alcancados foram satisfatorios até por se tratar de um estudo preliminar.
Esse estudo foi capaz de dar uma diretriz para que estudos posteriores mais elaborados possam
vir com resultados mais expressivos, possam trazer uma anélise quantitativa tendo como
comparativo os resultados de calculos feitos a mao, possam fazer analise de outras geometrias
e fazer a utilizacdo de malhas mais finas afim de se obter um resultado mais proximo da
realidade. Apesar das dificuldades esse estudo trouxe uma intercambialidade de disciplinas que
enriquecem a formagé&o e criam uma forma de raciocinar diferente ao analisar os mais diversos
problemas. Somente ao se passar por conhecimentos de transferéncia de calor, fundicdo e
métodos numeéricos foi possivel criar uma abordagem que permitisse a obtencdo desses
resultados e quem sabe um dia trazer a tona novas solu¢des que diminuam a incidéncia de
defeitos provocados por falta de controle no resfriamento das pecas fundidas ou até desenvolver

0 processo como um todo.
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Apéndice A — Equacbes Diferenciais para os NOs

dT, T, — 2T, + T, 2(Ty, — Ty)
—=ax|————+2x——=
ac ¢ < Ay? Ar?

dt

dT; T,—2Ts+Ts T,—2Ts+T, 1 T,—T,
— = aX ( + X )
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar

X
Ay? Ar? Ar 2Ar

dT, Ty —2T,+T, T;—2T,+T;3 1 5 —T;
ax( + )

dt

dTs T,—2Ts+Tyy Ty—2Tc+T, 1 T,—T,
— = aX ( + X )
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dT, T, —2T,+To Ts—2T,+Ts 1 Te—T;
= aX ( + X )
Ay? Ar? 3Ar 2Ar

dT6 Tl - 2T6 + Tll 2(T7 - T6)
— =g X|————+2x———
e ¢ ( Ay? * Ar?

dr, T,— 2T, +Ty, Te—2T,+Tg 1 Tg—Ts
—Z X — X
¢ ( ANE T A e T )
dT, Ty—2Tg+Tys Tro—2Ts+Ty 1 To—T,
T , (=T
Ay? Ar? 2Ar 2Ar

dT. T, —2Tg+ T Tg — 2T+ T 1 T,0 — T
o _ 4 x( 4 92 14, 8 9 10 n w 210 8)
Ay Ar? 3Ar 2Ar

dTio Tg —2Tyg +Tis Tg—2T9+ T, 1 Ty — Ty
= aX ( + X )
Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dT. Te — 2T, + T 2(Ty, =T
11=ax<6 16 L 5 (Ty, 11))

dt Ay? Ar?
dTy, — ax (T7 — 2Ty, + T4y 4 Ty —2T1, + T3 i y T3 — T11)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dTy3 - ax (Te —2T3+Tyg + Typ — 2Ti3 + Thy 1 y T4 — T12)
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar

dTy, <T9 —2T14+To | Ti3—2T14+Ty5 1 Ty5 — T13)
= aX + X
dt Ay? Ar? 3Ar 2Ar

dT;s <T10 —2T5+ Ty Tia—2T15+ T, 1 T, — T14)
= aX + X
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dTie Ty — 2T16 + T2 2(Ty7 — Ty6)
=ax 42x—L >
- ( Ay? Ar?

dTy; (T12 —2T17+ Ty,  Ti6—2Th7+Tig | 1 Tig— T16)
= aX + X —

dt Ay? Ar? Ar 2Ar

dTyg <T13 —2Tig+ T3 Ti7—2Tig+T9 1 Ty — T17>
= aX + X
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
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dt

dTye (T14 —2T19+Toy  Tig—2T19+ Ty 1 Tpo— T18)
—_— a X + X
Ay? Ar? 3Ar 2Ar

dTyo (T15 — 2T+ Tos  Tio— 2T+ T, 1 Ty — Tzo)
= aX + X
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dTyq Ti6 — 2T31 + Ty 2(Ty3 — Ta1)
= X +2xXx—""
a ¢ < Ay? Ar?

drT. Ti7 —2T,, + T T, — 2T, + T 1 T, — T
22=ax(17 22 27+ 21 22 23_|_ % 223 21)

dt Ay? Ar? Ar 20r

darT: Tig — 2T,2 + T Tyy — 2T52 + T 1 Tos — T
23 _ ><(18 23 28+ 22 23 24 o 124 22)

a “ Ay? Ar? 207

dT;4 — ax (T19 — 2Ty4 + Ty + T3 — 2T24 + T35 1 T25 3)
dt Ay? Ar? 3A

dT;s — ax (Tzo — 2Ty5 + T3 + Tyy — 2T55 + T, T - T24)
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dTse Ty — 2T + T34 2(Ty7 — Tae)
=ax 42 x L2
e ¢ ( Ay? Ar?

dT. Ty, —2T57 + T T —2T57 + T 1 Ty—T
27:ax(22 27 7132, 126 27 28 |~ 128 26)

dt Ay? Ar? Ar 2Ar
des <T23 - 2T28 + T35 Ty — 2T+ Tyo 1 Ty9 — Ty
a X + X
Ar? 2Ar 2Ar
dT29 (T24 - 2T29 + T34 Trg —2T59 +T3p 1 T30 — Tzs)
a X + X
Ar? 3Ar 2Ar
dTs . (Tzs — 2T30 + T35 + Ty —2T30 + Ty, 1 y T, — T29)
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTsq Ty6 — 2T31 + T3 2(T3, — T31)
= X 2 X —
T ( Ay? + Ar?

dTs, <T27 —2T3,+T37 T30 —2T3,+T33 1 T33-— T31)
= aX + —_— X —
dt Ay? Ar? Ar 2Ar

dTsz (Tzs —2T33+T3g | T3p—2T33+T34 1 T34 — T33>
= aX + X
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar

dTs, <T29 — 2T34 + T39  T33 —2T34 + T35 1 T35 — T33)
a X + X

at Ay? Ar2 3Ar 2Ar

dTss (T30 —2T35+ Ty T34—2T35+T, 1 T, — T34>
3B = ax + X
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar

dT. T31 — 2T34 + T. 2(T3, —T.
36 _ g x [ 31 L S (T37 — T36)
dt Ay? Ar?

drT: Tyy — 2T27 + T, Tae — 2T27 + T 1 Tig — T
37 _ ax(32 37 42_|_ 36 37 38+ w238 36)

dt Ay? Ar? Ar 20r
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. (T33 —2T3g+ Tz  T37—2T35+T39 1 9 T39 — T37)
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
dTze T34 —2T39 +Tyy  Tzg—2T39+ Ty | 1 Tyo — T3s
ac & Ay? Ar? 3ar < 247
dTyo _ (T35 — 2Ty +Tys | Tz9— 2T+ T, 1 Ty — T39>
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTy, T36 — 2T4q + Tye 2(Ty — Ta1)
= X 2 X —
¢ ( Ay? + Ar?
Ty, T37 = 2Ty +Ty7  Ty1 — 2Ty + Tz 1 Tyz =Ty
= aX _— X — -
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dTys T3g —2Ty3 +Tag  Typ —2Ty3+Thy 1 Tys — Ty
a Ay? Ar? 20 X 281
ATy, T39 = 2Ty +Thg | Tyzs = 2T +Tys 1 Tys —Ty3
aw Ay? Ar? 3ar 247
dTys Tao = 2T4s +Tso | Taa —2Tys+ Ty, 1 Ty —Tyy
a2 Ay? Ar? anr " 2ar
dTye Ty1 — 2Ty + Tsq 2(Ty7 — Tye)
= X 2 X —
ac ¢ ( Ay? * Ar?
dly; Tyo = 2Ty7 +Tsy Ty —2T47+Tag | 1 Tag—Tae
a2 Ay? Ar? Ar 201
dTyg o x <T43 —2Tyg + Tsz | Ty7 — 2Tyg + Ty + 1 y Tao — T47)
at Ay? Ar? 2Ar 2Ar
ATy Tyqa —2T4o+Tsy  Tag —2T4o +Tso 1 Tso — Tys
ac Ay? Ar2 3Ar 247
dTso Tys —2Tso+Tss  Tyao—2T50+ Ty, 1 Ty —Tyo
a Ay? Ar? aar T 2Ar
dTsy T4e — 2T51 + Tse 2(Tsy — Tsq)
= X 2 X —
T ( Ay? + Ar?
dls, Ty7 =2Ts; +Tsy;  Ts1 —2Tsp;+Ts3 1 Ts3—Tsq
a & Ay? Ar? Ar 201
dTlss Tyg —2Ts3 +Tsg  Tsp —2Ts3+Tsq | 1 Tsqa—Ts,
a Ay? Ar2 2ar T 2Ar
dTls, Tyo—2Ts54 +Tsg  Tsz3—2Ts4+Tss 1 Ts5—Tss
ac Ay? Ar? 3Ar . 2Ar
dTlss Tso—2Tss+Teo | Tsa—2T55+ T, 1 Ty —Tsq
e & Ay? Ar? ahr T 2Ar
dTse Ts1 — 2T56 + Te1 2(Ts7 — Tse)
_— X 2 X —
¢ ( Ay? + Ar?
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dls; (Tsz —2T57+Tey  Tse —2Ts7+Tsg 1 Tsg— Tse)
= aX + Y
dt Ay? Ar? Ar 2Ar

des (T53 - 2T58 +Tez Ts7; — 2Tsg +Tso 1 Ts9 — Tsy
a X + X
Ar? 2Ar 2Ar
dT59 (T54 - 2T59 + Tes Tsg — 2Ts9 + Teo 1 Teo — T58>
a X + X
Ar? 3Ar 2Ar
dTe . (Tss — 2T + Tes + Tsg —2To + Ty, 1 y T, — T59)
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTeq Tse — 2Teq + Tee 2(Tey — To1)
= X 2 X ————
a ( Ay? * Ar?

dTe, (T57 —2Te; +Te7  Te1 —2Te +To3 | 1 Tez— T61)
= ax + +— x-2_61
dt Ay? Ar? Ar 2Ar

dTes — ax (Tss — 2Tz + Teg + Tey — 2Te3 + Tey 1 y Tesq — Tez)
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
dTe4 . (T59 — 2Tg4 + Teo 4 Te3 — 2Ty + Tes 1 « Tes — T63)
dt Ay? Ar? 3Ar 2Ar
dT, Teo — 2T + T Tea — 2T + T, 1 T, — T
65 _ ax( 60 625 70+ 64 625 L " W 64)
dt Ay Ar 4Ar 2Ar
dTee Ter — 2T + T71 2(Te7 — Tee)
—2° = x 42 x 2L 0%
e ¢ ( Ay? Ar?
dTe7 _ o x (Tez — 2Te7 + Tpp + Teoc —2Te7 +Tgg | 1 N T Tse)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dT Ter — 2Tca + T Ter — 2Tca + T, 1 Teog — T
68 _ 4 x ( 63 68 73 n 67 68 69 n 5 69 67)
Ar? 2Ar 2Ar
dT69 Tes — 2T69 +T74  Teg —2Te9 + T7g 1 T70 — Teg
X X
“ ( * Ar? MY )
dT7 . <T65 — 2T79 + T75 + Teog — 2T79 + Ty, 1 » Ty — Teo
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dT74 Tee — 2T71 + T7e 2(T7, — T7y)
= X 2 X —
- ( Ay? * Ar?
dT7, _ o x <T67 — 2T7, + Tyy + T71=2Tp+T73 1 y T73 — T71)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dT3 - ax (Tes — 2T73 + T7g + T7p —2T7;3+T7 1 y T74 — T72>
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
dT7, . <T69 — 2T74 + T7g 4 T73 —2T74 + Tys 1 y T75 — T73)
dt Ay? Ar? 3Ar 2Ar

dT7s <T70 —2Ty5+Tgy T74 — 2T75+ T, 1 T, — T74)
—B= ax + X
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar



dt

drT. Toy — 2T + T
76=a><<71 726 81_|_2
Ay

2(T77 — Tye)
X —_—
Ar?

2Tos +Tos 1

dT; — ax <T72 —2Ty7+Tg, T76 —2T77 + Tyg + i 9 T;¢ — T76)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dT78 o x (T73 - 2T78 +Tgzs  Ty77 — 2T+ Typo 1 T79 — Ty
Ar? 2Ar 2Ar
dT79 o x (T74 - 2T79 +Tgy Tsg—2T79+Tg 1 9 Tgo — T78>
Ar? 3Ar 2Ar
dTg — ax (T75 —2Tgg +Tgs Ty9 — 2T + Ty 1 Ty — Ty9
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTgq T76 — 2Tgq + Tge 2(Tgp — Tg1)
= X 2 X ————
T ( Ay? * Ar?
dTg, . <T77 —2Tgy +Tg; Tgy — 2Tgy + Tg3 i y Tg3 — T81)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dTgs . (T78 —2Tgz3 +Tgg Tgy —2Tg3+Tgy 1 « Tgy — Tsz)
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
dTg, . (T79 — 2Tgy + Tgg  Tgz — 2Tgy + Tgs 1 » Tgs — T83)
dt Ay? Ar? 3Ar 2Ar
des y (Tso —2Tgs + Tog  Tgq — 2Tgs + Ty, 1 y T, — T84>
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTge Tgy — 2Tg6 + Toy 2(Tgy; — Tge)
—_— X 2 X——
e ¢ < Ay? * Ar?
dTg, — ax (Tsz —2Tg7 + Ty  Tge —2Tg7 +Tgg 1 » Tgg — Tss)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dTgg ~ ax (T83 — 2Tgg + To3  Tgy; — 2Tgg + Tgo + 1 y Tg9 — Tgy
dt Ay? Ar? 2Ar 2Ar
dTgy Tgq — 2Tgg + Toy  Tgg — 2Tgg + Tog T88
a Ay? Ar? 32
dTg ~ (Tss —2Tyg + Tos  Tgg— 2Tgo + Ty T - T89)
dt Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dToq Tge — 2Tgq + Tog 2(Toy — Toy)
= X 2 X —
¢ ( Ay? * Ar?
dToz _ o (T87 — 2To + To7  Toy — 2Top + To3 + 1 y To3 — T91>
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dT93 . (Tss - 2T93 +Tog  Top — 2To3 + Toy 1 y Toy — T92)
Ar? 2Ar 2Ar
dT94 (T89 2T94 +Tog Toz —

a X

Tos — T
295 93)

Ar? 3Ar 2Ar

37



dt

dt

dt

dt
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dt
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dt
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dt
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dt
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dt

dTyi3
dt

= aX

y (T90 — 2Tys + T 4 Toy —2Tgs +T,, 1 T, — T94>
Ay? Ar? 4Ar 2Ar
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dt Ay? Ar?
y (T92 —2T97 + T102 = Toe — 2To7 + Tog i » Tog — T96>
Ay? Ar? Ar 2Ar
y (T93 —2Tog + Tyo3  To7 —2Tog +Tog 1 9 Tyg — T97>
Ay? Ar? 2Ar 2Ar
y (T94 — 2Tg9 + Tro4  Tog — 2Tog + T1o0 1 y T100 — T98)
Ay? Ar? 3Ar 2Ar
« (T95 — 2T100 + Thos + Tog — 2T190 + Ty 1 « T, — T99)
Ay? Ar? 4Ar 2Ar
dTi01 — g x Toe — 2T101 + T116 +2 % 2(T102 — T101)
dt Ay? Ar?
y (T97 — 2Ty02 + Th17 + Tyo1 — 2T102 + T103 i y Ti03 — T101)
Ay? Ar? Ar 2Ar
y (T98 — 2T 93 + T118 + T102 — 2T103 + T104 1 T104 T102)
Ay? Ar? 28r
y <T99 — 2T104 + T119 + T103 — 2T104 + T10s 1 T105 T1o3>
Ay? Ar? 3Ar
» (Two — 2T105 + Th20 4 T104 — 2T105 + T106 1 T106 T104)
Ay? Ar? anr
o x (Tw - 2T106 + Ti21 4 Ty05 — 2T106 + T107 1 T107 T105>
Ar? 5Ar
o x (Tw - 2T1o7 +Ti22  Tio6 — 2T107 + Thos 1 T108 T106)
Ar? 6Ar
o x (Tw - 2T108 + T3 4 Ti07 = 2T108 + T1oo 1 T109 T107)
Ar? 7Ar
o x (Tw - 2T109 +Ti24  Ti0s — 2T109 + T110 1 T110 T108>
Ar? 8Ar
o x (Tw 2T110 + Ti25  Ti09 — 2T110 + T111 1 T111 T109)
Ar? 9Ar
o x (Tw —2T111 + Tiz6  Tyi10 — 2Th11 + T2 1 Ti12 — T110>
Ay? Ar? 10Ar 2Ar
o x (Tw — 2T 12 + Thyy + Ty11 — 2Ty12 + Thas 1 Ty13 — T111>
Ay? Ar? 11Ar 2Ar
(Tw —2T113 + Ti2g  Tyi12 — 2Ty13 + 114 1 Ti14 — T112>
Ay? Ar? 12Ar 2Ar
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dT114 -

dt

dT115 —

dt

dT117 -

dt

dTi1g

dt

dTy19

dt

dTlZO -

dt

dTip1

dt

dTi3;
dt

y (Tw — 2T114 + Th29 4 Ty113 — 2T114 + Th1s 1 Ti15 — T113)
Ay? Ar? 13Ar 2Ar
o (Tw —2Ty15 + Tizo . Ti14a — 2T115 + Ty 1 N Ty, — T114>
Ay? Ar? 14Ar 2Ar
dT116 — o x Ty01 — 2T116 + Th31 +2 % 2(T117 — T116)
dt Ay? Ar?
y <T102 — 2Ty17 + T3, + Ti16 — 2T117 + T11s 4 i Ti18 — T116)
Ay? Ar? Ar 2Ar
o x (T103 — 2Ty18 + Ty33 4 Ty17 — 2T118 + T110 1 T119 T117)
Ay? Ar? ZAr
o x (T104 2T119 + Ti34 + Ty118 — 2T119 + T120 1 T120 T118>
Ay? Ar? 3ar
o x (TIOS — 2Ty30 + Tizs  Tyi19 — 2T120 + T121 1 T121 - T119)
Ay? Ar? anr *
o x (Twe 2T121 + T136 + Ty20 — 2T121 + Ti22 1 T122 T120)
Ay? Ar? 5ar
o x (T107 — 2Ty32 + Ti37  Typ1 — 2Ty5 + Tips 1 T123 T121)
Ay? Ar? 6Ar
o x (T108 2Ty33 + Ti3g + Ty25 — 2T123 + Ti24 1 T124 T122)
Ay? Ar? 7ar
o x <T109 — 2T24 + T30 + Ty23 — 2T124 + Ty2s 1 T125 T123)
Ay? Ar? 8Ar
o x (T110 — 2T125 + Th40 4 Ty24 — 2T125 + T126 1 T126 T124)
Ay? Ar? 9Ar
o x (T111 —2Ty26 + Tiaa + Ty5 — 2T126 + T127 1 Ty,7 — T125)
Ay? Ar? 10Ar 2Ar
o x (T112 2T 27 + Tiaz 4 Ty26 — 2T127 + Tizs 1 Ti28 — T126>
Ay? Ar? 11Ar 2Ar
o x (T113 — 2T28 + Tiys3 + Ty27 — 2T128 + T2 1 T129 T127)
Ay? Ar? 1281
o x <T114 — 2T129 + T144 4 Ty28 — 2T129 + T130 1 T130 T128)
Ay? Ar? 13Ar
y (T115 — 2T130 + Tass 4 Ty129 — 2Ty30 + Ty, 1 Ty — T129>
Ay? Ar? 14Ar 2Ar
dT;3, — X Ty16 — 2T131 + Th4e +2 % 2(T132 — T131)
dt Ay? Ar?
o x (T117 — 2T135 + Thy7 + Ti31 — 2Ty35 + T133 i y Ty33 — T131)
Ay? Ar? Ar 2Ar
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dT133 -

dt

dT34
dt

dT135 —

dt

dT136 -

dt

dT137 —

dt

dT138 -

dt

dT139 —

dt

dT149
dt

dT144
dt

AdT14;
dt

dT143
dt

AT144
dt

dT14-5 —

dt

dT14-7 —

dt

dTi4g

dt

dTi49

dt

dT;s0 _

dt

dTysy

dt

o x (T118 2T 33 + Thag 4 T35 —2Ty33 + Ti34 1 T134 T132)
Ay? Ar? 287 °
o x (T119 2Ty34 + Th49 4 Ty33 — 2T134 + T13s 1 T135 T133)
Ay? Ar? 3Ar
o x (T120 — 2Ty35 + Ty50 4 Ty34 — 2T135 + T136 1 T136 T134)
Ay? Ar? 4Ar
o x (T121 — 2Ty36 + Ty51 4 T35 —2Ty36 + T137 1 T137 T135)
Ay? Ar? SAr
o x (T122 — 2Ty37 + Tys2 4 Ty36 — 2T137 + T3 1 T138 T136)
Ay? Ar? 6Ar
o x <T123 — 2Ty3g + Ts3 + Ty37 — 2Ty35 + T139 1 T139 T137)
Ay? Ar? 7ar
o x (T124 — 2T 39 + Tys54 + Ti3g — 2T139 + Tha0 1 T14o T138>
Ay? Ar? 8ar
o x (T125 — 2Ty40 + Tyss + T390 — 2T140 + T1aq 1 T141 T139)
Ay? Ar? onr
o x (T126 — 2T141 + Tis6 + Ty140 — 2T141 + Thaz 1 T142 T140>
Ay? Ar? 10Ar
o x (T127 — 2Ty, + Tisy + Ty41 — 2T142 + Tias 1 T143 T141>
Ay? Ar? 11ar ~
o x (T128 — 2T143 + Tisg 4 Ty42 — 2T143 + T4 1 T144 T142>
Ay? Ar? 1281
o x (T129 — 2T144 + Tr4o + Ty43 — 2T144 + T1ss 1 T145 T143)
Ay? Ar? 138r
y (T130 — 2T145 + Tis0 4 Ti144 — 2T145 + Ty, 1 Ty — T144>
Ay? Ar? 14Ar 2Ar
drT. T. — 2T + T 2(Ti4- — T
146 _ (1131 ue *her o (T147 — T146)
dt Ay? Ar?
y <T132 — 2Ty47 + Ti62 + T146 — 2T147 + T14s i y Ty48 — T146)
Ay? Ar? Ar 2Ar
o x <T133 — 2T148 + T163 4 T147 — 2T148 + T1a9 1 T149 T147)
Ay? Ar? 207 °
o x (T134 — 2T149 + T164 + T148 — 2T149 + Tis0 1 T150 T14-8>
Ay? Ar? 3Ar
o x <T135 —2Ti50 + Thes  Tiag —2Ti50 +Tis1 . 1 T151 T149)
Ay? Ar? anr *
o x (T136 — 2T151 + Th66 4 Ty50 — 2Ty51 + T1s2 1 T152 TlSO)
Ay? Ar? SAr
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dT;s; — ax Ti37 — 2Ty52 + The7 4 Ty51 — 2Ty55 + Tis3 1 T153 T151)
dt Ay? Ar? 6Ar
dT;s3 — ax Ty38 — 2T153 + T1es 4 Tys5; — 2T153 + Tisa 1 T154 T152)
dt Ay? Ar? 7Ar
dT154 o x (T139 27"154» + Ti69 4 Ty53 — 2T154 + Tyss 1 T155 T153)
Ar? 8Ar
dT155 o x (T140 2T155 + Ty70 4 Ti54 —2Ty55 + Tise . 1 T156 T154)
Ar? 9Ar
dT;se o x (T141 2Tis6 + Ty Tiss — 2Ti56 + Tis7 1 T157 T155>
dt Ay? Ar? 10Ar
dT;s7 — ax (T142 2Ty57 + Ty,  Tis6 — 2Ty57 + Tiss 1 T158 T156>
dt Ay? Ar? 11ar
dTisg o x (T143 2Ty5g + Ty, Tis7 — 2Tis58 + Thso 1 T159 T157>
dt Ay? Ar? 1287~
dTis9 — ax (T144 —2Ty590+ Ty Tisg — 2T1s9 + T160 1 T160 T158)
dt Ay? Ar? 1388
dTi60 — ax (T145 —2T160 + Ty Tis9 — 2T160 + Ty 1 y T, — T159>
dt Ay? Ar? 14Ar 2Ar
dTi61 T46 — 2T161 + Th71 2(T162 — T161)
= X 2 X ———
dt * Ay? * Ar?
dT162 y <T147 — 2Ty62 + Th72 + T161 — 2T162 + T163 i y Ti63 — T161)
dt Ay? Ar? Ar 2Ar
dT163 — ax (T14-8 2Ty63 + Ti73  Tiez — 2T163+ T1ea 1 T164- T162)
dt Ay? Ar? 2Ar
dTi6a o x (T149 —2Ty64 + T174 + Ti63 = 2T164 + T1es . 1 T165 T163)
dt Ay? Ar? 3Ar
dTies . (T150 — 2T165 + T175 4 T164 — 2T165 + T166 1 T166 T164)
dt Ay? Ar? 4Ar
dTi66 o x (T151 — 2T166 + T176 4 Ti65 — 2T166 + T167 1 T167 T165)
dt Ay? Ar? SAr
dT167 — ax (T152 2Ty67 + T177  Tiee — 2T167 + T1es = 1 T168 T166)
dt Ay? Ar? 6Ar
dTies — ax <T153 — 2T16g + T17g 4 Ti67 —2T168 + T1e9 1 T169 T167)
dt Ay? Ar? 7ar
dT169 . <T154 — 2T169 + T179 + Ti68 = 2T169 + T170 1 T170 T168)
dt Ay? Ar? 8Ar
dTi7¢ y <T155 — 2T170 + T1g0 4 Ty69 — 2T170 + Ty, 1 y Ty, — T169)
dt Ay? Ar? 9Ar 2Ar
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dT182 —

dt

dT183 —

dt

dTigs

dt

dTlBS —

dt

dT186 —

dt

dT187 —

dt

dT188 —

dt

dT}g9
dt

drT. Tie1 — 2T1-1 + T 2(Ty-, — T
171 _ o 5 (1162 1721 181 | oo (Ty72 — Ty71)
Ay Ar?
<T162 — 2Ty75 + Ty, + Ti71 — 2Ty75 + Tiy3 4 i Ty73 — T171)
Ay? Ar? Ar 2Ar
T163 — 2T173 + T1g3 4 Ty7, — 2T173 + Ti7a 1 N Ti74 — T172)
Ay? Ar? 2Ar 2Ar
Ti64 — 2T174 + T1gy 4 Ti73 = 2T174 +Ty75 1 9 Ti75 — T173)
Ay? Ar? 3Ar 2Ar
T165 — 2T175 + T1gs =~ Ti7a — 2T175 + Th7e 1 N Ti76 — T174)
Ay? Ar? 4Ar 2Ar
2T176 + T1ge + Ty75 — 2T176 + T177 1 y Ti77 — T175)
Ay? Ar2 SAr 2Ar
Ti67 — 2T177 + Tig7 . Ti76 — 2T177 + Ty7g 1 Ty78 — T176)
Ay? Ar? 6AT 2Ar
T168 — 2T178 + T1gg + Ty77 — 2T178 + T179 1 T179 T177)
Ay? Ar? 7ar
T169 — 2T179 + T1g9 + Ti78 = 2T179 + T1go | 1 T180 T178>
Ay? Ar? 8Ar
y (T170 — 2Tyg0 + Th9o + Ty79 — 2T1g0 + Ty 1 y T, — T179)
Ay? Ar? 9Ar 2Ar

dTigy — ax <T171 — 2T g1 + Thoq 42

y 2(Tyg, — T181)>

dt Ay? Ar?
y (T172 — 2T1g2 + Thoy 4 Ty1g1 — 2Tyg + Tig3 i Tig3 — T181>
Ay? Ar? Ar 2Ar
Ty73 —2T1g3 + Troz  Tigp — 2T1g3 + Tigs 1 Tyg4 — T2
a X > + ) X
Ay Ar 2Ar 2Ar
o x (T174 2Tyg4 + Troa  Tigz — 2T1ga + Tigs 1 » Tigs — T183)
Ay? Ar? 3Ar 2Ar
o x (T175 — 2T1g5 + Thos  Tigq — 2T1g5 + Tige 1 Tig6 — T184->
Ay? Ar? 4Ar 2Ar
T176 —2T1g6 + T1o6 = Tigs — 2T1g6 + T1g7 . 1 Tig7 — T1gs
a X > + > X
Ay Ar 5Ar 2Ar
o x (T177 2Tyg7 + Tr97  Tige — 2T1g7 + Tigs 1 Tig8 — T186>
Ay? Ar? 6Ar 2Ar
o x (T178 2Tgg + T19g = Tig7 — 2T1gg + T1go 1 T189 T187>
Ay? Ar? 7Ar
o x (T179 — 2T1g9 + T199 4 T18g — 2T1g9 + T190 1 T190 T188)
Ay? Ar? 8Ar
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dT190 —

dt

dT192 —

dt

dT193
dt

dTioq

dt
dTy9s5

dt

dT196 _
dt

dTy97

dt

dT198
dt

dTi99

dt

dTZOO —

dt

dT202 —

dt

dT303
dt

dT204
dt

dT3os
dt

dT206
dt

dT307
dt

dT208
dt

y (T170 — 2T1g0 + T190 + Tigo — 2T190+ T, 1 y T, — T189>
Ay? Ar? 9Ar 2Ar
drT. Ti91 — 2T191 + T 2(Ti9, — T
101 _ o (Tae1 101+ To01 (T192 — T101)
dt Ay? Ar?
y (T182 — 2Ty + T2 + T191 — 2T19z + Tho3 i « Ty93 — T191>
Ay? Ar? Ar 2Ar
<T183 2T193 +Ty03  Tiop —2Ty93 + Tios 1 T194 T192)
a X +
Ar? 2Ar
(T184- 2T194 + T304  Tr93 — 2T194 + Thos 1 T195 T193)
a X +
Ar? 3Ar
(T185 2T195 + T205  Ti94 — 2Th195 + Thoe 1 T196 T194)
a X +
Ar? 4Ar
o x <T186 - 2T196 + T206 + Ty95 — 2T196 + T1o7 1 T197 - T195)
Ar? 5Ar
o x (T187 2T197 + T207  Ti96 — 2T197 + Thog 1 T198 T196)
Ar? 6Ar
o x <T188 - 2T198 + Ty08  Ti97 — 2T19g + T1og 1 T199 - T197)
Ar? 7Ar
(T189 2T199 + T209 + T19g — 2T199 + T390 1 y T200 — T198)
Ar2 8Ar 2Ar
y (T190 — 2T300 + T210 + Ti99 = 2T590 + Ty, 1 o T, — T199)
Ay? Ar? 9Ar 2Ar
dT504 — 4 x Ti91 — 2T301 + Ty y 2(T302 — T201)
dt Ay? Ar?
y <T192 —2T02 + Tw | Too1 —2T502 + Tpo3 | 1T y T203 — T201)
Ay? Ar? Ar 2Ar
o x <T193 2Ty03 + Ty, Too2 — 2T203 + To0s 1 T204 Tzoz)
Ay? Ar? 28 °
o x <T194 2Ty04 + Ty, Tao3 — 2T304 + Tops 1 T205 T203)
Ay? Ar? 3Ar
o x <T195 2Ty05 + Ty To0a — 2T305 + Top6 . 1 T206 T204)
Ay? Ar? anr *
o x <T196 2T206 + Ty Ta05 — 2T306 + T207 1 T207 Tzos)
Ay? Ar? SAr
o x <T197 2Ty07 + Ty Too6 — 2T207 + To0s . 1 T208 Tzos)
Ay? Ar? 6Ar
o x <T198 2Ty08 + Ty, Ta07 — 2T308 + T209 1 T209 T207)
Ay? Ar? 7Ar

43



dT509 <T199 —2T509 + Ty, | Toog = 2T209+T210 , 1 To10— Tzos)
= aX + + X
dt Ay? Ar? 8Ar 2Ar

dTo10 (Tzoo —2T210+ Tw | Ta09 —2T210+ Ty | 1 Ty — T209)
= aX + X
dt Ay? Ar? 9Ar 2Ar



