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RESUMO

Neste trabalho estudaremos certas teorias afim de obter alguns teoremas de ponto
fixo cléssicos tais como Teorema do Ponto Fixo de Banach, Teorema de Brouwer e o
Teorema Schauder. Nosso objetivo com isto serd utilizar tais resultados para obter
solucoes para certas equacoes diferenciais ordindarias e parciais. Afim de obter estas

solugoes desenvolveremos métodos especificos utilizando pontos fixos.

Palavras-Chave: Contracao, Ponto Fixo, Conjunto Contratil.
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ABSTRACT

In this work we will study some theories in other to obtain some classics fixed
point theorems such as Banach Fixed Point Theorem, Brouwer Fixed Point Theorem
and the Schauder Fixed Point Theorem. Our objective with this is to use these
results to obtain solutions for certain ordinary and partial differential equation. In

order to obtain these solution we develop specific methods using fixed point.

Keywords: Contraction, Fixed Point, Contractible Set.
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INTRODUCAO

Os teoremas relativos a existéncia de pontos fixos de aplicagoes desempenham
papel de grande importancia em varias areas da Matematica. Tais teoremas tem
diversas aplicacoes na Analise.

Nosso objetivo neste trabalho é utilizar a teoria de ponto fixo como uma forma
alternativa de encontrar solugoes para certas equacoes diferenciais ordindrias e
parciais. Resultados relevantes, tais como o Teorema de Picard e o Teorema de
Peano, seguirao como aplicacoes de teoremas de ponto fixo. As demonstragoes
que apresentaremos possuem uma linguagem fortemente geométrica a qual nao
entraremos em detalhes. Tais teoremas de existéncia da andlise matematica podem
ser demonstrados independentemente por processos analiticos.

No primeiro capitulo, apresentaremos alguns resultados classicos, tais como o
Teorema do Ponto Fixo de Banach, e obteremos alguns teoremas conhecidos como
aplicacoes deste resultado. No Capitulo 2, obteremos os conhecidos Teorema de
Brouwer e o Teorema de Schauder em conjuntos compactos e convexos nos casos de
dimensao finita ou infinita, respectivamente.

No Capitulo 3, trabalharemos com conjuntos compactos contrateis e
enunciaremos o Teorema de Lefschetz. Em seguida, no Capitulo 4, estudaremos o
cubo de Hilbert e algumas propriedades deste, que nos auxiliarao na demonstragao
de uma generalizacao do Teorema de Schauder.

No Capitulo 5, trabalharemos com aplica¢oes nao-expansivas, finalizando assim
o estudo dos teoremas de ponto fixo. Finalmente, no Capitulo 6, desenvolveremos
alguns métodos de ponto fixo para, posteriormente, aplicarmos tais métodos na
obtencao de solucoes de importantes equacoes diferenciais ordindrias e parciais,

finalizando assim o trabalho.



Como pré-requisitos para a leitura deste texto, sao necessarios conhecimentos
basicos de Anélise e Algebra Linear. Utilizaremos também alguns resultados de

Anélise Funcional, aos quais daremos as referéncias necessarias no decorrer do TCC.



CAPITULO 1

APLICACOES DE CONTRACAO

Seja M uma conjunto nao vazio e T': M — M uma aplicagao. Neste contexto
mais geral, uma pergunta que pode ser feita é: sera que algum ponto x € M ¢ levado

nele mesmo pela aplicacao T', isto é, a equagao
T(x)==x

tem uma solucao? Se a resposta for afirmativa,  é chamado um ponto fixo de T
Os teoremas que provaremos asseguram que, sob certas condicoes para o espaco M
e para a aplicacao T', existem pontos fixos.

Normalmente, M é um espago topoldgico e algumas condigoes de continuidade
e compacidade (ou, pelo menos, completude) sao necesséarias. Veremos que muitos
teoremas de existéncia podem ser tratados como casos particulares de teoremas de
ponto fixo.

Apresentaremos a seguir trés resultados que utilizaremos com frequéncia no
decorrer da teoria. Considere 7™ como sendo a n-ésima iterada da aplicagao T,
istoé, T?=ToT, T3 =T?oT,...,T"=T"1oT.

Teorema 1.1. Se T : M — M € uma aplicagcao que tem ponto fixo, entdo algum
ponto fizo y de T pertence a Mo, T"(M). Por outro lado, se N3 T"(M) = {y} €

um conjunto formado por um unico ponto, entao y € um ponto fixo de T

Demonstra¢ao. Suponha que y € M é um ponto fixo de T, entdao y = T(y) €
T(M) C M, aplicando novamente T temos T(y) = T(T(y)) = T*(y) = y €
T(T(M))=T*M),logoy € T(M)NT?*(M). Indutivamente vemos que y € T"(M)



1. Aplicagoes de Contragao

para todo n, e portanto, y € Ny, 7™ (M).
Reciprocamente, suponha que N>, 7"(M) = {y}. Deste modo, para cadan € N,
existe z, € M tal que

T"(z,) = v. (1.1)

Quando n = 1, sabemos que T(y) € T(M) = T'(M), provemos que T(y) € T"(M)
para n > 2. Por (LI)), podemos escrever T'(y) = T(T" '(zn-1)) = T™(2n-1),
portanto T'(y) € T™(M), para todo n > 2, donde concluimos que T(y) €

o, T"(M) = {y}. Logo, y é ponto fixo de T. O

Teorema 1.2 (Principio das Aproximagoes Sucessivas). Seja M um espago
topologico de Hausdorff. Se T : M — M € uma aplicagao continua tal que
lim T"(x) =y para algum x € M, entdo y € ponto fixo de T.

n—oo

Demonstracao. Como lim T"(z) =y, temos
n—oo

T(y) = TUmT"(z)).
Dai usando a continuidade de T, obtemos

T(y) = Im(T(T"(x)))
= lim(T""(z))
= y.
O que prova o resultado. n

Teorema 1.3. Seja X um espago métrico. Suponha quel’ € uma aplica¢do continua
de um subconjunto fechado F' C X em um subconjunto compacto C C X e que para

cada € > 0, existe x(e) € F tal que
d(T(x(e€)), xz(€)) < e. (1.2)

Entao, T tem um ponto fixo.

Demonstracao. Seja T : F — C uma aplica¢ao continua. Dado € > 0 e z(e) € F,
temos que T'(z(€)) € C' e como C é compacto podemos assumir que para alguma
sequéncia €, — 0 temos T'(z(e,)) — y € C. Como por hipdtese d(T'(x(e,,)), z(€,)) <

€,, tomando o limite obtemos

lm d(T(x(e)), x(€n)) = 0.

5
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Sendo assim, usando a continuidade da métrica temos
d(im 7T'(x(e,,)), lim x(e,)) = 0.
Portanto,
y=lm7T(z(e,)) = limz(e,),
isto é, y € F. Portanto, existe T'(y) e pela continuidade de T,
T(y) = T(imz(e,))
= lim T (x(e,))

Assim o resultado esta provado. O

Definicao 1.1. Um ponto x(€) satisfazendo a Eq. (1.2)) serd chamado e-ponto fizo
de T.

1.1 O Teorema de Contracao

Definicao 1.2. Seja M um espagco métrico e T : M — M uma aplicacdo. Dizemos

que T' € uma contragao se existe um numero k tal que 0 < k <1 e
d(T'(x),T(y)) < kd(x,y),Vo,y € M.

O préximo resultado é chamado de Teorema de Contragao.

Teorema 1.4 (Ponto Fixo de Banach). Seja M um espago métrico completo nao
vazio. Se T : M — M é uma contracdo, entdo T tem um tunico ponto fixo

pertencente a M.

Demonstra¢ao. Suponha que T é uma contracao, entao existe 0 < k < 1 tal que
d(T'(x),T(y)) < kd(x,y),Ve,y € M.

Sendo assim, escolhamos um ponto y € M. Entao a sequéncia de pontos 7" (y)

satisfaz
d(T"(y), T (y)) < kd(T" " (y), T"(y))-

Afirmacao 1.1.
d(T"(y), T""'(y)) < k"d(y, T(y)).

6



1. Aplicagoes de Contragao

Com efeito, provaremos por inducao em n.
e Paran =1 temos, d(T(y), T%*(y)) < kd(y,T(y)), pois T é contragao.
e Suponha o resultado para n e vamos mostrar para n + 1.

AT (y), T (y) = d(T(T(y)), T" (T (y)))

E*d(T(y), T(T(y)))
k'kd(y, T (y))
M d(y, T(y)),

IA A

ficando assim demonstrada a afirmacao.

Para m > n, usando a desigualdade triangular e a Afirmacao obtemos:

d(T"(y), T"(y)) < d(T"(y),T"(y)) +d(T"(y), T"(y)) + - +dT" (y), T"(y))
= (K" + £+ B d(y, T(y))
= K'"(1+k+E 4+ " Hd(y, T(y))
< k" (Z kml) d(y, T(y)).
m=1
Como 0 < k < 1, a soma Z k™! é uma série geométrica convergente para
m=1
; Portant
T Portanto,
1
), ) < 1 (1 ) dn 7). (1.3

Fazendo m,n — oo temos que k" — 0, o que implica que d(T™(y),T™(y)) — 0. Ou
seja, a sequéncia T"(y) é de Cauchy em M e como M é completo esta sequéncia
converge para um ponto a € M, pelo Teorema [1.2] concluimos que a é um ponto
fixo de T. Provaremos agora que a é o unico ponto fixo de T'. Suponha que existe
b€ M tal que T'(b) = b, entao

d(a,b) = d(T(a), T(b)) < kd(a,b),

e como 0 < k < 1 isto implica que d(a,b) = 0, ou seja, a = b. [

7



1. Aplicagoes de Contragao

Faremos a seguir algumas observacoes que nos auxiliarao em algumas aplicacoes

importantes do Teorema [1.4]
Observagao 1.1. Sob as condigées do Teorema[1.4):

1. O ponto fixo a pode ser calculado como imT"(y) para qualquer y € M.

Tal fato segue da prova do Teorema[1.4).

1—-k

De fato, sabemos que

2. d(T"(y),a) < k" (L) d(y, T(y)), para todo y € M.

1

). 7)< (12 ) dlo )

Fazendo m — oo temos que T™(y) — a. Dai, seque o resultado.

1
3. Para todo y € M temos d(y,a) < md(y,T(y)).

Com efeito, como a € ponto firo de T, usando a desigualdade triangular

obtemos
d(y,a) < d(y,T(y)) +d(T(y),a)
= d(y,T(y)) +d(T(y), T(a))
< d(y, T(y)) + kd(y,a).
Logo,
d(y,a) — kd(y,a) < d(y,T(y)),
ou seja,

d(y,a) < ﬁd(y,T(y))-

1.2 O Teorema de Cauchy-Lipschitz

Usaremos o teorema de contracao para estabelecer um teorema de existéncia e

unicidade para equagoes diferenciais ordinarias.

Teorema 1.5 (Lipschitz). Seja f uma funcdo continua e lipschitziana na sequnda
varidavel, ou seja,

|f(ty) — f(t, 2)] < kly — 2|
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numa vizinhnga Ny do ponto (a,b) € R2. Entao, a equacgdo diferencial com condicdo

micial J
@ _
— f(ty) (1.4)
y(a) = b

tem uma unica solucao numa vizinhanca de a.

Demonstragao. Suponhamos que vale (1.4)), entdao dy = f(t,y)dt. Integrando em

ambos os lados essa igualdade obtemos

y(t) t
Awwzlf@mmm,

e pelo Teorema Fundamental do Célculo temos

y(t) = vla) = [ f(o.y(a))d
Portanto, t
y(t) = b+/ f(x,y(z))dz

Considere um conjunto U de fungoes e uma aplicagao 1" definida em U. A imagem

Ty de uma aplica¢do y com valores y(x) serd dada por

(Ty)(t) = b+/ [z, y(x))dz.

Como podemos encontrar um conjunto de fungoes que é mapeado em si mesmo
pela aplicagdo 77 Primeiro escolhamos uma vizinhanga compacta Ny de (a,b)
contida no interior de N;. Sendo assim, f ¢ limitada em N,, ou seja existe L > 0
tal que

|f(z,y)| < L,Va,y € Na.

Se y é uma funcao cujo grafico esta contido em N, temos

Ty(t) ~ b =

[ stevwas

/ Ldx
v t
/ dx

= L|t —al

= L
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Isto significa que se y é uma funcao continua definida para
[t —al <d

donde |y(t) — b| < Ld, entado Ty também satisfaz essa condigdo. Devemos escolher

d suficientemente pequeno para que o retangulo
R=[a—d,a+d] x[b— Ld,b+ Ld]

esteja contido em N,. Entao, definamos M como sendo o conjunto das fungoes
continuas com grafico em R. Entao nosso argumento mostra que M é mapeado em
si mesmo por T'. Usamos a cota superior para norma em M.

Para garantir que T é uma contracao, devemos escollher d de forma que dk < 1.

Entao, para y e z € M temos

Ty(t) = T=(t)] = ‘b+/f($,y($))dx—b— [, 2(x))d

/ fla,y(@)) — f(o, 2(x))dz
it — alsup| £ (z, y(z)) — f(z, 2(2))]

dsup | f(z,y(z)) — f(z, 2(z))]
< dksup ly(z) — z(z)]

IN

IN

pois f é lipschitiziana na segunda variavel. Portanto,

Ty =T = sup|Ty(t) = T=(t)

< dksup|y(z) — z(z)|
= dk|y — ||

uma vez que dk < 1, T é uma contragao. Portanto pelo Teorema(l.2, 7" tem um tinico
ponto fixo em M. Isto significa que existe uma tnica fungao em M a qual é solugao
de (1.4). Uma vez que qualquer solugao de (1.4 estd em M (para d suficientemente

pequeno), segue que existe uma unica solugao para o Problema ([1.4)). O

10
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1.3 O Teorema da Funcao Implicita

Vamos demonstrar o Teorema da Funcao Implicita que é mais uma aplicacao
do Teorema de Contragao. Antes de demonstrarmos, no entanto, precisaremos do

seguinte lema:

Lema 1.1. Seja N wuma wvizinhanca de um ponto (a,b) € R?.  Suponha que

of

0y

1
< =

f+ N —=R éuma fungao continua e 2 existe e é continua em (a,b). Se <3

dy
para todo ponto entre (x,y) e (z,z) entao, |f(x,y) — f(x,z)] < §\y —z|.

Demonstracao. Para cada x fixado defina a aplicacao h, : R — R dada por

he(y) = f(z,y).
Sejam (z,y), (z,2) € N, sem perda de generalidade, podemos supor que y < z.

Entao pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ no intervalo (y, z) tal que

| (y) = P (2)] = [ () I(y = 2)1.

Entao
|f(x,y) — fz,2)] = |hg(e)|ly — =]
of

Mas h! (c) = a—(x, ¢). Assim teremos
Y

of

1
fle.y) = f@,2)) =15 (@ < gly =2,

donde segue o resultado. O]

Teorema 1.6 (Teorema da Funcao Implicita). Seja N uma vizinhan¢a de um ponto

(a,b) € R%. Suponha que f : N — R é uma funcao continua e 0 existe e € continua
Y
em (a,b). Entdo se

) 5 @n 20
ii) f(a,b) =0,

existe uma unica fung¢ao g que € continua em alguma vizinhancga de a e tal que

f(x, 9(x)) = 0.

Demonstracao. Olharemos para um ponto fixo da seguinte aplicacao

T(z(x)) = 2(x) - B—i(%b)]_ [, 2(x)). (1.5)

11
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Note que, se y é um ponto fixo de T" temos

T(y(z)) = y(z)

e como Z—Jyf(a, b) # 0, segue que {%(a, b)} # 0 e portanto

f(z,y(z)) =0.

Vamos encontrar um conjunto de fungoes M tal que T" aplica M em M e além
disso T' é uma contragao em M.

Como N ¢ aberto, podemos escolher o retangulo fechado
R=[a—ea+¢€ x[b—2090b+7]

suficientemente pequeno de modo que:

~1
Haf 8_f < % V(z,y) € R,

] Hea-

) )

1
< 5(5 se x| <e

Agora considere C = C([a — €, a + €]; R) e ponhamos
M={yeC:yla)=bely—p|<d}

onde 3 é a funcao constante igual a b.

Seja y € M funcao continua em [a — €, a + €]. Como f é continua segue que

Tl0(e) = (o) - |G @n] st
¢é continua, portanto 7" mapeia M em C. Mais ainda,
T(3(0)) = 3(a) = | 5 a.0)| - flo. i)

12



1. Aplicagoes de Contragao

consequentemente,
9 -1
] f(x,m'
_ et 0l
1
< 55.

Para (z,y) € R temos

a% (y— [%(a,b)] _lf(:c,y))i = (1 - {g—;j(a, b)} _1%<x,y>>|

- [[Fha) B Do) -1

< .
2

Portanto, pelo Lema [1.1], se y, 2 € M temos

T (y(x)) = T(=(x))| < %Iy(w) —2(@)], Vrela—ea+té,

1
isto é, [Ty — Tz| < §|y — z|. Portanto, T' é uma contrac¢ao. Além disso,

Ty —p] < |Ty—Tp|+|T8— 5
1
< §|y—5|+\Tﬁ—ﬁl
1.1
< Z -
< 2(5+2(5
p— 67

ou seja, Ty € M, logo T mapeia M em M. Como M é completo, segue que T'
tem um unico ponto fixo em M. Portanto nosso Problema (1.5) tem uma unica
solucao, a qual pode ser calculada por aproximacoes sucessivas, usando o operador
T e comecando a partir de qualquer elemento de M. Ficando desta forma provado

0 teorema. OJ

Vale ressaltar que o argumento usado na demonstracao acima, pode ser utilizado
na demonstracao do Teorema da Funcao Implicita em espacgos mais gerais. Por

exemplo, se f é uma aplicagao de B x C' em C', onde B e C sao espacos de Banach,

13
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0
devemos interpretar 6—f(a, b), como a derivada de Fréchet de f em (a, b) e substituir
Yy
. o of -
(i) pela existéncia de 8—(@, b)| . Interpretamos o espago M como sendo o espago
Yy

das funcoes continuas definidas numa vizinhanca de a € B com valores em C.

14



CAPITULO 2

PONTOS FIXOS EM CONJUNTOS
CONVEXOS E COMPACTOS

Os principais resultados deste capitulo sao o Teorema do POnto Fixo de Brouwer
e o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, estes teoremas afirmam basicamente que
toda aplicacao continua definida de um conjunto compacto e convexo nele mesmo

deve ter um ponto fixo.

2.1 A Propriedade do Ponto Fixo

Definicao 2.1. Dizemos que um espaco topologico X tem a propriedade do ponto

fixo, se toda aplicacdo continua F : X — X tem um ponto fizo.

Para mostrar que um conjunto nao tem tal propriedade é suficiente encontrar
uma aplicagao sem pontos fixos. Considere, por exemplo, o conjunto dos nimeros
reais e a aplicagdo f : R — R dada por f(z) = a+ x, onde a # 0. A funcao f é
continua mas nao tem ponto fixo. Logo, R nao tem a propriedade do ponto fixo.

Por outro lado, o intervalo [0, 1] tem a propriedade do ponto fixo. De fato, seja
f:10,1] — [0, 1] uma fungao continua. Queremos mostrar que existe xy € [0, 1] tal
que f(zg) = xp. Se f(0) = 0ou f(1) = 1 temos o que queremos. Caso contrario,
defina g(x) = f(z) — z, entdo g(0) = f(0) > 0eg(l) = f(1) =1 <1—-1=0, ou
seja, g(1) <0 < ¢(0), como g é continua, pois é a soma de fungdes continuas segue
do Teorema do Valor Intermediario que existe zo € (0,1) tal que g(zg) = 0, ou seja,

f(zo) — zo = 0. Portanto, f(z¢) = xo como querfamos.
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

Em geral, a propriedade do ponto fixo é bastante dificil de se estabelecer. O
préximo resultado nos diz que a propriedade do ponto fixo é uma propriedade
topoldgica. Ou seja, se dois espagos topoldgicos sao homeomorfos e um deles tem a

Propriedade do Ponto Fixo entao o outro também tera tal propriedade.

Teorema 2.1. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Se X € homeomorfo a 'Y e

X tem a propriedade do ponto fizo, entao Y tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao. Seja g : X — Y um homeomorfismo e f : ¥ — Y uma aplicacao
continua. Queremos mostrar que f tem um ponto fixo. Considere a aplicagao
h=qg'ofog:X — X, como f é continua e g ¢ um homeomorfismo segue
que h é continua e como X tem a propriedade do ponto fixo, existe xg € X tal
que h(zg) = xg, ou seja, (g7 o fog(xg)) = xo. Logo, f(g(xg)) = g(xg), pois g é
homeomorfismo, portanto g(xg) € Y é um ponto fixo de f. O que implica que Y

tem a propriedade do ponto fixo pois f é qualquer. n

Definicao 2.2. Sejam Y um espago topolégico e X C Y. Se existir uma aplicag¢ao
continua r : Y — X tal que r|x = idy, dizemos que r € uma retragao de' Y em X.

Neste caso, dizemos que X € um retrato de Y .

Exemplo 2.1. Um subconjunto nao vazio, fechado e convexro X de um espaco
vetorial normado E™ ou de um espaco de Hilbert é um retrato de algum subconjunto

maior.

Com efeito, seja H um espaco de Hilbert e K um subconjunto convexo e fechado
de H. Pelo Teorema da Projegao ver (cf. [I, Theorem 5.2]), sabemos que existe uma
aplicagao continua chamada projecao sobre K, Pk : H — K dada por Pk (f) = u,

onde u é tal que
If = ull = min{|f — o] = d(f, K).

Por construgao Pk |x = id. Portanto, a projegao sobre o convexo K é uma retragao.

Teorema 2.2. Se Y tem a propriedade do ponto fixo e X € um retrato de Y, entao

X tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracdo. Seja r uma retracao de Y em X e seja T : X — X uma aplicacao
continua, queremos mostrar que 7" tem um ponto fixo. Como r é uma retracao e
portanto continua temos que T'or : Y — X é uma aplicagdo continua. Como X
é um retrato de Y temos que X C Y e portanto 7' o r é uma aplicagao continua

de Y em Y e como este tem a propriedade do ponto fixo, existe w € Y tal que
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

T or(w) = w. Por defini¢do de T' o temos que w € X e como r|x = idx segue que

r(w) = w, portanto

logo w é um ponto fixo de T'. Portanto X tem a propriedade do ponto fixo. O

Definigao 2.3. Um espago topoldgico X é contratil ( a um ponto xo € X ) se existe
uma fungao continua f: X x [0,1] = X tal que f(-,0) = Idx e f(-,1) = xo.

Exemplo 2.2. A bola fechada B[0,1] é contrdtil a 0.

De fato, considere a aplicacao

f: B[0,1] x[0,1]] — BJ0,1]
(x,t) — (1 —t)x.

Note que f(x,0) =z e f(z,1) =0.

A fim de obtermos uma prova um pouco mais intuitiva do Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer, usaremos alguns fatos sobre grupos de homologia. Facamos a seguinte
observacao: em cada espacgo euclidiano C' e cada inteiro n > 1 é possivel associar um
unico grupo H,(C') chamado n-ésimo grupo de homologia com coeficientes inteiros.
Utilizaremos neste texto, duas propriedades fundamentais de grupos de homologia

que nao demonstraremos aqui. A saber:

(i) H,(S™) =7Z, o gupo dos inteiros;

(ii) Se C' é contratil, entao H,(C) = {e}, o grupo trivial.
Proposicao 2.1. S™ ndao € contrdtil para n > 0.

Demonstracao. O caso n = 0 é facil ver. Para n > 1, da propriedade (i) citada
acima segue que H,(S™) = Z, portanto S™ nao é contrétil, pois pela propriedade

(ii) o grupo de homologia de um espagco contratil é o grupo trivial. O
Lema 2.1. Se Y € contradtil, entao qualquer retrato de 'Y € contrdtil.

Demonstragao. Suponhamos que Y é contratil, isto é, existe f:Y x [0,1] — Y tal
que f(y,0) =y Vy €Y eexiste yp € Y tal que f(y,1) =yo,V y €Y. Seja X C Y
um retrato de Y, entdo existe r : Y — X continua tal que r|x = idy.

Queremos mostrar que X ¢ contréatil. Considere g : X x [0,1] — X dada por
g(x,t) =ro f(x,t). Desta forma

17



2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

(i) g(x,0) = ro f(z,0) = r(x) = x Vo € X, pois, como X C Y temos que

f(z,0) =2 e r|x =idyx

(ii) g(x,1) =7ro f(x,1) =7(yo) Vo € X, pois, f(x,1) = yo
Portanto X é contratil. O

Teorema 2.3. Para n > 1 a esfera S™' ndo é um retrato da bola fechada
B[0,1] C R™

Demonstragao. Sabemos que B|0, 1] é contratil. Por outro lado, a Proposicao
nos garante que S"~! ndo é contratil. Portanto, pelo Lema 2.1} se S"~! fosse um
retrato de B0, 1] terfamos S™! contrétil o que é um absurdo. Portanto, S"~! nao
¢ um retrato de B[0, 1]. O

Teorema 2.4 (Brouwer). (i) B[0,1] C R™ tem a propriedade do ponto fizo;

(i) Todo subconjunto ndo vazio, compacto e convero X de um espago vetorial

normado E™ tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstragao. (i) Suponhamos que existe uma aplicagdo continua 7' : B[0, 1] —
BJ0, 1] sem pontos fixos. Entao podemos construir uma retragao r : B[0, 1] — S™~!
da seguinte forma: para cada xz € B[0,1], estenda o segmento de reta de T'(z)
passando por z até intersectar a esfera S"~!, chamaremos este ponto de r(z). Mas
pelo Teorema tal retragao é impossivel.

Portanto, toda aplicagdo continua 7" : B[0, 1] — B|0, 1] tem um ponto fixo. Ou
seja, B[0,1] tem a propriedade do ponto fixo.

(ii) Para k suficientemente grande temos que X C B0, k], pois X é compacto.
Pelo Exemplo [2.1|segue que X é um retrato de B[0, k]. Como B0, k] é homeomorfa
a B0, 1] e esta tem a propriedade do ponto fixo, segue do Teorema que B[0, k]
tem a propriedade do ponto fixo, e como X é um retrato de B[0, k] aplicando o

Teorema, segue que X tem a propriedade do ponto fixo. ]

2.2 Extensao para Espacos de Dimensao Infinita

Muitas aplicacoes de teoremas topoldgicos em Anédlise envolve espacos de
dimensao infinita. O procedimento usual é estender um teorema do caso de dimensao
finita para o caso de dimensao infinita. Agora, realizaremos este processo de

extensdo do Teorema de Brouwer ou seu andlogo (Teorema de Schauder) para um
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

espaco de Banach de dimensao infinita. Para isto, utilizaremos o seguinte lema de

aproximacao:

Lema 2.2. Seja Y um espagco métrico compacto. Para cada € > 0, seja P, : Y =Y
uma aplicagdo continua tal que d(P.(x),z) < ¢ VYx € Y. Suponha que cada conjunto

P.(Y') tem a propriedade do ponto fizo. Entao, Y tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstracao. Seja T : Y — Y uma aplicagao continua, entao P.oT : Y — Y
é uma aplicagao continua, além disso, P. o T' mapeia P.(Y") nele mesmo. De fato,
seja y € P(Y), entdo y € Y, portanto (P. o T)(y) = P.(T(y)) € P.(Y), pois
T(y) € Y. Sendo assim, como P.(Y) tem a propriedade do ponto fixo, segue que
existe z. € P.(Y) tal que P.(T(z.)) = =,

Portanto, d(x., T(z.)) = d(P(T(z.)),T(z.)) < €. E pelo Teorema |1.3| segue que

T tem um ponto fixo em Y. O
Consideremos agora um espaco de dimensao infinita particular, o cubo de Hilbert.

Definicao 2.4. O cubo de Hilbert Hy é o subespaco de I*> que consiste dos pontos

1
a = (a,as,...) tal que |a,| < = para todo r.
r

Teorema 2.5. Todo subconjunto compacto e convexo H de um espaco de Banach B
€ homeomorfo, por uma transformacao linear, a um subconjunto compacto e convezxo
de H().

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponhamos que H é um subconjunto
da bola unitaria do espaco de Banach B. Como H é compacto segue que dada
uma cobertura aberta para H podemos extrair uma subcobertura finita e portanto
enumeravel, o que implica que H é separavel e como os elementos de span(H) sao
combinagoes lineares dos elementos do H temos que span(H) é também separavel,
sendo assim, podemos escolher uma sequéncia (x,,) densa no span(H ).

Para n = 1,2,... escolhamos f, pertencente ao espago dual B* = {f : B —
R; fé linear} de modo que

_ ]l

1
Julxn) = . [ £l :ﬁ

Entao a aplicacao

F: Bx|[0,1] — I
v = Fz) = (hi(), fal2),. )
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

mapeia H em Hy. Podemos ver também que F' é um operador linear limitado. De

fato, dados x,y € B e A € R, como f,, € B* Vn, temos que

FQr+y) = (Mi@) + fily), Aa(z) + f20y), )
(AMi(@), Afa(z), ) + (f1(y), fo(y), - - )
= AMN(2), fol2), .. ) + (F(y), o), - )
= AF(z)+ F(y)

pois, [? é um espaco vetorial, ficando demonstrado que F é linear. Observe ainda

que, como H C B, temos

oo

IF(@)]5 = an <Z||fn|| l[l* < (Z )||35||2<C||5L’||2

e consequentemente F' é um operador limitado. Para mostrar que F' ¢é injetiva em

span(H) note que, se x # y em span(H) temos

[fu(@) = fu(y)] = |fu(z —y)|
= |falon+2 -y —aa)|
(

> lzall _flr =y — ol
n n
> 0,

se x,, estd suficientemente perto de x —y. Como F' é injetiva, segue que F' |g: H —
F(H) é uma bijecao, além disso, F' é continua, pois cada coordenada o é, sendo
assim, como H é compacto segue que F' |y é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Portanto, cocluimos que F(H) C Hy é compacto e convexo, pois homeomorfismo

linear preserva estas propriedades. O

Definicao 2.5. Definamos P, como a projecao de > em um subespaco de 1> com

dimensao finita n dada por
Pu(x1, 29, .. Ty, Tpy1, - .) = (1, ..., 2,,0,0,...).

Teorema 2.6. O cubo de Hilbert tem a propriedade do ponto fizo.
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

Demonstracao. Note que para n suficientemente grande temos

|Pu(a) —all = ||(a1,az,...,a,,0,...) = (a1,as,...)|
(

= (0,...,0,@nt1, ps, - ..
1

o] 2

< (3 a)
r=n+1

< € (2.1)

para todo a € Hy. Observe que P,(Hj) é compacto. De fato, P,(Hp) é um
subespaco vetorial de dimensao finita de [2, portanto fechado. Mais ainda, se
h = (hl, hg, .. ) S H() entao

n n 1
[Pl =) B <) 5 <C
i=1 1=1

e portanto P,(Hy) é um subconjunto limitado, donde segue que P, (Hy) é compacto
e portanto Hy é compacto. Como P,(Hj) pode ser considerado um subconjunto
compacto e convexo de R", temos do Teorema de Brouwer que P,(Hj) tem a
propriedade do ponto fixo. Portanto, da Desigualdade , aplicando o Lema
2.2 segue que Hy tem a propriedade do ponto fixo. O

Teorema 2.7. Qualquer subconjunto nao vazio, compacto e convexo X de Hy tem

a proriedade do ponto fizo.

Demonstragao. Pelo Exemplo 2.1 X é um retrato de Hy. Aplicando entdao o
Teorema [2.2] segue que X a propriedade do ponto fixo. ]

Teorema 2.8 (Schauder). Todo subconjunto ndao vazio, compacto e convero Y de

um espaco de Banach tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstracao. Como Y ¢é um subconjunto compacto e convexo de um espaco de
Banach, segue do Teorema que Y é homeomorfo a um subconjunto compacto
e convexo X do cubo de Hilbert Hy. Do Teorema sabemos que X tem a
propriedade do ponto fixo. Como X tem a propriedade do ponto fixo e Y é
homeomorfo a X temos do Teorema que Y tem a propriedade do ponto fixo. [l

Exemplo 2.3 (Exemplo de Kakutani). Uma aplicagio sem pontos fixos da bola

unitaria em um espaco de Hilbert.

Este exemplo mostra que a condicao “Y é compacto” no Teorema de Schauder

nao pode ser substituida por “Y é fechado e limitado.”
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

Olharemos para [*(Z) como sendo [* com a base natural que consiste das
sequéncias e, = (...,0,0,1,0,0,...) com 1 na n-ésima posi¢io. Para z € [
podemos escrever

r=(..,0_1,T0,T1,...) = g TnCn-
Denotaremos como U o operador translacao a direita, isto é,

U(z) = Z TnCrit-

Lema 2.3. O vetor x — U(x) é um maultiplo de ey apenas se x = 0.

Demonstra¢ao. Suponha que
r—Ux) = Z(mn — Tp_1)€n = Aeg
entao,
(.., 9, x_1,T0,%1,To,...) — (..., T 1,20, T1, T2, 3,...) = (...,0,1,0,...)
logo temos que x,, = xy para todo n > 0, e x,, = x_; para todo n < 0. Logo,
r—U(z)=(...,2_1,2_1, %0, Tq, .. .) (2.2)

e como x — U(x) € [? pois [? é um espago vetorial segue que (2.2]) s6 é possivel se

x_1 = xo = 0, como querfamos demonstrar. O
Teorema 2.9. A bola unitdtia B C I? nao tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao. Definamos a aplicagao
T(x) = (1= [lzl})eo + U(x).

Note que T' é continua pois U é continua, além disso, T" mapeia B em B. De fato,

seja € B entao [|z| <1 logo,

1T < (1 =[lzllleoll + U ()]
= (L= [lll) + [l«]
= 1L

Afirmacao 2.1. T nao tem ponto fizo.
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2. Pontos Fixos em Conjuntos Convexos e Compactos

Suponha que 7' tem um ponto fixo, isto é, existe x € B tal que + = T'(x). Entao,
r=T(z) =1 —|zl)eo + Ulx)

donde, z — U(z) = (1 — ||z||)eo e pelo lema anterior temos que x = 0, o que é um
absurdo, pois neste caso teriamos eg = 0.
Portanto 7" nao tem um ponto fixo, ficando assim provada a afirmacao e

consequentemente o teorema. O
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CAPITULO 3

QUAIS CONJUNTOS TEM A
PROPRIEDADE DO PONTO FIXO?

3.1 Conjuntos Contrateis Compactos

Para efeito de Andlise Funcional, esperamos que um conjunto com a propriedade
do ponto fixo deve ser contratil e compacto. Na verdade, se um conjunto nao tem
uma destas propriedades, geralmente podemos construir uma aplicacao sem pontos
fixos da seguinte maneira.

Se um subconjunto de R™ nao é compacto geralmente podemos construir uma
aplicagao sem pontos fixos deslocando todos os pontos para um “infimo” em certo
sentido. Assim vemos que conjuntos como um intervalo aberto, uma bola aberta, ou
um subespago, nao tem a propriedade do ponto fixo. Por exemplo, a bola unitaria
em [2, a qual é fechada e limitada, mas nao é compacta, nao tem a propriedade do
ponto fixo, pois existe uma aplicacao sem pontos fixos nesse conjunto.

Nos casos mais simples, onde um subconjunto de R™ nao é contratil, ele
geralmente tem uma espécie de buraco no meio. Nestes casos, podemos girar ou
refletir esses conjuntos ao redor do buraco. Vemos portanto que conjuntos como o
circulo em R?, a esfera em R3, a garrafa de Klein, o toro ou a faixa de Mébius nao

tem a propriedade do ponto fixo.

Definicao 3.1. Um espaco topolégico X € dito localmente contrdtil se para todo
x € X e todo subconjunto aberto V de X tal que x € V', existe um subconjunto

aberto U em X que contém x tal que U CV e U € um espago contratil na topologia
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3. Quais Conjuntos Tem a Propriedade do Ponto Fixo?

do subespaco V.

Teorema 3.1 (Lefschetz). Se X € um espaco métrico compacto e localmente
contrdtil, em que todos os grupos de homologia sao triviais, entdo X tem a

propriedade do ponto fizo.

Este resultado aborda uma teoria que fogem do escopo estudado neste trabalho,

portando nao o demonstraremos.

Teorema 3.2. Se X € um subconjunto compacto, contrdtil e localmente contrdtil de

R", entdo X tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao. Como X é compacto, contratil e localmente contratil, segue que X
é um retrato de algum espago métrico. Em particular, de uma bola fechada B de
R™. Uma vez que B tem a propriedade do ponto fixo e X é um retrato de B, segue

que X tem a propriedade do ponto fixo. O
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CAPITULO 4

EXTENSAO DO TEOREMA DE
SCHAUDER

Primeiro, apresentaremos uma forma mais geral do Teorema de Schauder e em
seguida mostraremos outros resultados que nos darao uma forma alternativa de obter

o Teorema de Schauder.

4.1 Segundo Teorema de Schauder

NOTAQAO: Escrevemos C'o(X) para o menor conjunto convexo que contém X, e
Co(X) para o fecho de Co(X).

Lema 4.1 (Projegao de Schauder). Se X € um subconjunto compacto de um espago

normado V e € > 0, existe um subconjunto finito Y C X e uma aplicacao continua
P:X — Co(Y) tal que
|P(z) —z|| <e (ze€X).

Demonstracao. Como X é compacto, podemos escolher os pontos 1, 2, ..., T, € X
tal que os conjuntos B(z;, €) para 1 < i < n formam uma cobertura para X. Defina
Y ={x1,...,2,}. Para 1l <i <n defina

fi(z) = max{0,e — ||z — x|}

Note que,

fi(z) # 0 se, e somente se, © € B(z;,€).
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4. Extensao do Teorema de Schauder

De fato, se x € B(x;,€) temos que ||z — z;|| < €, e portanto € — ||z — z;|| > 0, logo
fi(z) = e—||x—;]| # 0. Por outro lado, se f;(z) # 0, entao f;(x) = e—||Jx—a;]| > 0,
ou seja, ||z — x| < € e assim, x € B(x;,¢). Portanto para cada z € X, existe
ie{l,...,n}, tal que x € B(x;,¢€) e portanto f;(x) # 0. Como, por construcao, as

aplicagoes f; sao nao negativas, podemos definir

P(z) = —Ziil fil@)z (x € X).
>ic Ji@)
Por definigdo, P é continua. Além disso, uma vez que P(z) é uma combinagio
convexa dos pontos x; os quais pertencem a B(z,€), temos que P(z) € B(z,€), ou
seja, P é uma aplicagdo de X em Co(X) tal que ||P(z) — z|| <€, Vz € X, ficando

assim demonstrado o resultado. O

Teorema 4.1 (Segundo Teorema de Schauder). Seja M um subconjunto convezo e
nao vazio de um espagco normado B. SeT' é uma aplicagao continua de M em um

subconjunto compacto X C M, entao T tem um ponto fizo.

Demonstragao. Para cadan = 1,2,3, ... considere a aplicacao P,oT : M — Co(Y)
onde P, é aplicacao dada pelo Lema com € = % Como Y C X C M temos que
Co(Y) C M. Portanto P, o T' é uma aplicagdo continua de um conjunto compacto
e convexo de dimensao finita Co(Y) nele mesmo. Pelo teorema do ponto fixo de
Brouwer, P, o T' |co(yy tem um ponto fixo ,. Como P, o T'(x,) = x, e pelo Lema
[4.1] temos

[T () = 2l = 1T (2n) = Po(T ()] <€

aplicando o Teorema segue que T tem um ponto fixo. O

Definicao 4.1. Seja T : Y — X uma aplicacdo onde X é um espacgo topologico e Y
¢ um conjunto. Se T(Y') estd contido em um subconjunto compacto de X, dizemos

que T € compacta.

Corolario 4.1. Seja B um espaco normado e T : B — B uma aplicagao compacta

e continua. Entdao, T tem um ponto fizo.

Demonstracao. Basta considerar M = B no teorema anterior pois, como T é

compacta, T'(B) estd contido em um subconjunto compacto de B. ]

4.2 Teorema de Rothe

Consideraremos a seguir, casos onde um conjunto M nao é mapeado em si

mesmo, todavia sua fronteira deve ser mapeado em M.
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NOTAQAO: Escrevemos int(X) para denotar o interior do conjunto X e 0.X para

a fronteira de X.

Observacao 4.1. Seja B uma bola fechada de raio n em um espagco normado X.

Definimos a retragao radial em B por

xr,se T € B;
r(r) = nx
(z) m,se x¢ B

Entao,
(i) r € uma retragao continua de X em B.

De fato, note que r: X — B € continua e além disso, r|p = idp.

(ii) Se r(x) € int(B), entdo r(x) = z;

Com efeito, suponha que r(x) # x, entdo r(x) = e

seja r(x) € OB, absurdo, pois r(x) € int(B). Portanto r(z) = x.

(i1i) Se r(x) ¢ M, entdo r(x) € OM.
e
e

Teorema 4.2 (Rothe). Seja X um espago normado, B a bola unitdria em X e OB

Como x ¢ B temos r(x) logo ||r(x)|| = n e, portanto, r(x) € OM.

a esfera unitdria de X. SeT : B — X ¢é uma aplicagao continua e compacta tal que

T(0B) C B, entao T tem um ponto fizo.

Demonstracao. Seja r a retragao radial em B. Entao r o T é compacta. De fato,
como T é compacta, temos que T'(B) estd contido em um subconjunto compacto A
de X, e como r é continua r(A) é compacto, como r(T(B)) C r(A) segue que ro T

é compacta. Entao pelo Teorema 4.1} r o T' tem um ponto fixo y, ou seja

roT(y) =y. (4.1)

Se y € int(B) entao r(T(y)) = T(y), portanto T'(y) = y e dai T' tem um ponto fixo.
Caso contrario, se y € 0B, como T(0B) C B, T(y) € B e portanto r(T(y)) = T(y),
pois r é uma retragao radial, por (4.1)), segue que y é ponto fixo de T O

4.3 Teoremas de Continuacao

Seja M uma regiao, ou seja, um conjunto aberto e conexo em um espac¢o normado

B. Uma série de teoremas abordam familias de aplicagoes U; : M — Bcom 0 <t <1

28



4. Extensao do Teorema de Schauder

tal que U; nao tem ponto fixo na fronteira de M. Os teoremas afirmam basicamente
que se U, satisfaz as condigoes adequadas que garantem um ponto fixo para Uy,

esperamos que U; deve ter um ponto fixo.

Definicao 4.2. Sejam N C B e Uy,U; : N — B funcgoes. Dizemos que Uy € fp-
homotopica a Uy em N se existe uma familia de aplicagoes Uy : N — B, 0<t <1,
tal que:

(1) U(x) = Ul(t,x) € continua em N x [0,1];
(1)) U(N x [0,1]) estd contido em um subconjunto compacto de B;
(111) Uy(z) # x para v € ON.

Os teoremas de continuacao tem a seguinte forma geral. Se

(a) uma condigdo em M;
(@) (b) uma condigao em Up;

(c)U; é fp-homotdpica a Uy em OM,

entao U; tem um ponto fixo.

O primeiro teorema de continuacgao aplicado a problemas nao-lineares foi devido
a Leray e Schauder. O Teorema de Leray-Schauder é o resultado mais famoso e
mais geral da forma (G). A condigdo imposta sobre a aplicacao Uy nesse caso é que
deg(id — Uy) # 0, portanto este teorema nao pode ser afirmado ou aplicado sem um
conhecimento da teoria do grau.

Viarias tentativas tem sido feitas para substituir o Teorema de Laray-Schauder
por teoremas nos quais o grau nao ¢ usado. Estes teoremas usam condigées menos
gerais em Uy e M, no entanto mais facilmente estabelecidas em aplicagoes. O
resultado mais util é o de Schaefer que pode ser reescrito como um teorema na
forma (G) usando as seguintes simplifica¢oes Uy = 0, U; = tU;, M é uma bola no
espaco B.

Vejamos agora o teorema de Schaefer

Teorema 4.3 (Schaefer). Sejam B um espago normado el : B — B uma aplicagdo

continua que € compacta em cada subconjunto limitado X de B. Entdao ou
(i) a equagao x = NT'(x) tem uma solu¢ao para A =1, ou;

(i1) o conjunto de todas as solugées x, para 0 < A < 1 € ilimitado.
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4. Extensao do Teorema de Schauder

Demonstracao. Seja B(0,n) uma bola de centro na origem e raio n contida em B,
consideremos uma retrac¢ao radial » em B(0,n). Entao pelo Teorema de Schauder

roT tem um ponto fixo z € B(0,n). Entao ou
(i) |T(x)|| < n e neste caso, r(T(x)) = T(x), entdo T'(z) = r(T(z)) = z, ou;

(ii) ||T(x)|| > n, neste caso,

n

Jzf| = |Ir(T ()]l = | ”T(@HT(@H =n
isto é,
o =T = (g T@) =T
com \ = T note que 0 < A < 1, pois

n
|1 T(z)|| >n>0=>1>——>0.
17 ()l
Assim, ou para algum inteiro n obtemos uma solu¢ao 7'(z) = x, ou para cada n
obtemos um autovetor de norma n para algum autovalor pertencente ao intervalo

(0, 1), neste caso o conjunto dos autovetores é ilimitado. O

4.4 Teorema de Krasnoselskii

Consideraremos a soma de uma aplicacao compacta e uma aplicagao contracao.
Esta combinagao pode ocorrer na pratica, quando lidamos com uma perturbacao de
um operador diferencial, podemos achar que tal perturbacao leva a uma aplicacao
contracao, enquanto a inversao do operador diferencial fornece uma aplicagao
compacta.

Consideremos o seguinte resultado.

Lema 4.2. Seja Y um espago normado e X CY. Se B: X — Y € uma contragao,
entio (id — B) : X — (id — B)(X) é um homeomorfismo. Se (id — B)(X) ¢

precompacta entao X € precompacto.

Demonstracao. Como B é continua segue que td — B é uma aplicacao continua.

Usando o fato de B ser uma contracao, sabemos que existe 0 < k < 1 tal que

1B(z) = By)ll < kllz -yl
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4. Extensao do Teorema de Schauder

Deste modo, obteremos

I(id = B)(z) = (id = B)(y)| = Iz =y = (B(z) = By))|
> |z =yl = 1B(z) - Byl
> (I=k)llr -y

Observe que da desigualdade acima segue a injetividade da aplicagao id — B,
e como id — B é sobrejetora faz sentido considerarmos sua inversa. Ainda pela
desigualdade anterior, tomando z = (id — B)"!(a) e y = (id — B)~(b), com
a,b € (id — B)(X), teremos

1
11—k

I(id — B)™'(a) — (id = B)~'(D)|| < la— o]
donde segue a continuidade da inversa e portanto concluimos que (id — B) é um
homeomorfismo.

Seja Y C X precompacto, provemos que (id — B)(Y') é precompacto. De fato, se
z € (id — B)(Y), entdo z = y + B(y), para algum y € Y. Como Y é precompacto,
dado € > 0 existem {yi, ..., y,} de modo que

3

i=1

Deste modo, como y € Y, existe y; tal que y € B(y;, ). Assim,

Iz =i+ Byl = lly—By) —yi+ Byl
< My —will + 1B(y) — B(yi)|l
< (1+R)[y — il
< g,

deste modo z € B(y;—B(y;),¢€), o que implica que (id—B)(Y') C U, B(y;—B(y;), €)

e portanto o conjunto é precompacto. O]

Teorema 4.4 (Krasnoselskii). Seja M um subconjunto nao vazio, fechado e convezo

de um espaco de Banach X. Suponha que A, B : M — X sdo funcgoes e que
(i) A(x) = B(y) € M Vz,y € M;
(ii) A é compacta e continua;

(i) B € uma contragado.
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4. Extensao do Teorema de Schauder

Entao existe y € M tal que
Aly) +By) = .

Demonstracao. Para cada y € M a equacao
2= B(z) + A(y)

tem uma unica solugao z € M. De fato, seja f: M — M tal que para cada y € M,
f(z) = A(y) + B(z), entao dados 21, zo € M temos

[f(z1) = f(22)] = |A(y) + B(21) = A(y) — B(z2)| = |B(21) — B(22)| < k[z1 — 22

ou seja, f é uma contragao e pelo Teorema de Contragao, segue que existe um tnico
z € M tal que f(z) = z, ou seja, z = B(z)+ A(y). Portanto, z = (id— B)"*(A(y)) €
M, pois A(y) = z— B(z) = (id— B)(z) o que implica que z = (id— B) o (id— B)(z).
Pelo Lema (id— B)™'o A : M — M é continua e compacta e portanto
aplicando o Teorema de Schauder (id — B)™! o A tem um ponto fixo y € M. Ou
seja,
(id — B (A(y)) = y

logo,
y=Aly) + B(y).
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CAPITULO 5

APLICACOES NAO EXPANSIVAS

Estudaremos agora algumas generalizagoes do conceito de uma contragao; o mais

importante desse caso é o conceito de uma aplicagao nao expansiva.

5.1 Conjuntos Convexos Limitados

Definicao 5.1. Sejam M e N espagos métricos, uma aplicagao T : M — N que

satisfaz a condi¢ao
d(T(x),T(y)) < d(z,y), Vz,ye M,

¢ dita nao expansiva.

Desta maneira, aplicagoes contragao, isometrias e projecoes ortogonais sao
exemplos de aplicagoes nao expansivas. Uma aplicacao nao expansiva de um espaco
completo nao precisa ter um ponto fixo, considere por exemplo o operador translagao
f— f+4+gcom g # 0, em um espago de Banach. Por outro lado, uma aplicacao nao

expansiva nao precisa ter um tunico ponto fixo, basta considerar 1" = id.

Teorema 5.1. Seja M um subconjunto limitado, fechado e convexo de um espaco
de Banach B e T : M — M uma aplicagao nao expansiva. Entao para cada € > 0,

T tem um e-ponto fixo x(€) € M, isto é,

[T (2(€)) = z(e)]| < e
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5. Aplicagoes Nao Expansivas

Demonstracao. Vamos assumir sem perda de generalidade que 0 € M e que
M C B(0,R), para algum R > 0. Para cada r < 1 considere o ponto fixo y da

aplicagao contragao rT" : M — M. Desta forma temos:

IT(y) =yl = IT() =Tl
= [ =nT ()
= A =nlITW
< 1-r)R
< €,
para r suficientemente préximo de 1. O]

Se M é compacto, o resultado anterior e o Teorema (1.3 produz um ponto fixo
para T. Portanto, temos uma prova elementar do Teorema de Schauder para
o caso de uma aplicacao nao expansiva. De maneira semelhante podemos produzir
pontos fixos para aplicacoes nao expansivas num conjunto compacto em forma de
estrela, na forma de um cone compacto, ou algum outro conjunto compacto no
qual a aplicacao identidade pode ser uniformemente aproximada por aplicacoes de
contracao.

A seguir apresentaremos uma demonstracao do Teorema de Browder, para isto
precisaremos de alguns lemas. Vamos assumir sem perda de generalidade que H é

um espaco de Hilbert real.

Definicao 5.2. Seja H um espaco de Hilbert, uma aplicacao F : H — H ¢ dita

mondtona se for continua e satisfizer a sequinte relacdo
(F(z) = F(y),z —y) >0 Va,y € H.

onde (-,-) denota o produto interno de H.

Lema 5.1. Seja M um subconjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H.
SeT : M — H ¢ uma aplicacao nao expansiva, entao td — T € a restricio a M de

um operador mondtono.

Demonstracao. Seja r = Py a projecao sobre o convexo M construida no Exemplo
2.1, em que cada ponto h € H é mapeado em um ponto v de M de modo que

d(h,u) = d(h,M). Uma vez que r é nao expansiva, T'or : H — H é também nao
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5. Aplicagoes Nao Expansivas

expansiva. Para z,y € H temos,

((id = (Tor))(x) = (id = (Tor)y),z—y) = lz—y|*—(T(r(x)) = T(r(y)),z - y)
> Nz —yl* = IT(r()) = Tr()lllz -yl
0,

A%

de modo que (id — T or) é monétona. A restricdo a M de (id—Tor) é (id—T), o

que finaliza a prova do lema. O

Lema 5.2. Se ' € mondtona e ug e vy sao elementos de H tal que
(F(u) = vo,u —vo) >0

para todo u € H entdo vy = F(ug).

Demonstracao. Para qualquer v € H e qualquer t > 0 escrevamos u; = ug + tv.

Como (F(u) — vy, u — ug) > 0 para todo u € H, para u = u; obtemos
(F(ug) — vo,up — tv — ug) = (F(u) — vo, tv) >0
e como t > 0 vemos que (F(u;) — vg,v) > 0, logo
(F(ue) = F(uo),v) = {vo — F(uo),v).
Note que, se t — 07 entdo F(u;) — F(uo) e dai,

0= lim (F(us) — F(ug),v) > (vg — F(ug),v) Yv € H,

t—0+
ou seja, (vg — F(ug),v) = 0 para todo v € H e portanto vy — F(ug) = 0, isto é,
F(Uo) = Up- ]
Lema 5.3. Se F' é mondtona em H e M ¢é um subconjunto limitado, fechado e

convexo de H entdo F (M) € fechado.

Demonstragao. Suponha que u,, € M paran =1,2,3,... e que F(u,) — vy9. Como
o conjunto M, é fechado, limitado e convexo, utilizando fatos de andlise funcional a
sequéncia u, admite uma subsequéncia fracamente convergente. Podemos assumir
sem perda de generalidade que u, converge fracamente a uyg € M. Como F ¢é

monoétona, para todo u € H temos,

(F(u) — F(up),u —uy,) > 0. (5.1)
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5. Aplicagoes Nao Expansivas

Observe que, como u,, — ug € F(u,) — vy, segue que
(F(u) — F(up),u — up) = (F(u) — v, u — up)
portanto, fazendo n — oo em
(F(u) — vo,u —ug) >0,

e aplicando o lema anterior, segue que vy = F'(uyg). O

Teorema 5.2 (Browder). Seja M um subconjunto limitado, fechado e convexo de
um espaco de Hilbert H. Entdo, toda aplicacao nao expansiva T : M — M tem um
ponto fixo.

Demonstragao. Observemos primeiramente que (id—7")(M) é um conjunto fechado.
De fato, pelo Lema 5.1} existe F' aplicagao mondtona cuja restrigao é a aplicagao
id —T. Sendo assim, (id — T)(M) = F |y (M) = F(M) que é fechado pelo Lema
. Aplicando o Teorema , dado € = % > 0, existe z,, tal que

(i~ T) )l <

o que implica que (id — T)(xz,) — 0. Como (id — T)(M) é fechado, segue que
0 € (id — T)(M), e portanto existe z € M tal que x — T'(x) = 0, ficando assim

demonstrado que 7T possui um ponto fixo. O

Observacao 5.1. FEste resultado permanece verdadeiro para o caso de um espaco

de Banach uniformemente convexo.

Exemplo 5.1 (Beals). Se M € a bola unitdria de um espago de sequéncias, eriste
uma aplicagao T : M — M sem ponto fixo.

Com efeito, basta considerar a aplicacdo

T(Il,l’g,xg, .. ) = (1,1’1,1’2, .. )

5.2 Variavel

As diferentes ideias consideradas nesta secao sempre tem alguma relacao com a
ideia de contracao. Algumas das aplicagoes sao consideradas nao expansivas. Nosso
primeiro resultado generaliza o Teorema do ponto fixo de Banach para o caso onde

alguma iterada de T" é uma contracao.
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Teorema 5.3. Seja M um espaco métrico completo nao vazio e TM;— M uma
aplicacdo tal que T* é uma contracao, para algum inteiro k > 1. Entio T tem um

ponto fixo em M.

Demonstracao. Como T* é uma contracdo, possui um unico ponto fixo a € M.
Entao,
(T (a)) = T(T*(a)) = T(a)

e sendo assim, temos que T'(a) é também um ponto fixo de T* e pela unicidade

temos T'(a) = a, ou seja, a é um ponto fixo para T. ]

Definicao 5.3. Diremos que T' é uma aplicacao encolhimento se:

d(T(x), T(y)) < d(z,y) Vr#y.

Note que o termo “aplicacao contracao” tem sido usado para o mesmo conceito.
Deste modo, uma aplicagao encolhimento é nao expansiva, mas nao precisa ser
uma contracao. Claramente, uma aplicacao encolhimento pode ter mais de um ponto

fixo.

Teorema 5.4. Seja M um espag¢o métrico compacto nao vazio e T : M — M uma

aplicacao encolhimento. Entao T tem um ponto fixo.

Demonstragao. Como d(T(x),x) é uma aplicacao continua e M é compacto, existe
z € M tal que
d(T(z),z) = inf d(T(x),z). (5.2)

zeM

Desta forma, T'(z) = z, pois caso contrario terfamos
d(T%(2), T(2)) < d(T(2), 2)

contradizendo (5.1). O
Agora daremos uma versao local para o teorema de contracao.

Definicao 5.4. Uma aplica¢iao T € localmente uma (€, \)-contagdo se:

temose>0e0<A<1ed(t(x),T(y) < Ad(x,y) sempre que d(x,y) < €.

Edelstein deu o seguinte exemplo para mostrar que tal aplicacao nao precisa ser
uma contragao.

16

M= {c?0<6< gw}, T(e?) = e¥.
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Definicao 5.5. Um espagco métrico M ¢é dito e-chainable se dados quaisquer dois
pontos a,b € M existe um conjunto finito {xo,x1,...,2,} de pontos em X com

xo=a ex, =betal que d(x,—1 —x,) <€ Vn.

Teorema 5.5 (Edelstein). Seja M wm espaco métrico completo e-chainable e

T : M — M uma (e, \)-contragao. Entao T tem um tnico ponto fixo pertencente a

M.

Demonstracao. Fixado v € M. Como M é e-chainable existem xg,z1,...,2, € M
tal que

T=2T0,... Ty =1(2)

com d(x;,x;+1) < €. Usando o fato de T ser (e, A)-contracao, segue por indugao que

AT (2:), T" (z141)) < Nd(zi, 741) < Ne < —, Vi
m

para r suficientemente grande, pois 0 < A < 1.

Deste modo, obteremos,

d(T"(z), T () = d(T"(x0), T (zm))

IN
=
~
—
8
<
~

3
8
—
~—
~—
—+
=
~
3
8
—
~
~
3
8
N
—+
—+
S
—~
~
3
8
3
=
~
=
<

A
3
|

Usando um argumento andlogo ao da demonstracao do Teorema segue que

T (x) converge para um ponto fixo quando fazemos n — oo. O]
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CAPITULO 6

TEOREMAS DE EXISTECIA PARA
EQUACOES DIFERENCIAIS

Faremos um esboco de alguns métodos pelos quais obteremos teoremas de

existéncia a partir de teoremas de ponto fixo.

6.1 Descricao dos Métodos

Ao longo deste capitulo, “resolver” significa provar que uma solugao existe.
Métodos de ponto fixo sao mais aplicados na resolucao de problemas nao-lineares.
Existem varias maneiras de reduzir um problema nao-linear de existéncia em um
problema de ponto fixo (para uma aplicagdo em um espaco de fungoes). Veremos

agora um método bastante 1til.
Método 6.1. O truque de linearizacao de Leray e Schauder.

Suponha que uma expressao da forma D(f,g), que pode envolver f e g, de
alguma forma é linear em f. (Nos casos que nos interessam D(f,g) vai envolver

derivadas de f e possivelmente de g). Suponha também que a equacao linear

D(f,9)=0 (6.1)

tem uma unica solucao f = T'(g) para cada g em algum conjunto M. Entao para

encontrar uma solugao em M da equacao

D(f, f)=0 (6.2)
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¢é equivalente a encontrar um ponto fixo em M da aplicacao T'. Desta forma uma
equacgao nao-linear particular pode ser estudada por meio de uma equacao linear
mais geral, juntamente com um problema de ponto fixo.

Condigoes de contorno e condigoes de diferenciabilidade podem ser incorporadas
na definicao do conjunto M. Assim devemos saber que tem uma tnica solucao,
sujeito a estas condicoes, e deduzimos que tem uma solucao, sujeita as mesmas
condicoes.

Para que o método funcione, T' deve ser “pequeno”, isto é, geralmente uma
aplicagao compacta ou uma contragao. Isto significa que e devem envolver
as mesmas derivadas de maior ordem, assim deve ser ligeiramente nao linear.

Por exemplo, para resolver a equagao nao linear

f'(t) + f2(t) = sint (6.3)

sujeita a condigao f(0) = 0, tomariamos M como o conjunto das fungoes satisfazendo

f(0) = 0 e utilizarfamos uma das seguintes equagoes lineares
f'(t) + ¢*(t) = sint, (6.4)

ou

() + f(t)g(t) = sint. (6.5)
Método 6.2. Substituir a equacao diferencial e suas condi¢oes de contorno por uma
equacao integral

y=J(y). (6.6)

A solugao é entdo dada por um ponto fixo da aplicagao y — J(y). O operador J
geralmente envolve uma “funcao de Green” obtida por algum truque especial. Mais
sistematicamente uma equacao do tipo surge se o operador T" mencionado no
Método[6.1]pode ser expresso como um operador integral. No entanto, pode ser mais
dificil de obter a expressao explicita para aplicacao J como um operador integral do
que aplicar o Método diretamente. Pode ser 1til ter a formula integral para J,
se quisermos mostrar que J fornece uma contragao.

Na maioria dos casos, nao € facil reduzir uma equacao diferencial para a forma
Método 6.3. Métodos de Continuacdo.

Os métodos de continuacaco estudados anteriormente na secao 4.3 sao muitas

vezes usados em conjunto com o truque de linearizacao descrito no primeiro método.
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Nesta abordagem nao precisamos encontrar um conjunto M que é mapeado em si
mesmo pela aplicacao Uy, o que realmente nos interessa. O conjunto M é geralmente

mapeado em si mesmo pela simples aplicacao Uy.
Método 6.4. Solucoes Periodicas

Solucoes Periddicas de equagoes periddicas podem ser encontradas facilmente

pelo método que descreveremos com detalhes na segao (6.4).

6.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

dy -
Escreveremos y' para denotar a Considere um sistema de equacoes diferenciais

ordinéarias que pode ser escrito como um sistema de primeira ordem na forma:

yll = fl(t7y17y27 s 7yn)
: (6.7)

y;l = fn(t7y17y27 s >yn)

ou de forma abreviada
Y'(t) = F(t,Y(t)), (6.8)

onde Y = (y1,92,.. ., 9n) € F'=(f1, fo,- -, fn)-

Vamos usar qualquer uma das normas usuais em R" e escrever |z| para norma

de z. Olharemos para uma solucao de tal que
Y(a) = B, (6.9)

onde o numero real a e o ponto B € R™ sao dados. Assumiremos que F' é continua
em Y et, isto é, que cada f, é continua em yq,ys2,...,y, € t.

Utilizaremos a seguir o truque de linearizagao descrito no primeiro método. Para
encontrar uma solucao de , em algum conjunto M, consideraremos para
cada X € M, a solugdo Y = U(X) da equagao linear

Y' = F(t,X) (6.10)

subordinada a (6.9)).

Em todos os casos que nos interessam, Y = U(X) é definido exclusivamente por
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e (6.10) e temos, explicitamente
t
U(X(t) = B +/ F(s, X (s))ds. (6.11)
Assim encontrar uma solugao de , é equivalente a exibir um ponto fixo

da aplicagao U dada por (6.11])).

Teorema 6.1 (Cauchy-Lipschitz). Seja (a, B) um ponto pertencente ao conjunto

aberto S C R x R™. Suponha que
(1) a fungao F(t,X) € continua em S;

(i1) F € lipschitziana na sequnda varidvel, isto €,

para algum k € R e para todo (t,X),(t,Y) € S.
Entao existe uma unica solucao de € em alguma vizinhanga de a.

Demonstracao. Definamos o conjunto M como sendo o conjunto das funcgoes
continuas com grafico em R = [a —d,a+d] x B[B, Ld] C R x R™, logo os elementos
de M sao fungoes de R em R™. Vemos que a aplicacao U definida por é uma
contracao de M em M e pelo Teorema de Contracao U tem um tnico ponto fixo. E
este ponto fixo é uma solucao de , . Podemos mostrar que qualquer solugao
de e deve de fato pertencer a M. Portanto a solucao é unica. O

Teorema 6.2 (Peano). Se F(t,Y) € uma fungdo continua de t e Y em uma

vizinhang¢a de (a, B) entao o problema

) Y = F(t,Y)
Y(a) =B

tem pelo menos uma solucao em uma vizinhanca de a.

Demonstragao. Podemos assumir que dado € > 0, existe k > 0 tal que se |t —a| <€
entao |F(t,Y)| < k. Escolha § de modo que § < € e k < €. Seja

L={f:[la—6,a+3d — R": fécontinua }

munido com a norma da convergéncia uniforme. Seja M um suconjunto fechado

e convexo de L que consiste das fungées Y tais que |Y(t) — B| < 0k para todo t.
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Defina .
UY(t) =B +/ F(s,Y(s))ds

entdao U mapeia M nele mesmo, uma vz que para Y € M e |t —a| <6,
t
UO) - Bl = | [ ey
e
< | [ PG Y(s)lds

t
< | [ has
= |t—alk
< Ok

U é continua, pois para Y, Z € M tal que ||Y — Z|| — 0,

t
I (®) - U(Z@)] = sup| / (F(s,Y(s)) = F(s, Z(s)))ds| = 0
uma vez que F' é uniformemente continua. Temos também

U@ < [B| + ok

U (s)) U (@) < \/ F(a,Y(x))de| < k[s —t].

Portanto, U(M) é uma familia uniformemente limitada e equicontinua de funcoes
e, aplicando o Teorema de Arzeld-Ascoli segue que U(M) é precompacto. Pelo

Teorema de Schauder, U tem um ponto fixo Y, o que nos fornece uma solugao para
(*). O

Teorema 6.3 (Picard). Se f(t,y) ¢ uma fung¢do analitica de t e y em uma

vizinhanga de (a,b) entao o problema

y/:f(tvy)
( ){ y(a) =b

tem uma unica solucao analitica em uma vizinhanca de a.
Demonstra¢ao. Podemos supor que dado € > 0, existem K,L > 0 tais que se

0 1
[t —al <eely—>bl <e temos |f| < K e |a—£\ < L. Escolha § < min{e,%,ﬁ}.
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Seja M o conjunto das fungodes y, analiticas em (a — d,a + §) e continuas em
l[a—0,a+ 6] e tal que |y — b| < 0k para |t — a| < §. Claramente M é completo com
a norma uniforme. Defina a aplicacao U como em , interpretando a integral
como uma integral complexa sobre um contorno. Entao U mapeia M nele mesmo.

Finalmente para h,g € M,

06) -0 = swl [ s - s

< sup|z —alLsupt|h(t) — g(t)|
< OL||h—g]|
1
< Zlh=ql.
< gllh =4l

Portanto, o teorema de contracao garante que U tem um tnico ponto fixo em M.
Isto é, apenas uma solucao de (**). Alguma solugdo y tem uma derivada complexa
numa vizinhanca de a, assim y é analitica proximo de a, logo y € M se tomarmos

suficientemente pequeno. O

6.3 Problemas com duas condicoes de fronteira

Considere o seguinte problema

d*x dx
— = t,x,— 12
a7 ( ' dt) (6.12)

com z(0) = a e x(T) = b dados. A suposicao que é feita é que f é continua e
limitada em [0,7] x R x R. O procedimento é feito para reduzir o problema a uma

equacao integral da forma

2(t) =a+ w - /0 G(t,s)f(s,2(s), 7' (s))ds. (6.13)

Onde G(t,s) é uma funcdo de Green. Considere a aplicagio U de CV) em C')
qua mapeia cada x no lado direito de (6.13). Queremos um ponto fixo para U.
Da limitagao de f e a férmula para U(x) segue que o conjunto dos pontos U(x) é

precompacto. Desta forma pelo Teorema de Schauder existe um ponto fixo.

Lema 6.1 (Grafico Fechado). Sejam M um espa¢o métrico e N um espago métrico

compacto. Se U : M — N € fechada entao U € continua.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia em M tal que z,, — y € M, mas U(x,) -
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U(y) como N é compacto temos que U(x,) — z € N, com z # U(y). Portanto
terfamos (y, z) no gréfico de U o que é ukma contradi¢ao. Logo, U(z,) — U(y) o

que implica que U é continua como queriamos. O

Agora mostraremos que usando o truque de linearizagao, podemos resolver o
problema sem considerar a funcdo de Green. Definimos a aplicacio U de C(V) em

CM como segue: para y € CV, U(y) = x é a tnica solucdo de

2(8) = f(ty(0).y' (1), 2(0) = «(T) =}

(x é encontrado por duas integragoes, escolhendo as constantes corretamente).
Aplicando , mostraremos que U(C™) é precompacto em C. Se z = U(y)
temos |2”(t)| < K Vt. Uma vez que z(0) = a, x(T) = b, um simples argumento
mostra que o limite independe de x para |2/(t)| e |z(t)]. Tendo tais limites para
z,2' e 2", vemos que o conjunto dos pontos z = U(y) é precompacto em CV). Um
argumento elementar mostra que U de CM em CM é fechado. Desta forma pelo
Lema U é continua e pelo Corolario U tem um ponto fixo. Este ponto fixo

de U é a solugao de (6.12]).

6.4 Existéncia de Solucoes Peridodicas

Um método de ponto fixo para encontrar solucoes periddicas de problemas
dinamicos foi usado por Poincaré (1912). Essencialmente, o mesmo método é usado

no teorema abaixo.

Teorema 6.4. Considere a equac¢ao
X'(t) = F(X,1), (6.14)

onde X e F' assumem valores em R"™. Assuma que

(i) Para cada ponto Py na bola fechada B™ existe uma unica solugdo [0,00) tal
que X(0) = By;

(11) Se X(0) € B"™ teremos X (t) € B™ para todo t > 0;
(111) X(t) depende continuamente de X (0);
(iv) F tem periodo T > 0 como uma fun¢ao de t;

Entao a Equagao (6.14) tem solugao com periodo T.
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Demonstragao. Para cada Py € B" considere o ponto Pr = X (T'), para solucao
X(T) tal que X(0) = Fy. Por (ii), (iii) e pelo Teorema de Brouwer, a aplicagao
Py — Pr tem um ponto fixo, digamos Z. Consideremos a solugao com Py = Pr = Z.

Claramente esta solucao tem periodo 7. O

Uma técnica similar foi usada por Browder (1965, 1973) para obter solugoes

periédicsa da equacao de evolugao

du
— A= f(tu). (6.15)

Aqui cada A(t) é um operador linear em um espaco de Hilbert H e f(t,u) uma
aplicagdo de um subconjunto de R x H em H. Algumas suposigoes sao feitas para
garantir que tem uma tunica solugao em [s, +00) para cada s > 0 e cada valor
de u(s) dado. Outras hipdteses, de monotonicidade, sobre os operadores lineares
A(t) e os operadores nao lineares f(t,-) garantem que a aplicagao u(s) — u(t) é nao
expansiva para t > s.

Para obter uma solugao periédica no caso onde A(t) e f(¢,u) tem periodo p como

funcao de t. A hipotese final é que para algum R > 0,

Re(f(t, u),u) <0 para |[ul| = R, ¢ € [0,p].

dlju(t)|?
Esta hipétese ¢ usada no célculo de )|

, que se torna negativa para
|lu(t)]] = R. Assim a solugao u(t) que entrou na bola de raio R deve permanecer
dentro da bola. Assim u(0) — u(p) fornece uma aplica¢ao da bola nela mesma que
tem um ponto fixo pelo teorema de Browder. A solugdo com u(0) = u(p) é uma

solucao de periodo p.

6.5 Equacoes Diferenciais Parciais: Uso da

Funcao de Green

Vamos considerar uma regiao limitada G do plano, com fronteira suave I', tal que
o fecho de G é G = GUT. Denotaremos P e Q como sendo pontos de G. Desejamos

resolver o problema

(6.16)

{ Af(P) = —h(P, f(P)) em G,
f=foemT,

46



6. Teoremas de Existécia Para Equacoes Diferenciais

2 2

onde A ¢ o operador de Laplace —— + ——, e fo é uma fungao continua em I' dada.
ox? 0Oy
A discussao aparece mais claro se usarmos o truque de linearizacao. Considere

para alguma g € C(G), a equacao linear

(6.17)

{ Af(P) = —h(P,g(P)) em G,
f = f() em I'.

Lema 6.2. Para cada g continua em G e cada fo continua em T, existe uma unica
solug¢ao f da Equagdo (6.17), a qual € dada explicitamente por

F(P) = 6(P) + / L G(P,Q)h(Q. 9(Q))dQ (6.18)

onde ¢ € a solucao do problema

(6.19)

Ap=0emgG
¢=foemT

e G € a funcao de Green da regiao G.

Considere o espago métrico completo M = C(G). Para g € M, seja f = U(g) a
solucao de (6.17). O lema anterior garante que a aplicacdo U estd bem definida e
que f = U(g) é dada explicitamente como em ([6.18]). Usando (6.18]), vemos que U

mapeia M nele mesmo e que para g e 7 € M temos

UG) - UG = supl / /g G(P,Q)(h(@Q, 9(Q)) — h(Q. j(Q))dQ)|
< swl / /g G(P.Q)dQlsup IH(Q.9(2)) = h(Q.HQ)].

Desta maneira se h satisfaz a condicao de Lipschitz, isto é,

h(Q, f) = (@, 9)| < Olf —gl, (6.20)

6 < (sgm / /g G(P,Q)dQ|)l,

entao U é uma contragao.
E portanto se a condigao ((6.20]) for satisfeita, entdo o problema ((6.16) tem uma
unica solugao. De fato, pois uma vez que (6.20) é satisfeito temos que U é uma

onde

contracao e portanto tem um tnico ponto fixo, e este é ponto que queremos.
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6.6 O Truque de Linearizacao para Equacao

Diferencial Parcial

Consideremos uma regiao do plano G cuja fronteira é I'. O truque de linearizacao
foi desenvolvido por Leray e Schauder para equagoes diferenciais parciais. Considere

por exemplo a equacao
a(z,y, 2)2ee + b(2,y, 2) 25y + c(z,y,2) 2,y =0 em G (6.21)

com condicao de fronteira ¢(z) = 0 sobre I'.

Cosideremos para uma funcao arbitraria w a solugao z = U(w) da equagao linear

sujeito a ¢(z) =0 em I

Condigoes em G, T, a, b, ¢ (de continuidade, elipticidade, etc) sao escolhidas para
garantir que U esta bem definida e é precompacto. A dificuldade de encontrar um
conjunto M de funcgoes, o qual é transformado nele mesmo, levado por Leray e

Schauder (1934) usa um argumento de continuagao.
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