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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos o classico Lema de Brezis-Lieb, o qual é uma
versao melhorada do Lema de Fatou, pois estima o erro nesta desigualdade. Veremos
também sua relacao com a continuidade fraca de operadores nao lineares, especi-
ficamente do operador de Nemystkii. Faremos isso com o objetivo de aplicar esta
ferramenta na busca por melhores constantes para um tipo famoso de desigualdade
variacional. Além disso, obteremos um resultado de imersao compacta para espa-
cos de Sobolev, sem a necessidade de assumir qualquer condi¢ao de regularidade na

fronteira.

Palavras-Chave: Convergéncia q.t.p, Convergéncia Fraca, Operador de Nemystkii.



ABSTRACT

This work is a study on the classic lemma of Brezis and Lieb, which is a
improvement of Fatou’s lemma because it evaluates the gap between the integral
of a functional sequence and the integral of its pointwise limit. It is also showed a
relation between this result and weak continuity of nonlinear maps between Lebesgue
spaces, namely Nemystkii’'s operators. The final goal is to apply this tool to find
sharp constant for a well-known type of variational inequality. Furthermore, it is
obtained a compact Sobolev embedding theorem without any regularity condition

on the boundary.

Keywords: a.e Convergence, Weak Convergence, Nemystkii operators.
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INTRODUCAO

A convergéncia de funcionais é um problema antigo e de notorias aplicacoes
em diversas areas da matematica. Por exemplo, no calculo das variagoes, usamos
este tipo de resultado para garantir a existéncia de sequéncias minizantes ou ma-
ximizantes para determinados funcionais. Quando estamos lidando com operadores
nao-lineares, esta questao torna-se deveras dif¢il e uma 1util ferramenta neste sentido
é o lema de Brezis-Lieb. Este resultado foi proposto pelos autores em 1983 com o
proposito de garantir convergéncia de certas sequéncias de funcionais (j(uy))n,, ape-
nas dispondo de hipéteses de convergéncia pontual e limitagao uniforme na sequéncia
(Un)n, condigbes estas, em certo sentido, bastante fracas.

O ponto em questao foi estudar o erro da desigualdade no lema de Fatou e
as possiveis causas deste tipo de patologia. Baseados nisto, Brezis e Lieb obteram
uma versao corrigida para este resultado. Um pouco mais tarde, em 2004, Eduardo
Teixera e Diego Moreira em [2], estudaram a relacdo entre o lema de Brezis-Lieb
e a continuidade sequencial fraca do operador de Nemystkii. Sendo assim, nosso
objetivo nesta monografia é estudar de maneira sistematica como isto foi feito. Para

tanto, organizamos o desenvolvimento deste trabalho da seguinte maneira.

X



Introducdo

Visando suprir os pré-requisitos minimos para a leitura deste texto, no ca-
pitulo 1, faremos uma apresentacao dos resultados de Teoria da Medida, Anélise
Funcional e dos Espagos de Lebesgue. Demonstraremos apenas o Teorema de Ergo-
rov e apresentamos referéncias.

No capitulo 2, apresentamos o resultado principal deste trabalho, o Lema de
Brezis-Lieb. Faremos isto de duas formas diferentes. Primeiramente, em sua forma
generalizada, requerindo hipoteses mais fracas sobre o funcional. Posteriormente,
restringiremos o estudo aos Espacgos de Lebesgue e obteremos o mesmo teorema
para um tipo especifico de funcional, o funcional energia. Todos os resultados deste
capitulo foram baseados em [1].

Com o objetivo de entender de uma maneira profunda os mecanismos demons-
trados no capitulo anterior, faremos, no capitulo 3, uma revisao de alguns resultados
classicos sobre convergéncia fraca nos espacos de Lebesgue. Estes resultados foram
encontrados em [6]. Apos feito isto, estudaremos as principais propiedades deste
tipo de convergéncia e a relacionaremos com a convergéncia pontual, depois vere-
mos sua relacao com operados nao-lineares. Mais especificamente, introduziremos o
conceito de operador de Nemystkii, baseados em [5], e, como feito em [2], daremos
condicoes capazes de garantir a estabilidade da convergéncia fraca sob a acao de ope-
radores de Nemystkii. J& na parte final, utilizaremos o que foi obtido anteriormente
e exibiremos uma prova alternativa para o lema de Brezis-lieb.

Finalmente, no dltimo capitulo, aplicaremos de duas maneiras as ferramentas
obtidas no decorrer do texto. Inicialmente, trataremos de um problema variacional
famoso sobre melhores constantes nas desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev,
seguindo o que foi feito em [10]. Por fim, usaremos argumentos de continuidade fraca
e provaremos a compacidade de algumas imersoes dos espagos de Sobolev W1P(Q)

em espagcos de Lebesgue L7(€).



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Fazemos uma apresentacao de alguns resultados de Teoria da Medida e de
Anéalise Funcional que serao necessarios para melhor compreensao dos proximos
capitulos. Dividimos este capitulo em trés secoes contendo apenas resultados que
de fato serao utilizados no decorrer do trabalho. As demonstracoes dos teoremas
apresentados podem ser encontradas nas referéncias que serao citadas adiante.

Na primeira secao, trazemos as defini¢oes béasicas de o-algebras, medidas
e mensurabilidade de funcoes. Para tanto, tomamos como base os textos de [7],
bem como o texto de [3]. Na segunda parte, colocamos os conceitos e exemplos
bésicos de Analise Funcional, tais como espacos de Banach, espacgos dual e bidual e
reflexividade; seguimos as referéncias [4] e [3]. Na terceira parte, utilizamos o que
foi feito nas secoes anteriores e falamos sobre as propriedades bésicas dos espacos de
Lebesgue e seus diferentes modos de convergéncia, tendo como referéncia [3] e [7].
O leitor que esteja familiarizado com estes topicos pode pular este capitulo, vindo

a ele apenas quando julgar necessario.
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1.1 Alguns resultados da Teoria da Medida

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e algumas notagoes que se-
rao usados nos capitulos seguintes. Entendemos que estes conhecimentos nao sao

abrangidos nos cursos de graduacao em Matemaética

1.1.1 o-Algebras e Medidas

Denotaremos por (€, %, 1) um espago de medida onde € é um conjunto e

(i) ¥ é uma o-algebra em €2, isto &, > é uma cole¢do de subconjuntos de €2 tal que
(a) ek
(b) Ac¥ = AeX;

(c) U, A, € X sempre que A, € X,Vn € N.

(ii) p é uma medida onde p : ¥ — [0, 00| satifaz

(a) u(0) =0;
(b) ,u(U)An = Z,u(An) sempre que {A,} é uma familia enumeravel de
n=1 n=1

Sub_conjuntos aisjuntos em .

Os elementos de ¥ sao chamados de conjuntos mensurdveis. Por conve-
niéncia, pediremos neste trabalho também uma propriedade extra sobre este

espaco. Assumiremos que

(iii) Q é o-finito, ou seja, existe uma familia enumeravel {Q,,} de elementos de X

tais que (J,—, ©Q, = Q e pu(Q,) < oo, para todo n.

Os conjuntos de F € ¥ com a propriedade p(F) = 0 sdo chamados de con-

juntos de medida nula ou conjuntos nulos. Diremos também que uma determinada
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propriedade é valida q.t.p (ou para quase todo = € ) se é valida em quase toda

parte com excecao de conjunto de medida nula.

Exemplo: Neste texto, eventualmente iremos trabalhar com Q C RY aberto. Em
um espago topologico (X, 7) em geral definimos a o-algebra de Borel como a menor
(no sentido da inclusao) o-algebra contendo os abertos da topologia, assim denota-
remos por ((€2) esta o-algebra e chamaremos seus elementos de Borelianos.

No entanto, esta o-algebra nao é completa, ou seja, existem subconjuntos de
conjuntos de medida nula que nao sao mensuraveis, mas em algumas situacoes ¢ ne-
cessario trabalhar com uma o-algebra mais geral chamada de o-algebra de Lebesgue,
denotada por L£(£2), contendo () estritamente. Os elementos desta nova familia
sao chamados de conjuntos mensurdveis a Lebesque.

Assim, podemos definir uma medida A : £(Q2) — [0, 00| nesa o-algebra que
concorde com a idéia intuitiva de volume nos espacos euclidianos. Esta medida é
chamada de Medida de Lesbeque no RY e, as vezes, usaremos a notagao |A| para nos
referirmos a A\(A). Finalmente, observe que RY = |J2, B(0,1), assim, (RY, 3(Q2), \)

é o-finito.

Diremos que duas fungées f e g sdo iguais p-quase toda parte caso f(z) =
g(x), para x € E¢, onde E € ¥ e u(E) = 0 e denotaremos f = g pu — ¢.t.p. Da
mesma maneira, diremos que uma sequéncia de funcoes u, :  — R converge u-
q.t.p se existe um conjunto £ € ¥ com p(E) = 0 tal que u(x) = limu,(z) para todo
x € E° e denotaremos u = liin u, p—q.t.p. Esta versao mais fraca de convergéncia
pontual é chamada de convergéncia q.t.p e desempenhara um papel fundamental no

resultado principal deste trabalho.
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1.1.2 Funcoes Mensuraveis e Integracao

Nesta segao, apresentaremos uma extensao a ideia de integral de Riemann
para uma classe mais geral de fungoes, a saber, as fungoes mensuraveis. Veremos
adiante que a definicao de Integral de Lebesgue permitird-nos obter melhores resul-
tados de convergéncia a respeito de sequéncias deste tipo de funcoes.

Considere (€2,3, ) um espago de medida e seja u :  — R uma fungao,

diremos que u é X-mensurdvel quando
{r eQ: f(z) > a} € ¥,Va > 0.

Neste caso, escreveremos u € M para indicar isto. Quando estivermos tratando
do caso Q@ C RN e ¥ = L£(Q), diremos que u é mensurdvel a Lebesque. No caso
¥ = 5(9), diremos que a fungdo é mensurdvel a Borel. Observe também que toda

funcao continua ¢ mensuravel a Borel.

Exemplo: Dado E € ¥ definimos a funcao,

1, se ze€Fk
xe(z) =
0, se z € FE°

Esta funcao é claramente mensuravel e é chamada de Func¢do Caracteristica de E.

Uma fungao ¢ : 2 — R é dita simples se assumir apenas uma quantidade
finita de valores. Uma fun¢do mensurével simples pode ser representada da seguinte

maneira,
n
Y= Z ajXE;;
j=1
onde a; € R e xg, ¢ a fungao caracteristica do conjunto F; € ¥. Entre todas a

representacoes possiveis para ¢ existe uma tnica representacao padrao, caracterizada

caso a; sejam distintos e £; sejam nao-vazios e disjuntos com Q = (J;_, Ej.



Introducdo

Se ¢ é uma funcao simples mensuravel com sua representacao padrao. Defi-

nimos a integral de ¢ com respeito a u da seguinte maneira

/@dﬂ = i a;p(Ej).

Além disso, uma funcao u : Q@ — R é dita nao-negativa quando u(z) > 0 para
todo =z € 2. Quando além de nao-negativa u também for mensuravel escreveremos

ue M.

Teorema 1 Seja u € M™, entdo existe uma sequéncia o, em M™ tal que

(a) on € simples;

(b) 0 < () < ppi1(x) < u(zx) para todo x € Q e todo n € N; (Monotonicidade)
(c) u(z) = lim @, (z).

Em vista do teorema anterior, podemos definir a nocao de integral de Lebesgue
para uma classe mais geral de fungoes. Assim, seja u € M™, definimos a integral

de u com respeito u da seguinte maneira

/ udp = sup / edp,
Q pEMT JQ

onde o supremo é tomado sobre todas as funcoes simples © € M, satisfazendo

0 < p(z) < u(x) para todo =z € Q. E, caso F € ¥, definimos a integral de u sobre

/u:/uXEdu.
E Q

e, mesmo quando u nao for uma funcao nao-negativa, podemos decompor u como a

E com respeito a p por

diferenca de duas fun¢oes nao-negativas, assim
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chamamos u™ de parte positiva e u~ de parte negativa. Definidas da seguinte maneira
u"(r) = max{u(r),0} e u (z) = —min{u(z),0},

onde ambas pertencem a M™. Portanto, podemos definir a integral de uma funcao

qualquer u € M como segue

/udu:/u+du—/u_du.
Q Q Q

Observe que na definicao de integral nao excluimos a possibilidade do valor
obtido ser +00. No caso de ambas u' e u~ terem integrais finitas, denotaremos
por u € L(€, %, du) e diremos que u é uma funcdo integrdvel. Quando estivermos

tratando da medida de Lebesgue em RY denotaremos L((2, 3(f2), dz).

1.1.3 Convergéncia da Integral de Lebesgue

Estamos em condicoes de enunciar um importante resultado devido a Beppo

Levi, o qual é chave para as propriedades de convergéncia da integral de Lebesgue.

Teorema 2 (Convergéncia Mondtona) Seja (u,) uma sequéncia de funcoes em

M convergindo para u. Entao,

/udu = lim [ w,dp.

n—oo

A seguir, veremos um resultado muito 1util para estimar a convergéncia da
integral de uma sequéncia de fungoes (u,) ainda que a sequéncia ndo seja conver-

gente.
Teorema 3 (Lema de Fatou) Seja (u,) uma sequéncia em M™. Entao,
/lim inf u,dp < lim inf/undu

Finalmente, apresentaremos um dos resultados mais importantes sobre con-

vergéncia de funcoes integraveis.
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Teorema 4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja u, :  — R uma
sequéncia de fungoes em L(€, X, du) convergindo em quase todo ponto para uma
funcao f, se existe alguma funcdo v : Q — R integrdvel, tal que |u,| < v. Entdo

w € L(Q,3,du) e vale que

/udu = lim [ w,du.

n—o0
O teorema anterior estabelece uma condicao suficiente para obter convergén-
cia na integral de um sequéncia de funcoes convergindo apenas q.t.p, por isso sua

fundamental relevancia.

1.2 Um breve esboco sobre Analise Funcional

No decorrer deste trabalho faremos uso de algumas definicoes e resultados a
respeito de espacos de Banach, tais como, sua dualidade, reflexividade e compaci-
dade. Diante disto, nesta secdo traremos algumas definicoes e resultados classicos

de Analise Funcional .

1.2.1 Espacos Métricos e Normados

Seja V' um espaco vetorial sobre R, uma norma em V é uma funcao

l|.]| : V= R tal que, para todo u,v € Ve A € R:

(a) |[|u]| > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = 0;
() [ Aul] = [Allfull;
(©) llu+v|| <||ul| + ||v]| (Desigualdade Triangular).

Um espaco vetorial munido de um norma ¢ denominado espaco vetorial nor-
mado. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que associa a
cada par de elemento =,y € M um nuamero real d(z,y), chamado de distdncia de z

a y, satisfazendo as seguintes condicoes para quaisquer z,y,z € M

7
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(a) d(z,z) = 0;
(b) Se x # y entao d(z,y) > 0;

(c) d(z,y) = d(y,);

(d) d(z,z) <d(x,y) +d(y, z) (Desigualdade Triangular).

Um espago métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto e d é uma métrica

em M.

Exemplo: Um espaco vetorial normado V' torna-se um espaco métrico com a mé-

trica induzida pela norma, dada por

d(w,y) = |z — yll, Va,y € V.

Nestes termos definimos também os seguintes conjuntos
(a) A bola aberta de centro xo € M e raio r > 0.
B(xg,r) = By(xg) ={x € M : d(x,z) <1};
(b) A bola fechada de centro xy € M e raio r > 0.
Blxo,r] = By(z0) = By (o) = {x € M : d(x, z9) < r};
(c) A esfera de centro xo € M e raio r > 0.
S(zo,r) = Sp(xo) ={x € M : d(x,z0) =1}.

Uma sequéncia em M é uma funcao X com dominio em N e contradomino
em M, denotada por (z,) com n € N. A partir desse conceito obtemos diversos

outros:
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(a) Uma subsequéncia (xy) de (z,,) ¢ uma restricao da fun¢ao X a um subconjunto

infinito de N;
(b) Uma sequéncia ¢ dita limitada quando existe C' > 0, tal que

x, € B[0,C],Vn € N;

(¢) Uma sequéncia (x,) € M converge para a € M quando
Ve > 0,3ny € N tal que z,, € Bc(a),Vn < ny.

Denotamos lim z, = a e dizemos que a é limite de (z,,);
n—oo

(d) Uma sequéncia ¢ dita de Cauchy quando

Ve > 0,3dng € N;d(xy,, ) < €,Vn,m < ng;

(e) Um espaco métrico é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy converge

para um elemento desse espaco.

(f) Um subconjunto K de um espago métrico é dito compacto quando dada um
sequéncia (z,) em K, existe uma subsequéncia () e um elemento z € K tal

que lim zp =«
k—o0

Sejam M, N espacos métricos, uma aplicacao f : M — N é dita continua
em a € M, quando dado € > 0, existir § > 0 tal que para z € M com d(z,a) < 9,
termos d(f(x), f(a)) < e. Equivalentemente, podemos dizer que f é continua em
a € M, se dada qualquer sequéncia (z,) com x, — a, entdo f(z,) — f(a). Dizemos

que f é continua quando for continua em todos os pontos de M.

Exemplo: Dado V um espago vetorial normado. A norma
|l. : V — R é uma funcdo continua. De fato, utilizando a segunda versao da

desigualdade triangular

ezl = ylll < {lz—yll-

9
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Entao, dados z,y € V e € > 0, quando ||z — y|| < ¢, existe § = € > 0 de modo que

izl =Tyl < o.

1.2.2 Espaco de Banach

Em Analise Funcional os espacos métricos completos desempanham um papel
importante devido a suas propriedades de convergéncia. Seja (E,||.||) um espaco
vetorial normado, diremos que F é um FEspaco de Banach, se o espago métrico

(E,d) é completo onde d é a métrica induzida pela norma ||.||.

Exemplo:(Espago das sequéncias) Seja (>, onde ¢*° denota o conjunto de todas

as sequéncias limitadas em R equipado da norma dada por

2]l = sup |zi], x=(z,)€ >
1<i<oo

é um espaco de Banach de dimensao infinita.

Exemplo:(Espaco Normado que nao é Banach). O conjunto C([0,1]) é um

espaco vetorial. Entretanto, C([0, 1]) equipado com a norma dada por

1
17l = [ 1@z
0
nao é um espaco de Banach. Pois a sequéncia de funcoes

que converge para

o qual nao é um elemento de C([0, 1]).

10
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1.2.3 Aplicacoes Lineares

Uma aplicagao T : ' — F' ¢é dita linear, caso
T(x+Ny)=Tx+ Ty

quaisquer que sejam z,y € F e XA € R.
Sejam E e F dois espacos de Banach. Um operador linear f : E — F é dito

limitado se existe uma constante M tal que
|f(x)] < M|x|,Vz € E.
Nos espacos vetorias normados existe uma relagao entre limitacao e continuidade.

Teorema 5 Sejam E e F espacos vetoriais normados e f 1 E — F um operador

linear. Entao
(1) Se f é continuo na origem, entao [ é continuo em E;

(ii) O operador T' é continuo em E se, e sd se f € limitado.

Se E e F sao espagos vetoriais normados, denotaremos o espaco vetorial das
aplicacoes lineares limitadas por L(E, F'), munido com as operagdes usuais de soma e
produto por escalar. Definimos a norma de uma aplicacao linear limitada f : £ — F
por

|fller = inf{M > 0 || fz||r < Ml[z]|g, Vo € E}.

Vejamos a seguir que este novo espaco herda boas propriedades métricas.

Teorema 6 Se E ¢ F sdo espagos vetoriais normados, entao L(E, F) é um espago

vetorial normado.

Teorema 7 Se E é um espaco vetorial normado e F' é um espaco de Banach, entdao

L(E,F) é um espago de Banach.

11



Introducdo

1.2.4 Espacgo Dual e Convergéncia Fraca

Um funcional é uma funcao f : £ — R linear. Seja E um espaco vetorial
normado, denotaremos o espago vetorial dos funcionais lineares limitados por E’, e
o chamaremos de espaco dual de E. Estamos fazendo F' = R, portanto, da mesma

maneira que foi feito antes, em E’ definimos a seguinte norma
| fller = inf{M > 0:|Tx| < M||z||g, YVx € E}.
Teorema 8 Se E € um espaco vetorial normado, entao E' € um espaco de Banach.

Nos espacos de Banach, podemos definir uma nova nocao de convergéncia
com o auxilio dos funcionais lineares continuos. Esta nova convergéncia é chamada
de convergéncia fraca, diremos que uma sequéncia (x,) em FE converge fraco para

um elemento x € E caso
f(@n) — f(x), Vfe E

Neste caso, indicaremos x,, — .

1.2.5 Espago Bidual e Reflexividade

Definimos o espa¢o bidual como o dual do espago dual, e denotamos (E') =
E”,isto é, um elemento ¢ € E” é um funcional ¢ : E/ — R linear e continuo. Existe
um identificacao natural entre F e E”.

Dado um u € E, definimos a aplicagao J, : E' — E dada por J,(f) = f(u).
Nao é dificil verificar que a aplicacao u +— .J, é sempre linear e injetiva. Além disso,

quando J for sobrejetiva, isto é, J(E) = E”, diremos que E é um espaco reflezivo.

Teorema 9 Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada

em E. Entao existe um elemento x € F tal que x, — x, a menos de subsequéncia.

O Teorema de Kakutani nos fornece uma caracterizagao para os espacos reflexi-

VOS.

12
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Teorema 10 (Kakutani) Seja E um espaco de Banach, entao E ¢ reflexivo se,

e somente se, toda sequéncia limitada em E possui uma subsequéncia convergindo

fracamente a um elemento de E.

13
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1.3 Espacos de Lebesgue

Os espacos das fungoes integraveis possuem, em certo sentido, propriedades
topologicas melhores do que os espacos de funcoes continuas. Esses espago sao
normalmente chamados de Fspacos de Lebesgue e sao a principal fonte de exemplos

da Analise Funcional.

1.3.1 O Espaco L'

Seja L(£2, %, u) como definido anteriormente, diremos que f ~ g quando f, g
forem iguais p-quase toda parte. E facil observar que esta relacdo é uma relacio de

equivaléncia em L(€2, %, u). Assim, podemos definir o espaco quociente
L2, p) = {[u] s v e L},

onde [u] = {v € L :u ~ v}, ou equivalentemente [u]| ={v € L:u=v q.t.p}.

Observe que, da maneira que definimos L(2, ¥, ;1) os seus elementos nao sao
de fato funcoes, mas, classes de equivaléncia de funcoes. Na maioria das vezes nao
faremos essa distincao.

Dada uma fungdo u € L(Q, %, p) dizemos que u é absolutamente integrdvel

| fuldn < o
Q

Definimos o espaco das fungoes absolutamente integraveis por

quando

LS ) = {ue M: /\u|du < oo},

Daqui em diante, usaremos a notac¢ao v € L'(Q2), omitindo, assim, o dominio de
integragao na integral. Podemos entao definir uma norma em L!(Q) da seguinte

maneira

allzr = [fulls = / i du
Q

Com esta norma podemos introduzir neste espaco uma nocao de convergeéncia.

14
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Diremos que u, — u em L'(Q), se ||u, —ul||; — 0. Em posse desta defini¢ao
podemos anunciar os resultados de convergéncia ja discutidos anteriormente para

fungoes integraveis em visao da convergéncia em L.

Teorema 11 (Convergéncia Mondtona) Seja (u,) uma sequéncia em L' satis-

fazendo
(a) ug Swus < ... <uy <Upyq < oo ¢ tp em
(b) sup,, [ u, < co.

Entao, (u,(z)) converge q.t.p em Q para um limite finito que denotaremos por u(x),

além disso u € L' e ||u, —ul|; — 0.

Teorema 12 (Convergéncia Dominada) Seja (u,) uma sequéncia em L' satis-

fazendo,

(a) un(z) = u(z) ¢.t.p em Q,

(b) Eziste uma fungdo v € L' tal que para todo n, |u,(z)] < v(z) ¢.t.p em Q.
Entao, v € L' e ||u, — ul|y — 0.

Teorema 13 (Lema de Fatou) Seja (u,) uma sequéncia em L' satisfazendo,
(a) Para todo n, u, >0 q.t.p em €;

(b) sup, [u, < oco.

Para quase todo x € ), definamos

u(z) = liminf u, () < +oo.
n—oo

/u < hminf/un.
n—0o0

15
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Um exemplo é o caso onde 2 = RN L(RY) consiste dos conjuntos mensu-
raveis a Lebesgue e i ¢ a medida de Lebesgue no RY. Dado v : Q — R, definimos
o suporte da funcao u como o fecho do maior aberto onde a funcao é nao-nula, ou

seja,

supp u={z € Q| f(z) # 0}

Denotaremos por C.(RY) o conjunto de todas as fun¢oes continuas em RY

que possuem o suporte compacto, isto é,
C.RY) ={uec CRY): f(z) =0Vx € RV \ K},
onde K C RY & compacto.
Teorema 14 (Densidade) O espaco C.(RY) é denso em LY(RY), isto ¢,

Vu e LYRY) Ve>0 3FveC(RY) tal que |Ju—v|l; <e.

1.3.2 Propriedades Elementares dos Espacos L?

Analogamente, definiremos o espago das funcoes p-integrdveis .Seja p € R

com 1 < p < oo, definimos
PQ)={u: Q= R:uc MNL(Q)}

com
1/p
lullzs = full, = [ / IU(x)!pdu] .

O funcional |||, de fato, ¢ uma norma, chamada de p-norma. Definimos também
L) ={u:Q—>R:ueMe|u)| <C qt.pem Q},
com

[lulloe = [[ulloc = nf{C >0 : Ju(z)] < C}.

16
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Chamamos uma funcao em L> de essencialmente limitada. Note que |u(z)| < ||u)|so
q.t.p em €. Dai, concluimos que [|.|| também é uma norma, tal norma é a norma
da convergéncia uniforme.
Dado 1 < p < oo denotamos por p’ o expoente conjugado de Lebesgue definido
como segue
1 1
p P
Quando p = 1, definimos p’ = 0o e vice-versa. A desigualdade a seguir nos fornece

uma condicao para que o produto de duas funcoes esteja em L', temos que

Teorema 15 (Desigualdade de Hélder) Assuma que uw € LP e v € Lp' com

1 <p<oo. Entiouv € L' e

J 1l < lalll el
Vejamos agora algumas resultados sobre os espagos LP.

Teorema 16 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u,v € L com 1 < p < oc.
Entao,

[+ vllp < [lullp + o]l
Teorema 17 (L?,||.||,) € um espago vetorial normado para 1 < p < oo.
Teorema 18 (Fischer-Riez) LP ¢ uma espaco de Banach para 1 < p < oo.

O resultado a seguir nos fornece uma relagao entre a convergéncia em L? e a

convergéncia q.t.p de uma sequéncia de fun¢oes (u,,).

Teorema 19 Dados (u,) uma sequéncia de funcées em LP e u € LP tal que
||un, — ull, — 0. Entao existe uma subsequéncia (ug) de (uy,) e uma fungio h € LP,

tais que
(a) up(x) = u(x) g.t.p em Q

17
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(b) |ux(x)| < h(x) Vk, q.t.p em Q.

O teorema anterior nos diz que, em posse de convergéncia na norma LP,
podemos garantir a existéncia de alguma subquéncia que converge para quase todo
ponto. O ponto principal do nosso trabalho ¢ estudar quando a reciproca desse fato
é verdadeira, isto é, quando convergéncia ¢.t.p implica convergéncia na p-norma.
Muito embora, para isso precisaremos de algumas hipdteses adicionais.

Dada uma sequéncia (u,) em LP, diremos que esta sequéncia é uniformemente
limitada quando

llunl| < C, Vn

onde C' > 0 é uma constante que nao depende nem x nem de n.

1.3.3 Reflexidade e o0 Dual de L?

Desta secao em diante, trataremos apenas do caso 1 < p < oo.Isto porque

quando p =1 e p = oo, LP nao é reflexivo.
Teorema 20 L* € reflexivo para 1 < p < oo.

Nos espagos de Lebesgue todo funcional linear continuo ¢ € (LP) pode ser

/
representado concretamente por um elemento de LP .

Teorema 21 (Representa¢do de Riez) Dados 1 < p < oo e ¢ € (LP)'. Entao,

. L. ~ /
existe uma unica funcao u € LP tal que

(6. f) = /uf vf e,

e além disso,

[lully = [0l ey

18
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/

Este teorema mnos diz que o operador T : LP — (LP), definido por

(Tu,f) = [uf é uma isometria sobrejetiva, e assim, podemos fazer a seguinte
identificacao

(L7 =17,
Teorema 22 O espaco C.(RY) ¢ denso em LP(RY) para 1 < p < oc.

Sejam Q C RY aberto e 1 < p < oo. Diremos que u : Q — R esta em LY (Q)

loc

quando existir um compacto K C € tal que uxx € L, e observe que se u € L (1),

1

entao u € L,

(2). Com essa defini¢cdo temos o seguinte resultado

Teorema 23 Sejam Q C RY aberto e u € Li () tal que

loc
[ur=0vrecz@
Entao u =10 q.t.p em €.

Como corolario do resultado anterior temos um resultado conhecido como

Lema fundamental do cdlculo das variagoes.

Teorema 24 (Du Bois-Reymond) Sejam Q C RY aberto e u € C(Q) tal que
/uf =0, Vf e C(N)

Entao u =20 q.t.p em €.

Neste trabalho, usaremos a seguinte versao.

Teorema 25 Sejam Q C RY aberto e u € LP(Q) tal que
/uv =0, Yv € LY(9),

0ndel<p,q<ooe§+%:1. Entao u =10 q.t.p em €.
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1.3.4 Modos de Convergéncia

Durante esta exposicao, nos deparamos com diferentes maneira de tratar
sobre convergéncia em espacos de Lebesgue. Veremos algumas formas de relacionar
estes diferentes tipos de convergéncia.

Seja (u,) uma sequéncia em LP(€2). Em primeiro lugar, olhamos para (L”(€2), ||.||,)

como um espago normado, temos
(a) convergéncia forte (na norma ||.||,) : u, — u, se ||u, — u||, — 0;
(b) convergéncia uniforme (na norma ||.||o) : un = u, se ||u, — ul|oo = 0;

(c) convergéncia fraca (induzida pelo dual) : u, — u, se |f(u,) — f(u)] —

0, Vf € (LP(Q)).

Podemos também pensar em (2, %, du) como um espago de medida e temos mais

alguns tipos
(d) convergéncia pontual : u, — u, se |u,(z) —u(z)] — 0,V € Q;

(e) convergéncia q.t.p : u, — u, se |u,(x) —u(x)| — 0,Vx € Q quase toda

ponto;

A~ . . 1% .
(f) convergéncia em medida : u,, — u, se para dado € > 0, tivermos que

p({x € Q: |uy(z) —u(z)| =2 €}) — 0.

(g) convergéncia quase uniforme : u,, — u, se dado € > 0, existir . € ¥ com

pn(2\ Q) < e tal que ||u, — ulfooc — 0, em 2\ Q..

Dadas todas estas maneiras de definir convergéncia em espacos de Lebesgue,
gostarfamos de exibir resultados que relacionassem esses modos de convergéncia.

Qual é a mais "forte"e a mais "fraca"dentre todas. No sentido que é possivel obter
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uma através da outra mediante, algumas vezes, algum argumento adicional. Po-
demos citar, por exemplo, o espaco ter medida finita, ou ainda, que haver uma
dominacao para as sequéncias envolvidas. Algumas desta relacdes podem ser vista

diretamente pela maneira como sao definidas, tais como
convergéncia uniforme =- convergéncia pontual = convergéncia q.t.p

ou

convergéncia na norma = convergéncia fraca.
Outras destas relacoes, porém, podem ser vistas por meio de teoremas. Sendo

alguns de forma simples, enquanto outros de maneira mais sofisticada.

Teorema 26 (Imersdes continuas) Sejam |2 < oo el < p < g < oo . Entao,

L1(Q) < LP(QQ) continuamente. Isto é, existe uma constante C' > 0, tal que
[lullg < Cllullp.

Teorema 27 Sejam u,, — u em L>®(Q) e |Q] < co. Entdo u, — u em LP() para

todo 1 < p < o0.
Teorema 28 Sejam u,, — u em LP(Q2). Entdo u, — u em medida.

Como ja vimos nas preliminares, como consequéncia do teorema de Riesz-

Fischer, temos que

Teorema 29 Sejam u, — u em LP(QQ). Entdo, a menos de subsequéncia, u, — u

q.t.p.

As reciprocas, em ambos os casos, s6 serao verdadeiras quando possuirmos
a hipotese de dominacao na sequéncia. Vemos que a convergéncia uniforme, ou
em L, é a forma mais forte de convergéncia. E a mais fraca é a convergéncia
q.t.p. Apesar de representarem extremos diferentes, existe um teorema garantindo,
sobre certas hipoteses, que pode-se obter convergéncia quase uniforme partindo de

convergéncia q.t.p.
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Teorema 30 (Severini-Egorov) Sejam (u,) uma sequéncia em M convergindo
q.t.p para uma funcdo u e |Q] < co. Entdo dado e > 0 existe um conjunto mensurdvel

Q. tal que |Q\ Q| <e eu, —uem L®(Q\ Q).

Demonstracao:
Dados dois ntimeros naturais n, k definimos os subconjuntos E,, C E da

seguinte maneira

Bin= (o € B |file) - f2)] <

=n

}.

el e

Observe que essa sequéncia de subconjuntos é mondtona encaixada, ou seja,
Eip CEyp... C Ep...

Portanto, utilizando as propriedades conhecidas sobre medida, temos que
p(J Bra) = lim p(By).
n>1
Além disso, como (u,) converge para u quase sempre, segue que
p(() Eni) = 0.
neN
Agora fixado 6 > 0, sabendo que Q)] < oo, existe para cada k£ > 1 um nimero

natural ny tal que

W(Ern,) > (E) — 2755,

Definindo, F' = ﬂ Ej p, chegamos que

k>1
o
WENF) = w(E\ () Exn) Y 627" =06,
k>1 k=1
Finalmente, para mostrar que de fato, u,, converge uniformente para v em F,
escolhemos € > 0 e k € N tal que % < € e tomando n = ny concluimos o resultado,

uma vez que F' C Ey,,. =

22



CAPITULO 2

LEMA DE BREZIS-LIEB

O Lema do Brezis-Lieb é uma versao melhorada do Lema de Fatou. Pois,
com este resultado obtemos uma melhor estimativa para convergéncia na p-norma
de uma dada sequéncia de funcoes.

Seja (X, X, u) um espago de medida, mostraremos que se (u,) é uma sequéncia

uniformente limitada em LP(X), e, se u, — u para quase todo ponto. Entao,

i (ol = [ = I} =

para todo 0 < p < oo. Consideramos (u,) uma sequéncia de fungoes integraveis
definidas em um espaco de medida (X, %, du) convergindo q.t.p para uma fungao w.
Se (u,) € LP(X) para todo n, ¢ natural nos indagarmos se o limite desta sequéncia

também pertence a LP(X), e neste caso, se
], = tim [fu ]|

Embora a resposta para a pergunta anterior nem sempre seja afirmativa,

pedindo que (u,) C LP(X) seja uniformimente limitada, podemos utilizar o Lema
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de Fatou e garantir que u € LP(X), pois
[|ull, < lminf [|u,|], < C,

onde C' > 0 é uma constante que nao depende de n. Nosso objetivo neste capitulo
¢ mostrar o que mais pode ser dito sobre a ||u||,. Mostraremos que ao subtrairmos

o termo ||u, — ul[}, obtemos a seguinte igualdade
Tim (a2 — | — ]2} = [l

Na verdade, mostraremos um pouco mais, veremos que dadas uma sequéncia
(u,) convergindo q.t.p para um fun¢do u e um funcional continuo j : R — R com

j(0) = 0, teremos que

lim [ L) — 3t — )] = /X (), (2.1)

n—oo X

desde que o funcional j : R — R e a sequéncia (u,) satizfagam as condi¢oes adequa-

das.
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2.1 Caso Geral

Mostraremos quais sao as condicoes que devemos impor sobre o funcional e
sobre a sequéncia a fim de garantir que a igualdade em (2.1) é valida. Mais a frente,

veremos que essas hipoteses sao inspiradas no caso LP.

Teorema 31 Sejam j : R — R funcional continuo com j(0) = 0, (X, X, du) um
espag de medida e u,, : X — R uma sequéncia de funcoes mensurdveis, satisfazendo

as condicoes:

(£1) j(u) € LN(X) & /X j(w)du(z) < oo

(f2) Existem duas fungoes continuas nao-negativas . e 1. tais que
lj(a+b) — j(a)| < epela) + - (b) (2.2)
para todo a,b € R;

(s1) u, — u q.t.p, ou equivalentemente, u, = u + v, com v, — 0 q.t.p;

(s2) Existe uma constante C' > 0 nao dependendo nem de n nem de ¢ tal que

/Xgog(vn)dﬂ(x) < C < o0o;

(s3)
/X e (u(z))du(z) < 0o

para todo € > 0.

Sobre essas hipoteses concluimos que

n—oo

lim /X 1 (um) — (o) — G (w)ldp = 0 (2.3)
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Observacgao 1 Antes de fazer a demonstracao deste fato, vejamos algumas obser-

vacoes importantes

(i) Nao estamos assumindo que j(u,) ou j(v,) estio separadamente em L'(X);

(ii) Note que a convergéncia obtida em (2.3) é na topologia forte de L*(X), e é um

pouco mais forte do que tratamos em (2.1). De fato, note que

J i)~ it [ du‘ [ i) o) — i)

E tomando o limite quando n — oo, e obtemos

[ i) = iteidn - | j(U)du' < [ 1) = (o) = su)ldu = 0

(iii) Pensando heuristicamente, a igualdade em (2.1) nos diz que para um n € N

suficientemente grande, a integral [ j(u + v,) decompée-se em duas partes,

Jiu) e [j(vn).

Demonstracao: Fixando ¢ > 0, definimos

Wen(@) = [l(un(2)) = j(va(@)) = j(u(@))] = ep(va(z))] ", (2.4)
onde [a]T = maz(a,0). Dai, fazendo n — oo em (2.4) temos que, pela continuidade
de j e pela hipotese (s1), tanto {j(v,(z))} como {j(u,(z)) —j(u)} convergem a zero
q.t.p. Portanto, W, (z) — 0 q.t.p, por outro lado, temos o seguinte

13 (un) = j(vn) = 3 (w)| < [5(un) = 3 (va)| + 15 (u)|
e aplicando a desigualdade (f2), segue que
17 (un) = 5 (0n) = ()] < epe(vn) + Pe(u) + 15 (u)|.
E uma vez que [a], < [b]4, sempre que a < b, concluimos que

Wen < te(u) + | (u)].
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Pelas hipoteses (f1) e (s3), temos que ambas j(u) e 1.(u) estdao em L'(X) .

Logo, ¥.(u) + |j(u)] € L*(X), e, por convergéncia dominada, concluimos que

/ Wendp — 0

X

quando n — oo. Observe que a < (a — b)4 + b, implicando que
17 (tn) = j(vn) — J(u)| < Wep + £0c(9n)-

Assim,
L= [ i) = (o) = gl < [ Weo+ epulon)de
X X

Finalmente, pela hipotese (s2) e pelo que foi visto anteriormente, temos que
limsup 7,, < eC.

n—oo

Fazendo € — 0 obtemos,

n—oo

lim /X 15(1tm) — 5(vm) — ()l dp = 0.

27



Introducdo

2.2 Caso LP(Q)

Consideremos Q C RY aberto e (X, X, du) = (2, 8(Q),dr) onde B() sio
os borelianos de ) e dzr é medida de Lebesgue. Sabemos do Lema de Fatou que
u € LP(Q). Observe que pode ocorrer = RY. No entanto, o caso p = co ¢ mais
delicado, devido ao fato de L>°(£2) nao ser reflexivo. Nao trataremos deste caso neste

trabalho. Para tanto faremos uso da seguinte desigualdade

L+e)|alP + (1 +1/e)P7 1P, se 1 <p<oo
oaop < | D1 "
la|P + |bP, se 0<p<1.

Teorema 32 Sejam 0 < p < o0 e (u,) C LP(Q) uma sequéncia uniformemente

limitada com u, — u q.t.p. Entao
i (e~ [l — ull2) = [l (25)

Divideremos a demonstracao deste resultado em dois casos

2.2.1 Caso0<p<l1

Este caso é o mais simples, e isto se deve ao fato da fungao t — [t|P ser

concava, o qual podemos verificar com os seguinte resultados
Lema 1 Sejam a,b € R com a,b >0 e 0 < p<1. Entao,
(a+b)f <a+0b°

Demonstragao: Sea = 0oub = 0a conclusao ¢ trivial. Sendo assim, suponhamos

que b # 0. Divindo a desigualdade por b, temos o seguinte
a p a
sy (@)
(5 b) "
Tomando z = %, nosso problema resume-se a estudar a desigualdade
(x+1)P <aP+1,Ve € Ry
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Ou ainda, definindo ¢(z) = (x4 1)? — 2P + 1, precisamos verificar que ¢(z) < 0 para
todo = € R. De fato, observe que ¢(0) = 0, além disso,

¢(x) =pllx+ 1) =271 <0, Yz =0

¢"(z) =plp— D[(x+1)"* =" >0, Yo >0
Ou seja, ¢ : R, — R é descrente e concava em seu dominio, implicando que
¢(x) < ¢(0), Vo€ R,.

E desde que, ¢(0) = 0, concluimos que ¢(x) < 0 para todo z > 0. =
Lema 2 Sejam a,b € R e 0 < p < 1. Entao,

la + bP < |alP + |b]|P
Demonstracao: Temos que

|+ 0" < (laf 4 [b])”
Por outro lado, aplicando o lema anterior, segue que

(laf + [b))” < [a]” + [b]".

Lema 3 Sejam a,b € R. Entao,
|la[” = fa — bJP] < |6

Demonstracao: Quando a = 0ou b = 0 a conclusao é trivial. Assim, suponhamos

que b # 0, dai, divindo ambos os menbros por |b|P, temos que

lafP — |a — b

[bfP

p

a p

b

S

b

<1

)
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1.2

0.8 1

0.6

Figura 2.1: |0(z)| = ||2[/* — | — 1|Y/4]

Definindo z = a/b e a funcdo # : R — R dada por 0(z) = |z’ — |z — 1|7,
nosso problema resume-se a mostrar que |f(z)| < 1 para todo x € R. Temos que
6(0) = 6(1) = 1 & o valor maximo atingido, pois |Il|iinOO 6(z)| =0, desde que 0 < p <
1. Vejamos um esboc¢o do comportamento do grafico quando p = i.

E concluimos, ||a]? — |a —bP| < [b]P. =

Finalmente, utilizando o lema 3 com a = u, e b = u, temos a seguinte

desigualdade

o el e g I T

Isto nos diz que se admitimos u € LP ndo precisamos da hipotese que (u,) é
uniformente limitada, pois convergéncia dominada garante que a igualdade em (2.5)

é obtida.

30



Introducdo

2.2.2 Retornando ao Caso Geral

Para provar o resultado no caso 1 < p < oo, aplicaremos o que foi obtido no
caso geral para o funcional j(t) = |t|?, ou seja, precisamos verficar que este funcional
satisfaz as condigoes do enunciado. Em primeiro lugar, temos que j(u) = |ulf. E,
desde que u € LP(Q), temos que j(u) € L'(Q), logo a condigao (f1) é satisfeita.
Verifiquemos também que j satisfaz a condicao de crescimento pedida na hipotese
(f2). Com efeito, o resultado a seguir é uma versao corrigida da desigualdade obtida

no lema 3 .
Teorema 33 Sejam e >0 e a,b € R. Entao

lla+bP —[af’| < elal” + C(e)[0f, (2.6)
para todo 1 < p < oo.

Demonstragao:

Observe que a desigualdade anterior é equivalente a mostrar que
|z + 1P — [zf?| < elzf” + C(e), (2.7)

mas Como,

117 — |z|P 1p
P [l o el Y )1+—‘ "
X

Assim existe R = R(e) > 0, tal que, se |z| > R, entao

|z + 1P — |zP < e|zP. (2.8)
Além disso, a fungao |0(z)| = ||z + 1|? — |x|?| é continua na bola Bp)(0), dai, por
compacidade, obtemos que

|z + 17 =[] < C(e). (2.9)
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Somando o que foi obtido em (2.8) e (2.9), segue que

||z + 1P — |z|P| < e|z|P + C(e). (2.10)

Finalmente, fazendo x = ¢ em (2.10), e utilizando homogenidade encontramos a

desigualdade em (2.6). Para concluir, devemos colocar esta sequéncia e este funcional

nas condicoes requeridas pelo teorema anterior, para tanto, tomamos

pe() = |z|P e pe(x) = Cle)]x],

Seja, também por (s1), a sequéncia u,, = u + v, temos que

/Q o lPdz = [[oal2 < [l + | ] 2.

lembrando que existe K > 0 tal que ||u,|| < K,Vn € N concluimos que ||v,|| < K
onde K néio depende nem n, nem de e. Logo, a condicao (s2) também é satisfeita.

Desse modo,
[ extwda = [ Cluta)pas < Clulp
Q Q

Segue que (s3) também é cumprida. =
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O que ocorre, em fato, é que a funcao |0| é controlada pela funcao |z|? para

valores grandes de |z|. Dai, definindo O(z) = %, temos o limite
lim ©(x) =0
|z| =00

Como observamos nas figuras abaixo.

°

Figura 2.2: 0(x) = ||z|* — |z — 1% Figura 2.3: |6(z)

o
B
S

Em outras palavras, para valores grandes de z podemos escrever ©O(z) = ¢ + ==

Figura 2.4: ©(x)
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CAPITULO 3

CONVERGENCIA FRACA EM LY

Neste capitulo, veremos a relacao entre o resultado apresentado por Brezis e
Lieb e o comportamento da convergéncia fraca sob a acao de uma classe de opera-
dores nao-lineares. Esta relacao é de fato importante nas aplicacoes que aparecem
em diversas areas, mais especificamente, no Célculo das Variagoes.

Em verdade, mostraremos que dada uma sequéncia (u,) convergindo fraca-

mente para u podemos garantir que

J(un) = j(u) +o(1)

para n suficientemente grande. Além disso, impondo condi¢oes adequadas sobre esse
funcional j, podemos garantir a convergéncia fraca da sequécnia (j(u,)). Em outras
palavras, gostariamos de garantiar que o operador u +— j(u) fosse sequencialmente
fracamente continuo quando definido entre espacos de Lebesgue.

Lembremos que o foi obtido no capitulo 2, foi a partir de uma desigualdade
sobre p-norma. Usaremos idéias similares e estudaremos este problema para uma

classe de operadores, os operadores de Nemystkii.
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3.1 Convergéncia Fraca

Consideremos 2 C RY™ aberto. Dado 1 < p < oo, seja p’ seu expoente

conjugado, isto é,
o1 1

p p
Uma sequéncia (u,,) em LP(Q)) converge fracamentemente para u € LP(§2), neste caso

denotaremos u,, — u, se

p(un) = o(u) Ve € (LP(Q)).

De acordo com o exposto nas preliminares, utilizando o Teorema de Representacao

de Riesz, temos que esta condicao é equivalente a

/uw—)/uv Yo € LP (Q).
Q Q

Teorema 34 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f : R — R uma funcio em
LY((0,27)), entao
2 2

lim f(z)sennzdr = lim f(z) cosnzdx = 0.

Exemplo: Sejam Q = (0,27) e 1 < p < o0, entdo a sequéncia u,(z) = sen(nz)
converge fraco para u(z) =0 em LP(0,27), como consequéncia do resultado acima.

n=20

®

05

-05
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Apesar disso, ||u,||, = C(p), ou seja, ndo ha convergéncia forte. E
||u||Lp(072ﬂ-) < lim inf HunHLP(O’Qﬂ—).
n—oQ
Agora, lembremos que pelo Lema de Fatou
||u||Lp(o727r) < lim inf ||un||Lp(072,r).
n—oo
Quando ocorre ||u, — ul|, — 0, temos trivialmente a igualdade
[ull = Tim ey |-
n—oo

Porém, veremos que apenas sob hipotese de convergéncia fraca esta igualdade nao

serd satisfeita.

Vejamos agora como podemos relacionar o fato de um sequéncia convergir

fracamente em LP(€)) e o fato desta sequéncia ser uniformemente limitada.

Teorema 35 Sejam 1 <p < oo eu, — u em LP(QQ). Entdo, (u,) € uniformemente

limitada. Além disso,

ull, < liminf [fu, ],
Temos também a reciproca deste resultado

Teorema 36 Sejam 1 < p < 0o e (u,) uma sequéncia em LP(Q2) uniformemente
limitada. Entdo existe uma subsequéncia, que também denotaremos por (u,), e uma
fungao u € LP(Q) tais que

u, = u em LP(Q)

A mensagem passada pelo resultado anterior é que a bola fechada B(0,C) C
LP(Q2) & compacta na topologia fraca. Este resultado é conhecido como Teorema de
Kakutani e so é valido porque LP(Q2) é reflexivo. Isto explica o fato de deixarmos
os casos p = 1 e p = oo de fora da nossa discurssao. Em verdade, este resultado

caracteriza todos os espagos reflexivos.
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3.1.1 Relacao entre Convergéncia Fraca e Convergéncia q.t.p

No capitulo 1, apresentamos variadas maneiras de definir convergéncia de
sequéncias de fungoes. Sendo algumas em espaco normados e outras em espacos de
medida. Definimos convergéncia q.t.p e tambem a convergéncia fraca. Gostariamos
de comparar esses tipos de convergéncia. Quando €2 tem medida finita, temos o

seguinte

Teorema 37 Sejam |Q] < oo e u, — u em LP(QY), com 1 < p < co. Entdo, a

menos de subsequéncia, u,(x) = u(z) Vo € Q ¢.t.p.

A reciproca, segue do lema de Fatou, e s6 é verdadeira quando as normas sao

uniformemente limitadas.

Teorema 38 Sejam (u,) um sequéncia em LP(Q) e 1 < p < co. Se u,(z) — u(z)

¢.t.p em Q ou em medida para u, e ||u,||, < C para todo n entao, u, — u em LP(§2).

Quando a medida de € nao é finita, nao podemos concluir o resultado, mas
podemos garantir que os limites coincidem q.t.p. Isto é uma consequéncia do Lema

de Du-bois Reymond.

Teorema 39 Sejam 1 < p < 00, u, — u em LP(QQ) e u, — v ¢.t.p em Q. Enlao,

u=uv qt.p em .

3.2 Alguns Comportamentos Tipicos de Sequéncias
fracamente Convergentes

Em posse da definicao de convergéncia fraca em LP, é natural nos indagarmos
se uma sequéncia (u,) convergindo fracamente a u também converge forte. Obvia-
mente, este resultado nao é verdadeiro em geral. Assim gostariamos de classificar
o comportamente de (u,) que faz com que a convergéncia forte ndo ocorra. Nesta

secao, mostraremos duas situagoes caracteristicas.

37



Convergéncia fraca em L?

3.2.1 Oscilacoes

Primeiramente, trataremos do problema da oscilacao, isto é, sequéncias de
fungoes que tendem a oscilar muito rapidamente gerarao problemas de convergéncia,

como no exemplo a seguir.

Exemplo: Seja u,(x) = 1+ sin(nz) com z € (0,27) e n = 1,2,... Observe que

u, — u=1em LP(0,27) para todo 1 < p < oo Porém, temos que

27 2
| huntede = [ juta)jde = 2n
0 0

/027r |un(2) — u(z)|dz = /027T |sen(z)|dz = 4.

para todo n. Porém,

Isto é, (u,) converge fracamente para u em L', embora nao ocorra convergéncia

forte.

3.2.2 Concentracoes

Observe que no caso da oscilacao nao possuiamos convergéncia q.t.p da
sequéncia (u,). Essa hipotese adicional impede que a sequéncia oscile, mas, nio
impede sua concentracao. Este é outro tipo de problema que pode ocorrer com a
convergéncia fraca, conhecido como concentra¢ao. Para entender melhor esse feno-

meno, vejamos o seguinte resultado.

Teorema 40 (Radon-Riesz) Dados 1 < p < 0o e u, — u tal que ||u,||, = [|ull,-

Entao, u, — u em LP(Q).

Decorre do fato de LP ser uniformemente convexo. Em particular, para p = 2, a

demonstragao e bem simples

Teorema 41 Seja u, — u em L*(Q) e ||un||2 — ||ull2. Entdo ||u, —ul|s — 0
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Demonstragao: Temos que,

g — ]2 = (2, — 10, 1, — 1) :/(un—u)(un—u)=/|un\2—/unu+/|ul2—>0

Desde que [ |u,]* = [|ul*e [uw,u—2 [ |ul*>. =

Este resultado esta dizendo que para que uma sequéncia que converge fracamente
nao convirja forte é necessario que haja um problema de convergéncia no funcional
energia, especificamente, um problema de concentracao. Vejamos no seguinte exem-

plo.

Exemplo: Sejam Q = (—1,1) e u, : (—1,1) — R dada por u,(z) = n%X[—l/n,l/n}-

Note que, u, — 0 em LP(—1,1), mas

1 1
lually = [ fene)Pdz = [ s =2
- -1

1

Portanto, (u,) nao converge forte em L”(—1,1) e o que acontece ¢ que a essa sequén-
cia se concentra. Observe também que u,, — 0 em L?(—1,1) para todo 1 < ¢ < p.

Neste caso, também ocorre convergéncia forte. Pois

1
/ |un|? = nr =t =0

1

desde que }% < 1. Assim, essa sequéncia nao se concentra.

3.2.3 Relacgao entre Convergéncia Fraca e Nao-Linearidades

Sejam A : LP — L% um operador continuo e u,, — u em LP, entao Au, — Au.
Suponhamos que u, — u em LP, gostariamos de afirmar que Au,, — Au em LY.
Porém, quando A é um operador nao-linear, nao podemos garantir tal convergéncia.

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo: Considere u,(x) = sin(nz) com x € (0,27) e f(s) = s, temos que,
U, ~u=0
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em LP(0,27) mas,

f(uy,) = sin?(nz) = %(1 — cos(nz)) — % #0

Assim, vemos que o problema de lidar com convergéncia fraca é que a mesma

nao é estavel sob a acao de operados continuos nao-lineares.

3.3 Operador de Nemystkii

Como observamos na secao passada, limites fracos nao sao preservados sob
a acao de operados nao-lineares em geral. Sendo assim, nesta secao, estudaremos
uma classe de operadores para qual esse problema pode ser contornado. Todas as
demonstragoes desta se¢ado podem ser encontradas em [5].

Dado um operador nao-linear A : LP — L4, olharemos para o caso onde A

pode ser escrito como um operador integral

Au = / o)

onde f é uma funcao escolhida adequadamente.
Dado Q C RY, uma funcao f: Q x R — R & dita Carathéodory e denotamos
fe(C),se

(a) para cada s € R fixado a funcao = — f(z,s) é Lebesgue-mensuravel;

(b) para cada x € Q q.t.p a fungdo s — f(x,s) é continua em R.

Dada uma funcao de Carathéodory f e uma funcao u : 2 — R em M, pode-
mos definir outra funcao igualmente mensuravel, denotada por Ny(u) = f(z(u(z))).
Neste caso, faz sentido definir 0 operador
Ny : M — M dado por N¢(u) = f(-,u(-)) que chamaremos de Operador de Nemyts-
kii associado a f. Este operador possui propriedades interessantes. A primeira delas

¢ que ele é continuo em medida, desde que || < oo.
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Exemplo: A funcdo f: R — R dada por f(x,s) = |s|? é uma fun¢ao de Carathéo-
dory e Ny : LP(Q2) — L'(Q) é seu operador de Nemystkii.

Teorema 42 (Continuidade em medida) Sejam (u,,) uma sequéncia em M con-
vergindo em medida para uma func¢io u € M e |Q < oco. Entdo, N¢(u,) converge

em medida para Ny(u).

3.3.1 Continuidade Forte do Operador de Nemystkii

Em particular, estamos interessados no caso que o operador de Nemytskii
atua entre espacos de Lesbesgue LP e LI. Neste caso, podemos relacionar a conti-
nutdade forte deste operador com uma desigualdade envolvendo condigoes de cres-

cimento nas suas variiveis.

Teorema 43 Seja Ny : LP(Q)) — L9(Q2) com 1 < p < o0 el < ¢ < co. Entao,

existe uma constante ¢ > 0 e uma funcao b(x) € L (Q) tal que
[f(z,8)| < cls]P’? + b(x). (3.1)
Além disso, este operador é continuo e limitado.

Este resultado ¢ verdade mesmo quando Q C RY nao possui medida finita,
por exemplo, quando 2 = R¥, e, é importante observarmos alguns pontos relacio-

nados.

(i) O operador é fortemente sequencialmente continuo, isto é, se u, — u em LP,

entdo Ny(u,) = N¢(u) em LY,

(ii) A limitacao a qual nos referimos é no sentido que o operador leva conjuntos

limitados de LP em conjuntos limitados de L9.

41



Convergéncia fraca em L?

3.3.2 Outro Tipo de Continuidade

Sejam 1 < p < o0 e (u,) C LP uma sequéncia tal que u,, — u. Nesta sec¢do,

estabeleceremos condicao sobre p e f sob as quais poderemos garantir que
Ni(un) = Ny (u).

Em outros termos, estamos estudando a continuidade sequencial fraca do Operador
de Nemystkii. Note que obter continuidade fraca é mais dificil uma vez que a
topologia fraca possui menos abertos e consequentemente menos fun¢oes continuas.
Vejamos com um contra-exemplo que, em geral, este tipo de continuidade fraca nao

pode ser obtida.

Exemplo: Sejam Q = (0,%) e u,(z) = sinnz, pelo lema de Riemann-Lebesgue,

3
temos que u, — 0 em L*(0, %) Definimos f : (0,%) x R — R dada por f(z,s) = s™.
Agora, vejamos que

ANy = [T 1 f )t = [ (sinno)* (3.2

0 0

Fazendo a mudanca de variaveis y = nx na integral anterior, temos

/2(sinm:)+ 1 /Q(Siny)ery (3.3)
0 nJo

Finalmente, observe que a fun¢do ¢g(y) = (siny)™ é nula em intervalos da forma
((2k — 1)m, 2km) com k = 1,2, .., assim, definimos s como o nimero de intervalos da
forma (2km, (2k + 1)), e temos a seguinte relagdo n = 4s + 2. Portanto

1 g N 1 S (2k‘+1)71’
= | (siny)tdy = inydy. 3.4
n/o (siny)*dy 45+2Z/M sin ydy (3.4)

Tomando o limite superior quando n — oo, temos que s — 0o, e segue que

limsup < 1, N¢(u,) >o> i sinydy = 1i = -
s < 1 Nrlun) =22 g 35755 2 [ st = 5

(3.5)
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Logo, a sequéncia Ny(u,) nao converge fraco em L?*(0, %).

Como ja vimos anteriormente, o problema desta sequéncia (u,) estd no seu
comportamento oscilatorio, sendo assim, tentaremos alguma forma de corrigir este
problema. Para isso, além de pedir que u,, — u, pediremos também que u,(x) —
u(z) g.t.p em 2, excluindo assim o problema com a oscila¢ao da sequéncia.

Baseados nisto formulamos o seguinte problema: Dada uma sequéncia (u,,)
convergindo fracamente e q.t.p para u em LP, sob que condi¢coes podemos
garantir que Ny(u,) converge fracamente para N;(u) em L? 7, diremos que
esta sequéncia (u,) é ¢.t.p fracamente sequencialmente convergente e que, neste caso,
Ny serd q.t.p fracamente sequencialmente continuo.

No caso ¢ = 1 o problema é negativamente respondido, vejamos isto com o

seguinte exemplo.

Exemplo: Sejam 1 < p < co e 2 C RY um dominio limitado com 0 € Q. Definimos
f: QxR — R dada por f(z,s) = c|s|’, onde ¢ € R\ 0. O operador de Nemystkii
Ny : LP(Q) — LY(£2). Assim, consideremos u, = |B,|™/Pxp,, onde B, = {z € Q :
|z] < 1/n}. Temos que u, — 0 q.t.p em Q e ||u,||, < 1, e dai, por reflexividade,
podemos assumir que u,, — 0.

Definimos 1) : R — R dada por ¢(z) = £. Seja ¥ : L'(©2) — R dado por
V(&) = [, ¥(&(x))dx, concluimos que

L= 1Bl [ v (e)ds = [ 9Ny (a)de = B(Ny(u) 0

Logo, ndo ¢ verdade que Ny(u,) — 0 em L*(Q).

De fato, o que ocorre é que apesar de excluirmos o problema de oscilacao
pedindo a convergéncia q.t.p da sequéncia, nao excluimos o problema de concetracao
de (u,), como no exemplo anterior. Para os outros valoresde 1 < g < ocel < p < o0

o resultado é verdadeiro, assim, temos o resultado principal deste capitulo.
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Teorema 44 Seja Ny : LP(Q) — L9(Q) com 1 < g < oo el <p<oo. Entio, o

operador Ny € q.t.p fracamente sequencialmente continuo.

Demonstragao:

Seja (un) em LP(2) tal que Un, — u e
up(r) — v(z) q.t.p em Q, entdo u(x) = v(z) q.t.p em Q. Além disso, (u,) é
uniformemente limitada e pelo teorema a sequéncia (Nf(u,)) é limitada em L9(€2)
e sendo este espaco é reflexivo existe uma subsequéncia, que também denotaremos
por (Ny(u,)), tal que (Ny(u,)) — v. Por outro lado, é facil ver que Ny(u,) = Ny(u)
q.t.p em €.

Precisamos verificar que Ny(u) = v q.t.p. De fato, como (2 é o-finito, existe

uma famlia {€2;}22, de conjuntos mensuraveis tais que

(i) n(9Q;) < +oo para todo j > 1;
i) o=Jo.
j=1

Fixando 2;, pelo teorema de Ergorov, dado um € > 0 existe um subconjunto
Q. C Q; com pu(Q.) < e tal que Ny(u,) — Ny(u) em L®(€; \ Q.), e desde que
L>(Q;\Q.) — L(Q;\2.) continuamente, obtemos que Ny(u,) — Ny(u) em L(£2;\
Q.). Portanto, Ny(u) = v em €, \ Q.. Logo, o conjunto A; = {z € Q : Ny(u) #
v(z)} tem medida zero, desde A; C A., para todo ¢ > 0. Finalmente, definindo
A= {2 e€Q: Ns(u) # v}, temos que

j=1

Como p(A;) < oo para todo j > 1, concluimos que p(A). m

3.3.3 Uma Nova Abordagem para o Lema de Brezis-Lieb

No capitulo anterior apresentamos o Lema de Brezis-Lieb. Nossso objetivo

nesta secao é apresentar uma demonstracao alternativa para este resultado, usando
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os argumentos desenvolvidos ao longo do capitulo.

Teorema 45 (Brezis-Lieb) Sejam 0 < p < oo e (u,) uma sequéncia uniforme-

mente limitada em LP convergindo q.t.p para u. Entao
i (JJa 12— [ty — l[2) = [ful2. (36)

Tal resultado pode ser demonstrado utilizando o Teorema da Convergéncia Do-
minada de Lebesgue. Nesta secao, todavia, temos como objetivo apresentar uma
nova abordagem baseada no Teorema 44, mostrando, assim, o real motivo para que
este fendmeno ocorra.

Exemplo: Por exemplo, fazendo p = 2 em (3.6), chegamos em

T ([funl 3 — [ — ull3) = [[ull3.

hmdwﬁ—/wwwm:/WR

Desenvolvendo |u, — u|?, concluimos

lim (/ ]un]2—/|un—u|2) :—z/unu+/|u\2 :/W
n—oo

desde que, u,, = ue [u,u— [ |u[®. Portanto, a igualdade ¢ valida.

que é equivalente a

Uma segunda situacao é quando p = 2m é um ntmero par qualquer, nesta

situagao, podemos usar o bindémio de Newton e temos que

2m
2m 4 o
: 2m g 2my _ 2m—i _ (_ 1\¢,,0 2m
T}g&(/lun! /\un ul™™) / 'E_l(z.>un (—=1)'u —>/W ,

2m
pois Z (2;%) (—1)" = —1 e por continuidade fraca, u>™~% — 4>~ em L¥(Q).
i_lObserve que a chave principal para efetividade destes célculos foi que a maior
poténcia do desenvolvimento binomial desaparece, e para os termos de menor ex-
poente podemos aplicar o resultado obtido. Para tratar do caso geral, novamente

precisaremos de uma desigualdade envolvendo niimeros reais.
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Teorema 46 Sejam 1 < p < o0 e a,b € R. Entao, dado € > 0, existe uma

constante C'(g) > 0 e uma funcdo 6(¢) — 0, quando ¢ — 0 tal que
llal” = la = b” — [b"] < C(e)[blla — b~ + d(e)[b]". (3.7)

Demonstracao: Considere a fungao ¢ : R\ {1} — R definida por

_ Nl = e =1 =1
@(x) - |$ o 1|p—1

Observe que
(i) lin% o(x) = oo, pela regra de L’Hopistal; e
T—
(ii) ‘ 1|im ¢(x) = p, utilizando o Teorema do Valor Médio.
Tr|—0o0

Assim, dado € > 0 existe uma constante C'(¢) > 0 tal que
ol — & — 1 = 1] < C(e)lo — 1P, (3.5)

sempre que |z — 1| > €. Por outro lado, se |z — 1| < ¢, temos
loff — |z = 1P — 1] < & +d(e), (3.9)

onde d(¢) = sup ||t/ — 1|. Somando as desigualdades obtidas em (3.8) e (3.9),
[t—1|<e
obtemos

[|z]P — |z — 1P = 1| < C(e)|x — 1|p*1 +eP +0(e), (3.10)

para todo r € R. Finalmente, dados ntmeros a e b, fazemos x = 7, e concluimos o

desejado. m
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30

25

20

— [z[P=lz=1]P—1]
- |z—1]p—1

Figura 3.1: ¢(x) ep=4

Concluindo, usaremos o que foi feito e provaremos o Lema de Brezis-Lieb, no

caso 1 < p < oo.

Teorema 47 Seja (uy,) em LP(QQ) uniformemente limitada com u,(x) — u(x) ¢.t.p

em €. Entdo

lim / un]? — [t — uf? — [uf?| = 0. (3.11)
Q

n—oo

Demonstragdo: Usando a desigualdade (3.7) com a = u e b = u,,, temos

Nl = = =l < @) [ Julli, — ul e+ 6(6) [ ubde. 312
Q Q Q

Definimos a func¢ao f : 2 x R — R dada por f(x,s) = |s — u(z)[P~!, e temos que
Ny: LP(Q) — L#1(9) esta bem definido, e pelo Teorema 44, segue que Ny(u,) — 0
em L71(Q). Portanto, quando n — oo e ¢ — 0 em (3.12) obtemos a igualdade

(3.6). =
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CAPITULO 4

APLICACOES

No célculo das variacoes, um problema frequente é mostrar que o minimo
ou maximo de um funcional é atingido. As maiores fonte de dificuldades, em geral,
sao as nao-linearidades dos funcionais, somado ao fato que o méaximo de informacao
que podemos obter sobre a sequéncia de funcoes é sua convergéncia fraca. Neste
contexto, traremos um esboco de como o lema de Brezis-Lieb pode ser usado com
este proposito. Veremos também como a continuidade fraca sequencial do operador

de Nemystkii poder ser usada para obter imersoes de Sobolev compactas.

4.1 Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

Consideremos A : LP — L? um operador linear limitado e K a melhor constante

da desigualdade
A g < K[ f]p-

Gostarfamos de saber se existe f € L? com 1 < p < g < oo, tal que a igualdade

1Afll, = K1|fll, & atingida.
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Este problema é motivado pela Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev em
LP(RY), onde A(z,y) =[x —y|™, com 0 < A < N, satisfazendo  + A=1+ ;60
ntcleo da convolugao, A  |z|™ : [P — LY.

Entao, existe uma constante K = K(p, N, \) tal que

‘/ f(y)dy
RN |1E—y|)‘

Demonstracao: Definindo K = sup{R(f) : f # 0} onde R(f) = H‘T}ﬂ”q, LOSSO
ferr P

problema fica resumido a mostrar que R(f) = K para alguma f € LP. Vejamos um

< K| f]| oy (4.1)
La(RN)

esbogo de como este resultado foi provado, e para maiores detalhes consulte [10].
Suponnhamos que podemos encontrar uma sequéncia {f,} uniformemente

limitada, satisfazendo:

(i) R(f.) = K

(i) fu— f qtp

(iif) £ #0

A dificuldade agora é verificar que R(f) = K, a qual podemos contornar utilizando

o lema de Brezis-Lieb, mas para isso precisaremos da seguinte condi¢ao adicional

(iv) Af, = Af q.t.p

Assim, temos que

AfnllP AFf||2 + ||Ag,,||2}P/4
K — 1 1Af qu iy U fllqp | Ag ||pq}
noo || fullp oo {f 1l + Mgl I}

(4.2)

onde f, = f + g, com g, — 0 q.t.p. Além disso, desde que p/qg < 1 e
(a+0b)t < a'+b' para a,b > 0et < 1, unido a maneira como o operador foi definido,

||A9n||q < KHgan. Segue que

147l
171l

KP <
Assim, f é a maximizante procurada. =

49



Convergéncia fraca em L?

4.2 Imersoes de Sobolev

Dados © C RY aberto e 1 < p < oo. Definimos o espago de Sobolev W'P(Q)

da seguinte maneira,

91, g2, ..., gy € LP(Q) tais que

Z/gz«p Vo e CX(Q) Vi=1,2,..,N
Q

WP (Q) = u e LP(Q) / o

Q ox;

Essas fungoes g; sao tnicas q.t.p e isto nos permite definir g; = O;u e denota-la por
i-ésima derivada fraca de u. Note que WHP(Q2) < LP(Q). Este novo subespago herda
todas as propriedades funcionais de LP(2), tal que reflexividade. Usaremos agora
o resultado que obtemos sobre continuidade sequencial fraca para verificar que o

operador inclusao i : WP(Q) — LP(Q) é um operador compacto.

Teorema 48 Seja (u,) uma sequéncia em W1P(Q) uniformemente limitada, entao,

existe uma subsequéncia de (u,) que converge q.t.p fracamente em WhHP(Q).

Demonstracgdo: Segue do fato que W'?(Q) é reflexivo e de sua imersiao continua

em LP()), para maiores detalhes confira [3]). =

Teorema 49 Sejam Q)] < oo e (u,) em LP(Q) uma sequéncia q.t.p fracamente

convergente, com 1 < p < 0o, entao u, — u em L1(Q) para todo 1 < q < p.

Demonstragao: Fixando 0 < ¢ < p — 1, definimos a funcao f : R — R dada por
f(s) = |s|P=5. O operador associado N : LP(Q) — LP/P=¢() esta bem definido e o

Teorema 44 nos garante que f(u,) — f(u) em LP/?=%(Q). Isto nos diz que

/ [P / fufr.
Q Q

Portanto, u, — u q.t.p e ||uy|[p—e — ||u||p—. Pelo Lema de Radon-Riesz,

garantimos que u,, — u em LP/P~¢(Q)). Além disso, desde que |[Q] < oo, temos
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que LP75(Q2) < L"(Q2) sempre que 1 < r < p—e. Logo u, — u em L4(Q) para todo

p € [1,p — ¢]. Tomando € — 0 concluimos o desejado. m

Em particular se Q C RV é um aberto de medida finita, segue dos Teorema

48 e Teorema 49 o seguinte

Teorema 50 Sejam |Q| < oo el < q < p, entao W'P(Q) — L) compactamente,

sem necessidade de qualquer hipdtese sobre a fronteira.
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