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ABSTRACT

Our goal in this work is to present, in detail, an introduction to Sobolev spaces. Initially we
will briefly review on Lebesgue spaces and some classical results of functional analysis, as the
Riesz representation theorem and the theorem of Lax-Milgram, which will be crucial tools for the

application of the theory constructed in solving problems in differential equations.
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RESUMO

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar, de forma detalhada, uma introducao aos Espacos
de Sobolev. Inicialmente faremos uma breve revisao sobre espacos de Lebesgue e alguns resultados
classicos de Analise Funcional, como o Teorema da Representacao de Riesz e o Teorema de Lax-
Milgram, que serao ferramentas de fundamental importancia para a aplicacao da teoria construida

para a resolucao de problemas em equagoes diferenciais.
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INTRODUCAO

Para motivar o estudo de espacos de Sobolev, consideremos o seguinte problema

{ —u"=f em [=(a,b)CR 0
u(a
com [ limitado e f uma func¢ao continua.

Uma solucio classica da equagdo acima é uma funcio u € C2(I) NC(I) satisfazendo (1) que se
anula na fronteira de I. O problema acima com hipo6tese de f nao ser continua, pode nao admitir
solugao classica. Portanto, se desejamos que (1) tenha solugao é necessaria a imposi¢ao de mais
condicoes sobre f. Uma condicao suficiente é que f seja Holder continua, por exemplo. Podemos
tratar o problema (1) dentro do aparato das fun¢oes diferenciaveis com derivadas Holder continuas
e obter a solucao classica.

A partir de 1950, desenvolveu-se uma outra forma de abordar tais problemas que é mais
vantajosa por se aplicar a muitos outros problemas lineares e nao lineares.

Neste novo método, formulamos um problema generalizado associado a (1), cuja caracteristica
desse novo problema é que uma solugao classica de (1) também é solugdo dele e a reciproca é
parcialmente verdadeira, isto é, uma solucao deste problema que possui propriedades adequadas
de regularidade sera solucao de (1).

Para formular tal problema, necessitamos do conceito de espaco de Sobolev, que serd o tema
central deste trabaho.

Especificamente, no Capitulo 1 de resultados preliminares, estudamos diversos resultados de
Anélise Funcional e demos uma atencao principal, como nao poderia deixar de ser, aos espagos
LP.

No Capitulo 2 estudamos os principais resultados no que se refere a teoria dos espacos de
Sobolev, no entanto vale desde ja salientar que trata-se de um trabalho de introducao a essa

teoria, e sendo assim trabalhamos apenas com espagos de Sobolev cujo dominio do seu conjunto
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de fungoes é o conjunto dos niimeros reais ou um subconjunto deste.

Por fim, no ultimo Capitulo apresentamos algumas aplicagoes em equacoes diferenciais, assunto
que, a principio, foi o principal motivador do estudo de tais espacos.

Para a leitura deste texto consideramos requisitos indispensaveis apenas o conhecimento de

um pouco de Anélise Real e de Anélise Funcional.



NOTACOES

Notagoes Importantes: Seja I C R um conjunto aberto.

C(I) = é o espago das fungdes continuas em /

CF(I) = é o espaco das funcoes k vezes continuamente diferencidveis em I
e=(1) = N, C*

C.(I) = ¢é o espago das fungoes continuas em [ com suporte compacto
CF(I) =CF(I)NC.(I)

CE(I) = C=(1) N C.(1).

Denotaremos por C.(R) o espago das fungoes continuas de R com suporte compacto, isto é,

C.(R)={f € C(R); f(x) =0,Vz € (R — K), onde K é compacto}



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Faremos a seguir uma breve revisao sobre importantes topicos de teoria de medida e integragao
e analise funcional. Para maiores detalhes sobre teoria da medida indicaremos [4] e com respeito

a andlise funcional citamos os livros [1] e [3]

1.1  Espacos de Lebesgue

Sejam (2, M, 1) um espaco de medida, isto é, 2 é um conjunto e

1. M é uma o-algebra em (), isto é, uma colecao de subconjuntos de € tal que:

(a) 0 e M;
(b) Ae M= A € M;

(c) U A, € M, sempre que A, € M para todo n

n=1

2. M —[0,00) é uma funcio mensuravel satisfazendo:
(2) u(0) = 0;

(b) ,u(U A,) = Z,u(An), sempre que (A,) for uma familia enumeravel disjunta de
n=1 n=1
membros de M.

Os membros de M sao chamados de conjuntos mensuréveis e p é dita uma medida em Q.

[o.¢]
3. Q é o-finito, isto é, existe uma familia enumeravavel (£2,) em M tal que Q = U Q,, e

n=1

1(€2,) < oo, para todo n.



Notacdes

Os conjutos £ € M com a propriedade de u(E) = 0 sdo chamados conjuntos de medida nula.
Diremos que uma propriedade é q.t.p. se tal propriedade vale em () exceto em uma conjunto de

medida nula. Denotaremos por L(€, i), ou simplemente L!(€), o espago das fungdes integraveis

de ©2 em R. Frequentemente utilizaremos [ f, em vez de [ fdu, e usaremos também a notacao

|mm=wm:/mw=/uy

No espago L'(€) serdo consideradas iguais fungoes que coincidem q.t.p.

1.2 Resultados importantes sobre integracao

Nesta secao listaremos alguns dos resultados relevantes sobre espacos LPs. Para mais detalhes

veja [4].

Teorema 1.1 (Convergéncia Monotona, Beppo Levi). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L*

que satisfaz
1L i<fo<. < fu<fo1 <..qtpem(d

2. sup/fn<oo

Entao f,(x) converge q.t.p. em  para um limite finito, que nds denotaremos por f(x), a fun¢ao

[ pertence a L e ainda || f, — f|1 — 0.

Teorema 1.2 (Convergéncia Dominada, Lebesgue). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes em L

satisfazendo
1. fo(x) = f(z) ¢.t.p. em Q
2. Eziste uma funcao g € L' tal que para todo n, |f.(x)| < g(z) q.t.p.
Entao f € L' e ||fn— fl1 = 0.
Lema 1.1. Seja (f,,) wma sequéncia de fungoes em L' satisfazendo
1. Para todo n, f, >0 q.t.p.
2. sup/fn < 00.
Para quase todo x € Q definimos f(x) = lim nlilgo falz) < 400
Entao f € L' e fgggn;oinf/f.
Teorema 1.3. O espa¢o C.(R") € denso em L'(R™), isto €,
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Vfe LY(R") eVe >0, 3f; € C(R"), tal que ||f — fi|l1 < e.

Sejam (1, My, 1) e (Qa, My, u2), dois espagos mensuraveis que sdo o-finitos. Podemos definir
de uma forma natural uma estrutura de espago mensuravel (2, M, u) no produto cartesiano
Q= Ql X QQ.

Teorema 1.4. (Tonelli) Seja F(xz,y) : 1 X Qo — R uma funcao mensurdvel satisfazendo

1. |F(x,y)|dps < 0o ¢.t.p. x €
Q2

2. / diiy |F(x,y)|dus < oo
of Qo
Entao F € Ll(Ql X QQ)
Teorema 1.5. (Fubini) Assuma que F' € L'(Q) x Q). Entdo para quase todo v € Qy, F(x,y) €

LY(Qy) e / F(z,y)duy € L*(Q). Analogamente para quase todo y € Qy, F(x,y) € L'() e
Q2

/Q F(z,y)du, € L'(€).

1.3 Definicao e propriedades elementares dos espacos L”

Definicao 1.1. Seja p € R com 1 < p < 0o; definiremos
LP(Q)={f:Q—R: f é mensurdvel e |f|P € L' ()}

com

11 = U1 = | [ 170
Definicao 1.2. Definiremos
L* ={f:Q—R:f émensurdvel e 3 C tal que |f(x)| < C q.t.p. em Q}
com
[fllzee = I flloc = mE{C : |f(2)] < C gt.p. em Q}
Observacao 1.1. Veremos a diante que || - ||, € uma norma para o espago LP para 1 < p < co.

Seja 1 < p < 0o, denotaremos por p’ o expoente conjugado de p, isto é, p’ é o niimero real que
satisfaz a seguinte equacao
1 1
—4+ = =1
p p
Para p = 1 denotaremos p’ = oo e para p = oo, p’ = 1.

4
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1 1
Teorema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e p' > 1 reais tais que — + — = 1. Dados
p p

/

popP ,
a>0eb>0 entao vale ab < @ +—, valendo a igualdade se aP = bP .
p p

Demonstragcao. Se a =0 ou b = 0, a desigualdade é vilida. Sejam a,b > 0, entao

ab — en(ab) ona+Inbd

1 1 ,
{—lnap—i- —,lnbp}
oLp p

< lelnap 1 l/elnbp
p p
1 1.
< —aP + —/bp
p p
onde na pentltima desigualdade, ultilizamos a convexidade da funcao exponencial. O

/ 1 1
Teorema 1.7 (Desigualdade De Holder). Sejam f € LP e g € LV, com p e p' tais que —+ — =1,
p P

com 1 <p<oo. Entio f,g€ L' e

/ ol < 1 lllgl

/

Demonstragao. Dividiremos em 2 casos, no caso 1 (p =1,p' = o0) e caso 2 (1 < p < 0).

Caso 1: Sabemos que [g(z)] < ||g|loo q-t-p. Assim

f(@)g(@)] < [f(@)ll9]l

/ F(@)9(@)] < lglls / F@)] < Ngllocll £l

Caso 2: Considere ||f]|, # 0 e ||g|y # 0.

Para cada x € [a,b], pela desigualdade de Young, temos

|/ (x)g(x)| l(lf(fv)l)p 1 (Ig( )I)p'
I lsle <o\ sl ) " Ul )
Integrando, obtemos

1 b 1 b 1 b
- d - Pdp + — P
Ty J, @ls@ids < e [l “plngng,/a o)

donde segue que

o que implica que

1 11
|f (@)[lg(2)|dz < I+ ——=llgllt = -+ — =1
HprHng / prHp Pllgll? p 7P

3
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e portanto,

/Wf@mﬂ@WxSHMMMM-

Teorema 1.8. L” ¢ um espago vetorial e || - ||, € uma norma para todo p, 1 < p < co.

Demonstragao. Os casos p =1 e p = oo segue direto das propriedades do modulo.

Sejam 1 <p < ooe f,g € LP, temos

[f(2) + g(@)[" < (If (@) + [g(2)])” < 2°(|f (@)[" + |g(2)]")

e consequentemente f 4+ g € LP. De forma semelhante provamos que A\f € LP, para todo A € R,
ficando demonstrado que LP é um espaco vetorial.
Provaremos que || - ||, ¢ uma norma. As primeiras propriedades sao facilmente verificadas

portanto provaremos a seguir apenas a desigualdade triangular.

I£+9lp= [ 15491 +al < [ 1 +gP7Ur1+ [17+ gl
como |f +g|P~! € L*" e, pela desigualdade de Hélder, obtemos

1f =+ gllp < I1f + glp = (A1l + llallp).

isto é

1+ gllp < [1£llp + llgllp-

Definicao 1.3. Um espaco de Banach é um espaco vetorial normado completo.
Teorema 1.9 (Teorema de Riesz-Fischer). LP é um espago de Banach para todo 1 < p < oo.
Demonstracao. Dividiremos a prova em dois casos no Caso 1 consideramos p = oo e no Caso 2

1 <p<oo.

Caso 1: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em L*. Dado um inteiro & > 1 existe um nimero
natural Ny tal que ||f, — fulloo < % para m,n > Nj.

Portanto existe um conjunto de medida nula Ef tal que

(@) = fo(2)] < =,V € Q= Ef,m,n > Nj. (1.1)

| =
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Considerando E = U, FE}, temos que E é de medida nula pois é a unao enumerével de conjuntos
de medida nula. Assim, para todo x € Q — E a sequéncia (f,(z)) é Cauchy na reta. Logo,

fn(x) = f(x), para todo x € Q — E. Tomando o limite em (1.1) com m — oo obtemos

Vo e Q— E. Vn > Ng.

| =

|[f(x) = fulz)] <

Dai concluimos que f € L ¢ ||f — fullo < 3,Yn > ny, ou seja, f,, — f em L.

Caso 2 : Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP. Para concluirmos a afirmacao é suficiente
mostrar que uma subsequéncia converge em LP.

Podemos extrair uma subsequéncia (f,,) tal que

1
ank+1 - fnka S %, Vk Z 1.

Para isto procedemos da seguinte forma, escolha ny tal que ||fm — full, < 5.m,n > nq, entdo
escolha ny > ny tal que || fi, — full, < 2%, m,n > no e assim sucessivamente.
Afirmamos que (f,,) converge em LP. A fim de simplificar a notagao escreveremos fj em vez

de f,,, deste modo temos

1
[ fre1 = fill < oo YR> 1L
Seja
(@) = | frr1(@) — ful@)].
k=1
Assim,
gnll, < 1,¥n € N.

Como consequéncia do Teorema da Convergéncia Monotona, g,(x) tende a um limite, digamos

g(x), q.t.p. em Q com g € LP. Por outro lado, para m > n > 2 temos

() = fu(@)] < |fn(2) = fna (@) 4o+ [frsa (@) = ful@)] < g(2) = gna (@),

Logo para quase todo z € €, (f,(z)) é de Cauchy em R e converge para um limite, digamos f(z).

Temos assim que,

(@) = fu(@)| < g(x) a.tp. em Q, paran > 2 (1.2)

em particular, f € LP. Finalmente concluimos que, pelo teorema da convergéncia dominada que
Ifn — fll, = 0, ja que |fu(z) — f(z)[" = 0 q.t.p. e ainda |f, — f|P < g? € L. O

Teorema 1.10. Seja (f,) uma sequéncia em LP e seja f € LP tal que ||f, — f||, — 0. Entdo

existe uma subsequéncia (fn,) e uma uma fungao h € LP tal que
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1. fo.(z) = f(z) g.t.p. em Q

2. | fu. (@) < h(x), VEk g.t.p em Q e VE € N.

Demonstragao. A conclusao é obvia quando p = co. Assim considere 1 < p < oo. Desde que (f,) é

uma sequéncia de Cauchy podemos voltar a prova do teorema anterior e considerar a subsequéncia

(fn.) que denotaremos por f, satisfazendo (1.1), tal que fi tende q.t.p. para um limite f*(x) com
f* € LP. Além disso por (1.2) temos |f*(z) — fr(x)] < g(z), Vk q.t.p. em Q e Vk € N com g € LP.

Pelo Teorema Convergéncia Dominada sabemos que f, — f em LP e assim f = f* q.t.p. Além

disso temos que |fx| < |f(x)| + |g(x)], e o resultado segue.

1.4 Reflexividade, Separabilidade e Dual de L”

Seja E uma espaco normado. Denotaremos por
(E/>/ — El//
o espaco bidual de E. Definimos um operador linear limitado canonico
J:E— E"

da seguinte forma: para cada x € F, o funcional linear limitado J, : £/ — R é dado por

Jo(f) = f(x), VfeFE

Afirmacao 1.1. J, € um funcional linear limitado em E'.

De fato
| L (O = 1f @) < ]l = =[] £1],

ou seja,

[Tl < ll=|

[]

Além disso, J é uma isometria de F sobre sua imagem J(FE). Com efeito, pelo Teorema de

Hanh-Banach, para cada x € F existe um funcional fy € E’ tal que || fo]| = 1 e fo(z) = ||z||, logo

[PAES S L= ()] = [Je(fo)| = folz) = [|]|-

Portanto,
1 ell = llzll, Vz € E.

Em particular, J é injetivo. Se J for também sobrejetivo, dizemos que E é reflexivo.

8
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Definicao 1.4. Dizemos que um espaco de Banach E ¢é reflexivo se o operador J : E — E" for

um isomorfismo isometrico.

Nosso objetivo é demonstrar que LP é reflexivo, para 1 < p < co. Para isto necessitaremos de

alguns lemas cuja demonstracao foge aos objetivos do nosso trabalho.

Lema 1.2. Seja E espaco reflexivo. Se F' C E é uma subespago vetorial fechado, entao F é

reflexivo.

Lema 1.3. Seja E espaco refliexivo e T : EE — F isometria, entao F € reflexivo.

Lema 1.4. Sejam FE., Es, ..., E, reflexivos, entao E1 X Fy X ... X E, também € reflexivo.
Teorema 1.11. LP € reflexivo para 1 < p < 0.

Demonstragao. A prova consiste em 3 passos:

Passo 1(Primeira desigualdade de Clarkson): Seja 2 < p < co. Afirmamos que

1
=l < LA+ lglp). VgL (13)

2

Para mostrar a desigualdade acima é suficiente mostrar que

P

a—>b
2

a+bl?
2

1
§(|a|p +16|7),Va,b € R.

Primeiro note que a seguinte desigualdade é valida

o + B2 < (® + )%, Vo, >0 (1.4)
De fato por homogenidade podemos assumir que 5 = 1 sendo suficiente, para verificar (1.4),
observar que a funcao
(22 4+ 1) —2P —1
cresce em [0, +00). Considerando o = || %E2|| e 8 = || 42|, obtemos
a+bp+ a—>bl’ - &+62+ a—bl*\"
2 2 - 2

1
< S(aP + )

onde a tultima desigualdade segue da convexidade da funcao x +— |a:\g, desde que p > 2.
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Passo 2 : LP é uniformemente convexo, e assim reflexivo para 2 < p < oo.
De fato, seja ¢ > 0 e seja f,g € L com ||f|l, < 1,|lgll, < 1,]f — gl|| > €. Deduzimos de (1.3)

que
P

p
<1—(5>
) 5

e assim Hf—;rgH <l—6dcomd=1-— [1 — (%)p}% > (0. Portanto, LP é uniformemente convexo e

f+g
2

assim, pelo teorema de Milmam-Pettis, segue a reflexividade. Para mais detalhes veja [3][Theorem
3.11].

Passo 3 : LP é reflevivo para 1 < p < 2.
Seja 1 < p < oco. Considere o operador T : LP — (L*')" definido da seguinte forma: Seja
uw € LP fixada: a funcio f € LV — Juf é um funcional linear continuo em L” e assim definido

um elemento, digamos Tu, em (L”) tal que

(Tu.f) = [uf, ¥feD

Afirmamos que

[T ull gy = llullp, Vu € L

De fato, pela desigualdade de Hélder, tem-se

(Tu, )] < llullll flly, VS € L¥

e portanto ||Tuf| .y < [lull,- Por outro lado definimos

folz) = [u(@)"*u(z)  (fo(z) =0, se u(z) = 0).

Claramente temos
fo € LV folly = [lullz™ e (Tu, fo) = [[ull,

assim

<TU, f()>

HfUHp’ = HUHP

Assim, mostramos que T’ é uma isometria de LP em (L*')" implicando que T'(LP) é um subespaco

[Tul| ey =

fechado que (Lp')/, pois LP & uma espaco de Banach. Assuma agora que 1 < p < 2. Desde que,
pelo passo 2, L é reflexivo, segue que (LP)" é também reflexivo. Nés concluimos, pelo Lema 1.2,

que T(LP) é reflexivo, e consequentemente, LF é também reflexivo. ]

Observacao 1.2. LP é também uniformemente convero para 1 < p < frm—e. Isto € uma

10
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consequéncia da sequnda desigualdade de Clarkson,

F—gll” 1 o
< (B + NglB)»=T,Vf, g € LP.

DO |

p

Esta desigualdade é mais complicada de provar que a primeira. Claramente, implica que L é

uniformemente convexo quando 1 < p < 2.

Teorema 1.12 (Representacao de Riesz). Seja 1 < p < oo e seja ¢ € (LP)*. Entao existe uma
unica funcao u € LP tal que

(6. f) = / wf,vf € L.

Além disso

[l = ¢l zry--

Demonstragio. Consideremos o operador T': LP' — (LP)* definido por (Tw, f) = Juf,Vu e LY e

Vf e LP. O argumento usado é o mesmo da prova do teorema anterior(passo 3), mostra que
ITullzeys = llully, Vu € L

Afirmamos que T é sobrejetiva. De fato, seja £ = T(Lp/). Desde que E é uma subespaco fechado,
¢ suficiente provar que F ¢ denso em (L?)". Seja h € (LP)" satisfazendo (h,Tu) = 0,YVu € L*'.
Como LP é reflexivo e h € LP, e satisfaz [uh = 0,Vu € L¥. Escolhendo u = |h|P~2 vemos que
h =0. m

Observacao 1.3. O teorema anterior € muito importante. Nos diz que cada funcional linear

continuo em LP com 1 < p < oo pode ser representado "concretamente”"como uma integral.

A funcao ¢ — u € uma isometria linear que € sobrejetiva, o que mos permite identificar o
/ /

"abstrato"espago (LP) com LF.

No que seque vamos sistematicamente fazer a identificacao
2% 4
(LP) = L*.

Notagao: O operador truncamento 7), : R — R é definido por

r, se|r| <n
T,r =
2ose |r| >n

m)

Dado um conjunto E C €2 definimos a funcao caracteristica Xz como

Xp(a) 1, se zeF
) =
r 0,se reQ—F

11
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Teorema 1.13. O espago C.(R) é denso em LP para todo 1 < p < oo.

Demonstra¢ao. Primeiramente afirmamos que dado f € LP(R) e ¢ > 0 existe, uma fungao

g € L>®(R) e um conjunto K compacto em R tal que g = 0 fora de K e

If = gllr <e.

De fato, seja X, a funcdo caracteristica da B(0,n) e seja f, = X, T,f. Pelo Teorema da
Convergéncia Dominada vemos que || f, — f||, — 0 e assim podemos escolher g = f,, com n
grande o suficiente. Em seguida, dado § > 0 existe, pelo Teorema 1.3, uma funcdo ¢; € C.(R) tal
que

lg — gl < 9.

Podemos sempre assumir que [[g1]|o < ||9]/oo; caso contrario substituimos g; por 7,,¢;. Finalmente,
temos

1 1_(1) 1 (1
lg—aill, <llg = allillg = gille * < 67 (2]|gllee) ™.

Concluimos que por escolha de ¢ > 0 suficientemente pequeno temos que
1 (L
57 (2]lgllee)' ™ < e

]

Definicao 1.5. O espaco de medida ) é chamado separdvel se existir uma familia enumerdvel
(E,) de membros de M tal que a o-algebra gerada por (E,) coincide com M (isso é M é a menor

o-algebra contendo E,s).

Exemplos 1.1. O espago de medida Q) = R™ € separdvel. De fato, podemos escolher (E,) alguma
familia enumerdvel de conjuntos abertos tal que cada conjunto aberto de R™ pode ser escrito como
uniao de E,s. Mas geralmente, se ) € um espago métrico separdvel e M consiste nos conjuntos
de Borel isto é M € a o-algebra gerada pelos conjuntos abertos de €, entao 2 € um espaco de

medida separdvel.

Teorema 1.14. Considere Q) um espago de medida separdvel. Entao LP(S) € separavel para todo

p, 1 <p<oo.

Demonstragao. Considere 2 = R. Seja R uma familia de conjuntos de R da forma R = H(ak, br)
k=1
com ag, b, € Q. Seja E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungoes (Xz)ren, ou seja, E consiste

de combinacoes lineares de fungoes com coeficientes racionais Xz de modo que E e enumeravel.
Afirmamos que E é denso em LP(R). De fato, dado f € LP’(R) e € > 0, existe alguma f; € C.(R)
tal que || f — fill, < e. Seja R € & um cubo contendo o suporte da funcdo f;. Dado § > 0 é

12
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facil construir uma fungao fo € E tal que || f1 — fa]|o < d € fo anula-se fora de R basta dividir em

pequenos cubos de R, onde a oscilacao, isto é, sup —inf de f; menor que 9. Portanto temos
1 1
11 = Lol < lIfs = follsc|RI» < 6IR[>.

Concluimos que || f — fa2||, < 2¢, desde que § > 0 seja escolhido de modo que 5|R]% <e. O

1.5 Convolucao e Regularizacao

Nosso objetivo nesta secao é construir fun¢oes suaves com propriedades especiais, propriedades
as quais tornam possivel, dada uma funcao f, nao necessariamente suave, criar uma sequéncia de

funcgoes suaves que a aproximam via convolucao.

Teorema 1.15. Seja [ € LY(R) e seja g € LP(R) com 1 < p < oo. Entao para quase todo v € R
a fungao y — f(x —y)g(y) € integrdvel em R e definimos

U*mmw=4fu—ymwMy

Além disso fxg € LP(R) e
1f > gl < [1£ 1l llgllp-

Demonstragao. A conclusao é obvia onde p = oo. Consideramos dois casos, no primeiro caso com

= 1. Considere F(x,y) = f(x —y)g(y). Para quase todo y € R temos

AUW%@W%ZM@NAJﬂx—wwxzw@mMM<ax

além disso,

[ av [ 1Fg)lds =gl 11 < o
R R

Deduzimos do Teorema de Tonelli que F' € L'(R x R). Aplicando o Teorema de Fubini, vemos

Awéwmmw—éwém@MM—wme

De onde segue o resultado para p = 1.

que

Agora vamos considerar o caso em que 1 < p < oo. Sabemos que, para quase todo z fixado

r € R a funcdo y — |f(z — y)||lg(y)|" e integravel em R, que é

(@ —y)[7lg(y)] € LP(R).

13
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1
7/

Desde que |f(z —y)|? € L (R). Deduzimos da designaldade de Hoder que

(@ = Dllg®)| = f@— |7 (@ —y)|7|g(y)] € LR),

[ 156 = lawias < 517 (Alf(x—y)l|g(y)|pdy);,

p

|(f > g) (@) < IFIIF (1F] % gl ().

Concluimos, pela primeira parte o caso onde p = 1 sabemos que fxg € LP(R) e

que é

b
1f > gl < AT 1A g1,

logo,
1f % gllo < 112 llgllp-

[
Notacao: Dado uma funcio real f definimos f(z) = f(—x).
Teorema 1.16. Seja f € LY(R), g € LP(R) e h € L” (R). Entdo temos
/(f*g)h = /g(f*h)-
R R
Demonstragao. A fungao F(x,y) = f(x —y)g(y)h(x) pertence a LP(R x R) desde que
[ @z [176 = w)latwldy < o
pelo Teorema 1.15 e a desigualdade de Holder temos
[t ro@nwis = [as [Fawis= [y [P
— [ +mwa,
de onde segue o resultado. O

Suporte e convolugao: A nogao de suporte de uma funcao (suppf) é o complemento do maior
conjunto aberto em que f se anula, em outras palavras suppf é o fecho do conjunto {z : f(x) # 0}
Esta notacao nao é adequada quando lidamos com classes de equivaléncia, tal como nos espacos
LP.

14



Notacdes

Teorema 1.17. Seja f : R — R uma fun¢ao. Considere a familia (w;);e; para todo conjunto

aberto em R tal que para cada i € I, f =0 q.t.p. em w;. Considere W = Uwi, entao f =0
iel

qg.t.p. em W.

Demonstragao. Desde que o conjunto I nao seja enumeravel nao fica claro que f = 0 q.t.p. em W.

No entanto, podemos recuperar o caso enumeravel como segue. Existe uma familia enumeréavel

(O,,) de conjuntos abertos de R tal que todo conjunto aberto de R pode ser escrito como uniao de

Wi = U Ona

neA;
A;CN

0,s. Como w; C R é aberto temos

logo

w = Uu-UlUo

el i€l neAq
A;CN
= |J 0n=J On, onde B=[J 4
icl neB el
A;CN

Uma vez que f =0 q.t.p. em cada O, com n € B, concluimos dai que f =0 q.t.p. em W. m

Teorema 1.18. Seja f € L'(R) e g € L?(R) com 1 < p < co. Entio

supp(f x g) C suppf + suppg.

Demonstragao. Fixado x € R tal que a func¢ao y — f(z — y)g(y) é integravel pelo Teorema 1.15.
Logo

(f % 9)(z) = / £z — ) (gy)dy = / f(x —y)g(y)dy.

(z—suppf)Nsuppg

Se x ¢ suppf + suppg, entdo (x — suppf) N suppg = O e assim (f * g)(z) = 0. Assim

(f*g)(x) =0 q.t.p. em (suppf + suppg)*.

Em particular,

(f*g)(x) =0 q.t.p. int|[(suppf + suppg)€],

e portanto

supp(f x g) C suppf + suppg.

]

Observacao 1.4. Se tanto [ quanto g tem suporte compacto, entao f x g também tem suporte
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compacto. Entretanto, f*g nao necessariamente terd suporte compacto, se apenas uma delas tem

suporte compacto.

Definicao 1.6. Seja I C R aberto e seja 1 < p < oo. Diremos que a funcao f: 1 — R pertence
Ll

loc

(I) se fXk € LP(I) para cada compacto K contido em 1.
Note que se f € L! (I), entao f € L} ().

loc loc

Teorema 1.19. Seja f € C.(R) e g € L, (R). Entao (f * g)(x) estd bem definida para cada
x € R, e além disso (f * g) € C(R).

Demonstragao. Note que para cada = € R a fungao y — f(x—y)g(y) é integravel em R e portanto
(f x g)(z) esta definida para cada z € R. Seja x,, — x e seja K um conjunto compacto fixado
em R tal que (z,, — suppf) C K,V¥n. Portanto temos f(x, —y) =0, Vn,Vy ¢ K. Deduzimos da

continuidade uniforme da f que

|f(xn —y) = flz —y)| <. Xk(y),Vn,Vy € R

com £, — 0. Concluimos que

(% 9)(@) — (f % 9)(@)] < & /K l9()ldy — 0.

Teorema 1.20. Seja f € CK(R)(k > 1) e seja g € L} (R). Entdo fxg € CHR) e

loc
D(f »g) = (Df) * g, Va.

Definigao 1.7. Uma sequéncia regularizante (p,)nen € uma sequéncia de fungoes nos R tal que

11

pn € CZ(R), com suppp, C {——, —} e /pn =1
n n

Utilizaremos a notag¢ao (p,) para denotar uma sequéncia reqularizante.

Exemplo 1.1. Vamos gerar uma sequéncia reqularizante comegando com uma tunica func¢ao

p € CX(R) tal que suppp C [—1,1],p >0 em R e p nao é identicamente nula.

1
es?~1 se |z| <1
pr) = {

Seja

0 selz|>1

Obtemos uma sequéncia reqularizante tomando p, = cnp(nzx) com ¢ =

1
I
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Teorema 1.21. Considere f € C(R). Entao (p,* f) — f uniformemente em um compacto de R.

Demonstracao. Seja K C R uma conjunto compacto fixado. Dado € > 0 existe § > 0 dependendo
de K e de ¢ tal que
|f(flf - y) - f(l‘)| < 8,\V/ZE € K)vy S (_675)7

temos para todo x € R

<mxfmw—fu>=/:w@—y»—ﬂmmm9

Para n > % e r € K obtemos

m%*ﬂm»—fuMSe/ﬁn:a

]

Teorema 1.22. Considere f € LP(R) com 1 < p < co. Entao (p, * f) — f em LP(R) quando

n — oQ.

Demonstra¢ao. Dado € > 0, fixamos uma funcao f € C.(R) tal que || f — fi||, < e. Pelo Teorema
1.21 sabemos que (p,* f1) — f1 uniformemente em cada compacto de R. Pelo Teorema 1.18 temos

que
11 _
supp(pn * f1) C <_E’ 5) + suppfi C (—1,1) + suppfi,

que é um conjunto compacto. Dai resuta que

1(on * f1llp = 0.

Finalizando

1(on * f) = fllp < 2(f = filly + (o * f1) = fillp,
e pelo teorema 1.15 concluimos que
lim sup ||(pn * f) — fllp < 2e, Ve,
n— o0

e portanto lim ||(p, = f) — f|l, = 0. O
n—0o0

Corolario 1.1. Seja I C R um congunto aberto. Entao CX(I) € denso em LP(I) para cada

1<p<o0o.

Demonstragao. Dado f € LP(I) considere

j- f(x), sexel
" lo0, sexzeR-1°
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de modo que f € LP(R).

Seja (K,,) uma sequéncia de conjuntos compactos de R tais que
= 2
UKi=1 e dis(K,,1°) > =vn.
n
n=1

Podemos escolher, por exemplo, K, = {zx € R tal que |z| <n e dist(z,[¢) > %}

Considere
9n = Xan e fn = Pn* Gn,
deste modo

11
suppfn C (——, —) + K, C I.
n'n
Segue que f,, € C2°(I). Mas por outro lado temos que
1fo = Flovay = Nfa = Flleen

< |l(pn*gn) — (pn *f)“LP(R) + H(Pn*f) - f||LP(R)
< ign = fllr@ + (o * ) = Fllr@

A

Finalizando, note que ||g, — f||zr@®) — 0 pelo Teorema da Convergéncia Dominada e ||(p, * f) —

fllzr@ — 0 pelo Teorema 1.22. Concluimos assim que || f, — f||zo(r) — 0. O

Corolario 1.2. Seja I C R um conjunto aberto e seja u € L}, (I) tal que

loc

/uf:O, Vf € Ce(I).

Entao uw=20 qt.p. em I.

Demonstrac¢ao. Seja g € L°(R) uma func¢ao tal que suppg é um compacto contido em I. Definimos

Gn = pn * g. Deste modo g, € C°(I) desde que n seja suficientemente grande. Dai temos

/ugn =0,Vn (1.5)

Como g, — g em L'(R) pelo Teorema 1.22 existe uma subsequéncia (g,,) tal que g,, — g q.t.p.

em R. Além disso, temos ||gn|lr=m®) < [|g]lz®). Tomando o limite em (1.5) e pelo Teorema da

/@gzo (1.6)

Seja K C I um conjunto compacto. Definimos como fungao g a funcao

Convergéncia Dominada, obtemos

) sing(u) em K
|l 0 emR-K
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Deduzimos da equacio (1.6) que [, |u| = 0 e assim v = 0 q.t.p. em K. Uma vez que isto &

verdade para qualquer compacto K C I, concluimos que u = 0 q.t.p. em [I. ]

1.6 Critério de Compacidade em L”

E importante ser capaz de identificar se uma familia de funcdes em LP(R) tem fecho compacto
em LP(R). Lembramos que o Teorema de Ascoli-Arzela respode a esta pergunta em C(K), o espago

das fungoes continuas ao longo de um espaco métrico compacto K com valores em R.

Teorema 1.23 (Ascoli-Arzela). Seja K um espa¢o métrico compacto e seja $ um subconjunto

limitado de C(K). Considerando que $) é uniformemente equicontinuo, isto é,
Ve > 0,30 > 0 tal que d(zq,22) <6 = |f(x1) — f(x2)| <&,Vf € H.

Entao o fecho de $ em C(K) é compacto.

Teorema 1.24 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Seja F um subconjunto limitado de LP(R™) com

1 <p<oo. Assuma que
}llirr(l) \mnf — fll =0 unifomemente em f € F.
—

Entao o fecho de F |q em LP(Q) é compacto para qualquer Q@ C R™ subconjunto mensurdvel

com medida finita.
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CAPITULO 2

ESPACOS DE SOBOLEV

Em muitos problemas da matematica em geral, em particular do calculo das variagoes, nao é
suficiente trabalhar com a nocao de solucoes classicas de equacoes diferenciais. E necessario assim,
estender o conceito de solucao. Para isto introduziremos a seguir a ideia de derivadas fracas e os
chamados espacos de Sobolev.

Para entender melhor a motivacao por tras da ideia de solugoes fracas, consideremos o seguinte

problema: Dada f € C(]a,b]), queremos encontrar uma fun¢ao u satisfazendo

{ —u"+u=f em I=la,b] (2.1)

u(a) = u(b) =0

Uma solugao cléssica de (2.1) ¢ uma fungao de classe C? em |[a, b] satisfazendo (2.1) no sentido
usual. Sabemos que uma solucao do problema acima pode ser obtida utilizando um célculo simples.
Ignoraremos tal fato e ilustraremos a seguir uma nova forma de atacar tal problema.

Multiplicando (2.1) por ¢ € C*([a,b]) e utilizando integragao por partes obteremos

/abu’w’ + /ab up = /ab fo,Yo € C'([a,b]), p(a) = ¢(b) = 0. (2.2)

Note que (2.2) faz sentido apenas se u € C'([a, b]). De fato, é suficiente mostrar que u, v’ € L'(a,b),
onde o significado de v’ serd dado de forma precisa mais na frente. Diremos, provisoriamente, que
uma funcao u satisfazendo (2.2) ¢ uma solugao fraca de (2.1).

Os passos a seguir nos dao um esquema para a abordagem variacional da teoria de equacgoes
diferenciais parciais:
Passo A : Definiremos de maneira precisa a nocao de derivada fraca, juntamente com os espacos

de Sobolev e demonstraremos algumas ferramentas bésicas.
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Passo B : Provaremos a existéncia e unicidade de solugoes fracas através do Teorema da
Representacao de Riesz e do Teorema de Lax-Milgram.

Passo C : Provaremos que na verdade as solucoes fracas sao de classe C?, o que é um resultado
de regularidade.

Passo D : Mostramos que na verdade a solugao fraca de classe C? é uma solucao cléssica.

Uma vez motivado, introduziremos abaixo o conceito fundamental de espacos de Sobolev.

Definigao 2.1. Seja I = (a,b) um intervalo aberto, definimos por

W (1) = {u € LP(I) : 3g € LP(I) tal que /ugp’ = —/ggp,Vgp cClI)}.
I I

Denotaremos por H'(I) = W'2(I) e para u € WP(I) denotaremos u' = g.

Observacao 2.1. Na definicao acima ¢ € chamada funcao teste. Podemos supor que a classe
das fungoes teste serd a classe das fungoes C2°(I). Com efeito, suponhamos que ¢ € CH(I), deste

modo, sabemos que existem aplicagoes p, tais que p,*p € C°(I). Deste modo, se u € WP, temos

/IU(pnw)’ = —/Ig(pnw)

lim [ u(py * )" = = lim [ g(pn ).

/W’= —/gw,vwéci(f)‘
I I

Observagao 2.2. Se u € CH(I) N LP(I) e se u' € LP (onde v’ denota a derivada usual) entao

Assim temos

u € WYP(I) e a deriwada usual coincide com a derivada no sentido de Sobolev que de agora em

diante chamaremos de derivada fraca. Devemos mostrar que

/ugo’ = —/U/QO,VQOECSO([).
I I

Denotaremos I = (a,b), e integrando por partes temos

/abw’ = /ab(usa)’—/abu’so
= w0 - a0 - [ e,

mas (up)(b) = (up)(a) =0, pois ¢ tem suporte compacto em I e portanto

b b
/ugp’z—/u'gp,‘v’goecgo([).
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Exemplo 2.1. Seja I = (—1,1) mostraremos o sequinte:

A fungdo u(z) = |z| pertence a WP(I) para todo 1 < p < oo e u' = g onde

() 1 se<z<l1
T) = .
g -1 se —1l<x<0

De maneira geral uma funcio continua em I que € C' por partes em I pertence a Wl’p(l) para

todo 1 < p < oo. Com efeito
1 0 1
/ wp'dr = / uy'dx +/ uy'dz,
-1 -1 0

integrando o lado direito da igualdade por partes obtemos

1 0 1
/ up'dr = up(0) —up(—1) — / uw'odr + up(1l) — up(0) — / u'pdx
—1 -1 0
0 1
= up(0) — up(0) —/ u'gpdx—/ u'pdx
0

1

[l
|\
©
Q
8
|
o\
©
QL
8

[ary

= —/ ge-
-1

Portanto u = |x| pertence a WYP(I) e g ¢ sua derivada no sentido de Sobolev.

Notacao: O espaco WP equipado com a norma
el = lullp + ']l

ou ainda se 1 < p < oo, com a norma equivalente
lullip = (el + [lw]12)7

O espaco H' equipado com o produto interno

(4, 0) = (u,0) g2 + (o, ) 12 = / (wv + '),

e com a norma associada

1
lullzrr = (lullZ + [l'lIZ2)2

Verifica-se que as normas acima sao equivalentes.
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Proposigao 2.1. O espago WHP(I) é uma espago de Banach para 1 < p < oo, € reflexivo para

1 <p<oo e ésepardvel para 1 < p < oo. Em particular H' é um espaco de Hilbert separdvel.

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao em 3 etapas, na primeira parte mostraremos que
WHP(I) ¢ um espago de Banach, na segunda parte mostraremos que tal espaco é reflexivo para

1 < p < oo e por fim mostraremos que é separavel se 1 < p < oo.

!/

1) sdo sequéncias de Cauchy

1. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em WP, entio (u,) e (u

em LP. Deste modo
|t =t |fwre = ||1n — um”p + HU;L - ulme — 0.

Como L é completo, u,, — u e u/, — g em LP. Assim teremos

/unw’ = —/u;%vw eCi(I)
I

I

/w’ = —/g%VGCi(I)‘
I I

Portanto u € W'?(I) e v/ = g. Mais ainda

e tomando o limite

Jun — ullwre = |lun — ullp + [luy, — ull, =0

2. Para 1 < p < oo sabemos da Teorema 1.11 que LP é reflexivo e pelo Lema 1.4 temos que
E = LP(I) x LP(I) é reflexivo. Defina o operador

T:Wvr 5 E

u > (u,u’)
Consequentemente, munindo E com a norma do produto, temos
1Tullose = llullp + 11w/l = [lulwer

Uma vez que WP ¢ Banach e T & isometria segue que T(W?'P) ¢ Banach e consequentemente
fechado em F assim pelo Lema 1.2 do Capitulo 1, T(W'P) é reflexivo e pelo Lema 1.3 do

Capitulo 1, WP ¢ reflexivo.

3. Considere o operador anteriormente definido, sabemos que o produto cartesiano de espacos
separdveis é separavel e pelo Lema 1.3 do Capitulo 1 temos que T(W'?) C E é separével e

consequentemente WP é separavel.
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[]

Observacao 2.3. Vale salientar que na proposicao anterior ganhamos como coroldrio o fato de
que se (u,) € uma sequencia em WP tal que u,, — u em LP e (u),) converge para algum limite em
L?, entao u € W' e ||u, — ull1, — 0. De fato, quando 1 < p < oo € suficiente que u, — u em

L? e ||ull, seja limitada para concluirmos que u € WP,

Teorema 2.1. Seja u € WHP(I) com 1 < p < oo, com I limitado ou ndo, entio eziste & € C(I)

tal que

w(z) —u(y) = /x u'(t)dt,Va,y € 1.

Observacao 2.4. Vamos enfatizar o conteiudo do teorema anterior. Primeiramente note que
se uma funcao u € WP, entdao toda funcao v tal que w = v q.t.p. em I pertence a W'P. O

Teorema afirma que cada funcao u € WYP. Admite tinico representante continuo em I, isto ¢,

existe uma funcao continua em I que pertence a classe de equivaléncia de u. Quando nos for
conveniente substituiremos u pelo seu representante continuo. Finalizamos observando que "u ter

um representante continuo"nao é o mesmo que "u ser continua q.t.p.".
Antes de demonstrarmos o teorema acima necessitaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.1. Seja f € L},.(I) e tal que

loc

/I o =0.¥ pecl(l) (2.3)

Entao existe uma constante ¢ tal que f =c q.t.p. em I.

Demonstragao. Fixemos a fungao 1 € C}(I) e tal que [, = 1. Para algum w € C.(I) e tal que

eu ([

De fato a funcao h = ¢’ é continua e tem suporte compacto em I, e ainda

Jor= o= el = oo J ) o= o o o=

Portanto A tem tnica primitiva com suporte compacto em . Deduzimos de (2.3) que

/Ifso’:/lf[w—</lw)¢] = 0,Yw € C(I).
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isto é

/I[f— (/Ifwﬂ w = 0,Yw € C.(I).

e portanto pelo Corolario 1.2 f— [, fi) =0 q.t.p. em I, isto é f = cq.t.p. em [ comc= [, fp O

Lema 2.2. Seja g € L}, (I). Para vy fizado em I = (a,b)

loc

o(z) = /mg(t)dt,x el

Yo

/w’z /gso,vsoeci(f)-
I I

entao v € C(I) e

Demonstracao. Sabemos que

/I v = / [ /y:g(t)dt] () dz

- /ayo dz ng(t)gp’(x)dH/yjdx/y:g(t)w’(ﬂf)dt

_ _/ayo dx/xyog(t)go’(a:)dt—i-/y:dx/y:g(t)gpl(x)dt,

pelo Teorema de Fubini temos
Yo t b b
/vcp’ = —/ g(t)dt/ go’(q:)dac+/ g(t)dt/ Y'dx.
1 a a Yo t

o(t), poisp € CL(I).

Note que

Q\ﬁ
ﬁ\
=
S~—

¥
=
I
AS)
S
S~—
|
5,
S
I

De modo analogo tem-se
b
/ ¢ (x)dz = —p(t),
t

logo

e = o) [ gt -0 /y:g@)dt
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Como v’ € LP(I), entdao v’ € L}, (I). Desde modo, pelo Lema 2.2 temos

/ﬂgp’z—/u'gp, Vo € CH(I).

I I

/w’z —/U’w,vswci(f),
I I

/I(u — @) = 0,¥p € CL(I).

Por outro lado
logo

Pelo Lema 2.1 tem-se

u—1u=cq.t.p. em [. (2.4)

Tomando

como u é continua, segue que @ € C(I) e 4 = u q.t.p. em [ e por (2.4), da defini¢do de u, temos

u(y) —u(zr) = +c—u(zx)—c

_ “/ dt—/ o (t)dt
G

O

Observacao 2.5. O Lema 2.2 mostra que a primitiva v de uma funcio g € LP pertence a WP,

sabemos ainda que v € LP sempre I for limitado.

Observacao 2.6. Segue ainda do Teorema 2.1 que, se u € WP e se v/ € C(I), isto é, u' admite

um representante continuo em 1:, entao u € Cl(f), mais especificamente U € Cl(f).
Teorema 2.2. Seja u € LP com 1 < p < 00, as sequintes propriedades sao equivalentes

1. uewtr

2. existe uma constante C' tal que

< Cllgll (1), Y € Co(1).

'
I

Além. disso, nos temos que C = ||u/||1»-

Demonstragdao. (1)=>(2) Como u € WP, entio existe v’ € LP tal que

/ugp’ = /u’go,Vgo e CH(I).
I I
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Deste modo

i
1

/UISO‘
I
: 5
1p P ' P o /
|| || = [[u[|pllelly,
I 1

e
I

(2)=-(1) Considere o funcional linear

IN

tomando ||u'[|, = C tem-se

= Cllelly, vy € C.(I).

G:C! - R
© > G(w)z/us@"

1

O funcional esta definido em um subespaco denso de LP (p' < oo) e G é continuo em relagao

a norma de LP. De fato, dado ¢ > 0, tome § = € > 0, onde ¢ = |lull,, entdo sempre que

fue = [
Juto vy

< ol =¥y <.

¢/ — Il < 6 tem-se

G(p) = G(Y)| =

Portanto podemos estendé-lo a um funcional linear limitado F definido em todo L*, aplicando o

Teorema de Hanh-Banach. E pelo Teorema de Representacao de Riez, existe g € L tal que

(G, ) = /gso,vso c L.
I

/w’ = /gcp,\ﬂp eCl
I I

e assim u € WP, m

Em particular

Observagao 2.7 (Fungoes absolutamente continuas e Fungoes de variagao limitada). Quando
p =1, a implica¢io (1)=(2) permanece vdlida mas nao vale a reciproca. Para ilustrar este fato,
suponhamos I um intervalo limitado. As funcoes u satisfazendo (1) com p =1, isto é, as fung¢des

em WYP(I), sao chamadas fung¢oes absolutamente continuas. Elas sao caracterizadas por

Ve > 0,36 > 0 tal que para cada sequéncia finita de intervalos disjuntos

(ak,br) C I tal que > |bp — ax| < 0, temos > |u(by) — u(ay)| < e.

(AC){

27



Notacdes

Por outro lado, as fungdes u satisfazendo (2) com p = 1 sao chamadas fungoes de variagao limitada

podem, ser caracterizada de diferentes maneiras:
1. Elas sao a diferenca de duas fungoes limitadas nao-decrescentes (possibilitando

descontinuidade) em I.

2. Elas sao funcoes u satisfazendo a propriedade de

Je tal que Zf:_ol lu(tivr) —u(ty)| < e,
vtogtlggtk em I

(VL){

Note que funcoes de variacao limitada nao precisam ter um representante continuo.

Teorema 2.3. Uma func¢io u € L>(I) pertence a Wh*°(I) se, e somente se, eziste constante c
tal que

() —u(y)l < cle—yl, gtpwyeml.

Demonstracao. Suponha que u € W1, sabemos do Teorema 2.1 que

/: u’(t)dt‘ :

)~ uty) = [ " (t)dt > Julz) - uly) =

Como ' € L*(I) temos
[u(z) = u(y)] < |v'lloclz — yl, para =,y q.t.p em 1.

Reciprocamente, seja ¢ € C2(I). Para h € R com |h| suficientemente pequeno, temos

Jlute+ )~ u@e@ids = [a@liota - h) - pla)lds

I 1

(estas integrais fazem sentido para h pequeno pois ¢ tem suporte compacto em [). Utilizando a

hipotese sobre u temos

[ wteliota ~ 1) plwlds| = | [fute+ )~ u(@)p()ds] < lhlell
I I
Dividindo por |A|
x—h)—p@
[t [AE=D =20 | < el

I 1]
tomando limite quando A — 0 obtemos

[ ut) @) < elleln,¥ € €A,

I

Aplicando o Teorema anterior concluimos que u € W1 (). ]
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Teorema 2.4. Seja u € LP(R) com 1 < p < co. As sequintes propriedades sao equivalentes
1. ue WHP(R)

2. existe uwma constante ¢ tal que para todo h € R

|un, — ull, < c|hl|, onde up(x) = u(x + h).

Além disso, podemos tomar ¢ = ||u'||,.

Demonstragao. (1)= (2) Pelo Teorema 2.1 temos que para todo x,h € R

u(x 4+ h) —u(z) = /H o' (t)dt,

tomando a mudanga de variavel t = x + sh = dt = hds, dai
1 1
u(x +h) —u(z) = / hu'(z + sh)ds = |u(x + h) — u(z)] < / |h||u/(x — sh)|ds.
0 0
Pela Desigualdade de Holder obtemos

(x4 h) — u(z)| < (/01 PPl (2 + sh)|pds); (/01 |1|p/ds> ‘

1
S lulz 4 h) —u@)P < |h|p/ W (x + sh)[Pds,
0

=

daf segue que
1
/]u(:z;—i—h)—u(x)\da: < |h]p/dx/ W (z + sh)Pds
R R 0

1
< |h|p/ ds/|u'(x+sh)|pda:.
0 R
Mas para 0 < s < 1

[t = [y

Logo,

/R (e + h) — u(@)Pdz < [BP / ! (y) Pdy

= (- u(m)'pdf’”>; < (f |u’<y>|pdy); ,

lun = ullp < [A][|ullp.

ou seja
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(2)=(1) Seja p € C}(R). Para todo h € R temos

/R[u(a: +h) —u(z)]p(x) = /Ru(x + h)p(x)dr — /Ru(x)go(x)da:

_ /: w(@)p(z — h)da — Z u(@)p(z)de
:L@w@mm—m—wwmm

Usando a Desigualdade de Holder e a hipotese em (2)

< ([ o -siopar)’ ([ tara)

< cfhlllelly,

1
I

/R[u(x + h) —u(z)|p(z)ds

deste modo
< c[hl[|ell-

Qéwmwu+m—w@mm

Dividindo por |h| e tomando o limite quando h — o obtemos

'/RuSO/

Aplicando o Teorema 2.2 concluimos que u € WHP(R). O

< cllellp-

Certas operagoes analiticas basicas tem um significado apenas para as fungoes definidas sobre
toda a reta real (por exemplo convolugoes e transformadas de Forier). Por esse motivo é conviniente
quando possivel extender a fun¢ao v € W1#(I) para uma fun¢ao u € WH?(R). O seguinte resultado

trata deste ponto.

Teorema 2.5 (Operador extensdo). Seja 1 < p < oo. FEuziste um operado linear limitado

P :WY(I) — WP(R), chamado operador extensao, satisfazendo as sequintes propriedades:
1. Pul; = u,Yu € WtP(I);
2. |Pul|rry < clullpecry, Yu € WHP(I);
8. ||Pullwrem) < cllullwrem, Yu € WHP(I).

onde ¢ depende somente de |I| < oc.
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Demonstrag¢iao. Comegaremos com o caso em que [ = (0, 00) mostraremos que a extensao é dada

pela reflexao
u(z), se x >0
u(—x), se x <0

(Pu)(x) = u*(r) = {

Pela forma como Pu esta definida temos claramente satisfeita a propriedade (1), e ainda

% 0 +oo %
| Pul| oz = (/ |Pu|”) _ (/ |Pu|p+/ |Pu|p>
R —00 0

< 2||ul[zr(r)

Tomemos

v(x):{ uw'(x) se x>0

—u/(—x) se x <0

Note que v € LP. De fato

[r@par= [ 1-wcapa s [ wpa,

0 “+o0o —+00
/ | () Pde = / | (y) Py = / o (@)Pda < oo,
0 0

—00

mas

ou seja,

/R|v(x)|pdx < .

Além disso N
w*(z) — u(0) = / o()dt,Vr € R,
0

de onde segue que u* € WH(R) e

luwre@ = llullo@ + lu @ < 2(wllea + 116 a)

< lullwrew.

Agora consideremos o caso onde [ é um intervalo limitado. Sem perda de generalidade

consideremos o intervalo I = (0, 1). Fixemos uma func¢ao n € C}(R), 0 < n < 1, tal que

U(f):{ lsex<

0sex >

N [SCRN T
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Dado uma fungao f definida em (0,1), seja

2o flx),se0 <z <1
f(:v)—{ 0, sex>1

Precisaremos da seguinte afirmacao

Afirmagao 2.1. Seja u € WHP(I). Entao
ni € WH(0,400) e (ni) = n't + nu'.

Seja ¢ € C1((0,400)), entao

“+o00 1 1
/ nug' = / nuy’ = / ul(ne) —n'¢]
0 0 0

1 1
= —/ U’nw—/ un'e ja que np € C1((0,1))
0 0

1
= —/ (u'n+un')ep.
0

ficando assim demonstrada a afirmagao. Voltando a prova do teorema, dado u € W?P([)

escrevennos

u=mnu-+ (1—nu.

A fungao nu é a primeira extensao para (0, +00) pela nu e em seguida extendendo a toda reta real

pela reflexao. Desta forma obtemos uma fun¢ao v; € W'?(R) que estende nu e tal que

||U1HL”(R) < 2||“||LP(I)7 HU1||W1’P(R) < CHUHWLP(I)

onde ¢ depende de ||7/||. Procedendo do mesmo modo com (1—n)u, ou seja, primeiro estendendo
para (—oo, 1) por 0 e entao estendendo para toda a reta real por reflexdo(desta vez sobre o ponto
1, ndo no ponto 0). Desta forma, obtemos uma fun¢ao v, € W'?(R), que extende (1 — n)u e

satisfaz

vallzr®y < 2llv2llzery,  vallwre@ < cllvallwrrem

Entao definindo Pu = v, + vo, tal aplicacao satisfaz as condi¢oes do teorema, ficando assim

demonstrado o resultado. O]

Certas propriedades de funcoes C! permanecem verdadeiras para funcoes em WP, E
conveniente estabelecer estas propriedades por um argumento de densidade com base nos seguintes

resultados.
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Teorema 2.6 (Densidade). Seja u € WYP(I) com 1 < p < oo. FEntao exite uma sequéncia
(u,) € CX(R) tal que w,|r — u em WHP(T).

Observagao 2.8. Em geral, nio ha sequéncia (u,) € C(I) tal que u, — u em WHP(I). Isso
esta em contraste com os espacos LP onde para cada func¢iao uw € LP(I) ezxiste uma sequéncia

(un) € C(I) tal que u, — u em LP(I).

Demonstrag¢ao. Podemos sempre supor I = R; caso contrario estenderemos u para uma funcao

pertecente a W'P?(R) pelo Teorema 2.5. Usaremos um técnica bésica de convolugao e cut-off.

(a) Convolugao

Precisamos do seguinte lema

Lema 2.3. Seja p € LY(R) e v € WH(R) com 1 < p < co. Entao
pxv € WH(R) e (pxv) =px/

Demonstragao. Primeiramente suponhamos que p tenha suporte compacto. Sabemos pelo

Teorema 1.15 que pxv € LP(R). Seja ¢ € C}(R); pelos Teoremas 1.16 e 1.20 obtemos

Jesve = [o=) = [wpwer = [viee) == [(r=e)p

Dai obtemos que

pxv WM e (pxv) =pxv.

Se p nao tem suporte compacto, pelo Corolario 1.1, introduzimos uma sequéncia (p,) de C.(R) tal

que p, — p em L'(R) . Dai segue que
pnxv €EWP(R) e (p,*v) = p, 0.

Mas p, *v — p*v em LP(R) e p, xv" — pxv' em LP(R) pelo Teorema 1.15, entdo concluimos

com a ajuda da observacao 2.3 que

prve WH(R) e (pxv) =pxv.

(b) Cut-off
Fixada uma fun¢iao ¢ € C*(R) talque 0 < (< 1le

C(JU):{ 1, se |z| <1

0, se |z| > 2
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defina a sequéncia

Gu(z) =¢ (%) , paran=1,2,3...

Segue facilmente pelo Teorema da Convergéncia Dominada que se uma fungao f pertence LP(R)
com 1 <p < oo, entao (,f — f em LP(R).
(c) Conclusao

Escolha uma sequéncia regularizante (p,). Afirmamos que a sequéncia u,, = (,(p,*u) converge
para u € W'?(R). Primeiramente mostraremos que ||u, — ul|, — 0.

De fato,
Up — U= Co(pnxu) —u = Gl(pnxu) —u) + (Guu — u),

e assim

[t — ullp < lon*w = ullp + [[Guw — ull, = 0.
Em seguida, pelo Lema 2.3 obtemos
Uy, = G (pn x u) + Calpn x ).

Portanto,

v, = wll,

IN

16 (on * W)l + 11Gn(on * ') — vl

Cc
el A+ llpn x u” =l + (|G’ = w'll, = 0,

IN

onde ¢ = ||¢’|| -

O proximo resultado é um importante prototipo para as Desigualdades de Sobolev.
Teorema 2.7. Eziste uma constante ¢ dependendo de |I| < oo tal que

(1) |ullery < ellullwrem, Vu € WH(I),V1 < p < oc.

Em outras palavras, WYP(I) estd imerso continuamente em L>®(I) para todo 1 < p < oo.

Mais ainda, se I for limitado entao
(2) A imersao W'P(I) C C(I) é compacta para todo 1 < p < oo.
(3) A imersao WH(I) € LY(I) é compacta para todo 1 < q < oc.

Demonstrag¢ao. Comegaremos provando (1) para I = R pois o caso geral segue deste pelo Teorema
2.5. Sejav € C}(R) se 1 <p < ooe G(s)=|s]PLs.
A fungao w = G(v) pertence a C}(R) e

w =G (v)v = plo|P~
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Assim, para x € R, obtemos

e pela Desigualdade de Hélder, obtemos
o) P < pllvllp= V']l

Dai podemos concluir que
[v]loe < cllv]lwra, Vo € C:(R), (2.5)

onde ¢ é uma constante universal que independe de p. Utilizaremos a seguir alguns argumentos
de densidade. Seja u € WP(R), entdo existe uma sequéncia (u,) C C}(R) tal que u, — u em
WHP(R) pelo Terorema 2.6. Aplicando (2.5) vemos que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em

L>*(R). Assim u,, — u em L*(R) e obtemos (1).

Agora provaremos (2) Seja H a bola unitaria em W'P(I) com 1 < p < co. Para u € H temos

u(z) —u(y)| =

/ UI(t)dt’ < ||U,||p|l'—y|i < |37_?J|§aV$ay€I
y
Segue entao do Teorama de Ascoli-Arzela que H tem fecho compacto em C(I).

Prova de (3): Seja H a bola unitéria em W!(I). Seja P o operador extensiao do Teorema 2.5 e
tome F = P(H) de modo que H = F|;. Provaremos que H tem fecho compacto em LI(I), para
todo 1 < ¢ < oo aplicando o Teorema (4.26). Claramente F ¢é limitado em W!?(R), portanto F
¢ também limitado em L4(R), uma vez que ¢ limitado tanto em L!'(R) quanto em L*°(R). Vamos

agora verificar a hipétese do Teorema de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, isto é,
Illiir(l) |7nf — fll =0 unifomemente em f € F
Pela Teorema 2.4 temos, para cada f € F,
|70 f = fllorw) < 1R ) < clhl,
como F é uma subconjunto limitado de W (R). Temos
I f = fllfam) < CIFlze@) ™ Imnf — Fllore < clhl

e consequentemente

1
|70 f = fllam) < clh|q,
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onde ¢ independe de f o resultado segue desde que ¢ # oo 0

Observagao 2.9. A imerao WH(I) C C(I) é continua mas nunca compacta, mesmo que o
intervalo seja limitado. Entretanto se (u,) é uma sequéncia limitada de WV(I), existe uma
subsequéncia (uy,) tal que u,, (z) converge para todo x € I. Quando I é ilimitado e 1 < p < oo,
sabemos que a imersao WVL(I) é continua porém essa imersao nunca é compacta. No entanto,
se (u,) € uma sequéncia limitada em WP(I) com 1 < p < oo, ewiste um subsequéncia (u,,) e

alguma v € WHP(I) tal que u,, — u em L>(J) para cada subconjunto J limitado de intervalo I.

Observacao 2.10. Sejam I um intervalo limitado, 1 < p < oo el < g < oo. Pelo teorema 2.1 e

por (1) podemos ver facilmente que a norma
ulll = [[u'll, + [Jull,

é equivalente a norma de WhP(I).

Observacgao 2.11. Seja I um intervalo ilimitado. Seja u € WP(I), entio u € Li(I) para todo
q € [p, o0] visto que

[l < e,
I
Mais geralmente u nao pertence a LP(I) para q € [1,p).

Corolario 2.1. Suponha que I é um intervalo ilimitado e u € WHP(I) com 1 < p < oo. Entio

lim wu(x) = 0.
zel
|z|—o00

Demonstragao. Pelo Teorema 2.6 existe uma sequéncia (u,,) em C!(R) tal que u,, — u em WP(T).
Afirmamos de (1) que ||u, —u|[z) — 0. De fato, dado € > 0 escolhemos n suficientemente grande

tal que ||u, —ulpr) < e. Para |z| grande u,(x) = 0 desde que u,, € C(R) e assim |u(z)| <e. O

Corolario 2.2 (Regra do Produto). Sejam u,v € WHP(I) com 1 < p < oo. Entao

uv € WHP(I)

(wv) = u'v +uv'. (2.6)

Além disso abtemos a formiila da integral por partes

/93 w'v = u(x)v(z) — u(y)v(y) — /ff w', Va,y € I. (2.7)
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Demonstrag¢ao. Primeiramente lembremos que u € L*, pelo Teorema 2.7 e dai uwv € LP. Para
mostrarmos que (uv)’ € LP, comegaremos com o caso 1 < p < co. Sejam (uy,) e (v,) sequéncias em
CHR) tal que u,|; — v e v, — v em WIP(I). Assim u,|; — u e v, — v em L>®(I) e, novamente

pelo Teorema 2.7, segue que u,v, — uv em L*°(I) e também em LP(I). Dai temos
(Unvn) = U, vy + upv), = v'v +uv em LP(I).

Aplicando a Obsevagao 2.3 para a sequéncia (u,v,), concluimos que uv € WhP(I).
Para o caso em que p = oo, sejam u,v € W'P(I). Assim uwv € L>®(I) e v+ wv’ € L>(I).
Resta-nos mostrar que

/uvcp’ =— /(u/v +uv')p, Vo € CHI).
I I

Para isso, fixemos um intervalo aberto J C I tal que suppp C J. Assim u,v € W?(J) para todo

p < oo e pelo que acabamos de mostrar

/ump’ =— /(u’v +uv')p,

J J

/uw' =— /(u’v + uv')p.
I I

Por fim integrando (2.6) obtemos (2.7). O

logo

Corolario 2.3 (Derivada da composigao). Seja G € CL(R) tal que G(0) = 0, e sejau € WHP(I)
com 1 <p<oo. Entao

GoueWH(I) e (Gou) = (G ou

Demonstragao. Seja M = ||u]|l. Como G(0) = 0, existe uma constante ¢ tal que |G(s)| < c|s]
para todo s € [—M,+M]. Assim |G o u| < c|u| donde segue que G ou € LP(I). Analogamente

mosta-se que (G’ ou)u’ € LP(I). Resta-nos mostrar que

/I(G ou)y = — /I(G’ ou)u'p, ¢ €C (2.8)

Primeiramente suponha o caso em que 1 < p < co. Entdo existe uma sequéncia (u,) de C}(R
tal que u,|; — w em W'P(I) e também em L>®(I). Assim (G ou,)l; = Gowuem L>®(I) e
(G o up)u!, = (G’ ou)u’ em LP(I). Pelas propriedades das fung¢oes C! obtemos (2.8).

Para o caso em que p = oo procedemos de maneira andloga ao que foi feito na prova do

corolario anterior. n
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2.1 O Espaco de Sobolev W™?

Definigao 2.2. Dado um inteiro m > 2 e um real 1 < p < 0o definimos por indu¢ao o espaco
W™P([) = {u € WP/ ¢ WP},
Definimos também
H™(I) = W™(I).

E de facil verificagio que uw € W™P(I) se, e somente se, existem m funcées gi, ga, ..., gm € LP(I)

tal que

[upie= (-1 [govp x5 =123,
I

I
onde D’ denota a j-ésima derivada de ¢. Podemos assim considerar as derivadas sucessivas
de u. v = g1, (W) = go,..., até ordem m. Vamos denotd-las por Du, D*u,...,D™u. O espago

Wm™P(I) serd dotado com a norma

lullwmoy = llully + D [1D%ull,,

a=1

e 0 espaco H™(I) serd dotado com o produto por escalar

(u, v)ygm = (u,v)r2 + Z(Do‘u,D“v)Lz = /uv + Z/Do‘uDo‘fu
I iy

a=1

Podemos verificar que a norma ||||ym» é equivalente a norma
Il =l + D™ ullp.

Mais precisamente prova-se que para cada 7, 1 < 7 < m—1 e para cada € > (0 existe uma constante

¢ dependendo de € e de |I| < oo tal que
D7 ull, < ell D™l + cllully, Yu € W™(1).

Podemos estender para o espaco W™P todas as propriedade contruidas para WP,

2.2 O espaco W,”

Defini¢io 2.3. Dado 1 < p < oo, denotaremos por WyP(I) o fecho de CH(I) em W'P(I).
Denotaremos também

Hy(I) = Wy*(I).
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Podemos ainda introduzir ao espaco Wol’p a norma de W'(I) e de maneira andloga
introduzimos ao espaco H{(I) o produto por escalar de H'(I). Observe que o espaco Wp™* é
um espago de Banach separavel. Mais ainda, é reflexivo se 1 < p < oo. O espago de Hilbert H} é

separavel.

Observacdo 2.12. Quando I = R sabemos que C:(R) é denso em W'P(R), pelo Teorema 2.6 e
portanto

Wy (R) = WHP(R).
Observacgao 2.13. Utilizando uma sequéncia reqularizante (p,) € facil verificar que
1. C=(I) € denso em Wy (I)
2. Sewe WH(I)NC(I) entio u € WyP(I)
O proximo resultado caracteriza as fungoes em Wol’p(l).
Teorema 2.8. Seja u € W'P(I). Entio u € WyP(I) se, e somente se u =0 em OI.

Demonstragio. Se u € Wy (I), existe uma sequéncia (u,) em C!(I) tal que u, — u em WhP(I).
Portanto u, — u uniformemente em I e em consequéncia disso u = 0 em 9I. Reciprocamente

seja u € WLP(I) tal que u = 0 em 9I. Fixada uma funcao G € C'(R) tal que

G(t):{0se|t|§1

tselt| >2

G < i,V €R,

consirede wu,, = %G(nu), pelo Corolario 2.3 temos que u, € WP(I). e ainda

1
suppu, C {x € I tal que |u(x)| > —} :
n

Assim suppu,, ¢ um subconjunto compacto de I e utilizando o fato que u = 0 em 97 e u(x) — 0
quando || — oo, € I. Portanto u, € WyP(I) pelo que vimos na Observacio 2.13. Para
finalizar é facil ver que u, — w em WP(I) pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Portanto

u e WyP(I). O

~ . . 1
Observacgao 2.14. O Teorema anterior explica o papel central desempenhado pelo espago Wy (1)
nas equacgoes diferenciais parciais pois sao muitas vezes associados a estas equacgoes condigoes de

fronteira.

- . . ~ - 1
Observagao 2.15. Vamos mencionar duas outras caracterizagoes das funcgoes em Wy™.
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1. Seja 1 < p< oo esejau € LP(I). Definimos u por

- u(x), sex €l
u(z) =
0, sexeR—1,

entio u € WyP(I) se, e somente se @ € Wy (R)

2. Sejal <p<ooesejauc LP(I). Entio u pertence a WyP(I) se, e somente se existe uma

S
1

Teorema 2.9 (Desigualdade de Poincaré). Suponha I uma intervalo limitado. Entao existe

constante c tal que

< CHSDHLP’(I),VSO € C,(R).

uma constante ¢ dependendo de |I| < oo tal que
lullwrngy < ellellogy, Yu € WeP (1) (2.9)

Demonstragio. Seja u € Wy P(I) com I = (a,b), onde u(a) = 0, temos

u(@)] = [u(z) = u(a)| =

/ Ul(t)dt‘ S HU,HLl([).

Assim ||| gy < ||| o1y € (2.9) segue da Desigualdade de Hélder. O

Observagao 2.16. Se I ¢ limitado, a expressio (u',v')2(r) = [, u'v" define um produto escalar

em H{(I) a norma associada, isto é ||u'||12(r), € equivalente a norma em H'(I).

Observagao 2.17. Dado um inteiro m > 2 e um real 1 < p < 0o o0 espago WiP(I) € o fecho de
C"(I) em W™P(I). Dai vemos que

WP(I) = {u € W™P(I) tal que u = Du = D*u=...= D" 'u=0 em OI}.
€ essencial notar a distin¢ao entre

WP(I) = {u € W™P(I) tal que u= Du =0 em OI}

W2 (1) N WP (I) = {u € W*P(I) tal que u =0 em OI}

2.3 O Dual de W, ”(I)

O dual de espaco W, (I) com 1 < p < 0o é denotado por W1P((I) e o espaco dual de H} (1)
¢ denotado por H!(I).
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Sabemos que é possivel identificar L? com o seu dual, mas nio ¢ possivel identificarmos H}

com o seu dual. Obteremos, na verdade,
HycL*Cc H",

onde estas imersoes sao continuas e densas.

Se [ for um intervalo limitado temos
Wy? c L> c W™ para todo 1 < p < oo

com imersoes continuas.

Se [ for um intervalo limitado temos apenas
WP c L* c W™ paratodo 1< p <2

com imersoes continuas.
— / .y ~ ~ / .
Os elementos de W~1"" podem ser representados com a utilizacio das funcoes em LP. Mais

precisamente, obtemos o seguinte resultado

Teorema 2.10. Seja '€ W=YP(I). Entao existem duas funcoes fo, fi € LY (I) tais que

(F,u)—/Ifou—i-/lflu',VuEWOl’p(I)

[ lw—rr ) = max{|[ foll o (1) [1Fll o 1y}

Quando I € limitado e podemos tomar fo = 0.
Demonstragao. Considere o espago produto £ = LP(I) x LP(I) com a norma
12]] = Nholl ey + [Pl o(ry onde b = [ho, bu]
Definimos a aplicagao
T:WyP(I) = E
w > [u, u']

¢ uma isometria de W,?(I) em E. O conjunto G = T(W,"(I)) dotado com a norma de E e
S =T":G = W,;P(I). A aplicacio h € G — (F,Sh) é um funcional linear continuo em G.
Pelo Teorema de Hanh-Banach, podemos estendé-lo a um funcional continuo ¢ para todo E com
||

g = ||F||. Pelo Teorema da Representagdo de Riesz nos sabemos que exitem duas fungoes

41



Notacdes

< ’ > /If /I ’ [ ? ]

E facil verificar que ||®||z- = max{|| foll .1y, [l /1l (1)} € temos também

<(I),TU> = <F, 'LL> = /fou + /flu',Vu € WOLP([)
I I
Quando I ¢ limitado o espaco W, *(I) pode ser equipado com a norma ||| Lr(ry como no Teorema
2.9. ]

Observacao 2.18. As funcoes fy e fi nao sao as inicas determinadas por F'.

Observagao 2.19. O clemente F' € W=1P(I) é usualmente identificado com a distribuicao fo— f]

que por defini¢ao é um funcional linear uw— [, fou+ [, fiu’ em C(I).

Observacao 2.20. A primeira afirmacao do teorema anterior também vale para o funcional linear
continuo em WP(I) para 1 < p < oo, isto €, cada funcional linear continuo F em WP pode ser

representado por

(F,u) :/fou—ir/flu’,Vuer’p,
I I

para algumas funcoes fo, f1 € L' (I).
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CAPITULO 3

APLICACOES

Neste capitulo utilizaremos os passos descritos na motivacao do capitulo anterior como um
guia para a resulucao de problemas interessantes em equacoes diferenciais. A técnica utilizada a

seguir serd basicamente a mesma, com algumas diferencas sutis, porém bastante relevantes.

Aplicagao 3.1. Consideremos o problema

{ —u"+u=f em I=(0,1)efe LX) (3.1)

uw(0) =u(l)=0

Defini¢do 3.1. Uma solugao cldssica de (3.1) é uma fun¢io u € C*(I) satisfazendo (3.1) no

sentido usual. Uma solugdo fraca de (3.1) é uma funcio u € HY(I) satisfazendo

/u’v’+/uv:/fv,Vv€Hé(I).
I I I

Ezxisténcia e Unicidade

Considere o espago de Hilbert H(I) munido com o produto interno:

(u,v) g = /u’v’—k/uw,
I I

e seja o : Hy(I) — R funcional linear e continuo dado por ¢(v) = [, fv. Como Hi(I) é Hilbert,

aplicando o Teorema da representacio de Riesz existe vinico uw € H(I) tal que

p(v) = (u,0) 1,
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ou seja,

/va = /Iu’v’+/luv, Vv € Hy (1), (3.2)

ou seja, u € solugao fraca do problema (3.1). Note que, pela constru¢ao acima u € unica solu¢ao

fraca do problema.

Regularidade
Note que se f € L? e u € H} é solugao fraca entio uw € H%. De fato, observe que a igualdade

(3.2) € vdlida para toda v € Hy(I) dai vale para toda v € CX(I), ou seja,

/Iu’v’ = /I(f—u)v, Vo e CHI).

e assim, como f —u € L?, seque que f —u=u" eu' € H', ou seja, u € H>.

Se, mais ainda, assumirmos que f € C(I), entdo a solucdo fraca pertence a C*(I). De fato,
observe que (u') = f —u € C(I), portanto, pela Observacio 2.6, v' € CY(I) e, pelo mesmo
argumento, u € C*(I), ou seja a solugdo fraca e de classe C*(I). Precisamos agora mostrar que
u € solucao classica.

De fato, como u € C*(I) e u(0) = u(1) = 0 e satisfaz (3.1), utilizando integracdo por partes

obtemos

b
/ (=" +u— flo =0, Yo e C/(I).

Portanto, pelo Coroldrio 1.2, seque que
—u"+u=feml,

e portanto u € solucao cldssica do problema desde que u € 02(]_).

Se f € H¥(I), com k um inteiro maior ou igual a 1, é facil verificar por indugio que a solucio
da equagdo pertence a H*2(1).
O método descrito anteriormente é extremamente flexivel e pode ser adaptado para uma grande

diversidade de problemas, como faremos a seguir.
Aplicacao 3.2. Considere o sequinte problema nao homogéneo com condi¢oes de Dirichlet.

{ —u'tu=f em I=(0,1) (3.3)

u(0) = o, u(l) = 8
com «, B € R dadas e f € L*(I).

Fizemos uma fun¢ao ug tal que ug(0) = o e ug(l) = . Considerando a aplicagao u = u — uy,
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temos que u satisfaz (3.3) se, e somente, se u satisfaz

{_ﬁ//+ﬁ:f+ug—u0 em [:(071) (3.4)

(0) = 1=a(1) =0

Reduzimos o nosso problema inicial as condi¢oes da Aplicagao 3.1, dai seque que 3.4 possui solu¢ao.

Aplicacao 3.3. Consideramos agora o caso geral

u(0) =u(1l)=0

onde p € CY(I), g € C1(I), r € C(I)e f € L*(I) sao dados, com p(z) > o, Vo € I, > 0. Seu ¢é

uma solugao cldssica de (3.5) temos

/pu’v'+/7“u”u+/quv—/fv,Vv € Hj.
I I I I
e
a(u,v) = /pu’v’+/ru’v+/quv,
I I I

uma forma bilinear continua. Em geral, esta forma nao é simétrica. Porém vamos recuperar sua

Considere o espago H}(I)

simetria como seque.

Considere R a primitiva de zﬁa e seja ¢ = exp(—R). Multiplicando a equacao (3.5) por ¢ obtemos

— (pu” — (i’ + (ru’ + Cqu = (f, (3.6)
desde que ('p+ (r = 0. Note que

—(Cpu') = —Cpugc(p'u’ + pu”)
— _C/pul . Cp,u/ . Cpu/l
— Cru/ o Cp/u/ _ Cpu".

Entao obtemos de (3.6) que
= (Cp') + Cqu = f. (3.7)

Definimos em H{ a forma bilinear simétrica continua, como no exemplo anterior

a(u,v) = /ICpu’v’~l—/ICquv.
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De maneira andlogo ao que fizemos usando o Teorema de Representacao de Riesz garantimos
existéncia e unicidade de solugao para o problema (3.7) e, consequentemente, para o problema

inicial.

Aplicagao 3.4. Considere o problema homogéneo com condi¢oes de Neumann.

(3.8)

{—u”—i—u:f em I=1(0,1)
W(0)=a, u(l)=p

com «a, 8 € R e f uma func¢ao dada.

Se u € uma solucao fraca de (3.8) temos
/u’v’ + /uv = /fv — av(0) + Bu(1),Yv € H'(I).
I I I

Trabalharemos no espago H(I) pois, a priori, nio temos qualquer informagao sobre u(0) e u(1).
Considere ¢ : H'(I) — R definido por p(v) = [, fv. Como H' é Hilbert, aplicando o Teorema

da Representagdo de Riesz existe um tinico u € H*(I) tal que

ou seja,

/fv:/u’v’~l—/uv,Vv€h1(I),
I I I

isto €, u é uma solugdo fraca de (3.8). De (3.8) seque, como anteriormente, que u € H?(I).

Usando a identidade (3.8) novamente obtemos

—/u"v%—u'v‘;—l—/uv:/fv,‘v’vGHl,

/(—u” +u' — flv+u/ (1)v(l) — ' (0)v(0) =0,YVv € H'. (3.9)

ou seja,

De (3.9) temos
/(—u” +u' — flv=0Yve H(I),

pelo Coroldrio 1.2 obtemos —u" +u = f, e retornando a (3.9) seque que

u'(1)v(1) — ' (0)v(0) = 0,Vv € H'.

e desde que v(0) e v(1) sao arbitrarios, deduzimos que u'(0) = u'(1) = 0.
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Aplicacgao 3.5 (O problema de valor de fronteira em R). Considere o problema

"
_ — om R
{ u'tu=f em R, (3.10)

u(z) =0 com |x| — oo,

com f € L*(R). Uma solugao cldssica de (3.10) é uma func¢io u € C*(R) satisfazendo (3.10) no

sentido usual. Uma solugdo fraca de (3.10) é uma funcio u € H'(R) satisfazendo

/u'v’—l—/uv:/fv,VvEHl(R).
R R R

Temos primeiramente que provar que qualquer solucao classica uw € uma solu¢ao fraca; vamos
verificar primeiro que u € H'(R). Tomemos uma sequéncia ((,) de fungao cut-off como na prova

do Teorema 2.6. Multiplicando (3.10) por (,u, seque que

/Ru’(v’u)anL/Ru%Cn :/Rfvu(n

e integrando por partes, obtemos

/RU/(CnU""GzU)"’/RCan Z/RCnfU,

/ch(u’2+u2) :/R(nfqu%/Rg;{u? (3.11)

1 C
2 / u? < - u? com C = 1€" poo m)
R n n<‘x|<2n

dat deduzimos que

c

2
€ 2% Jnclol<an U 0 quando n — oo, desde que u(x) — 0 com |z| = oo.

Pela Desigualdade de Hélder, obtemos ainda a desigualdade

[aruss [e+s [ or

e assim substituindo-a em (3.11) concluimos que / Co(u?4u?) permanece limitado quando n — oo
R

e portanto u € H'(R). Assumindo que u é uma solucio classica de (3.10), temos

/Ru’v’—l—/Ruvz/Rfv,VveCcl(R). (3.12)

Por densidade (e desde que w € H*(R)) tal fato vale para todo v € H'(R). Portanto u é uma

solug¢ao fraca para (3.10). Para obtermos existéncia e unicidade da solugdo fraca é suficiente
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aplicarmos o Teorema de Representacio de Riesz mo espagco de Hilbert H'(R). Verifica-se
facilmente que a solu¢io fraca u pertence a H*(R) e além disso se f € C(R) entio u € C*(R).
Concluimos assim, usando a proposicao anterior, dado que f € L*(R) NC(R), o problema (3.10)

tem tinica solucdo cldssica que, além disso, pertence a H?*(R).

3.1 O Principio do Maximo

Teorema 3.1. Seja f € L*(I) com I = (0,1) e sejau € H*(I) a solugao do problema de Dirichlet

{ —u"+u=feml (3.13)

uw0)=a, u(l)=20.

Entao temos, para cada x € 1,
min{a,ﬁ,ir}f f} <wu(x) <max{a, ,sup f}.
I
Demonstragao. (Método de truncamento de Stampacchia)

/Iu’v’~|—/luv = /]fv,Vv € Hy(I). (3.14)

Fixemos uma fun¢ao G € C*(R) tal que

Sabemos que

1. G estritamente crescente em (0, 400),
2. G(t) =0 parat € (—o0,0].

Consideremos K = max{«, ,sup; f} e suponhamos que K < co. Mostraremos que v < K em I.

De fato, a fungao v = G(u — K) pertence a H*(I) e o mesmo para H}(I), desde que
u0)—K=a—-K<0eu(l)-K=§—-K<0.

Aplicando v em (3.14), obtemos

/u’ZG’(u—K)+/uG(u—K) :/IfG(u—K),

1 1

e somando — [, KG(u — K) a ambos os lados obtemos

/u’2G’(u—K)+/(u—K)G(u—K):/(f—K)G(u—K).

1 1 1
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Mas (f — K) <0e G(u— K) > 0, donde segue que (f — K)G(u — K) < 0, e portanto

/(U—K)G(U—K) <0.

Desde que tG(t) > 0,Vt € R a desigualdade anterior implica que (v — K)G(u — K) = 0 q.t.p.
donde segue que u < K q.t.p. em todo I, desde que u ¢é continua para todo z.
Obtemos o outro lado da desigualdade aplicando —u, ficando assim demonstrado o

resultado. O]
Corolario 3.1. Seja u uma solugao de (3.13)

1. Seu>0emdl ese f>0em I, entaou>0em I.

2. Seu=0em 0l esefe L), entao ||u| oy < ||f|lLe-

3. Se f=0em I, entio ||ul|per) < [Jullzeear)-
Demonstracao. 1. Supondo o, 8 > 0e f > 0, entao pelo teorema anterior

min{a, B,ir}f [} <wu(z),Vr em I.
Dai segue que u > 0.

2. Supondo o, =0e f € L*(I), ouseja 3 C tal que |f(z)| < C. Mas

U,([L’) S max{a,ﬁ,sup f} S max{oz,ﬁ, ||f||L°°(I)}7\v/a7 el
I

Dai segue que ||u||Loo(I) < ||f||Loo(I).

3. Supondo f =0 em [/, temos
u(r) < max{a, 3,0} = max{u(0),u(1),0} < max{|a|,|B]} = ||ullr=@r), Vo € 1.

Dai segue que ||ul|zoo(ry < ||uflzo(ar)-
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