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Resumo

Neste trabalho, faremos uma introducao a Teoria Geométrica da Medida através dos
conjuntos de perimetro finito. Usaremos fungoes de variacao limitada para defini-los e es-
tabelecer algumas de suas principais propriedades. Mostraremos que para esses conjuntos
vale uma versao generalizada do Teorema de Gauss-Green. As ideias resultantes serao

utilizadas para estabelecer uma versao do Problema de Plateau em dimensoes elevadas.

Palavras-Chave: Fungoes de Variagao Limitada, Conjuntos de Perimetro Finito, Teo-

rema de Gauss-Green.
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Abstract

In the present work, we will make an introduction to Geometric Measure Theory
trough the study of sets of finite perimeter. We will use functions of bounded variation to
define them and to study some of their main properties and then show that, for this kind
of sets, a generalazed version of the Gauss-Green Theorem follows. The resulting ideas

will then be used to stabilish a version of the Plateau Problem in higher dimensions.

Keywords: Functions of Bounded Variation, Sets of Finite Perimeter, Gauss-Green The-

oremnl.
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Introducao

A Teoria Geométrica da Medida é uma érea da Anélise que lida com a solucao de proble-
mas Geométricos via Teoria da Medida.

Sua importancia foi bastante ampliada pelo fato de vérias técnicas e ideias proveni-
entes da mesma terem se mostrados tteis em diversas outras areas da matemaética, como
Equagoes Diferenciais Parciais, Célculo Variacional e Analise Harménica.

O problema candnico que motivou o desenvolvimento da teoria é conhecido como
problema de Plateau, em homenagem ao fisico cego do século XIX conhecido por seus
experimentos com bolhas de sabao, embora tenha sido proposto inicialmente por Joseph
Louis-Lagrange em 1760.

O problema consiste em encontrar superficies minimas no R?, isto é, encontrar a
superficie de area minima dentre todas as quais estao delimitadas por uma dada curva.
As primeiras solugoes para o mesmo foram dadas independentemente por Jesse Douglas
e Tibor Rad6 em 1930, sendo os métodos empregados por ambos eram bastante distintos
um do outro. Por esse trabalho, Douglas recebeu a Medalha Fields em 1936.

No inicio dos anos 1960, foram propostas diversas extensoes do problema para dimen-
soes elevadas, ou seja, para superficies k-dimensionais em espagos de dimensao n > 3,
baseadas em novas definicoes do conceito de superficie, fronteira e area. O estudo do
problema nesse caso se mostrou uma tarefa muito mais dificil que o do problema original
resolvido por Douglas e Radd. Enquanto que para n = 3 as soluc¢oes sao sempre regulares,
descobriu-se que o mesmo nao acontece em dimensoes elevadas: sen >3 e k < n — 2,
as mesmas podem apresentar singularidades. No caso em que kK = n — 1 (ou seja, para
Hiper-Superficies de co-dimensao 1) singularidades podem ocorrer somente quando n > 8.
Para obter uma tratar do problema para superficies de codimensao maior 1, Fleming e
Federer desenvolveram a Teoria das Correntes Retificaveis . Para o caso de superficies de

codimensao 1, foi desenvolvida a Teoria dos Perimetros pelo matemético italiano Ennio
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de Giorgi .

A extensao do problema de Plateau para superficies de co-dimensao 1 como concebida
por De Giorgi se deu da seguinte forma: Partindo do Teorema de Gauss-Green clas-
sico (também conhecido como teorema de Divergéncia de Gauss), De Giorgi definiu uma
classe de conjuntos mais abrangente do que a dos abertos com fronteira de classe C* de
tal forma que, para esses conjuntos, fosse valida uma generalizacao do teorema de Gauss-
Green. Esses conjuntos ficaram conhecidos como conjuntos de perimetro localmente finito.
Em seguida, ele introduziu o conceito de fronteira reduzida de um conjunto de perimetro
localmente finito, um subconjunto da fronteira topolégica que admite um vetor normal ge-
neralizado e entao prosseguiu mostrando que a fonteira reduzida pode ser escrita, a menos
de um conjunto de perimetro nulo, como uniao enumeravel de subconjuntos compactos
de superficies de classe C!. Isso o permitiu elaborar uma nocao de hiper-superficies sem
hipéteses a priori de suavidade e formular uma versao do Problema de Plateau para tais
hiper-superficies. Por fim e de maneira surpreendente, De Giorgi provou que a solucao do
problema era uma hipersuperficie regular, a menos de um conjunto singular de medida
nula, sendo esse o primeiro grande resultado do tipo em dimensoes elevadas.

O objetivo dessa monografia é fazer um estudo introdutoério da Teoria Geométrica da
Medida através da Teoria dos Perimetros de De Giorgi, com base nos artigos [1], [2], [3]
e [4] e na referéncia [6]. Organizaremos nosso trabalho da seguinte maneira: No capitulo
1, serao expostos os conceitos e resultados preliminares. No capitulo seguinte, falaremos
sobre as Funcgoes de Variacao Limitada, as quais usaremos posteriormente para definir os
conjuntos de Perimetro Finito. Prosseguiremos provando um Teorema Estrutural essen-
cial ao nosso estudo. Finalizaremos o capitulo provando um teorema de aproximacao e
enunciando um teorema de compacidade.

No capitulo 3, introduziremos o conceito de conjunto de perimetro localmente finito e
estudaremos algumas de suas principais propriedades. Finalizaremos o mesmo provando
uma versao do Teorema de Gauss-Green para tais conjuntos. Encerraremos nosso estudo
com o capitulo 4, o qual serda bastante breve. Nele usaremos o conceito de conjunto
de perimetro localmente finito para definir uma nocao "enfraquecida"de hipersuperficie
e elaboraremos uma versao do Problema de Plateau para as mesmas. Finalizaremos

enunciaremos um resultado acerca da regularidade das solugoes do referido problema.

1X



Capitulo 1

Preliminares

O proposito desse capitulo é o de apresentar o minimo necessario para se compreender os
capitulos posteriores. Interessados nas provas dos resultados podem consultar as referen-

cias [6] e [8].

1.1 Medidas e Funcoes Mensuraveis

1.1.1 Medidas

Defini¢ao 1.1.1. Seja X um conjunto ndo vazio e denote por 2% o conjunto de suas

partes. Uma aplicagao u : 2% — [0, 00] é dita uma Medida em X quando

entao

Definicao 1.1.2. Seja p uma medida em X e C' C X. Entao u restrita a C, denotada

por

pl C



¢ a medida definida como sendo
(L C)(A) := u(ANC), para todo A C X.

Definicao 1.1.3. Um conjunto A C X é dito p -mensuravel se para cada conjunto
B C X temos sempre
u(B) = p(BNA)+ pu(B - A).

Teorema 1.1.1 (Propriedades elementares das medidas). Seja p uma medida em X .

(i) Se AC B C X, entao
n(A) < u(B).

(ii) Um conjunto A € u-mensurdvel se e somente se X — A € u-mensurdvel.

(iii) Os conjuntos ) e X sao p-mensurdveis. De maneira mais geral, se p(A) =0, entao

A € p-mensurdvel.

(iv) Se C' é um subconjunto qualquer de X, entao cada conjunto p-mensurdvel é também

wl C'-mensurdvel.

Teorema 1.1.2 (Sequéncias de conjuntos mensuraveis). Seja {Ag}32, uma sequéncia de

conjuntos p-mensurdvess.
1. Os conjuntos
U Ak € m Ak
k=1 k=1
SG0 L-Mensurdvels.
2. Se os conjuntos { A}, sao disjuntos, entio
o o0
(U] - S
k=1 k=1

3. Se Al Q Ak g Ak+1..., entao



4. Se Ay D ...D A D Agyr ... e u(Ay) < oo, entdao

lim p(Ay) = <ﬂ Ak>

Teorema 1.1.3 (Teorema de Lusin). Seja p uma medida Borel reqgular em R"™ e f : R™ —
R™ p-mensurdvel. Assuma que A C R"™ € u-mensurdvel e u(A) < oo. Fize e > 0. Entdo

existe K C A compacto, tal que
(i) p(A—K) <e, e
(it) fix € continua.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Ergoroff). Seja p uma medida em R"™ e suponha que fi :
R" - R™ (k= 1,2,...,n) sejam p-mensurdveis. Se A CR"™ é u-mensurdvel, com pu(A) <
00 e

fe — f paqgtpem A
Entao para todo € > 0, existe um conjunto p-mensurdvel B C A tal que:
(i) W(A—B) <e

(ii) fr — f uniformemente em B.

1.1.2 Funcgoes Mensuraveis

Sejam X e Y espagos topoldgicos e p uma medida em X

Definicao 1.1.4.

(i) Uma fungao f: X — Y é dita g-mensuravel se para todo aberto U C Y, f~1(U) ¢

p-mensuravel.

(i) Uma fungao f : X — Y é Borel mensuravel quando f~!(U) é Borel mensuravel,

para todo aberto U C Y.

Introduziremos agora um conceito central ao nosso estudo:A integral de uma fungao

mensuravel.



1.2 Integracao
Definicao 1.2.1.

(i) Uma fungao f : X — [—o0,o0] é dita uma fungao simples se sua imagem é um

conjunto finito.

(ii) Se g é uma fungao simples e positiva, definimos a integral de g como sendo

/g dp= Y yplg™{y})

0<y<oo

(iii) Se g ¢ uma funcdo simples e p-mensuravel, definimos a integral de g como sendo

/gduz/fdu—/g‘du,

onde gt = max(f,0) e g~ = max(—f,0).
(iv) Seja f: X — [—o00,00]. Definimos a integral superior
/ f dyp = inf {/g 19> f, g simples e u — mtegrvel}

e a integral inferior
/f dp = sup {/g 19 < f, g simples e u — mtegrvel}

(v) Uma fungio p-mensuravel f : X — [—o0,00], é dita p-integravel se [~ f du =

[, f dp. Nesse caso, escrevemos

[ran=[rau=[ ran

1.2.1 Teoremas de Convergéncia

Teorema 1.2.1 (Lema de Fatou). Sejam fr : X — [0,00] fungées p-mensurdveis,

k=1,2,.... Entao
/lim inf fr, dp <lim inf/fk dpu.
k—o00 k—o0



Teorema 1.2.2 (Teorema da convergéncia monétona). Sejam f : X — [0,00] fungoes

p-mensurdveis,(k = 1,2, ....), satisfazendo

<o S fi < fepn <
Entao
lim [ fi du= / lim fr du
k—o0 k—o0

Teorema 1.2.3 (Teorema da convergéncia dominada). Assuma que g > 0 € p-integravel

e f, fx sao p-mensurdveis. Suponha também que

fe = fraqtp.

e além disso
Entao

ma/m—fmpza
k—o00

1.2.2 Medidas Produto e o Teorema de Fubini

Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios.

Definicao 1.2.2. Seja p uma medida em X e v uma medida em Y. Definimos a medida

p X v 2XY 10, 0o] pondo

(uxuxsy:nﬁ{ijﬂumy@m}

para todo S C X X Y, onde o infimo é tomado sobre todas as cole¢oes de conjuntos

p-mensuraveis A; C X e conjuntos v-mensuréaveis B; C Y (i = 1,...) tais que

Sc| |4 x B)

s

=1

A medida p x v é chamada de medida produto de y e v.

Definicao 1.2.3.



(i) Um subconjunto A C X é o-finito com respeito a p quando é possivel escrever

U
=1

onde cada By é p-mensurével e p(By) < oo para k= 1,2, ...

(ii) Uma fungdo f: X — [—00, 00| é o-finita com respeito a u quando f é y-mensurével

e {z | f(x) # 0} é o-finita com respeito a pu.
Teorema 1.2.4 (Teorema de Fubini). Seja p uma medida em X e v uma medida em Y .

(i) Entao p X v é uma medida reqular em X X Y.

(ii) Se A C X é p-mensurdvel e B CY € v-mensurdvel, entio AX B é ux v-mensurdvel
e temos

(1 x v)(A x B) = p(A)w(B).

(i1i) Se S C X X Y é o-finita em relagdo e p X v, entdo o conjunto

Sy ={y | (z,y) € S}

€ p-mensuravel para v-q.t. y,

Se={y | (zv,y) €8

¢ v-mensurdvel para p-q.t. x, p(S,) € v-integravel e v(S,) € p-integrdvel. Além
disso,

(03 0)(8) = [ ulS,) dvlo) = [ (S duo)

X

(iv) Se f € p X v-integrdvel e f é o-finita com respeito a p X v (em particular,se f é

[ X v-somdvel), entao a aplicagao

y— /Xf(x,y) dp()

€ v-integravel, e a aplicagao

T — /Yf(m,y) dv
6



€ p-integrdavel. Além disso

ey | @) dulpxr) = /[/fxy dp(x )} dv(y /foy dv(y )}du()

1.3 As medidas de Haussdorff e Lebesgue

Defini¢ao 1.3.1 (Medida de Lebesgue).

(i) A Medida de Lebesgue na reta é definida como sendo

i=1 =1

Para todo A C R.

(ii) A medida de Lebesgue n-dimensional no R™ L™ é definida indutivamente como sendo

LM=L""1x LY=L x L x .. x LY (n vezes).

Definigao 1.3.2 (Medida de Hausdorff). Seja A CR™, 0 < s < 00,0 < § < oo. Escreve-

mos
H3(A) inf{Za(s) (dlam C; ) AC UCf’ diam C; < (5}
=1
Onde
T2
)
e

¢ a fungdo Gama de Euler.

Para A e s como acima, definimos

H?(A) = im H5(A).

6—0

A medida de H® é chamada de Medida de Hausdorff s-dimensional.



1.4 Medidas de Borel e Medidas de Radon

Dada uma medida g em R", a primeira vista nao ha nada que garanta que os conjuntos
p-mensuraveis nao sao somente () e o proprio R™. Para contornar esse problema, existe
um critério bastante util, chamado de critério de Carathéodory, que garante a existéncia
de uma familia nao trivial de conjuntos p-mensuraveis do R", os chamados borelianos.

Antes de apresentarmos tal critério, precisamos de algumas definicoes.
Defini¢ao 1.4.1. Uma colecao F C 2% é dita uma o-algebra se
(i) 0,X € F
(i) Se A e F,entao X —Ae F
(iif) Se {Ap}r>1 C F, entdo Uy, Ax € F

Definicao 1.4.2. Se C C 2% & uma colecao qualquer de subconjuntos de X, a o-algebra

gerada por C e denotada por o(C) é a menor o-algebra contendo C.
Definicao 1.4.3.

(i) A o-algebra de Borel do R™ é a menor o-algebra do R™ contendo os subconjuntos

abertos do R".

(i) Uma medida em R" é chamada de medida de Borel se todo Boreliano do R™ ¢

(-mensuravel.

Teorema 1.4.1 (Critério de Carathéodory). Seja p uma medida em R™. Se para todos

A, B CR", tivermos
(AU B) = u(A) + u(B) sempre que dist(A, B) > 0,

Entao € uma medida de Borel.

Teorema 1.4.2 (Medidas de Borel e Retangulos). Sejam u e v duas medidas de Borel
finitas em R™ tais que
para todos os "Retdngulos”

R={zeR%—oc0o<a<z<b<oco(i=1..,n)}

8



Entao

para todos os conjuntos de Borel B C R".

1.4.1 Aproximacoes para medidas

O objetivo dessa secao é apresentar algumas classes de medidas que admitem, em certo
sentido a ser esclarecido mais adiante, boas aproximacgoes. Mas antes, precisamos de

algumas definigoes.
Definicao 1.4.4.

(i) Uma medida p em X é regular se para cada conjunto A C X existe um conjunto

p-mensuravel B tal que A C B e u(A) = u(B).

(ii) Uma medida g em R™ é dita Borel regular se p é de Borel e para cada A C R™,
existe um boreliano B tal que A C B e u(A) = u(B).

(ii) Uma medida p em R"™ é uma medida de Radon se é Borel regular e u(K) < oo para

cada conjunto compacto K C R™.

Uma das vantagens das medidas regulares é que algumas propriedades relacionadas
a limites, validas em geral somente para conjuntos mensuraveis, valem também para

conjuntos nao mensuraveis, como ilustra o teorema abaixo.

Teorema 1.4.3. Seja p uma medida reqular em X. Se Ay C ... C Ap C Agyq... Entao

lim p(Ay) = (U Ak> .

A seguir, mostraremos como obter medidas de Radon a partir de Medidas Borel regu-

lares.
Lemma 1.4.4. Seja p uma medida de Borel em R™ e seja B um boreliano.

(i) Se u(B) < oo, entdo para todo € > 0, existe um conjunto fechado C' tal que

CCB, (B=C)<e



(i) Se p € uma medida de Radon,entao para todo € > 0, existe um aberto U tal que
BCU, w(U-B)<e
Teorema 1.4.5. Seja 1w uma medida de Radon em R"™. Entao
(i) Para todo A C R",

pu(A) = inf{u(U); A C U,U aberto},

(ii) Para cada conjunto p-mensurdvel A C R", temos

p(A) = sup{u(K): K C A, K compacto}.

1.5 Resultados Essenciais

Os teoremas abaixo enunciados serao crucias para nosso estudo. Eles serao usados na

demonstracao de alguns dos resultados mais importantes dessa monografia.

Teorema 1.5.1 (Teorema da Diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch). Seja p uma medida

de Radon em R™ e f € L}, (R"). Entdo

loc

0 -
M (B(r.a) /BW) fdu=fiz)

para |v quase todo x.

Teorema 1.5.2 (Teorema da representagao de Riesz). Seja
L:C.(R"R") =R
Um funcional linear satisfazendo
sup{L(f) | f € Co(R",R™), [f] < L, spt(f) € K} < o0,

para cada compacto K C R™. Entao existe uma medida de Radon  em R™ e uma funcao

10



p-mensuravel o : R™ — R™ tais que

(@) =1 p gt .

L(fy=[ f-odu

Rn

para toda f € C.(R™, R™).

Teorema 1.5.3 (Teorema da extensdo de Whitney). Seja C' C R™ um conjunto fechado.
Dadas funcgoes f: C — R", d:— R", defina

fly) = fz) —d(z) - (y — )

R(y,z) == p—

,comx,ye CexFy
e para K C C compacto e § > 0, defina
pr(0) == sup{|R(z,y)|;0 < |z —y| <9, z,y € K}.
Se f,d sao continuas e para todo compacto K C C,
pr(0) = 0 quando 6 — 0, (1.1)

entdo existe uma funcio f: R™ — R tal que
(i) f ¢ de classe C',
(ii) f=f, Df =d em C.
Teorema 1.5.4. Seja U C R™ aberto.Para € > 0, defina U, como sendo
U :={z € U; dist(z,0U) > €}.

Seja n : R™ — R definida por

cexp (W;—J , selz] <1
n(x) =
0, selz|>1,

11



Com a constante ¢ sendo escolhida tal que

[ @y ar=1.

e para € > 0 defina n. : R™ — R como sendo

A n. damos o nome de mollifier padrao. Para f € L*(R™) e x € U,, considere

fia) = fende) = [ e =) f) dy.

Entao
(i) Para todo € >0, f© e C*(U,).

(ii) Se f é continua em U, entao
o= f
uniformemente em subconjuntos compactos de U.

(iii) f€— f em L} (U).

loc

Teorema 1.5.5 (Teorema de Recobrimento de Vitali). Para B = B(x,r) bola fechada,
denote por B* a bola fechada B(x,5r). Se F € uma familia nao degenerada de bolas

fechadas em R™, com

sup{diam B; B € F} < o0,

entao existe uma sub-colecao enumerdvel G de F, consistindo de elementos dois a dois

disjuntos, tais que

UBclB.

BeF Beg
Teorema 1.5.6 (Desigualdades Isoperimétricas). Seja E um conjunto limitado de peri-

metro finito em R™.

(i) Temos

S|=

LM(E)"n < CY|OE||(R™),
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(ii) e para cada bola B(x,r) C R",
min{L"(B(z,r) N E), L"(B(z,r) — E)}'"% < 2CY||0E||((B(z,)).

Sendo ultima desigualdade € conhecida como desigualdade isoperimétrica relativa.
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Capitulo 2

Funcoes de Variacao Limitada

O proposito desse capitulo é o de apresentar a classe de fun¢ées conhecida como Fungoes
de Variacao Limitada e estudar algumas de suas principais propriedades. No préximo
capitulo, usaremos esses resultados para definir e estudar os conjuntos de perimetro lo-

calmente finito, objeto central do nosso estudo.

2.1 Definicoes

Definigao 2.1.1. Uma fun¢ao f € L'(U) ¢é dita de variacao limitada se

IDSI|(U) := sup {/deivqb dz | ¢ € CHUSR"), 6] < 1} < oo

Denotaremos por BV (U) o espaco das fungoes de variagao limitada em U.

Defini¢ao 2.1.2. Uma fungao f € L}, (U) é dita localmente de variagdao limitada em U

Se

10511 i=sup{ [ faivo do | 6 € CHViRY ol <1} < o0

para todo aberto V' CC U. Denotaremos por BV,,.(U) o espago das fungoes localmente

de variagao limitada.

Teorema 2.1.1. Seja U C R™ aberto. Entao BV (U) munido da norma

I lsvw) + 1wy = IDAIU), feBV(U)

E um espaco de Banach.
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2.2 O Teorema Estrutural para Funcoes de Variacao
Limitada

Teorema 2.2.1 (Teorema estrutural para fungoes BVi..). Seja f € BV.(U). Entao

existem uma medida de Radon p em U e uma fungao p-mensurdvel
o:U—R"

tais que

(i) lo(z)] =1 p-q.t.p.

(ii) Para todo ¢ € CH(U;R"), temos

/deivgbdx:—/Uqﬁ-adu

Demonstragdo. Defina o funcional linear L : C}(U; R™) — R" pondo

L(¢)=—/U¢'adu

para todo ¢ € CH(U;R"). Visto que f € BVj,.(U), para todo V CC U, existe C(V) > 0

tal que
sup { [ saivo drs o€ CHviRY, 10| < 1} <o)
1%

Consequentemente,

1L(¢)] < C(V)|¢l]1w (2.1)

para todo ¢ € CH(U;R™).

Seja K C U um compacto qualquer e V um aberto tal que K C V CC U. Para todo
¢ € CHU;R") com spt ¢ C K, escolha ¢, € CHU;R"), (k = 1,...,) tal que ¢, — ¢
uniformemente em V.

Defina
I(¢) = k}g{}o L(¢x)

Pela desigualdade (3.1), esse limite existe e é independente da escolha da sequéncia

{pr}32, convergindo a ¢. Pelo Teorema de Hanh-Banach, existe uma tnica extensao

15



linear continua de L

L*: C’Cl(U;R") — R"

tal que
sup{|L(¢)| | ¢ € CL(U;R"), |¢] < 1, spt ¢ € K} < 00

para todo K C U compacto. Por fim, basta aplicar o Teorema 1.5.2 para completar

prova. O

A medida p no teorema 2.2.1 seré denotada por ||Df||. A esta medida damos o nome
de medida de variagao de f em U. Uma das propriedades mais importantes das fungoes de
variacao limitada serda demonstrada abaixo. Ela implica, em particular , que o perimetro

de um conjunto serd uma fun¢ao semi-continua inferiormente.

Teorema 2.2.2 (Semi-continuidade inferior para medidas de varia¢ao). Seja { fi}7>, uma

sequéncia em BV (U) e suponha que
fe — f em Ly, (U).

Entao

IDAIW) < limin [ DA ().

Demonstragdo. Seja ¢ € CH{U;R™), |¢| < 1. Entao

/fdiv¢ de = lim/fkdivgﬁ de = — lim/qb-ak d||D fi|| < liminf || D fi||(U).
U k—oo Jir k—oo [ir k—o0

Portanto,

ID£11) =suw { [ faivo ar | o e CHviR ol < 1} < it 1D A](0)

2.3 Aproximacao por funcoes C'*

Teorema 2.3.1 (Aproximagao por fungdes C*). Seja f € BV (U). Entao existe uma
sequéncia f, € BV (U)NC>®(U) tal que

16



(i) fr — f em LYU).
(i) ||D fil [(U) = [IDf[|(U) quando k — oo.

Demonstracao. Seja € > 0 e escolha m inteiro positivo grande o suficiente de maneira que

o conjunto Uy := {x € U | dist(z,0U) > m+Lk seja tal que ||Df(U — Ug)|| < €. Seja

Ay =U, A, = Upy1 — Uy (k= 2,3,...). Considere {£,}°, uma parti¢do da unidade
subordinada a {4y}, isto é, & € C®(A4),0 < & <1, >, & = 1 em U. Fixe um
mollifier 7 tal que n >0, n € C(A;), fA1 n dxr = 1. Para cada k, escolha ¢ tal que

Spt(nk * (ffk)) C Ukyoa — Ui—2 (U—1 = @),

[ w760 — feadar <
U

/ |T/€k * (fD§k> - fDékldx < i’
U

e defina fo = 357, 1, * (f&). Entao f € C=W), |If = fllpw) < e e |[[DfI|(U) <
liminf e —||Df||(U) . Isso prova (i). Seja ¢ € C}(U;R"), com |¢| < 1. Temos que

/Ufedivqﬁ dr = ;/Umk x (f&)divode
- ; /U fdiv(ének * ¢)dx

-3 /U FAiv(€men * ¢)dudr — / F(VEs -y * B
— I I

Observe que

11l =

/U faiv(ema oy + 3 /U J div(un., * ¢) da

< |IDFINU) + Y D FII(A) (2.2)

< [[DSIIU) + 3] Df]]
< [[DFIIU) + 3¢,
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15| = J(VE& - ne, x 0) dx
2 ;/U k

3 2.3
= Z/ ¢ (e, * [VE) — [VE] da (2.3)
k=1"U
< e.
Sendo assim, segue das desigualdades 2.2 e 2.3 que
/ fedive dz < ||Df||(U) + 4e. (2.4)
U

Tomando o supremo sobre todos os ¢ € C}(U;R"™) tais que |¢| < 1 na desigualdade 2.4,

obtemos

IDFU) < NIDFIIU) + 4e. (2.5)

Isso prova (ii). O

2.4 Teorema de Compacidade

O teorema abaixo serd necessirio para provar, no proximo capitulo, a existéncia de pla-
nos tangentes assintoticos para conjunto de perimetro localmente finito e na prova da

existéncia de conjuntos de fronteira minima.

Teorema 2.4.1 (Compacidade fraca para fungoes de variagao limitada). Seja U C R”

aberto e limitado, com fronteira de Lipchitsz OU. Assuma que {fp}32, € uma sequéncia

em BV (U) satisfazendo

sup || fr| | Bv vy < 00

Entdo existem uma subsequéncia { fx;}52, e uma funcio f € BV(U) tais que
fe, = f em LY(U)

quando j — Q.

Demonstracao. Vamos provar o teorema primeiro para o caso em que U = R". Fixe ¢ > 0
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e considere k € N. Seja f . := fi * 1. Entao

| frel ooy < || fiellramy | |Me] | oo )y

usando a propriedade V fi . = fi * V1, temos:

|| frellzoe@ny < | fellor@e) [ Vel | oo @n)- (2.6)

Segue entdo que (fye)7>, ¢ uniformemente limitada e equicontinua. Fixe @ C R" limi-
tado. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequencia de (fy.)72; convergindo
uniformemente em 2. Por um argumento diagonal, podemos achar uma subsequencia
(k)32 tal que (fy,; )52, converge uniformemente em 2 para todo € = %, p € N. Segue
portanto que :

fimsup [ |fi ~ fy| 42" <limsup [ |fi ~ i,y de”

t,j—00 JQ i,j—oo JQ Jrp

+limsup/ | e, 2 — fr, 2| dC"
0 “p I p

1,J—00

.
Q P

,j—+00

2
< —sup || D fi[|(R").
D keN

Fazendo p tender a infinito, obtemos:

i [ 1~ il 4 =o.
i,j—00 [

Logo, (fk;)32, ¢ uma sequencia de Cauchy em L'(Q2) portanto converge para alguma
f € LY(Q). Pela semi-continuidade inferior da medida de variagao, temos f € BV (). Por
fim, por outro argumento diagonal, obtemos uma subsequencia de (f;)32, que converge
uniformemente para todo U C R"™ aberto e limitado. Isso acaba a demonstracao no caso
U=R".

Seja agora U C R™ aberto e limitado, com fronteira de Lipchitsz QU. Para cada k € N,
podemos estender fi para T f;, € BV (R") tal que T fx(R"—U) = 0¢ || D fx||(0U) = 0. Pelo
pardgrafo anterior, existem uma subsequencia {k;}32, e f € BV(R") tais que T'fy, — f

em L'(R"). Em particular, T'fy, = fi, = f em L'(U), com f € BV(U). O
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Capitulo 3

Conjuntos de Perimetro Localmente

Finito.

Nesse capitulo, introduziremos o conceito de conjunto de perimetro localmente finito e
estudaremos algumas de suas principais propriedades. Definiremos a fronteira reduzida
para um conjunto de perimetro localmente finito e apés um estudo de suas principais
propriedades, apresentamos um teorema sobre a estrutura geral da mesma. Finalizaremos
provando uma versao do Teorema de Gauss-Green para conjuntos de perimetro localmente

finito.

3.1 Definicao e Propriedades Basicas

Comecaremos essa se¢ao definindo o que sao os conjuntos de perimetro localmente finito.

Definicao 3.1.1. Um conjunto L™*-mensuravel £ C R" tem perimetro finito em U quando
xe € BV(U). Se xg € BVi,(U), dizemos que E tem perimetro localmente finito em U.
No caso em que xg € BV,.(R™), dizemos simplesmente que E tem perimetro localmente

finito. Quando xg € BV (R"), dizemos que E tem perimetro finito.

Seja E de perimetro finito em U e sejam ||Dxg|| e 0 a medida de Radon e a fungao
mensuravel, respectivamente, obtidas ao se aplicar o teorema 2.2.1 a E. Escrevemos
l|OE|| = ||DxE|| e ve = —o. Chamamos ||0E||(U) de perimetro de £ em U. Abaixo,
estao enunciadas algumas propriedades basicas dos conjuntos de perimetro localmente

finito, cuja demonstracao pode ser encontrada em |[3].
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Teorema 3.1.1. Sejam U, W abertos do R" e E, F' conjuntos L"-mensurdveis. Entdo

(i) Se U C W, entio ||0E||(U) < ||OE||(U), com a igualdade ocorrendo se e somente

se EccU.

(i) ||O(EUR)||[(U)+||O(ENF)||(U) < ||[OE||(U)+||OF||(U), com a igualdade ocorrendo

somente se dist(E, F) > 0. Em particular

10(E U E)|(U) < [[0E[|U) +[|0F[|(U).

(11i) Se L"(E) =0, entao ||0F||(U) =0, para todo aberto U C R™.

3.2 A Fronteira Reduzida

Introduziremos agora um conceito, creditado a Ennio de Georgi, referente a um subcon-
junto particular da fronteira de um conjunto E de perimetro localmente finito, a fronteira
reduzida, denotada por 0*FE. A fronteira reduzida pode ser vista como um subconjunto
da fronteira topolégica que admite um vetor normal generalizado. Esse conceito nos pos-
sibilitara obter um versao do Teorema de Gauss-Green para os conjuntos de perimetro
localmente finito, uma classe de subconjuntos do R™ mais larga que a dos abertos limi-
tados de fronteira C'. Assumiremos a partir de aqui que £ é um conjunto de perimetro

localmente finito em R".
Definicao 3.2.1. Seja x € R". Dizemos que z € 0*FE, a fronteira reduzida de F, se

(i) ||OE||(B(z,r)) > 0 para todo r > 0,

oy s I, vE dIOE
(i) lim, MW = vp(w),

(iii) |vp(x) = 1.

Lemma 3.2.1. Seja ¢ € CHR™;R™) e denote por v a normal unitdria exterior a B(z,r).

Entao para todo v € R,

/ dive dy:/ b-vg d||8E||+/ ¢-vdH"
ENB(z,r) B(z,r) ENdB(z,r)

para L' quase todo r > 0.
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Demonstracao. Seja h : R — R uma funcao C*°. Entao
/ div(he) dy = / hdive dy +/ Dh - ¢ dy. (3.1)
E E E
Assim, pelo Teorema Estrutural, temos
/ ho - vgd||OE|| = / hdive dy—l—/ Dh - ¢ dy.
Rn E E

Seja h. : R™ — R definida por
he(y) == ge(ly — =),

onde )
1, se0<s<r
9e(y) = = ser < s <€
0, ses>r+e.
\
Temos que
0, se|ly—z| <rouly—z|>r+e,
Dh6<y):
—%é’:;‘, ser<|y—z| <r+e

Seja 7, um mollifier e faga h = 7, *h. em 3.1. Tomando o limite quando €, — 0, obtemos

que

/ hed - v dI|OE]|
:/hEdivqﬁ dy+/Dh6-gbdy
FE E

1 (y—2)
= / hedive dy — — dy.
E

€ /Evﬁ{y;r<|y—ac|<r+e} |y - Z|
Pelo teorema da convergéncia dominada, he — XB(wr), Dhe — XoB(r) €m LY(R™).

Usando coordenadas polares, obtemos

(y — =) re .
/ (b-—dy:/ / ¢-vdH" ds.
En{yyr<|y—z|<r+e} ‘y - .13‘ r O0B(z,s)

Por fim, fazendo ¢ — 0, concluimos que

/ é-vp dHaEH—/ divqsdy—/ v dH" !
B(z,r) ENB(z,r) ENOB(z,r)
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Para £ quase todo r > 0. O]

O seguinte teorema nos da informagoes valiosas sobre o comportamento assintotico da

fronteira reduzida em vizinhancgas da mesma.

Lemma 3.2.2. Ezistem constantes positivas A, ..., As, dependendo somente de n, tais

que para cada v € O*F,
(i) liminf, o £BEO0E) 5 4, 5,
(ii) liminf, o £EEI=E) ~ 4, >,

WEIBENNE) - 4. <

rn—1

(117) liminf, g

(iv) limsup, _,, 2B < 4,

Y

(v) limsup,_,, "BE“(E,Ef’I>"(R”) < As.

Demonstragio. Fixe x € 0*E.Usando o lema 3.2.1, obtemos que para £' quase todo
r >0,
108 0 (B(z,r)||(R") < [|[0E||(B(z,7)|| + H"(ENOB(x,7)). (3.2)

Seja ¢ € CL(R™;R") tal que
¢ =vg(x) em B(z,r).

Aplicando o lema 3.2.1 a ¢, obtemos

0= / divedy = / ¢ - ved||OF|| +/ ¢ - vdH"
EnB(z,r) B(z,r) ENdB(z,r)
e dai, segue que

/ 6 - visd||OE|| :—/ 6 vdH" .
B(z,r) ENoB(z,r)

Visto que x € 0*F, segue da definicao da frenteira reduzida e do teorema de Lebesgue-

Besicovich que

L= o)l = (@)« f e 0F)

P | y—z

< lim inf lim —/ o - dy/||OE||(B(z,r (3.3)
r—0 =0 ’ € Bn{r<|z—y|<r+e} |y _ Z| /H ||( ( ))

< limionf’H”_l(aB(x,r))/||8E||(B(x,7’)).
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Sendo assim, existe 79 = 7o(z) tal que para L' quase todo r, se 0 < r < ry, entao
SIOB||(Br, 1) < H'(E N 9Bz, 1))
E segue de 3.2 que
|0E N (B(z,))||(R") < 3H" Y (ENJB(x,r))

para £! quase todo 0 < r < ry.

Considere g(r) := L"(B(z,r) N E). Pela formula da co-area, temos

g(r) = /07" H" 1 (O0B(x,5)NE) ds

Logo
g (r) = H" Y (0B(x,r) N E) para L' quase todo r > 0.
Usando a desigualdade isoperimétrica, juntamente com a estimativa 3.5, obtemos
g(r)' " = L(B(r,r) N E)'
< Cllo((B(z, ) N E)||(R)
< CH" YOB(z,r)NE)
= Cig'(r)

para quase-todo r € (0,79). Sendo assim,

1 1_ 1
o < 90)F ) = n(g7 ()’
1
e portanto
1 T
n >
gr(r) > cm
Portanto
7,,7’1
ry >
g(r) > (Con)r

para 7 € (0,79). Isso prova (i).
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Seja ¢ € C}(R™;R"). Entao

/ xedivodr + / Xrr_gdiveodr = / divgpdr = 0,
n U n
isto é,

/ xedivodr = —/ Xrr—gdivodr

e segue disso que

10E]| = [[0(R" — E)[, vi = —ven g

Consequentemente, a afirmagao (ii) segue da afirmagao (i).

Pela desigualdade isoperimétrica relativa,

IOEN|(B(x, 7))

Y

rn rn rn

> C'min { L'(B(z,r) N B) L"(B(x,r) — E) }

E o item (iii) segue de (i) e (ii) em conjunto com ultima desigualdade. Por 3.4, temos
[|0E||(B(z,7)) < 2H" Y (ENOB(z,r)) < Cr*™', (0 <r < 1p);

o que prova (iv). O item (v), por sua vez, é uma consequéncia da estimativa 3.5 e do item

(iv). O

3.3 Blow-Up da Fronteira Reduzida

Introduziremos agora a técnica de Blow-up para conjuntos de perimetro localmente finito.
Essa técnica consiste em "alargar"um dado conjunto de perimetro localmente finito com
respeito a um ponto x € 0*FE, assim construindo uma sequéncia de dilatagoes tendendo a

um certo conjunto limite, que por sua vez, serd um semi-espaco tangente a F em x.

Definicao 3.3.1. Para cada x € 0*F, defina o hiper-plano
H(z) :={y e R"vp(z) - (y —x) = 0}

€ 0s semi-espagos

H*(x) == {y € R vp(z) - (y — z) > 0},
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H™(2) = {y € R% vp(a) - (y — ) < O},

Defina também

E.(z)={yeR%r(y—xz)+z € E}.

Observe que que y € EN B(x,r) se e somente se, g.(y) € F, N B(x, 1), onde g.(y) =

Y% 4 x. Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 (Blow-Up da fronteira reduzida). Assuma que x € 0*E. Entio xg,(z) —

XH-(z) em Ly, (R™) quando r — 0.

Demonstra¢ao. Como o perimetro é uma propriedade invariante por rotacoes e transla-
¢oes, podemos assumir sem perda de generalidade que x = 0, vg(z) = e,. Dada uma
sequéncia {f,}°2, em L (R"), temos que F,, — f em L{_(R") se e somente se, para
toda subsequéncia {f,, }32, de {f.}5°;, temos que {f, }2>, — f em L} _(R"). Entao
¢ suficiente mostrar que toda sequéncia ry — 0 possui uma subsequéncia {ry} tal que
XE.,(0) = Xm-(0) em L'(R").

Seja ¢ € C}(R";R"), com |¢| < 1. Entao para todo r, L > 0,

1

/ diveds = — / div(¢ o g.)(y)dy
E-NB(0,L) r E-NB(0,rL)

1
= [ e s maipEa pon)|
< d[|o(E N B0, rL)|] < (L) < .

rnfl

Portanto, ||0(E N B(0, L)||(R") < ¢. Por outro lado, temos

ezl = / B

n

< £(B(0, L)) < 0.

Portanto, E, € BV (B(0, L)) para todo r, L > 0 e além disso,
IxE BV BOR) < ¢+ LY(B(0, R)), Vr > 0.

Usando o teorema da compacidade para func¢oes BV, vemos que dada uma sequéncia
{re}, & — 0 existem uma subsequéncia {r;} e f € BVi..(R") tais que X, = f em

Ll

be(R™). A menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, temos f = xp, para
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algum F C R” localmente de perimetro finito. Além disso, usando semi-continuidade

inferior, obtemos
[|OF||(B(0,L)) < li}zninf [|OE:||(B(0, L)) < ¢(L) < 00,VL > 0.
—00

O proximo passo da demonstragao serd provar que vp = e, ||0F|| quase sempre. Para
isso, seja ¢ € CH(R™; R"). Reindexando, se necessario, considere Ey = Ej e seja vy, = v, .
Como

Ey,— f

em Lo (R"), esse fato, juntamente com o teorema de representacdo para funcoes BVi.,

nos diz que

6 - || O] = / dividy
R™ Ey

—)/div¢dy
F
= ¢ - vpd||OF||.

RTL
quando k — co. Como toda fungao f € C.(R") ¢ limite, em L'(R™) de fungoes C!(R™),
temos que a convergéncia acima vale quando trocamos ¢ por por f € C.(R™; R") qualquer.
Concluimos que

vd||0EL|| — vpd||OF ||

fracamente no sentido das medidas de Radon. Por outro lado, o conjunto dos L > 0 tais

que ||[OF||(0B(0, L)) # 0 é enumeréavel. Portanto, para todo L > 0 fora desse conjunto,

/ ukd||aEk\|—>/ vid||OF .
B(0,L) B(0,L)

Usando a mudanga de varidveis y — ¢,(y) = £, vemos que

10E|(B(0, L)) = W%IIOEII(B(O,T;)),

1
/ vl |OEy|| = —— / vidl|OF|
B(0,L) r B(0,r'kL)
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De onde concluimos que

1
lim / vid||OF
A BENBO.D) Jo, O

1
= lim / ved||OE||-
S GENBO, L) Joon, 2

= VE(O) = €n

Usando o fato que

10F][(B(0, R)) < lim inf [|0E,||(B(0, L)),

obtemos
: fB(o,L) vid||OEg||
1=1lim e,
k—oo  ||OE|[(B(0, L))
. fB(o,L) vrd||OF||
— "loF[|(B(0, L)) ~

Fazendo L — 0T na ultima desigualdade, segue do teorema de Lebesgue-Besicovich que
en - vp = 1 ||0F||-quase-sempre, e da condi¢do de igualdade na desigualdade de Cauchy-
Schwarz, concluimos que vp = e, ||[0F|| quase sempre.

Para concluir a prova, basta mostrar que F' = H~(0) . Seja 7. um mollifier e considere

f¢=nex xp. Temos

— | Dff-ody= [ fedivedy

R™ Rn

= / div(ne * ¢)dy
F
— [ nex(o-codoF

Considerando certas fungoes ¢ € C}(R™;R™) apropriadas e o fato de f¢ é de classe C™,
deduzimos que g—’; =0parai=12..,n—1e % < 0. Visto que f¢— xr em L] _(R"),

existe v > 0 tal que F' = {y € R";y,, < ~v}. Se v > 0, segue do lema 3.2.2 (ii) que

0= £(B(0.7) ~ F)
= lim £7(B(0,7) — Fy)
o £MBOAT) — B)

k—o0 r/n

> 0,
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uma contradi¢do. Caso seja v < 0, segue do lema 3.2.2 (i) que

0= L"(B(0,) N F)
= lim £7(B(0,]1]) - B)
£'(B(O, hir) 0 B)

= lim
k—oo rin
>0,
novamente uma contradicao. Portanto, devemos ter v = 0. Isso conclui a prova do
teorema. O

O proéximo teorema nos fornece informagoes sobre o comportamento assintético de E
em vizinhangas dos pontos de 0*F. Ele mostra que, se x € 0*F, entdo H(x) é de fato um
plano tangente assintotico a E em z. A prova do mesmo pode ser achada em [6], pagina

230.

Teorema 3.3.2. Seja x € 0*E. Entao

(i) lim, ., SUEEOBOIEE) _ ¢

rn

(ZZ) hmr—)oo Ln((B(z,r))T;E)ﬂH’(x)) _ O,

(iii) Tim, o IZEIEEI) — .

3.4 O Teorema Estrutural

Da forma como foi definida, a priori nao ha muita informacao sobre a estrutura da fronteira
reduzida, o que para alguns pode fazer com que ela aparente ser um conceito bastante
nebuloso. O teorema principal dessa secao busca sanar esse problema,ao mostrar que a
mesma possui um estrutura bastante "comportada". Vamos comecar provando um lema

preliminar.

Lemma 3.4.1. Se E C R", existe uma constante C(n) > 0, dependendo somente de n e

tal que

H"(B) < C(n)||0E]|(B)

para todo B C 0*E.
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Demonstragao. Sejam €,6 > 0 e B O 0*E. Visto que ||0F|| ¢ uma medida de Radon,

existe um aberto U O B tal que

IOEN(U) < [|0E[|(B) + €

Pelo lema 3.2.2, se x € 0*E, entao

lim inf
r—0

28D

Considere
F = {B(a:,r);:c € B,B(xz,r) CU,r <10 H(?EH( (x,7)) > Agrnl}.

Pelo Teorema de Recobrimento de Vitali, existem bolas disjuntas {B(z,7)}2; C F tais
que

i=1

Visto que diam B(z;, 5r;) < § para todo i = 1,2, ..., temos

[e.9]

HIY(B) < Z a(n —1)(5r;)" !

(n— 1571 S
< A—32 |OE[(B(x:, 73))
=1
5n 1 >
< —ZHGEH (i, 574))|
a(n —1)5"1
< = op| )
a(n —1)571
< =D (jom(5) + o
Tome entao C'(n) = O‘(n+;5nfl e faga €,0 — 0. Isso completa a prova. ]

Podemos agora provar o teorema principal da se¢ao, o qual prové informacoes deta-
lhadas a respeito da estrutura geral da fronteira reduzida. Ele mostra em particular que
conjuntos de perimetro localmente finito tem, em certo sentido, uma "fronteira de classe

01".
Teorema 3.4.2 (Teorema estrutural para conjuntos de perimetro finito - De Giorgi).
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Seja E de perimetro localmente finito em R™.

(i) Entao
OE = G CrUN,
k=1
onde
IOE[[(N) =0

e Cy € um subconjunto compacto de uma hiper-superficie Sy, de classe C' (k=1, 2,

)

(ii) vgs, € normal a Sy, para todo k=1, 2, ....
(iii) ||OE|| = H" 'L O*E.

(iv) Além disso,

O*E = 0F.

Demonstracao. Para cada x € 0*E e r € R, defina f, : 0*E — R2? por

Y

rn Tn

fi(z) = <(£”(B(x,r) NENH(x) L"((B(x,7)— E))N H_(a:))

Para todo = € 9*FE, segue do teorema 3.3.2 que
limy ,(@) = (0.0). (36)

Pelo Teorema de Ergoroff, existe uma sequéncia {F;}32,; € 0*E de conjuntos disjuntos e

||OF||-mensuraveis, tais que

|OE|| (0" E — U2y Fi) = 0, OE[|(Fy) < o0, €

a convergéncia em (3.6) é uniforme para z € Fy, (k=1,2,...).

Assim, pelo Teorema de Lusin, para cada i, existem uma sequéncia de conjuntos compactos

e disjuntos {E’ 721 C Iy, tais que

[|OF]| (E - U Ef) =0, Vg € continua.
j=1
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Reindexe os conjuntos {E7 75-1 e chame-os de {Ck }72,. Entao

(

PE =2, C, UN,||0E||(N) =0

a convergéncia em (3.6) ¢ uniforme em cada Cy, (3.7)

| VEICk é continua, k = (1,2, ...).

Para 6 > 0, defina

pi(0) = SUP{VE(T;fif x>;0 <l|lr—y| <4, vy€ Ck}-

Iremos mostrar que p(d) — 0 quando § — 0. Fixe k inteiro positivo e suponha por
contradigao que pg(d) ndo converge para 0 quando 6 — 0. Entéo existem €, > 0, com
0<d<lexmyeCycom0<|z—y|<J tais que |vg(z) - (v — x)| > €|l — y|. Podemos
entdo assumir que 0 < € < 1. Por (3.6) e (3.7), existe 0 < r < 20 tal que para todo
z € (Y, temos

LYB(z,r) NENH(2)) < 55a(n)r (3.8)

LM(B(z,r)NENH(2)) > a(n) (5 — 3=) r™.

Considere o caso em que vg(z)-(y—x) > €|z —y|. Se z € B(y, €|z —y|), entao z = y +w,

com w < €|z — y|. Consequentemente,
vip(r) - (2 =) = ve(2)(y — 2) + ve(r) - w > elr —y[ - [w| >0,
e visto que € < 1, devemos ter
B(y.elz —y|) € H" N B(x, 2|z — y). (3.9)

Fazendo z = x em (3.8), obtemos

n

LYEN B(x, 2z —y[) N H'(x)) < 2;204(71)(2\56 —yl)"

- (3.10)
= L)y
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e fazendo z = y em (3.8), implica em

L"(EN B(y,elx —yl)) > L*"(EN By, elz —y[) N H (y))
S € oz(n)lzx—y| (1 _ #) (3.11)

n

> < Cz(mla:—y

| n

Porém, aplicando £" L E a ambos os lados da inclusdo (3.9), obtemos uma contradigao as
desigualidades (3.10) e (3.11). O caso que que vg(x) - (y — x) < —€|lx — y| é semelhante.

Pelo teorema de extensao de Whitney aplicado a f = 0, d = vg em C}, concluimos
que existem funcdes f : R* — R, de classe O, tais que f, = 0 e Df, = vg em Cj.
Considere

_ - 1
Sk 1= {37 €eR" fk =0, Dfy > 5} k=(1, 2, .).

Pelo teorema da funcao implicita, Sj é uma subvaridade n — 1-dimensional do R™ de classe
C*. Temos Cy C Si. Isso acaba a prova das afirmagoes (i) e (ii).

Para provar a afirmagao (iii), escolhemos um boreliano B C 90*FE. Pelo lema 3.4.1,
temos

H" Y (BN N) < C||0E||(BN N) = 0.

Em vista do ultimo fato, assuma sem perda de generalidade que B C . Por (ii), existe

uma hiper-superficie S; O €} de classe C'. Considere entdo a medida
vi=H"TLS,.

Visto que S; é de classe C!, temos

L (B )

raomzl (xEB)'

Usando este fato juntamente com o teorema 3.3.2 (iii), concluimos que

L v(Br)

r—0 ||OE||(B(z, 1)) =l@eB)

33



Visto que v e ||0FE|| sdo ambas medidas de Radon, devemos ter pela ultima igualdade
10E|(B) = v(B) = H"~!(B),

de onde segue que

|OE|| = H" 'L o*

Por fim, seja U um aberto qualquer tal que
FENU = .

Entao, por (iii),

I0E]|(U) = 0.

Portanto, devemos ter yg = 0 em U, logo, 0E N U = 0. Acabamos de mostrar que se
U é um aberto tal que U N 9*E = (), entao U N JE = (). Tomando a contrapositiva ,
concluimos que O*F = OF. O]

3.5 O Teorema de Gauss-Green

No que se segue, continuaremos a assumir que F ¢ um conjunto de perimetro localmente

finito.

Definicao 3.5.1. Seja z € R". Dizemos que = € 0,F, a fronteira essencial de F, se

>0

limn sup LY B(xz,r)NE)

r—0 T

> 0.

lim sup LY(B(x,r) — E)

r—0 T

Lemma 3.5.1. Temos
(i) O*E C O.F
(ii) H"Y(0.F — 0*F) = 0.

Demonstragao. A assergao (i) é consequéncia do lema 3.2.2.
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Segue da continuidade da aplicagao

LY B(z,m)NE

Tn

r—

que para = € 0, F, existem 0 < aw < 1 e r; — 0 tais que

L"(B(zj,rj) N E)

a(n)r}

Sendo assim, temos que min{L"(B(x,r;) N E), L(B(z,7;) — E)} = min{a, 1 —a}a(n)r?,

de onde segue da desigualdade isoperimétrica relativa que

=

2C1||OE||(B(z,r)) > min{L"(B(z,r;) N E), L"(B(x,r;) — E)}l_"

= min{a, 1 — ata(n)ry,

logo
1OE(B(.r) ™ _ minfa,1 - a}a(n)
i - 20, ’
e portanto
HaEH(i(lxﬂ’j)) > {min{a, 1 —a}a(n) }1n .
Ty 2C4
Segue que
OF||(B
ey OEIBE )
r—0 rm

Visto que |[0E||(R™ — 0,E) = 0, um argumento de recobrimento mostra que

H Y O.E —0*E) =0

]

Defini¢ao 3.5.2. Um vetor unitario vg(z) para o qual o item (i) no teorema 3.3.2 vale
(com H* e H~ como na defini¢ao 3.2.1) ¢ chamado de vetor unitario exterior em medida

normal a F em z.

Estamos agora em condi¢oes de enunciar e provar uma versao mais abrangente do

Teorema de Gauss-Green.

Teorema 3.5.2 (Teorema de Gauss-Green). Suponha que E C R™ tenha perimetro local-

mente finito. Temos
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(i) H" 1 (0,E N K) < oo para todo compacto K C R",

(1i) Para H"™! quase todo x € O,F, existe um tnico vetor unitdrio exterior em medida

ve(z), tal que

/ dive dr = / (¢-vg) dH™ !
B 0.
para todo ¢ € CH(R™R™).

Demonstracao. Pelo Teorema Estrutural para Fungoes de Variagao Limitada, temos
/ dive dr = / (¢p-vp) d||OE||. (3.12)
E n

Mas visto que ||0F||(R" — 0,E) = 0, usando o Teorema Estrutural 3.4.2 ¢ o lema 3.2.1,
concluimos que

|0E|| = H" 'L O.E,

e fica provado (ii). Para aprovar (i), basta notar que, como ||0F|| ¢ uma medida de Radon,

para todo compacto K € R", temos

H YO, ENK) = (H"'LO.E)K) = ||0E||(K) < oco.
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Capitulo 4

Conjuntos de Fronteira Minima

O objetivo desse breve capitulo é o de aplicar a teoria dos capitulos precedentes de forma
a obter uma nocao de hiper-superficie que possibilite formular e resolver uma extensao
satisfatoria do problema de Plateau. A solugao se dara por meio de um teorema de
compacidade. Em seguida, enunciaremos um resultado sobre a regularidade das solugoes.
A demonstra¢ao do mesmo, a qual pode ser encontrada no artigo [4] é bastante técnica e

nao sera apresentada aqui.

4.1 O Problema de Plateau

A tarefa de encontrar superficies de menor area(superficies minimas) dentre todas aquelas
delimitadas por uma mesma curva damos o nome de problema de Plateau. O mesmo foi
formulado por Lagrange em 1760. Plateau mostrou fisicamente que superficies minimas
podem ser obtidas através de experimentos realizados com bolhas e filmes de sabao deli-
mitados por arames. Desde entao o problema de achar superficies minimas em R? ficou
conhecido como o problema de Plateau.

Questoes importantes relacionadas ao problema de Plateau incluem, mas nao se res-

tringem, a
(i) existéncia de solugoes,
(ii) unicidade de solugoes,

(iii) regularidade de solugoes.

37



O problema de Plateau foi solucionado independentemente por Tibor Rado e Jesse Dou-
glas em 1930. Por outro lado, estender o problema para superficies em espagos de dimen-
sao maior que 3 se mostrou uma tarefa bastante complicada. Formulagoes satisfatorias e
solugoes para versoes do problemas de Plateau em dimensoes elevadas somente aparece-
ram no inicio da década de 60. Uma delas, elaborada pelo mateméatico Italiano Ennio de

Giorgi, seré apresentada na proxima secao.

4.2 Conjuntos de Fronteira Minima

Comecaremos dando uma defini¢ao mais abrangente do conceito de hiper-superficie, in-

troduzida por Ennio de Giorgi.

Definicao 4.2.1. Seja S C R". Dizemos que S é uma Hiper-superficie se S = OF, para

algum FE de perimetro finito.

O proximo teorema é uma versao do Problema de Plateau para nosso conceito de
hiper-superficie. Grosseiramente falando, ele diz que S = OF é a superficie de menor area

dentre todas aquelas com fronteira dL N OU.

Teorema 4.2.1 (Existéncia de Conjuntos de Fronteira Minima). Seja U aberto e limitado
no R™ e L um conjunto de perimetro finito. Entao existe E/ de perimetro finito coincidindo

com L fora de U tal que para todo F' coincidindo com L fora de U, vale a desigualdade
IOE[|(U) < [[OF||(U).

Demonstragao. Visto que U é aberto e limitado, temos que U C B(0,r), para algum

r>0. Se =L fora de U, entdao ' = L fora de B(0,r). Temos

|IOF||(R") = ||0F[[(B(0, 7)) + [OL[|(R" — B(0, 7).

Visto que ||0F||(B(0,7)) > 0, existe
a = inf{||0F||((B(0,r)) | F = L fora de U}.

Portanto, basta mostrar que existe £ C B(0,r) £" mensuravel, com F = L fora de U, tal

que [|0E|[(B(0,7)) < ||OF||((B(0,7)) para todo F' = L fora de U. Cosidere { £y}, uma
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sequéncia minimizante, isto é, ||[0Ex||((B(0,7)) — a. Como ||0Ek||((B(0,r)) é limitada e
IxE (B < LM((Br(0)), existe C' tal que

[IXE BV (BOM) < C

Seque do Teorema de Compacidade para Fungoes de Variagao Limitada (teorema 2.4.1)

que existe uma subsequéncia y Ei, tal que
XE, — [ € BV ((B(0,7)) em L'((B(0,7))

Visto que xg, ¢ ou 0 oule xg — f, segue que f = xp, onde E ¢ um conjunto
L"-mensuravel. Pela semi-continuidade inferior do perimetro, concluimos que
10E[[((B(0,7)) < lim inf [|0E,||((B(0,7)) = a < [[0F][((B(0,7))

para todo F' em B(0,7) com F = L fora de U, de onde segue que E é o conjunto

procurado. O

Um conjunto E' como no teorema anterior é dito ter fronteira minima em U. Para tal

conjunto, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 (De Giorgi). Seja E um conjunto de perimetro finito em R™ (n > 2). Se

E tem fronteira minima em U, entao *ENU é uma Hiper-Superficie localmente regular.
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