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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar fatos acerca do laplaciano, operador dife-
rencial que desempenha um papel crucial em varios fendémenos fisicos. Mostraremos
o comportamendo do operador de Laplace sob acao de rotacoes e translacoes e dis-
cutiremos brevemente o problema do autovalor para dominios especificos do espaco
euclidiano, bem como propriedades basicas das fun¢oes harmonicas. Um significado

geométrico para o laplaciano também sera abordado.

Palavras-Chave: Operador de Laplace, Problema do autovalor, Fun¢oes Harmo-

nicas.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to study facts and applications about the Lapla-
cian, a differential operator that plays a crucial role in many physical phenomena.
We will show the behavior of the Laplace operator under the action of rotations
and translations and it will briefly be discussed the eingenvalue problem for some
specific Euclidean domains, as well as some basic properties of harmonic functions.

A geometrical significance of the Laplacian will also be presented.

Keywords: Laplace operator, Eigenvalue problem, Harmonic Functions.
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INTRODUCAO

“How can this one mathematical tool play a role in such diverse
phenomena as sound and light, quantum mechanics and classical mechanics,
heat, concentration and electrostatics?”

— Daniel Styer.

A citacao acima, feita pelo fisico Daniel Styer em um de seus artigos, traduz
o sentimento que motiva este trabalho. O operador de Laplace, denotado por A,
desempenha um papel importantissimo em toda a Anélise Moderna, especialmente
na area de Equacoes Diferenciais.

Para aqueles nao familiarizados com o tema, o operador laplaciano, como
também ficou conhecido o operador de Laplace, surge naturalmente em muitos feno-
menos fisicos: no problema da pertubacao de uma corda com extremidades fixas, da
conducao do calor em uma barra metdlica, do potencial de velocidades de um fluido
irrotacional, do potencial elétrico de um campo elétrico, os exemplos sao diversos (e
envolvem outras 4reas do conhecimento).

O nosso principal objetivo é explorar propriedades do laplaciano em dois
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aspectos que se mesclam: o primeiro consiste em olhar laplaciano apenas como um
operador (diferencial) linear; o segundo, busca informagoes sobre o comportamento
de fungoes a partir de dados sobre seu laplaciano, de modo a conseguir resultados
classicos que sao extensamente utilizados na teoria de EDP’s.

Com o intuito de situar o leitor nas notacoes e nocoes necessirias, apre-
sentamos no Capitulo 1 as defini¢oes e teoremas auxiliares que serao utilizados no
decorrer do trabalho, assim como as respectivas referéncias escolhidas. O capitulo
conta com resultados sobre diferenciabilidade no R™, integracao em coordenadas
polares e Identidades de Green. Usamos como base [I], [2], [4] e [3].

No Capitulo 2, damos inicio ao estudo do laplaciano, motivando-o a partir
das intimeras situacoes onde tal operador surge. Destacamos ainda uma propriedade
peculiar: o laplaciano comuta com translacoes e rotacoes e é, de certa forma, o inico
operador de segunda ordem que cumpre essa exigéncia. Tivemos como principal
referéncia [5]. Ainda no fim deste capitulo, damos um significado geométrico para
laplaciano, utilizando [6].

No terceiro capitulo, introduzimos o problema do autovalor para o laplaciano,
e buscamos explicitar alguns desses autovalores para dominios especificos do espaco
euclidiano. Nao utilizamos as ferramentas modernas de Anélise Funcional ou Teo-
ria Variacional, mas a inclusao deste capitulo ressalta a importancia do laplaciano
enquanto provedor de informacoes geométricas sobre o dominio onde é considerado
o problema do autovalor. Nossa principal referéncia foi [7].

No quarto e dltimo capitulo, estudamos as propriedades basicas das func¢oes
harmonicas, fungoes que sdo caracterizadas pela equagdo A(-) = 0. Derivamos
resultados classicos como os Principios do Méximo Fraco e Forte, a Desigualdade do
Valor Médio para fungdes sub-harmonicas (A(-) < 0) e super-harmoénicas (A(-) > 0)
e mostramos também que A(-) = 0 nos da informacoes sobre a regularidade da

func¢do. Nossas principais referéncias foram [3] e [5].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos nocoes e resultados auxiliares que serao utili-
zados no decorrer do trabalho, de modo a facilitar a compreensao dos demais capitu-
los. Dividimos este capitulo em trés secoes contendo apenas os resultados que serao
usados posteriormente. As demonstracoes dos teoremas citados serao indicadas nas

referéncias dadas acima.

1.1 Diferenciabilidade em R"

A seguir, as funcoes terdo como contradominio R™. No entanto, nos capitulos
que seguem, estaremos interessados apenas em fungoes reais. No resto do texto, uti-
lizaremos as notagoes e; para designar o vetor de R" dado por (0,0, ...,0, 1,0, ...0,0),
com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais; B,(z) e S,(z) denotardo a bola aberta

e esfera de centro x e raio r, respectivamente.

Definicao 1.1.1. Uma aplicagao u : U — R™, definida no aberto U C R", diz-se

diferencidvel no ponto x € U quando existir uma transformacao linear T : R* — R™
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tal que
iy 4 +h) —ulz) — T(h)

=0.
h—0 Rl

E facil verificar que T é tnica. A transformacdo linear T é denotada por
Du(x) e é chamada a derivada de u em z. Uma fun¢ao u : U — R™ diz-se diferen-

ciavel no aberto U C R™ quando ¢ diferenciavel em todos os pontos de U.

Observagao 1.1.1. Se S : R" — R™ for uma transformagao linear, entao DS(x) =
S em todo ponto x € R". Basta observar que S satisfaz o limite acima. QOutra
verificacao direta € a sequinte: dado a € R™, a funcdo transla¢io 1, (por a) possui

derivada (em todos os pontos) igual & transformacao linear identidade.

Definicao 1.1.2. Sejam v : U C R* — R™ uma funcao definida no aberto U, e
x € U. Dadoi € 1,...,n a derivada parcial de u com respeito a x; no ponto x €

definida por

caso esse limite exista.

Note que os vetores e; na definicdo acima nao desempenham um papel crucial,

o que nos permite definir de forma mais geral

Definicao 1.1.3. Sejam U C R" aberto e u : A — R™ wma fun¢io e v # 0 um
vetor do R™. Dizemos que u possui deritvada direcional em xy € U na direcao v

quando existe o limite

ou, . L u(m +tr) —u(x)
5(:{:) = Jyu(x) = 11_{1(1) ; :

Observacdo 1.1.2. E possivel mostrar que, se v : U — R™ ¢ diferencidvel no
ponto x € U, satisfazendo as condicoes da Definicao 1, existem todas as derivadas

direcionais de u em x €

ou

a(m) = Du(z) - v.
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Para mais detalhes, vide [I].

Teorema 1.1.1 (Regra da Cadeia). Sejam U C R™,V C R™ abertos, u: U — R™
diferencidvel no ponto a, com f(U) CV , ev:V — RP diferencidvel no ponto u(a).

Entao vou:U — RP é diferencidvel no ponto a, com a derivada dada por
D(vou)(a) = Dv(u(a)) - Du(a) (1.1)

Prova. Vide Teorema 5.3.1 em [IJ. u

Se as derivadas parciais de v : U — R existem em todos os pontos x € U, e

as funcoes g" T — —( ) sdo continuas, para cada i = 1, ..., n, dizemos que u ¢é de

classe C''. Analogamente, podemos questionar a diferenciabilidade dessas derivadas

. . . L, . N . . ~ i ﬂ o 92u .
parciais, isto é, verificar a existéncia, 7 = 1,...,n, das fungoes P (8%) = Pus0m
T ax 3o -(z), as chamadas derivadas parciais de segunda ordem de u. Se elas estao

bem definidas e sdo continuas, dizemos que u é de classe C? (mais geralmente, para
qualquer natural k > 1, dizemos que u é de classe C* se existem as derivadas parciais

de ordem k — 1, definidas indutivamente, e estas sdo continuas).

Teorema 1.1.2 (Schwarz). Se u: U — R € de classe C? no aberto U C R", entao
para quaisquer 1,5 = 1,....n ex € U, tem-se

0%u 0*u

(1.2)
Prova. Vide Teorema 3.3.4 em [I]. u

Teorema 1.1.3 (Férmula de Taylor). Seja u : U — R de classe C? no aberto

U C R". Fizando x¢ € U, para todo x = (1, ,ZEn) € B,(xog) C U, tem-se

u(z) — u(zg) = Z (zo)ziz; + p(z), (1.3)
— ox; = 01’18%
onde lim 2% = 0.
lal—o NI
Prova. Vide Teorema 3.4.5 em [IJ. u
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1.2 Resultados sobre Integracao

Apesar de sua construgao abstrata, a Teoria da Medida, quando aplicada ao
espaco euclidiano, assume propriedades semelhantes (até melhores) as da integracao
que ja estamos acostumados a fazer. Os conceitos de medida (de Lebesgue) e
fungbes mensuraveis e integraveis (a Lesbesgue), assim como suas respectivas

propriedades bésicas, serdo assumidas como verdade. Para mais detalhes, vide [2] e

Teorema 1.2.1. (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (X, X, u) um es-
paco de medida e (f,) uma sequéncia de fun¢oes integréveis convergindo quase
sempre para uma funcao mensuravel real ou complexa f. Se existe uma funcao

integravel g tal que |f,,(x)| < g(z) para todos x € X e n € N, entdo f é integravel e

/deu:hm/xfndu.

Prova. Vide Teorema 5.6 em [9). u

Corolario 1.2.1.1. Seja f : X X [a,b] — R com x — f(x,t) mensuravel para
qualquer t € [a,b]. Se para algum ty € [a,b], v — f(x,ty) é integravel em X, existe
Of /0t e existe g integravel tal que

'g—{(x,t)‘ <g(x) VreXete€]alb]
entdao [ f(z,t) du é diferenciavel em ¢, e

0
t:to/Xf(x,t) dp = ; a—{(m,to) dp.

d
dt
Prova. Vide Corolario 5.9 em [9)]. u

Teorema 1.2.2. Seja a € R". Defina 7,(x) = x+a. Seu: R" — R for mensurdvel,

entdo uo T, também o serd. Além disso, se [ |u| < oo, vale

Jwer)do= [udr

6
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Prova. Vide Teorema 2.42 em [2]. u
A seguir, denotamos por GL,(R) o conjuntos das matrizes reais invertiveis

de ordem n.

Teorema 1.2.3. Seja T' € GL,(R). Se u: R — R for mensurdvel, entao uwoT

também o é. Além disso, se [ |u| < oo, vale

/u dx:\detT|/(uoT) dx.

Prova. Vide Teorema 2.44 em [2]. u

1.2.1 Coordenadas Polares

Sabemos, das nossas experiéncias no plano e no espago, que nem sempre o
sistema cartesiano de coordenadas ¢ o mais conveniente para resolucao de problemas.
Muitas vezes, é mais natural trabalharmos com coordenadas polares (ou esféricas,
como é comum nos referirmos em R?).

Entretanto, as conhecidas mudangas (x = rcosf, y = rsen 0) e (x =
rsen ¢cosf, y = rsen ¢ sen 0, z = rcos¢g), a medida que acrescentamos di-
mensoes, tornam-se proporcionalmente complicadas. Para a maioria dos problemas,
no entanto, é suficiente mostrar que a medida de Lebesgue é o produto (veja [2],
segao 2.5) da medida r"“'dr em (0,00) e de uma certa “medida de superficie” em
S1(0) C R", a esfera unitaria.

Se x € R™"\{0}, as coordenadas polares de x sao

i
"= " € 5,0).
E I

r =zl €(0,00), =
A fungdo ®(x) = (r,2') ¢ um homeomorfismo de R™\{0} em (0,00) x S;(0). E
possivel induzir uma medida de Borel em (0,00) x S;(0) a partir dessa bijecdo

pelos conjuntos mensuraveis a Lebesgue de R"\{0}. Denotando por m a medida
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de Lebesgue, definimos essa nova medida m, por m,(E) = m(®"!(F)). Apenas no

fator (0, 00), defina a medida p,, por p,(E) = [, 7" 'dr. Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.4. FEziste uma tnica medida de Borel o em S1(0) tal que m, = p X o.

Se u for Borel mensurdvel em R™ e [ |u| < oo,

/R () dr = /0 h /S e oy

Em particular, sobre Br(xy),

R
/ u(x) doe = / / u(ra’ + zo)r™ " do(2)dr
Br(z0) 0 Jsi(0)

e pode-se definir

/ u do(x) = / u(ra’ + zo)r" " do(2).
Sr(x) Sl(o)

Prova. Veja Teorema 2.49 em [2]. u
E possivel calcular a medida ¢(S;(0)) e m(B;(0)) a partir da formula acima

e do uso da fungao gama. Para demonstragoes, vide [2]:

Corolario 1.2.4.1. Sejam B1(0) e S1(0) em R"™. Entdo

7.(.n\2 2,n_n\2

m(B1(0)) = m =Wy, 0(51(0) = =—— = nw,.

T(n\2)

Observacao 1.2.1. Também usaremos as notagoes |B,| e |S,| para denotar m(B,)

e 0(S,), respectivamente.

1.2.2 Teorema da Divergéncia e Identidades de Green

Um subconjunto S C R" é dito uma hiperficie de classe C* (1 < k < o0)
se para cada xy € 9, existe um aberto V' C R" e uma fungao real ¢ definida em V

tal que Vo #0em SNV e
SNV ={xeV: ¢(x) =0}

8
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Dizemos que S é orientada se for possivel escolher, para cada z € SNV, um vetor
unitario v(x) (variando continuamente com z) perpendicular a S em x. Para mais
detalhes sobre hiperficies, vide [I], Cap. 4, Sec¢ao 2.
Neste trabalho, trabalharemos apenas sobre a esfera S,.(zg). Note que as
retas que passam pelo centro de S, (z¢) sdo perpendiculares a esfera, de modo que o
vetor normal é dado por
T — Xo

u(a) = =,

e a derivada na direcao de v é

0 1 o)

By~ 7 25wy
i=1

Teorema 1.2.5. Sejam Q C R™ um aberto limitado, com S = 0 de classe C*, e

F:Q — R" de classe C'. Entdo

/S Fly) - vly) do(y) = / div F(z) dz. (1.4)

Q

O resultado acima, conhecido com Teorema da Divergéncia, é consequéncia do mais

geral Teorema de Stokes, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [4].

Corolario 1.2.5.1 (Identidades de Green). Sejam Q C R™ aberto com fronteira S

de classe O e u,v € C*(Q) fungdes reais. Entio valem as formulas

/v&,u do = /(vAu + Vu- Vo) dx (1.5)

s Q

/(vﬁyu —ud,v) do = /(vAu — uAv) dx (1.6)
s Q

Prova. Para mostrar (I.5)), considere F' = vVu em (I.4). Como u,v € C?(Q), F

tem pelo menos classe C* e de fato podemos aplicar o Teorema. Segue que

/U(Vu V) do = /v&,u do = / div (vVu) dz = /(vAu + Vu - Vo) dz,
s s Q Q

como queriamos.

No caso de (1.6]), basta escolhermos G = uVv em (1.4]) e subtrairmos o resultado
de (L3).
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CAPITULO 2

POR QUE ESTUDAR O LAPLACIANQO?

Neste capitulo apresentamos alguns fendmenos fisicos nos quais o operador
laplaciano desempenha um papel importante e exibimos uma propriedade interes-

sante desse operador.

2.1 Onde encontramos A?

Seja 2 C R™ um aberto e considere u : {2 — R. Em todo ponto z € ) onde

. . ~ , 2
existem as derivadas de segunda ordem da fungdo u, os nimeros h;(z) = 2% (z)
105

formam uma matriz H(x) = [h;;(2)];;, chamada de matriz hessiana da funcao w.

Sabemos por ([1.2) que se u ¢ de classe C?, entdo a matriz hessiana de u é simétrica.

Definicao 2.1.1. Seja u : ) — R duas vezes diferencidvel em um aberto 2 C R".

O laplaciano de u € a funcao Au : Q — R, definida por

Au =tr H,

11
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onde H € a matriz hessiana da funcao u. Portanto, para cada x € (2,

0%u 0%*u 0%*u
1 n

2

Nota. Pela definicao acima, também podemos escrever

Av = divVu.
De fato, temos
ou  Ou ou Pu  0*u 0%u
di =di = i+ —= = Au.
vV = div (8x17 Brg’ " axn> 02 "o T T T2

Esta observacao, apesar de parecer elementar nesse caso, é de extrema importancia.
Em contextos mais gerais, a saber, no estudo das variedades riemannianas, o lapla-
ciano pode ser definido a partir desses dois outros operadores. Mostramos agora

alguns exemplos de onde o laplaciano desempenha um papel central:

2.1.1 Fluido Estacionario

Se quisermos estudar a velocidade v(z1, 9, x3,t) de um dado fluido, sob certas
condigoes, temos que resolver a equacao Au = 0. Com efeito, digamos que o fluido

em questao seja:

1. estacionario: o campo de velocidade v associado a cada ponto do espaco

independe do tempo (variavel t).

2. irrotacional: o rotacional de v é nulo. Escrevemos rot v = 0. Uma forma de
obtermos isso é exigindo que v = —Vu, para alguma fun¢ao u conhecida como

potencial de velocidade.

3. incompressivel: vale divo = 0 para todo ponto do espaco. Nesse caso,

interpretamos que o fluido nao perde volume ao longo do movimento.

12
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De posse dessas trés hipoteses, chegamos a conclusao de que nosso potencial v deve
satisfazer a equacao

0 =div v =—divVu = —Au. (2.1)

2.1.2 Campo eletrostatico

Sabemos das nossas aulas de fisica basica que o campo elétrico E gerado por
cargas é conservativo, isto é, existe uma funcao u conhecida como potencial elétrico
que cumpre a condicao £ = —Vu. Sabemos ainda que vale a identidade div ¥ =
47p, onde p é a densidade de cargas da regiao considerada. Portanto, nosso potencial

u satisfaz, repetindo o que foi feito em ([2.1))
—Au = 4mp,

e na auséncia de cargas (p = 0),

Au = 0.

2.1.3 Difusao do Calor em {2

Suponhamos que uma regiao {2 C R" seja aquecida e queremos estudar como
o calor se propaga através dela ao longo do tempo. Temos entao que resolver a

Equacao do Calor dada por

Au(z,t) = —%%u(x,t), (2.2)

onde ¢ é uma constante positiva associada a condutividade térmica de Q e u(x,t) é
a temperatura no ponto x € ) no instante t.

Podemos também considerar a situacao em que €2 C R" é uma regiao termi-
camente isolada e aplicamos a 0f) uma temperatura inicial. Fisicamente, sabemos
que a regiao atinge o equilibrio térmico, o que equivale a procurar uma solugao es-

tacionaria de (2.2)), i.e., dyu(z,t) = 0. Mais uma vez, encontramos Au = 0.

13
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Nota. As funcoes que satisfazem a chamada equacao de Laplace Au = 0, como

as mostradas em [2.1.1} [2.1.2| e [2.1.3] possuem muitas aplicacoes em outros ramos da

ciéncia e sao conhecidas como fung¢oes harmoénicas. Elas sao exploradas no Capitulo

3 desse trabalho.

2.1.4 Equacao da Onda

Imagine que tenhamos um tambor, isto é, um instrumento musical formado
por uma membrana fina 0 C R? esticada e fixa em um aro fechado 9€2. Quando
batemos no tambor para escutarmos seu som, ocorre uma perturbacao na membrana,
e a vibracao transversal de cada um dos pontos da membrana é modelada pela

famosa Fquacao da Onda dada por

onde ¢ € R é uma constante que depende da velocidade do som e do material de
que é feita a membrana, e u(x,t) denota a posi¢ao transversal no ponto = €  no
instante ¢ > 0.

Como as extremidades da membrana estao fixas, nossa solucao deve satisfazer

u|go = 0. Em outras palavras, a parte da membrana “amarrada” no aro nao se move.

Como podemos ver, o operador laplaciano surge naturalmente em uma gama
de fendmenos fisicos de extrema importancia. De fato, o que apresentamos nestas
ultimas secoes sao apenas alguns exemplos, os quais dao margem para muitos outros,
envolvendo desde o problema mais aplicado de Engenharia, até os mais teoricos da

Fisica Quantica.
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2.2 Sobre a acao de rotacoes e translacgoes

Mas o que tem de especial o laplaciano para desempenhar um papel tao crucial
nos fenomenos fisicos? Por que nao outro operador surge com tanta frequéncia?
Exibimos agora uma propriedade do laplaciano que pode nos ajudar a responder

essas perguntas.

Proposicao 2.2.1. Sejaa € R" e T : R" — R™ dada por T(x) = z+a. Entao para
toda u € C*(R"), vale que

Au(T (@) = Au(w +a) = Awo T)(x), ¥ € R".
Dizemos, nesse caso, que o laplaciano comuta com translacoes.

Prova. A demonstragao é feita por computagao direta. Primeiro, note que DT (p) =
Idgn, para todo p € R™. Assim, dado = € R", obtemos

OuoT), .
6—%(20) = D(uoT)(x).e

= Du(T(x)DT(x).e;

= Du(T(x)).e;

ou
— S (T()) (2.3)

Analogamente, derivando em relagao a x;, concluimos que
PuoD) o) = Z4r ).
dx? Ox?
Tomando o somatério em ¢, mostramos o que queriamos.
[ ]
Agora que sabemos que o laplaciano comuta com translacoes, nos perguntamos

se tal propriedade vale também para rotacoes. Com efeito, dado 0 < 0 < 2,

considere a transformacao T : R? — R? associada & matriz

cosf sen 6
[T] = (2.4)
—sen 0 cosb
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Verifiquemos que Au(T(x,y)) = A(uoT)(z,y), V(z,y) € R% Observe que a formula
explicita de T é dada por T'(z,y) = (v cos@+y sen 0, —x sen 0 +y cosf). Repetindo

o mesmo processo utilizado (2.3)), computamos:

%(L y) = D(uoT)(z,y).(1,0)

= Du(T(z,y))DT(z,y).(1,0)

= Du(T(z,y)).T(1,0)

= Du(T'(z,y)).(cos, — sen 0)

= cosODu(T(z,y)).(1,0) — sen ODu(T(z,y).(0,1)

ou du
= cosf a—gg(T(z,y)) — sen ¢ a—y(T(x,y)) (2.5)
Analogamente, obtemos:
O(uoT) o ou ou
o (z,y) = send o—(T(x,y)) + cost ay(T(x,y)) (2.6)

Calculando em (2.5)) e (2.6) as derivadas em relagdo a x e y, respectivamente, temos:

%(z,y) = cosD (% OT) (2,9).(1,0) — sen 6D (g_Z oT) (z,9)(1,0)

= cosfD (%) (T(x,y)).T(1,0) — sen 6D (g—z) (T(x,y)).T(1,0)

20 T D0, ) 2 sem Beost 2 (T(r, )
= cos”0 o (T(x,y sen cosd - o T,y
92
+ sen’d a—Z(T(x,y))

e

P(uoT) 0?u 0%u

a—yz(x,y) cos? 0 W(T(x,y)) — 2 sen 6 cosb 900y (T(x,y))

9%u
+ sen?d ﬁ< (x,y))

Nas duas expressoes, utilizamos o Teorema de Schwarz para permutar as deriva-
das mistas, j4 que por hipotese a funcao u tem regularidade C?. Segue das equacgoes
acima que

Au(T(z,y)) = A(uo T)(z,y), ¥(z,y) € R?,
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como queriamos.

Pela observacao acima, podemos dizer que o laplaciano comuta com as ro-
tacoes do plano. Como generalizar esse resultado para dimensao n? Mostramos a
seguir que o laplaciano comuta, na verdade, com uma certa classe de transformacoes

lineares, a qual inclui todas as rotagoes que ja conhecemos do plano e do espaco.

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma transformacao linear T’ : R™ — R™ é ortogonal
se T for invetivel e T—' =T, isto é, TT" = T'T = Idgn, onde T* é a transformacao

transposta de T'.

Observacao 2.2.1. Observe que os elementos da matriz associada & transformacao
T sao dados por (Te;,ex), com i,k =1,...,n. Dizer que T' é ortogonal significa que

Yo(Tei,en)(Tes, e5) = Ogj.

Note que, pela definigdo acima, a transformagao T associada a matriz (2.4)) é

ortogonal, pois

. cos sen 60 cos — sen 6 1 0
T[T = =

—sen 0 cosf sen @ cosf 0 1

Enfim, podemos enunciar:

Proposigao 2.2.2. Sejam u € C*(R") e T : R® — R™ wma transformacdo linear
ortogonal. Entao

Au(T(x)) = A(uo T)(x), Vo € R".
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Prova. Derivando v o T com relacao a z;, obtemos

O(uoT)
(%vi

() = D(uoT)(x)e;

= Du(T(x))DT(x)e;

S

u(T(x))Te;

w(T(2)) > (Tes, ex)ex

k=1

= Z<T€i, €k>DU(T($))ek

I
S

ou
=Y (Te,, €k>a_xk oT(x).

Analogamente,

= ree)p (5) e
- ki;(Tei,ek)D (%) (T'(z)) ZZ;(T%GJ'M

- 0
=S Y e alre.c)p (5 ) o)
, Ty
k=1 j=1
~ - 0%u
= (Te;, ex)(Te;, €5) ),
1 ]Zl J 8xj8xk
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para cada ¢ = 1,2, ...,n. Tomando o somatério em ¢ dessas expressoes, temos

AuoT)(z) = ZM@;)

i=1 (

=33 S e e Tez,ej)afaxk( (2))

7j=1 k=1 i=1

]

Concluimos que o laplaciano comuta com translacoes e transformacoes ortogo-
nais. Tal propriedade do laplaciano pode explicar porque ele surge em fenémenos
que do ponto de vista fisico sao homogéneos (independentes da posi¢ao) e isotropicos

(independentes da dire¢ao), como a propagagao de ondas e calor.

Definicao 2.2.2. Chamamos de operador diferencial (de ordem k) uma expres-

sao linear da forma L = ngk a,0%, que age em funcoes de classe C*, onde
n
a=(ag,..,an), como; €N, la| =>"" o e
«
57 — olel

Ox{t...0xon’

Cabe a seguinte pergunta: se um outro operador diferencial de segunda ordem
(assim como A) comuta com translacoes e rotagoes, é possivel relacioné-lo com o
laplaciano? E disto que trata o resultado a seguir.

Proposicao 2.2.3. Seja L um operador diferencial de ordem 2, isto é,

8u

i 896 81‘]

1<i<j<n
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ondeu € C*(R") e a, b;, ¢;j: R™ = R sao fungoes continuas, para cadai,j =1,...,n.
Suponha ainda que L comute com rotacgoes e translagoes. Entao existem constantes

reais a e b tais que Lu = au + cAu.

Observacao 2.2.2. O fato de tomarmos um somatdrio crescente (i < j) acima

FPu_ . O%u 2
decorre de (1.2)), o qual nos garante oo = Guson quando u € C*.

Prova. O primeiro fato a se observar é que se L comuta com as translacoes, entao
as fungoes coeficientes que acompanham u e suas derivadas sao constantes. De fato,
para qualquer h € R™ e u € C?, temos por hipotese que Lu(z+h) = L(uoT,)(z), em

cada ponto x € R"™. Utilizando a expressao geral de L acima, obtemos a igualdade

Lu(x +h) — L(uom,)(x) = [a(x + k) — a(z)|u(x + h)

- Z[bi(a: +h) - m(@]?—;(x +h)

£ Y e - eyl )

1<i<j<n

=0 (2.7)

Como (2.7) deve valer para toda escolha arbitraria de u € C?*(R"), tome u = 1.

Claramente, os termos com derivadas desaparecem e nos resta
a(x + h) = a(z),

para todo x,h € R". Segue que a é constante. Logo

n

Lule + 1) = Lo+ 1)) = D[l + ) —b(e)] g;‘i (x+ 1)
£ Y et -l
0 (2.8)

Tomemos agora u(z1, ..., r,) = x), onde k € {1,...,n}. Obviamente, as derivadas de

ordem 2 sdo nulas em ([2.8)) e % = 0;x. Nos resta
be(x + h) = by(z),
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para todo z,h € R" e k € {1,...,n}. Segue que cada b; é constante. Portanto,
resta-nos apenas a equacao

0%u

Lu(z + h) — L(u(z + h)) = Z gz + ) = e5(2)l 5 5 Ox;0x;

1<i<j<n

(x+h)=0.

Escolhemos, por fim, u(zy, ..., x,) = xxx;, com k,1 € {1,....n}, k < 1. Entao

S fegle ) — (o)l (o ) = el + ) = )] =,

1<i<j<n
o que implica

Ckl([E —|— h) = Ckl(l‘),

para todo x,h € R" e k,l € {1,...,n}. Segue que as fungdes cx; sdo constantes, como
queriamos demonstrar.

Por hipotese, L comuta com as transformagoes ortogonais, isto é, Lu(T(x)) =
L(uoT)(z), para todo u € C%(R™), x € R" e T rotagao. Defina, para cada i, j, k, [ €
{1,...,n},

Pl = (1= 6)(Tes, e)(Tej,er) + (Tes, er)(Tej, e).

Logo, vale a igualdade

Lu(T(z)) = L(uo T)(z) = Zb ag; (Tei,er) aa;;(T(a;))
! k=1
82
+ 1§§<n [83@81’] 1<§< plkax 81’ (T ))]

= 0.

Facamos o mesmo procedimento anterior, escolhendo fungoes u adequadas. To-
mando u = x,, para s € {1,...,n}, as derivadas de segunda ordem sao todas nulas e

nos resta

Z bz [515 - Z<T€i7 €k>5ks] =0= Z bZ [(513 - <T€i7 €S>] = 0. (29)

k=1 i=1

21



Por que estudar o laplaciano?

Simplificando a equacao, obtemos

n
bo(1 = (Tey,es)) = Y bi(Te;,e.).
izs

Observe que (2.9) vale para toda rotagdo 7. Escolhendo 7" : R* — R™ tal que
Te, = —e, e Te; = e;, para @ # s, concluimos facilmente que T é ortogonal e
(Te;,es) = 0 na soma acima (ja que ¢ # s). Segue que bs = 0, para todo s = 1,...,n,
o que significa o nosso operador L nao possui derivadas de primeira ordem.

Nosso objetivo agora é mostrar que os coeficientes das derivadas mista de segunda
ordem sao nulos, e os das homogéneas sao idénticos, terminando a prova. Pelo que

acabamos de mostrar, nos resta a expressao

Lu(T(x)) = L{ue T)(x) = Y cy aig;j(m))— > pgea(T(@)

1<i<j<n

=0.

Primeiramente, tomamos u(z) = z,x5, com 1 < r < s < n. Isto simplifica a

equacao acima para
i
Crs — E Cijpr{g = 0.
1<i<j<1

Reorganizando os termos, a expressao toma a forma

_ ") — E . .mid
CTS(l prs) - Cl]prm
1<i<j<n

(6,9)7#(r:5)

isto é,

Crs [1 = (Te, e5)(Tes, e.) — (Te,, e,)(Teg, es)] = Z cij(Te;, es)(Te;, er)
1<i<j<n

(4.5)#(r.5)
+ Z cij{Tei, e;)(Tej, es)

1<i<j<n
(4:5)#(r,s)

22



Por que estudar o laplaciano?

valida para toda transformacao 71" ortogonal. No caso em que r < s, tome T de

modo que Te, = —e, e Te; = e; para i # r. Assim, obtém-se
2¢,s =0,

de modo que ¢, é nulo para quaisquer r e s distintos. Quando r = s, basta escolher
T de modo que Te, = Te, 41, Te,11 = Te, (quando r = n, tome Te, = Te, 1 e

Te, 1=-e,)eTe;, =¢;sei#rr+ 1. Com esses dados, (?7) resulta em
Crr = Clr41)(r+1);
para cada r € {1,...n — 1}. Isto implica que
Cl1 = C9 = ... = Cpp

Chamando de ¢ todas essas constantes, o nosso operador L pode ser escrito, como
querfamos, na forma

Lu = au + cAu.

2.3 Interpretacao Geométrica do laplaciano

No Capitulo 1 deste trabalho, definimos o laplaciano como um operador di-
ferencial dado pelo traco da matriz hesssiana, de modo que sua expressao era dada
em coordenadas. No entanto, tal definicdo nao nos da de cara algum significado
geométrico para A, e é o objetivo deste capitulo realizar essa tarefa.

Segundo [6], “|...] a person is called a ‘nonconformist’ if he/she differs from
the average of the people immediately surrounding her/him - by analogy, we say
the Laplacian measures the ‘nonconformity’ of a function at a point”. Mas o que

significa isso?
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A interpretacao geométrica que queremos demonstrar decorre de uma propri-
edade da “média” que o laplaciano possui: o nimero Au(z) mede o quanto o valor
u(zo) de uma fungdo em um ponto zo € R" “se afasta” da média ﬁ s (20) u(z)do(x)

dos valores em pontos ao redor de xg.

Teorema 2.3.1. Sejam xo € R™ e u : Br(xg) — R de classe C*. Entao

r—0 7‘2

Au(zg) = lim 22 [|611-| /S PRCLEE u(a:o)} | (2.10)

Prova. Primeiro, note que

— u\xr = 1 u\r)ao\xr) — U(:L‘()) o\xr
1L 10wt = o [ awaota) =g [ dota)
! x) — u(xg)] do(x).

Sr(zo)
Considere @ : Br(0) — R dada por a(x) = u(x + x¢). Como u tem classe C?,

pela Formula de Taylor, dada em ([1.3)), escrevendo x = (x4, ..., z,,), segue que

N N 8u " 0%
() — (0) = T8 0y, + pla),
=1 2,7=1 v J
onde Hlle |‘|’("ﬁ)2 = 0. Integrando ambos os lados da equagao sobre S,(0), r < R,
z||—0

temos que fsu.(o z; do(x) =0, [g o ziz; do(x) =0, para i # j, e [g 27 do(x) =
Js,(0 @7 do(z). Portanto,

U U = i U r$2 A 22 o(x
[, i@ =) dote) = Zaao) [ Tl e ) dote)

+ /S,.(O) p(x) do(z)

Reorganizando os termos, obtém-se

2n 1 ~ R A 2_n o |
2150 /s, )[U(SC)—U(O)]dU(:L‘)—A (o>+7,2|5r| Sr()p( ) do(z).  (2.11)

Resta mostrar que a ultima integral acima tende a zero quando r — 0. De fato,

dado € > 0, existe 6 < 0 tal que |p(z)| < (/4n)||z||?, sempre que ||z|| < §. Entao,
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sempre que 7 < 0,

2n/ p(z)
do(z)| < —
1Sr] Js,0) T2 1Se] S5, (z0) 410

2
n © da(x):§<6.

Segue, tomando o limite em (2.11), que

AG(0) = lim =

r—0 7’2

n { 1 i(z)do(z) — a(o)} -

151 Js.0)

Como o laplaciano comuta com translagoes, At (0) = A(uo7,,)(0) = Au(zg). Assim,

2 1

Au(zg) = lim il [—/ u(z)do(z) — u(xo)] :
’S'rl ST(ZO)

r—0 7’2
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CAPITULO 3

O PROBLEMA DO AUTOVALOR

3.1 Os Autovalores do laplaciano

Em busca de motivar o problema de autovalor para o laplaciano, apresenta-
mos uma ideia para se encontrar a solugao da Fquagao da Onda mostrada na susecao

Seja 2 C R™ aberto e limitado e considere o problema:

;

Uy =c2Au sex €Qet >0,
u(z,0) = f(r) sex€Q,
uy(z,0) = g(r) sewx €Q,
u(z,t) =0 sexe€det>0,

onde c € R, f € C*(Q) e g € C*(Q). Podemos tentar inocentemente explorar
esse problema pelo método de separacao de varidveis: supomos que a solucao do

problema pode ser escrita na forma

u(z,t) = a(t)p(z), € Qet >0,
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e substituimos esta expressao na equacgao e obtemos

s A s DO La'()
o"(1)0(x) = Pa(t)Ao(r) = T7 = 5T =)

onde a ultima igualdade segue do fato de que cada um dos quocientes deve ser

independente de x e ¢, e portanto igual a uma constante A\ a ser determinada.
Pela condigao de fronteira, devemos ter a(t)¢(x) = 0, para todo x € 9Q e t > 0.
Supondo que nossa solu¢do nao ¢é a trivial, vale que ¢|sg = 0. Isso nos leva a resolver

um novo problema dado por

—Ap=Xp sex e
p=0 sexedf,

ou seja, A ¢ um autovalor do laplaciano em (2.
Portanto, o problema do autovalor para o laplaciano consiste em encontrar

os valores \ tais

— Au = Au em ) (3.1)

admite solugbes nao triviais. A equacao (3.1)) também é conhecida como equagao de

Helmholtz. E claro que se estivermos interessados na Equacdo de Laplace, devemos

resolver (3.1]) com A = 0.

Dado um dominio €2 C R" com fronteira 02, existem duas condic¢oes de fronteira

tradicionais que podemos impor no problema do autovalor, sao elas:
1. Condicao de Dirichlet: u|sq = 0.

2. Condigao de Neumann: J,ulgq = 0, onde v é o vetor normal que aponta

para fora de 0f).

Por exemplo, como vimos na subsecao [2.1.4] estando o aro do tambor fixo, de-
vemos impor uma condi¢ao de Dirichlet. A utilizagao de cada uma dessas condigoes

depende, obviamente, do problema em questao.
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3.1.1 Propriedades dos Autovalores

Nas proximas sec¢oes, quando explorarmos dominios familiares do plano, ob-
servaremos que os autovalores do laplaciano formam um conjunto enumeravel. A
demonstracao desse fato em geral requer ferramentas mais elaboradas, como mini-
mizacao de funcionais em Espacoes de Sobolev, e por essa razao nao a apresentamos
aqui. Para mais detalhes, vide [7], Teorema 1.14.

Por outro lado, é possivel mostrar que A nao possui autovalores de Dirichlet
negativos. Para isso, precisaremos do Principio do Méaximo Fraco, que enunciamos

e demonstramos a seguir:

Teorema 3.1.1 (Principio do Maximo Fraco). Sejam Q C R™ um aberto limitado
eu € CHQ)NOKQ).
Se Au > 0, entao

maxu = maxu,
Q 89

se Au <0, entao

min v = min .
Q o0

Em particular, se Au =0, u atinge o mdzimo e minimo na fronteira de ).

Prova. Escreva

M = maxu e m = maxu
Q o0

Obviamente, temos m < M. Suponha por contradicao que m < M. Logo, existe
zo € Q — 00 tal que u(zg) = M. Defina a fungao

M—m

_ 2
v(z) =u(x) + ¥E |z — o],

onde d = diam Q. Se x € 912, temos

M- 3 M
LY S V8

vl@) S m+ =0 TR
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Mas como v(zg) = u(xg) = M, concluimos que v atinge seu méximo também num

ponto de 2 — 0f2, digamos x;. Logo
Av(zy) <0.

Por outro lado, para todo x vale que

M—-—m _M-—m
>

Av(x) = Au(z) + S 2 op

> 0,

uma contradicao. Segue que u atinge o seu méximo na fronteira de €.

No caso em que Au < 0, basta aplicar o resultado agora mostrado para a funcao

—u, ja que A(—u) > 0 e minu = — max(—u). Assim,
minu = —max(—u) = —max(—u) = minu,
Q Q B B

como afirmamos.

Definicao 3.1.1. Dada u : Q0 C R" — R, definimos sua parte positiva e parte

negativa, respectivamente, por

v = max(u, 0),

u~ = min(u, 0).

Corolario 3.1.1.1. Sejam Q2 C R™ um aberto limitado, A < 0 um nimero real e
u € C%(Q)NCONQ).
Se —Au — Au <0, entao

maxu < maxu’;

Q o0
Se —Au — A\u > 0, entdo

minu > minu .
Q 99
Em particular, se —Au = \u em €2, entao

max |u| = max |u|
Q o0
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de modo que se o problema de Dirichlet

—Au=Mu sex €

u=0 sexe€df,

possuir solugio em C*(Q) N C°(Q), entio a solucio € a trivial. Consequentemente,

o problema de Dirichlet para o laplaciano nao possui autovalores negativos ou nulos.

Prova. Consideremos o caso em que —Au — Au < 0. Se u < 0 em €2, o corolario
vale trivialmente, pois maxgu < maxggu™ = 0. Portanto, podemos supor que u é
positivo em pelo menos um ponto, isto é, o conjunto QF = {z € Q : u(x) > 0} # 0.
Como \u < 0 em QF, temos por hipotese que Au > —Au > 0 em Q7. Pelo Principio
do Maximo Fraco,

maxu = maxu.
o+ a0+

Mas nos pontos de 90T N €, claramente u = 0, e nos pontos de 90" N IS, tem-se
u=u". Entao

maxu < max u < maxu®.

o0+ 92+NoN o9
Se —Au — Au > 0, entdo —A(—u) — A(—u) < 0, de modo que podemos aplicar o
resultado demonstrado acima para a funcao —u, usando a mesma relagao minu =

— max(—u). |

3.1.2 Entendendo os Autovalores de A

No inicio desta secao, demos uma boa razao para estudarmos os autovalores
Ar de A, assim como suas autofuncoes ¢, associadas. No entanto, dado um dominio
limitado 2 C R"™, encontrar os seus autovalores nao é uma tarefa facil, e computa-los
explicitamente pode ser feito apenas para escolhas especificas de €2, como retangulos,
discos, elipses e alguns tipos de triangulos. Na verdade, mesmo para o hexagono, o

primeiro autovalor ainda nao é conhecido!
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Entretanto, conhecer a formula fechada de um autovalor de A nao é a tunica
forma de conhecé-lo de fato. E possivel obter informacoes qualitativas sobre ele,
mesmo sem conseguirmos encontra-lo de forma explicita.

O problema pode ser posto da seguinte forma: tendo informacoes sobre €2, o
que podemos dizer sobre os autovalores de A7 Muitas respostas para essa pergunta

foram feitas ao longo do tempo. Enunciamos duas de destaque:

1. Conjectura de Rayleigh e a Desigualdade de Faber-Krahn. O primeiro
autovalor \; do laplaciano em um intervalo ou regiao do plano ¢ chamado de
tom fundamental. Isto porque quando misicos tocam a corda de um violao
ou batem em um tambor, hd um tom que “lidera” o som feito por esses
instrumentos. Do ponto de vista matemético, olhando para as solucoes da
Equagao do Calor, por exemplo, dadas por u(z,y,t) = > a,e ¢, (z,y), fica
claro que o par (A1, ¢1) nos da a informagao dominante sobre o comportamento
de u quando o tempo passa, ja que o termo e !¢ (z,y) é a parcela da soma
que decai mais devagar se t — 0o. No fim do século XIX, o fisico e matematico
inglés John William Strutt, conhecido como 3¢ Barao de Rayleigh, conjecturou
que se considerarmos um dominio {2 e uma bola B de mesmo volume, deve-se
ter A\1(Q2) > A\ (B) (a igualdade ocorrendo somente quando € for uma bola),
isto é, nos termos acima, quanto maior fosse o perimetro de 02, mais rapido o
calor deveria se dissipar. A Conjectura de Rayleigh, como ficou conhecida,
foi resolvida pelos matematicos Faber e Krahn em 1923, e, como desejado, se

estende para qualquer dimensao n.

2. Conjectura de Lorentz. Apesar de seu enunciado ser puramente fisico,
a Conjectura de Lorentz pode ser enunciada matematicamente da seguinte
forma: considere um dominio conexo 2 C R" e sejam Ay < A < ... < A\ < ...

os autovalores correspondentes ao problema

Ao = N\p@r,
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em ). Entao
N\, Q
lim Y) _ areal§)) (3.2)

Jj—ro0 )‘j 21

onde N();) = card{\y|\, < A;}. Esta conjectura foi demonstrada, ainda de

forma mais geral, pelo alemao Herman Weyl, em 1911.

O objetivo das proximas trés secoes é encontrar autovalores e autofuncoes do

laplaciano para intervalos da reta real e dominios especificos do plano euclidiano.

3.2 Intervalo

Seja [0,1] C R. Nesse caso, note que Au = u”, a segunda derivada de u : [0,] —

R. O nosso problema toma entao a forma:
—u" = Au, em [0,1],

uma equacao diferencial ordinéria linear de segunda ordem, cuja solucao geral tem

a forma

u(t) = A sen(V/At) + B cos(VAt), (3.3)

onde A e B sao constantes reais arbitrarias. Impondo as condigoes de fronteira de

Dirichlet e Neumann, concluimos que:

e No caso da condi¢do de Dirichlet, substituindo u(0) = u(l) = 0 em (3.3,

obtemos de forma direta que B = 0 e que
u(l) = A sen(VAl) = 0.

Como procuramos solucoes nao-triviais, podemos supor que A = 1. Note, dai,

que a expressiao sen(v/Al) se anula quando

VAl = nr, para algum n € Z — {0}.
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Portanto, as autofuncoes para o problema
u == u sete(0,])
u(0) =u(l) =0

sao dadas, para cada n € N, por

un(t) = sen (?t) ,

cujos autovalores associados sao

e 0 caso da condi¢do Neumann é andlogo: derivamos uma vez a espressao ([3.3)),

de modo a obter
W' (t) = AVA cos(VA) — BVA sen(VAt).
Agora impomos u'(0) = u/(l) = 0 na equacgao acima e conseguimos
AVI=0 = A=0

e dai

BV sen(VAl) = 0.

Mais uma vez, como procuramos solugoes nao-triviais, podemos supor B = —1

e a expressio sen(v/Al) se anula quando

Va=""
[
Portanto, as autofuncoes para o problema

u'=—-Xu sete (0,
W' (0)=4'(l)=0
sao dadas, para cada n € N, por
u,(t) = cos <nl—7rt> ,
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cujos autovalores associados sao

Nesse caso, podemos até verificar a Lei de Weyl, como ficou conhecida a Conjectura

de Lorentz, dada por (3.2).

Proposicao 3.2.1 (Lei de Weyl para Intervalos). Seja A\ um autovalor de Dirichlet

para o laplaciano em Q = [0,1]. Entao

N(A) ~ L

™

Prova. Observemos primeiro que

N\ = card {0 €A} = max {k i )\}
o< 2}

Logo, tomando o limite A — oo

como queriamos demonstrar.

3.3 Retangulo

Considere agora © = [0,1] x [0,m]. Suponhamos que a solu¢ao tenha variaveis
separadas, ou seja, procuremos por solugdes da forma u(x,y) = f(z)g(y) para o

problema
—Au=Xu se (x,y) € (0,1) x (0,m)
u=0 se (z,y) € 0N

34



O Problema do Autovalor

Repetindo o mesmo processo da secao anterior e impondo a condicao [ concluimos

que as autofuncoes sao dadas por

gm km
uji(x,y) = sen 7z) sen| —y),

para j,k > 1, e os respectivos autovalores
N2 2
gm km
Nk = | = — ] .
= () ()
3.4 Disco

Para termos uma ideia de como sao os autovalores do laplaciano no disco D =
{z € R? : ||z|| < 1}, além de utilizarmos variaveis separadas, introduziremos o
conveniente sistema de coordenadas polares. Para r > 0 e 6 € [0,27), escrevemos
x =rcos e y =rsend. A expressao do laplaciano da solucao u nesse sistema é

obtida a partir das seguintes igualdades:

L ou = 1 (@00594- @ sen@)

ror r \0Ozx oy
2u  u 92u 0%u
53 =53 cos? 0 + a7 sen?g 4 2 Sen(20)8x@y
1% Pu 0*u *u 10u
——— = 0 4+ —— cos* 0 — 2 sen(20 - =
2902 9z " + oy? o8 sen )8x8y ror’

as quais sao verificaveis utilizando a Regra da Cadeia e o Teorema de Schwarz. Note

que somando as trés expressoes, tem-se

Pu  10u 1 0% 0*u O*u
Mulr0) =Gzt gt mog ~ g T gp T ey (B

De posse disso, procuramos soluc¢oes na forma u(r, 0) = R(r)$(#) para o problema

do autovalor. Supondo que —Au = Au e usando o laplaciano dado por (3.4]), temos
1 1
- (R10600) + TR W60) + SROSO) = ARG (65
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e dai, manipulando formalmente,

6 o B
o0) — R(r) (“R(” " )

Assim, os lados esquerdo e direito da equacao acima sao independentes de r e 6,

respectivamente, de modo que existe n? positivo tal que —¢”(0) = n?¢(0). Nesse
caso, como ja vimos, ¢ tem a forma geral ¢(0) = A sen(nf) + B cos(nf). Estando
no sistema de coordenadas polares, é natural procurar por fun¢oes 2m-periddicas,
que em particular coincidem em 0 e £27, 0 que nos leva a cos(n0) = 1 = cos(2nm),
igualdade que vale apenas quando n ¢ um ntimero inteiro.

Usando essas observagoes em (i3.5)), obtemos
/! 1 / n
R'(r)+ —-R'(r) + (/\ — —) R=0. (3.6)
r

Fazendo a substituicio = = v\ e J(z) = R (%), transformamos (3.6 em

2] () + 2 J'(x) + (2* — n?)J(x) = 0, (3.7)

a bem conhecida Equagao de Bessel. A solucao de (3.7)) em série de poténcias (vide

[10]) é chamada de n-ésima fun¢io de Bessel e é dada por

Jn(z) = Z % <g>n+2z'

=0

Como R(r) = J,(v/Ar), temos que
u(r,0) = 6 (0) J (VA1)

sdo as autofungoes de A, onde ¢, (6) = a,, cos(nf) + b, sen(nd). Impondo as condi-

coes de fronteira:

e Na condigdo de Dirichlet, impomos u)(1,0) = 0, para todo 6 € [0,27]. Tsso
implica que J,,(v/A) = 0 e logo A deve ser o quadrado de um zero da n-ésima

funcao de Bessel.
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e Jana condi¢ao de Neumann, exigimos que 9,u)(1,6) = 0, para todo 6 € [0, 27].
Isso implica que J,’l(\/X) = 0 e logo A\ deve ser o quadrado de um zero da

derivada da n-ésima funcao de Bessel.

3.5 Isometrias e o Problema Isospectral

Seja 2 C R™ aberto limitado. Se o problema do autovalor (sob alguma
condigdo de fronteira) possui solugoes em €2, chamamos de espectro de ) essa
sequéncia de autovalores. Dado um outro aberto Q em R"™, dizemos que €2 e Q sdo
isospectrais se possuem o mesmo espectro (contando multiplicidades).

Mostraremos que se existe uma isometria h : Q — ﬁ, isto é, se 2 e Q sdo
isométricos, entao estes abertos sao isospectrais. Isto decorre de dois fatos, dos quais
um j& foi provado no Capitulo 2: o laplaciano comuta com rotacoes e translacoes.

O outro mostraremos agora.

Definicao 3.5.1. Uma isometria em R™ ¢ uma funcao h : R™ — R" que preserva

a distdncia entre pontos, isto é,
[h(z) = h(y)ll = [z —yl, Vo,yeR",
onde || - || indica a norma euclidiana.
Exemplo 3.5.1. Dado a € R", tem-se que a translacao 7, € uma isometria.

Usando translacoes, podemos reduzir o estudo de isometrias a classe das

isometrias que fixam 0.

Teorema 3.5.1. Toda isometria em R™ pode ser escrita de forma inica como uma
composicao T, o k, onde T, é uma translacdo (por a) e k € uma isometria que fixa a

origem.
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Prova. Seja h : R® — R" uma isometria. Se h = 7, o k, como acima, entao
h(z) = 7a(k(z)) = k(x) + a. Logo h(0) = a e k(z) = h(z) — h(0). Portanto, se for
possivel escrever h na forma desejada, essa escrita ¢ inica. Mas obviamente 75, e

k(z) = h(z) — h(0) sdo tais que 7y (k(z)) = [h(z) — h(0)] + h(0) = h(z). u
Teorema 3.5.2. Seja h : R™ — R"™ uma funcdo. Sao equivalentes:

(i) h € uma isometria que fiza a origem;

(ii) (h(x),h(y)) = (x,y), para todo x,y € R™.

Prova. (i) = (i7). Como, para qualquer z,y € R", tem-se ||h(x) — h(y)| =

||z — y||, em particular

1h(2) = R(y)II* = (h(x) = h(y), h(z) = My)) = (& =y, —y) = |z — y|*

Distribuindo os membros do produto interno acima, obtemos

1A @) + 1R ()I1* = 2(h(2), h(y)) = l2]I* + lylI* + 2(z, y),

o que implica (h(x), h(y)) = (x,y), para todo z,y € R".

(11) = (i). Assumindo que h preserva o produto interno:
Ih(z) = h)II* = (h(z) = h(y), h(z) — h(y))

1h@)I* + [R)II* — 2(h(z), h(y))

lz)* + [lyl]* — 2(z, )

= (r—y,z—y)
= |z -yl
Segue que h é uma isometria que fixa a origem (pois preserva a norma). [ ]

Corolario 3.5.2.1. A 1nica isometria que fira a origem e a base candnica € a

identidade.
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Exemplo 3.5.2. As transformacdes ortogonais sao isometrias. De fato, seja T

ortogonal. Entao

(T, Ty) = (T"Tw,y) = (2,y).

Como toda transformagao linear fiza a origem, por[3.5.2, T € uma isometria. De-

notaremos o conjunto das isometrias ortogonais por O,(R).

Teorema 3.5.3. Toda isometria h : R" — R™ que fiza a origem é da forma h(x) =

Tz, onde T € O,(R).

Prova. Sabemos que h preserva o produto interno. Entao, para i # 7,

(h(ei), h(e;)) = (ei,e;) = 0.

Defina a matriz T cujas colunas sdo dadas por h(e;). Como esses vetores sao orto-
gonais, T' é ortogonal e portanto, invertivel. Além disso, por definigao, Te; = h(e;).
Segue que a isometria T~ 'oh fixa a origem e a base canonica. Pelo Corolario 3.5.2.1,
T = h, como queriamos. [

Segue que todas as isometrias em R” sdo da forma Tz + a, onde T" € O,(R)
e a € R". Como o operador laplaciano comuta com translagoes e rotagoes (trans-
formagoes ortogonais), segue que também comutara com qualquer isometria.

Assim, considerando Q,ﬁ C R™ abertos limitados, e denotando por Aq e
Ag os seus respectivos espectros, se houver uma isometria h : 2 — R" tal que
h(2) = SNI, ¢ facil mostrar que Ag = Ag. O tnico problema ¢ que a priori nao
sabemos se h pode ser escrita na forma Tx + a, j4 que o dominio de h nao é todo
o R™. Entretanto, é possivel mostrar que h pode ser estendida para uma outra
isometria H, esta sim definida em R". Pelos resultados dessa secao, H possui a
forma desejada, e consequentemente h.

Supondo que de fato podemos estender h, tome A € Ag. Entao existe uma
solucao cléssica u para o problema do autovalor em O (digamos com as condigoes

de Dirichlet), tal que —Ad(%) = Ai(Z), para todo & € €. Entao u := @woh ¢ solucio
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classica para o problema de autovalor em 2, pois h ¢ de classe C° e para todo

x €,

—Au(x) = =A(to h)(x) = =Au(h(x)) = Mu(h(x))

Concluimos que Az C Ag. A outra inclusao ¢ anéloga, pois H ¢ invertivel e sua

inversa ¢ uma isometria tal que H~1(Q) = Q, e repetimos o processo. Por fim:

Proposicao 3.5.1. Seja S C H subconjunto de um espaco de Hilbert. Entao uma
wsometria i . S — H pode ser estendida para uma isometria I : H — H se, e so se,

H possui dimensao finita.

Prova. Vide Teorema 11.4 em [IT]. n

Uma questao natural é a seguinte: dois abertos isospectrais sao necessaria-
mente isométricos? Para dominios planos, como os poligonos, a questao foi posta de
forma mais descontraida por Bers e Kac [I2] em 1966: “é possivel ouvir o formato
de um tambor?”. Isto porque em dominios planos os autovalores podem ser vistos
como frequéncias de vibragao produzidas por uma membrana. De qualquer forma,
a resposta para essa pergunta ¢ “nao”. No caso de variedades riemannianas, Milnor
[13] ja havia contruido em 1964 um par de variedades isospectrais nao-isométricas
em dimensdo 16 e Vignéras [14] em 1980 conseguiu exibi-las em qualquer dimensao
n > 2. Porém, a questao de Kac para dominios planos s6 foi respondida em 1992,
por Gordon, Webb e Wolpert [I5], que usaram técnicas de grupo fundamental e
espacos de recobrimento para construir o tal par de dominios planos.

Mesmo que o espectro nao seja capaz de caracterizar totalmente a geometria
de um dominio, é possivel deduzir informacoes geométricas a partir dos autovalo-

res. Em 1911, Weyl mostrou que a area de um dominio plano é completamente
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determinada por seu espectro, ou seja, dominios com diferentes dreas nunca podem
ter o mesmo espectro. Na verdade, Kac demonstrou que o espectro determina o

perimetro e o nimero de componentes conexas de um dominio plano (veja [12]).
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CAPITULO 4

FUNCOES HARMONICAS

Reservamos este capitulo do trabalho para mostrar propriedades bésicas acer-
cas das fungoes harménicas, as quais surgem com muita frequéncia em problemas
estacionarios que dao origem a Teoria do Potencial. Vamos ver como a informacao

Au = 0 pode nos fornecer dados sobre a fungao u.

Definigao 4.0.1. Seja Q C R™ um aberto. Uma funcio u : Q — R de classe C* ¢

dita harmonica quando Au =0 em €.
Observacao 4.0.1. Veremos a sequir que a hipotese u € C? pode ser retirada.

Nas se¢oes seguintes usaremos fortemente resultados de integracao em hiperficies

que sao fronteiras de dominios do R"”, resultados esses apresentados no Capitulo 1.
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4.1 Principio do Maximo Forte e o Teorema doa

Valor Médio

Derivaremos as propriedades basicas das func¢oes harmonicas a partir destes dois
resultados classicos. Apesar de mais gerais, (no sentido de que consideraremos Au <
0 e Au > 0), sua demonstragdo ¢ analoga ao caso Au = 0, e portanto seria um

desperdicio negar a este trabalho essa pequena generalidade.

Proposicao 4.1.1 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam Q C R™ um aberto e
u € C*(Q). Se Au <0 em Q, entao para cada bola Br(z) de centro x € Q e raio

R >0, com Bgr(z) CC Q, vale a desigualdade

( ) S 1 1 /
u(x) > —— u = u,
|Br| J () wn ™ J B (2)

onde w, € o volume da bola unitdria em R".

Quando Au > 0, obtém-se a desigualdade contrdria.

Prova. Defina, para cada r € (0, R], a fungao
1

=151 Lo

u(y)do(y).

Facamos a mudanca de coordenadas y = x+7rw, com objetivo de obter a derivada

de ¢. Assim, temos

1 1
o) = [ uldol) = = [ ek o)
nwWer™ 1 Jg (2 nwr Js(0)
1
= — u(xr + rw)do(w).
151] Js,(0)
Dai, derivando sob o sinal da integral, pelo Corolario [1.2.1.1] obtemos
1
d(r) = — Vu(z + rw) - w do(w)
1511 Jsv0)

— 1/ Va(y) - L7 do(w)
|ST” Sr(z)

r
1 / ou
= — — do
S| S () ov
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pois o vetor unitario normal a [S,(z)| ¢ justamente Y=%. Mas, pela identidade de

Green (1.5) e pela hiotese Au < 0, temos

/ @ do = / Au < 0.
OB (x) v Br(z)

Segue que ¢'(r) <0, isto é, ¢ é uma funcdo descrescente. Portanto,

1 1
u do >

> — u do,
|SR’ Sgr(z)

’ST‘| Sr(z)
para todo r € (0, R]. Mas para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que |u(y) —u(x)| < e,

sempre que ||z —y|| < J. Escolha r < §. Assim

1 1
o) - g /Sr(x)u(wda(y)\ - | /ST(I)[u<x>—u<y>]da<y>
N 1
< 5
1

< L. / do(y)
‘ST" Sr(z)
E.

| lut@) = utw)] dotw)
Sr(x)

Segue que a diferenca acima, quando r — 0, torna-se tao pequena quanto quisermos.

Assim, tem-se a igualdade

1
u(z) = lim u(y)do(y).
70 |S,] Js, ()
Consequentemente, obtemos a desigualdade
1
u(z) > — u do. (4.2)
|SR| Sgr(x)

Segue que se Au > 0, vale uma desigualdade do valor médio sobre esferas (observe
que no caso Au < 0, obtém-se a desigualdade contraria). Para cadacada 0 <r < R,

temos a desigualdade
nwyr™ tu(x) > / u do,
Sr(x)
de modo que integrando a expressao acima de r = 0 a r = R, obtemos o resultado

proposto:
R
wp R u(z) > / (/ u da) dr = / u(y)dy,
onde a tultima igualdade segue do Teorema [
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Corolario 4.1.0.1 (Teorema da Média para Fungdes Harmonicas). Sejam 2 C R"
um aberto e u € C*(Q). Se Au = 0 em Q, entio para cada bola Br(z) de centro

x € Q eraio R >0, com Br(x) CC Q, vale a desigualdade

1
= d

onde w,, € o volume da bola unitiria em R"”

Teorema 4.1.1 (Principio do Maximo Forte). Sejam ©Q C R™ um aberto conexo e
u € C*Q).
Se Au >0 em Q) e u atinge seu mdximo em €1, entao u € constante.

Se Au <0 em Q e u atinge seu minimo em €2, entdo u € constante.

Prova. Mostremos o segundo caso, quando Au < 0 (o outro é totalmente analogo).
Sejam m := mingu e A :={z € Q: u(x) = m}. Note que A é nao-vazio (u atinge o
minimo, por hipotese) e fechado (u é continua). Mostremos que A é aberto. Dado
x € A, tome uma bola aberta Br = Bgr(x) CC Q. Pelo Teorema do Valor Médio,
temos

1 1
m=u(r) > —— u(y)dy > m—— dy = m.
D2 B4 S, " =2 " B o,

Mas se houvesse y € Bpg tal que u(y) > m, a tltima desigualdade acima seria
estrita, gerando um absurdo. Segue que A é aberto. Como €2 é conexo, seus unicos
subconjuntos abertos e fechados sao () e o proprio 2, de modo que A = ), mostrando

o0 teorema. u

Corolario 4.1.1.1. Sejam 2 C R™ um aberto conexo e u uma fun¢ao harmonica.

Se u atinge o mdzimo ou minimo em §2, entao u € constante.

Corolario 4.1.1.2 (Principio do Maximo Fraco). Seja Q@ C R"™ aberto, conezo e
limitado, de modo que Q seja compacto. Se u : Q@ — R € harmonica em Q e

continua em ), entao u atinge sew mdzimo (e minimo) em OS.
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Prova. De fato, como u é continua em (), um compacto, o maximo é de fato
atingido. Se nao for atingido em 0f), deve ser atingido no interior de 2. Nesse
ultimo caso, pelo corolario anterior, ja que u é harmonica, deve ser constante em (2,

e portanto constante em Q. Em todo caso, o méximo de u é atingido em 0€. [

Corolario 4.1.1.3 (Unicidade de solugao classica). Seja Q@ C R™ aberto, conezxo e
limitado, de modo que Q seja compacto. Se ui,us : Q — R sdo harmoénicas em €,
continuas em Q, e coincidem em 09, entio u1 = uy em . Em particular, se o

problema

Au=g sex €
u=f sex € 0,

possui solucao em €1, ela € unica.

Prova. A funcao w : {2 — R dada por w = u; — uy é harmonica em ) e continua
em 2. Pelo corolario anterior, w atinge seu méximo e minimo em 0. Mas como

wlgn = 0, segue que w = u; — uy = 0 em . [

4.2 A Reciproca do Teorema do Valor Médio

Mostraremos que se uma funcao continua possui a "propriedade da média sobre
bolas", enunciada no Corolario 4.1.0.1, entao é possivel obter informagoes sobre sua

regularidade e sobre seu laplaciano.
Definicao 4.2.1. Considere as sequinte defini¢oes:
(i) Defina n € C>(R") dada por

C'exp <H96H+4) se |lz]| <1

0 sellz|]| >1,

n(r) =

onde a constante C' > 0 € escolhida de modo que fR” n dx = 1. Note que n

acima € uma fungao radial. isto é, n(x) =¥ (||z||), para alguma b € C°.
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(11) Para cada € > 0, defina
1 sz
Ne(w) = €—n77< ) .

€
As funcoes n. sao chamadas de aprorimacgoes da identidade. Além disso,
ne € C e também satisfazem [5, 1. dx =1, apesar de supt n. = B.(0).

(iii) Notagao. Se Q C R™ € aberto e ¢ > 0, defina €. :={x € Q: B.(x) C Q}.

Proposicao 4.2.1. Seja u : Q — R integrdvel no aberto Q C R™. Entao para cada

e >0 a fungao

u(z) = /Qne(x —yuly) dy = /B o n-(y)u(r —y) dy

€ de classe C*° em €)..
Prova. Vide Teorema 6 em C.4, [8] |

Teorema 4.2.1. Seja () C R™ aberto. Suponha que u : Q — R seja uma funcgdo

continua satisfazendo a sequinte propriedade: para todo x € Q) e B,.(x) CC (2, tem-se

1
u(x) = u(y)do = — w(x + ry)do
(2) = —— /Srm o) = - [ oty

Wn,
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Prova. Para cada z € ()., a funcao y — n.(z — y) tem suporte em 2. Assim,

uf(z) = / a(y)n(x — y)dy

/ u( — y)e(y)dy
Q
/ o u(z —y)n(ey)e "dy

/B e euno)dy

0)
/ | /Sl(o) ule — rey)b(r)r do(y)dr

neonu(x) /O oy

o) [ )

u(x) / n(y)dy
u(z)

Pela Proposigao a funcao v é C™ em cada ()., e como ¢ é arbitrario, tem-

se u € C*(). Para concluirmos que u é harmoénica em €2, basta notar que Au é

continuo e para cada r > 0,

Au(y)dy = /

duly)do(y) = !

51(0)
d

= 7‘”_1—/ u(x +ry) do(y
i . ue ) o)

d
ot

— Tn—l

wnu(z))

= 0.

Vu(z +ry) -y do(y)

Segue que a integral de Au sobre qualquer bola centrada em x é nula, concluindo

que Au = 0.

Corolario 4.2.1.1. Se u € harmonica em §2, entio u € C>(Q).

Prova. Se u é harmonica em (2, entao pelo Corolario 4.1.0.1, u(z) é a média de u

sobre qualquer bola (ou esfera) centrada em x, e portanto pelo Corolario 4.2.1.1, u

& C(Q).
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