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“Segundo o nosso modo de ver, o numero, em seu conjunto, € o Ser.”
(Platao em “Sofista”, 238 b.)

“Tu conhecerds, tanto quanto ¢ possivel a um mortal, que a Natureza é em tudo
semelhante a st mesma.”
(Versos dureos de Pitdagoras)






Resumo

O objetivo geral deste trabalho é iniciar a organizacao e exposicao dos resultados funda-
mentais da teoria analitica dos nimeros para a lingua portuguesa. Discorremos sobre a
histéria da teoria contextualizada na historia da matematica. Fazemos um levantamento
de assuntos diversos importantes para a compreensao dos resultados. Analisamos breve-
mente a funcao Gamma e sua importancia aritmética. Apresentamos a funcao Zeta e a
conexao fundamental que estabelece entre os niimeros naturais e primos, assim como sua
avaliacao nos inteiros e propriedades destes nuimeros. Discutiremos brevemente a loca-
lizacao e relevancia de suas raizes. Definiremos uma série de Dirichlet, suas propriedades
bésicas e construcgoes particulares a partir da Zeta. Mostraremos como a continuacao
analitica e teoremas tauberianos fornecem resultados como o Teorema dos Niumeros Pri-
mos. Apresentaremos as teorias de Weierstrass e Hadamard sobre a representacao de
fungoes com fatoragoes explicitas de suas raizes. Finalizamos o trabalho apresentando as
formulas explicitas da teoria dos numeros, as quais servem de orientacao final a grande
parte da teoria aqui desenvolvida.

Palavras-chave: Teoria analitica dos niimeros. Fungao Zeta. Séries de Dirichlet. Nimeros
primos. Férmulas explicitas.






Abstract

The main aim of this study is to begin the organization and presentation of the funda-
mental results of analytic number theory to the Portuguese language. I elaborate over
the history of the theory in the context of the history of mathematics. Several subjects
important to the understanding of the results are gathered. The Gamma function and
its arithmetical importance are briefly analyzed. The Zeta function and the fundamental
connection it establishes between natural and prime numbers is presented, as well as its
evaluation on the integers and properties of these numbers. The location and relevance
of its roots are briefly discussed. Dirichlet series are defined, its basic properties and par-
ticular constructions are studied using the Zeta function. How analytic continuation and
tauberian theorems provide results such as the Prime Number Theorem is shown. I will
present the theories of Weierstrass and Hadamard on the representation of functions with
explicit factors of their roots. I conclude the work by presenting the explicit formulae of
number theory, which serve as final guidance for most of the theory here developed.

Keywords: Analytic number theory. Zeta function. Dirichlet series. Prime numbers. Ex-
plicit formulae.
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DA NOTACAO USADA NESTE TRABALHO

Estabelecemos aqui notagoes e algumas defini¢oes titeis que valerao por todo este tra-
balho.

As letras n, k --- sempre denotarao nimeros naturais. O conjunto N geralmente par-
tira de 1, a menos que contextual e explicitamente afirmado o contrario. A letra p sempre
denotard um numero primo, isto é, um numero que tenha precisamente dois divisores.
Escrever k|n significa que k é divisor de n, que é o mesmo que afirmar a existéncia de um
natural ¢ tal que kc = n. Caso contrario, escreve-se k { n. Ja x representard uma variavel
continua, em R, e z ou s um ntmero complexo, cujas partes reais poderao ser escritas
como o.

Sejam f,g : R — R, g positiva. Quando ¢ limita o crescimento de f, ou mais preci-
samente: quando existe alguma constante ¢ € R(c > 0) tal que para = > x

€SCrevernos

Chamamos esta notacao de “ ‘O’ grande”, assim como difundido por Landau. Quando a
constante ¢ puder ser arbitrariamente pequena, isto é, valer

=0
T—00 gx) ’

escrevernos

f=o0(g),

e a chamamos de “ ‘0’ pequeno”. Neste caso o crescimento de g supera bastante o de

f. Repare que f = o(g) implica f = O(g).!
Quando f e g tém a mesma ordem de grandeza, isto ¢, existem constantes positivas
Ay, A, tais que

Arg(x) < f(z) < Agg()

para todo x € R ou a partir de algum x(, escrevemos

=g

1 Também podemos usar um limite para algum ponto a € R, ao invés do infinito, usualmente para

compreender o comportamento de uma fungdo ao redor de uma singularidade.



Quando f, g tem proporcionalmente o mesmo crescimento, ou seja,

tim |15

dizemos f é assintética a g, e simbolizamos

=1,

[~y

E importante ressaltar que mesmo crescimento proporcional ou relativo nao implica
mesmo crescimento em diferenga ou absoluto: pode dar-se f ~ ¢ até mesmo quando
|f —g| = 002

Define-se a densidade natural ou aritmética de um conjunto J C N como o niimero
real a € [0, 1], quando existir, pelo limite

a = lim QJ(n),
n—o0 n

onde @ ;(n) é a quantidade de elementos de J menores ou iguais a n. Note que Qn(n) = n.
Assim a densidade natural dos niimeros naturais serd 1, dos miltiplos de 2 sera 1/2, dos
de 3 serd 1/3, fornecendo uma nogao de tamanho destes conjuntos distinta da usual
cardinalidade ou bijecao.?

A fungao f : Rt — N denotada por f(z) = |x| é conhecida como a parte inteira de
x, e d4 o maior nimero natural menor que .

Chamamos de funcao aritmética qualquer seqiiéncia f : N — C. Normalmente a
designagao so é dada quando a sequiéncia codifica alguma informagao aritmética ou relativa
aos numeros naturais, como as fungoes dadas a seguir, as quais chamamos notdvess.

A fungao de Mobius ou Moebius caracteriza um numero natural n pela presenca
de divisores quadrados perfeitos ou pela paridade da quantidade dos primos distintos nos
quais se fatora:

1, se n=1;

(n) 1, se n é produto de um numero par de primos distintos;
n)=

a —1, sen é produto de um nimero impar de primos distintos;

0, se n é divisivel por quadrados perfeitos maiores que 1.

A fungao de Mertens é definida para todo x € R*, como a soma parcial da funcao
de Mobius:

M(x) =3 uln).

n<x

2 Um exemplo simples seria tomar f(z) = z e g(x) = z + Inz, ou quaisquer polindémios com mesmo

coeficiente principal e coeficientes distintos para algum termo de grau menor, a menos de grau zero.
Algumas densidades excedem-se em apelo estético; vejamos o caso da densidade dos niimeros naturais
livres de quadrados, isto é, sem qualquer divisor quadrado perfeito: 6/72 (HARDY e WRIGHT, 2008,
p. 355).



com M(xz)=0para0 <z < 1.
A funcao tociente de Euler* conta a quantidade de nimeros menores e coprimos
com o valor n dado:

1
on)=#{keN:k<n, mde(k,n)=1}=n- 1—=),
(=)

a ultima igualdade estabelecida desde Euler.
A quantidade de divisores de n é escrita como

d(n) = #{k € N: k|n}.

A soma dos divisores de n é escrita como

o(n) = Z d.

dn

Mais geralmente, escrevemos

or(n) =Y d,

dn

com og(n) =d(n) e o1(n) = o(n).

As fungoes 6mega 2(n) e w(n) contam a quantidade de fatores primos do nimero
n, a primeira respeitando a multiplicidade e a segunda ignorando-a, contando apenas os
primos distintos. Assim 2(12) = 3 e w(12) = 2.

A funcao de Liouville nos indica a paridade da quantidade total de fatores primos
de n:

Para numeros n livres de quadrados, vale A(n) = u(n).
A funcao de von Mangoldt é definida como:

An) In(P), se hd m €N tal que n = P™, P primo;
n)=
0, noutros casos.

Os chamados nimeros harmonicos sao a soma dos reciprocos dos naturais até dada
quantidade:

3

H, =

x| =

k=1

4 Assim nomeada por James Joseph Sylvester (1814-1897).



A fungao contagem de primos, definida paran € N ou € R, nos dé o niimero de
primos abaixo da ou igual a dada quantidade, e a denotamos por

m(z)=> 1L

p<z

A funcao contagem de multiplos de n primos menores ou iguais a dada quanti-
dade sera denotada por

P1Pn<T

onde, neste caso, os indices k de p, nos servem apenas para nos indicar um total de n
primos, distintos ou nao, ignorando-se diferencas de ordem.

Importantes fungoes para o estudo dos primos sao a primeira e segunda funcoes
de Tchebycheff, definidas respectivamente como

Por 1ltimo, lembramos ao leitor, que supomos ja estar familiarizado com as constantes
7 e e, da definigao usual da constante de Euler-Mascheroni ~

v = lim H, —In(n).

n—o0



PROBLEMATICA

O pitagorismo grego estabeleceu-se como um dos principais bergos da filosofia e ma-
tematica ocidentais através das eras, de onde acredita-se que os proprios termos se origi-
nam - Mathesis, instrugao; philosophia, amor a sabedoria. Suas consideracoes, de amplo
espectro, buscam pela universalidade da compreensao do mundo, atingida mais profun-
damente pela contemplacao do niimero e sua manifestacao como a harmonia mesma em
todas as ordens da realidade, razao de sua inteligibilidade®. Ante a tensdo entre as formas
primeiras - logoi -, entre a Unidade e a Ordem - cosmos -, observam-se os principios de
todos os seres limitados e ilimitados e a génese de seu movimento.

Em conjunto com o uso técnico - de utilidade pratica - dos niimeros, vemos no pi-
tagorismo o mais antigo indicio de uma organizacgao logica e demonstrativa de assercoes
de cunho matematico, tomadas sinteticamente, cujo impacto cultural em toda civilizacao
grega ¢ imensuravel, possivelmente o principal catalisador histérico do processo de cons-
trugao do mito grego da demonstracao. E neste contexto que surge o solo fértil ao desen-
volvimento da légica, da descoberta e estudo sistematico das proporg¢oes incomensuraveis
e tantas outras investigacgoes, que propiciaram o surgimento de uma literatura rica, quase
que totalmente perdida, cujo exemplo mais emblematico é a sintetizacao de Euclides em
“Os Elementos”.

Da era moderna a contemporanea, constatamos um desenvolvimento e riqueza crescen-
tes da matematica, numa proporg¢ao nunca antes vista; nao nos retenhamos em pronunciar-
nos participantes do auge historico desta ciéncia, que, de tao grande que tornou-se, nao
pode, nem mesmo nos resultados fundamentais, ser totalmente abarcada por um individuo.
E certo que, em sua imensidao, distancia-se de seu significado histérico, processo no qual
participa principalmente sua evolucao e fortalecimento, mas também sua decadéncia.

Os numeros naturais sao, em principio, as coisas mais simples que conhecemos; no
entanto, a complexidade de suas proporgoes caminha racional e imperativamente para o
caos incognoscivel. Representam, pois, um territorio inesgotavel para o deleite de nossa
curiosidade, na fronteira entre o caos e a ordem. Perguntas tao simples e belas sao por eles
nos sugeridas, e as perguntamos. As respostas, porém, sao elusivas; o quao freqlientemente
terminamos perplexos e de mao vazias, mesmo equipados das mais poderosas técnicas
desenvolvidas?

Como estudante de matematica, tomei para meus estudos do tema quase que unica-
mente livros da literatura estrangeira, como os maravilhosos livros de Hardy e co-autorias,
e os de Titchmarsh e Edwards. Sé muito adiantado em minhas pesquisas vim a conhecer,
para minha benesse, dois livros nacionais sobre temas relacionados: “Teoria dos nimeros:
um passeio com primos e outros nimeros familiares pelo mundo inteiro” de Martinez,
Moreira, Saldanha e Tengan; e “Numeros primos: Velhos mistérios e novos recordes”,
de Ribenboim. Excelentes livros, nao tratam focalmente, porém, da teoria dos nimeros
analitica. O mais proximo que o autor encontrou nesta direcao na literatura foi o “apéndice
A” do primeiro destes, escrito por Jorge Aarao, e citagoes de resultados no segundo. Um

Vejamos alguns fragmentos atribuidos a Filolau: “O ser, que pertence ao mundo (cosmos), é um com-
posto harménico de elementos ilimitados e elementos limitados: é assim tanto do mundo (cosmos)
como um todo, como de todas as coisas que ele encerra.” Ainda: “E todas as coisas, as que pelo menos
sao conhecidas, tem ntimero; pois nao é possivel que uma coisa qualquer seja ou pensada ou conhecida
sem o numero.” (SANTOS, 2000, p. 85 e 86)



levantamento na internet mostra um cenario de pouca produc¢ao neste sentido: os poucos
livros sobre teoria dos ntimeros que o autor encontrou nao tratam de aprofundamentos
da analise sobre fungoes aritméticas.

Neste ambito, o autor pos-se a principiar um projeto de divulgacao dos avancos e
resultados desta drea tao bela para dentro do territério nacional e para todos os outros
falantes da lingua portuguesa, colocando como partida a pergunta central: o que é a
funcao Zeta e quais sao suas aplicagoes dentro da teoria analitica dos niimeros?



INTRODUCAO

Este projeto originou-se de uma busca por compreender e destrinchar o artigo de 1859
de Riemann, “Ueber die Anzahl...”, alargando-se até abarcar um levantamento parcial
da literatura da teoria analitica dos nuimeros, que aqui apresentamos de forma bastante
compacta. O artigo paradigmatico de Riemann permaneceu, até a conclusao deste projeto,
a esséncia de sua estrutura.

No capitulo 1, buscamos contextualizar o leitor historicamente acerca do desenvol-
vimento milenar desta ciéncia, do pouco que nos resta dos primérdios até o presente
apogeu. Passearemos levemente pela historia da aritmética e ciéncias relacionadas até o
desenvolvimento das teorias das quais o trabalho efetivamente trata, que apresentaremos
com mais pormenores.

No capitulo 2, buscamos oferecer um apanhado de assuntos que, relevantes em si
mesmos, nos oferecem resultados teis para o restante do livro. Redigido com esta fi-
nalidade, nao requer, portanto, leitura linear, e pode mesmo ser ignorado, se assim se
fizer bom ao leitor. Apresentamos nele o Teorema Fundamental da Aritmética; as fungoes
de Tchebycheff; a transformada de Mellin e sua inversa, bem como sua conexao com as
transformadas de Fourier e Laplace; a funcao de Mobius com seus teoremas de inversao;
a soma de Poisson; a somagao por partes e a integral logaritmica.

No capitulo 3, introduziremos a fungao Gamma como uma integral de Euler de
segundo tipo, e provaremos que interpola o fatorial nos naturais. Estudaremos ainda varias
simetrias e equagoes funcionais que a funcao Gamma respeita, drea esta cuja pesquisa é
viva e produtiva. Neste capitulo também estudaremos como o fatorial é, dentre todas
as fungoes aritméticas notaveis, o melhor candidato para oferecer resultados assintéticos
sobre numeros primos, fato notado e aproveitado destacadamente por Tchebycheff circa
1850, e desenvolvido por muitos outros décadas mais tarde, como Mertens. Intimeros
resultados assintoticos da teoria dos ntimeros primos sao obtidos por vias elementares na
associacao entre a fatoragao do fatorial em elementos primos e a férmula de Stirling para
seu crescimento assintotico, exemplificados neste trabalho pela obtencao de

Inp

Z— =Inn+ O(1).

p<n p

Discutimos as limitacoes dos resultados obtidos® por estes métodos e a necessidade de
um caminho mais sélido e estruturado para a obtencao de resultados mais precisos, como
o Teorema dos Numeros Primos:

Como veremos mais adiante, o estudo da funcao Zeta fornece precisamente estas vias, de
forma direta, elegante e geral. Mais que isso, fornece resultados sobre um sem nimeros
de assintéticas de fungoes aritméticas notaveis, sem se limitar a isto. Argumentamos da

6 Na verdade, a menos de uma constante, vale o(1) no lugar de O(1) no resultado acima, fato equivalente

ao Teorema dos Numeros Primos.



importancia dos métodos analiticos no estudo da funcao Zeta, e sua superioridade sobre
os métodos anteriores. Finalmente, apresentamos sucintamente o uso do fatorial para
critérios de primalidade.

No capitulo 4, definimos a fun¢ao Zeta para Re(s) > 1 como a série de Dirichlet

1
C(S) - E)
n=1

e investigamos algumas de suas propriedades, provando o célebre produto de Euler para
a fungao absolutamente convergente em Re(s) > 1,

((S> - H 1_;])_57
p

onde o produto se estende sobre primos ordenados em ordem qualquer. A igualdade entre
estas duas representacoes € o coracao da teoria inteira, e reflete o Teorema Fundamental da
Aritmética em uma expressao analitica. Em seguida, partimos para a avaliacao de valores
particulares da funcao Zeta, nomeadamente nos inteiros, estudo este que fornece resultados
que falam por si s6. Em particular, mostramos a solucao do problema de Basel como Euler
primeiro a apresentou. Discutimos também neste capitulo a célebre - ou infame - hipétese
de Riemann, dissecando seu significado e que tipo de consequéncias ela implica. Também
provamos a inexisténcia de raizes da fungdo em Re(s) > 1, que acaba por implicar, com
sua equagao funcional, também na inexisténcia de raizes nao reais em Re(s) < 0. Por
ultimo, citamos dois teoremas bastante dissociados do espirito deste trabalho, mas que
acabam por satisfazer os matematicamente curiosos: os teoremas da universalidade e da
independencia diferencial.

No capitulo 5, introduzimos o conceito de série de Dirichlet, provando resultados
basicos sobre a soma, produto e poténcia destas séries. Também apresentamos a forma
geral de sua exponenciacao e logaritmo naturais, que nao conhecemos na literatura. As-
sim como a multiplicagdo de duas séries de Dirichlet de coeficientes f(n) e g(n) geram
coeficientes conhecidos como convolugoes de Dirichlet

(frg)=D_fd)g(5) = 2 Fla)gd),

dln axb=n

a exponenciacao e logaritmo naturais de séries de Dirichlet geram coeficientes da forma’

b

bl b

=L (D
ZT Z ﬁm '~-~'ﬁaka

k=1 ay:....ap=n

7 E necessario recorrer ao capitulo 5 para compreender os indices destas somas.



respectivamente. Notamos como os primos podem ser unicamente caracterizados como
invariantes da exponenciacao natural destas séries. Apresentamos o produto de Euler para
séries de Dirichlet cujos coeficientes sao fun¢oes multiplicativas, total ou parcialmente. Por
fim, mostramos como, no dominio de convergéncia, estas séries podem ser compreendidas
como transformacgoes de Mellin da soma parcial de seus coeficientes. A segunda secao
deste capitulo é uma das partes mais importantes deste trabalho, onde demonstramos
copiosamente a importancia do estudo da funcao Zeta ao apresentar 13 exemplos de
construcoes de séries de Dirichlet a partir de manipulacoes da funcao Zeta, dentre elas
muitas cujos coeficientes sao fungoes aritméticas notaveis: os exemplos 8 e 10 fornecem a
conexao mais importante para o estudo dos niimeros primos:

In(¢(s)) = Z M, (Exemplo 8)

n
n=1

onde P(s) é a série de Dirichlet conhecida como fungao Zeta Prima, cujos coeficientes sdo
indicadores de nimeros primos. No exemplo 12, discutimos a representacao das séries de
Dirichlet compostas apenas por nimeros de k fatores primos a partir de manipulagoes da
funcao Zeta Prima e demonstramos o formato geral destas representacoes, talvez a maior
contribui¢ao deste trabalho para a teoria, em conjunto com as equagoes (5.2) e (5.3). De
fato, o resultado obtido implica, em particular, que dado qualquer subconjunto A C N* a
série de Dirichlet A(s) cujos coeficientes indicam pertencimento a A pode ser usada para
construir a série Ag(s) cujos coeficientes sao indicadores de niimeros passiveis de fatoragao
em k numeros pertencentes a A, respeitando a forma

1

Ak(s) - Z Ajl (918) Tt Ajt(gt5> ’ J1 | Jt
J1g1+---jegr=n gyt Gy
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e fornecendo uma conexao com a teoria de particoes.

No capitulo 6, apresentaremos a idéia geral de uma continuacao analitica e como a
analiticidade justifica a concordancia da atribuicao de valores que tantos métodos distintos
fazem as séries divergentes. Exemplificamos através de dois dos métodos de somacao mais
difundidos, as somas de Cesaro e Abel. Em seguida, apresentamos os teoremas e condigoes
tauberianos para, dada a convergéncia de uma série com um método mais forte, deduzir
sua convergéncia por um método mais fraco. Sao citados o primeiro e segundo teoremas de
Tauber, e em seguida o generalissimo teorema de Wiener. Provamos o teorema tauberiano
de Newman, que aplicamos posteriormente na prova do Teorema dos Numeros Primos.
Finalmente, obtemos a continuacao meromorfica da funcao Zeta para todo o plano, a
menos de seu tnico polo em s = 1. Estudamos o comportamento da funcao ao redor
do polo e provamos a equacgao funcional pelo mesmo método originalmente empregado
por Riemann, aproveitando-se das propriedades da funcao Teta de Jacobi. Finalizamos
demonstrando o Teorema dos Niumeros Primos. Neste capitulo, deduzimos a estimativa

> =) e +11)s_1 +o(1),

n=1



valida para Re(s) > 0, s # 1, que nao conheciamos na literatura®. ((s) em 0 < Re(s) <1
deve ser compreendida como a continuacao analitica da série de Dirichlet que a define
em Re(s) > 1. Este resultado fornece uma excelente aproximagao do comportamento das
somas parciais ZZZI 1/n® nesta regiao; por exemplo, mostra que para Re(s) =1, s # 1,
a soma tende a um ciclo limite.

No capitulo 7, buscamos apresentar superficialmente a teoria de representacoes de
fungoes com raizes explicitas, em analogia com a fatoracao obtida para polinomios. Exem-
plificamos a teoria através da construcao de representagoes historicas das fungoes Gamma
e Seno, que fornecem conexoes com os valores particulares da funcao Zeta nos inteiros. Em
seguida, motivamos e apresentamos o Teorema da Fatoracao de Weierstrass, um teorema
existencial para fungoes analiticas que permite sua representacao como um produtério cu-
jos termos explicitam suas raizes, a custo da multiplicagao por uma funcao analitica sem
raizes. Em seguida, acompanhamos a analise de Hadamard acerca das funcoes integrais
de ordem finita para concluir um teorema muito mais refinado, sagrado como Teorema da
Fatoracao de Hadamard. Diferentemente do teorema de Weierstrass, ¢ dada a funcao sem
raizes envolvida um formato muito mais preciso: forcosamente a exponenciacao natural
de um polinomio complexo. Apds a conclusao de que

s(s — 1730 (g) ¢(s)

¢ uma funcao integral de ordem 1, a teoria é aplicada para concluir-se a representacao da
funcao Zeta com raizes nao triviais explicitas na forma de um produtério absolutamente
convergente para todo s € C:

)= ST I () ()]

onde os pT sdo as rafzes nao triviais da funcao cuja parte imagindria é positiva, ordenadas
pela magnitude desta.

O capitulo 8 coroa o trabalho, onde aplicamos boa parte da teoria desenvolvida para
anunciar, oferecendo algumas nocoes das demonstragoes, as férmulas explicitas da teoria
dos niimeros, cujos dois exemplos mais famosos sao a contagem ponderada de primos, de
Riemann,

= Li(z) — > [Lz'(g;w) . Li(xl—p+)] N /:" t(ﬁfﬁ — 2,

ot

para z distinto de uma poténcia de um primo, de outra forma valendo a expressao a
direita a média dos limites laterais nos pontos de descontinuidade; e a sequnda funcao de
Tchebycheff

8 Ap6s a defesa deste trabalho, o autor encontrou uma referéncia.
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nas mesmas condicoes da férmula anterior. Além destes dois exemplos provados nos anos
1890 por von Mangoldt, equipado com a teoria de Hadamard e inspirado pela publicacao
extremamente sintética e carente de provas de Riemann décadas antes, fornecemos al-
gumas formulas explicitas para o somatério de fungoes aritméticas notaveis obtidos pelo
célculo de residuos, tal como em Baillie (2011); nem todas, pelo que sabe o autor, atual-
mente provadas.
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1 BREVES CONSIDERACOES HISTORICAS

A inteligibilidade do mundo e a observacao das coisas enquanto distintas requer ne-
cessariamente algum conceito rudimentar de niimero, ainda que inconsciente. E possivel
constatar nos poucos fragmentos do passado restantes o quanto as civilizagoes do mundo
antigo valorizaram a ciéncia aritmética e a avancaram, além de desenvolverem a geometria
e algebra.

Temos por certo, devido as evidéncias sobreviventes, que os gregos foram os primeiros
a atingir um patamar da explicitacao logica e formal do estudo da harmonia, ao ponto de
formularem argumentos apoditicos acerca de fatos isolados em niimero suficiente para que
grandes sistematizagoes se tornassem possiveis. “Os Elementos”, de Euclides, é uma das
grandes conquistas dessa tendéncia', que no entanto foi muito mais abrangente que este
livro e quase que totalmente perdida (como fonte direta, é claro; muitos dos resultados
desta era foram transportados pelas geragoes); deste periodo data também o célebre crivo
de Eratéstenes. A descoberta das proporcoes incomensuraveis pode ser colocada como
uma das maiores crises intelectuais da humanidade, que permitiu grande crescimento e
florescimento, até o ponto da teoria de Eudoxo e o estabelecimento légico da ordem sobre o
conjunto dos incomensuraveis, sobre o qual os cortes de Dedekind, mais de dois mil anos
posterior, representam pequeno avango. O quanto nao deve ter explorado Arquimedes,
que, como sabemos, aplicava fluentemente processos de exaustao e calculava a proporc¢ao
do arco de circulo pelo diametro com precisao nunca antes vista? Curvemo-nos ante os
esforcos do passado, o auge de nossa era é seu auge e fruto do trabalho das geragoes.

Definidos e estudados pelos gregos ha mais de dois mil e trezentos anos, os nimeros
primos permanecem um dos exemplos de contraste abismal entre simplicidade e caos: defi-
nidos clara e simplesmente, no entanto persistentemente avessos a investigacao sistematica
e compreensao como um todo. A sistematizacao de Euclides é nossa melhor fonte da com-
preensao que tinha-se destes ntimeros no passado. N’Os Elementos, vemos uma série de
provas e caracterizagoes deles, e ja se nos torna claro que os compreendiam como as sim-
plicidades irredutiveis aos quais se reduzem em medida (divisao) todos os outros nimeros
(naturais positivos), e que, em sua demonstrada infinitude, acabavam por formar uma
totalidade bastante complexa. Nao é conhecida pelo autor qualquer caracterizacao desta
totalidade para além do Teorema Fundamental da Aritmética até os tempos de Euler.

Comentarios de autores indianos do século XVI, como Sankara Variar, indicam o
conhecimento por Madhava de Sangamagrama (c. 1340- c¢. 1425) da expressao de fungoes
trigonométricas como resultados de séries de poténcias traduzidas para nossa notagao
como

3 5 7
0 — tan(0) — tang(ﬁ) N tan5(9) B tan7(0) N

I Cujas investigacdes ainda sugerem problemas até hoje nao resolvidos, apés quase dois milénios e meio.

Nas proposicoes 35 e 36 do livro IX, Euclides prova uma igualdade entre razoes equivalente a expressao
fechada para a soma parcial da série geométrica e prova que se uma progressao de razao dois, de 1
a 2™ soma um primo p, 2"p serd igual a soma dos divisores menores que ele, ou seja, serd perfeito
(DICKSON, 1919, p.3). Euler provou que todos os nimeros perfeitos pares hao de ser dessa forma,;
nao sabemos, no entanto, da existéncia ou inexisténcia de nimeros perfeitos impares.
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por meio da qual se fazia sabido que?

T 1 1 1

1~ 37577
além de séries equivalentes as que conhecemos para a funcao seno, representando jivas,
mostrando a exuberancia da matematica proveniente da Escola de Kerala, quase mil anos
apos Aryabhata. Por séculos o mar Indico vivenciou as maiores transagoes comerciais e
culturais do mundo até entao, conectando os mundos arabe, indiano e chinés; em conjunto
as ciéncias destes paises floresceram. As matematicas arabe e indiana seriam carregadas
para a Europa, como por Fibonacci apds viver entre os arabes africanos, e comporiam um
papel decisivo no renascimento europeu.

A matematica, como as outras ciéncias, passaria a ser continuamente revolucionada
em solo europeu ao longo dos séculos seguintes. Dentre todas as revolucoes, como deve ser
sabido ao leitor, a mais influente foi o desenvolvimento do cédlculo infinitesimal por Newton
e Leibniz. Nao foi a toa, porém, que, quando o calculo foi descoberto, o foi simultaneamente
por dois grandes matematicos: o campo estava arado e fértil. Tantos foram os envolvidos no
desenvolvimento das matematicas nesta era que nao nos delongaremos para neste espaco
fazer-lhes justica. Nos restringiremos a citar o interesse pelos primos por Descartes e
Mersenne, e os tantos resultados posteriormente anunciados por Fermat. Citamos também
a descoberta dos polinomios de Faulhaber e muitos casos iniciais das formas fechadas das
somas das poténcias dos naturais pelo proprio Faulhaber no século XVII. A forma final
publicada destas foi publicada em 1713, no péstumo Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli,
que escrevemos como

n J

: 7! ket
¥ =3B, ik,
1 =0 k'(p — kl)'

sendo By, os chamados numeros de Bernoulli

onde By = +1/2.
Apés os gregos, o estudo dos primos sé veio a encontrar progresso a passos largos com

a definigao e estudo da funcao Zeta { por Euler para valores inteiros, nos anos 30 do século
XVIII:

=31

Em 1650 Pietro Mengoli havia proposto o que se tornaria o célebre problema de Basel,
solucionado pela primeira vez por Leonhard Euler em 1734.

2 Hoje ndo mais conhecida meramente como série de Leibniz, mas de Leibniz-Madhava. Madhava con-

feriu ainda um termo de erro aproximado para a série, de (—1)"(n? + 1)/(4n3 + 5n).
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Seu método permitia muito naturalmente a solugao para todos os naturais pares, depen-
dentes da representacao da funcao seno por meio da explicitacdo de seus zeros em um
produto, cuja demonstragao formal de convergéncia para a fungao seno, aparentemente,
o eludiu por toda vida (em 1742 encontra uma prova independente para o problema de
Basel). E creditada a Weierstrass a primeira das muitas provas da representacao de Eu-
ler, aproximadamente 100 anos depois, quando este comeca a desenvolver a teoria da
representacao de funcoes analiticas por explicitacao de seus zeros.

O virtuosismo de Euler, aliado com a beleza substancial da matéria de estudo, levou-o
a desenvolver muitissimos métodos para a valoracao de séries divergentes, relevantes até
os dias de hoje. Em Euler (1760) podemos ver com que graga encontra estes valores para
tantas séries, inclusive a série divergente que a tantos havia derrotado, > o2, (—1)""nl.
Sua agudeza é evidenciada no tratamento das séries divergentes ((—n), n > 0. Ainda
em pleno século XVIII, tao prolifico, conjectura corretamente (EULER, 1768) a equagao
funcional da funcao Eta,

nn) (@2t =Dan

n(l—n) —(n—-112"-1) o (mr)
5 )

da qual a equacao funcional da Zeta pode ser encontrada. Testa-a para valores particulares
de n e mesmo 1/2 ao redor de 1748, 100 anos antes dos trabalhos de Schlémilch e Riemann.

Desde a antigiiidade, como nos atestam “Os FElementos”, de Euclides, sabia-se que
todo nimero natural se fatora unicamente como um produto de nimeros primos; Euler,
no entanto, expressou essa relagao numa forma analitica por volta de 1748, constatando
que

1 1
M=
P k=1
para valores particulares de n (Euler, 1768). Estas consideragoes o levaram, neste mesmo

ano, a concluir a divergéncia da soma dos reciprocos dos primos, cuja velocidade de
crescimento era semelhante a Inln(n). Escreveu:

r 1 1 1 1 1 1 Il
stytstetg Tty = (o),

E possivel, por métodos elementares, mostrar que > p<e 1/p —Inln(z) ¢ limitado. Um
teorema mais profundo, de que esta diferenca converge, é conhecido como o segundo
teorema de Mertens e s6 foi atingido mais de 100 anos mais tarde. Apenas um detalhe
acerca da velocidade com que o erro do limite acima tende a zero é equivalente ao Teorema
dos Numeros Primos 7(x) ~ z/In(x); no entanto, este detalhe nunca foi superado por
Mertens nem outros que, em sua época, estudavam a questao por meios elementares.

A génese da busca pelo Teorema dos Numeros Primos pode ser considerada as con-
jecturas de Legendre de 1798 (ano em que publica seu seminal “Essai sur le theorie des
nombres” que, em conjunto com o “Disquisitiones Arithmeticae” de Gauss, organizam
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sistematicamente os resultados em teoria dos nimeros de séculos) e 1808, de que a quan-
tidade de primos abaixo de dado valor x era assintdtica a uma funcao da forma

X

In(x) — A(z)’

com A(x) ~ ¢ = 1. A conjectura provinha do crivo de Legendre, baseado no crivo de
Eratéstenes (RIBENBOIM, 2014, p. 155). Ao redor da mesma época o jovem Gauss, como
o préprio recontou algumas décadas mais tarde, foi levado empiricamente a conjecturar
que a densidade dos primos ao redor do ponto x era aproximadamente 1/In(z), e deu
a excelente estimativa 7(z) ~ Li(z) = [ dz/In(x). Esta aproximagio, depois também
estudada por Dirichlet e provavelmente muitos outros, se mostraria a mais precisa. Os
primeiros resultados palpaveis e conhecidos neste sentido sé seriam alcancados 50 anos
apoés estas conjecturas, pelos trabalhos do russo Tchebycheff a partir da funcao fatorial.
Neste meio tempo, a pesquisa desta disciplina (e da matemética como um todo) cresceu ao
ponto de ultrapassar qualquer tentativa de narrativa simples. Podemos citar os trabalhos
de Legendre e Gauss; os resultados de Abel; as generalizagoes de Eisenstein; a volumosa
e densa producao de Jacobi; as investigagoes de Mobius sobre a funcao que levaria seu
nome.

Dirichlet, ao estudar intensamente suas séries eponimas, desenvolveu o produto de
Euler para as séries com coeficientes multiplicativos e o aplicou aquelas (as fungoes
L) cujos coeficientes hoje sao conhecidos como carateres de Dirichlet x(n). Provando
que Y > x(n)/n # 0 para cardcteres nao triviais, Dirichlet acaba por concluir (pela
divergéncia destas séries em s = 1) a infinitude de primos presentes nas progressoes
aritméticas em h da forma hk + [, k e [ primos entre si (RINC()N, 2002, p. 5 e 6).

Em 1895-6, de la Vallée-Poussin viria a provar que a quantidade de primos presentes
em progressoes aritméticas em h da forma hk+1[, k e [ primos entre si, (DICKSON, 1919,
p. 416) é assintética a

1 T

(k) In(z)’
resultado depois aprimorado por Landau. Antes disso, de 1848-1852, Tchebycheff encon-
trava os resultados mais fortes até entao obtidos, determinando nao s6 que 7(x) < z/In(x)
como constantes pouco abaixo e acima de 1 que satisfaziam a relacao de grandeza. Seus
resultados partem de uma analise do fatorial, e, principalmente, da fatoracao prima deste,
que acaba por revelar importantes informagoes sobre o “ritmo” dos primos e sua densi-
dade. Seus trabalhos foram pioneiros, pela primeira vez aproximando-se das respostas
as conjecturas da Gauss e Legendre e mostrando a falsidade de algumas hipdteses do
ultimo. Foram influentes e espalharam-se por toda Europa. Nas décadas seguintes, muitos
matematicos passaram a obter resultados novos sobre a densidade dos niimeros primos.
Dentre todos, o mais célebre foi Mertens ao redor de 1880 - este que viria a trabalhar
até mesmo no aprimoramento dos resultados de de la Vallée-Poussin na virada do século.
Hadamard, quando publicava seus trabalhos nos anos 1890, chegava a pronunciar Stieltjes
como detentor de resultados muito mais fortes, como clamavam outros em sua época. De
fato, Stieltjes contou & Hermite ter em maos a demonstracdo de que Y oo (u(n)/n/?+¢)
convergia para todo € > 0, resultado que nunca publicou e, se existiu, nao foi encontrado.
Todos os métodos utilizados para resultados deste género acabaram por encontrar barrei-
ras intransponiveis e o Teorema dos Nimeros primos permanecia inalcancado. Isso s6 se
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alteraria quando um projeto de décadas realizou-se: a colocagao das teorias de Riemann
em solos apoditicos, analisando-se as raizes e polo da fungao Zeta ((s).

A compreensao da tradugao de propriedades importantes dos polos e raizes das séries
de Dirichlet e generalizagoes abriu campo para muitas conexoes de grande beleza. Dentre
todas, podemos citar sobretudo duas espécies de resultados: a primeira, localizada em
uma linha de pesquisa separada das pretensoes deste trabalho, nasce em conexao inicial
com formas quadradicas e teorias de congruéncia de Gauss (ja presente em seu Disquisiti-
ones da juventude, em particular seus artigos 302 e 306 sobre a determinagao do nimero
de géneros e classes de formas bindrias de segundo grau propriamente positivas), na forma
da Férmula para Nimero de Classe de Dirichlet®. Apds décadas, estas férmulas tomam
muitas faces, a exemplo do resultado

lim (s — 1) (s) = 2 on)Hegihuc

s—1+ wK‘/|DK|

sendo K um corpo numérico algébrico, r1 e 75 0 numero de imersodes (homomorfismos
injetivos) reais e complexos de K, hx o nimero de classe de K, Regx o regulador de K,
wy o nimero de raizes de unidade em K, Dk o discriminante da extensao K/Q e

1
Ckls) =) Nl

ICOK

a funcao Zeta de Dedekind, sendo o indice estendido pelos anéis nao nulos I do anel
de inteiros Og. Os denominadores podem ser entendidos como Nk ,o(I) = [Ok : I]. A
segunda - as féormulas explicitas da teoria analitica dos niimeros - descreve precisamente
como representar as somas parciais dos coeficientes das séries de Dirichlet a partir de
informacoes precisas dos polos destas fungoes. Este modelo de investigacao foi inaugurado
por Riemann em seu artigo de 1859.

Neste artigo, Riemann primeiramente considera a funcao Zeta ((s) pela série de Diri-
chlet de coeficientes 1, semelhantemente as consideracoes de Euler, mas para todo niimero
complexo s com Re(s) > 1. Em seguida, encontra uma maneira de expressar ((s) depen-
dente de uma funcao Teta ja investigada por Jacobi. As propriedades de Teta descobertas
por Jacobi levam rapidamente Riemann a encontrar uma continuagao analitica conver-
gente em todo plano complexo, a menos de um polo simples em s = 1, e que respeitava a
equacao funcional

r(5) o =1 (152) e e -

Estas consideracoes o levam, estando ciente dos trabalhos de Weierstrass da década an-
terior, que discorriam sobre caracterizacoes precisas de funcoes a partir de suas raizes,
a formular uma representacao de ((s) como um produto com fatores que explicitam as
raizes da funcao. O objetivo era uma caracterizacao independente da funcao Zeta.

Por que perseguiria este resultado? Para tanto teve que estudar intensamente a fungao
Zeta, atingindo resultados tais como a férmula de aproximacao e a densidade das raizes

3 Aos interessandos, buscar por “Algebraic number theory”, de Jurgen Neukirch, publicado pela Springer

em 1999. Também recomendamos o artido de Rincén listado nas referéncias.
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na faixa critica da funcao, cujas provas nunca foram por ele publicadas e criaram grande
expectativa na comunidade (von Mangoldt provaria este resultado mais de 30 anos depois),
tao profundas que o levariam mesmo a levantar sua Hipotese tao conhecida...

A resposta se encontra na outra face de seu trabalho. Ao usar o produto de Euler
para mostrar que In(((s)) se expressa como uma série de Dirichlet cujos coeficientes a,
eram nulos ou 1/k, se n é k-ésima poténcia de um primo, parte para mostrar como a série
(em um processo generaliziavel para toda série de Dirichlet) poderia ser expressa como
uma transformada de Fourier da fun¢ao J(x) que soma parcialmente seus coeficientes,
concluindo que esta funcao de soma pode ser representada por um transformada inversa
da funcao original. Obtém

L[ In(((s))

J(xr) = — ——22x%ds,

(z) 2mi /aioo S

para qualquer a > 1, sendo a identidade vélida apenas nos pontos de continuidade de
J(x), de outra forma valendo a média dos limites laterais. E exatamente por esta razao
que Riemann buscava uma caracterizagdo independente de ((s) (note que a menos do
polo em s = 1, sdo as raizes de ¢ que geram os polos de In({(s))). Seu resultado final foi

escrito como

J(z) = Li(z) — Z [Li(x/2%%) 4 Li(z'/27%)] + / N i dt + In(£(0)),

~ t2—1)Int
que carregava consigo as conseqiiencias da Hipdtese de Riemann, sendo « os nimeros
positivos em ordem crescente que satisfazem ((1/2 + i) = 0.

Hadamard desenvolveu em generalidade a teoria da representacao com raizes explicitas
de fungoes inteiras de ordem finita nos anos 1880, e prova incondicionalmente (da Hipétese)
a representagao de Riemann em 1893. von Mangoldt prova em 1895, apoiado em Hada-

mard, a validade da representagao incondicional

J(x) = Li(z) = ¥ [Lz'(xp*) + Lz'(xl—P*)} + /:O “L ~In2.

t2—1)Int
ot

Estes resultados levaram Hadamard e de la Vallée-Poussin a provar em 1896 o Teorema
dos Numeros Primos, a partir da dedugdo de que nao haviam raizes de ((s) cuja parte
real fosse 1. Como em todas as férmulas explicitas ocorre da localizacao dos polos da série
em questao tornarem-se expoentes de termos envolvidos, a parte real destes polos indica o
crescimento ou decaimento destes termos. A inexisténcia de raizes de ((s) em Re(s) > 1 os
levou decididamente a concluir que o crescimento de J(x), a soma ponderada de Riemann
que conta a quantidade de primos abaixo de z + 1/2 a quantidade de quadrados de primos
abaixo de x + - - - era dominada pelo termo correspondente ao polo de In({(s)) em s = 1,
cuja parte real supera a de todos os outro, proveniente nao de uma raiz de ((s), mas de
seu unico polo.

No fim do século, Mertens calcula copiosamente os valores tomados pelo fungao p(n) e
anuncia a conjectura, como fizera Stieltjes, de que Y __u(n) < y/z. Em bases empiricas,
muitos poderiam concordar com Mertens; no entanto, ao considerarmos que Y . u(n) <

z'/2=¢ implica na inexisténcia de zeros nao triviais da Zeta, podemos baixar o animo.



37

Quase 100 anos mais tarde, Odlyzko e te Riele (1985) anunciam ser falsa a conjectura de
Mertens, por um método computacional que nao fornece o primeiro valor que a falsifica.
Até hoje nao é conhecido quando a soma ultrapassa 1/, e as cotas superiores encontradas
estdo na casa da 10*°-ésima e 10%°-ésima poténcia de 10.

O inicio do século XX, levado pelo entusiamo gerado pela prova do Teorema dos
Numeros Primos, foi extremamente rico na compreensao dos temas. Nesta eram, surgem
alguns dos mais importantes livros acerca da teoria analitica dos ntimeros, escritos por
Edmund Landau a partir de 1909. Traduzidos para varias linguas, foram talvez as obras
que mais educaram sobre o tema ja escritas; hoje, um tanto quanto datadas, caem em
desuso (para o prejuizo dos curiosos, pois os livros de Landau permanecem uma fonte
generosa). Landau, colocado por Hardy como a pessoa mais devota a matematica que
conhecia, teria um fim académico em anos confusos, sendo expulso de sua terra por um
nazismo esquizotipico que nunca chegaria a ver findado.

Koch (1900, p. 21) mostrou que a hip6tese de Riemann é equivalente a

w(xx) —1=0(z"1?%), Ve >0,

inaugurando as investigacoes do tipo. Nesta época despontam Littlewood e Hardy, que
trazem muitos novos resultados a teoria, tal como a demonstracao da infinitude de raizes
de ((s) em Re(s) = 1/2. Hardy permaneceria ativo no campo por mais 30 anos. Seus tantos
livros didaticos sao alguns dos mais influentes publicados no século XX, e resultaram num
enorme florescimento destas ciéncias mateméticas. Ramanujam é também descoberto, e
dele nascem muitos campos de pesquisa. Franel demonstra a equivaléncia da hipotese de
Riemann com afirmagoes sobre a distribuicao das seqiiéncias de Farey, em conjunto com
Landau.

A hipétese de Riemann, feita tao precocemente em seu trabalho, foi objeto de fascinio
de toda geracgao deste entao, almejada por tantos, sem que dela tenhamos nos aproximado
nada desde os tempos de Riemann, no sentido de determinar, por menor que seja, um o
tal que ((s) nao tenha zeros em Re(s) > 1 — 4. O método mais eficiente para determinar
uma regiao livre de zeros na faixa critica, devido a Vinogradov, ndao o consegue: a regiao
aproxima-se mais e mais das fronteiras da faixa a medida que cresce a parte imaginaria.

A equacao funcional da funcao Zeta, com todo seu apelo, nao é suficiente para a prova
da inexisténcia de zeros fora da reta de simetria Re(s) = 1/2. Davenport e Heilbronn
encontraram ainda em 1936 inimeras séries de Dirichlet e generalizacoes que satisfaziam
varias formas de equacao funcional no espirito da funcao Zeta, mas que tinham raizes
espalhadas pelo plano. Titchmarsh, dentre outros, também executaram este tipo de inves-
tigagao. De fato, é possivel encontrar séries de Dirichlet que satisfagam equagoes funcionais
semelhantes a da Zeta que tenham raizes arbitrariamente préximas a qualquer nimero
complexo fornecido (VAUGHAN, 2015).

Datam destas décadas muito amadurecimento, abrangéncia e sintese da teoria. Os
teoremas de Wiener colocam a teoria tauberiana em outro patamar e provam o Teorema
dos Numeros Primos diretamente a partir da inexisténcia de raizes da Zeta em Re(s) =
1, sem condigoes adicionais de limitacao assintética. Diversas generalizagoes da fungao
despontam e levam a resultados profundos. As congruéncias de Kummer sao reestudadas
e mais tarde fornecem material para a definicao das funcoes Zeta p-adicas.

Atle Selberg encontra em 1948 a primeira formula elementar profunda o suficiente para
provar o teorema dos nimeros primos (SELBERG, 1949, p. 3). Analisando a soma
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> S ()

n<z d|n

de duas maneiras diferentes, encontra a sua famosa expressao fundamental

Y(x)In(x) + Z v (E) Inp=2zlnz+ O(x),
p<w p
usada por ele e Erdds para provar o Teorema dos Ntimeros Primos.* Selberg desenvolveu
novos métodos de crivo e vislumbrou a sua Férmula de Traco em generalidade, no contexto
da andlise harmonica nao comutativa.

Ao longo dos anos outras provas “elementares” surgiram, como a de Daboussi em
1984, Hildebrand em 1986, e MacNamara e Richter em 2020 (RICHTER, 2020). Ademais,
carregamos um século de generalizagoes, sem resultados conclusivos para as raizes da Zeta.
Desde Hardy e outros, sabemos que quase todos os zeros da func¢ao estao na reta prevista
por Riemann, mas as estimativas permanecem insuficientes.

Artin introduziu em 1924 funcoes zeta de variedades sobre corpos finitos, e formulou
uma hipotese equivalente para elas. Sua hipdétese foi provada em um caso particular por
Hasse, para alguns anos mais tarde ser provada em generalidade por André Weil. Isso levou
Weil a varias conjecturas relacionadas, no contexto de variedades algébricas, provadas nos
anos 60, por Dwork e Grothendieck, culminando na prova da conjectura de Weil anédloga a
hipdtese de Riemann por Deligne em 1973. Os objetos deste contexto apresentam, porém,
propriedades particulares que nao analogam-se com qualquer estrutura conhecida do caso
classico.

Em 1863 morre Kulik. Seus escritos dos ultimos 20 anos sao depositados na Acade-
mia de ciéncias de Viena: a fatoracao prima de pouco mais de 100 milhoes de nimeros,
desprezados os multiplos de 2, 3 e 5, totalizando 4212 paginas (RIBENBOIM, 2014, p.
166). Hoje, um enorme processamento computacional estd disponivel, e as investigagdes
dos grandes numeros foi facilitada; o avanco humano, porém, é matéria de muito maior

dificuldade.

4 HA& um conflito histérico acerca da busca da prova e a prioridade de publicacio entre os dois. O capitulo

de Goldfeld (2004) é elucidador e recomendado.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo nao exige leitura linear, sendo construido a fim de servir de apoio ao
leitor, seja por mostrar resultados especificos tteis a compreensao dos demais capitulos,
seja para trazer introduzir o leitor a assuntos e métodos utilizados na area.

2.1 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

O Teorema Fundamental da Aritmética expressa que todos os niimeros naturais podem
ser expressos como um produto de nimeros primos de maneira unica.

Gauss é considerado o primeiro a colocar o teorema nesta exata forma, no artigo 16°
de seu Disquisitiones (GAUSS, 1801, p. 14). No entanto, o estudo destas relagoes é muito
antigo, ja presente no livro Os Elementos, de Euclides. Em particular no tomo VII, pro-
posicoes 30, 31, 32, e IX, proposicao 14, vemos:

“Se dois nuimeros por multiplicacao fazem outro, e qualquer nimero primo mede o
produto, mede também um dos dois niimeros originais”;

“Todo nimero composto é medido por algum nimero primo”;
“Todo ntimero ou é primo ou é medido por um primo”;

“Se um numero é o menor medido por nimeros primos, nao serd medido por nenhum
outro primo além dos que originalmente o mediam”.

Provaremos a Proposicao 30, que usaremos na prova do Teorema Fundamental da
Aritmética. Antes disto, vejamos um lema de Gauss (1801, p. 13), apresentado com poucas
alteracoes do original.

Lema 2.1.0.1 (Artigo 132, Disquisitiones Arithmeticae) Sejama,b € N, coma,b >
1. Se a,b < p, p primo, entio p{a-b.

Dem.: Primeiramente, se a ou b valer 1, sendo a,b < p, ndo pode valer p|lab. Supo-
nhamos a,b > 1. Temos, certamente, p = bq+r,com ¢ > 1 e 1 < r < b, poisb < p
(r # 0, uma vez que p € primo). Por absurdo, suponhamos que plab, isto €, que erista
k tal que kp = ab, com a,b < p. Temos, portanto, ap = abq + ar = pkq + ar, ou seja,
ar = p(a — kq). Em particular, plar.

Em resumo, dados a,b € N positivos que satisfagcam a,b < p, plab, encontramos em
generalidade um outro nimero positivo menor ' 1 <r < b que satisfaz a,r < p, plar; em
outras palavras, {n € N : pln-a, n,a > 1, n,a < p} C N ndo tem menor elemento, e
contraria a Boa Ordenac¢ao. Contradi¢do!

Alternativamente, pode-se explicitamente proceder para r como procedemos para b e
obter ro € N tal que 1 < ro <r <b, rp, tal que 1 <1, <71y <--- <1 <b, eb haveria
de ser maior que qualquer nimero natural. Contradicao!

1 Mais precisamente, 2 < r < b, assim como a,b > 2, afinal, se qualquer um, digamos a, valer 1,

entramos em contradi¢do com plab="be b < p.
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Conclue-se que se a,b sdo naturais positivos e a,b < p, necessariamente p { ab.

Lema 2.1.0.2 (Proposicao 30, tomo VII, Os Elementos) Sep é primo e p|ab, entdo
pla ou plb.

Dem?.: Certamente existem qi, g2, 71,72 € N, com 0 < 11,79 < p tais que a = p-q; +11,
b=p-qa+ry. Assim ab = p*qiq2 + p(qura + qor1) + 7172
Se plab, existe k € N tal que ab = pk, e assim

riry = p(k — pqige — (172 + qor1)) = Pk,

ou seja, plriry. Acontece que 11,19 < p. Pelo artigo 13° provado acima, isso nao pode se
dar para 11,79 positivos. Conclui-se que ao menos um dos dois vale zero, isto €, vale pla
ou p|b.

Anunciemos agora o teorema em sua forma moderna e o provemos.

Teorema 2.1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Seja n um nidmero natu-
ral. Entao n ou € primo, ou € escrito de forma unica como um produto de primos, a
menos de ordem.

Dem.:

(Ezisténcia da fatora¢ao) Se n € primo, a prova estd terminada.
Se n é composto, entao podemos decompor n em n = a-b, com a,b € N, a,b > 2, o
que faz:

n =ab > 4.

Se a,b, sao primos, a prova estd terminada; se ao menos um dos dois for composto,
digamos a, entao podemos igualmente decompo-lo como a = c-d, c,d > 2, e assim:

n =ab= (cd)b > 8.

Apds k decomposicoes de n ou fatores de n, podemos afirmar que n > 281 de sorte
que n hd de admitir somente um quantidade finita destas decomposi¢oes (caso contrdrio,
n seria maior que qualquer nimero natural), ou seja, chegaremos a wma fatoragao de n
sem qualquer numero composto. Isto prova que todo niumero natural pode ser escrito como
um produto de nimeros primos.

(Unicidade da fatoragao) Suponhamos agora que hajam duas fatoragoes distintas de n
em fatores primos. Se sao distintas, hd um primo p que divide a primeira das fatoracoes
no mdximo k vezes e divide a sequnda no mdzximo m vezes, com, digamos, k < m. Isto é
o mesmo que afirmar que n/p* admite uma primeira fatoracio em primos sem qualquer
fator p, e uma sequnda com um fator p™*, com m —k > 1. Em particular, esta sequnda
fatoracao ainda € divisivel por p, o que implica que a primeira também o €. Em resumo,

2 A prova que consta n’Os Elementos é bastante diferente desta, e apela a fracdes irredutiveis.
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concluimos que p divide um produto de primos, todos distintos de p. Pela Proposicio 30
provada acima aplicada repetidas vezes, p hd de dividir algum destes primos. Mas o unico
primo a dividir um primo € ele mesmo! Contradicdo!

2.2 ASFUNCOES DE TCHEBYCHEFF E A FUNCAO
CONTAGEM DE PRIMOS

Os nuimeros primos sao alguns dos objetos mais fascinantes da matemaética, e a busca
por compreendeé-los, ainda em andamento, foi um grande propulsor do desenvolvimento
da aritmética superiora, hoje mais conhecida como teoria dos niimeros.

Como vimos, a quantidade de ntimeros primos abaixo de uma dada quantidade n,
7(n), comegou a ser devidamente estudada no final do século XVIII; o crivo de Legen-
dre, baseado no crivo de Eratéstenes, forneceu em 1798 a primeira conjectura publicada
razoavel acerca dessa quantidade (RIBENBOIM, 2014,p. 155).

Tchebycheff alcancou ao redor de 1850 os melhores resultados até entao descobertos,
analisando nao propriamente 7(x), mas as fungdes hoje conhecidas pelo seu nome

isto é, a primeira soma os logaritmos In p dos primos p menores que n, e a segunda soma
In p para cada uma das poténcias naturais de p menores que a quantidade n ou x dada.

Estas fungoes podem parecer pouco naturais, quando comparadas com m(n); no en-
tanto, é claro que

0(n) = In(#n),

onde #n, hoje conhecido como o primorial de n, tem certo apelo estético:

#n=[]p=p1-p2 - Prcyi

p<n

Mais que isso, temos que a segunda funcao de Tchebycheff é o logaritmo de uma funcao
fundamental, o Minimo Multiplo Comum de todos os nimeros naturais até o n ou x dado
(HARDY e WRIGHT, 2008, p. 451):

W(z) = In(MMC(L,2,- - , |z])).

Além disso, pode-se expressar ¥ (x) explicitando a quantidade de termos In(p) somados
como
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Como

1/m = Z Inp = Zlnp,

p<x1/m pm<z

podemos escrever a seguinte relacao entre as duas fungoes de Tchebycheff

r) =Y d'/"). (2.1)

(HARDY e WRIGHT, 2008, p. 452)
A segunda funcao de Tchebycheff relaciona-se de uma forma simples com o logaritmo
do fatorial:®

=30 (2) - v (2) 22

(TCHEBYCHEFF, 1852; LANDAU, 1909, p. 76)

O leitor que ja estiver intimo da inversao de Mobius podera encontrar uma expressao
de ¥ (x) como combinagoes do logaritmo do fatorial. Por meios elementares, analisando-se
combinacoes de fatoriais, é possivel obter as estimativas

9(n) < 2nn(2) e ¥(n) > %m(z), n> 2

em particular, tem-se J(n) < ¥ (n) < n.
Como vale a relagao

() ~(x) ~ In(z)7(2),

a afirmagao anterior também nos indica w(n) =< n/In(n), conforme obtido por Tchebycheft.
O Teorema dos Numeros Primos 7(z) ~ In(z)/x é portanto equivalente a ¢(x) ~ x,
J(z) ~ x, ou mesmo (#n)/" = e e 2@/ — ¢ (HILDEBRAND, 2005, p. 103).

2.3 A TRANSFORMADA DE MELLIN

A transformada de Mellin é nomeada em homenagem a Hjalmar Mellin, aluno de Wei-
erstrass. Como outras transformadas, decompoe uma dada funcao como combinacao de
uma familia de funcoes, e respeita uma inversa que recombina esta expressao de volta a
funcao original. Proxima da transformada de Laplace bilateral e a transformada de Fou-
rier, suas apari¢oes sao historicamente contextualizadas na teoria analitica dos niimeros.

Para uma funcao f : R™ — C, sua transformada de Mellin é definida como

3 Isso é imediatamente equivalente ao fatorial poder ser expresso como um produto de termos da forma

MMC(1,2,---, |z]/n). Nao provaremos aqui, mas o leitor pode aproveitar-se da expressdo em termos
de primos dada em 3.1 para obter o resultado, apés uma andlise do comportamento de MMC(1,--- ,n)
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M(f(2).5) = / " f)at .

Em geral, a transformada nao estd definida para todos os valores s € C, mas em uma
faixa aberta o; < Re(s) < oy do plano ou mesmo um semiplano (BERTRAND et al,
2000).

Substituindo x por e™* na definicao, pode-se ver que

M(f,s) = /000 f(x)z*tdor = /_OO fle™®)e " dux;

tomando s = 2mit na dltima integral, escrevemos

M(f,2mit) = /00 fle™™)e 2™y,

Em resumo, isso significa que a relacao entre as transformadas de Mellin, Laplace e
Fourier é da forma*

s
27

M(f(x),s) = L(f(e™),s) = F(f(e™*), =i 5-).

Para os acostumados com a transformada de Laplace, a faixa de definicao da transfor-
mada de Mellin coincide com as interseccoes dos semiplanos de defini¢ao das transformadas
laterais de Laplace (BERTRAND et al, 2000).

Assim como as outras transformadas, a transformada de Mellin tem sua prépria
férmula de inversao:

Teorema 2.3.1 Suponhamos que f : Rt — R seja seccionalmente continua e que sua
transformada de Mellin convirja absolutamente na faiza o1 < Re(s) < 0y. Entdo

1 a+0o0t

fo(x) = -— M(f,s)x"*dz,

2w

a—oot

onde fo(x) = f(x) sempre que esta ultima for continua, valendo a médias dos limites
laterias nos pontos de descontinuidade (precisamente como na teoria de Fourier), e o <
a < 0jy.

Pode-se atingir a transformada através da forma invertida ao supor analiticidade na
faiza o1 < a < oy e que M(f,s) — 0 uniformemente quando Im(s) — oo.

Como era de se esperar, a transformada respeita uma forma do teorema de Parseval,
nas condicoes adequadas:

00 2 1 00
/0 @dm = %/OOM(f,iarfdx.

Neste trabalho, serd comum vermos a transformada com sinal invertido —s, afinal as séries de Dirichlet
atingem naturalmente integrais neste formato.

4
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A transformada de Mellin e sua inversa podem ser entendidas como um caso limite da
relacao entre uma série de poténcias e seus coeficientes, assim como a transformada de
Fourier e sua inversa o sao para as séries de Fourier. Neste contexto, é interessante citar
o teorema de Ramanujan.’

Teorema 2.3.2 (Teorema da Interpolagao de Ramanujan) Seja ¢ : C — C uma
fungao analitica no semiplano Re(s) > =6, 6 > 0, e existam C,P,A € R, |A| < 7 tais
que ||¢(s)|| < Cel Fe)+AUmG) - Gejg f: C — C wma funcdo analitica cujos coeficientes
de sua expansao de Taylor sdao

n=0

ou seja, seus coeficientes sao determinados pela avaliacao de ¢ nos niumeros naturais.
Entao

™

M(f,S) = ¢(_8)‘

sin(7s)
para 0 < Re(s) < 6.

Em outras palavras, a transformada de Mellin de uma funcdo analitica recupera, em
condicoes apropriadas, a funcdo geradora dos coeficientes de sua exrpansdo em série de
poténcias (HARDY, 1940, p. 186-191). Ademais, a hipdtese |A| < m, necessdria para a
obtencao do teorema em generalidade, pode ser afrouxada em alguns contextos particulares
interessantes (Ibid, p. 191).

Como coroléario deste teorema, pode-se citar o teorema de Carlson, geralmente ob-
tido através do teorema de Phragmén-Lindel6f (TITCHMARSH, 1939, p. 185-186). O
enunciaremos no capitulo 6.

2.3.1 Exemplos

Damos aqui dois exemplos da aplicagao do método de Ramanujan, onde algumas trans-
formadas de Mellin sao obtidas.

> s—1 _ o — ™
/0 In(1+ z)x* de = —T'(s)['(—s) 5 sin(ms)
para 0 < Re(s) < 1.
| et —rera -9 -
o 1+ PR = sin(7s)

para 0 < Re(s) < 1.

Os exemplos mais importantes serao vistos ao longo deste trabalho, onde veremos
como as séries de Dirichlet podem ser compreendidas como transformadas de Mellin de
somas de carater discreto da forma f(x) = > _ a,, para as respectivas sequéncias (a,)
que caracterizem a série de Dirichlet.

n<x

5

Ramanujan utilizou extensamente este método; nao ofereceu, porém, uma prova de sua validade ou
mesmo limites de sua aplicacao, que certamente existem.
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2.4 A FUNCAO DE MOBIUS

A funcao de Mobius é definida como

1, se n=1;
(n) 1, se n é produto de um ntimero par de primos distintos;
n)=
a —1, sen é produto de um nimero impar de primos distintos;

0, se n é divisivel por quadrados perfeitos maiores que 1.

Suas primeiras aparigoes sao ao menos em 1748, nos trabalhos de Euler acerca da
fungao Zeta (HARDY e WRIGHT, 2008, p. 316), onde surge muito naturalmente®. Mostrou-
se presente também no 819 artigo do Disquisitiones Arithmeticae de Gauss (1801, p. 62)
sob a forma da soma

pn) =3 e,

mdc(k,n)=1

a soma das raizes primitivas da unidade’. Apenas em 1832 foi estudada sistematicamente
por August Ferdinand Mo6bius (HARDY e WRIGHT, 2008, p. 316).

Seus valores para os primeiros 30 numeros sao: 1,-1,-1,0,-1,1,-1,0,0,1,-1,0,-1, 1, 1,
0,-1,0,-1,0,1,1,-1,0,0, 1,0, 0, -1, -1... A simetria destes valores nao é evidente e ainda
¢ mal compreendida. Uma compreensao mais profunda de sua distribui¢ao nos levaria a
grandes conseqiiéncias acerca da estrutura dos nimeros naturais, e portanto de muitas
das fungoes aritméticas notaveis expressaveis a partir de algum conhecimento acerca dos

6 Veremos isto adequadamente no capitulo 4. E igualmente digno de nota sua conexdo com o principio

de Inclusdo-Exclus@o. Como 1/2 dos nimeros naturais sdo divisiveis por 2, em termos de densidade
natural; da metade restante, 1/3 é divisivel por 3, ou seja, 1/6 dos naturais néo é divisivel por 2 e é
divisivel por 3; do tergo restante, 1/5 é divisivel por 5, e etc., seguindo-se este padrao com nimeros
primos, temos

1= ! + (1 L ! + {1 L + (1 1 L
2 2) 3 2 2) 3
1 1 1 1 1 1 1
(e 0-3) 5 (- Gr(3)a)8)e
ja que 1 é a densidade natural do conjunto dos nimeros naturais e a soma a direita esgota todos

os numeros naturais, uma vez que vale o Teorema Fundamental da Aritmética. Reordenagao a parte
(onde reside a real dificuldade), isto reflete a identidade

| =

Wl =

cuja equivaléncia com o Teorema dos Numeros Primos é constatada, por exemplo, em Hardy e Lit-
tlewood (1916, p. 120), seguindo trabalhos de Landau e Axen.
Uma enésima raiz da unidade é primitiva se nao é também raiz k-ésima da unidade para algum k < n,
isto é, se a fracao de denominador n do expoente mostrar-se irredutivel. Como nesta soma nao intervém
a multiplicagao complexa, pode ser interpretada geometricamente como uma simples soma vetorial, e
portanto entendida como relagoes entre os poligonos regulares.
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nitmeros primos. Em particular, resultados como M (k) = S°2F_ u(n) = O(kY/?+¢), Ve > 0
equivalem a famosa hipétese de Riemann® (TITCHMARSH, 1986, p. 370).
Passemos a uma breve analise da simetria sutil da funcao de Mobius.

Defini¢ao 2.4.1 Uma funcao aritmética f : N* — C € dita multiplicativa se f(1) =1
e, ao menos para a,b € N* primos entre si, é valida a expressao

f(ab) = f(a) f(b).
Teorema 2.4.1 A funcao de Mébius € multiplicativa.
Dem.: Sejam a e b primos entre si.
Se algum dos dois for 1, a validade € evidente, afinal p(1) = 1.

Se algum dos dois € divisivel por um quadrado perfeito, ab € divisivel pelo mesmo
quadrado, de sorte que

pi(ab) = 0 = p(a)u(b).

Se ambos a e b sao livres de quadrados, podemos supor que sao um produto de k e j
primos distintos, respectivamente, e assim ab é um produto de k+ j primos distintos, uma
vez que a e b sao primos entre si. Se k, j forem impares, k + j € par, e temos

u(ab) = 1= (~1)(~1) = p(@)u(d).

Se k, j forem pares, k + j € par, e temos

p(ab) =1 = (1)(1) = p(a)u(b).

Finalmente, se algum deles, digamos k, for par, e j for impar, k+ j € impar, e assim
temos

plab) = =1 = (1)(=1) = p(a)u(b).

Uma propriedade fundamental da fungao de Mdébius é exposta a seguir (HARDY e
WRIGHT, 2008, p. 304).

Teorema 2.4.2 A funcao de Mébius cumpre com a expressao

, sen > 2,

> uld) = {é sen =1L (2.3)
din

8  Veja, por exemplo, o teorema (5.1.4), e, mais precisamente, seu coroldrio (5.1.1), e hipétese implica

que 1/¢(s) converge para Re(s) = 1/2 + ¢, e assim ((s) ndo tem raizes nesta regiéo.
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onde a soma se estende por divisores d de n.

Dem.: O cason =1 € evidente. Para mostrarmos que a soma vale 0 para todo outro
n € N*, escrevamos n = p{* - ps? - --- - pi*. Temos que

Dopld) =143 ppi) + > plpipy) + -+

: :1—k+<§)—<§)+---:(1—1)’f:o.

Esta propriedade nos permite uma aplicagao pratica muito geral e importante, da qual
falamos abaixo.

2.4.1 A Inversao de Mobius

Provamos aqui a famosa inversao de Mobius, em sua forma original (HARDY e WRIGHT,
2008, p. 305), para em seguida provar um resultado bastante geral.

Teorema 2.4.3 Sejam f, g funcoes aritméticas. Vale a expressao

fn) =2 g(d) (2.4)

dln

se, e somente se,

g(n) =D p(d)f (5)- (2.5)

dn

Em outras palavras, podemos inverter as expressoes e isolar as funcoes envolvidas,
quando assim se desejar.

Dem.:

=) Se (2.4) € valida, podemos concluir que, se k € tal que k|n,

(3) =29,
dn

de forma que

Soumf () =D uk) [ Yo g | =3 ()

kin kln dl% cdln

dn k|2
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uma vez que € vale a expressao fundamental (2.3).

<) Por outro lado, se vale (2.5), podemos somar

So =30 (5) =33 n () f@) = Z|u (+5) f(@

k|n k|n kln d|%
=Y F DY n (1) = f),
din e

igualmente por (2.3).

Provemos agora um resultado mais geral, inspirado nos teoremas 268-270 de Hardy e
Wright (2008, p. 307), de grande utilidade pratica.

Teorema 2.4.4 Seja {f,}nen+ uma familia de fungoes de A em B subconjuntos de C.
Esteja bem definida uma familia {g, }nen+ pela relagao

9r(z) = Y fu(2):

Entao

filz) =Y uln)gni(2),

desde que certa reordenacdao dos termos seja permissivel. O leitor pode observar que a
reciproca € igualmente verdadeira, assim como nos casos anteriores de inversao.

Dem.:

Ao tomarmos

9(2) = Y fur(2),

podemos somar

S uWgi(z) =D p) fan(z) =D fa(2) Y p(d) = fil2),

com a ultima igualdade implicada pela expressao fundamental (2.3). Nota-se que para a
sequnda igualdade supusemos alguma forma de convergéncia comutativa ao reordenarmo-
la para o indice ¢ =1-n. Nao é de conhecimento do autor uma caracterizacao precisa da
permissibilidade desta reordenacdo. Uma condicao suficiente €, analogamente ao dado por
Hardy e Wright (2008, p. 308), a convergéncia da série 3, | fur(2)] = 3. d(c)| fex(2)],
onde d(n) € a quantidade de divisores de n, embora ndo seja necessdria.
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Vejamos alguns corolarios do teorema (2.4.4). Primeiramente, temos como coroldrios
os teoremas 268-270 de Hardy e Wright (2008, p. 307).

Corolario 2.4.1 Seja x € RY. Valem as relagoes

=]

-4 (3)
- (3)

= Z F(nz)
=" umGn).

no minimo para a regiao onde cumpre-se a condicdo suficiente do teorema anterior.
Dem.: Aplicagao direta do teorema anterior para primeiramente gx(z) = G(z/k), fe(z) =
F(z/k), e em sequndo lugar gi(x) = G(kz), fi(z)= F(kz).

Corolario 2.4.2 Seja x € Rt. Consideremos

lz/m| = Z 1= anm(x)

1<n<z/m

onde escrevemos

1, sex>k.

Folz) = {O, sex < k;

Podemos aplicar o teorema (2.4.4) para obter’

0, sex<k;
|z /nk] x)=1<{" ’
ZM / fil(@) {1, sex > k.
Corolario 2.4.3 Sejam x € RY, m, k € N*. Temos que

V()Y M<n>:§_°ju<n>gmn<x>

n<z/m

9 Também pode-se facilmente obter esta identidade diretamente da expressdo fundamental (2.3).
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onde escrevemos

(z) 0, sex<k;
€T) =
T 1, sex>k.

Aplicando a reciproca de (2.4.4), obtemos

iM(i): 0, sex<k;
kn 1, sex>k.

Esta identidade pode vir a ser uma surpresa para qualquer um que ja tenha visto a
errdtica representacdo de M(x) em um plano cartesiano.

Evocaremos o teorema (2.4.4) vérias vezes ao longo deste trabalho.

2.5 A SOMA DE POISSON

Apos os trabalhos de Fourier, floresceu um grande interesse pelo estudo de séries
trigonométricas e exponenciais, rendendo intensa e proficua exploracao nos anos 20 e
30 do século XIX. Dentre muitos eminentes matematicos, destacam-se Poisson e Jacobi.
Vejamos um dos mais famosos resultados do primeiro, a Férmula da Soma de Poisson:

Consideremos uma funcao f : R — R tal que esteja bem definida a fungao

F(z)=>_ f(z+k).

keZ

Primeiramente, constatemos que F'(x) é periédica de periodo 1, uma vez que F(z) =
Ywerf@+k) =3, f(x+1+k)=F(x+1). Ao calcularmos os enésimos coeficientes
da série de Fourier de F', obtemos a transformada de Fourier de f avaliada em n:

1 1 1
Cp = / F(z)e*™™ dy = / Zf(x + k) dy = Z/ flz+ k)e*™™ dy
0 0

0 kez keZ

k+1 o0 ~
_ Z/k f(x)eQﬂmxdiC — /_ f(x)e%imda? — f(n),

kEZ

onde supusemos poder comutar o somatério e a integral. Nestas condicoes, assumindo
convergéncia da série de Fourier para a funcao associada,'” obtemos

> fletk)y=lm Y Fln)ermr,

ke nez, |n|<T

Em particular, tomando x € Z, temos que

> Sk =3 f(k)

keZ keZ

Aplicaremos este resultado a seguir.

10 Para as hipéteses assumidas valerem, é suficiente assumir continuidade e variagdo total finita (PAT-
TERSON, 1988, p. 14).
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2.5.1 A funcao Teta de Jacobi

Jacobi publica “Fundamenta nova theoriae Functionum Ellipticarum”, em 1829, um
tratado denso no qual, dentre muitas outras coisas, estuda suas varias fungoes Teta. Aqui
nos limitamos somente a mostrar a seguinte equacao funcional para uma de suas fungoes
Teta:

Teorema 2.5.1 A funcio 6 : Rt — RT, com 0(z)= 3.2 __ e ™7 ¢ tal que

n=—oo

0 (i) — - 0() (2.6)

Dem.: E uma aplicacdo direta da Soma de Poisson. Ao considerarmos f,(n) = emn’me

e calcularmos suas transformadas f,(n), para x fixo, obtemos

n > 2 2mit > 2 2mit OO 2 Omitnt T xn’
fx(n) — e— 7T$€— ™ ’I’Ldt — e— TTX—2T ndt — 6— TEX—2T ’I’L+T—Tdt

—00 —00 [e.e]

mn? & zn mn? OO+% 2 xn? o 2
=e = / e gt = e / e ™ dz=¢e" "= / e ™ dz
—00 7oo+%" —00

7Tn2

e = 2 e @
= e "dr = ——,
NZT . NI
uma vez que a ultima integral, conhecida como integral Gaussiana, ou de Fuler-Poisson,
vale \/m. Assim, pela Soma de Poisson, escreve-se

L E 0

n=—oo n=—oo

Retornaremos a este resultado no capitulo 6, ao demonstrarmos a equacao funcional
da fungao Zeta.

2.6 SOMACAO POR PARTES

A somacgao por partes é uma técnica basica de bastante utilidade, tao utilizada por
Landau em seu Handbiich. Expressa de varias formas, pode ser colocada como uma relagao
entre as somas parciais de termos de seqiiéncias e a soma parcial do produto destes termos.

Seja g(n) = Y 4 ;am, g(0) = 0e f(n) = >, af,. Aproveitando o fato de que
ar = g(k) — g(k — 1), podemos escrever

n n

Zanﬁn = Z (g(k) —glk —1)B =Y _glk)B— > gk — 1)By

— Zg(k)ﬂk Z k)Bri1 = g(n)Buy1 + Zg V(B — Bry1)-
k=1

Este tipo de consideragao tem muitas aplicagoes, como para traduzir o crescimento
assintotico de uma série conhecida para uma suficientemente relacionada. Vejamos um
exemplo.
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Teorema 2.6.1

mmplica

Ambas afirmagoes sao exemplos das investigacoes do fim do século XIX, equivalentes
ao Teorema dos Numeros Primos.

Dem.: Basta aplicarmos a teoria acima para estas funcoes, erpressando a sequnda
soma em termos da primeira, isto €, fazendo a,, = p(n)/n e pn =n. Tem-se, assim,

k k

fn) = pn)=gk)(k+1) =) g(n);

n=1 n=1

como ¢g( o(1), ]:L 19(n) = o(k), e além disso claramente g(k)(k + 1) = o(k) (uma

n) = ]
vez que (k+1)/k — 1 e g(k) — 0), seque o teorema.

Estas consideragoes também podem ser expressa por integrais. Compreendamos isto
através de uma andlise do seguinte resultado acerca de assintéticas passivel de aplicacao
da somagao por partes.

Teorema 2.6.2 Sejam «,, € R. Para T — oo, vale a sequinte relacdo entre assintoticas
de somas'!

T

T
Zaan:Z%wlnT

n=1 n=1

Dem.:

Notemos primeiramente que

e assim podemos escrever

11 Ao invés de meramente T e InT, o teorema ¢ véalido para algumas outras f(T) e In(f(T)), respecti-
vamente. A série de poténcias para In(1/(1 — x)) é um exemplo.



2.6. SOMACAO POR PARTES 53

Tozn T * dx e dx
N e IR

n<lz n=1
T T
o anm Qn d_i[' Zn—l Oy,
1 x x T
Por hipotese,
T
g o, ~ T,
n=1

de sorte que, dado € > 0, existe Ty tal que, se T > Ty,

anT Qn

l—e<
¢ T

<1-+e,

e assim

T

T dx T Qay, dz
L—e+(1—¢) ?+C<ZF<1+6+(1+6) —+C
To

X
n=1 To

=1 —c+(1-e(n(T) ~In(Tp) +C < Y % <1+e+(1+e)(In(T) - In(Ty)) + C

(2.7)

onde

T
0 Znﬁx Qn dx

1 T T

C(Ty) =

Dividindo (2.7) por In(T) e fazendo T — oo, obtemos

T Qn
1—¢e< lim (Z”#> <1+e

T—oo InT

Como € € arbitrdrio,

T

Z%NIHT

n=1

e concluimos a prova.



54 Capitulo 2. PRELIMINARES

2.7 A INTEGRAL LOGARITMICA

Chama-se integral logaritmica a integral

i - [ o

tomada no sentido do valor principal de Cauchy ao redor do polo do integrando em ¢t = 1,

isto é,
Li(z) = lim /16i+/x _at_
a e—0t 0 ln(t) 1+e€ 1n(t> )

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, pode-se compreender que a caracteristica mais
simples desta funcao é sua derivada avaliada em z ser

Li'(x) =

In(z)

Isso implica que Li”(z) = —1/x1n?*(z), de forma que Li(z) é estritamente concava em
O<x<leemaz>1.
Além disso, pode-se observar que o comportamento de Li(x) quando z — oo é

. T Todt
Lz(x):ln(x)+/o 2 (7)

e 1/In(t) — 1/In*(t) ~ 1/In(¢). O mesmo argumento nos mostra que

: x(n —1)!
PO T em T )
afinal
L (k=1 Tt
Lile) = W*”!/o WD)

k=1

Historicamente, sua maior relevancia parece ter se dado apés as consideracoes do jovem
Gauss nos anos 1790, como este reconta muitas décadas mais tarde, consideragoes estas
que o levaram a conjecturar que a quantidade de primos 7(x) crescia semelhantemente a
1/In(z). O caminho para demonstrar a veracidade de sua conjectura foi estabelecido por
Riemann 60 anos mais tarde, 4 anos apds a morte de Gauss.

Para atingirmos este resultado, nos serd 1til discutir a transformada da integral lo-
garitmica a seguir.
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2.7.1 Sua transformada de Mellin

Em Riemann (1859, p. 6 e 7) e Edwards (1974, p. 26-29) vemos uma andlise da
transformada de Mellin inversa de In(s — 1), onde concluem que é precisamente Li(x), a
integral logaritmica.

Mostramos aqui como pode-se calcular diretamente a transformada de Mellin'? de
Li(z), simplificando o processo.

Teorema 2.7.1 Para Re(s) > 1, vale

—In(s—1)=L+ S/ Li(z)x " 'dx,
1

onde L € R € uma constante igual a ou muito prozima de 0, e In(s — 1) € qualquer ramo
de logaritmo real para os valores reais nos quais estd definido e holomdrfico em Re(s) > 1.

Dem.: Para a,b > 1, podemos considerar a integral f: Li(x)xz~* 'dz e, se Re(s) >0,
integrar por partes obtendo

b b
/ Li(:v)x_s_ldx = E(Li(a)a_s — Li(b)b™®) + 1/

$—S

In(x)

dz.
S

Notemos como, se Re(s) > 1, a integral f:(xfs/ln(x))dx tem derivada em s da forma

b —1 —s b 1-s _ ,1-s
:/ (—lnx)x dx:—/x_sdx:b a 7
a In(x) a s—1

pela regra de Leibniz para integrais (LIMA, 2014 (2), p. 147-148); isso nos leva a concluir
que s fab Li(z)x—*"'dx — Li(a)a™® + Li(b)b™* € primitiva da expressio acima em s > 1, e
assim, sendo 1 <r <t,

t bl—s _ al—s b
/ —1ds = / Li(z)(tz™"r —ra™"Ydx — Li(a)(a™" —a™") + Li(b)(b~" — b™");
r S — a

Nossa prova estd quase concluida. Fazendo a — 11 e b — 00, o lado esquerdo da expressao
acima € por continutdade simplesmente

S —

¢
1
—/ 1ds:ln(r—1)—ln(t—1),

uma vez que Re(s) > 1 implica b'=° — 0, quando b — oco. Jd para o lado esquerdo, pode-se
analisar por I’Hopital que tanto lim, 1+ Li(a)(a™" —a™") = 0 como limy_,o Li(b) (b7 —
b=") =0, sabendo que Li'(z) = 1/In(x). Disto conclui-se que

In(r—1)—In(t—1) = /100 Li(z)(te™"" " —ra™" N du;

12" Quase isto; na verdade, como tdo comumente, a transformada com a mudanca de sinal para —s, e
) K ) = )
partindo de 1.
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Isolando os termos dependentes de r de um lado da equagdo e de t do outro, finaliza-se
concluindo que sao constantes. Obtemos

—In(t—1)=L+ t/ Li(z)x ™" dz,
1

onde L é uma constante iqual a

L:—2/ ) e 0,
1 X

O resultado final seqgue notando que a integral converge para qualquer entrada compleza
cuja parte real € t > 1, e portanto define uma fun¢ao holomdrfica em Re(s) > 1, que hd
de coincidir com In(s — 1) por analiticidade.



o7

3 A FUNCAO GAMMA

O fatorial é uma das mais famosas e ensinadas operacgoes aritméticas. Dado n € N, o
fatorial de n é normalmente definido como

n!:ﬁk:1-2-3-(-~-)-(n—1)-n.

Podemos também defini-la recursivamente como a tnica funcao de N — N tal que
simultaneamente 1! = 1 e (n — 1)! = %’, Vn € N. Notemos que esta segunda defini¢ao
implica 0! = 1, mas nao estende a definicao a nenhum negativo, exigindo uma divisao por
Zero.

H&a um resultado notavel sobre o crescimento do fatorial, originado nos trabalhos de
de Moivre e James Stirling (TITCHMARSH, 1939, p. 57 e 58).

Teorema 3.0.1 (A aproximacgao de Stirling) O crescimento do fatorial n! de n obe-
dece a sequinte lei:

Alternativamente, pode-se escrever

(o (1Y)

No século XVIII descobriu-se como interpolar com sucesso a func¢ao fatorial, dando
origem & funcao Gamma', continua e analitica em R*. As primeiras aparicoes da funcao
Gamma deram-se em cartas de Daniel Bernoulli (GRONAU, 2003) e Euler (DAVIS, 1959)
em 1729, ambos ao corresponderem-se com Goldbach. Euler encontrou multiplas formas
de defini-la; aqui partiremos da integral de Euler de segundo tipo, na classificacao de
Legendre.

Definigao 3.0.1 A funcao Gamma, inicialmente definida como I' : Rt — R, € expres-
sada por

F(az):/ e Lt
0

Este problema de interpolagdo ndo tem solugao dnica: outra famosa extensao é a de Hadamard (DA-
VIS, 1959), assim como a de Luschny. No século XX a Gamma original foi finalmente unicamente
caracterizada, tal como expresso no teorema de Bohr-Mollerup-Artin anunciado abaixo. Apés o teo-
rema de Carlson (ao analisar InT") e alguma anélise da ordem da fun¢do Gamma, era de se esperar que
também se possa caracterizé-la unicamente no plano complexo. Aos interessados, buscar pelo teorema
de Helmut Wielandt, descoberto em 1939 (REMMERT, 1996).

1
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Notemos que I'(1) = fooo e tdt = 1. Além disso, A funcao foi construida para satisfazer
a seguinte equagao funcional:

Teorema 3.0.2 Para todo x € Dom(T"), vale

F(z+1) =al(z).
Dem.:

Integrando por partes, obtemos
[z+1) = / e "trdt =0+ x/ e 't = ol (2).
0 0

Seu valor em v =1 e a equagdo funcional nos levam a concluir® que, se n € N*,

I'(n)=(n—-1)!
isto €, a funcdo interpola a operagdo fatorial com sucesso!

Além disso, podemos usar a expressao analitica

['(z)

z—1

MNz—-1)=

e estender analiticamente a funcao para valores negativos, excetuando os inteiros negativos
e zero, onde eventualmente a expressao exigiria uma divisao por zero!

Uma das mais simples caracterizacoes da funcao Gamma para os numeros reais é a
dada a seguir, que a distingiie dentre todas as interpolagoes do fatorial.

Teorema 3.0.3 (Bohr-Mollerup-Artin) A fun¢io Gamma de Euler T'(xz) é a tnica
funcao definida para x > 0 que

i) € positiva;

ii) satisfaz T'(1) = 1;

iii) satisfaz a equagao funcional 2I'(z) = I'(x + 1),Va;

i) e € logaritmicamente convexa.

A demonstracao deste teorema, omitida aqui, acaba por mostrar que as hipéteses nos
levam rapidamente a concluir que a funcao que caracterizam é unica e da forma do limite
que veremos no capitulo 7, o produto de Euler para a funcao Gamma.

2 Esta translacdo de uma unidade tem motivos histéricos. Riemann, entre outros, utilizava simplesmente

II(n) =T'(n + 1) = n!; apesar disso, a versao transladada manteve-se a mais difundida.
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Teorema 3.0.4 (Representagao de Gauss® para a fungdo Gamma) A identidade

, n® tr k
() = Jim, (—Hm)

k=1

¢ vdlida para ao menos para Re(s) > 0, onde a integral estd bem definida.

Dem.: Ao considerarmos uma integral da forma

T
/ (1 — E>nav‘9’1alyc,
0 n
podemos constatar, em vista de que e”* = lim, (1 — 2)", Vo € R, que podemos
tomar os limites n — oo e T — oo para obter I'(s). Como para Re(s) > 0 (3.0.1)
converge absolutamente (e uniformemente), podemos tomar os limites em n,T na ordem
que quisermos; em particular, podemos tomar n =T.
A seqiiéncia em n das integrais

tém portanto limite I'(s) quando n — oo.
Além disso, G,(s) pode ser integrada por partes a fim de se eliminar o mondmio y",

y=(01-3%):

0

! ! TN\" s+n—1
1 " s+n—1
:3(3+1)(5—|—2). (S+n—1)/ 25T,
s+n

1)(s+2) o (s+mn)

de onde se conclui o teorema.

Desta representacao, pouco mais foi necessario a Weierstrass para escrever sua repre-
sentacao de I'(s) com polos explicitos, que veremos no capitulo 7.
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Teorema 3.0.5 A funcao gamma pode ser analiticamente continuada para uma unica
funcao definida em todo o plano complexo, exceto mos inteiros negativos e zero, onde
apresenta polos.

Estas ideias serao vistas com mais detalhe no capitulo 7. Em particular, escreveremos

(1+3)°

F(s—l—l):ﬁ—,

k=1 1+

I =

Bl

produto convergente para todo s € C, exceto onde explicitamente apresenta polos.

A funcao Gamma apresenta muitas simetrias interessantes e fornece um grande campo
de investigacao. Dentre elas, as mais conhecidas sao a reflexao de Euler e a duplicagao de
Legendre (TITCHMARSH, 1939, p. 55-57; EDWARDS, 1969, p. 421-423;).

Teorema 3.0.6 (Reflexao de Euler para a funcao Gamma) Vale, para todo s € C
onde as funcoes estao bem definidas,

1 s

I(s)I'(1—s) sin(ws)

Dem.: Convidamos o leitor a demonstrar o teorema através das representagoes por
raizes ou polos explicitos para as funcoes Gamma e Seno presentes no capitulo 7.

Teorema 3.0.7 (Duplicacao de Legendre para a fungao Gamma) Vale

Val(2s) = 2% (s)T (s + %)

para todo s € C onde as fungoes estao bem definidas.

A demonstracao desta identidade envolve a funcao Beta, que nao abordaremos neste
trabalho.

Muitas generalizagoes desta identidade existem. De maneira mais geral, vale
Teorema 3.0.8 (Férmula de multiplicagao de Gauss)

I(s)-T <s + %) r (s + %) T (s + 2 - 1) = (2m)" T 0 D (ns).

Assim encerramos esta breve introducao a funcao Gamma. A seguir, mostramos como
o estudo do fatorial pode render resultados sobre os niimeros primos.
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3.1 RESULTADOS ACERCA DOS NUMEROS PRI-
MOS

A imensa importancia do fatorial para o estudo dos ntimeros primos evidencia-se pelos
resultados obtidos por Tchebycheff em meados do século XIX (TCHEBYCHEFF, 1852).
De fato, é um dos poucos exemplos em que as assimetrias dos primos encontram um
encaixe inteligivel:

nl= (1) (2)(3)(2:2) (5)(2:3) - (1)-(2:2:2) - (3:3) - (2:5) - -+ -m.

Note que cada termo adiciona ao fatorial sua decomposicao prima, o que estabelece um
ritmo de crescimento governado pelas poténcias dos primos. Podemos sumarizar esta
relacdo na féormula® (HARDY e WRIGHT, 2008, p. 454):

n! = H H pln/vl (3.1)

1<k<logyn p<nl/k

Esta férmula®, aliada ao bem compreendido crescimento do fatorial, ja nos permite
imediatamente obter assintoticas para expressoes dependentes de niimeros primos. Mais

precisamente, podemos encontrar resultados tais como®:

Teorema 3.1.1

[n/p]

p<n

onde o produto se estende a primos p menores ou 1guUALs a N € ¢ = ﬁ € uma constante.
Dem.:

Ao retirarmos a enésima raiz de ambos os lados de (3.1) e explicitarmos o termo
correspondente a k = 1, escrevemos:

Modificamos os indices dos produtos apenas para evidenciar seu carater finito.

5 Como

9

itn/ kJ - n_(n0p+nlp+.-.+nlp)
k=1 g p—1

onde n = nlrpl +mny_1, + -+ +ng, expressa o desenvolvimento p-adico de n (RIBENBOIM, 2014, p.
21), também pode-se expressar (3.1) na linguagem da anédlise p-ddica.

Para resultados histéricos mais precisos, indicamos a busca do primeiro, segundo e terceiro teoremas
de Mertens (MERTENS, 1874). Este tltimo, e mais famoso, nos entrega:

. 1 _
nl;rr;oln(n) H (1 - p> =e 7,

p<n

onde v é a constante de Euler-Mascheroni.
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[n/p] Ln/p" |
nIt/m = < P ) H H pon . (3.2)
p<n 2<k<logomn p<nl/k
Afirmacgao 1: o termo em parénteses a direita tende para uma constante A a medida
que n — 00.
Dem. (Afirmagdo 1):
Chamemos o dito termo de g(n). Ao retirarmos seu logaritmo natural, obtemos
Inp ke
In(g(n)) = Z Z TL”/P J;
2<k<logy n p<nl/k
de onde

i In(g(n) = >° 572

k=2 »p

se esta soma convergir’. Sua convergéncia pode ser deduzida pela majoracio de Inp/p

por Inn/n*, de onde

que pelo teste da integral certamente € convergente, onde a mudanc¢a da ordem da soma
¢ justificada pela convergéncia absoluta. Alternativamente, podemos entao escrever

L

A:Hpm:2§.3%.520,742‘1lﬁ'

Retornemos a prova do teorema (3.1.1). Como, pelo teorema (3.0.1), temos

n;:@(1+o(l)),

en n

podemos expressar (3.2) como

7 Mais tarde poderemos reconhecé-la como a soma da derivada da funcdo zeta prima avaliada nos
naturais k > 2, com sinal invertido. Isso nos leva também a concluir que In A = lim,_,;+(¢’(s)/{(s) —

P'(s)).
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(2mn)*" . n 1\ /" Ln/p] [n/p* |

p<n 2<k<logan p<nl/k

Concluimos que

[n/p]

[Tyep ™ _ (2mm)"™ (1 +0 (1)>/ ]

n € n

In/p*]’

H2§k§10g2n Hpgnl/kp n

e pela afirmagao 1, temos, para n — oo,

H P [n/p) 1
< n
p=n N

n A-e’

finalizando o teorema.
Isso ja nos permite escrever o seguinte corolario:

Corolario 3.1.1 Vale

Zln_p =Inn+ O(1).
D

p<n

Em particular,

Zln_p ~ Inn.

p<n p

Dem.:
Retirando o logaritmo natural do resultado anterior, temos

1(n
li g Inp-—|—| —lne—1 =0.
ngr;()( np - L?J nc nn)

p<n

Recordemos que ¥(n) =3, Inp = O(n), de sorte que

Zlnp-% FJ :Zlnp-%<g+0(1)> :Zln?ijOu)

p

p<n p<n p<n
e o limite acima equivale a
Inp
In(n) +Inc—e< Z — +0(1) <In(n) +Inc+e,
p<n p
de onde claramente
Inp
1+ 0(1) < 2y <1+ o0(1),

ou seja, o resultado seque.

(3.3)

(3.4)
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3.1.1 Breve justificativa dos métodos analiticos

Como pode ter percebido o leitor, concluimos o resultado assintotico anterior como
conseqiiéncia particular de que Zp<n Inp/p—Inn é limitado. Se pudéssemos concluir que,
mais que simplesmente limitado, o limite quando n — oo exista, poderiamos imediata-
mente concluir o Teorema dos Numeros Primos, por uma soma por partes (NEWMAN;,
1980).

A prova da existéncia do limite é equivalente a mostrar que

n/p

HpSin Hpn mod p

= o — 1, quando n — oo, (3.5)

ln/p] —
Hpgn p n pgn

uma vez que isso nos permitiria substituir a versao com a funcao parte inteira por uma
versao sem a mesma no teorema (3.1.1), de onde imediatamente concluiriamos que

) Inp
1}1_)1210 ZT—Fl-i—lnA—lnn =0,

p<n

simplesmente retirando o logaritmo natural, analogamente ao que ja fizemos.

Muitos procedimentos de manipulacao de funcoes aritméticas notaveis relacionadas
rendem facilmente resultados que utilizam expressoes dependentes de partes inteiras, in-
clusive passiveis de relagao direta com informacoes sobre os numeros primos, sem no
entanto permitir resultados semelhantes independentes destas partes inteiras, necessarias
para resultados mais profundos.

O corolério (3.1.1) ja nos sugere o Teorema dos Numeros Primos. Infelizmente, ele
implica apenas que n/Inn tem a mesma ordem de grandeza de w(n), a quantidade de
primos menores ou iguais a n, e nao um resultado assintotico.

Lembremos do teorema 2.6.2. Se a reciproca deste teorema fosse verdadeira, po-
deriamos, em vista do coroldrio (3.1.1), imediatamente concluir que

¥(n) = z:hﬁpN n,

p<n

que, como vimos, sabidamente é equivalente ao resultado

n
W(n) ~ m,

o Teorema dos Numeros Primos (HARDY e WRIGHT, 2008, p. 459). No entanto, a

reciproca é, em geral, falsa, mesmo para fun¢oes monoétonas. Notemos que se 2521 ap/n ~

Inn, a identidade

T

a (079 /T Zn<xan dZE Zn*l (079
oo [ Entnde, Tyt
“—~n 1 x x T

. . . . T ’ 7 ~
implica imediatamente que, se . _ ~ 2 c ha de ser 1, e que também nao pode ser o
caso de ser assintética a xInz, xInln x, etc. O problema reside no caso em que, ainda que
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Y(n) tenha a mesma ordem de grandeza de n, o limite lim,,_,~,(?¥(n)/n) nao exista (como
discutimos anteriormente). Por métodos distintos, Tchebycheff mostrou que o limite

lim m(n)
n—oomn/Inn

nao poderia ser outro que nao 1, se ewistisse. Nas palavras de Hardy, o Teorema dos
Ntimeros Primos “[...] seguiria de imediato se pudéssemos provar que 7(x)/ = tende para
um limite. Infelizmente esta é a real dificuldade na prova do teorema [...]” (HARDY e
WRIGHT, 2008, p. 464).

E neste sentido que direcionaram-se muitos dos esforcos dos matematicos da segunda
metade do século XIX, culminando na prova do teorema em 1896, alcancada indepen-
dentemente por Hadamard e de la Vallée Poussin, ao usarem a férmula obtida por von
Mangoldt. Estes, no entanto, nao alcangaram a demonstragao por qualquer meio elemen-
tar, e sim por um poderoso maquinario inserido no contexto da analise complexa. E no
sentido da construcao deste maquinario que desenvolveremos as idéias dos capitulos 6, 7 e
8, cujo gérmen encontra-se, sem sombra de dividas, no famoso artigo de Riemann (1859).

Trabalhos posteriores em andlise complexa ou harmonica simplificaram muito a prova
do Teorema dos Nimeros Primos, como os teoremas de Wiener e Ikehara, e o posterior de
Newman. No entanto, as férmulas explicitas obtidas pelos métodos anteriores fornecem
resultados de uma natureza muito mais profunda, e seu uso para a demonstracao do Teo-
rema dos Numeros Primos é uma aplicacao bastante particular; nada os fez ultrapassados
ou obsoletos.

3.2 CRITERIOS DE PRIMALIDADE ATRAVES DO
FATORIAL

Um dos mais conhecidos teoremas do género é o teorema de Wilson, cuja primeira
prova publicada é de Lagrange em 1771, tendo sido anunciado ao menos tao cedo quanto
1000 d.C. por al-Haytham.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Wilson) Se p é um nidmero primo, entao

(p—1!=-1 mod p.

E, na verdade, um corolério do pequeno teorema de Fermat, primeiramente provado
por Euler (RIBENBOIM, 2014, p. 18).

Teorema 3.2.2 (Pequeno Teorema de Fermat) Sep € um nimero primo e se a € um
nimero natural, entdo a? = a mod p. Em particular, se p{a, entdo a>~' =1 mod p.

O fato de que (n — 1)! é divisivel por n se, e somente se, n é composto, foi apro-
veitado por vérios autores. Destacamos® a expressao encontrada por Willans em 1964
(RIBENBOIM, 2014, p. 130):

8  Uma expressao semelhante foi encontrada por G. Andreoli em 1912 (DICKSON, 1919, p. 434).
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H(j) = -

sin? (ﬁ)
J

O argumento de Willans (1964, p. 2) basicamente reside no fato que (5 — 1)!?/j ou é
um inteiro, se j é 1 ou composto, ou tem parte fraciondria igual a 1/5, quando primo, pelo
teorema de Wilson. Este fato leva Willans a se aproveitar da fungao Seno para construir
sua funcao, cujo quadrado é um tanto supérfluo: nao é necesséario ir muito além de sua
analise para concluir que a funcao

2 (- (G=DY?
sin (7r 1 5 ) {1,sej ¢ 1 ou primo;

0,se 7 é composto.

j
sin <1>
j
sem quadrados, ¢ 0 para todos os compostos, 1 para j = 1,2 e —1 para todos os outros
primos, onde ((j — 1)!)?/j =k + 1/j é tal que k é {mpar.
Como a representacao com raizes explicitas de Seno tem coeficientes aparentados da
funcao Zeta, é possivel encontrar uma série cujos coeficientes sao governados pela funcao

Zeta com as mesmas propriedades da funcao acima?’.

sin (ﬂ—((j_,l)!)2>
(3.6)

9 Veja o teorema (4.1.5).
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4 A FUNCAO ZETA

Exibamos a expressao primeiramente considerada por Euler

o0

1 1 1 1 1 1 1
=) —=ldt—dF—t—F—F =ttt 4.1
(s) 2y 2 3 4 5 6 T (4.1)
para valores particulares de s.

Notemos inicialmente que, se s € C, por ser

=1 =1
k=2 | <X mrw
n=1 n=1

pela desigualdade triangular, e ainda por

/ ) < 00 = Re(s) > 1,
1

temos pelo teste da integral que (4.1) converge absolutamente para todo s € C tal que
Re(s) > 1, onde, portanto, define sem ambigtiidade uma fungao. Historicamente, sagrou-se
para esta o nome de funcao Zeta.

A limitac¢do do dominio da expressao (4.1) a Re(s) > 1 parece muito natural, conver-
gindo ela apenas nesta regiao. No entanto, como veremos adiante, em especial no capitulo
6, a expressao 4.1 é apenas uma das representacoes da funcao Zeta, havendo outras re-
presentagoes com suas respectivas regioes de convergéncia. Veremos ainda que quando
quaisquer das regioes de convergéncia das representacoes escolhidas apresentarem inter-
seccao nao nula, forgosamente convergem para os mesmos valores nesta intersecgao, pela
unicidade da continuacao analitica. Tal fato nos livra de qualquer dificuldade de atri-
buicao de valores a Zeta, tal como a polémica em torno dos argumentos de Euler, ao
utilizar amplamente séries divergentes.

A funcao Zeta pode ser analiticamente continuada para todo C, a menos de um tinico
polo em s = 1, o que a caracteriza como uma fun¢ao meromorfica. Em homenagem ao
matemdtico alemao Bernhard Riemann!, chama-se funcao Zeta de Riemann a funcao
definida em C — {1} que estende analiticamente (4.1). Para fins praticos utilizaremos
apenas Zeta para designa-la ao longo deste trabalho, limitando explicita e contextualmente
o dominio quando apropriado.

Vejamos como a funcao zeta codifica informacoes aritméticas a partir de alguns exem-
plos.

Ao tomarmos ((2s), temos uma expressao dependente dos quadrados perfeitos:

1 1
((2s) = Z nZs Z (n2)s
=1 n=1
1 n 1 n 1 n 1
4s 95 165 258
Riemann publicou em 1859 “Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” (Do
Numero de Primos abaixo de uma dada Quantidade), onde encontra uma férmula explicita para o
nimero expresso em seu titulo, dependente das raizes da fungao Zeta.

3

1+

1
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Da mesma forma, ((ns) se expressa a partir das enésimas poténcias dos naturais. Ainda
mais curiosamente, (?(s) tem coeficientes determinados pela quantidade de divisores:

C(s) = LR LR
N 25 35 4s 25 35 4s

1111 1111
=t tgtptet ) tlgtetatet
T (EE Ty (EAER B +
3 6% 9 4 T 8 T 128

2 2 3 2 4 = d(n)
<+28+35+4S+5S+68+ ) Zns

n=1

O leitor pode se perguntar quantas mais caracterizacoes de fungoes aritméticas podem
ser alcancadas pelos coeficientes destas séries construidas a partir da funcao Zeta?. Suge-
rimos que experimente por si proprio encontrar outras caracterizacoes e representagoes.
Para os interessados, desenvolveremos mais estas idéias no capitulo 5, secao 5.2.

Prossigamos a demonstrar como a expressao (4.1) traduz-se como um produto de
ndmeros primos

Teorema 4.0.1 (Produto de Euler) A identidade

=S|
Hl——Pk_S = ((s),

k=1

onde Py € o k-ésimo primo, € vdlida para Re(s) > 1.

Demonstracao 4.0.1 De fato para Re(s) > 0 temos ||P_°|| < 1, Yk € N, de forma que

2 Para uma série de poténcias, digamos de 1/(1 — ), |z| < 1, temos

k

reflexo do fato dos expoentes dos elementos da forma " somarem-se apds a multiplicacao de suas
bases, isto é, zF - £/ = 2¥%J. No caso da funcio Zeta e outras séries de Dirichlet, temos k° - j* =
(k- 7)*%, sendo a multiplicagao fundamental para a posterior reordenagdo. Podemos nos aproveitar
da propriedade bésica dos logaritmos In(z - y) = Inz + Iny, Vz,y € RT para reverter a soma a
multiplicacdo, construindo uma série de poténcias logaritmicas lg : (e,00] — R que reproduza a

codificagdo da aritmética presente para a Zeta:

lg(x):lenn:1+xln2+xln3_’_n_

Note como

assim como para ¢2(s)! De fato, lg(z) = ((Inx).
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P—TLS
s Z
e portanto

[e.9]

Hl_p- S

k=1 n=0
:(1+2—5+2—25+2 )1 4+3T 43T 4 15T ) ()

Ao aplicarmos a propriedade distributiva do produto®, obtemos uma soma de termos da
forma 27%15 . 37k2s . 5-kss - correspondentes a cada possibilidade de escolha das constantes
kn € N, m € N*, somados nalguma ordem (da qual em Re(s) > 1 o resultado final
independe, como veremos ao final da demonstra¢ao).

Ao considerarmos as possibilidades de escolha das constantes nas quais nao hd m tal
que k; seja 0, Yj > m, os termos resultantes sio nulos: como Re(s) > 0, de fato sao
idénticos a um produto de infinitos fatores majorados por ||1/2°|| < 1, e cuja norma
portanto € 0.

O Teorema Fundamental da Aritmética (teorema 2.1.1) afirma que (1) todo nimero
natural pode ser fatorado como um produto de primos, e que (ii) tal fatora¢ao € unica, a
menos de ordem.

Ao considerarmos as possibilidades de escolha das constantes nas quais ha m tal que
k; seja 0, Yj > m, os termos resultantes sao da forma n=°, n € N, escritos em sua
fatoracao prima. Visto serem as constantes escolhidas expoentes de bases primas, por (i)
todo niumero natural hd de ser resultado ao menos uma vez, pois sua fatoracao claramente
corresponde a alguma possibilidade de escolha; por (ii), cada um destes nimeros naturais
¢ resultado de uma unica possibilidade de escolha.

Concluimos que uma vez distribuido o produto obtemos uma soma de termos da forma
n=*, n € N* sem redunddncia, precisamente os mesmos de ((s), a menos, possivelmente,
de ordem. Como para Re(s) > 1 ((s) converge absolutamente, converge comutativamente,
Justificando nesta regiao a convergéncia do produto para ((s) independentemente da ordem
de distribuicao escolhida.

—S

O Produto de Euler basicamente expressa o Teorema Fundamental da Aritmética em
uma forma apropriada para a analise, explicitando a relacao estrutural presente entre
0s primos e os nimeros naturais. E deste resultado que derivam, essencialmente, todos
os resultados acerca da distribuicao dos nimeros primos a partir da funcao Zeta. Dos
muitos resultados passiveis de obtencao, o mais direto e marcante é obtido ao tomarmos
o logaritmo da Zeta (veja o exemplo 5.2.8).

Vimos brevemente a teoria essencial da funcao Zeta, e estamos preparados para prosse-
guir. Antes disto, é interessante notar como o produto de Euler (4.0.1) muito naturalmente
nos mostra que, ao menos para’ Re(s) > 1,

A convergéncia absoluta do produto justifica o tratamento dos termos em totalidade.
A hipétese de Riemman é equivalente a validade desta representagdo para Re(s) > 1/2 (TITCH-
MARSH, 1986, p. 369-370).

4
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1 - —s
@:kli[l(l_Pk )

com (n) sendo a funcao de Mobius®.

4.1 AVALIACAO DA FUNCAO NOS INTEIROS

Os valores da fungao Zeta nos niimeros inteiros sao objetos de estudo ao menos desde
Euler, que encontrou formas fechadas para os inteiros nao positivos e os positivos pares.
Expressoes para os valores assumidos pela Zeta nos numeros impares ainda nao foram
encontradas, quase 300 anos apds as primeiras buscas de Euler.

Uma das aparigoes mais destacadas dos valores da Zeta nos naturais sao os coeficientes
da expansao de Taylor do logaritmo da funcao Gamma® “:

In(I'(1 —s)) = 73+Z$ - 8"

onde v é a constante de Euler-Mascheroni. Houvesse uma forma distinta de caracterizar
os coeficientes desta fungao, poderiamos obter resultados sobre a avaliagao de ((n) para
todo natural n, por unicidade dos coeficientes. Se houver tal forma, ainda permanece
desconhecida nos dias de hoje®. E por unicidade dos coeficientes das séries de poténcias
que Euler originalmente descobriu a estrutura por tras dos valores da Zeta avaliada nos
naturais pares.

4.1.1 Avaliacao da funcao nos naturais pares

Aqui apresenta-se a maneira como, em 1734, Euler resolveu o problema de Basel, e
que mais tarde o levou a descobrir o valor preciso de ((2n), Vn € N* em func¢ao de um
racional e uma poténcia de 7. Seu método consistia na andalise da seguinte representagao
da funcao seno”:

5 Portanto

_ (i 1) ' <°° u(n)) _ i > apn 14(d)

nos fornece como subproduto uma outra demonstracao da expressao fundamental (2.3).

A expansao de Taylor da propria funcdo Gamma também rende coeficientes relacionados aos valores
da zeta nos naturais, embora nao tao elegantemente como a de seu logaritmo.

A demonstragao desta férmula para o logaritmo da fungao Gamma requer pouco mais que a aplicagao
do logaritmo & identidade (7.1) ou (7.2), demonstrada no capitulo 7.

8  Escrevo em Abril de 2020.

Ao que parece, Euler nao tinha uma demonstragao sélida do produto que encontrara, o que trouxe
alguma controvérsia a sua solugdo do problema de Basel. Em 1741 Euler publicou, em francés, uma
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Lema 4.1.1.1 A identidade

sin(x xi[l ( kw) (4.2)

€ valida Vx € C.

Dem.: conferir o capitulo 7.

Notemos que o produto pode ser desenvolvido como uma série de poténcias da
forma

x? x? x? x3 x? x?
A(1-3) (-5m) (-5m) 00 =[5 (-3) (-5) ¢
1 1 3 1 x? x?
:{m— (F+22ﬂ'2>x +227r4x} (1_3271'2) <1_427T2 ()
11 1Y 1 1 1Y . 1 o?
|t 2 + 2272 + 3272 v 2274 + 3274 + 6274 v 6276 - 4272 ()

1 (1) , Lol 1
:I_F Zﬁ x+...+(_1) o Z m+

1<l <log < <Ip<oo

e, sendo conhecida a expansao de Taylor da funcao seno,

- ( o2 3
Sln ;2143—1—1 =z 6x + ,

pela unicidade dos coeficientes da representacao por meio de séries de poténcias somos
levados a concluir que, para n > 1

2 (- 1)? n+ )l

1<li<la <+ <lp<oo

Em particular, para n = 1, tem-se

1 2

2) = Eap—— 4.3
(=355 (43)
Para que obtenhamos outros valores de ((2n), pode-se derivar logaritmicamente (4.2)

e obter

1 o0
cot(z) = 7 2 ; Ji - ; - 22 L2772 Z L2ngn 22 o 7T2n+2 Z k2n+2

252 n=0

:__22 " 1w2n2k2n25_22 2” 17T2 271)

solucao independente, baseada em uma anélise diferencial de um arco de circulo, na série binomial e
algumas manipulacoes algébricas (SANDIFER, 2004).
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onde utilizamos a série geométrica e comutamos as somas, que nos é permitido uma vez
que hé convergéncia uniforme para ||z|| < a < 1. Conhecida a expansao de Taylor de
cot(x)

 (—1)"22" By, z?n !
cot(x) = Z (=1) @)

n=0

0

concluimos'® novamente por unicidade dos coeficientes que

Teorema 4.1.1 A funcao Zeta avaliada nos naturais pares sempre € escrita como um
produto de uma poténcia de ™ e um numero racional. Mais precisamente,
(1)1 By (2m)?"

2(2n)! ’

¢(2n) = (4.4)

onde B,, sdo os nimeros de Bernoulli, sempre racionais.'*

Conjuntamente com a férmula de Stirling (3.0.1), obtém-se uma assintética para o médulo
dos ntimeros de Bernoulli pares'?:

Corolario 4.1.1 Os numeros de Bernoulli pares respeitam a assintotica

2n
| Boy| ~ 4v/mn (£>
Te

Dem.: Basta aplicar diretamente a assintotica dada pela aproximacao de Stirling a
expressao para ((2n) acima, tendo em mente que ((x) — 1 quando r — oo.

4.1.2 Avaliacao da funcao nos inteiros negativos

Como compreender a funcao Zeta para os inteiros negativos, uma vez que a série com a
qual lidamos nao converge no semiplano Re(s) < 17 A resposta a essa pergunta é dada no
capitulo 6, e nao ha como compreender verdadeiramente esta seccao sem antes estuda-lo.
Dito isto, vamos em frente.

Para encontrarmos os valores, nao ha maneira melhor que utilizarmos a equacao fun-
cional assimétrica que obteremos em 6.4.2:

s

C(1—s)=2""7"%cos <7> ['(s)((s).

Tomando s = 2n + 1, n € N* ela nos mostra imediatamente que ((—2n) = 0, afinal
cos(ms/2) zera para estes nimeros e todas as outras fungoes sao regulares nestes pontos!

Além disso, ao tomarmos s = 2n, n € N*, obtemos uma relacao da avaliacao nos
fmpares negativos ((—2n + 1) com os valores pares positivos que obtivemos na secgao
precedente:

10 Qutro método para a obtencdo destes valores consiste no desenvolvimento em séries de Fourier das
fungoes 2" em (—L, L] estendidas 2L-periodicamente avaliadas em z = L. O método falha para
poténcias impares.

11 Note que o termo (—1)"*! compensa a alternancia de sinal dos niimeros de Bernoulli.

12 Os ntimeros de Bernoulli impares, exceto By, sdo todos nulos.
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C(—2n+1) =27 g=2n(—1)"(2n — 1)!¢(2n)
(_1)n+1B2n(2ﬂ.)2n
2(2n)!

— 272n+1ﬂ,72n<_1)n(2n - 1)'

BQn
on

Como os numeros de Bernoulli impares maiores que um sao todos nulos, podemos
escrever em generalidade

Historicamente, a primeira atribuicao de valores a ((—n) foi efetuada por Euler ao
redor de 1748, quando produziu seu Institutiones calculi differentialis (publicado somente
em 1755). Representou'® a funcao Zeta através da funcao Eta n(s):

g@):Ll-n(s):Ll.(1_l+l_l+i_...>,

A vantagem do uso da funcao Eta sobre a Zeta é sua somabilidade pela técnica que
hoje conhecemos como somas de Abel,'* intima a Euler, que utilizava copiosamente séries
de poténcias como fungoes geradoras.

O método ¢ bastante direto. Para ||s|| < 1, consideremos a série geométrica

1

=1l-s+s -85+
1+s

Ao tomarmos o limite s — 17, o lado esquerdo da igualdade tende a 1/2, enquanto
o direito, de certa forma, parece tender a n(0)“ =71 — 1+ 1 — ---. Nao paremos por
aqui. Percebamos como, ao diferenciar esta expressao termo por termo, os coeficientes
tornam-se os nimeros naturais:

1
— — =1-25+3s5>—--.
1+ 57
No sentido das somas de Abel, podemos atribuir portantoa 1 —2+3—4+5—6+---
o valor de 1/4.
Multipliquemos ambos os lados por s, para que os expoentes retornem aos nimeros
naturais, e diferenciemos novamente. Obtemos ao levar o processo adiante:

13 Provaremos a validade da representacdo mais adiante no capitulo 5, em 5.2.3.
14 Apresentadas com mais rigor em 6.2, onde o leitor poderd compreender por que o método gera os
valores corretos para a continuacao analitica da Eta, apesar de nao ser aplicdvel diretamente a Zeta.
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1 —
ﬁ:1—228+3282—4283+"'
S
1—4 2
(1+—;4$:1—23S+3332—4333+"'
S
1-11 1152 — 3
il T PR VO ST
(1+s)5

o (—1)FE(n, k)s*

(15 5y =1—-2"s+3"s* —4"s> + ...

onde E(n,k) = Z?zo(—l)j (";rl)(k: + 1 — 7)™ sdo os numeros Eulerianos, cuja defini¢ao
pode ser encontrada ao expandirmos o binémio (1 + s)"*! e multiplicarmos pela série
> o= (k4 1)mst.t0

Assim, no sentido de Abel, obtemos também

1-22432—42+...=0 (A)
1

1—22+32—42+...:_g (A)

1-22432—4*+...=0 (A)

Os numeros de Euler tem vasta importancia combinatéria. Satisfazem a relagao

i
L

E(n,k) =n!
0

x~
I

e ainda, em vista do resultado que obtivemos anteriormente em funcao dos nimeros de
Bernoulli e da relacao entre a Eta e a Zeta, satisfazem a relacao

i
L

2n+1 (2n+1 . 1)
n+1

(—=1)*E(n, k) =

n+1-

e
Il

4.1.3 Expressoes combinatorias dependentes destes valores

As possibilidades nesta area de estudo sao vastas. Ilustraremo-lo através de alguns
exemplos, apenas para motivar o interesse do leitor.

15 Este processo nos rende também algumas belas identidades combinatérias ao recordarmos que o resul-
tado da multiplicagao serd um polinémio de grau n — 1: E(n, k) = 0 para todo k > n (onde o binémio

("jl) pode ser substituido por (n+1);/;!, onde (n+1); é o simbolo de Pochhammer). Por exemplo:

E@45) =6 =)0+ G @ -0+ ()@= =0
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Teorema 4.1.2 A soma das partes fraciondrias de ((n), 2<néeN, € 1.

D (Km) —1) =
n=2
Demonstracao 4.1.1 Temos
DM =N=3 > ==> > m= T T T
k k 1—< k(k—1)
n=2 n=2 k=2 k=2 n=2 k=2 k k=2
_ + ! + ! + ! =1
1.2 2-3 3.4 4.5
Teorema 4.1.3
G
n=1
Dem.: Ao lembrarmo-nos do célebre Produto de Wallis'® (1656)
T (2 2 4 4 6 6
2 \1 3)\3 5)\5 7)7"
2k 2k Sy 4k? o 1
_sz—l'zkﬂ _H4k2—1 —Hl—(4k2)—1 ’
k=1 k=1 k=1
podemos observar que
™ _ N 2y-1 - (R T (=)
ln<§>——21n(1—(4k) ==y -
k=1 k=1 n=1
=2 wm
k=1 n=1 n=1 k=1
_y-cen
—~n 4n

de onde o resultado seque apos a exponenciacao.

Em breve, vamos discutir superficialmente sobre os zeros da funcao Zeta e a hipotese
de Riemann. Aproveitamos, portanto, para apresentar o critério de Marcel Riesz para
esta hipdtese, uma afirmacao equivalente que depende dos valores assumidos por Zeta nos
naturais pares.

Teorema 4.1.4 A afirmagao

0 —1)nt1
Z ml’n = O($1/4+6), Ve >0
n=1 ’

¢ equivalente a hipdtese de Riemann (TITCHMARSH, 1986, p. 382).

16 possivel demonstréd-lo fazendo z = 7 no produto de Euler para a funcao seno. A demonstragao da
validade desta representagao encontra-se no capitulo 7, secao 7.1.
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De fato, muitos critérios semelhantes podem ser obtidos para séries de poténcias cujos
coeficientes apresentam os valores ((n) nos denominadores, obteniveis por uma andlise de
sua transformacao de Mellin (ver o teorema 2.3.2).

Terminemos re-expressando (3.6) no espirito desta segao.

Teorema 4.1.5 A expressao

Z 1) (s)* — 1) Z o Z k2k3 . k2

n=1 1<ly, -, ln<oco 1<k1 < <kn<oo J

converge para ||s|| > 1. Em particular, vale 1 para s = 1,2, —1 para s = p > 3, p primo,
e 0 em s =mn, n composto.

Dem.: Por (4.2) temos

5 k1 -3
— F(S)Q;ﬁl <S2l;2,;f(f)4>
— T( )2}"[ (1 - 1;22)24_—11>

O produtorio pode ser expandido como

1 1 1
UG R D D S UG D DI 7y

1<k<oo 1<k <ko<o0
[e's]
n+1 4_ n
=2 (1 DD D | %2_1
n=1 1<k < <kp<oo j=1

Como para ||s|| > 1

52k2
lj:1

converge absolutamente, vale neste dominio

Z H k2 1 Z ' Z G2t 220 g2

1<k < <kp<oo j=1 J 1<ki1 < <kp<oo 1<ly, -+, ln<oo

1 1
- Z g2(li++in) ’ Z k2k2h c k2

1<ly, -, Ip<oo 1<ki1 < <kpn<oo 7

e o resultado estd provado.
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4.2 0OS ZEROS DA FUNCAO ZETA

O produto de Euler implica que {(s) nao tem zeros em toda a regiao no qual é vélido,
como demonstraremos ainda nesta sec¢ao.

Apesar disso, o produto nao pode ser utilizado para mostrar diretamente a inexisténcia
de zeros em qualquer regiao contida em Re(s) < 1. E neste semiplano, precisamente, onde
estao localizados os zeros da funcao. Em particular, temos zeros para todos os inteiros
negativos pares, como ja encontramos na sec¢ao 4.1.2. Estes sao os chamados zeros triviais
da funcao.

Os zeros restantes, por sua vez chamados nao triviais, forcosamente encontram-se na
faixa critica 0 < Re(s) < 1, afinal vale a equagao funcional e nao hé zeros em Re(s) > 1.

Mas qual a importancia destes zeros, afinal? Que afetam? Sua importancia reside no
fato de que geram polos para 1/{(s) e In((s). Estes polos determinam muitas carac-
teristicas importantes destas funcoes que, como veremos no capitulo 5, secao 5.2, sao
blocos basicos de construgao de um sem niimero de outras séries de Dirichlet; equivalente-
mente, permitem a representacao exata de muitas séries aritméticas notaveis através das
formulas explicitas, como exemplificaremos no capitulo 8.

Como nestas formulas explicitas os zeros usualmente acabam localizados em expoentes,
os zeros triviais quase nao contribuem para os valores obtidos por estas representagoes:
suas partes reais negativas implicam decaimento dos termos envolvidos, tornando qualquer
erro, ao eliminarmo-los, desprezivel. Este nao é o caso dos zeros nao triviais, pois suas
partes reais sao positivas: suas contribuicoes divergem.

A simples extensao do resultado da inexisténcia de zeros em Re(s) > 1 para Re(s) > 1
j4 é forte o suficiente para garantir o Teorema dos Ntimeros Primos!”, pois coloca o polo
em s = 1 de ((s) como a tnica fonte de singularidades de In({(s)) em Re(s) = 1. Como isso
o faz o polo de maior parte real, e relaciona-se com o termo assintoticamente dominante
da fungao cuja transformagao de Mellin é In((s), a fungao de contagem ponderada de
poténcias primas J(z) (veja mais em 5.2.8).

4.2.1 A Hipétese de Riemann

Riemman conjecturou que a parte real de todos os zeros nao trivias era exatamente
1/2. Assim foi originalmente formulada sua hipdtese.

A equagao funcional para a fungao Zeta, que provaremos no capitulo 6, nos mostra que
todos os zeros nao triviais localizados na reta Re(s) = 1/2 apresentam-se em pares con-
jugados. Quaisquer outros zeros nao triviais se apresentarao em quadras, simetricamente
em relac@o ao eixo real e a reta Re(s) = 1/2.

Em seu artigo de 1859, Riemann ja havia analisado profundamente a funcao Zeta e era
de seu conhecimento a existéncia dos zeros nao triviais, muitos dos quais chegou a calcular
manualmente. A teoria de representacao de fungoes por raizes explicitas ja havia dado seus
primeiros passos, com exemplos de Euler e, principalmente a teoria de Weierstrass para
representacao de fungoes analiticas, dos anos 1840. Os exemplares de zeros obtidos por
Riemann tinham todos a parte real igual a um meio; a facilidade de representagao para

17" Apesar de central desde as primeiras provas do Teorema dos Ntimeros Primos nos anos 90 do século
XIX, a suficiéncia da inexisténcia de zeros em Re(s) > 1 s6 foi constatada apés os teoremas tauberianos
de Wiener, em 1931 (HARDY, 1949, p. 303).
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zeros em uma linha fornecia vantagens préticas.'® Sua férmula exata para 7(z) carregava
consigo as conseqiiéncias desta hipotese.

Em 1914, Hardy provou que hd uma infinitude de zeros na linha ((1/2+it). Até os dias
de hoje, trilhdes de zeros ja foram computados, todos tendo a parte real igual a 1/2. 160
anos apos Riemann, desenvolvemos imensas teorias e generalizagoes, sem que, no entanto,
cheguemos a qualquer prova de sua hipétese!”.

4.2.2 O significado da Hipotese

A representacao da funcao Zeta como um produto de fungoes conhecidas e um pro-
dutério dependente de suas raizes nos mostra que o conhecimento perfeito destas nos
permite expressar fungoes analiticas que, avaliadas em n € N, nos retornem sua decom-
posi¢ao prima, ou; o numero de fatores primos, ou; a paridade do niimero destes fatores,
ou; se € divisivel por um quadrado, ou; quantos sao seu divisores, ou; qual a soma de seus
divisores; etc.

De fato nao é claro o quanto acerca de todos os nimeros naturais esta escrito nas
raizes e polo da Zeta. A imensa capacidade de expressao da teoria nos faz pensar se nao
ha algum indicio de que, fossem conhecidos os zeros, poderia-se provar a consisténcia da
aritmética? Qual o limite do discurso contido nas raizes?

A hipétese de Riemann nao é, porém, o conhecimento preciso das raizes nao triviais
de Zeta, mas sim o de sua parte real. Isto significa ignorancia da informagao oscilatéria
presente nos termos das férmulas explicitas (a nao ser sob o aspecto do equilibrio implicado
pela equacao funcional), reduzindo nosso conhecimento aos seus médulos. As implicagoes
da hipdétese nao penetram a aritmética como o conhecimento preciso das raizes, mas
fornecem como que um involucro assintético minimal das oscilacoes.

O fim de quase toda busca pela prova da hipdtese é um problema nao resolvido equi-
valente. E equivalente as afirmacoes

i) A fungdo de Mertens M (z) =, ., p(n) é da forma O(z'/%*9), Ve > 0;
ii) A diferenca J(z) — Li(z) é da forma O(z'/%€), Ve > 0;

iii) A diferenca 7(x) — Li(x) é da forma O(z'/?*€), Ve > 0;

iv) A diferenca 1 (z) — x é da forma O(2'/%€), Ve > 0;

v) A proporgao entre o MMC dos primeiros n nimeros naturais e a exponencial e é
da forma e9®) com g(z) = O(z'/?*), Ve > 0;

vi) A estrutura racional das seqiiéncias de Farey (consideragoes sobre a divisao de um
intervalo de espago em fragoes de inteiros de denominador limitado) é tal que, se a enésima
sequéncia tem k termos?’, a soma em i dos médulos das diferencas entre o i-ésimo termo
desta seqiiéncia e a i-ésima divisdo do intevalo é da forma O(k'/2+), Ve > 0;

18 S¢ devidamente superadas pela posterior teoria de Hadamard para representacio de funcdes inteiras.
19 E digno de nota a prova da conjectura de Weil por Deligne em 1973.
20 Mais precisamente, k =1+ > ", ¢(1).
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vii) Uma limitagao geral para a soma de divisores como o(n) < e'nlnln(n), Vn >
5041, em conexao com a pesquisa de Ramanujan sobre niimeros colossalmente abundantes
(ROBIN, 1984, p. 188).

viii) o(n) < H, + exp(H,)In(H,), com igualdade apenas para n = 1 (LAGARIAS,
2001)

ix) Certas fungoes analiticas tém a ordem de crescimento limitada, tal como a de Ri-
esz (que citamos no capitulo 4), por O(z/4*¢), assim como muitas outras funcdes cujas
defini¢oes dependam irremediavelmente dos niimeros naturais;

dentre tantas outras.

4.2.3 Da inexisténcia de raizes em Re(s) > 1

Teorema 4.2.1 ((s) ndo tem raizes em Re(s) > 1.

Dem.: Veremos em 5.2.8 a prova da sequinte identidade:

sendo o, = 1/k, k € N* se n é a k-ésima poténcia de um primo, e nulo em todos os
outros casos.

Percebamos que In(((x)) converge em x > 1 por comparagao termo a termo com ((x).
Como para qualquer série de Dirichlet, podemos separar sua parte real e imagindria através
da formula de Fuler

(o) (@)

QU o, cos(bln(n ay, sin(bln(n))
Dt = > —i) T
n=1 n=1 n=1

partes estas que convergem em a > 1 por comparag¢io com In(((zx)). Concluimos que
In({(s)) converge em todo o semiplano Re(s) > 1, o que implica que ((s) nao tem raizes
no semiplano (afinal o logaritmo tem uma singularidade em 0).

Para o seguinte teorema, nos baseamos na exposigao de Titchmarsh (1986, p. 46-47)
dos argumentos originais de Hadamard.

Teorema 4.2.2 ((s) ndo tem raizes em Re(s) = 1.

Esboco da demonstracao.: A idéia essencial desta prova baseia em dois pontos: pri-
meiro®', que ((s) ~ 1/(s—1) quando s — 17, que acaba por implicar In({(s)) ~ —In(s—1)
nas mesmas condi¢oes; a outra, que, como vimos acima, uma translacao vertical da en-
trada de uma série de Dirichlet € governada por termos trigonométricos.

Se p =1+ bi fosse uma raiz de ¢, teriamos Re(In(¢(s))) ~ In(s — 1) quando s — p™,
invertendo o sinal da aprozimagio em s — (1 + 0i)*. Como, por outro lado, isto foi

2l Provaremos isto em 6.4.1.
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causado por uma alteragdo nos termos trigonométricos, fazendo s — (1 4 2bi)™ obtém-
se Re(In(((s))) ~ —In(s — 1) novamente, como quando tendiamos a 1. Isto, porém, é
impossivel, pois implicaria que ((s) tem polo em 1+ 2bi, e o inico polo de ( € o de s = 1.

Veremos mais adiante a apresentacao e prova da equacao funcional para a funcao
Zeta. Para o leitor interessado: busque enxergar na associacao da equacao funcional e os
teoremas acima a inexisténcia de raizes de ((s) nao reais em Re(s) < 0.

4.3 TEOREMAS DA UNIVERSALIDADE E INDE-
PENDENCIA DIFERENCIAL

Citamos aqui um dos teoremas mais pitorescos acerca da funcao Zeta, o teorema da
universalidade. Originado em trabalhos de Voronin de 1975, apresentamo-lo na forma
dada em Karatsuba e Voronin*? (1992, p. 251):

Teorema 4.3.1 (Teorema da Universalidade da Fungao Zeta) Seja 0 < r < 1/4.
Suponha que f(s) é uma fungao analitica para ||s|| < r e continua para ||s|| < r. Se
f(s) # 0 para ||s|| < r, entao para qualquer € > 0 existe T = T'(¢) tal que

|r|n||a<x f(s) —C(s+ Z +iT)| <e.

Em outras palavras, simples translacoes da funcao Zeta no eixo imaginario podem
aproximar arbitrariamente qualquer funcao analitica que nao se anule na regiao! Tendo
o leitor se assombrado ou nao com este resultado, saiba que aproximacoes uniformes
arbitrariamente perfeitas de sua expressao facial encontram-se gravadas nesta faixa da
funcao Zeta.

Tomando-se uma regiao em C onde a Zeta nao se anule e nem contenha seu polo
em s = 1, de forma que nesta regiao seja analitica, os valores de ((s) nesta regiao sao
aproximados arbitrariamente na faixa critica; assim a fungao Zeta apresenta uma forma de
auto-similaridade. Esta auto-similaridade rende um critério para a hipdtese de Riemann
(GLEINIG, 2014, p. 30), devido a Bagchi (STEUDING, 2002, p. 55), de certa forma
antecipado por trabalhos de Harald Bohr sobre quase-periodicidade em 1922:

Teorema 4.3.2 A hipdtese de Riemann € equivalente a, para qualquer subconjunto com-
pacto K de 1/2 < Re(s) < 1 com complemento conezo e qualquer € > 0, dar-se

1
lim inf fmeas{T €1[0,7]: m%chC(s +i1) — ((s)|| < €} > 0.
s€

T—o0

Hilbert interessou-se em dado momento por encontrar alguma equacgao diferencial sa-
tisfeita por ((s) (KARATSUBA e VORONIN, 1992, p. 252). O Teorema da Universalidade
é forte o suficiente para responder a estes questionamentos no sentido em que implica o
seguinte resultado:

22 0 leitor pode-se perguntar se o ntimero 3/4 presente no teorema é central para o resultado. E apenas
na medida em que forca a regiao a permanecer dentro da metade da faixa critica, uma vez que é
tomado r < 1/4; desde os trabalhos de Voronin, estes resultados foram postos em formas mais gerais.
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Teorema 4.3.3 (Teorema da Independéncia Diferencial de ((s)) Se

F(¢(s),¢(s),++,¢"M(s)) =0

identicamente em s € C, onde F(zy, -+ ,2z,_1) € uma fungdo continua, entio F ¢é identi-
camente zero.
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5 SERIES DE DIRICHLET

Anteriormente vimos alguns exemplares de combinacoes lineares de termos da forma
n* néeN.

Definicao 5.0.1 Uma série de Dirichlet em s é qualquer série da forma

[e.9]
A

f(s) = ol

A variavel s costumeiramente é real ou pertencente a uma regiao do plano complexo,
e os coeficientes «,, possivelmente complexos, ainda que freqientemente lidemos apenas
com casos de coeficientes racionais.

5.1 ALGUMAS PROPRIEDADES DESTAS SERIES

Comecemos por provar sua unicidade de representacao.

5.1.1 Unicidade das séries de Dirichlet

Provemos que se duas séries de Dirichlet sao iguais, hao de ter os mesmos coeficientes
(HARDY e WRIGHT, 2008, p. 319).

Teorema 5.1.1 Sejam F(x), G(x) séries de Dirichlet convergentes em x > xq cujos co-
eficientes sao, respectivamente, o, € [3,. Se F(x) = G(x) em x > xg, entdo o, = B,, Vn.

Dem.: Por hipdtese, temos H(x) = F(x) — G(x) = 0 para © > xy. Devemos provar

que seus coeficientes h, = o, — B, sao todos nulos.
Suponhamos que hy seja o primeiro coeficiente nao nulo. Temos

== 1+ () T (52) )

= hek™® (1+ D(x)),

digamos. Se xo < x1 < x, entao

k+n *ﬂ”< E4+1\ ") /e pp\ ™™
k =\ "k k :

de forma que
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que tende a 0 quando x — oco. Assim, para x suficientemente grande, temos |1 + D(z)|
maior que, digamos, 1/2. Pela primeira equa¢do, isso nos mostra que, para T suficien-
temente grande, 0 < |hglk™ - 1/2 < |hik™"(1 + D(z))| = |H(x)| = 0. Mas assumimos
hy # 0, contradi¢ao!

Passemos a estudar operagoes com estas séries.

5.1.2 Soma, produto e poténcias de séries de Dirichlet

O leitor pode perceber! que em geral a soma de duas séries de Dirichlet também é uma
série de Dirichlet, pois

o oo o0
Zan+zﬁn _Zawrﬁn
ns ns ns

e analogamente para a multiplicagao, pois havendo ao menos uma regiao convergente, ha
uma regiao onde é comutativamente convergente, nos permitindo escrever

2\ o= B = g (@aBs)
33ty Bl

nesta regiao.
A mesma logica nos permite encontrar a forma de qualquer poténcia natural de uma
série de Dirichlet:

k o.9]
o) oy (5.0

com

f(n) = Z gy ot Oy,

ai-....ap=n

onde a; € N*, Vi € N*, e a combinacao do indice da soma deve levar em conta diferencas
de ordem.
Podemos ir além.

5.1.3 Exponencial de uma série de Dirichlet

Como veremos no exemplo 5.2.8, ha casos onde considerar o logaritmo ou a exponencial
de uma série de Dirichlet é bastante proveitoso. Desconhecemos na literatura a obtencao
geral destas séries, e convidamos o leitor a descobri-las conosco.

Dada uma série de Dirichlet f(s), o autor calculou em generalidade, assumindo a
existéncia de uma regiao com convergéencia comutativa, que

1 Apesar de datado, o leitor pode tirar muito proveito do livro "The General Theory of Dirichlet’s

Series”, de Hardy e Riesz, 1915.
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ef(8) — exp (Z ) ﬁ ent — TS

n=1

0 que nos permite escrever

o2 o3
ef(s)—a1_1+_+%+a4+72+%+a6+a2a3 ay - ag+ g +

25 | 3s 45 55 65 s 85
0 -
n*ln
sendo
b1 br
_ Oéal ak _
Pn = Z b,! A=
ab1~ ~abk:n
1 "k
a;>2, Vi

com a; # aj;, se i # j, e a; € N*(a; > 2), b; € Nx, Vi € N*, e a combinacao do indice da
soma nao deve levar em conta diferengas de ordem dos termos multiplicados (note que
se f(s) tem termo «,,/a; com coeficiente a,, = 0, suas combinagoes sdo naturalmente
desconsideradas).

Em particular, séries de exponenciais de séries (de Dirichlet) tem primeiro coeficiente
e“! nao nulo.

5.1.4 Logaritmo de uma série de Dirichlet

Nos ateremos ao logaritmo de séries de Dirichlet cujo primeiro coeficiente é 1: para
qualquer primeiro coeficiente t # 0, reduz-se a este caso por divisao. Se t = 0, nao
existe representagao de seu logaritmo como série de Dirichlet, pois, caso houvesse, teria
exponencial com primeiro termo nulo.

Escrevendo os f3, coeficientes de g(s) = ef(s)=

=1
P2 = o
B3 = a3

a3
B4—a4+7

e encontrando os «,, a partir dos (3,
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042:52
043253

2
g = 4—%
as = s

podemos encontrar também a série de Dirichlet do logaritmo de qualquer outra série de
Dirichlet cujo primeiro coeficiente é 1.

In(g(s)) = f(s) —

Bo By Bi=% B o= Bobs P Bs — Bufe + 2
B T TR

De fato, em vista da equagao (5.1), encontra-se em generalidade que, dada

RE

i o
n=2
onde B; = 0, temos?

hl(lJFA(S)):ZM:ZiZL Z Bay - - Bay (5.3)

k k ns
k=1 k=1 n=1 ai-....ap=n
0
= —
n=2
escrevendo
0 k+1
= E E ﬁm '---'ﬁaka
k=1 aj:...;ap=n
a;>2, Vi

onde a; € N*, Vi € N* e sendo esta tltima soma em k finita, uma vez que 5, = 0 acarreta
que para todo i, a; > 2, e assim tanto By = 0 como todos os termos do somatorio sao nulos
a partir de dado momento (no minimo apéds k > log,(n)). Relembremos que, respeitando
a forma de (5.1), o arranjo no indice do somatdrio interno deve levar em conta mudangas
de ordem dos termos.

2 Para tanto, supomos inicialmente que ||A(s)|| < 1, muito embora a expressio final convirja em um

semiplano, como toda série de Dirichlet.
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5.1.5 Caracterizagao do conjunto dos niimeros primos como invariantes
da exponenciacao do espaco destas séries

Definicao 5.1.1 Definamos como espago natural o conjunto de todas as séries de Di-
richlet.

E={f:CeC: f(s Zan/n a, € C}

Vimos que a adi¢ao, multiplicacao sao operagoes fechadas em E, e que a exponenciagao
e logaritmo sao fechadas em E.

Notemos que os coeficientes da exponenciagao e logaritmo em (5.2) e (5.3) implicam
que coeficientes o, dos elementos primos p~® da base permanecem inalterados por estas
operacoes, enquanto todos os outros sao passiveis de alteracao, a depender da série em
particular.

O conjunto P dos ntimeros primos pode portanto ser caracterizado como o subconjunto
dos elementos da base cujas coordenadas sao invariantes pela exponenciacao do espaco
natural:

P={neN:a,=0,Vf(s) € E}.

tendo a série de Dirichlet de f(s) coeficientes o, e de e/®) coeficientes f3,.

5.1.6 Da profundidade das expressoes aritméticas implicadas no expo-
nencial e logaritmo

Em analogia a convolucao de Dirichlet, que para duas fungoes aritméticas constréi uma
terceira

(f +9) = Zf 9 (%)

que é a precisa relacao entre os coeficientes de uma multiplicacao de séries de Dirichlet,
podem as identidades presentes nos coeficientes de (5.2) e (5.3) nos render interessantes
identidades combinatorias.

Um estudo bésico das convolugdes de Dirichlet ndo poderia passar sem a fungao p(n),
que lhe é muito natural. E possivel que as identidades da do exponencial e logaritmo
também tenham suas aplicagoes mais naturais. Nao me debrucei sobre matéria deste
género para relatar.

Uma aplicagao pontual destas relagoes é para as somas parciais fungao Zeta. Se a
soma parcial é (,(s) = >_"_, 1/n® (,(s) estd definida em todo plano, e (,(0) = v. Seu
primeiro termo é 1 e portanto podemos aplicar (5.3) para calcular In((,(s)). Tomando a
exponencial e fazendo s = 0 (quando possivel), obtém-se

k+1

1P 3D i B

n=2 aj-....ap=n
2<a7;§v, Vi
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isto é, uma relacao profunda entre o nimero de Euler e uma expressao combinatéria
de certa complexidade, dependente dos ntimeros passiveis de decomposicao® em fatores
menores que v, v € N(v > 2). Em particular, temos a conhecida expressao

pl=1/241/3=1/d4+4 _ o

Infelizmente, a expressao nao converge para v > 2, pois neste caso (,(s) sempre apresenta
raizes de parte real positiva, o que implica na presenca de polos de parte real positiva
para In((,(s)) e na divergéncia da série de Dirichlet desta em s = 0. Apesar disso, estas
podem ser meromorficamente continuadas para s = 0, nos permitindo atribuir valores as
séries divergentes da forma v > 2:

pIH1-1/2=141/3-1/2+1-1/4+ _ 3

Y

Pl H1H1/2-1-2/3-1/241 /44 _ 4, ete.

Semelhantemente, a identidade (5.2) rende resultados. Como exp((x(s) — 1) — 1
quando s — 00, seu primeiro coeficiente é 1. Em particular, podemos aplicar (5.3) e
avaliar em s = 0. Obtém-se

que expressa uma propriedade profunda entre o logaritmo natural e combinagoes depen-
dentes das poténcias de niimeros naturais, estes maiores ou iguais a 2 e menores ou iguais
a v, e rende aplicagoes similares.

As consideragoes presentes no exemplo 5.2.8 que veremos adiante também nos levam
a identidade

1=

o
k=1 aj-...ap=n

Z (—1)k+t 1/k,se n = p* para algum p primo;
k 0, noutros casos.

que achamos digna de nota (o indice neste caso é, como ja vimos, um arranjo, dependente
assim da ordem dos fatores). Somando ambos os lados para n < z, obtém-se?

Jx)=>" ﬂD(k,x),

3
4

Veja os detalhes do teorema, como a contagem de todos os arranjos.
Pode-se encontrar o mesmo resultado pela transformada de Mellin inversa aplicada a In(14 (¢(s) —1)).
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onde D(k,z) =3 .. > 4 . a—n L sendoos a; > 2, que conecta o problema dos primos
com o do crescimento das fungoes decompositoras D(k, z). Algumas consideragoes a mais
rendem

w(a) = 30+ S uld) ()T DE, /).

c=1 dlc

Finalmente, evidenciamos a identidade obtida pela exponenciacao seguida da tirada
do logaritmo de uma série de Dirichlet qualquer, que nos retorna a propria série com
coeficientes «,, inalterados. A unicidade dos coeficientes nos rende que, se n > 2,

b1 k_ b1
ap et =my a; -

azk:mk

onde os indices em m; sao arranjos e em a;, combinacoes, conforme ja visto. Como cada
«; € uma variavel independente, a expressao fornece um curioso cancelamento de todas
as variaveis «;, ¢ # n do lado direito da igualdade. Nao buscamos uma demonstragao

combinatoria independente.

5.1.7 Produto de Euler para séries de Dirichlet multiplicativas

Isto é, para séries de Dirichlet cujos coeficientes sao fungoes multiplicativas. Muitas
séries de Dirichlet tém representagoes similares ao produto de Euler (4.0.1) para a fungao
Zeta.

Teorema 5.1.2 Seja

oo

A
F(s)=) —
ns
n=1
e sejam «, tais que oy = 1 e app = apap para n,k coprimos (ou seja, uma fun¢do

multiplicativa). Além disso, seja

o)

||
Z ns
n=1

convergente. Entao

« [0 (8%
F(s)zH(H p+p—§j+ ”3+--->.

s 3s
» p p

(HARDY e WRIGHT, 2008, p. 326)
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Teorema 5.1.3 Sejam F(s), a, como no teorema anterior, mas desta vez o, totalmente
multiplicativa, isto €, a propriedade multiplicativa vale mesmo sem coprimalidade. Entao,
se Re(s) > 0,

Dem.: Para todo p,n, aye = ay, pois a multiplicatividade é total, de forma que para
Re(s) > 0 os termos do produtorio do teorema anterior tomam o formato de uma série
geométrica usual.

A secao 5.2 fornecera alguns exemplos de séries com produtos de Euler, expressaveis
a partir de manipulacoes da funcao Zeta. Conferimos aqui dois exemplos para séries
independentes da funcao Zeta:

. (=1)nH 1 1 1

e =l-—t+=——-=+

(=)™ _
(2n —1)s 3 5 T

1 1
:lzll—q—snl%—r—s’

T

n=1

onde o primeiro produto tem indices primos da forma ¢ mod 4 = 1 e o segundo da forma
r mod 4 = 3 (HARDY, 1940, p. 61).

Outro digno de nota é a série de Dirichlet f(s) cujos coeficientes 3, sao indicadores
de que n pode ser expresso como a soma de dois quadrados, ou seja, valem 1 em caso
positivo e 0 em caso negativo (Ibid):

1 1 1
f(s):1_2_sH1_q—sH1_r—2s'

q s

5.1.8 Séries de Dirichlet como transformacoes de Mellin

Vejamos agora um resultado fundamental acerca das séries de Dirichlet, que, a despeito
de uma mudanca de sinal, as expressa como uma transformacao de Mellin, e, conseqiien-
temente, de Fourier ou Laplace.

Teorema 5.1.4 Seja f(s) uma série de Dirichlet de coeficientes a,. Se a soma parcial
de seus coeficientes for ) _ o, = O(x¢), entao f(s)/s pode ser compreendida como uma

transformacdo de Mellin® da soma parcial dos coeficientes em Re(s) > ¢ na varidvel —s:

f(s) = 5/100 (Z an> x5 da (5.4)

5 Notemos que para 0 < z < 1 temos (Z « ) =0.

nlx N
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. . b w P bw+1iaw+l
Dem.: Como qualquer integral da forma fa xVdx € igual a =— 25—, sew # —1, ou a

In(b) —in(a), sew = —1, [ x¥dx converge se e somente se Re(w) < —1, e para o valor

—L. Assim, para Re(s) >0
1 o0
— = s/ v 5
n’ n

e portanto

T 00
:s/ (Zan x51dx+32an/ ) 1
1 n<x n<T T
’ >
s—1 n<T =N
=3 o, | x dr +

li =0
T Ts ’
de onde seque que
T o, 00
= 1 - = E n 7371d A

Corolério 5.1.1 Se Y _ «, = O(x°), a série de Dirichlet é uma fungdo bem definida

n<y "N
para a regigo Re(s) > c.

Dem.: Pelo teorema anterior e pela desigualdade triangular temos que

_ S Qn || _ = —s5—1 00 —Re(s)—1
— | = n dr|| < n d
= |32l = s (Za ) of | < lsll [ |3 e |a 01
n=1 n<x n<x
Ainda por Y _ an, = O(x°), hd x9, k € R ndo negativos tal que, se x > x,

|Zn<z anl < kx°¢ e portanto
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1) < Ilsl / S | 5RO 1y
z0

n<x
S A S e R Rl e
1 n<x x0
= A+ k||| [ 2O ed,

zo

que converge para —Re(s) — 1+ ¢ < —1, ou seja, Re(s) > ¢, uma vez que xq € positivo.

A representacdo de uma série de Dirichlet como uma transformacao de Mellin nos
permite, analogamente, representar a fungao aritmética associada (a soma de seus coefi-
cientes) a partir da série de Dirichlet, através da transformada inversa. Este resultado é
conhecido como a férmula de Perron, em homenagem a Oskar Perron.

Teorema 5.1.5 (Férmula de Perron) Se f(s) =) ", a,/n’, entdo, se v ¢ N,

1 a+001
Z a, = @Jcsds,

~ 21 Jyeooi S

onde a € R € tal como no teorema (2.5.1). Para x € N, onde a soma é descontinua, a
integral converge para a média dos limites laterais, tal como uma série de Fourier.

Dem.: Aplicagao direta do teorema de inversao de Mellin para f(s)/s.

Este é um resultado central a teoria, sem o qual nao seria possivel obter as férmulas
explicitas. Riemann, antes de Mellin ou Perron, ja havia encontrado estas representagoes,
uma vez que era versado nos teoremas de Fourier. Perron é creditado como o primeiro a

prové-la em generalidade (HARDY e RIESZ, 1915, p. 12-14).

5.2 CONSTRUCAO DE ALGUMAS SERIES DE DI-
RICHLET A PARTIR DA FUNCAO ZETA

A finalidade desta sec@o é mostrar como muitas outras séries de Dirichlet cujos coefi-
cientes sao fungoes aritméticas notaveis podem ser expressas a partir de manipulagoes da
funcao Zeta, e portanto como uma compreensao aprofundada desta funcao fundamental
pode render resultados sobre todas as outras.’

Vejamos novamente a forma em série de Dirichlet da funcao Zeta, valida para Re(s) >
1:

)=
n=1
Sabemos que a série tem um polo em s = 1. Mais que isso, o crescimento de ((s)
quando s — 17 é como o da série geométrica. Mais precisamente, ((s) = 1/(s—1)+O(1)
(HARDY e WRIGHT, 2008, 322).7

6
7

Muitos destes exemplos, além de outros, podem ser encontrados em Titchmarsh (1986, p. 4-12).
Provaremos isto no capitulo 6, secao 6.4.1.



5.2. CONSTRUCAO DE ALGUMAS SERIES DE DIRICHLET A PARTIR DA FUNCAO ZETA 93

Além disso, vimos que o produto de Euler implica

1 &)
C(S)_Z ne

n=1

onde p(n) é a fungao de Mobius. O polo de ((s) em s = 1 aqui torna-se um zero. Seme-
lhantemente, qualquer zero de ((s) torna-se, para esta fungao, um polo.

5.2.1 Exemplo 1

Simplesmente transladando o argumento por uma constante a, temos uma série em s
da forma

((s+a)=

n=1

com ¢, = n~* O teorema (5.1.4) nos permite escrever

((s+a)= 8/100 (Z %) v .

n<x

5.2.2 Exemplo 2

Ao derivarmos a funcao zeta termo a termo, obtemos

(s = -y

Assim, escrevemos

—('(s) = 8/100 In(|z Vo da.

A identidade (2.2) reflete-se diretamente na relagdo da integral acima com a integral
do exemplo 5.2.10, apds as respectivas mudancas de variavel.

5.2.3 Exemplo 3

Podemos perceber que (1/k°)¢(s) = Y-, 1/(kn)®. Com isto podemos escrever, por
exemplo,

(1= 5) 6t =606 = 3609

—1+1+1+1+1+
S 35 5 759 ’
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ou ainda a série Eta de Dirichlet (estudada para valores particulares desde Euler)

O leitor pode perceber a grande variedade de construgoes que tais procedimento nos
permitem executar, ao combinarmos elementos da forma (1/k*)((s).

A mais clara vantagem de obter-se uma expressao como a Eta é que seus coeficientes
alternam de sinal, e portanto tem soma limitada. Em outras palavras,

o =s | ) (Z(—mﬂ) e e

n<x

implica, pelo corolario (5.1.1), que a expressao converge para Re(s) > 0, de forma que

C(s) = oo —=1(s)

nos fornece uma continuagao valida® para ((s) em Re(s) > 0. Esta expressao também nos
permite concluir que a fungao Eta tem zeros ao longo da linha Re(s) = 1, uma vez que
2571/(2°71 — 1) tem polos ao longo desta linha, enquanto ((s) tem um polo apenas em
s=1.

5.2.4 Exemplo 4

Encontramos no capitulo anterior a expressao

e =3 4,

n

Mais geralmente, temos

de onde

Assim podemos também concluir que as somas ) . ox(n) crescem segundo um termo
linear e outro de ordem k1, devido aos polos de ((s)((s—k), além de um erro sublinear.

8 A chave para compreender a utilidade de tais extensdes é que o holomorfismo garante unicidade da

continuagao. Em outras palavras, a expressao de ((s) dada em funcéao de 7(s) concordara com qualquer
outra continuagao igualmente holomérfica.
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5.2.5 Exemplo 5

Ramanujan publicou em 1915 (HARDY, 1940) um trabalho onde expds uma forma de
gerar uma série de Dirichlet cujos coeficientes sao um produto de duas fungoes oy (n) a
partir da fungao zeta:

— ga(n)op(n) _ ((s)¢(s — a)¢(s —D)¢(s —a—b)
S(s) = = 5.9
onde todos os argumentos a direita devem ter parte real maior que 1. Em particular, para
Re(s) > 1, vale

= ) _ ¢(s)
; ns  ((2s)

A demonstracao deste resultado, omitida aqui, leva em conta o teorema (5.1.2) e a
representacao

com n € N, p primo, que apds algumas manipulagoes pode chegar num produto de
produtérios de Euler igual ao lado direito de (5.5).

Esta série e sua expressao a partir de manipulagoes da funcao Zeta podem render uma
prova de que nao ha raizes de Zeta em Re(s) = 1, encontrada por Ingham (HARDY,
1940, p. 60).

5.2.6 Exemplo 6

Podemos gerar a série de Dirichlet cujos coeficientes sao a funcao Tociente de Euler
©(n), que leva todo ntiimero natural n a quantidade de nimeros naturais menores coprimos
com n, ao considerarmos a série

G IR T () ()

p 1-p—s P

onde assumimos Re(s) > 1 > 0 para expandirmos a geométrica, e, além disso, obtermos
convergencia absoluta. A partir da ultima igualdade, pode-se efetuar a distributiva entre
os termos do produtério semelhantemente ao que ja fizemos para o produto de Euler para
a funcdo Zeta, com termos da fatorac¢do prima e da forma (1—1/p) adicionais acumulando-
se nos numeradores. Para n fatorado como n = pgll Cae pg’;c , obtemos (TITCHMARSH,
1986, p. 7) o numerador de
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isto é,

((s—1) =¢(n)

C(S) _n:I ne .

Outra forma de constatar a identidade acima é através da forma da multiplicacao de
séries de Dirichlet vista no inicio da seccao 5.1, caso ja se saiba da identidade

w(n)ZZd-u(g)'

d/n

Sendo assim, vale

s—1 = —s—1
% = 8/1 (Z gp(n)) x° dx,

de forma que ), _, ¢(n) tem crescimento quadréadico (apds a inversao de Mellin, o residuo
do polo em s = 2 domina os outros termos). Mais que isso, como nao hé raizes de ((s)
em Re(s) = 1, temos que seu crescimento ¢ assintético a 6z/72 devido ao polo simples
em s = 2 e o valor de 1/({(2). Os zeros da zeta contribuem para o erro da aproximagao
apenas sublinearmente.

5.2.7 Exemplo 7

Podemos aproveitar o produto de Euler (4.0.1) para obter muitos outros resultados.
Sendo A(n) a func@o de Liouville, ao escrevermos

= An 1 - n -
H= 3 fQ—HHp_S—@'“ﬁ)’) |

em vista de

1 1 1
s = Il = = =11 (== 1) =L,

p

temos imediatamente

L(s) = Z Af;j) _ <C<(2;»)> TR ()| _ <)

Assim escrevemos, para Re(s) suficientemente grande,

((2s) _ = —s—1
RE —s/n:1 <nz<x)\(n)>1: dx e
¢(s

5[ ()

n<x
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onde a primeira apresenta um polo em s = 1/2 e onde quer que ((s) tenha zeros; a
segunda, em s = 1 e, para sua continuagao analitica, onde ((2s) tiver zeros. Isso ja sugere
que Y. _.|p(n)| tem crescimento linear e que an An) = O(zmax(Bele))+e) e > 0,
onde o0s p s30 as raizes de ((s). De fato, podemos ver que > __A(n) = O(z'/**€), Ve > 0
implica diretamente a hipétese de Riemann.

n<x

5.2.8 Exemplo 8

Chegamos aqui a um dos exemplos mais importantes para a investigacao dos nimeros
primos. Ao tomarmos o logaritmo natural do produto de Euler (4.0.1), obtemos

IH(C(S)) = — Zln(l _ pk—S) _ ZZ (—1>”+1(_P];5)n

n
k=1 n=1
RN S e Plns)
oD 3) DTS SES DD DR 59
k=1 n=1 n=1 k=1 n=1
1 1 1
11 4 3.3

onde P(s) é a série de Dirichlet cujos coeficientes valem 1 para termos da forma P_° e
0 a todos os demais, a chamada funcao zeta prima. Note que a comutagao das séries é
permitida para Re(s) > 1, onde convergem absolutamente.

Em vista do teorema (5.3), isso nos mostra que

i 1)k+1 Z | {1/k,se n = p* para algum p primo;
ai-....ap=n

— 0, noutros casos.

A identidade (5.6) nos permite escrever, em vista do teorema (5.1.4),

In({(s)) = 8/100 J(z)z ™ dz,

onde

_ Z W(xn

n=1

j4 que m(z'/") = Dopeatin L =2 nop 1 e Plns) = s[> ( pr<z 1) r5 .

E este resultado que j4 se encontra presente em Riemann (1859). A Inversao de Mellin,
no formato da Férmula de Perron (5.1.5), nos dé portanto uma representacao de J(x)
em termos de In({(s))! A férmula explicita para J(z) resultara desta representagao e da
representagao independente de In(((s)) em funcao de seus zeros (veja 8.1).
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5.2.9 Exemplo 9

Estamos agora em condicoes de expressar a funcao zeta prima em termos da funcao
zeta. Pelo teorema (2.4.4), de (5.6) temos que

P(s) = 3 M 1n(cns)) (5.7

In(¢(2s)) In(¢(3s)) 0 In(¢(5s))  In(¢(6s))
> 3 ‘i 5 ‘T T

n

In(¢(s))

ao menos para a regiao onde » , [P(nls)/nl| =3 d(c)|P(cs)/c| converge. Escrevemos

P(s) =s /1 (@)l

Sua derivada P'(s) = > Inp/p® se mostra a transformacao de Mellin da primeira

funcao de Tchebycheff:

Pl(s) =s /1 @),

5.2.10 Exemplo 10

Ao derivarmos logaritmicamente o produto de Euler, obtemos

n=1 k=1 n=1

onde os coeficientes respeitam a forma A(n), a fun¢ao de von Mangoldst. Ea transformacao
de Mellin da sequnda funcdao de Tchebycheff

¢s) _
()

s /100 Y(x)r 5 da

Também podemos escrever

((s) (ns
0o ;P( ), (5.8)

Isto reflete a relagao (2.1) entre as duas fungoes de Tchebycheft.

5.2.11 Exemplo 11

Podemos perceber que a exponencial de P(s) ja nos aproxima bastante de ((s), em
vista de (5.6) e de que paran > 2 os P(ns) tém contribuicao irriséria para os coeficientes
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de In({(s)) (no sentido que seus polos reais estdo em 1/n e a soma de seus coeficientes
sao da ordem de O(x!'/"+€)).
Por (5.2), temos

1 1 ¥ 101 1 L1
e B i A e

25 3% 4% 5% 6% 7¢ 8 95 10°
n=1 ne
sendo
B 1
Iy
onde a fatoracao prima de n é n = plfl . pi’“. A expectativa é de que a soma destes

coeficientes tenha crescimento assintotico a z.
Por (5.7), ao menos para Re(s) > 1 temos

oPls) ﬁ C(ns)“i’”
" 1 . 1 . 1
(C(25)7  (¢(35))5  (¢(58))3

Estas duas consideracdes nos encaminham a concluir que existe ¢ = ((2)/2-¢(3)'/3- ...
tal que

o=

=((s) - - (€(6s))5...

1
s—1’

c- el ~ ((s) ~

quando s — 1T, resultado este que pode ser aprimorado de uma assintética para uma
convergéncia das diferengas, em vista de (6.4.1).
De (6.4.1) e do teorema (6.3.4) que veremos pode-se concluir que

C-Zgn—xzo(:p),

n<x

que ¢é equivalente a c- ) _ gn ~ .

5.2.12 Exemplo 12

Podemos encontrar as séries de Dirichlet Py(s) referentes a soma de termos 1/n?
tendo n exatos k fatores primos, através de somas e multiplicacoes de poténcias de
P(ms), m € N. Por expressarem a transformagdo de Mellin de m(z) em termos de
P(s) e, em tltima instancia, ((s), estas expressoes podem ser utilizadas para a obtengao
de férmulas explicitas para os 7 (z) em fungao dos zeros e polos da fungao Zeta, possi-
velmente levando a resultados mais precisos que os de Landau (1909, p. 208):
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1 z(lnlnz)*!
(k—1)! Inz

m(x) ~

Evidentemente, P;(s) = P(s). Para encontrarmos a representagao de Py(s) em termos
de P(s) (e, conseqiientemente, de ((s)), podemos prosseguir da seguinte forma:

Ao tomarmos P?(s), temos quase o que queriamos, pois esta série tem coeficientes nao
nulos de valor 2 para produtos de primos distintos e 1 para produtos de primos iguais, isto
é, quadrados de primos. Acontece que P(2s) é a série com quadrados de primos! Assim,
podemos compensar a diferenga e com isto encontrar

Py(s) = %(P2(s) + P(2s)).

O processo, com crescente complexidade, pode ser aplicado aos proximos Pg(s) para
obter:

Py(s) = ~(P3(s) + 3P(25)P(s) + 2P(35))

6
Pu(s) = i(zﬂ(s) + 6P(25)P2(s) + 8P(35) P(s) + 6P(4s) + 3P(2s))
Py(s) = 1—30(135(3) 1 10P(25) P (s) + 20P(35) P(s) + 30P(4s) P(s)

+ 24P(55) + 15P%(25)P(s) + 20P(3s) P(2s))

Ps(s) = %(PG(S) + 15P(2s) P*(s) + 40P(3s) P*(s) + 90P(4s) P*(s) + 144 P(5s) P(s)

4 120P(65) + 90P2(25) P2(s) + 48P(2s) + 120P(35) P(25) P(s) + 40P2(3s)
+90P(4s)P(2s))

O autor reorganizou os termos acima de forma que algo de sua estrutura, a medida que
k cresce, se nos faga clara. Especificamente, que o leitor possa apreciar alguma simetria
combinatoria relacionada aos nimeros triangulares e o dobro dos tetraedrais na segunda
e terceira colunas, e com o triangulo de Pascal (cuja aparigao, como logo veremos, nao
se d& absolutamente por conta dos nimeros primos). Estas férmulas foram construidas
manual e laboriosamente sem conhecimento de uma férmula as gerasse. No entanto, caso
queiramos calcular as férmulas explicitas de 7 (x) para k geral, devemos ter uma expressao
igualmente geral para Py(s), e outro método se faz necessério.

O autor nao conhecia qualquer processo similar na literatura, de modo que se pos a
descobri-lo. Ao considerarmos o produto similar ao de Euler

1
1—t-a;°

K((on).t.5) =]

Qn

para s,t € C e uma seqiiéncia (a,) que satisfaga® ||t - o, ®|| < 1 para alguma regiao de
t,s € C, podemos expandi-lo formalmente para a série de poténcias

9 Para alguma seqiiéncia crescente, por exemplo. A condicdo é para que possamos expandir o termo do

produto para a série geométrica usual.
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K((om),t,8) = Y vmt™,
m=0

com

Um — Z (ll et lm)is, Vg = 1,
l;€(an)
1<i<m
sendo os [; membros iguais ou distintos de (a,,), e ndao levando em conta diferencgas
de ordem para os termos do somatério.
Ao mesmo tempo, obtemos formalmente

In(K (). 5) = 3 tm% o=y tm%A(ms),
m=1 (75 m=1

onde definimos, por comodidade, A(s) = >, «,°. Estamos agora em condigdes de re-
n
combinar a série acima retomando a exponencial. Obtemos:

K((an),t,s) = H exp

() 3
S e *

mkk!
m=1 k=0

com

1
gt gl

hin)= > A(gis) ... A(gss) -

J1gi+--jege=n
g1<--<gt

gl

onde a quantidade de termos somados a direita da tultima igualdade coincide com o
numero de particoes de n. Por unicidade dos coeficientes de uma série de poténcias,
somos levados a concluir que v,, = h,, ou seja,

_ ~ , 1
S )= D AR gs) e A ges)
1;€(an) Jig1+--jrgr=n gr g1 G Jed
1<i<n g1<-<gt

Por exemplo, tomar n = 2 nos rende

lie(an)
i=1, 2
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Uma aplicagao particular deste teorema para a teoria das séries de Dirichlet é obtida
considerando uma seqiiéncia (a,,) € N* injetiva, que imediatamente satisfaz a condigao
|t - «,°|| < 1 para alguma regiao de t,s € C, Re(s) > 0, ||t|| < 1. Note como, ao
tomarmos os «,, como a seqiiéncia dos primos, a condi¢cao para a expansao geométrica é
satisfeita para Re(s) > 0, ||t|| < 1, a comutagao dos termos é permitida para Re(s) > 1e
o resultado acima é exatamente o primeiro caso, 2 - Py(s) = P?(s) + P(2s). O caso geral
para os primos toma assim a forma

1

Pu(s) = E P (g1s) - .- PP (gss) - ) gty
. —~ gy g1l gt g
Jigi+--jegt=n 1 t

g1<--<gt

Encaminhamos assim a descoberta da férmula geral dos Py (s) em funcao de P(s), que
ap6s inversoes de Mellin rendem expressoes para os 7 (x) dependentes dos zeros da fungao
Zeta, e que, além disso, oferece uma conexao com a teoria de particoes.

A teoria da fungao K((a,),t,s) gera muitos resultados similares, permitindo ex-
tensa investigagao combinatéria. Nos limitemos a mostrar mais um exemplo de férmulas
do género, como a férmula analoga obtida pela consideracao da expansao em série de
poténcias na varidvel ¢t de K~ '((a,),t, s)

(— 1)+t

g (I« lp) = g A (g18) oo - AT (ges) - —
A , gl il gl
LiE(ag) J1g1+-jrge=n 1 t
1<i<n g1<-<gt
desta vez sendo os [; necessariamente membros distintos de («,), e igualmente
nao levando em conta diferencas de ordem na construcao dos termos do somatoério a
esquerda.

5.2.13 Exemplo 13

Pode-se ver pela definigao que P(x) — 0 quando x — oo. Em particular, a partir'® de
um dado zy, temos P(x) < 1 para x > x(. Assim, nesta regiao, podemos falar da série de
Dirichlet associada a 1/(1 — P(s)) expandindo a geométrica usual:

=1+ P(s) + P*(s) + P*(s) + - -

1—P(s)
g2 e s
2 3 45 5 60 T8 9 10 118 129
n=1 ne
onde b, = Q(n)!/(c1!- ... - ¢x!) se a fatoragao prima de n é n = h{' - ...- h)*, para hy, - -+, by

primos distintos.

Em g, temos P(xy) = 1, e a série aqui considerada tem um polo, como é sempre
o caso para a fronteira de convergéncia de séries de Dirichlet de coeficientes positivos
(HARDY e RIESZ, 1915, p. 10). Percebam que a continuacao analitica desta série para

10 25 pode ser calculado através da andlise geral presente em Hardy e Riesz (1915, p. 6-8).
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valores no semiplano esquerdo a x( tera zeros em todos os polos da fungao zeta prima, e
em particular, em todos os polos gerados pelos zeros da fungao zeta na forma da expressao
5.7!
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6 DA CONTINUACAO ANALITICA DE FUNCOES E
TEOREMAS TAUBERIANOS

Por vezes nos deparamos com expressoes validas em diferentes dominios particulares
que, no entanto, correspondem-se perfeitamente com uma mesma func¢ao num dominio
mais abrangente. Vejamos, por exemplo,

1 =
=2 sl <1
n=0

1 N
]_—S:_ZS ) HSH>1
n=1

As séries apresentadas convergem, no sentido usual, somente nos dominios apresen-
tados; em ambos os casos, porém, podemos considerar expressao 1/(1 — s) como uma
extensao muito natural de ambas as séries para todo o dominio C — {1}.

Este fato contribuiu para fortes argumentos nas discussoes arrastadas por séculos
quanto a atribuigao de valores a séries divergentes, a exemplo da série de Grandi

o0

1 1
— = lim = lim st ="1-14+1—-1+1—-1+---,
2 ss-1tl—85  s—s-1t —

com o valor dado por Leibniz para a referida série divergente (EULER, 1760). Em seu
trabalho “De seriebus divergentibus”, Euler mostra iniimeras técnicas para atribuir valo-
res a séries divergentes, algumas das quais manifestamente expressando seu virtuosismo e
habilidade ao manipular tais séries, em particular a série > > (—1)"n!, que recusava-se a
render resultados por muitas das técnicas mais conhecidas'. A habilidade de Euler foi sufi-
ciente para, através destas manipulagoes de séries divergentes, conjecturar corretamente a
equacao funcional da fungao Eta (da qual a equacao funcional da Zeta sai facilmente) em
1749 (HARDY, 1949, p. 24), apds conferir sua validade para nimeros inteiros e alguns fra-
cionarios. Seu trabalho aparentemente permaneceu esquecido até 1894, quando Cahen os
percebeu (HARDY, 1949, p. 39), 45 anos ap6s Schlomilch provar rigorosamente equagoes
funcionais relacionadas e 35 anos apds Riemann ja ter publicado seu artigo paradigmatico.

Um interessante fato é que as técnicas conhecidas por Euler e muitos de seus con-
temporaneos costumavam apresentar concordancia nos valores atribuidos. Isto, por si s6,
favorecia o animo para a edificagao de uma nova ciéncia, cujo fundamento permanecia
um tanto quanto obscuro. Muitos outros envolveriam-se neste tipo de investigacao até
meados do século XIX. A partir dai, argumentos rigorosos comecaram a ser formulados.
Escolhemos primeiro apresentar estes argumentos, para apenas depois exemplificar alguns
métodos de atribuicao de valores a estas séries.

1 A traducdo para o inglés deste trabalho pode ser facilmente encontrado na internet. Apesar de pouco

elucidativo no que toca a validade das técnicas, recomenda-se altamente que qualquer um interessado
em séries divergentes o leia.
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A chave para explicar esta concordancia, isto é, unicidade dos valores atribuidos as
séries divergentes, é a analiticidade?.
Vejamos a seguir o Teorema da Identidade.?

Teorema 6.0.1 (Teorema da Identidade) Sejam A C R aberto e conexoe f: A — R
uma func¢ao analitica em A que se anule em um aberto B C A. Entao f =0 em todo A
(analogamente, o teorema vale para C, f holomdérfica).

Esbogo da demonstracdo.: Basta notarmos que se f se anula no aberto B, f*)(t) =0
para qualquer t € B, de forma que a expansdao de Taylor em t de f é

f@)=0+0-(z =) +0-(z—t)* 4+ --- ,

identicamente nula e cujo raio de convergéncia € infinito. Como f € analitica em todo A,
e A é conexo, a expansdo acima € idéntica a f em todo A e portanto f =0 em A.*

Corolario 6.0.1 Nas condigcoes do teorema anterior, se funcoes f,qg analiticas reais ou
complezas sao tais que f =g em B, entao f =g em A.

Dem.: Aplicagao direta do teorema anterior a h = f — g.

Em outras palavras, métodos aplicados a expansao do dominio valido de funcoes
analiticas que preservem sua analiticidade atribuirao necessariamente os mesmos valores
nestas novas regioes. Em particular, quando antes o dominio era restringido por questoes
de convergéncia, os métodos atribuirao os mesmos valores as séries divergentes associadas.

Métodos para se somar séries e integrais divergentes sao inimeros, organizados dentro
da Teoria da Somabilidade. Recomendamos sem ressalvas o livro “Divergent Series”, o
ultimo livro de Godfrey Harold Hardy, no qual algumas das secgoes seguintes estao base-
adas. Estes métodos, quase sempre, buscam atribuir valores a séries divergentes sem, no
entanto, modificar os valores de aderéncia das séries ja usualmente convergentes.

Definicao 6.0.1 Quando um destes métodos, aplicado a qualquer série convergente que
convirja para, digamos, A, retorna o mesmo valor A, sem quaisquer alteragoes, o método
chama-se regular.

Apesar de nao o provarmos, os métodos que logo exporemos resultam em funcgoes
analiticas, de forma que, quando estendem a regiao usual de convergéncia de uma série
para uma regiao maior onde antes divergia, a série toma num ponto desta regiao mais
ampla o mesmo valor para todos os métodos, por unicidade da continuacao analitica,
como expusemos. Uma atribuicao distinta de valores implica necessariamente a quebra da
analiticidade.’

2 Recomendamos aos leitores o estudo das paginas 402 e 403 de Curso de Anilise, Vol. 1, de Elon Lages

Lima.

E possivel exigir menos nas hipéteses do que como colocamos, mas escolhemos apresentar assim por
simplicidade.

Nao sendo conexo, poderia-se ter definido patolégica ou artificialmente f como duas fungoes analiticas
completamente distintas em cada um dos conjuntos disjuntos, e por definicao f ainda seria analitica.
Deve-se ter cuidado com esta afirmacdo, pois refere-se a extensao da convergéncia de uma série de
poténcias, e nao mera atribuicao de valores a uma série numérica divergente. Pode-se pensar na série

t
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Antes de prosseguirmos para compreender os dois métodos mais difundidos de soma-
bilidade, apresentaremos o teorema de Carlson, que nos mostra um surpreendente fato
acerca das fungoes holomérficas (ja sugerido neste trabalho pela interpolagdo de Ramanu-
jan (2.3.2)): dadas algumas condigbes (por vezes extrapoldveis), as fungdes holomérficas
sao unicamente determinadas pelos seus valores nos niimeros naturais!

Teorema 6.0.2 (Teorema de Carlson) Seja f : C — C analitica em Re(s) > 0, e
continua em Re(s) > 0. Entdo, se

i) eviste t € R tal que f(s) = O(e'llll),
ii) existe ¢ < m tal que f(ix) = O(e™),x € R, e
iii) f(n) =0,Yn € N,
f € identicamente nula (TITCHMARSH, 1939, p. 185-186).

Que duas fungoes que cumpram as condigoes iniciais, 1) e ii) e sdo idénticas nos nimeros
naturais devem ser idénticas em todo o dominio de analiticidade segue diretamente da
aplicacao do teorema a sua diferenca.

A condigao ii) requer desigualdade estrita, uma vez que fung¢oes como sin(ws) satis-
fazem todas as outras condigoes, sem no entanto ser identicamente nula. Isso decorre do
fato de que sin(irx) = isinh(rz) = i(e™ — e~ ™) /2 tem crescimento da forma e™.

Vejamos agora dois dos métodos mais utilizados para o tratamento de séries divergen-
tes.

6.1 SOMAS DE CESARO

A soma Cesaro de uma série® S = >"7° | a, é o limite das médias de suas somas parciais

Sp = py Gy

RN
tom 72 S

Quando S converge, as S,, acumulam-se em S, e é de esperar-se portanto que a soma
Cesaro de qualquer série convergente preserve o valor de convergéncia, ou seja, que seja
um método reqular. De fato, neste caso temos que, dado € > 0, existe ng tal que se n > ny,
tem-se —e < .5, — S < €, e assim, como

l—x+23 -zt 428 —2"+2° 204212 —2134. .. como gerando em z = 1 a série 1—1+1—---; no entanto,
o valor atribuido néo serd de 1/2, afinal, apesar de analitica onde converge, é outra fun¢ao inteiramente
que 1/(1 + z). Apesar disso, das duas atribuicoes de valor, pode-se argumentar a favor da maior
naturalidade da primeira atribuigao a série de Grandi. Mais precisamente, como o leitor perceberd ao
lidar com a média Cesaro, os coeficientes nulos ndo podem ser ignorados, sendo mais preciso afirmar
que a série dada acima gera a soma divergente 1 —1+04+1—-140+1—-14+04+1—-140+1—-1+---.
Este tipo de soma ja havia sido utilizada ao menos desde 1713, por Leibniz, e em mais casos por Daniel
Bernoulli em 1771. Também apresenta-se implicitamente em trabalhos de Frobenius e Hélder em 1880
e 1882. Apenas em seu trabalho de 1890 Ernesto Cesaro desenvolveu tedrica e rigorosamente este tipo
de somas, e é também considerado o primeiro trabalho em que uma teoria sobre série divergentes é
desenvolvida explicitamente (HARDY, 1949, p. 8)
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i 2SS ¥ s) - (3 )

1<k<ng no<k<n no<k<n
:7111_{1010;(2 Sk_S+S>
no<k<n
e

.. n—ng — Ny

| < lim — — < 1i

fim (59 n:fazn< 2. S S+S> Jim S+ )

no<k<n

obtemos prontamente a convergéncia da soma Cesaro para S por arbitrariedade de e.
Por outro lado, temos para a série de Grandi S =1 —1+ 1 — --- as somas parciais
Son =0e 5,1 =1, Vn €N, de forma que

JL%nZSk—J:%—nZSk J:%;(ZS% 1+ZS%)JM;@Z§

Note como a soma S =1—1+1—1+4--- converge Cesaro para 1/2, mas a soma
7T=1-1404+1-14+04+1—-140+1—-140+--- converge Cesaro para 1/3! Suas
somas parciais sao 13,2 = 1, 13,1 = 0 e T3, = 0, de forma que

i 3=l g ZTk—JLH;O—n (ZT% YT 1*271%)

k=1

3
1
8
w
3
W =

Fica evidente que os termos nulos das séries nao podem ser ignorados e modi-
ficam o resultado final.

A depender do crescimento dos termos, a soma Cesaro pode muito bem nao conferir
imediatamente um valor de convergéncia, mas suas aplicagoes sucessivas podem. E o caso
dasomal—2+4+3—4+5—---, que, apesar de nao convergir mesmo em médias, converge
nas médias das somas parciais das médias. Este processo, de repetidas aplicagoes da
média Cesédro, é conhecida como média Holder (HARDY, 1949, p. 94), de ordem k para
k iteracoes.

As médias Cesaro de ordem k de uma série S = > | a,, sdo definidas pelo limite’

lim C*(9),

n—oo

onde C*(S) = S¥/Ek

7

O leitor nao deve ler k como expoentes de C,,, S, e E,, sao somente indices de ordem.
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n

Si=>_ 5"

r=1
n

Sh=8,=) ay

r=1

e EF = S* para a seqiiéncia a; = 1, a, =0 Vn > 1,isto é, EC = 1, E! =n, E? =
n(n+1)/2,.., BF = ("").

Quando o limite existe e vale A, dizemos que a soma S é (C,k)-somdvel para A
(HARDY, 1949, p. 96). Ademais, como ("Zk) ~ n¥/k!, a somabilidade (C,k) de S para A
equivale a

.k
A, o = A
As médias Cesaro e Holder de ordem k sao equivalentes, isto é, a somabilidade de uma
série em um tipo implica na somabilidade do outro e para o mesmo valor (HARDY, 1949,

p. 103).

6.1.1 Aplicacao do método para a teoria das séries de Fourier

O estudo da convergeéncia das séries de Fourier, desenvolvidas pelo préprio no trabalho
“Théorie analytique de la chaleur”® (publicado em 1822, cujos temas j4 haviam sido
apresentados a Academia de Paris em 1807-1811) apds as empreitadas determinantes de
Bernoulli, Euler, D’Alembert e Lagrange no século XVIII, motivou muitos esforcos dos
matematicos do inicio do século XIX. O primeiro resultado efetivo conhecido é dado como
o de Dirichlet sobre fungoes de variagao limitada, apesar disso, Carslaw (1906, p. 4-5),
assim como Darboux, afirmam haver nisto um erro histérico, tendo Fourier ja estudado
aprofundada e rigorosamente a convergéncia de suas séries para uma ampla classe de
funcoes, tendo mesmo expressado um objeto muito semelhante ao nicleo de Dirichlet.
Muitos matematicos acreditaram, por décadas, haver convergéencia das séries de Fourier
de qualquer fun¢ao periddica continua. Em 1876, du Bois-Reymond abalou os paradigmas
da época ao construir uma série de Fourier para uma funcao periédica continua que
divergia em um ponto. Mais tarde, construiu uma funcao cuja série de Fourier associada
divergia em um conjunto denso (FIGUEIREDO, 1977, p. 42).

Tendo isto em vista, os resultados acerca da convergéncia pontual ou uniforme das
séries de Fourier para as funcoes associadas exigem, costumeiramente, diferenciabili-
dade em secgoes, (FIGUEIREDO, 1977, p. 21, 69), convergindo a série de Fourier para
a média dos limites laterais em qualquer ponto de descontinuidade destas func¢oes. Tendo
isto em mente, pode-se apreciar o seguinte teorema, posto quase um século apés a difusao
das séries de Fourier.

Teorema 6.1.1 (Teorema de Fejér) Seja f : R — R wuma funcdo seccionalmente
continua e periddica de periodo 2L, F sua série de Fourier associada. Entao lim,,_,, Cr(F)

8Os autores Figueiredo e Carslaw escrevem ”mathématique”ao invés de ”analytique”; Carslaw o faz

provavelmente ao confundir-se com o trabalho de Poisson que cita em seguida, e supomos que Figuei-
redo baseou-se em Carslaw.
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(a média das somas parciais) converge para a média dos limites laterais de f, uniforme-
mente em qualquer intervalo fechado que mao contenha postos de descontinuidade de f
(FIGUEIREDO, 1977, p. 80-84).

Em particular, temos garantida a convergéncia uniforme das séries de Fourier continuas,
no sentido de Cesaro.”

6.2 SOMAS DE ABEL

Um dos mais antigos métodos de atribuicao de valores a uma série divergente » | ay,
usado ao menos desde o século XVII, consiste na observacao do valor do limite

onde a série deve ser convergente para ||z|| < 1 (no minimo). Este limite, quando existe,

é chamado de soma de Abel de > >7  a,,."

Assim, diz-se que a série 1 —1+1—1+--- 1/2 é A-somdvel para 1/2 ') & medida
que

o0

1 T
— =1 = i -1 n+1l,.n
2 T4z aon ;( )

De maneira mais geral, para uma seqiiéncia real estritamente crescente, nao negativa
Y )
(An)nen que tenda ao infinito, se

flz =) i ae e

n=1
converge para todo x > 0 e

lim f(z)=s

z—0t

dizemos que > 7 a, é (A, A\, )-somdvel (HARDY, 1949, p. 71).

9

Mais que isso, ha convergéncia pontual da média Cesaro das somas parciais da série de Fourier para
qualquer fungao limitada integrdavel, ou mesmo ilimitada, desde que a integral f_LL f(z)dx convirja
absolutamente (CARSLAW, 1906, p. 234-235).

Abel as estudou em uma época onde o rigor matematico encorpava-se na Franca e Alemanha e as
séries divergentes eram postas como excentricidades do passado. A soma ganhou seu nome devido a
seu teorema sobre a continuidade da série de poténcias (HARDY, 1949, p. 8). E famosa sua afirmacao
“Séries divergentes um tanto quanto terriveis, e é vergonhoso basear nelas qualquer demonstracao que
seja”, em carta & Holmboe, em 16 de Janeiro de 1826 (ROUSSEAU, 2015), onde também demonstra
interesse em estuda-las mais a fundo.

Veja a nota 5. Isto é valido caso os coeficientes nulos sejam respeitados; caso contrario, a soma
1—-1+41—--- pode tomar muitos outros valores (HARDY, 1949, p. 73)

10

11
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A soma de Abel é mais forte que a soma de Cesaro de ordem qualquer, isto é, se uma
soma formal S é S =a (C,k),k € N, é necessariamente S = a (A), Vk.

Se o termos da série sao todos nao-negativos, ou se sao limitados, a somabilidade Abel
equivale a Cesaro (Hardy, 1949, p. 154).

A soma de Abel é regular. Este fato que acabou por conferir ao método seu nome,
através do teorema da continuidade. Exemplos de seu uso englobam uma grande parte da
tao frutifera teoria de fungoes geradoras. Alguns podem ser vistos em 4.1.2, de sorte que
nao nos debrucaremos sobre mais exemplos.

Sabemos, portanto, que a somabilidade de Abel nos confere valores a algumas séries
divergentes, e retorna a séries convergente seu valor de aderéncia habitual. Podemos nos
perguntar que condigcoes a mais sao necessarias para que uma série convirja, dada que
sua soma Abel exista e seja conhecida, isto é, uma reciproca do teorema de Abel. Este
resultado e todos os deste género, que obtém convergéncia por um método mais fraco a
partir da convergéncia por um método mais forte com hipdteses adicionais, sao conhecidos
como teoremas tauberianos!?.

6.3 TEOREMAS TAUBERIANOS

Como comentamos, os teoremas tauberianos sao reciprocos aos teoremas abelianos de
regularidade. Em outras palavras, sabendo-se que uma série formal converge para um certo
método de somabilidade, a condicao tauberiana estabelece suficiéncia para convergéncia
num sentido mais fraco. Vejamos dois exemplos de teoremas tauberianos para séries de
poténcias (HARDY, 1949, p. 149-152).

Teorema 6.3.1 (Primeiro Teorema de Tauber) Se )" a, é A-somavel para s e a,, =
O(n™'), entdo Y., a, converge para s.

Na verdade o primeiro teorema de Tauber utilizava o ao invés de O; reproduzimos a
generalizagao efetuada pelo teorema 90 de Hardy (1949, p. 154).

Teorema 6.3.2 (Segundo Teorema de Tauber) Seja ) a, A-somdvel paras. A con-
vergéncia usual da série para s € equivalente a condicao
a; + 2as + - - - + na, = o(n).

Os teoremas tauberianos mais gerais e famosos e gerais sao os teoremas de Norbert
Wiener, encaixados no contexto da analise funcional. Podem ser expressos de variadas
formas; aqui colocamos a encontrada em Hardy (1949, p. 286).

Teorema 6.3.3 (Teoremas Tauberianos de Wiener) Seja f,g,h: R — C tais que

i) g € funcao L(—o00,00), ou seja, sua integral em R converge;

i) a transformada de Fourier de g ndo se anula em nenhum t € R;

12 Em homenagem a Alfred Tauber, que Hardy (1949, p.149) credita como o primeiro a provar teoremas
deste tipo. Mais tarde viria a ser assassinado em Theresienstadt.
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iii) h € func¢ao L(—00,00);
w) f € limitada,

entao

/00 glx —t)f(t)dt — - /OO g(t)dt

—00 —0o0

implica

/Oo Wz — 1) f ()t — 1 - /w h(t)dt,

—00 —00

onde l € uma constante.

O principal avango deste teorema em relacao a teoria anterior é a forca e generalidade
dos resultados obtidos em relagao a relativa fraqueza das hipéteses. Dada f como no
teorema, a existéncia de uma unica funcao como g leva o resultado a toda a classe de
fungoes L(—o0, 00).

Provaremos agora o tnico teorema tauberiano que aplicaremos neste trabalho, devido
a Donald Newman (1980), que, baseado nos teoremas de Tkehara e Wiener, distingue-se
pela simplicidade (requer basicamente o conhecimento do Teorema de Cauchy). Divulgado
por Korevaar, reproduzimos aqui o argumento tal como aparece em Zagier (1997), com
traducao préprial?.

Teorema 6.3.4 (Teorema Tauberiano de Newman) Seja f : [0,00) — R uma fungao
limitada e localmente integrdvel. Esteja definida g(z) em Re(z) > 0 tal que g(z) =
I f(t)e 7 dt. Entdo, se g pode ser estendida holomorficamente para Re(z) > 0, [[° f(t)dt
existe e vale g(0).

Dem.: Para T > 0 definamos gr(z) = fOT f(t)e=#dt, que € holomdrfica para todo
z € C. Devemos mostrar que limp_,, gr(0) = g(0).

Seja R suficientemente grande e seja C a fronteira da regiao {z € C : ||z|| <
R, Re(z) > —0}, onde 6 > 0 ¢ suficientemente pequeno (dependendo de R) tal que
g(2) € holomdrfico na fronteira e interior de C' 4. Entdo

o0) = 9r(0) = 5= [ 01) g (14 §> dz

271 z

13O préprio livro de andlise complexa que Newman co-autorou acabou por usar a exposicdo de Zagier
(BAK e NEWMAN; 2010, p. vi, p. 285).

O autor questiona a validade deste passo, presente nas trés fontes consultadas do teorema, uma vez
que, ainda que g seja holomérfica em Re(z) > 0, pode nao o ser para qualquer regido Re(z) > —4§, isto
é, pode haver uma seqiiéncia de polos de g cuja parte real tende a 0 pela esquerda. Até hoje nao ha
qualquer estimativa deste tipo para os zeros de ((1 + s), para o qual o teorema foi desenvolvido: nem
mesmo o método mais forte conhecido, devido a Vinogradov, o fornece. Em vista disto, o autor sugere
uma mudanga da vizinhanca de Re(z) = 0 tomada, devendo respeitar alguma forma de aproximagao
pela esquerda da reta Re(z) = 0 a medida que cresce a parte imagindria.

14
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pelo Teorema de Cauchy. No semicirculo C. = C' N {Re(z) > 0} o integrando € limitado
por 2B/ R?, onde B = max;> | f(t)|, pois

Ia f(t)e“"tdtH <5 [ e = % (Re(2) > 0)

l9(=) = gr(2)]] = ]

6zT (1 + 2_21) H _ 6Re(z)T . 2R€(Z)

Desta forma a contribuicio de g(0) — gr(0) da integral sobre Cy € limitada absolutamente
por B/R. Para a integral sobre C_ = C N {Re(z) < 0}, olhemos para g(z) e gr(z)
separadamente. Desde que gr € inteira, o caminho de integra¢ao para a integral envolvendo
gr pode ser substituido pelo semicirculo C" = {z € C : ||z|| = R, Re(z) < 0}, e a integral
sobre C"_ € limitada absolutamente por 21 B/ R pela mesma estimativa anterior, desde que

T T ~Re(2)
/ f(t)e‘thtH < B/ et = 220 (pes) < 0),
0 —

Finalmente, a integral restante sobre C_ tende a 0 quando T — 00, pois o integrando €
o produto da funcoes g(z)(1 + 22/R?)/z, que € independente de T, e a funcio €T, que
vai para 0 rapidamente e uniformemente em conjuntos compactos quando T — o0 no
semiplano Re(z) < 0. Assim limp_,o sup |g(0) — g7(0)| < 2B/R. Como R € arbitrdrio, o
teorema estd provado.

Isso nos habilitara a provar o Teorema dos Niumeros Primos, o que também mostrara a
razao deste ser considerado um teorema tauberiano.
O leitor talvez nao tenha muita dificuldade em mostrar que a série de Dirichlet

1 o uln)
OREINTE

n=1

tem limite 0 quando s — 17. No entanto, isto nao implica que

n=1

Implica, de fato, que a soma sé pode convergir para este valor, mas nao que haja con-
vergéncia de todo. E precisamente isto que o ultimo teorema nos habilita a fazer. Na
verdade, esta ultima equacgao é equivalente ao teorema dos niimeros primos, e € a pri-
meira aplicacao que o préoprio Newman (1980) fez de seu teorema.
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6.4 CONTINUACAO ANALITICA DA FUNCAO
ZETA

Por (5.1.4), temos

C(s) = s/loomx—s—ldx.

Podemos nos aproveitar do crescimento linear do termo |z para estender meromorfi-
camente a defini¢ao da funcao zeta de Re(s) > 1 para Re(s) > 0, a menos do ponto s = 1.

Teorema 6.4.1 A expressao

((s) = 2= s </100(x - m)x—s—ldg;> (6.1)

¢ valida para Re(s) > 0, a menos da singularidade em s = 1.

Demonstragcao 6.4.1 Como afirmado no inicio da demonstra¢ao de (5.1.4), na regido

Re(w) < —1 temos que floo x¥dx converge para w_—+11, e assim para Re(s) > 1

1 oo
= / rx ¢ ldx,
s—1 1

- - = ((s) = s (/100(95 - ij)x_s_ldx>

Notemos imediatamente que, como 0 < z — |z] < 1, a integral [°(z — |z])z~*'dx
converge ao menos para Re(s) > 0. Jd obtém-se assim uma continuagdo meromorfica da
fungdo Zeta de Re(s) > 1 para Re(s) > 0, cujo unico polo estd em s = 1, correspondente
ao termo —=, completando o teorema:

G(s) = - - - (/100(x . Lx])x_s_ldx) .

Titchmarsh (1986, p. 14), utilizando uma expressao que difere por poucas mani-
pulagoes de (6.1), consegue convergéncia até Re(s) > —1. Deixaremos para compreender
((s) em Re(s) <0 via a equagao funcional.

A expressao obtida acima nos rende uma excelente aproximagao da soma parcial de
¢(s) até o k-ésimo termo em 0 < Re(s) < 1, resultado que desconhecemos na literatura'®:

de onde escrevemos

15 Apés a defesa deste trabalho, o autor encontrou uma referéncia deste resultado no artigo de Gram
(1903). Gram fornece ainda a expansdo semiconvergente

1 klis 1 —s $ —s—1 S(S + 1)(8 + 2) —5—3
C(s)zzﬁ—m—ﬁk L e T L

sendo os B,, os numeros de Bernoulli.
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F1 1
2 (1= s)(k+ 1)1

n=1

Mais precisamente, a diferenca entre os dois converge e o valor de convergéncia é a
prépria continuacao analitica de ¢ nesta faixa.!®

Teorema 6.4.2 Para Re(s) > 0, é vdlida a expressio

, f1 1
Cls) = Jim Ll e (1—s)(k+ 1)51]’

onde ¢ € sempre compreendida como a extensio analitica da soma y - 1/n®.

Dem.: Ao considerarmos a expressao vdlida para todo s # 1 tal que Re(s) > 0

((s) = 2= = </100(x _ m)x—s—ldx>
- - s (g /;H(x - n)x_s_lda:>

e integrarmos por partes, obtemos que

= 1 1 1 1
; s 1 s(—s+ 1) <(n+ Dt n1>>

s +i Lo 1 1
o511 —~(n+1) s—1\(n+1p! n!

S+n B 1
n=1 (s=1)(n+1) (s—1)nt

s g s+1 1 . 542 2
= im — _
s—1 koo \(s—1)28 s—1 (s—1)3% (s—1)2¢

i (<ss—+1?4s s _31)33) T (<s - BEZ D (s —k1>k:s) } |

que por sua vez € uma soma telescopica que nos retorna

C(s) = s 1 gt s—1 L s—1 T s—1 L s+ k
VT T T s 1 kS |2 (s 1)30 (s— Dk (s—D(k+1)

k k
1 s+ k 1 1
— i = — i -
i [Z R P Y 1)4 e Ll A=)+ 1)51}’

n=1

16 A aproximacdo é perfeita, portanto, precisamente para as raizes nao triviais de (!
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para todo s # 1 tal que Re(s) > 0, e o teorema estd concluido. Em particular, como para
Re(s) > 1 o termo 1/(1 — s)(k+1)*"! tende a zero, a expressio acima nos retorna neste
semiplano a defini¢ao usual de ((s).

Isso nos mostra que ((s) pode ser melhor compreendida como o termo constante da
~ o . k s
expansao assintética em k da soma parcial > _; 1/n°, a exemplo de

para Re(s) > 0.
Escrevendo

sS4y e (s, b)
v T ATy I

com ¢g(s,k) — 0 quando Re(s) > 0, k — oo e notando que ¢(s,k) — 1/2 quando
s =0, Vk, é possivel obter toda uma gama de resultados, a exemplo de

>y e

n/k<d<k
parente do Problema dos Divisores, resolvido parcialmente por Dirichlet (sobre o cresci-

mento da soma parcial 35, . >, 1).

6.4.1 O comportamento de ((s) quando s — 17

Nota-se portanto que ((s) ~ 1/(s — 1), quando s — 17, pois

lim (s — 1)((s) = lim (s —(s—1)s /100(:;; — m)x—s—ldx) =1

s—1t s—1+

Mais ainda: como s/(s —1) — 1/(s — 1) = 1, a diferenca ((s) — 1/(s — 1) quando s — 1%
é finita e igual a constante de Euler-Mascheroni ~:

R (<<8>—5_%) -1 [
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6.4.2 A equacao funcional

Existem muitas maneiras de se provar a equagao funcional para a funcao Zeta, que
exibe uma importante simetria. Apenas em Titchmarsh, vemos um total de 7 métodos
distintos para sua prova, sem contar variantes. Aqui optamos por uma das duas provas
originais de Riemann (1859, p. 3).

Teorema 6.4.3 (Riemann, 1859) A func¢ao ((s) pode ser analiticamente estendida para
uma fun¢ao meromorfica definida em todo C, a menos de um tunico polo em s =1, cujo
residuo vale 1, e que respeita o a equacao funcional

r(3)rics) =1 (1 . 8) (1= ). (6.2)

Demonstragao 6.4.2 Como jd vimos em (6.4.1), ((s) tem uma extensao para Re(s) >

0, com unico polo em s = 1 de residuo 1. Basta-nos agora provar a equac¢ao funcional,

consequindo assim uma extensao para Re(s) <0, e concluir que nesta regiao nao hd polos.
Consideremos a fun¢ao gamma avaliada em s/2:

r <§> :/ rz e % dx.
2 0

Fazendo a substituicao v = n’*my, seque que

com p(x) = > 7, e ¢ q comutacio da série e integral da terceira linha justificada
pela convergéncia absoluta. Observemos que, substituindo y = 1/z,

/0 o)y = [.: b e) (%) i = /1 " 41, e) & (63)

Até aqui, aparentemente sé consequimos novas complicacoes. De fato a substituicao
x = n’mwy que fizemos de inicio poderia ter sido feita em qualquer transformacao de Mellin,
podendo nos render uma expressio com a fungdo Zeta. Acontece que a fungdao 0(x) =
> e~y ja havia sido feita conhecida por Jacobi ao publicar seu Fundamenta, de

forn;; que Riemann jd conhecia a identidade (2.6), da qual, por meio de

oo

0(x) = Z e =1 4+ 2 Z e =1+ 20(z),
n=1

n=—00 =
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temos

Y

w(x)==j£:6‘"%”f=:€£§2-—

2

3
—_
| —

e portanto

o(5) =L =5

Substituindo em (6.3), obtemos

1
|
0

H

[N

o)y = / e (Vae(e) +

1 T s Ho(2)dr
:____Y+[ (72 7 22 )p(z)dz. (6.4)

Chamando de r(s) o lado direito da expressdao (6.4), encontrada por Riemann, podemos
constatar a simetria:

= [

T (s—1)s +/‘ T p(r)dr = r(1 - s),
S_

Vo2 Yo(x)de

da qual, finalmente, se escreve a equacao funcional simétrica

s 1—s

i (5) o = a T (A7) -0

De fato, (6.4) € uma expressio analitica que concorda com T'(£)7~2 Y > 1/n* para
Re(s) > 1, onde este somatorio converge. Logo, nos permite imediatamente estender ¢(s),
de forma inica, para uma fun¢do analitica definida em Re(s) < 0 via a equagdo funcional.
Também jd podemos concluir que ((s) nao apresenta polos em Re(s) < 0, mas preferimos
fazé-lo no formato do teorema sequinte.

Esta equagao funcional admite muitas formas, variagoes e generaliza¢oes. Nos limita-
mos a demonstrar sua variante mais famosa, a equagao funcional assimétrica.
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Teorema 6.4.4 A funcao Zeta ((s) respeita a equagdo funcional

C(1—s) = 2717~ cos (%) (s)¢(s) (6.5)

Dem.: Multiplicando ambos os lados da equagdo funcional simétrica por I'((s +1)/2),
escrevemos

73T (g) r (8‘2“) ((s) =7 3°T (1;S> r (3‘2“) c(1— s).

Aplicando diretamente a reflexdo de Euler (3.0.6) (note que I'((1—s)/2) =T'(1 — (1+
s)/2)) e duplica¢io de Legendre (5.0.7), obtém-se

- %\/E 1—s T

28_1F(3)§(s) =n "z W((l — ),

e o resultado seque. Em particular, nenhuma das fungoes do lado direito da igualdade tem
polos em Re(s) > 1; além disso, o unico polo em Re(s) = 1 apresentado por ((s) em
s =1 € cancelado pelo zero simples de cos(ms/2). Conclui-se que ((1 — s) ndao tem polos
em Re(s) > 1, isto €, ((s) nao tem polos em Re(s) < 0.

Relembremos o Principio da Reflexdao para fungoes de uma variavel complexa.

Teorema 6.4.5 Seja f : C — C wma funcao analitica em uma regiao D intercectada
pelo eizo R, e tal que f(x) € R, se x € RN D. Entao f(z) toma valores conjugados para
valores de z.

) =f(z)

Dem.: A funcdo € igual a sua expansao de Taylor em qualquer ponto interior de D,
em particular, um ¢ € RNint(D). Todos os coeficientes da expansdo podem ser calculados
tomando-se caminhos em R (onde, por hipdtese, f € R), de forma que sdo reass.

Toda série de poténcias com coeficientes reais toma valores conjugados para entradas
conjugadas, e assim concluimos que o teorema wvale para o circulo de convergéncia da
expansao em c. O resultado final seque por continuacao, uma vez que séries de poténcias
ao redor de pontos conjugados sempre terao coeficientes conjugados (TITCHMARSH,
1939, p. 155).

Podemos perceber que a funcao 7=%/2I'(s/2)((s) satisfaz as condices do teorema acima
ap6s multiplicarmo-la por s — 1 em todo o plano C. Além disso, tém como raizes pre-
cisamente as raizes nao triviais da funcao Zeta, uma fez que os polos simples da funcao
Gamma cancelam precisamente os zeros triviais de Zeta.

A equagao funcional e o principio de reflexao nos levam a uma importante conclusao
sobre a distribuicao das raizes nao triviais de Zeta no plano complexo: pela equacao
funcional, se p € C, p ¢ Re ((p) =0, certamente ((1— p) = 0; pelo principio de reflexao,
também ha de valer ((p) = 0.

Na reta Re(s) = 1/2, estes dois fatos carregam a mesma informagao, afinal 1 —1/2 —
bi = 1/2 — bi. Assim, nesta reta, sabemos que as raizes dao-se em pares conjugados.

Caso hajam raizes nao triviais fora desta reta, contrariando a hipdtese de Riemann,
distribuem-se “retangularmente” em quadras de zeros, simétricos tanto ao eixo real como



120 Capitulo 6. DA CONTINUACAO ANALITICA DE FUNCOES E TEOREMAS TAUBERIANOS

a reta Re(s) = 1/2. Dessa forma, se houver algum termo r(z) de ordem de grandeza
r(z) < 2 ¢ € (1/2,1) no crescimento de J(z) (veja o exemplo 5.2.8), deve haver ainda
outro de ordem r(z) < z',v € (0,1/2), umas vez que as raizes de ((s) sao polos de
In({(s)), gerados pela transformagao de Mellin de um termo de ordem de grandeza igual
a parte real dos polos em consideracao.

Esta simetria da distribuigao das raizes ao redor da reta Re(s) = 1/2 nos leva a
suspeitar que a funcdo 77%/2I'(s/2)((s) deva assumir valores reais nesta reta. A equacdo
(6.4) nos permite encontrar a forma precisa desta fun¢ao em s = 1/2 + it:

G

720 (s/2)C(s) = —ﬁ + /1 Oo(w'% +2'2)z " p(x)ds

1

_ T e +2 /100 cos(ln(x)t/2)$_%¢($)dx

afinal 272 4272 = cos(t/2In(z))—isin(t/2In(x))+cos(t/2In(z))+isin(t/2In(z)). Esta re-
presentacao ¢ historicamente relevante e aparece quase nesta forma no artigo de Riemann

(1859).

6.4.3 Demonstracao do Teorema dos Nimeros Primos

Este teorema, geralmente enunciado como

x
m(x) ~ o —,
Inx
é na verdade multifacetado: muitas fungoes aritméticas ligam-se umas as outras intima-
mente, e é possivel por elas expressar equivalentemente este teorema. Como ja discutimos,
exemplos destas equivaléncias sao J(z) ~ z/Inz; ¢¥(z) ~ x; d(x) ~ x; M(z) = o(zx), ou
mesmo ), . p(n)/n =0, que implica na condigdo anterior.
Apresentamos provas destes resultados através da teoria geral aqui desenvolvida. A
esséncia de todas estas provas reside em tres fatos:

i) As transformadas de Mellin com sinal invertido destas fungées rende expressoes de-
pendentes da funcao Zeta, como visto extensivamente em 5.2;

ii) Os polos dessa fungao tem duas origens: o polo da fungao Zeta e sua raizes. O teo-
rema (6.4.1) nos permite descrever a proximidade da funcdo Zeta a expressao geométrica
1/(s — 1), de onde compreendemos seu polo. J& sobre as raizes, apelamos a secao 4.2.3,
onde mostramos que a funcao Zeta ((s) ndo tem qualquer raiz em Re(s) > 1.

iii) A possibilidade do cancelamento dos respectivos polos em s = 1, quando existem,
e a obtengao de fungoes holomorfas em Re(s) > 1. A aplicagao do teorema tauberiano de
Newman nos confere a convergéncia das fungoes avaliadas em s = 1.

Aplicacao a M(x)

A mais simples das aplicagoes é deduzir que M(z) = o(z). De fato, a aplicagao
do teorema de Newman para 1/((s + 1), permitida por ndao haverem raizes com parte
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real ndo negativa para ((s + 1), rende imediatamente que 1/{(1) converge, cujo valor de
convergeéncia é precisamente lim, ,;+ 1/{(s) = 0. Em outras palavras, vale

n=1

que implical” M (z) = o(x).

Aplicacao a J(z)

Essencialmente, o teorema deriva do fato de In({(s)) ter seu polo de maior parte real em
s = 1 cujo crescimento pela direita é como o de In(s—1). Tenhamos em mente (2.7.1), que
fornece uma representagao de In(s — 1) semelhante a transformada de Mellin da integral
logaritmica Li(x).

Formalizemos a prova. Pelo teorema (6.4.1) temos que

() = —— - Als),

sendo A(s) regular para Re(s) > 0. Conclui-se que

In(¢(s)) +1In(s — 1) = In(A(s)). (6.6)

Analisemos (6.6). Por um lado, podemos nos lembrar do exemplo (5.2.8) e teorema
(2.7.1) e escrever, para Re(s) > 1,

In(¢(s)) + In(s — 1) =In(¢(s)) = —L + S/loo(J(x) — Li(z))z ™ du, (6.7)

onde L é uma constante ou nula ou muito proxima de zero.

Por outro lado, A(s) é regular para Re(s) > 0. Pelo visto na se¢ao 4.2.3 e sua definigao
poucas linhas acima, também podemos saber que A(s) ndo tem raizes em Re(s) > 1. Disto
conclui-se que In(A(s)) é regular para Re(s) > 1. Por (6.6) e (6.8), podemos compreender
que

—L+s /IOO(J(J&) — Li(x))z™* 'dr = In(A(s))

permite extensdo holomorfa para Re(s) > 1, precisamente a condi¢ao do teorema (6.3.4),

a menos de uma translacao! A aplicacao do teorema nos rende a convergéncia da integral
18

dr < oo.

/OO J(z) — Li(z)
2
1 x
Estamos quase finalizados: a convergéncia da integral acima implica necessariamente
que J(z) ~ Li(z). O argumento para tanto é o mais delicado dentre os trés casos aqui
demonstrados e o omitiremos.

17 Veja 2.6.
18 Como A(s) — 1 quando s — 17, de fato o valor para o qual converge é L, préximo de ou igual a zero.
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Aplicacao a ()

Consideragoes muito semelhantes as que expomos para In({(s)) podem ser feitas para
¢'(s)/C¢(s), que expressa a transformacao de ¢ (x) (veja 5.2.10). Tudo que afirmamos acerca
da equacao

In(¢(s)) + In(s — 1) = In(A(s))
pode ser transportado via derivacao para a afirmacao de que
¢ls) 1 As)

((s) Ts—1 A®s)

¢ uma fungao holomorfa em Re(s) > 1. Como fizemos para J(z), nos aproveitamos das
fungoes a esquerda serem resultado de transformagoes de Mellin de fungoes conhecidas

¢(s) 1
¢(s) i

e aplicamos o teorema tauberiano para concluir a convergéncia da integral em s = 1, isto
¢,

_ 1 s/loo(w(x) — o) da,

/oo %d:ﬁ < 0. (6.8)

Podemos concluir agora que ¥ (z) ~ z. Vejamos os argumentos de Korevaar adaptados
segundo o raciocinio de Jorge Aardo em Martinez et al (2010, p. 436 e 437).

Afirmagao: ¢(x) ~ .
Provemos por contradi¢do. Suponhamos que limsup(¢(x)/z) > 1. Entdo podemos
considerar § > 0 e uma seqiiéncia (Y )nen, Yn — 00 tais que 0 < 2§ < limsup(¢(x)/z)—1

e ¥(yn) > (14 26)y,, ¥n.

Como 9 (z) é ndo decrescente, podemos escrever para vy, < r < Ay,, A > 1 que

V(@) > dlyn) > (1+26)ya > (1+20)5.

Em particular, tomando-se A = (14 2§)/(1 + J) > 1, obtém-se

(x) > (14 0)x

e portanto
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Disso concluimos que

AYn _ AYn
/ vz, / %4z = 5In(\).
Un Xz

2
i Un

que independe de n. Agora basta aplicarmos a desigualdade triangular para obter que

[,
Yn X

Como sabemos da convergéncia de (6.8), as integrais a direita acima podem ser feitas arbi-
trariamente pequenas, & medida que aumenta n (e conseqiientemente y,, ). Em particular,
n pode ser tomado tal que cada uma some uma quantidade € < §In(A)/2, contrariando o
fato de que somadas superam ¢ In(\).

O argumento para liminf é totalmente andlogo; em resumo: 1(z) ~ x é verdadeiro!

TYl) —w |

dIn(N) < < o

Ayn _
/Zl w(x;Q %dm n

Yn

AYn
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7 A REPRESENTACAO DE FUNCOES COM RAIZES
EXPLICITAS

O Teorema Fundamental da Algebra nos garante que qualquer polinomio em C de grau
n tem exatamente n raizes complexas, nao necessariamente distintas'. Podemos escrevé-lo
como um produto de fatores lineares nos quais as raizes se apresentam explicitas, para
¢n # 0, usualmente na forma:

n

pa) = et =c [[ (x =),

k=1

onde p(v;) = 0, k = 1,2,...,n. Tal representagao é ttil por diversas razoes; aqui nos
servira como primeira motivagao para o estudo da teoria da representacao de fungoes com
rafzes explicitas?, através de trabalhos como o de Weierstrass e Hadamard, a fim de nos
prepararmos para o capitulo 8 e atingirmos as férmulas explicitas da teoria dos niimeros.
Prossigamos a motivacao com duas representacoes equivalentes da funcao Gamma?®, por
Euler e Weierstrass, respectivamente.

7.1 ALGUNS EXEMPLOS CONSTRUTIVEIS

Para encontrar o produtério de Euler para a funcio Gamma*, notemos primeiramente
que, para m € N,

Jim (n!(n+ 1)’”) ~ lim ( (n+1)(n+1)...(n+ 1)) .

(n+m)! (n+1)(n+2)...(n+m)

n—o0

Multiplicando ambos os lados por m!, obtemos

m=tim (M) = i (o)

— lim (nt )" gy (OED O™ )"
_Jﬁm((1+m)(1+%)...(1+%)> Loo< (T +m)(1+2)..(1+m) )
=

Apesar de tal teorema nao ser valido para R, podemos afirmar que qualquer polinémio de coeficientes
reais pode ser escrito como um produto de fatores lineares ou quadrddicos. Tal constatacao pode ser
deduzida ao combinarmos o Teorema Fundamental da Algebra com o fato de que as raizes complexas
destes polindomios vém em pares conjugados.

O estudo é naturalmente generalizavel para polos e misturas quaisquer. Para os fins deste trabalho,
nos ateremos aos resultados cldssicos sobre raizes.

De fato, I'(s) ndo apresenta raizes complexas. No entanto, ao apresentar polos, a inversa ﬁ apresenta
zeros, equivalentemente.

A rigor o produtério original de Euler era um pouco distinto. Apresentamo-lo, porém, em sua versao
mais difundida.
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Podemos considerar uma extensao do fatorial para todo s € C distinto dos inteiros
negativos, onde apresenta polos explicitos:

(7.1)

N‘lm ?‘l)—‘

I

Para mostrar que este produto é equivalente a integral de Euler de segundo tipo
I'(s + 1) (def. 3.0.1) onde esta converge, podemos utilizar a representacao de Weiertrass
que apresentaremos em seguida, uma vez que sabemos que esta certamente converge para
I'(s).?

A representagao de Weierstrass segue outra via. Ao nos recordamos do teorema (3.0.4),
podemos averiguar que

s M k ln(s

['(s) = lim _H3+k‘ :n;oo U

lim
n—oo
k=1

Weierstrass aproveitou-se do fato de que H,, — In(n) — 7 para fazer

sln(n)—sHp+sHn

I'(s) = lim ‘ H

n—o00 S S+
e ok A |
= ek P = ek T (7.2)
s S8 + S s + %

encontrando assim outra forma vélida para representar® I'(s) com polos explicitos nos
inteiros negativos, cujo formato encontra-se apropriadamente inserido no contexto de sua
teoria de representacao de funcoes analiticas, que veremos abaixo com brevidade.
Vejamos agora como encontrar a representacgao da fungao seno com raizes explicitas.
O caminho serd mais indireto que para a funcao Gamma’. De fato, calcularemos a série de
Fourier em x para cos(rz) no intervalo® (—m, 7| estendida 27 periodicamente a toda reta

5 Ao retirarmos os logaritmos de ambos os produtos e os expressarmos como séries de poténcias, a

igualdade segue da constatacao de que

y o =DM => (1/k—In(1 + 1/k)) = lim [H, —In(n)] = 7,
n=2 k=1

obtida representando ((n) pela sua série de Dirichlet, comutando a ordem da soma e utilizando a
expansao de Laurent para In(1 + 1/x).

Mantivemos a escrita da equacao nesta forma por motivos histéricos; notemos que poderiamos por
simplicidade se valer de sT'(s) =T'(s+ 1).

7 O autor tomou conhecimento do seguinte método, o qual adaptou e generali-
zou, pela resposta do wusuario ”Norbert”a pergunta feita no enderego eletronico
https://math.stackexchange.com/questions/157372/proving-frac-sin-xx-left 1-fracx2-pi2-right-left1-
fracx22.

Note que a fungdo cos(rz) é 2w /r periddica, e ndo 27 periddica.
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para dela encontrarmos uma representagao de cot(r) a la Mittag Leffler, que mostraremos
ser equivalente & desejada representacao da funcao seno.’

Seja g(x) = cos(rx) em (—m, ], estendida 27 periodicamente a toda reta. Como g(z) é
uma fungao par, seus coeficientes de Fourier podem ser calculados como (FIGUEIREDO,
1977, p. 24)

2sin(7r)

2 ™
ag = —/ cos(rx)dx =
0

™ wr

e, onde assumimos r ¢ Z,

0 = %/0” cos(rz)cos(nz)ds = %/0” cos((r +n)x) —;— cos((r — n)x)d:p
_ 1 sin(7(r +n)) N sin(r(r —n)), _ 2rsin(awr) cos(mn) — nsin(wn) cos(nr)

- ( )_ 2

T r+n r—mn T r2 —n?
2rsin(wr) (—=1)"
- T r2 —n?’

pois sin(mn) = 0 e cos(mn) = (—1)" para todo n € N.
Concluimos que sua série de Fourier é dada por

sin(r)  2rsin(ar) o= (—1)"
v + - nz:l R cos(nz),

g(z) =

com convergéncia uniforme (FIGUEIREDO, 1977, p. 69). Sendo g(z) continua até mesmo
nos pontos km, k € 7Z, pois cos(rz) é par, podemos fazer x = 7 e multiplicar ambos os
lados por 7/ sin(7r) para obter

1 = 1
7TCOt<7TT’) — ; = 2r Z m (73)
n=1

Notemos que a cotangente pode ser compreendida como o resultado de uma dife-
renciacao logaritmica de seno, assim como presenciamos no capitulo 4 ao encontrarmos
os ((2n). Portanto nos seria 1til integrarmos a série acima termo a termo; para tanto,
devemos provar que dé-se uma convergéncia uniforme.

Seja t € R. Se r € (—|t],|t|) temos |(n? — r?)~1| < (n? — t?)~! para n > |t|. Como a
série -, 1/(n* — t?) converge pelo teste da integral, pelo teste M de Weierstrass a série
em (7.3) converge uniformemente para r € (—|t], [t]).

Podemos assim integrar (7.3) em r de 0 a ¢ termo a termo a fim de obter'®

Mantivemos a obtencao dos valores precisos de ((2n), n € N a partir de sin(x) no capitulo 4 por
motivos histéricos, onde de qualquer forma tivemos que retornar a cot(x). E possivel encontrar a
representacao de sin(z) por outros métodos, sem ter de primeiramente calcular esta forma de cot(z).
Os métodos para tanto, porém, dependem de teorias menos conhecidas que a de Fourier, a qual
assumimos ter o leitor alguma familiaridade, e acabariam por requerer se¢oes especialmente dedicadas,
cujo espago nao dispomos.

O leitor atento pode perceber que a expressao inclui valores negativos dentro de In para os n < ||,
nos levando a apelar ao logaritmo complexo. Relevaremos este fato aqui por comodidade, uma vez
que tomaremos em seguida a exponencial. Ainda que o argumento imagindrio presente na avaliacdo
de In(z) ndo seja principal, a exponencial torna isto irrelevante (TITCHMARSH, 1939, p. 16-17).

10
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1n(3m”) Zl (1-—), teR,

de onde, tomando a exponencial e substituindo x = 7t, tem-se

e 2
sin(x) = xH (1 - an2) z e R.

n=1

Nesta integragao pudemos ignorar o fato de que exigimos inicialmente r ¢ Z, pois
sua medida é nula. Para observarmos a validade da expressao para todo s € C, bastaria
mostrar a convergencia do produto em todo C, pois as expressoes de ambos os lados
sao holomorficas, e portanto a igualdade permanece para suas continuagoes analiticas; em
outras palavras, a expressao acima ja nos basta para igualar os coeficientes das duas séries
de poténcias relacionadas.

7.2 TEOREMA DA FATORACAO DE WEIERSTRASS

Este teorema é, basicamente, um constatacao de que se f : C — C é inteira e tem
raizes p, com a raiz em z = 0 tendo multiplicidade m, a funcao

f(z)
2], (1—§>

é também inteira e ndo tem raizes complexas , uma vez que os fatores (1 — z/p) sdo
construidos a fim de que zerem em p e cancelem com as raizes de f. Originalmente
Weierstrass escreveu k(z) = ") onde h(z) é inteira.

Em geral, a expressao acima pode nao fazer sentido, uma vez que a convergéncia do
produto nao esté garantida para uma seqiiéncia qualquer de raizes. Para tanto, Weierstrass
acrescentou fatores que compensassem o crescimento advindo dos (1 — z/p), os fatores
elementares F,,:

E,(2) {El — z), se n=0;

k(z) =

1—2)exp(z+2%/24---+2"/n), sen > 1.

Qualquer outra mudanca ocasionada pela introducao destes fatores poderia ser com-
pensada na funcao k(z). Isso o permitiu escrever seu teorema de existéncia (CONWAY,
1978, p. 170):

Teorema 7.2.1 (Teorema da Fatoracao de Weierstrass) Seja f uma funcdo inteira
com uma raiz em z = 0 de ordem m > 0 e raizes nao nulas p,. Entao existem uma fun¢ao
inteira h e numeros naturais v, tais que

TL

f(z) = zmeh® H E,, (i) :



7.3. DA REPRESENTACAO DE FUNCOES INTEGRAIS DE ORDEM FINITA 129

Se ||pn|] = o0 quando n — oo, entdo os niumeros v, podem ser tao pequenos quanto a
condi¢ao

0 r Un+1
Z ( ) < oo, Vr>0
n=1

[lonl]

permitir (CONWAY, 1978, p. 169).

7.3 DA REPRESENTACAO DE FUNCOES INTE-
GRAIS DE ORDEM FINITA

O teorema de Weierstrass pode ser refinado a fim de obtermos uma forma muito mais
precisa da fungdo h(z). Estudemos alguns resultados sobre fungoes integrais de ordem
finita a fim de alcancarmos esse refinamento através do Teorema da Fatoracao de Hada-
mard.

Definicao 7.3.1 Seja a € R. Se uma funcio meromorfica f : C — C com uma quan-
tidade finita de polos'' € tal que f(z) = O(elM”), V8 > a, quando ||z|| — oo, entio
a chamamos de “func¢do integral de ordem finita”, e sua ordem € inf(«), para os a que
satisfazem a condicao acima.

(PATTERSON, 1988, p. 139).

Vejamos a seguir um importante teorema sobre a representagao de funcoes de ordem
finita sem polos ou zeros, cuja demonstracao apresentada é baseada na encontrada em
Patterson'? (1988, p. 141).

Teorema 7.3.1 Seja o € R e seja f : C — C inteira sem zeros, e tal que f(z) =
O(e“z”ﬁ), VB > «, ou seja, finita de ordem menor ou igual a «. Entdo existe um po-
linomio g : C — C de coeficientes complexos, de grau menor ou igual a «, tal que f = 9.

Dem.: Seja g = In(f). Como f nao tem zeros e g’ = fTI estd bem definida em todo C,
g estd definida e é holomdrfica em todo C. Temos que

Re(g(2)) = In[|f(2)I] = O(||=[1"), (7.4)

Usualmente nao se permitem polos para esta definicdo. Segundo Patterson, porém, a inclusao destes
nao altera os resultados propostos e é 1til para a Teoria dos Numeros.

H4 vérias maneiras de se provar o teorema. Utilizando a limitagdo de Re(g), Dupuy (s/d, p. 5), da
Universidade de Vermont, o prova pelo teorema de Borel-Caratheodory.

11

12

13 A afirmacio f(z) = O(ell#!l”) implica In || f(2)|| = O(]|z]|?) ndo é evidente, uma vez que aparentemente

pode falhar devido & aproximagoes muito répidas de 0 por parte de f, onde In||f(z||) pode tornar-
se muito grande, em vista da singularidade de Inz em z = 0. Primeiramente considerando um erro
cronico das referéncias, o autor reconsiderou e suspeita que a analiticidade de f é a chave para obter o
resultado, ou seja, um decaimento grande de f(z) para alguma seqiiéncia o, ||a,|| — 0o, ocasionaria
um crescimento muito grande em outra, para uma funcdo inteira. A prova do teorema que Conway
apresenta (1978, p. 289-290) através da anulagao da derivada de g de ordem superior & ordem de f nao
apresenta esta falha, mas exige uma andlise muito mais aprofundada por meio de lemas anteriores.
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quando ||z|| = 0o e B> a, afinal f(z) = O(el?I").
Como g € holomdrfica, € analitica, e podemos escrever

= (am + iby) 2™ (7.5)

Disso conclui-se que

Z Ay cOS(Mit) — by, sin(mt))r™ + i Z Ay sin(mt) + by, cos(mt))r™
m=0

m=0

Analisemos agora g(re™) no espirito da andlise de Fourier com intuito de demonstrar
que g € um polinomio.

t) (Prova a anulacao dos a,, para m > [3)

Ao considerarmos

Re(g(re™)) = Z(am cos(mt) — by, sin(mt))r™, (7.6)

m=0

podemos multiplicar ambos os lados por cos(kt), k € N e integrar sobre (0,27):

/o ’ Re(g(re™)) cos(kt)dt = /0 ' Z(am cos(mt) — by, sin(mt))r™ cos(kt)dt.

m=0

Notemos que o lado esquerdo € limitado por O(rP), devido a (7.4) e | cos(kt)] < 1. Jd o
lado direito €

2
/ Z QU COS(Mt) — by, sin(mit))r™ cos(kt)dt = wagr®

devido as relagoes de ortogonalidade para seno e cosseno (FIGUEIREDO, 1977, p. 17).
Dai resulta que

maprt = O(P), e
lax]] < err®™*

para alguma constante ¢, e para r suficientemente grande. Fazendo r — oo conclui-se que
se k > B, forcosamente ||ax|| = 0.
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i) (Prova a anulagdo dos b,, para m > [3)

Basta que multipliquemos ambos os lados de por sin(kt), k € N e integrar sobre (0,27):

/0 ' Re(g(re™)) sin(kt)dt = /0 ’ Z(am cos(mt) — by, sin(mt))r™ sin(kt)dt.

m=0

O lado esquerdo permanece limitado superiormente por O(r?). O lado direito agora serd

2w
/ Z(am cos(mt) — by, sin(mt))r™ sin(kt)dt = —mbyr*
0

m=0

Concluimos que

—mhr® = O(r?), e

|[bg|| < cor”*

para alguma constante co e para r suficientemente grande. Conclui-se que se k > [3,
[|bx[| = 0.

Finalmente, obtém-se que os coeficientes da série de poténcias de g (7.5) sdo todos
nulos para m > (3, e assim g € um polinomio de grau menor ou igual a 3, VB > «, ou
seja, g € um polinomio de grau menor ou igual a c.

Nos asseguramos que toda fungao integral de ordem finita analitica e sem raizes é a
exponencial de um polinomio em C. Antes de chegarmos ao Teorema de Representacao de
Hadamard, devemos ainda apresentar sem provas'* o Teorema de Jensen (PATTERSON,
1988, p. 138), que relaciona o crescimento da norma das raizes de f e o supremo dos
valores atingidos por f num circulo de raio r (CONWAY, 1978, p. 280).

Teorema 7.3.2 (Teorema de Jensen) Seja r > 0 e seja f uma fungdo analitica na
vizinhanga de {z € C : |z| < r}. Suponhamos™ que f(0) # 0 e que f ndo tenha zeros em
{z € C:|z| =r}. Entdo:

%/02W1n|f(re“)|dtzln(f(O))+ S ord,(f)In <L>

92 ()=0 g

onde ord,(f) é a ordem da raiz~y de f.

14 Quem desejar compreender a prova, pode buscar a referéncia citada. Em Dupuy (s/d, p. 5) vemos a
prova de uma desigualdade semelhante. Ha também bastante material disponibilizado pelas universi-
dades na internet.

15 Patterson e Conway afirmam que também hd uma versdo valida para f(0) = 0.
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Coroldrio 7.3.1 i) Seja f integral de ordem «. Para qualquer > « temos

> ord,(f) = O(rs).

v:f(7)=0,00; |y|<r

ii) Para qualquer 5 > « a série

ord,
3 (f)

B
Y:f(7)=0 i

€ convergente.

(PATTERSON, 1988, p.140)

Estas limitacoes sao importantes para se obter resultados rigorosos ao manipularmos
as expressoes naturalmente emergentes da fatoracao de Weierstrass, ao dela retirarmos
o logaritmo, derivarmos, etc. A mais geral formula de Poisson-Jensen é crucial para a
demonstracao de Conway (1978, p. 287-288) de uma lema que nos leva a concluir que
a funcdo ¢g(z) é um polindomio, ou, mais precisamente que toda fungao inteira de ordem
finita é de género finito. Vejamos agora o Teorema da Fatoracao de Hadamard, tal como
em Patterson (1988, p. 141).

Teorema 7.3.3 (Teorema da Fatoracao de Hadamard) Seja f uma fungao integral

de ordem finita . Sejam = |a| e seja g (2) = z/p+271(z/p)*+---+m 1 (z/p)™. Entao
existe um polinomio G cuja ordem € menor ou igual a m tal que

ord,(f)
_ordo(f) G(2) A )
f(z) == e 1 e :

pif(p)=0 p
p#0

onde o produto é absolutamente convergente.

Isso coroa nossa introducao ao tema e nos habilita a aplicar a teoria a funcao Zeta.

7.4 A REPRESENTACAO DA FUNCAO ZETA

Apliquemos a teoria desenvolvida neste capitulo para encontrar uma representacao da
funcao Zeta.

Lema 7.4.0.1 A funcao

¢ integral de ordem 1.

Dem.: Considerando que a fun¢ao nao tem polos, basta efetuarmos algumas majoragoes
e aplicarmos a formula de Stirling (3.0.1). Como vimos na demonstragao de (6.4.2), vale
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7T (g) ((s) — 5(5—1—1) = /loo(xlfl + 23 Yo(r)de, (7.7)

para todo s € C, de forma que

s S 1
0 (3)e0 g5
e 2$)4wnH‘
<[ T ()
1
s[‘mx?*www?mwwux
:/ (xl_ig(8)71+xReT(S)’1)g0(x)dx.
1

Como g1=Fels)/2=1 4 g Re()/2=1 — O(7), onde v = max((1—Re(s))/2—1, Re(s)/2—1),
e, para 1 < x < 0o temos

—7T$

-y emsd e o= o),
n=1 n=1

concluimos que

aiT (g) C(s) — s(s—l—l)H —0 </1°O ﬁe—fﬂdx> —0@(y+1)).

Pela formula de Stirling (3.0.1), a majora¢ao toma a forma mais precisa

75T <f> C(s) — ﬁH (\/F gl (1 i 7)) — O(MGF1/2)-m
=0(") = 0(™),

Concluimos assim que a fung¢ao expressa em (7.7) é de ordem 1. A diferenca entre
esta funcao e a expressa no lema é apenas a de multiplicagao pelo polinémio s(s—1), cujo
crescimento € subexponencial, e o resultado seque.

Teorema 7.4.1 Sejam p* as raizes nao triviais de ((s) tais que Im(p) > 0, ordenadas
crescentemente'® pela magnitude da parte imagindria'”. Entdo

C(s) = 2(s — )T is/Q—i—l)lp:[ [(1 pi) (1_ 1—SP+)}’

16 Esta ordem deve ser respeitada, uma vez que o produto pode convergir para outro valor ou mesmo
divergir noutra ordem. Alternativamente, pode-se ordenar pelo médulo.

17 Dentre estas, caso hajam raizes cuja parte imaginaria tenha o mesmo valor, contrariando a hipétese
de Riemann, podemos simplesmente ordend-las crescentemente pela parte real.
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onde o produtdrio é absolutamente convergente para todo s € C (PATTERSON, 1988, p.
34).

Dem.: A teoria desenvolvida, juntamente com o conhecimento da ordem dada em
(7.4.0.1), nos permite concluir que existem A, B € C tal que

s(s —1)m~ 2T (g) ((s) = AePs H ((1 - g) e;) :
p
onde 0s p sao os zeros da fun¢ao do lado esquerdo, ou seja, 0s zeros nao triviais de ((s).
Podemos determinar A fazendo s = 0, uma vez que o lado direito torna-se A e o
esquerdo, sabendo que ((0) = —1/2 e sI'(s/2) = 2I'(s/2 + 1), torna-se 1:
A=1.

Para B, podemos agora aplicar a equacgao funcional e concluir que

A

eBSH (1 _ f) or — eB(l—s)H (1 B 1 —s) ets
P P p

L—p

onde nos permitimos escrever 1 — p do lado direito, uma vez que, igualmente pela equagao
funcional, 0s 1 — p também caracterizam os zeros da fun¢ao (PATTERSON, 1988, p. 33).
Isso nos rende a equacgao

pB(2s=1) _ H : p e~ 1/(1=p) g=s/p(1=p).

, - P

que, ao tirarmos o logaritmo, nos rende'®

Como, ao mesmo tempo, podemos expressar

Bs S £ Bs 8)( S ) =i
e l——]er=e 1—-- 1 ——)er-0,
H( p) g( p L=p

p

tomando os termos referentes a p e 1 — p conjuntamente, e assim, em vista de (7.8),
chegamos a

18 O autor teve dificuldade de obter este resultado de Patterson, mas opta por manter o resultado
como na forma original. Também ¢é possivel encontrar uma expressao alternativa para B derivando
logaritmicamente o produto que inicialmente pusemos para ((s) e tendendo s — 0. O processo rende
B=/{'(s)/¢(s)—1—-1/2T"(1)/T(1) = In(27) — 1 — v/2 (TITCHMARSH, 1986, p. 31).
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oo -TI0-2) (- 25)

ot

de onde a equagdo anunciada seque, recordando que sI'(s) = I'(s+1).

Uma vez que a convergéncia absoluta de um produto [[(1 + a,,) requer apenas a con-
vergéncia absoluta da série Y a, (TITCHMARSH, 1939, p. 15), para mostrar a con-
vergéncia absoluta do produto em p € suficiente mostrar que »_ . 1/p(1 — p) converge
absolutamente (EDWARDS, 1974, p. 21). Para tanto, € necessdrio saber a densidade dos
zeros na faiza critica em funcao da magnitude da parte imagindria, que nao abordamos
neste trabalho. O estudo desta densidade rendeu o resultado sagrado como a formula de
Riemann-von Mangoldt.
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8 FORMULAS EXPLICITAS DA TEORIA DOS
NUMEROS

Veremos aqui os resultados concernentes as representagoes de fungoes aritméticas através
da funcao Zeta e seus zeros, apresentando um esboco das demonstragoes. A principal re-
feréncia para o leitor interessado aprofundar-se é certamente Edwards (1974). Através
destas formulas explicitas, podemos compreender como as raizes e polo da funcao Zeta
codificam informacoes absolutamente precisas sobre estruturas finas dos nimeros natu-
rais: cada formula traduz este codigo em um discurso completo sobre as fungoes das quais
tratam.

8.1 A FUNCAO J(z)

A fungao J(x), conhecida como funcdo de contagem de primos de Riemann, foi en-
contrada primeiramente no exemplo 5.2.8 da seccao 5.2, capitulo 5, definida como

2 w(zV/™

n=1

Y

a funcdo que conta as enésimas poténcias de primos abaixo de z com peso 1/n. Sua
transformacao de Mellin, tal como encontramos, nos rende o logaritmo da funcao Zeta:

In(¢(s)) = 3/100 J(x)z ™ da.

Ao invertemos a transformada de Mellin, como vimos em 2.3 e na férmula de Perron
(5.1.5), obtemos

21 S

a-+1i00 n s
Jo(x) = L/ mxsds,

sendo Jy(z) = J(z) para todo x onde J(x) for continua, e igual a média dos limites laterais

de J(z) onde esta for descontinua.
Como visto no teorema (7.4.1), vale

) =552 1)7;?8/2“) H Kl - p_) (1 1 —Sﬁﬂ ’

de onde

In(¢(s)) = — In(2) + gln(w) “In(s — 1) — In(T(s/2 + 1))

+;(ln(1—pi+>+ln(1— 1_‘9p+)).
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A integracao termo a termo dos objetos acima obtidos, quando substituidos na ex-
pressao para Jo(z), ndo convergem separadamente. Para lidar com este problema, Rie-
mann primeiramente realizou uma integral por partes, concluindo® que

1 1 a+1i00 dln(C(S))
J. = — —=2—2%ds.
o) 27i In(x) /a_ioo s

Riemann (1859, p. 6) argumenta que, ao substituirmos a expressao para In({(s)) na
integral acima, excetuando o termo constante — In(2), todos os termos tomam a forma da
integral

1 1 atice Jn(1 —
/ 0= 5/8) .

2mi In(x) ds

para valores § € C, e que todas as integrais dessa forma devem forcosamente valer

T 17671
/ dx,
w Inzx

r .f—1
/ Y dr= Li(z?),
0

se Re(f) > 0, onde Li(x) é a famosa integral logaritmica.
A integracao da funcdo I'(s/2 + 1) é que rende os § de parte real negativa, uma vez
que seus polos encontram-se nos negativos pares, e nos rendem a expressao

/°° dt
. tt2—1)Int’

que ¢ extremamente pequena e decresce mais que quadradicamente para 0.
Ja as expressoes para In(s — 1) e dependentes das raizes da Zeta nos rendem

—1300

se Re(f) <0, e

Li(z) e =Y Li(2"")+ Li(z'™"").
ot
Por 1ltimo, a integral do termo constante rende o préprio termo inalterado. Em suma,
obtém-se a férmula explicita para Jo(x) (EDWARDS, 1974, p. 48):

Jo(e) = Life) = Y [Lie) + Lite )] + /;O “L .

t2—1)Int
ot

Nao havendo raiz de ((s) cuja parte real é 1, pode-se mostrar que o termo Li(x)
domina, proporcionalmente, a expressao a direta, o que nos permite mais uma vez concluir
o Teorema dos Numeros Primos, uma vez que? Li(z) ~ x/In(z) e J(z) ~ 7(x).

1

O artigo original de Riemann consiste mais em uma exposi¢ao dos resultados de suas pesquisas do
que um trabalho onde o rigor demonstrativo é posto a prova. Seus comentarios sobre este processo de
integragao pouco ultrapassam uma péagina e meia. Para realizar esta integracao, no entanto, levariamos
facilmente dez paginas.

2 Para demonstrar esta assintética, basta integral Li(x) por partes uma tnica vez.
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8.1.1 A fungao 7(z)

A férmula explicita para a quantidade de primos é mais complicada, mas facilmente
obtida apés sabermos a de J(z). Aplicando o teorema (2.4.4) para

e
B n
n=1
chega-se a
i (TL l/n
n
n=1
e portanto

mo(z) =S L (nn ') Z“ 51" Z[ (217 + Lz )]

n=1
= 1u(n) / e dt
_l’_ - -
cujo termo dominante é R(x) = > 7 (nn) Li(z*/™), a chamada funcdo de Riemann,

idéntica a série de Gram® (RIBENBOIM, 2014, p. 160)

> 1 In(x)™
R@):H;wg(nﬂ)' E»L!> ‘

8.2 A FUNCAO ¢(z)

A fungao ¢ (x), a segunda fungao de Tchebycheft,

= In(p)

p<z

¢ mais simples de se trabalhar do que 7(z) ou mesmo J(x), e foi através dela que von
Mangoldt obteve o primeiro exemplo de formula explicita cujo rigor foi consensualmente
aceito?.

Como vimos em 5.2.10, vale

_C’(S)_S = 2
- / (a)etdr,

R(z) e uma variagao da série de Gram constavam nas cartas de Ramanujan & Hardy (HARDY, 1940,
p. 24-25).

Através desta férmula von Mangoldt também chegou & primeira prova aceita da expressao explicita
para J(x), através da relagdo de medidas di)(z) = In(x)dJ(x), no sentido de Stieltjes.
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0 que nos rende, ao invertemos a transformacao de Mellin,

B 1 a+100 CI(S) .
o(z) = %/a_ioo 5 C(s)x ds,

onde, conforme ja convencionamos para Jo(z), ¥o(x) = 1(z) a menos dos pontos de
descontinuidade da ultima, onde () vale a média de seus limites laterais.
Ao derivarmos logaritmicamente o produto com raizes explicitas de ((s), obtemos

cls) 1 1 I(s/2+1) 1 1
¢(s) _éln(ﬂ)_ s—1 20(s/2+1) _Z(p+—s+ 1—p+—s>'

ot

Fazendo s = 0, retirando a diferenca com a igualdade acima e utilizando a repre-
sentacao de Gamma com raizes explicitas (ver 7.1), chega-se a

o0

¢'(s) 8

B s s s _ (0
((s) 51 ;[p+<s—p+>*(1—p+><s—<1—p+>>}*;%(swn) ((0)°

com ¢’'(0)/¢(0) = In(27).

A substituicao desta expressao na integral para v(z) rende, para o termo geométrico
1/s — 1, uma contribuicao linear x; para o somatoério em n, acaba por gerar um termo da
forma

[e.o]

—2n 1 1
Zx =—In(l-——];
2n 2 x2

n=1

as expressoes dependentes das raizes da funcao Zeta, por sua vez, rendem um somatorio
da forma

_pt+
P

pra
-~ pt 1—pt

o termo constante, novamente, passa ileso pela integracao.
Finalmente, obtém-se a representacao explicita para 1g(x):

R B 1
o(x) :x—z [i—Jr—l— fc_er] —§1n (1—;) — In(27).

ot

8.3 APLICACOES DO CALCULO DE RESIDUOS

A inversao de Mellin é uma integral cujo caminho de integracao é uma linha vertical no
plano complexo. Seu resultado acaba por fortemente aproximado, quando nao igual, aos
residuos das singularidades presentes no semiplano a esquerda da linha de integragao (que
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geralmente abarca todos os polos da funcao; de outra forma dara como resultado apenas
um termo de erro, omitindo os termos dominantes). Sabendo disto, apresentaremos aqui
alguns resultados e representacoes de fungoes aritméticas baseados no calculo de residuos.

E importante notar todos os resultados aqui apresentados supoe a simplicidade dos
zeros da funcao Zeta, que, como viemos fazendo ao decorrer deste trabalho, sao denotados

por p.

8.3.1 A funcao M (z)

Titchmarsh (1986, p. 372) apresenta em seu livro cldssico um resultado que acabou por
levar seu nome: a representacao da funcao de Mertens

= u(n)

n<zx

Teorema 8.3.1 (Teorema de Titchmarsh) Existe uma seqiéncia T, v < T, <v+1,
tal que

94 Z 12 /z)*™

n¢(2n+1)

8.3.2 A soma ®(z)

A soma ®(x) é definida como o somatoério da fungao tociente de Euler (HARDY e
WRIGHT, 2008, p. 353):

=> o(n)

n<x

O célculo residuos rende uma aproximagao (BAILLIE, 2011, p. 26)

o0

1 3 (—2n — 1)
Dy (z) ~ 6+—x+1£1;102Re Zw PC'( Z —2]{:)

llpll<T =1

8.3.3 A soma L(x)

Entendendo por L(z) a soma parcial da funcao de Liouville A\(n)

=> An)

n<x

vista no exemplo 5.2.7, sua aproximagao pelo célculo de residuos é dada por (BAILLIE,
2011, p. 29)

,C(2p)
pC'(p)

\/E + lim 2Re Z

L ~1
o(w) = L+ gy + . P
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8.3.4 Da quantidade Q(x)

A quantidade de termos livres de quadrados abaixo de um dado valor z é usualmente
denotada por Q(x). Como a fungdo de Mobiiis tem mddulo 1 nestes nimeros naturais e
0 em todos os outros, podemos escrever

= lun)

n<x

Ainda em vista do exemplo 5.2.7, o célculo de residuos rende uma aproximagao (BAIL-
LIE, 2011, p. 24)

6 . C(p )
~ — P22 >y
Qo(r) =1+ o+ Thm 2Re |p§||<T /JC E . (—2n)
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CONCLUSOES

Gratifico os leitores que me acompanharam ao longo desta jornada até este ponto. Como
nos propusemos, construimos um panorama geral e superficial dos desenvolvimentos em
teoria analitica dos ntumeros, abarcando principalmente resultados marcantes do século
XIX, dentre outros, e mesmo algumas expressoes possivelmente originais. Concretizamos
o objetivo principal deste trabalho ao definir e estudar o significado essencial da fungao
Zeta, a conexao fundamental que expressa na estrutura dos niimeros naturais e como
sua manipulacao permite a representacao de uma quantidade ilimitada de estruturas
aritméticas no discurso, das quais, por varios métodos, podemos extrair informacoes.

Passeando pelos temas relevantes a fim de cativar o leitor para o estudo especializado
de cada um destes assuntos, dirigimos bastante texto para a compreensao do caminho
para a demonstracao do Teorema dos Numeros Primos em suas muitas formas e, mais
ainda, a obtencao das féormulas explicitas da teoria dos niimeros.

Estes aspectos levam o autor a se satisfazer muito com a obra, pois sente que cum-
priu com sua proposta de comecar um movimento de tradugao da teoria para os falantes
de lingua portuguesa e acredita que os leitores ja poderao dela tirar proveito. Consci-
ente de que a obra nao abarcou uma quantidade imensa do desenvolvimento da teoria,
principalmente no século XX°, como atestard qualquer um que tenha compartilhado de
fontes semelhantes as minhas, pretendo amplia-la e aprimora-la em futuras pesquisas. O
trabalho careceu de uma revisao minuciosa e mais atencao lhe serd dada nesse sentido
em sua futura reformulagao. O autor também sente que a narrativa histérica apresentada
nesta obra merece muito trabalho, ampliacao e lapidagao, pois queda demasiadamente
superficial. O trabalho clama, pois, por muito mais.

Agradeco a todas as instituicoes e pessoas que tornaram este trabalho possivel.

5

E mesmo tanto do XIX, marcadamente uma demonstragao da férmula de Riemann-von Mangoldt, e
o estudo de Dirichlet sobre as funcées L.
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