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Resumo

Nessa Dissertacao analisamos as consequéncias da violacao de Lorentz no efeito Casimir
fermidnico. Nesse sentido, adotamos a conjectura de Horava-Lifshitz, a qual apresenta de
forma explicita uma assimetria entre as variaveis temporal e espaciais. Também adotamos
o campo fermionico sem massa. O efeito Casimir é construido admitindo que o campo
fermionico esteja confinado entre duas grandes placas paralelas. Esse confinamento é
implementado através da condicao de sacola do MIT nas referidas placas. Encontramos que
o carater atrativo ou repulsivo da for¢a de Casimir depende explicitamente do parametros
associado a violacao de Lorentz considerada. A condicao de sacola do MIT foi desenvolvida
para confinar férmions no regime padrao, entretanto, mostramos que a mesma condigao é
adequada para confinar os férmions que obedecem a equacao de Dirac modificada. Também
discutimos a conservacao de probabilidade, encontrando explicitamente as expressoes para

a densidade de probabilidade e corrente de probabilidade do modelo.

Palavras-chave: Efeito Casimir. Horava-Lifshitz. Violacao de Lorentz. Equacao de Dirac.
Sacola do MIT.






Abstract

In this thesis we analyze the consequences of the Lorentz violation in the fermionic Casimir
effect. In this sense, we adopt the Horava-Lifshitz conjecture, which explicitly presents an
asymmetry between temporal and spatial variables. We also adopt the massless fermionic
field. The Casimir effect is constructed by assuming that the fermionic field is confined
between two large parallel plates. This confinement is implemented through the MIT bag
model on the plates. We find that the attractive or repulsive character of the Casimir force
depends explicitly on the parameters associated with the considered Lorentz violation. The
MIT bag condition was developed to confine fermions in the standard regime, however,
we have shown that the same condition is adequate to confine the fermions that obey
the modified Dirac equation. We also discuss the conservation of probability, finding the

explicit expressions for the probability density and probability current of the model.

Keywords: Casimir Effect. Horava-Lifshitz. Lorentz Violation. Dirac Equation. MIT bag

Condition.
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1 Introducao

A Teoria Quéntica de Campos (TQC) é um formalismo que unifica os paradigmas
da Mecanica Quantica com os principios da Relatividade Restrita. Em sua descri¢cao, um
campo é um conjunto infinito de osciladores harmonicos independentes. Diferentemente da
Mecanica Quantica, a TQC trata as equagoes que descrevem as particulas como operadores,
nao como fungdes de onda. Essa mudanga de tratamento fornece uma série de resultados
inéditos na histéria da Fisica. Varios fendmenos s6 podem ser compreendidos dentro do
arcabougo tedrico da TQC, como o momento magnético anomalo do elétron, a emissao
espontanea de fotons por um elétron ligado a um ntcleo, o desvio de Lamb etc. O fendmeno
explicado pela TQC que daremos enfase nesse texto é o efeito Casimir, descoberto em
1948 por Hendrik Casimir. O efeito é a atracao entre duas placas condutoras, aterradas e
muito préximas. Casimir explica esse fendmeno afirmando que na regiao entre as placas a
densidade energética do vacuo, associada aos fétons, é menor que na regido externa ao par
de placas. Essa diferenca energética faz com que exista uma forga que tende a aproximar
essas placas. A primeira tentativa de deteccao experimental deste fendmeno foi realizada
por Marcus Sparnaay em 1958, com um altissimo erro experimental. Apenas no ano de
1997, o efeito Casimir foi detectado experimentalmente com alto grau de precisao, por

Steve K. Lamoreaux.

Experimentalmente, apenas a for¢a de Casimir associada ao campo eletromagnético
foi detectada. Entretanto, teoricamente, nao existe um motivo para outros campos nao
apresentarem efeito Casimir. Na literatura existem investigagdes do efeito Casimir associado
ao campo de Klein-Gordon e o campo de Dirac também. Mostrando que o formalismo é

auténtico para uma série de campos fisicos.

A TQC é invariante por transformacgoes de Lorentz, o que indica um igual trata-
mento entre o tempo e o espago em seu formalismo. Essa invariancia é denominada de
simetria de Lorentz, sendo um dos pilares da Fisica Teérica moderna. Entretanto, alguns
autores ja comecaram a investigar se essa simetria pode ser quebrada em escalas muito
altas de energia. Todas as propostas de violacao da simetria de Lorentz estao associadas
a tentativa de quantizar o campo gravitacional. Uma dessas propostas de violacao de
Lorentz é a de Horava-Lifshitz, proposta em 2009. Nesse modelo, o reescalonamento do
tempo é distinto do reescalonamento das coordenadas espaciais. Esse modelo, proposto

inicialmente para gravitacao, pode ser estendido para outros campos.

O objetivo dessa Dissertacao ¢ investigar como a energia e pressao de Casimir
associada ao campo de Dirac é modificada pelo formalismo de Horava-Lifshitz. Aqui,

desenvolveremos este estudo, utilizando a construgao mais simples e candnica do calculo
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do efeito Casimir: a interacao entre duas placas muito extensas, paralelas e muito préoximas
uma da outra. Utilizamos a aproximacao de férmions leves, o que nos permite ignorar a
massa. Essa aproximacao simplifica a algebra. Mesmo nessa simplificacao, é perceptivel
que tanto a intensidade quanto o carater atrativo ou repulsivo da forca entre as placas é
modificado e dependem diretamente dos parametros associados ao modelo considerado de

violagao de Lorentz.

O efeito Casimir fermidnico exige que o campo que descreve as particulas de spin
1/2 fique confinado na regiao de interesse, no nosso caso é a regidao entre as duas placas.
Esse confinamento é feito, para o caso padrao, através da imposicao da condic¢ao de sacola
do MIT. Nesse texto foi feito a analise da compatibilidade dessa condi¢ao de contorno com

a descrigao fermionica proposta.

Este texto é organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, revisamos a quantizagao
do campo eletromagnético e o efeito Casimir associado a ele. No Capitulo 3, estudamos
algumas caracteristicas importantes do campo de Dirac, entre elas a conservagao de
probabilidade, a condi¢cao de contorno do MIT e a quantizacao do campo fermionico.
No Capitulo 4, revisamos a proposta de Horava-Lifshitz e mostramos a lagrangiana de
Dirac modificada para esse formalismo. No Capitulo 5, a equacao de Dirac modificada é
encontrada e resolvida, impondo a condicao de contorno do MIT nos campos. No Capitulo 6
encontramos a energia e a pressao de Casimir associados ao modelo proposto no capitulo
anterior. No Capitulo 7 investigamos a adequacao da condicao de sacola do MIT para o
modelo considerado, ou seja, se essa condi¢ao de contorno confina o campo fermidnico
na regiao desejada. Nesse mesmo capitulo, provamos que a equacao de Dirac modificada
garante a interpretagao probabilistica tradicional do espinor, isto é, mostramos que existe

conservacao de probabilidade no modelo considerado.

Ao longo de toda a dissertacao, com excecao do Capitulo 2, utilizamos as unidades
naturais: ¢ = h = 1. Esse sistema de unidade é extremamente comum em textos de TQC,
e simplifica bastante as notagoes. Além disso, utilizamos a assinatura (4, —, —, —) para o

tensor métrico, g"”.
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2 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETRO-
MAGNETICO E EFEITO CASIMIR

Neste capitulo vamos revisar algumas discussoes consagradas do Eletromagnetismo
que sao importantes para a compreensao dos principais resultados encontrados neste texto.
A primeira discussao que sera realizada é a invariancia de calibre das equagoes de Maxwell,
isto é, o campo elétrico E e o magnético B sao insensiveis a transformagoes de calibre.
Entretanto, dependendo do calibre adotado, as equacoes para determinar o potencial
escalar ¢(x,t) e o potencial vetorial A(x,t) podem ser simplificadas ou complicadas
enormemente. Por isso, em problemas de eletrodinamica é importante utilizar um calibre
adequado a situagao estudada. Adotaremos o calibre de Coulomb para quantizar o campo

eletromagnético e com isso estudaremos o efeito Casimir.

2.1 Equacoes de Maxwell e transformacdes de calibre

As equagoes de Maxwell em conjunto com a forca de Lorentz sdo cinco equagoes que
descrevem todos os fendmenos eletromagnéticos. As equagoes de Maxwell foram descoberta
antes dos trabalhos pioneiros de Einstein sobre a relatividade, entretanto, sua formulacao
matematica tem caracter relativistico e apresenta invariancia sobre as transformacoes de
Lorentz [1]. Experimentalmente essas equagoes sao adequadamente escritas com as unidade
do SI, entretanto no universo da Teoria Quantica de Campos o sistema mais utilizado é o
gaussiano, e ¢ esse sistema de unidades que utilizaremos nas discussoes apresentadas no

presente capitulo.

As quatro equagoes seguintes descrevem totalmente a dindmica dos campos eletro-

magnéticos e sao denominadas equacoes de Maxwell.

V - E =4mp(x,1t), (2.1)
10B
EF=— 2.2
V.B—0, (2.3)
4 10F

De acordo com a Equacao 2.3 o campo magnético pode ser expresso como o

rotacional de um vetor, isto é,

B =V x A, (2.5)
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onde A é denominado potencial vetor. Por consequéncia, a Equacao 2.2 fica assim reescrita:

10A

Essa identidade s6 pode ser verdadeira se a parte interna aos parénteses for equivalente a

um gradiente de alguma fungao, que ¢ denominada potencial escalar, ou seja,

10A

Para determinar os campo E e B basta determinar o potencial escalar ¢ e o poten-
cial vetor A. O préximo passo é demonstrar que esses potenciais dependem exclusivamente
da distribuigao de cargas e correntes. Primeiramente, aplicamos a Equacao 2.7 em (2.1) e

obtemos a seguinte relacao:

1 0A
2 V- =) = —4np. 2.
Vi + CV < 5 ) P (2.8)
O segundo passo é aplicar (2.5) e (2.7) em (2.4) para obter a seguinte identidade:
4r 10 10A
Vx(VxA)=—J—--—1|V -—— . 2.9
x(Vx4) c c@t( ¢+c@t> (2.9)

Com o uso da relacao
Vx(VxA)=V(V-A)- VA, (2.10)

apresentada em [1], a segunda equagao que relaciona A com ¢ torna-se:

1 0?A 10¢ 4
— o A+ =) =20, 2.11
c? Ot? v (V + c 8t> c? J ( )

V2A

As equagdes obtidas nao sao simples, mas em principio resolvem o problema de
determinar as quantidades desejadas. Entretanto, hd uma caracteristica importante que
pode simplificar bastante as expressoes encontradas: existe certa liberdade na escolha do
divergente do potencial vetor. Para entender isso basta lembrar que a quantidade fisica
mensuravel sao E e B, entao se fizermos alteragoes em A e em ¢ que mantenham as

identidades (2.5) e (2.7) inalteradas, nao estamos modificando a fisica do problema.
Como o campo magnético é o rotacional do potencial vetor, adicionar o gradiente
de uma func¢ado genérica nao altera a fisica do problema, ou seja, a transformacao
A— A =A+Vf(z,t), (2.12)
nao altera o campo magnético.

Essa mudanga também nao pode alterar o campo elétrico, logo dada a mudanca

acima no potencial vetor, o potencial escalar deve se transformar da seguinte forma:

/ a
6= =0 (2.13)
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As duas equagoes anteriores sao denominadas transformagoes de calibre. Ha varias
possiveis escolhas para a funcao f(x,t). Na literatura hd inimeros exemplos de calibres
adequados a problemas da eletrodinamica. Neste texto vamos nos concentrar no calibre de

Coulomb.

De acordo com as transformacoes de calibre, nao podemos alterar o rotacional do
potencial vetor, mas podemos escolher o divergente do mesmo da maneira mais adequada

possivel. Para entender isso perceba que
V-A-5V-A=V-A+ V% (2.14)

logo podemos adequar o divergente do potencial vetor as nossas necessidades. O calibre de

Coulomb consiste em torna-lo nulo, ou seja,
V-A=0. (2.15)

Isso reescreve as equacgoes que determinam ¢ e A da seguinte forma:

V3¢ = —4mp, (2.16)
1 0%°A 47 10
VA — T = oI T Ve (2.17)

Uma das vantagens do calibre de Coulomb é que o potencial escalar depende
exclusivamente da distribuicao das cargas.! Ainda neste capitulo, essa caracteristica serd
bem explorada para determinar os campos eletromagnéticos em uma regiao entre duas

placas condutoras descarregadas.

2.2 Densidade de energia eletromagnética

No estudo do efeito Casimir é necessario utilizar a energia contida nos campos
eletromagnéticos para determinar a energia do estado de vacuo. A energia contida nos

campos B e E pode ser determinada utilizando a for¢a de Lorentz,
v
F:q(E+><B), (2.18)
c

conjuntamente com a definicdo de trabalho, a lei da conservagao da energia e as equagoes
de Maxwell.

O trabalho realizado pelos campos eletromagnéticos para mover uma carga dq, com

velocidade v, em uma trajetéria dl é calculado da seguinte forma:

AW = dg (E+'Z x B) dl. (2.19)

Em TQC, adotar o Calibre de Coulomb implica na existéncia de duas polariza¢ées fotonicas.
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A contribuicao do trabalho é totalmente elétrica porque as componentes de F' relacionadas
ao campo magnético sempre sao ortogonais a trajetoria. Logo, a expressao do trabalho

torna-se:

dW = E - (dqu)dt = E - (pv)d*zdt = E - JdxdL. (2.20)

Consequentemente, a variacao temporal do trabalho realizado sobre todas as cargas ¢é
aw
= /d%E J. (2.21)

Utilizando a Equacao 2.4, podemos reescrever o produto E - J da seguinte forma:

[E-(VxB)—iE-aaf . (2.22)

o
47

E-J

Em [1] a seguinte relagdo do Calculo Vetorial é apresentada:
V. (ExB)=B-(VxE)—E-(VxB). (2.23)

Essa identidade conjuntamente com a Equacao 2.2 reescreve o produto E - J na forma

abaixo, que é mais sugestiva e adequada aos nossos propositos.

Ba=—[2

~o |5 (1P + |B|2)] - “v.(ExB). (2.24)

47

E esperado que a realizacido do trabalho dW varie alguma outra forma de energia

nao eletromagnética, ou seja,

aw o d o,
_ 2.2
= / PrE. (2.25)

onde &£ é a densidade de energia nao eletromagnética que varia por conta da realizacao do
trabalho dW. Ao comparar as duas expressoes encontradas para dW/dt, a Equacao 2.21
com a Equacao 2.25, a seguinte igualdade é obtida:
Cg/:i/d3x5:/d3xE-J:>8t [5+817r(|E|2+|B|2)} LV (;E><B> —0.
(2.26)
Essa expressao ¢ uma equacao de continuidade que garante a conservacao de energia do
problema em questao. O termo (| E|* + |B|?) /(47) é interpretado como a densidade de
energia eletromagnética, enquanto o termo no interior do gradiente ¢ a corrente de energia
que flui na superficie que contorna todo o volume especificado [1]. Em sintese, a expressao

abaixo é a energia eletromagnética em um volume especificado.

_ 1 3 2 2
B = gfd z(|EP +|BP) . (2.27)
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2.3 A quantizacao do campo eletromagnético

Adotando o calibre de Coulomb, na auséncia de cargas e correntes, o potencial
escalar ¢ pode ser considerado nulo, e a equagao que descreve o potencial vetorial (2.17)
adquire a seguinte forma:

10%A

VA — = = 0. 2.28
2 ot? (2:28)

Ou seja, A obedece a equagao de onda livre e admite solu¢oes na forma

A(zx,t) = getilt-ka), (2.29)

onde o vetor constante €, a frequéncia w e o vetor de onda k sao parametros que serao
determinados pelas restrigoes impostas a A. As solugoes acima quando aplicadas em (2.28)

geram a seguinte relacdo de dispersao®:

w? = k% (2.30)

Ao multiplicar a equacio acima por k%, recuperamos a relacio energia-momento
para fétons, isto é, a frequéncia e o vetor de onda estdo relacionadas a energia e ao

momento, respectivamente, de acordo com as seguintes identidades:

E = hw, (2.31)
p = hk. (2.32)

Falta compreender o significado do parametro e. Isso é alcancado encontrando o

divergente do vetor de onda:
V-A=0=¢e-k=0. (2.33)

Consequentemente, o potencial vetor é ortogonal ao vetor de onda, ou seja, para um
determinado vetor de onda k hé duas possibilidade de polarizagao: €1(k) e e2(k) (para

uma melhor visualizagao consulte a Figura 1), onde,

e (k) k=0 e (k) esk)=0,s (2.34)

Isso significa que uma solucao particular do potencial vetor carrega quatro niimeros
quanticos: um relacionado a polarizagdo da solucao (r) e trés relacionados as componentes

do momento (k,, k, e k).

A determinacao dos vetores de onda acessiveis ao sistema dependem do problema a

ser estudado. Nossa intencao é expressar A como uma série de Fourier. Tradicionalmente,

O termo relagdo de dispersdao pode ser utilizado para se referir a relagido entre o vetor de onda k e a
frequéncia w, ou para referenciar a relagao entre a energia F e o momento p. Nesta dissertacdo o termo
serd utilizado em ambos os contextos.
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v
=

-

&

Figura 1 — O vetor de onda k indica a direcao da propagacao da onda que descreve o
potencial vetor A. Para cada k ha duas polarizagoes ortogonais possiveis: &;
e €9. Esses vetores de polarizacao indicam a direcao do potencial vetor, sao
unitarios e ortogonais entre si.

esse procedimento é realizado impondo condi¢oes de periodicidade ao potencial vetor, algo
que as vezes é denominado de “normalizagdo na caixa” [2, 3, 4]. Em termos matemaéticos,
a condigao de periodicidade em uma caixa de volume V' = L,L, L, é expressa da seguinte

forma:

Ar,k(O,%Z,t) = Ar,k(any7Z7t)7 (235)
A, g(2,0,2,t) = Arp(x, Ly, 2, 1), (2.36)
A k(2,y,0,t) = A, g(x,y, L, t). (2.37)

O que discretiza as componentes do vetor de onda da seguinte maneira:

2 .
ki = 72”]

J

com n;=0,£1,£2, - (2.38)

Consequentemente, a expansao de A em uma série de Fourier é garantida, ou seja,

podemos expandir o potencial vetor como um conjunto infinito de osciladores independentes:

Az, t) =) ; F(r,k)e,. (k) {aT(k)e*i(“’“t*k'm) + a:(k)ei(w’““k'm)} : (2.39)

onde a,(k) e af(k) sao os coeficientes da expansao e podem ser determinados com as
condigbes de contorno apropriadas ao problema estudado; e o fator F(r, k) é algum nimero
real que definiremos futuramente para tornar o significado da energia do sistema mais

claro. Esse fator pode ter as propriedades que desejarmos, contando que seja independente
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das coordenadas espaco-temporais. E também importante notar que a expansao acima

garante que o potencial vetor seja sempre real.

Utilizando a definicao dos seguintes quadrivetores:

Mzﬁﬁ@ e x,=(ct,—x), (2.40)

C

a expansao de Fourier para o potencial vetor fica reescrita da seguinte forma:

= zkj F(r, k)e, (k) [ar(k)e ™ + a7 (k)e™" ] (2.41)

Aplicando a equagao acima nas equagoes (2.5) e (2.7), conjuntamente com o fato
do potencial escalar ser nulo na situacdo em questao, encontramos as expansoes em série

de Fourier para o campo elétrico E e para o campo magnético B:
E(z,t) =1 Z Z F(r ( ) e, (k) [ar(k:)e’ik”“ — a:(k)eik“m“} ; (2.42)
=i ZZF (k) x K] [ar(k)e ™" — ax(k)e™ ] . (2.43)

Aplicando as duas equagbes acima em (2.27) a seguinte expressao para a energia é
obtida:

n=5 Y 2 e [0 (e (k) + 0 () ()] (2.44)

Onde sua obtencao ocorre fazendo uso do seguinte conjunto de identidades:

o [y dujeikima)es — .5,

745

o F(r,—k)=F(r,k) = (w)l/Q;S

QVUJk
o wy = clk|;

o [e.(k) x k]-[es(k) x k] = k?0,s.

A expressao acima para F., tem uma estrutura idéntica a energia de infinitos
osciladores harménicos independentes [5], ou seja, podemos interpretar que a,.(k) é andlogo
ao operador de abaixamento, a(k) assume o papel do operador de levantamento. A
quantizacdo canonica da radiacao eletromagnética se faz promovendo os coeficientes
da série de Fourier, a’(k) e a.(k), a operadores de criacao e aniquilagdo de particulas,
respectivamente [4]. Se estendermos a analogia postulando que os operadores de criagdo
e aniquilacao obedecem a dlgebra de comutacdo dos operadores escada do oscilador
harmonico,

[aT<k’)7 al(q)] = 5r35kq; (245)

O fator F(r, k) é adicionado para normalizar a combinacao linear de solugdes que descrevem o potencial
vetor. As imposigoes feitas a este fator sao utilizadas para realizar a tarefa de normalizacao.
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entao a expressao do operador hamiltoniano em questao torna-se:

=2 Xk: he [di(k)&r<k) + ; : (2.46)

O espaco de agao do operador acima é o espaco de Fock, que contém todas as
configuragoes fotdnicas possiveis, isto é, o estado |n,.(k)) tem n fétons com polarizagao r
e vetor de onda k. O estado sem nenhum féton é denominado de estado de vacuo e sua

representagao ¢ |0).

Uma consequéncia imediata de todo o formalismo desta secdo é que a energia do

vacuo ¢ infinita, ou seja, o valor esperador do hamiltoniano no estado de vacuo diverge:

E; = (0] Huy [0) = Zhwk = > he(k2+k+ k?) — 0. (2.47)
kz,ky k-

A interpretacdo padrao para esse resultado é que a energia que medimos no mundo
fisico é a energia calculada fornecida pela teoria quantica de campos, menos a energia
divergente do vacuo. Essa diferenca entre dois niimeros infinitos oferece um resultado finito.

De certa forma, o que é medido sao as flutuagoes do vacuo.

Ao considerar uma caixa infinita, isto ¢, adotando L, = L, = L, =L >> 1,0

somatorio da equacao acima torna-se a seguinte integral:

"7 (2n)® /m b /m dy /m dhz k3 + ky + K. (2.48)

Expressando o vetor de onda em coordenadas esféricas, a integral acima fica reescrita

da seguinte forma:

E = (L;ic / dk / df / dok? senf) = L% / ARk, (2.49)

Esse resultado afirma que a energia do vacuo em todo o espago é infinita. Esse
infinito é nao detectdvel, mas possui um papel importante dentro da TQC.* A energia
divergente do vacuo é comumente utilizada para redefinir a energia que medimos, ou seja,
ao calcular a energia de alguma situacao fisica, o valor provavelmente sera infinito. Mas

essa divergéncia pode ser removida ao subtrair F; do resultado encontrado.

2.4 Efeito Casimir

Na secao anterior, a energia associada ao estado de vacuo foi encontrada aplicando

a condigao de periodicidade ao potencial vetor. O intuito dessa segao é discutir a energia do

E possivel que esse infinito seja apenas uma formalidade matema&tica, mas a interpretacdo padréo é
que o vacuo possui uma estrutura muito rica, formado por infinitos osciladores independentes no estado
fundamental. [2].
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vacuo associada a existéncia de duas placas extensas, condutoras, paralelas e descarregadas.
A area das placas é L? e a distancia entre as duas é a, com a << L. A Figura 2 é um
esquema da configuragao entre as placas. O sistema de referéncia adotado é o cartesiano,

com os eixos = e y paralelos as placas e o eixo z ortogonal a ambas.

z

A

e i

£ |

L

Figura 2 — Esquema de duas placas paralelas de 4rea L? e separadas por uma distancia a
(onde L >> a).

Na configuracao da Figura 2, a componente k, do comprimento de onda ¢ multiplo
de m/a, ou seja,

k,=—, com n=20,1,2--- (2.50)

Isso significa que na regiao entre as placas, a densidade de energia é menor que na regiao
externa. A justificativa disso é que entre as placas, apenas alguns comprimentos de onda
sao permitidos, enquanto na auséncia de placas, todos os comprimentos de onda sao
acessiveis. Essa diferenca de comprimentos de onda acessiveis produz o efeito de atracao
entre as placas. O proximo passo é demonstrar matematicamente essa caracteristica do

sistema.

Na se¢ao anterior encontramos que a energia do vacuo era o somatorio das energias
dos estados fundamentais dos osciladores harmonicos independentes que descreviam o
sistema. Considerando a discretizacao acima para a componente k,, essa energia assume o

seguinte valor:

2
Eo= Y ek + k2 + (”D | (2.51)

kz,ky,mn

Estamos assumindo placas com areas grandes, logo o somatorio em relagdo as componentes

k. e k, tornam-se integrais:

L?he [ 00 s nm\ 2
Fo=—5 /Oodkz/wdk:ynz::o K2+ 2+ <a> . (2.52)
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Essa expressao fica mais simples utilizando coordenadas polares:

L?he [ s nm\ 2
Fy = / kS (/R () . 2.
0 2 Jo nzz:o + a ( 53)

O valor de Ej é divergente. Na secao anterior descobrimos que a energia do vacuo

na auséncia de placas E; também divergia. O resultado surpreendente é que a diferenca

entre essas energias ¢ finita, e comumente denominada de energia de Casimir E, [2].

EC o EO — E] . 7'('2
L2 72003

= (2.54)

Com o resultado acima, podemos encontrar a forca que tende a aproximar as placas.

Essa forca por unidade de area é denominada pressao de Casimir e seu valor é

LE)EC B 2
12 da  240a*

P.= (2.55)

Esse resultado foi proposto teoricamente por Hendrik Casimir em 1948, e foi
detectado experimentalmente, com bom grau de precisao, por Steve K. Lamoreaux em
1997. No texto original de Casimir, apenas a quantizacao do campo eletromagnético foi
considerado. Mas o mesmo procedimento pode ser feito para todos os campos conhecidos.

Em [6], o efeito Casimir ¢ investigado para o campo de Klein-Gordon e de Dirac.
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3 EQUACAO DE DIRAC

A equacao de Klein-Gordon foi uma das primeiras propostas de uma teoria quantum-
relativistica. Inicialmente sua estrutura foi duramente criticada por dois motivos: a nao
existéncia de uma densidade de probabilidade com positividade definida e a possibilidade
de particulas livres com energia negativa. No ano de 1928, Paul Dirac propos uma equagao
relativistica que superava um dos aparentes fracassos da proposta de Klein-Gordon. !

Dirac propos o seguinte operador hamiltoniano?:

H=a p+pm. (3.1)
Onde p = —iV é o operador momento e m é a massa da particula. Nessa equacio, o
e [ sao quatro objetos matemdaticos determinados com a seguinte exigéncia: a dupla
aplicagdo do operador hamiltoniano na nova “fun¢do de onda” deve fornecer a equacao de
Klein-Gordon [3].

De acordo com a Mecanica Quantica Ondulatoria:

. 9 o 2
Aot 1) =i 2@, 1) = B0, 1) = — (e, 1) (3.2)

Adotando o hamiltoniano (3.1) a seguinte expressao é obtida:
07 — §(oﬂozk + a*a?)0;0, — im(a? B + Ba?)0; + m? 5| Y(z,t) = 0. (3.3)

A equagao de Klein-Gordon ¢é recuperada se as seguintes relagdes forem satisfeitas:

olaf + afal = 207%; (3.4)
o’ B+ Ba? = 0; (3.5)
Br=1. (3.6)

Essa nao é a algebra dos nimeros reais. Logo é natural admitir que estamos tratando
de uma algebra matricial. Em [3] é apresentado o seguinte conjunto de matrizes 4 x 4 que

obedecem as relagoes acima:

I 0 i [0 o
B_&)J) ea_(w 0) D

Onde 07 sdo as notoérias matrizes de Pauli e I é a matriz identidade 2 x 2.

Apés alguns estudos foi observado que a equagao de Klein-Gordon descrevia adequadamente particulas
sem spin. A densidade associada a essa equacio foi reinterpretada como densidade de carga [2]. Logo, a
equacao de Klein-Gordon admite conservagao de carga.

No capitulo anterior escrevemos explicitamente as constantes c e h. A partir de agora, utilizaremos as
unidades naturais: ¢ = h = 1.
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Definindo 7° = 3 e 4/ = Ba’, todas as propriedades envolvendo as matrizes 3 e o/

ficam sumarizadas na algebra de Clifford:

VAT A = 2g1, (3.8)

onde g" é o tensor métrico de Minkowski, dado por ¢ = diag(+1,—1,—1, —1). Pela
definicao das matrizes gama, a matriz 4° é hermitiana, enquanto as matrizes v* sdo anti-

hermitianas. Além disso, (1°)* = I ¢ (y%)° = —I. As formas explicitas das matrizes gama

o (I O i 0 o
7_<0—1) 67_(—aﬂ‘ 0)' 39

A equacao de Dirac é obtida ao aplicar o hamiltoniano (3.1) na equacao de

sao fornecidas abaixo:

Schrodinger dependente do tempo:
Hi(@,t) = idp(a,t) = [id, +ic/0; = mp| v = 0 = (i7"9, —m)p = 0. (3.10)

Onde o espinor v é uma matriz coluna de quatro componentes.

A equacao de Dirac tem todos os bons ingredientes de uma teoria relativistica:
tempo e espago sao tratados com o mesmo grau de importancia (propriedade denominada
simetria de Lorentz), existe uma densidade de probabilidade positiva-definida (informacao
explorada na se¢ao 3.1) e a relagio de dispersao da particula livre é dada por E? = p? +m?
(ver secao 3.3). Além disso, a informagao spinorial da particula estd contida na prépria
estrutura da equacao que determina o campo . Na mecanica quantica nao relativistica, a
existéncia do spin das particulas é um postulado feito para a descri¢ao tedrica concordar
com os experimentos. Nos estudos relacionados ao campo de Dirac a existéncia do momento
angular intrinseco da particula surge automaticamente, sem a necessidade de postulados

extras (isso é explorado na secao 3.2).

3.1 Conservacao de probabilidade e condicao de contorno do MIT

Na Mecanica Quantica convencional, o médulo quadratico da funcao de onda
¢é interpretado como a densidade de probabilidade de encontrar uma particula em um
ponto especifico do espago. A equacao de Dirac permite que a funcao de onda de Dirac
tenha uma interpretacao semelhante. Para demonstrar isso é preciso provar que existe
uma equacao de continuidade associada a equacao de Dirac, e que esta equacao permite
uma densidade de probabilidade positiva-definida. Essa demonstracao sera feita seguindo
os passos expostos em [3]. Primeiramente a equagdo de Dirac (3.10) é multiplicada por
¥ = 140 pela esquerda:

Wy 0, — mabah = 0. (3.11)
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Sequencialmente, o conjugado hermitiano de (3.10) é tomado e depois multiplicado por 1)
pela direita®:

i(0,0) v 4+ mypyp = 0. (3.12)

A soma das duas expressoes anteriores fornece a equacao de continuidade almejada:
Du(" ) = 95" = 0. (3.13)

A densidade de probabilidade j° é positiva-definida: j© = T > 0. Isso s6 foi
possivel porque a derivada temporal na equac¢ao de Dirac é de primeira ordem [2]. Uma
rapida digressao mostra que a derivada temporal na equacao de Schrodinger é de primeira
ordem, e sua interpretacao probabilistica ja era bem corroborada experimentalmente
no florescer da Mecanica Quantica Relativistica. A dificuldade da equacao de Klein-
Gordon ter a interpretacao probabilistica vem do fato que em sua estrutura a derivada
temporal é de segunda ordem. Segundo [2], Dirac percebeu que a derivada temporal que
descreve particulas relativisticas devia ser de primeira ordem. Isso o motivou a propor o
hamiltoniano (3.1). A Mecénica Quéntica inteira é baseada no conceito probabilistico, e
provavelmente Dirac e os outros fisicos da época nao estavam muito dispostos a abandonar

essa caracteristica fundamental da funcao de onda.

No decorrer da dissertacao estaremos interessados em explorar a dindmica do campo
de Dirac. A expressao campo de Dirac significa que ¢ ganha o status de operador, ou
seja, a perspectiva de fun¢ao de onda ¢ abandonada. Comumente o primeiro passo de uma
teoria quantica de campos é determinar a densidade de lagrangiana do modelo estudado. *
Com auxilio da equagao de Euler-Lagrange pode-se verificar que a seguinte lagrangiana

descreve o campo de Dirac:
L = P(iv"d, —m)y, (3.14)
onde 1 e 1) sdo tratados como campos independentes [4].

Sabe-se que a equacao de Dirac descreve férmions de spin 1/2 (isso serd melhor
explorado na préxima se¢ao). Uma questao que pode surgir é como aprisionar esses férmions
livres em uma regiao do espago? Esse é um problema bem comum em todas as areas da
fisica: no estudo de um gés ideal que ocupa um volume V' [7], a forga de atragao entre duas
placas descarregadas no vacuo [8] etc. Essa restrigao dos férmions é feita por uma condicao

de contorno denominada sacola do MIT, onde a particula sem massa ® est4d confinada em

Nessa etapa do processo é necessario utilizar a seguinte propriedade das matrizes gama: (’y")Jf = A0yi40,
Por simplicidade, ao longo do texto o termo lagrangiana é utilizada em detrimento de densidade de
lagrangiana. Isso é quase uma linguagem universal adotada nos livros de Teoria Quantica de Campos, e
raramente produz algum tipo de confusao. Normalmente nio se tem muito interesse na propria lagrangiana
e sim em sua densidade.

Em [9] a condigdo de sacola do MIT é desenvolvida considerando quarks leves. Essa é a referéncia para
a deducado que serd aqui desenvolvida. Este texto é tomado como referéncia porque no decorrer da
dissertacdo apenas férmions sem massa sdo considerados. A tnica excegdo é o desenvolvimento apresentado
na secao 3.3, onde férmions com massa sdo utilizados para uma melhor compreensao das solugoes da
equacao de Dirac.
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uma regiao esférica de raio R (a sacola) e é descrita pela seguinte lagrangiana:

£= {5 [0 — @udnte] - BYo(R—r) = Jdudr—R), (31

onde B é uma constante energética®, §(R —r) ¢ a funcio degrau que assume valor unitério
no interior da esfera e valor nulo no exterior, e é(r — R) é a funcdo delta de Dirac que
assume o valor nulo em todos os pontos do espago com excecao dos pontos situados na

superficie da esfera. Para uma melhor visualizacdo, consulte a Figura 3.

l

Figura 3 — Esquema da sacola do MIT. Nessa condi¢ao de contorno adequada para férmions,
as particulas estao restritas na regiao esférica de raio R. O versor n indica a
direcao normal a qualquer ponto na superficie da esfera.

A lagrangiana (3.15) tem uma estrutura diferente da lagrangiana (3.14), entretanto,

com o uso da equagao de Euler-Lagrange,

oL oL
o (50) =" 10

ambas geram a equagao de Dirac para particulas sem massa. A vantagem de (3.15) é que
sua estrutura confina o campo na regiao esférica da Figura 3. Esse é o papel da funcao

degrau e da delta de Dirac.

O primeiro termo que precisa ser determinado é

oL i

o = 5 O =) = S0l — ) (317)

O segundo termo necessario é

oL i,
50,7) =37 YO(R —r). (3.18)
Consequentemente,
oL b, oy by, J0(R — )
Oy (W) = —2’7 (D )0(R —) 27 wiax,, : (3.19)

Aqui néo estaremos interessados no valor de B. Sua expressdo ¢ encontrada em [9].
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A ltima derivada do lado direito tem suas sutilezas e por esse motivo calcularemos ela com
cautela. A sacola ¢ fixa, logo (R — r) nao tem dependéncia temporal, consequentemente,
O0(R —r)/0x° = 0. Quando v = j = 1,2,3 a derivada tem o seguinte valor:
_ 1/2 j
89%;7") - —5(3—7»)5; _ —5(3—7»);;], [;(xk)ﬂ = —3(R-1)" = ~5(R-r)(3Y,
(3.20)
onde 71 é o versor que sempre aponta para diregdo normal da superficie da esfera (Figura 3).
Definindo
n* = (0,n), (3.21)

os dois resultados encontrados da derivada da funcao degrau ficam sumarizados na seguinte

equagao:
JO(R — )
— = — ) 22
oy (R —1)n, (3.22)
Portanto, o segundo termo da equacao de Euler-Lagrange é
oL . .
), <a<aw>> = @R~ 1)~ (R - m,. (3.23)

Aplicando as equagoes (3.17) e (3.23) em (3.16) a seguinte relagao é obtida:

(7 0,5) B(R — 1) + 5 (ix"myp ) 6(r — ) = 0. (3.24)

Isso significa que no interior da sacola o campo obedece a equagao de Dirac para particulas

com massa nula,
i7" = 0, (3.25)

e na superficie da sacola o campo fermionico obedece a relacao de contorno do MIT:
77Dsacola = i’yunu'@bsacolw (326)

O incrivel é que partimos do pressuposto que o campo de Dirac descrevia particulas
sem massa e estavam confinados na regido da sacola (no interior da esfera da Figura 3).
Mas, a condicao de contorno acima também confina o campo fermionico com massa. Para
mostrar isso faremos uso da corrente fermiénica (3.13) conjuntamente com a condigao de
contorno (3.26):

j:acolanu = lﬁsacolafyun,uwsacola = djsacolaf}/unu (Il’fyynuwsacola) . (327)

Utilizando a identidade (7“)Jr = 70v#~% [3], podemos reescrever a condi¢io de contorno do

MIT da seguinte forma:
djsacola = _iizsacolafy#n,u- (328)

Essa equacao aplicada na expressao da corrente (Equacao 3.13) fornece o seguinte resultado:

jéfa,colanu = (_iqﬁsacola’yynl/) ’Yun,uwsacola' (329)
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Adicionando as expressoes (3.27) e (3.29), a seguinte equagao é obtida:

(J'n,). . =0, (3.30)

sacola

A equacgao acima significa que a componente da corrente j# que é perpendicular
a sacola zera na superficie da mesma, confinando o campo fermiénico nessa regiao. Fica
entao concluido o estudo tedrico do confinamento do campo de Dirac em uma regiao
do espaco. E claro que esse confinamento vai gerar estados ligados. Se a particula for
livre nao ha discretizacao, isto é, o momento da particula vai poder assumir qualquer
valor. Entretanto, uma particula confinada nao goza desse liberdade. Entao, a condicao
de contorno do MIT wvai discretizar a componente do momento ortogonal a superficie da

sacola, e por consequéncia a energia da particula também ¢ discretizada.

3.2 A interpretacao da funcao de onda de Dirac

H& intimeras formas de argumentar que o campo de Dirac descreve particulas
de spin 1/2. Em [2] é feito o uso do operador helicidade para convencer o leitor dessa
caracteristica importante da equacgao de Dirac. Em [10] a ferramenta de analise utilizada
para relacionar ¢ a particulas de spin meio é o limite nao-relativistico. Achamos essa

segunda abordagem muito rica e por isso a utilizaremos.

De acordo com [10], o hamiltoniano de Dirac ao sofrer uma mudanga denominada
acoplamento minimo descreve uma particula na presenca de um campo eletromagnético.
Vamos supor que essa interacao seja exclusivamente magnética, logo, o hamiltoniano

adequado a essa situacao é

A

H=a-(p—qA)+pm=a- 7+ pm, (3.31)

onde ¢ é a carga da particula e A é o potencial vetor associado ao campo magnético
B =V x A.

O proximo passo é encontrar os autovetores desse hamiltoniano. Como o autovalor
deve ser a energia da particula, vamos denota-lo por E. Ja os autovetores sao matrizes

colunas com quatro componentes.

ﬁw:m:( " a'ﬁ)(gp):E(@) (3.32)
o-T —m X X

A equacgao acima fornece duas equagoes acopladas que relacionam as matrizes ¢ e

o-7 o7t
— e frg
E—i—mgp 14 E—-—m

X X. (3.33)

No limite ndo relativistico, onde m? >> p?, a soma E + m ~ 2m e a diferenca

E — m é a energia classica das particulas, a mesma energia que surge na equacao de
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Schrodinger independente do tempo e por esse motivo denotamos Fg = E — m. Essas

informagoes reescrevem as equagoes acima na seguinte forma:

o7 o7
X="F5 ¢ e ¢=—7p—X (3.34)
S

2m

A substituicdo da primeira equacao na segunda fornece a igualdade abaixo.

1 2
Esp=— (o -7) ¢ 3.35
SP Qm( )¢ ( )
Desejamos obter uma forma mais sugestiva do termo (o - 7?)2. Primeiramente
expandimos o produto:

(o - #)? = SupOeao o, (3.36)
A algebra de comutacao e anti-comutacao das matrizes de Pauli fornecem a seguinte
relagao:
[0, 0] 4+ {0%, 0} = €™ + 26% = 0°0° = iegupo™ + 5°°. (3.37)
O que reescreve (o - #)° da seguinte forma:

d

A

2 . b
(0 - 7)° = bapleq (i€aerc™ + 5‘“) s
d

= Z-eackak/f\ra’frc + 5ab5adﬁbA (338)
=io - (ft X 7t) + 7%
Aplicando a equagao acima em (3.35) a seguinte relagao é obtida:
Eg):i[fr?ﬂa-(frxfr)}go (3.39)
Vamos explorar um pouco a agao do operador 7t X 7t na matriz .
AxXTp=(P—qA)x (P—qA)p=—q[px A+ Axply
= —q|—iV x (Ap) —1A x (V
[ (Agp) (V)] (3.40)

=ig[(V x A)p — A x (V) + A x (V)]
=1iqBo.

No desenvolvimento da equacao acima foi utilizada a seguinte relacao do célculo

vetorial exposta em [5]:

V x (pA) =p(V x A)—Ax (V). (3.41)

A aplicacao da (3.40) em (3.39) fornece a equagao de Schrodinger independente do
tempo para uma particula de spin 1/2, com carga ¢, interagindo com um campo magnético

B e com razao giromagnética ¢/2m [10]:

Esp=|—7"——0 Bl (3.42)
m
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Esse resultado é muito esclarecedor. A equagao de Dirac no limite nao-relativistico
recai na descricao de particulas quénticas de spin 1/2, o que nos fornece uma forte
argumentacao para interpretar a funcao de onda de Dirac como um objeto matematico
que contém todas as informacoes acessiveis para essas particulas fermionicas num regime
relativistico. E importante frisar que essa visao se sustenta experimentalmente. Para
um melhor detalhamento de concordancia entre a interpretacao tedrica dada e os fatos

experimentais consulte [2, 3, 4].”

Outro ponto relevante a ser reforcado é que a maneira aqui exposta nao ¢ a tnica
forma de argumentar que o campo de Dirac esta associado a férmions de spin 1/2. Em [4]
o teorema de Noether é utilizado para argumentar sobre a natureza spinorial do campo de
Dirac. Como ja foi citado, em [2] o operador helicidade é a principal fonte de argumenta da
interpretacao discutida. Essa argumentacao fazendo uso do operador helicidade também é

encontrada em [3, 11].

E esperado que uma teoria cientifica mais abrangente recaia numa mais restrita
quando aplicada as condi¢oes que garantem a funcionalidade da mesma. A Equacao 3.42
mostra claramente isso. Nas condig¢oes que definem uma fisica nao relativistica, a equagao

relativistica para as particulas de spin 1/2 recai no caso “classico”.

3.3 Estudo da particula livre e o campo de Dirac

Na secao 3.1 foi discutido que o campo de Dirac admite uma densidade de probabili-
dade positiva definida, que é interpretada como a probabilidade de encontrar uma particula
em um ponto do espago. Como ocorre na Mecanica Quantica, é exigido que a funcao de
onda de Dirac seja continua, caracteristica oriunda da conservacao de probabilidade. A
existéncia da densidade positiva definida nos permite normalizar v e realizar uma série
de procedimentos padroes de uma teoria quantica. Na secao 3.2 uma andlise do limite
classico evidencia que o campo de Dirac descreve particulas relativisticas com spin 1/2,
logo seu uso é adequado para escrever elétrons. Nesta secao é dada continuidade ao estudo

do campo definido por (3.10).

O objetivo é encontrar o conjunto de fungoes que obedecem a Equacgao 3.10. A

equacao é linear, entao nada mais natural procurar solu¢oes na forma de ondas livres,
Y = Nuexp(—ik,a"), (3.43)

onde k, ¢ um quadrivetor, NV ¢é a constante de normalizagao e u é o spinor constante da

solucdo, e a estrutura de todos sera determinada futuramente. A equacao acima aplicada

De fato, a Equagdo 3.42 corresponde a generalizagdo da equagdo de Schrodinger, feita por Pauli [10],
baseada no experimento de Stern-Gerlach.
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em (3.10) fornece a seguinte relacao:
(Yky —m)u=0. (3.44)
Como a solugao desejada é a nao trivial, o quadrivetor k* obedece a seguinte identidade:
Yk, =m = YV kk, = m® = k, k" =m®. (3.45)

Mas essa equagao é exatamente a relacdo que o quadrimomento p* = (| E|, p) deve obedecer.
Logo, o quadrivetor k* é o quadrimomento.® Essa solucao é autovetor do operador H com
autovalor |E|. Entao existem infinitas solugoes que obedecem a equagao de Dirac, cada
uma carregando um indice quantico relativo ao momento da particula descrita, isto &, 1,

que representa uma particula com momento p e energia E, = /p? + m?.

O proximo passo é determinar a forma do spinor u = coluna(yp, x). Para isso

utilizaremos a estrutura das matrizes gama e a Equacao 3.44:

(Ep —m) o'p; @

(Y'py —m)u=o0= .
. —o'p; —(Ep +m) X

=0, (3.46)

onde o spinor ¢ sera determinado na ortonormalidade dos estados e o spinor y obedece ao

seguinte vinculo:
a'pi

S 3.47
E, +m? (3.47)

X:

A densidade de probabilidade 11 fornece o molde para normalizacdo da funcio

de onda de Dirac:

p? 2VE
Sl =1= NPV ol +xTx| = INPVele [1+ ———| = |N|? Pt
/V Yy INPV [¢fo +xTx] = INPVelp (B, +m)? | IEP PP

(3.48)

m 1/2
(V E) | (3.49)

Definindo N da seguinte forma:

N

a expressao da normalizacdo torna-se:

2m [Ey4+m [ 1 [E,+m [ 0
7 oo =1= = =2 S e . 3.50
Ep+mS0<P ©1 om 0 ou g - ) ( )

A relagao entre o quadrimomento p* e o quadrivetor k* é p* = hk*. Em unidades naturais, esses dois
quadrivetores sao idénticos.

Nessa etapa do texto é utilizado a normalizagido do Bjorken-Drell [11]. Infelizmente essa normalizacao
apresenta dificuldades para massa nula. No Capitulo 5 as solugbes da equagdo de Dirac modificada para
um sistema com violagdo de simetria de Lorentz serdo encontradas. Os passos desses calculos serdo muito
semelhantes aos apresentados aqui. Mas 14 os férmions sdo leves e podem ter suas massas desprezadas,
por esse motivo nao utilizaremos a normalizacao aqui apresentada nessa futura situagao. Dependendo do
objeto de estudo, as normalizacoes utilizadas devem ser adequadas ao problema. Isso ndo gera nenhuma
consequéncia na fisica. Uma alteracdo na constante de normalizagao altera o spinor, e essas ambas
alteracgoes acabam se ajustando e oferecendo sempre os mesmos resultados.
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A equacao acima afirma que uma particula com momento p pode possuir duas
polarizacoes distintas, entdao a fun¢do de onda para uma particula carrega quatro nimeros
quanticos: trés relativos as componentes do momento p e outro relativo a polarizacao
da solucao r = 1,2. Como a solu¢ao encontrada até o momento é auto-valor de H com

energia F,, vamos denota-la da seguinte forma:

1/2
vy = <‘%> ur(P) exp(—ipu"), (3.51)

onde u, = coluna(p,, ;). As expressoes para X, sao encontradas aplicando as expressoes

obtidas de ¢ e ¢y em (3.47). Suas expressoes explicitas sao fornecidas abaixo:

X1 =- . e X2=-— T (352)
2m(E, +m) \ P+ ipy 2m(E, +m) —P-

Uma caracteristica surpreendente da Equacao 3.10 ¢ a existéncia de solugoes que

sao autofungoes do operador hamiltoniano com autovalor —|E| = —E,. A interpretacao
padrao da Teoria de Campos para essas solugoes de energia negativa é que elas descrevem
anti-particulas, que sao objetos fisicos com cargas opostas as particulas. Um exemplo que
ilustra isso é o positron, que tem a mesma massa do elétron e sua carga é —e [11]. Uma
verificagdo direta, que segue passos analogos aos que geraram a Equacao 3.51, mostra que

as antiparticulas sao descritas pela seguinte fungao de onda:

(-) m \"? —
Vrp = VE, v (p) exp(ip,a”). (3.53)

Onde foi mantida a normalizacao encontrada no caso de energia positiva. As matrizes
v1(p) e vo(p) s@o os espinores associados as solugoes acima, suas estruturas podem ser

determinadas resolvendo a seguinte equacao:
(v"p" +m)v.(p) = 0. (3.54)
Entretanto, na literatura é usual encontrar a equacao acima na seguinte estrutura:

("9 +m)vs(p)]" = 0 = 0.(p) (vpy +m) = 0. (3.55)
Onde a seguinte notacdo padrao foi utilizada: v, = vi1°.

A forma explicita para os espinores v, segue o procedimento analogo ao que foi

realizado para obter os espinores u,. Em [3, 8| esses calculos sao realizados.

Nao sera dada continuidade a abordagem de func¢do de onda para as solugoes da
equagao de Dirac. O conjunto de solugdes encontradas sdao a base do operador ¢ definido

como se segue [4]:

m O\ /2 | A |
= ; ; (VEP> {@r(P)m(P)G_”’“W + dl(p)vr(p)e’p“xu] : (3.56)
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A solucao geral de uma equacao linear é a combinacao linear de todas as solugoes
particulares. A equagao acima promove a funcao de onda 1 a um operador que age no
espaco de configuragoes. O operador é.(p) destréi uma particula e aAll cria uma antiparticula
com momento p e polarizacao r. Essa expansao é semelhante a realizada no Capitulo 2,
significando que a equagao de Dirac estd sendo tratada como uma equagao de campo. Isso
fica bem claro ao analisarmos a equacao acima, onde o campo ¢ tratado como osciladores

independentes e que tem como parametro o tempo e o espaco.

Para entender o processo de criagao de particulas e o de destruicao de antiparticulas
é necessario definir o seguinte campo:

1/2

=0 =Y (F ] [dEnme " +dmunmenr], (357

onde afr(p) destréi uma antiparticula e ¢/ (p) cria uma particula com momento p e

polarizacao r.

Na TQC os operadores de campo em conjunto com técnicas de solugoes pertur-
bativas sdo utilizados para resolver uma série de problemas que a Mecanica Quantica
nao-relativistica é incapaz de tratar adequadamente. Processos de colisao que geram ou
destroem particulas s6 podem ser entendidos nesse formalismo, por exemplo. O campo
fermidnico acoplado com o campo eletromagnético fornece uma das teorias mais robustas
da fisica: a Eletrodindmica Quéantica (EDQ).

O processo de promover as func¢oes de onda em operadores, muitas vezes denominado
de segunda quantizacdo, gera resultados muito precisos. Antes do desenvolvimento da
EDQ), os fisicos tentavam entender o motivo de uma discrepancia energética entre alguns
orbitais do atomo de hidrogénio. Alguns desses orbitais deveriam ter as mesmas energias,
mas em acuradas medigoes experimentais era constatado desvios dos valores teoricamente
esperados. Esse fenomeno, denominado desvio de Lamb, s6 pode ser entendido com o uso

da EDQ em conjunto com outras técnicas da TQC [4].

A necessidade da segunda quantizacao vem das lacunas do modos operandi da
Mecanica Quantica. O tratamento de funcao de onda é incapaz de fornecer explicagoes a
diversos fendmenos ja citados nessa dissertacao. Expandir ¢ como uma série de Fourier e
converter essa série a operadores, a primeira vista parece algo arbitrario ou mesmo sem
sentido. Entretanto as confirmacoes experimentais das informacoes fornecidas pela TQC
sao inegaveis. Em geral, a comunidade fisica estd convencida que o processo de quantizar

os campos ¢ a melhor forma de entender processos fundamentais.

No capitulo anterior foi comentado que a algebra dos operadores de criacao e
aniquilagdo do campo eletromagnético era uma &algebra de comutadores. Para o caso
fermionico essa algebra torna-se uma algebra de anticomutacao. Isso faz sentido porque um

sistema composto por dois férmions idénticos quando tem as posicoes trocadas geram uma
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funcado de onda antissimétrica ao caso anterior. Isso é o caracter estatistico dos férmions
[5, 7]. Entdo, ao trabalhar com os operadores de cria¢ao e aniquilagao fermidnicos as

seguintes relagoes devem ser obedecidas:

{c:(p),cl(@)} = {d:(p),dl(q@)} = 0rsOpq; (3.58)
{c:(p), cs(@)} = {d,(p), ds(@)} = {cl(p), cl(q)} = {di(p), dl(q)} = 0; (3.59)
{c:(p), ds(@)} = {cl(p).d\(@)} = {c:(p),dl(q)} = {cl(p), ds(q)} = 0. (3.60)

Nas equagoes acima a indicacao de operador foi omitida. Essa serd uma prética
aderida em todo o restante do texto. Isso agiliza, simplifica e descarrega a notacao
inimeras vezes. Normalmente, nos desenvolvimentos envolvendo TQC, os operadores e
os autovalores correspondentes a esses operadores nao sao facilmente confundidos. Essa
postura de permitir que o contexto diga se a letra utilizada é ou nao um operador é

adotada em muitos livros de Mecanica Quéantica e de Teoria Quantica de Campos.

Os operadores acima definidos atuam no espago de Fock, de forma semelhante aos
operadores de criagao e aniquilagao fotonicos. O estado de vacuo |0) é entao definido como

o estado que obedece as seguintes relagoes:
e (p)[0) = d,(p) [0) = 0. (3.61)

O estado de um férmion de momento p e polarizacao r sao obtidos pela acao dos operadores

de criagao no estado de vacuo:
ci(k) |0) = |17, p). (3.62)

Com a algebra dos operadores de criacao, podemos verificar que o formalismo

desenvolvido esta de acordo com a estatistica de Fermi-Dirac:
ch(k)el(q) [0) = —cl(a)el (k) [0) = [1rp; 1sq) = — [1sg; 1rp) . (3.63)
A consequéncia imediata da expressao acima é o principio de exclusao de Pauli:

|1rp; 1rp) = 0. (3.64)
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4 MODELO DE VIOLACAO DE LORENTZ
DE HORAVA-LIFSHITZ

Ha varios fenomenos fisicos que s6 podem ser satisfatoriamente entendidos quando as
solugoes das equacoes que descrevem particulas relativisticas sao consideradas campos que
agem no espaco de Fock [2]. No Capitulo 2 foi discutido um desses processos denominado
efeito Casimir, que descreve a atracao entre duas placas descarregadas no vacuo. Essa
atracao é explicada como uma flutuacao na densidade da energia do vadcuo na regiao
entre as placas. A riqueza estrutural do vacuo é uma caracteristica inerente a uma teoria

quantica de campos (TQC), que ndo tem andlogo na mecanica quantica padrao.

A Mecanica Quantica Relativistica falha ao adotar a perspectiva de fun¢ao de onda
porque exige a conservacao do ntimero de particulas [2]. Na relatividade, os processos
interativos podem destruir ou criar particulas, algo que também ¢é intrinseco ao processo

de segunda quantizacao [4].

A TQC é extremamente robusta e oferece inimeros exemplos do poder de sua
estrutura tedrica. Normalmente os processo fisicos nesse formalismos sdo estudados utili-
zando a aproximagao perturbativa, conjuntamente com o processo de segunda quantizacao.
A EletrodindAmica Quéantica (EDQ) perturbativa é uma estrutura da TQC relacionada a
quantizacao do campo de Dirac acoplado ao campo eletromagnético, que descreve muitos
processos envolvendo elétrons, pésitrons e fotons [4]. Entretanto, a EDQ perturbativa
possui infinitos em suas descri¢oes dos processos fisicos. Ha trés exemplos notaveis dessas
divergéncias na EDQ em [4]. O primeiro exemplo ¢ o infinito associado ao processo de
propagacao de um férmions que emite um féton virtual e em seguida absorve esse féton.
O segundo exemplo ¢ a divergéncia relacionada a um féton que perturba o vacuo e faz
com que uma particula e uma antiparticula virtuais sejam criadas e em seguidas aniqui-
ladas. O terceiro exemplo ocorre quando um férmion emite (ou absorve) um féton real
conjuntamente com a emissao de um féton virtual, em seguida emite o férmion absorve o
mesmo foton virtual. Esses trés infinitos sao utilizados para redefinir a carga e a massa do

elétron. Essa redefinicdo absorve os infinitos, em um processo denominado renormalizagao.

E exigido que todos os campos sejam renormalizados, isto é, os infinitos que surgem
nos processos interativos sejam classificados em um ntmero finito de tipos, utilizados para
redefinir grandezas fisicas. As interacoes eletromagnéticas, forte e fraca sao renormalizaveis,
enquanto o campo gravitacional nao é [12]. Afirmar que a gravidade quantica nao é
renormalizavel é o mesmo que admitir que sua estrutura demanda que infinitos parametros
fisicos sejam redefinidos. Contudo,é desejado que todos os campos fundamentais sejam

quantizados, logo um dos pontos em abertos da Fisica Tedrica atual é compatibilizar a
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Relatividade Geral com a Teoria Quantica de Campos.

Existem diversas propostas para quantizar a gravitagao. Todas sao extremamente
ousadas e propoe mudancgas drasticas em algumas concepg¢oes fundamentais. Um exemplo
disso é a proposta de discretizacao do espaco e do tempo, denominada Loop Quantico.!
Outro modelo que vem ganhando bastante destaque é a Teoria das Cordas, onde as
estruturas fundamentais da matéria sao as cordas, objetos que vibram, e um dos estados de
vibragao estd relacionado a gravidade [13]. H4 modelos que também quebram a isotropia
do espago-tempo. A isotropia pode ser violada detectando que em altas escalas de energia
o universo apresenta uma dire¢ao preferencial [14], ou que nessa escala energética o espago
e tempo sao assimétricos e reescalonados de formas distintas [15]. Essas duas tltimas

hipéteses violam o igual tratamento do tempo e espaco da Relatividade Restrita. 2

Quando se procura medir uma variavel dindmica é necessario utilizar uma escala
adequada para a grandeza em questdao. Sempre que existe um processo adequado de
reescalonamento nas grandezas fisicas também é esperado nao haver mudangas nas leis da
natureza que governam esse fendmeno [12]. Isso significa que, em principio, as teorias de

campos devem ser invariantes por transformacoes de escalas.

Para o campo de Klein-Gordon sem massa a transformacao de escala t — At e

X — Ax nao modifica a equagdao do movimento:
1 pl
0,0"¢p = 0,0 ﬁgb =0. (4.1)
O mesmo ocorre para o campo de Dirac sem massa:

Y o) = i’y“@ui\w =0. (4.2)

Evidentemente, o pardmetro A é uma constante que nao depende das coordenadas
espaciais ou temporais. E importante frisar que nas duas equagoes acima, o tempo e o
espaco sao reescalonados da mesma forma, o que mantém a invariancia de Lorentz das

equacoes relativisticas.

A proposta de Horava-Lifshitz (H-L) é admitir uma assimetria de reescalonamento
entre o tempo e o espago [15]. Em seu modelo, as equagoes que tem simetria por reesca-
lonamento tempo-espacial sao invariantes quando as seguintes mudancas de escalas sao
aplicadas:

t— 0t e x—bx, (4.3)

Na TQC convencional o espago e 0 tempo sdo varidveis continuas.

A Teoria da Relatividade Especial de Einstein exige que tempo e espago sejam tratados no mesmo pé de
igualdade [16]. Isso significa que as poténcias que envolvem a posi¢ao e o tempo devem ser da mesma
ordem. O cerne de uma teoria de campo é conciliar a mecénica quintica com a relatividade restrita.Assim,
qualquer teoria de campos deve, em principio, ser invariante por meio das transformacoes de Lorentz.
Essa importante exigéncia relativistica é denominada simetria de Lorentz. As equacoes de Klein-Gordon e
de Dirac sao exemplos cldssicos de teorias que obedecem essa simetria [3].
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onde £ > 1 é um parametro denominado expoente critico.

Infelizmente, esse reescalonamento nao deixa as lagrangianas de Klein-Gordon e

Dirac para campos sem massa invariantes®:

]. ! ]. ]. / 1 / ; !/
Lxa = §8u3“¢ — Lya = BY ﬁ(aﬂﬁ )? + ﬁ(&gh )(0°9)], (4.4)
Lo = i7" 00 — Ly = 700 + 0y 050 (4.5)

O que consequentemente muda a equacao de movimento dos campos em questdao. A
equagao de movimento nao é alterada quando a mudanca de escala faz a nova lagrangi-
ana ser proporcional a lagrangiana nao-reescalonada, ou seja, apenas uma constante de
proporcionalidade deve distinguir £ de £

Entao, na teoria de H-L as lagrangianas que descrevem os campos de Klein-Gordon e
de Dirac devem ser modificadas para apresentar invaridncia por reescalonamento. Utilizando
as discussoes apresentadas em [17, 18], podemos escrever a seguinte lagrangiana compativel

com a quebra de simetria de H-L e que descreve um campo escalar sem massa:

Lra = 5 { (@00 ~ 7 [(00)@'9)]°}- (4.6)

Onde [ ¢ um parametro adicionado para deixar todas as parcelas da igualdade acima com
unidade de densidade de energia. O parametro £ é denominado expoente critico e esta

associado a forma da violagao de Lorentz.

O reescalonamento (4.3) torna a lagrangeana acima invariante e reescalona a prépria

lagrangeana da seguinte forma:

1
Lxa — ﬁEKG- (4.7)

Em [18] ha uma discussao que nos permite escrever a seguinte lagrangeana para

férmions sem massa e compativel com a violagao de Lorentz do tipo H-L:
— b lin0a, 4+ €151 (A90.)°
Lp=1 [w O + %1 (7 Bj) ] 1. (4.8)

O reescalonamento (4.3) torna a lagrangeana acima invariante e a reescalonada da

seguinte forma:
1

ED—>b5

Lop. (4.9)

De certa forma, na proposta de Horava-Lifshitz abre-se mao da invaridncia de

Lorentz para manter a invariancia por reescalonamento. Um questionamento natural que

Considerar campos com massa nao ¢ importante para os desenvolvimentos dessa dissertagdo. Em todo o
restante do texto a discussao sera restrita a campos fermidnicos relacionados a particulas leves, onde a
massa pode ser desconsiderada. E claro que isso é apenas uma aproximacao, atualmente é desconhecido a
existéncia de qualquer férmion sem massa.
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surge é a real necessidade de considerar uma assimetria entre o tempo e o espago. A
questao central é quantizar a gravitagao e os modelos que aparentemente conseguem
realizar esse feito sempre envolvem algum tipo de violagao da simetria de Lorentz, seja uma
violagdo muito drastica® ou mais leve®. Em [14], V. A. Kostelecky e S. Samuel exploram a
possibilidade da violagao espontanea da simetria de Lorentz na Teoria de Cordas. Nesse
formalismo, essa violagao ocorre na escala de Planck. Como essa escala ainda é inacessivel
aos aceleradores de particulas atuais, a deteccao direta desse possivel fendmeno ainda nao

foi feita.b

Essa dissertacao nao se trata de comparar ou discutir esses inimeros modelos de
quebra de simetria de Lorentz. Os comentéarios anteriores servem de motivagao para a
investigacoes desse tema. Aqui, a Unica forma de violacao de Lorentz que sera explorada é
a proposta por Horava-Lifshitz, que trata espago e tempo com pesos diferentes e exige
que as lagrangianas para os campos escalares e fermionicos sem massa sejam modificadas,
mas preservam a invariancia por reescalonamento assimétrico entre o tempo e o espago
(Equagao 4.3).

O modelo de H-L é uma estrutura de violagdo forte da simetria de Lorentz.

Em [14], a violagdo de Lorentz tratada é mais amena que a violagdo proposta por H-L em [15].

No universo jovem é possivel cogitar que a densidade de energia fosse tao intensa ao ponto de haver a quebra
de simetria de Lorentz. Existem alguns trabalhos que utilizam essa premissa para buscar indiretamente
os valores numéricos dos pardmetros da violagdo e as suas consequéncias. Essas inferéncias envolvem
observagoes de fendmenos drasticos da natureza, como buracos negros, ou a busca de alguma espécie
de radiacao residual. Esses temas fogem do escopo dessa dissertacdo. Para um esclarecimento desses
intrigantes pontos da fisica tedrica consulte [19].
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5 CAMPO DE DIRAC COM VIOLACAO DE
LORENTZ

O objetivo principal desse capitulo é encontrar as solugoes normalizadas da equagao
de Dirac modificada considerando a violacao da simetria de Lorentz, adotando a prescrigao

de H-L. Nesse contexto, a densidade de lagrangiana é dada por:
— b lin0a, 4+ €151 (~90.)
L=1 [w O+ #1571 (10 ] . (5.1)

Essa lagrangiana serve para descrever a dinamica de um campo fermiénico sem massa 1)
e trata as coordenadas espaciais e temporais com pesos distintos. Como foi discutido na
se¢ao anterior, sua construgao segue o modelo apresentado em [18] e abre mao da simetria
de Lorentz para conservar a simetria de reescalonamento proposta por H-L (Equagao 4.3).
Esse tipo de violagao é muito intensa e o seu principal é o parametro expoente critico &,
que assume apenas valores inteiros positivos. Quando & = 1, a lagrangiana acima descreve
o campo de Dirac padrao para férmions sem masa. O parametro [ possui a func¢ao de
manter todas as parcelas da igualdade acima com a mesma dimensao, ou seja, [ tem

dimensao de comprimento.

Com a equacao de Euler-Lagrange encontramos a equacao que descreve a dinamica

do campo
[iyoat e (yjaj)g] b= 0. (5.2)
Essa equagao tem estruturas diferentes dependendo do valor considerado para o expoente
critico. Essas estruturas podem ser resumidas em dois grupos: quando £ assume valores
pares e impares. Essa classificagdo tem origem na algebra de comutacao das matrizes de

Dirac, somo sera visto a seguir.

Quando £ assume valores pares, a parte diferencial espacial da equacdo acima fica
reescrita da seguinte forma:

, /
(va) v =(raa) = (L {rrtaa) v= (79w 63

Consequentemente, a equagao que descreve o campo 1 nessa situagao é

{moat 4 €t (_VQ)S/ 1 Y = 0. (5.4)

Para valores impares de £, a parte diferencial espacial da equagao (5.2) assume a
seguinte forma:

e-1 -

(Vo) o= |(vo,)] T o =0 (-v7) T v, (55)
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Portanto, a equacado que descreve o campo 1) nesse contexto é

£-1

[woat +i81E170; (-V?) 7 1 W = 0. (5.6)

As estruturas das equagoes (5.4) e (5.6) sdo muito diferentes. Isso motiva estudar

separadamente as solucoes pares e impares. Entretanto, ambas equagoes aceitam solucoes

¥(z) = ( o) ) e, (5.7

x(x)

onde p(x) (solugao “up”) e x(x) (solugdo “down”) sdo matrizes 2 x 1 associadas ao estado

na forma

espinorial da solugao considerada. A variavel E indica a energia da solugao. Como padrao
em uma teoria quantica de campos, ha solucdes com energia positiva, 1t com F = w > 0,

e solucdes com energia negativa, (7 com F = —w < 0.

5.1 Forma funcional do campo fermiénico quando ¢ assume valores

pares

Assumindo £ = 2,4,6,8,--- e adotando solugoes na forma (5.7), a equagao (5.4)

gera as seguintes equagoes diferenciais parciais:

Ep+ 1571 (V2)£/2 ©
£/2
X

0: (5.8)
0.

Ex — 157 (V?) (5.9)

E extremamente interessante que a estrutura das equacdes acima se assemelham
mais ao caso bosonico padrao que o fermibnico. A equacao de Dirac sem violagao de
Lorentz gera equagoes acopladas entre ¢ e x com dependéncia explicita das matrizes de
Pauli [3]. J& as solugdes da equagao de Klein-Gordon (K-G) nao apresenta nenhuma espécie
de dependéncia com as matrizes de Pauli.! Além disso, na equaciao de K-G o operador
diferencial que surge ¢ o laplaciano. Tudo isso revela algo surpreendente: se o expoente
critico for par os férmions tem um carater muito semelhante aos bdosons. Essa semelhanca

se estende por todo o desenvolvimento dessa secao.

No conjunto de equacoes acima nao ha potencial associado, consequentemente, as
solugoes ¢ e y devem possuir a forma funcional de ondas livres, ou seja, se 0 momento
da onda livre for k entdo VZp = —k*p e V?y = —k*x. Nessa conjuntura, esse par de

equagdes pode ser reescrito da seguinte forma:
2
[E it (<) } o =0, (5.10)

{E e (—k2)5/2} X =0. (5.11)

Nao hé sentido haver matrizes de Pauli nas solugbes de Klein-Gordon porque o spin dos bdsons descritos
por ela é zero [4].
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Diferenciando a natureza energética das solucoes, as equacoes acima ficam reescritas

da seguinte forma:

[w + 6! (—k2)£/2 e® =0, (5.12)
{wﬂF 6 (—k2)£/2 X

onde o indice superior (+) referem-se a solugoes de energia positiva e energia negativa.

=0, (5.13)

2
O sinal de (—k2>§/ alterna dependendo do valor de £&. Quando o parametro [ é
positivo ? a alternancia de sinal vai eliminar as seguintes solucoes: p(~) = y(+) = 0 quando
£=2,6,10,--- e ) = x(5) =0 quando &£ = 4,8,12,---. Além disso, em todos os casos

considerados, a relagao de dispersao é

w=11 (1) (5.14)

Anteriormente haviam quatro componentes de 1) a ser determinadas: duas relativas
a ¢ e mais duas pertencentes a xy. Como um desses spinores sempre ¢ zero, o objetivo

torna-se encontrar as duas componentes do spinor restante, renomeado de f(x).

O interesse principal desse texto é utilizar as solu¢oes de v para investigar o efeito
Casimir. Portanto, as solugdes procuradas sao campos fermionicos confinados em uma
regiao delimitada por duas placas extensas, idénticas, paralelas e separadas por uma

pequena distancia a (Figura 2).

Para o campo fermidnico padrao, isto é, o campo de Dirac sem violagao da simetria
de Lorentz, o confinamento de ¢ na regido entre as placas da Figura 2 é feito utilizando a
condigao de contorno do MIT (Equacao 3.26). No Capitulo 7 apresentamos uma discussao
sobre a validade da aplicagdo dessa condicao de contorno no contexto de quebra de simetria
de H-L. Nessa etapa, vamos assumir que a condicao de contorno padrao do MIT também

confina o campo fermidnico definido por (5.2), ou seja,

¢placas - Z.fy'un,uwplaca& (515)

Onde n* é um quadriversor que indica a direcdo normal a superficie das placas:

(5.16)

by (0,0,0,—1) na placa inferior (z = 0),
(0,0,0,+1) na placa superior (z = a).

Ao considerar solugoes do tipo “up”, solugoes na forma ¢(x, ¢t = 0) = coluna( f(x),0),

a equacao (5.15) fornece que f(z =0) = f(z =a) =0:

fplacas . 0 03 fplacas
=1mn = acas — 0. 5.17
( 0 "\ —* 0 0 I 517)

E possivel considerar [ < 0, mas essa mudanca de sinal nio gera novas solucdes linearmente independentes
(LI). Portanto, as solugdes que serao apresentadas posteriormente para o problema considerado sdo gerais.
Elas formarao um conjunto completo de solucoes LI adequadas, independente do sinal de [.
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Considerando solugoes do tipo “down”, solugbes na forma 1(x,t = 0) = coluna(0, f(x)),

o resultado é o mesmo:

0 0 3 0
= ing 3 ’ = fplacas =0. (518)
fplacas —0 0 fplacas

A forma da matriz f(x) que obedece aos critérios exigidos,
VQf = _k2f € fplacas - O, (519)
é explicitada abaixo.

f(x) = AeFamth) gon (k,2) = Ae'keothuy) sen <W> : (5.20)
a

onde, n é qualquer nimero natural ndo nulo. A matriz A é uma matriz sem dependéncia
espacial que serd determinada pela exigéncia da normalizacao de ¥. Como os campos sao
confinados apenas na direcao z, as componentes k, e k, sao nimeros reais quaisquer e
k. = nm/a é discretizado. Essa discretizagdo significa que nem todos os comprimentos de
ondas sao permitidos na regiao entre as placas. Essa limitacao dos comprimentos de onda

acessiveis ao sistema sempre ocorre quando um campo é confinado em uma regiao.

O tultimo passo é normalizar 1. Entretanto, k, e k, sao varidveis continuas, conse-
quentemente, a normalizagao utilizada deve ser via a funcao delta de Dirac [5]. Vamos
considerar o produto interno de dois estados 1, e 14, onde o primeiro spinor descreve
uma particula com momento k = (k,, k,, k. = nm/a), enquanto o segundo spinor descreve
uma particula com momento q = (q,, gy, ¢ = k. = nm/a), ou seja, as duas solucoes tem
o mesmo valor para a componente z do momento. Consequentemente, a normalizacao é

calculada a partir da identidade abaixo.

/:: dr /:: dy /0 0] 1 gayn = (ke — 0.)3(ky — q,). (5.21)
Entretanto,
/ j ar [ ;OO Ay [ A0 4y e = CTOAAT — )30, — ). (5.22)
O que fornece a seguinte identidade:
(2n%a)ATA = 1. (5.23)

Consequentemente, ha duas escolhas para a matriz A:

1 1 1 0
Al e ou A2 e . (524)
m™/2a \ 0 ™/ 2a \ 1

Isso significa que para cada momento k ha duas solugoes LI, ou seja, o campo

fermidnico carrega quatro nimeros quanticos: r, indicando o estado de spin e podendo
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assumir os valores 1 ou 2, k;, k, e n. Como esperado, existe um conjunto infinito de
solugoes {@/J,Ei)} que obedecem a Equacao 5.4 na regiao delimitada pela Figura 2 e que
satisfaz a condigao de contorno do MIT (Equacao 5.15). Esse conjunto de solugoes sao
denominados modos normais e serao de extrema importancia no processo de segunda

quantizacao.

A generalizacao da forma funcional dos modos normais ¢ uma consequéncia imediata

do que foi desenvolvido até o momento.

Para os casos de energia positiva:

(+) 1 i(kzz+kyy) (mrz) —iwct
= e sen | — | u,e ) 5.25
wT,kzvkyvn T /2a a ( )
Para os casos de energia negativa:
(=) 1 —i(kgztkyy) <”7TZ> iwict
= ——¢ sen ( — | v.ek". 5.26
wr,kmkyvn T /2(1 a ( )

Nas equacgoes acima, u, e v, sao matrizes que carregam o comportamento spinorial

das solugoes. Elas dependem do valor de £ e estao explicitadas no Quadro 1.

E muito curioso a “inversao” da légica dos espinores ao considerar a quebra
de simetria de Lorentz nos casos pares. Normalmente os espinores coluna(1,0,0,0) e
coluna(0, 1,0, 0) estao associados aos estados de energias positivas, enquanto os espinores
coluna(0, 0, 1,0) e coluna(0, 0,0, 1) estao associados aos estados de energia negativa [2].
Essa logica é preservada quando £ = 2,6, 10, - - -, entretanto, isso se inverte nos outros casos
pares. Aparentemente nao ha nenhuma razao profunda por tras dessa sutiliza. Entretanto,
isso revela que estranhezas, por menores que sejam, surgem quando o tratamento viola a

simetria de Lorentz.

Quadro 1 — Conjunto de configuragoes possiveis para os espinores u, € v,.

f U U2 (%1 (%)

1 0 0 0

0 1 0 0

2,6,10,--- 0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

4,8,12,--- 1 0 0 0
0 1 0 0
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5.2 Forma funcional do campo fermionico quando & assume valores
impares

Considerando € = 1,3,5,--- e adotando solugdes na forma (5.7), a equagao (5.6)
gera o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

. £-1
Ep+il*079; (V*) 7 x =0, (5.27)
£—1

Ex +il* 079, (V?) * ¢ =0. (5.28)

Quando & assume valores pares, os spinores ¢ e y sdao independentes. Entretanto,
assumindo que £ é impar, esses espinores estao acopladas, um comportamento que também

surge no caso fermidnico sem violacao de Lorentz [11].

Assumindo solugoes de energia positiva (E = w > 0), o sistema acima fica reescrito
da seguinte forma:

-1

w1810, (VQ)T x* =0, (5.29)
61 1

(+) — _Zl 79, 2\ 2 (+) 5.30

X 070, (V) T o, (5.30)

Para desacoplar os espinores basta realizar uma substituicao direta da expressao
(5.30) na equacao imediatamente acima da mesma. Este procedimento gera uma equacao

diferencial parcial que determina (*):

w290(+) + 1?¢ Y 596°0,0, (V2>£_1 et =0= w290(+) + 26D (VQ)g 9D(+) =0. (531)

E natural assumir que a solucio da equacdo acima tem a seguinte forma funcional:
gD(Jr) — Nei(kszrkyy) (A(+)€ikzz + B(Jr)efikzz) 7 (532)

onde A e BM™) sdo matrizes 2 x 1 sem dependéncia espacial, e N é uma constante de
normalizacao. Esses parametros serao determinados pela exigéncia da normalizacao de v,

em conjunto com a condi¢ado de contorno do MIT (5.15).

A proposta de solucdo (5.32) é autofuncdo do operador laplaciano (VZp(*) =

~k*¢(*)), 0 que permite reescrever (5.31) da seguinte forma:
[WQ — 2D (k2ﬂ o) = 0. (5.33)

Logo, a relagao de dispersao é
e-1 (1,2)%/2
w=1" (k)7 (5.34)

Isso revela uma caracteristica importante: a relacao de dispersao tem a mesma

estrutura genérica em todos os casos, isto ¢, £ sendo par ou impar, a relacao entre o
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momento e a energia da particula livre é w = (¢! (k2)£/2. Na equagao acima, a relacao de
dispersao ¢ encontrada utilizando os casos de energia positiva, mas, a priori, nao ha razao
nenhuma para considerar que nos casos de energia negativa essa relagao se transforma.
Como serd visto, a equagao acima também surge na conjuntura de solu¢ées com energia

negativa.
Substituindo (5.32) em (5.30) a seguinte expressao é obtida:

11—k T
w

V) = Ntk Q) AP = 4 Q(—k) BMHe =2 (5.35)

onde foi utilizada a seguinte notacao:

o'k, + 0%k, + 0*k, = Q(%k,). (5.36)

Para confinar o campo fermionico na regiao entre as placas da Figura 2, faremos
uso da condicao de sacola do MIT (Equagao 5.15). Em z = 0 (placa inferior) a condigao

de contorno gera a seguinte relacao:

(¢4 =i ®)|_ =o. (5.37)

z=0

Aplicando (5.32) e (5.35) na equagdo acima, uma relagdo direta entre as matrizes

A e BM) ¢ encontrada. Essa relacdo é:
MAD) + MoB®) =0 = B = MM AW, (5.38)
onde a seguinte notagao foi utilizada:

My = wl —ils (k)T 3Q(k.), (5.39)
My = wl — il (— kZ)L 3Q(—k,). (5.40)

Na placa z = a (placa superior) a condigdo de contorno do MIT gera mais uma

relacdo entre A e B(H):

() +io®x D) _ =02 MyAW e 4 M B e hee = (5.41)

onde a seguinte notacao foi utilizada:
M = wl +il7(—k2) T 3Q(k.), (5.42)
My = wl + il (—k2) T 63Q(—k.). (5.43)
O préximo passo é aplicar (5.38) em (5.41) para determinar a discretizacao de k,.

[Te™ — My MMy Myem™=e] AG) =0, (5.44)
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No Apéndice A é demonstrado que Mz ' MMy M, = —I, logo, a equacio acima

fica reescrita da seguinte forma:

(5.45)

| | 1
(ezkza e—zkza) (+) =0= COS(kfza) =0= kz - <n * 2) E
4 CZ

onden=20,1,2,---

As componentes k, e k, sao continuas, enquanto k. é discretizada. Assim, para as
duas primeiras componentes do momento a normalizacao é via a funcao delta de Dirac,
algo que também ocorreu nos casos pares. A normalizagdo vai determinar os valores
aceitaveis para a matriz A e por consequéncia direta de (5.38) a matriz B também
serd determinada. Uma solu¢do com um momento especifico é denotada por wl(:r), e sua

normalizacao é realizada solucionando a seguinte equacao:

/d3 +) zwk—wq)t/dfﬂm

onde, k= (kxy kyv kz) €q= (QQman kz)

(901(:_)) o5+ () Xfﬂ = 6(ko — q2)0(ky — qy),
(5.46)

Para simplificar a notacao, ignoraremos os indices que indicam a positividade

energética das solugoes. Apds o desenvolvimento realizado, retornaremos com os indices.

Primeiramente, serd desenvolvido o primeiro termo do centro da Equagao 5.46:

+oo . +o0 a )
/d3l‘(pLgpq :|N|2/ dxe—l(ka:—th)w/ dy@ i(ky—qy)y / dz [ATA + ATBe—szzz +
o oo 0

+ BT Ae%k== L Bt B] .

(5.47)
As duas primeiras integrais do lado direito sao reescritas em termos da funcao delta de
Dirac:
+ee i(k )z oo ) 2
/ die~ike—ts / dye=®Bv=a)Y = 4725(k, — )0 (ky — q,)- (5.48)

Em (5.47), o ideal é reescrever as parcelas compostas por B em termos de A.
A condicao de normalizacao precisa apenas determinar uma dessas matrizes, a outra
é encontrada fazendo uso da Equacdo 5.38. Primeiramente, vamos reescrever BB da

seguinte forma:
BB = (~My' My A) (—My ' MyA) = AT (My 00 (MM ) A= ATAL (5.49)

Onde foi utilizado a expressao (A.2) para demonstrar que (M2 1]\/[1)T (M2 ]\/[1) = 1.

A equacgao abaixo é obtida aplicando as identidades (5.48) e (5.49) em (5.47), e

realizando a integracao no parametro z.

/ Prplog = |NPan?5(ky — q,)0(k, — q,) [2aATA+ - (A'B - B?A)} (5.50)

z



5.2. Forma funcional do campo fermionico quando & assume valores impares 55

Utilizando a Equacgao 5.38 em conjunto com a Equacao A.2 elimina-se a dependéncia

explicita de B:

2k, 1671

ATB—BiA= A [( ;') —(M51M1>]A:— ()T AL (551

Consequentemente,

3. f 2q. 2 15_1(—k2)% ;
/d Toipa = N80 (ke — 42)0(ky — qy) |a + —————| ATA. (5.52)

Com o primeiro termo de (5.46) ja determinado, a tarefa restante para obter a
normalizagao de v ¢é calcular a segunda integral. Boa parte do procedimento necessario
ja foi desenvolvido na obtenc¢do da equagao acima. Apenas alguns novos passos serao
necessarios. Por esse motivo, nao é preciso expor o passo a passo desse desenvolvimento.
O valor da segunda integral de (5.46) é

[2ED (—K2)E

/d3$XLXq = |*N|247T2 2 0(kz — qz)0(ky — qy,) X
k

A (M1 00)' Q1 (~k)QUR) — Q1 (k)Q(~k:) (M7 am) | A

X {ZakQATA + i

1k,
T
w

= /dngX]T(Xq = |N|*87%6(ky — q.)0(k, — qy) [a - ATA.

(5.53)

A equacao acima foi determinada utilizando a seguinte lista de identidades:
e 215(k — q) = [*2° drem i),
o Q(k)Qk) = Q(~h)Q(—k) = KT,
e BB = A'A;
o [y dze %Rz =1/(ik,);

o (M) QT -RIQ(R) — QT(R)Q(~k) (M5 My) = [2b.0 (1) /(i) 1.

Todas as relagdes necesséarias para determinar a constante de normalizacao e a forma
das matrizes AH) e B™) foram encontradas. Aplicando (5.52) e (5.53) na Equacdo 5.46 (e
voltando a utilizar o indice que indica a positividade da energia) a seguinte expressao é
obtida:

T
/d3 (+) E;Jr) = |N*167%ad (ks — 42)0(ky — gy) (A(+)> A =6k, — )0 (ky — q)-
(5.54)
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Consequentemente, a constante de normalizagao é
P (5.55)
TN '

e qualquer par de matrizes 2 X 1, LI e com norma unitaria sao adequadas para o problema

em questdo. Aqui, as duas escolhas para A consideradas sao:

1 0
AP = ( . ) ou A{P = ( X ) : (5.56)

A equagao acima em conjunto com (5.38) determina as possibilidades para BW):

-1 K2 &1 k
B _! (. )2 : , (5.57)
—(ky +iky)

=KD [k, — ik
S . ; ) (5.58)

A conclusao imediata é a existéncia de uma infinidade de modulos normais wﬁj{(),
onde r indica o estado spinorial da solu¢do (com r = 1,2) e k é o momento da particula
que a solucao descreve. Nada disso é novidade. Toda teoria quantica de campos exige um
conjunto de fungoes ortonormalizadas que formem uma base para descrever qualquer estado
genérico. O que foi desenvolvido nesse capitulo é a demonstracao que um campo fermiénico
sem massa com violacao de Lorentz do tipo H-L obedece a todos critérios desejados para a
construcao de uma teoria quantica de campo coerente. Ainda nao encontramos as solugoes
para as energias negativas quando & é impar. Entretanto, podemos ja antecipar que existem
infinitas solugoes ortonormalizadas que devem ser utilizadas para descrever um estado
fermibnico genérico. A prova formal disso pode ser extensa e trabalhosa (como foi visto),
mas o entendimento é imediato. Na verdade, poderiamos ter apenas postulado que as
solucoes encontras sao ortonormais, sem nos preocupar em buscar as formas explicitas das
matrizes A e B para isso ser verdadeiro. Mas, consideramos que desenvolver a demonstracao
da ortonormalidade dos modos normais é um importante exercicio que evidéncia o aumento
de dificuldade algébrica ao trabalhar com uma teoria que trata espaco e tempo com pesos

diferentes.

Para desenvolver as solugoes com energia negativa quando £ assume valores impares,
vamos adotar solugdes na forma (5.7), onde £ = —w < 0. Essas informacoes aplicadas na

Equacao 5.6 geram o seguinte conjunto de equacoes:

61 _
o) =" - o10,(V2) T O, (5.59)

wy ) — il 619,(V2) T ) = 0. (5.60)
Substituindo a equacao de cima na equacao inferior a seguinte EDP ¢é obtida:

wiy ) + 52(671)(v2>éx(*) = 0. (5.61)
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As solugoes para a equacao acima possuem a seguinte forma funcional:

() = Neitheatyy) (A(—)ez'kzz + B(—)e—z’kzz) , (5.62)

Aplicando a equagao acima em (5.61), a relacdo de dispersao (5.14) é obtida. Nao
ha surpresa nisso. Nao existe nenhuma razao para a estrutura da frequéncia w ser diferente
nos casos de energia positiva ou negativa. Também nao ha razao para a discretizagao de

k. ou a constante de normalizacao serem distintas para as duas possibilidades energéticas.

Aplicando (5.62) em (5.59) a forma funcional de (=) é obtida:

_ -1
(- _ ¢ 1(—k2) 2
w

© Ne—i(kma:—i-kyy) {Q(_kz)A(—)eikzz + Q(kz)B(_)e_zkzz} ) (563)
A condigao de contorno do MIT (Equagao 5.15) gera as seguintes relagoes entre as
matrizes A7) e B():

BY) = — M M AC), (5.64)
e AP ] A0 (R ) A0 <0 (509

A segunda equagao discretiza k.. Como esperado, a expressao de quantizagao da
componente z do momento ¢é idéntica a Equagao 5.45. A normalizacao é garantida adotando
o valor de N expresso em (5.55) e exigindo que (A(7))TA) = 1. Consequentemente,
obtemos que para cada momento k ha duas solucoes LI: w&) e wéjk) com as seguintes

matrizes associadas:

A = A, (5.66)
_ -k k.
By = ——(. ) , : (5.67)
’ Wy by + ik,
_ Y (=K T [ —(ky — iky)
B _ z T thy) ) ,
2K o " (5.68)

Fica entdo concluida a demonstragao da existéncia dos modos normais. O préximo
passo é fazer uso dos modos normais encontrados para construir o operador de campo
fermionico que atua no espago de Fock. Esse processo sera detalhado no proximo capitulo

para determinar a energia de Casimir para o campo descrito por (5.2).






99

6 ENERGIA E PRESSAO DE CASIMIR

O objetivo desse capitulo é determinar a energia de Casimir, e por consequéncia a
pressdo de Casimir para os campos fermionicos sem massa descritos pela lagrangeana (5.1) e
confinados na regiao delimitada na Figura 2. No capitulo anterior foi encontrado o conjunto
dos modos normais que expressam o campo em questao. Utilizando o procedimento de
uma Teoria Quantica de Campos, a combinagao desses modos normais é adotada para
construir um operador que age no espaco de configuragoes, as vezes denominado espago de
Fock [2], isto é,

o= [, [k, Y (e + diau], (6.1)

onde ¢, (k) é o operador que destr6i uma particula com momento k e polarizacio r, e di (k)
cria uma antiparticula com momento k e polarizagao r. Como as componentes k, e k,
sdao continuas, o somatério se transformou em uma integral. O ntimero quantico n esta

associado a componente k.. Tudo de acordo com o que foi desenvolvido no Capitulo 5.

Para encontrar a energia de Casimir é necessario determinar o operador H (densi-
dade de hamiltoniano). Isso é feito tomando a transformada de Legendre da lagrangeana
(5.1):

H:mmw—zzgg¢+i§¢}—c:ww—c. (6.2)

Comparando (5.1) e (5.2) constata-se que £ = 0 na camada de massa. Logo,
H =iy (6.3)

Essa expressao ¢é idéntica a densidade de hamiltoniano do campo de Dirac padrao
[3].

A energia do vacuo Fjy é definida como o valor esperado do operador hamiltoniano

no estado de vacuo:
Eo = (0|H|0) = z'/vd% (0]yrd]0). (6.4)
O volume de integracio considerado é a regidao entre as placas paralelas (V = alL?).
Nessa regiao os modos normais sao ortonormalizados. Além disso, apenas os termos que
envolvem os operadores ntimero, c!(k)c,(k), e df(k)d,.(k), e o conjugado hermitiano desses
operadores sobrevivem na equagao acima. Os termos restante sao nulos por envolvem a
acao de dois operadores de criacao ou dois operadores de aniquilagao no estado do vacuo.

Consequentemente,

+oo +0o0
Bo=3 [ “dke [ dky, w0

ke, (k) - dr(k)di(K)[0) . (6.5)
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Vamos exigir que os operadores de criagao e aniquilagao tenham as mesmas relacao

de anticomutacao do caso sem violacao de Lorentz:

{dv(k), (@)} = {e(k), cl(@)} = 0ra0 (ke — 22)0(y — ¢,)0m, (6.6)
{d,(K),ds(@)} = {er(K), es(@)} = {er(K), d(@)} =0, (6.7)
{clk), cl(@)} = {di (k) dl(a)} = {cl(k),di(a)} =0, (6.8)

{er),di(@)} = {cl(k), dy(a)} = 0. (6.9)

Para dar continuidade ao calculo de Ejy é preciso utilizar somente a primeira relagao

de anticomutacao:

L2
{0, d} ()} = 6(ks — g, = 0)d(k, —q, = 0) = 5. (6.10)
Assim,
L2 400 400
Bo=— > [ ke [k Y (6.11)
Em todos os casos calculados na se¢ao anterior, a relagao de dispersao tem a mesma
forma:
w = 167! (18)5/2 : (6.12)
Portanto,
L2 400 400
By= = [ ke [k S0 Rk 2] (6.13)
T J—o0 —00 n

As coordenadas k, e k, sao continuas e podem assumir quaisquer valores reais,
enquanto k, é discretizado e com estrutura diferente para os casos pares (£ =2,4,6,---) e
fmpares (¢ = 3,5,7,---). E natural fazer uso de coordenadas polares no plano kyky, ou
seja, ky, = kcosf e k, = ksenf (onde k € [0,00) e § € [0, 27]). Assim,

2716-1 oo
L / dkke Y [k + k2(n)) 7 (6.14)
0 n

™

E():

Isso é o mais geral possivel. Para desenvolver o somatorio em relagao ao ntimero

quantico n, é necessario diferenciar os casos pares dos impares.

6.1 Energia de Casimir quando £ assume valores pares

Assumindo £ = 2,4,6,--- a componente z do momento é
nmw
comn =1,2,3,---. Aplicando essa informagao em (6.14), a seguinte expressao é obtida:

L2161 oo 0o 2, 27¢/2
By = 2 / dkalk:Q%—nW] . (6.16)
0 n=1

T a?
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Uma maneira de efetuar o somatério acima é utilizar a férmula de Abel-Plana !:

ad 1 %0 o f(it) — f(—it
Z f(n) = —if(()) +/ dtf(t) —i—z/ ( Lm _(1 >dt. (6.17)
n=1 0 0 €
Para calcular Fy é necessario considerar
276/2
f(n) = [k2+ (”J) ] . (6.18)
Consequentemente, o primeiro termo da energia do vacuo é
EO rimeiro termo X dkk§+l — OQ. 6.19
P 0
O segundo termo,
00 0 272 €/2
(E())segundo termo X /(] dkk/o dt <I€2 + C:;) s (620)

também diverge.

Esses termos divergentes estao associados a energia do vacuo com a auséncia de
placas e com a presenga de uma tnica placa [17], e devem ser subtraidos em um processo

de renormalizacao. Logo, a energia do vacuo sem esses infinitos, denominada energia de

Casimir, é:
L21§—1 00 00 k2 it 216/2 _ k2 —it 21€/2
E, — —i | ank [ gl Gt /@) | = [+ (it/a) 7 (6.21)
T Jo 0 et — 1
Por conveniéncia, faremos a seguinte mudanca de varidvel: u = 7t /a. Portanto,
I2al-1 oo 0o k2 4 (i)216/2 — (k2 4 (—iu)21E/2
B, = —i—" / dkk/ g GO = B+ (i) P (6.22)
2 0 0 |

Para efetuarmos a integral na variavel u, devemos adotar o seguinte procedimento:
dividir o intervalo de integracao em dois segmentos, de [0, k] e de [k, 00]. No primeiro
intervalo, u < k, podemos escrever

(k2 + (F£iu)?)s? = [k* — u?)%/2, (6.23)
Assim a diferenca [k? + (iu)?)¢/? — [k? + (—iu)?]%/? = 0. Cancelando a contribuicio da
integral acima nesse intervalo. Para o segundo intervalo, u > k, a diferenca [k? + (iu)?]¢/? —
(k% 4+ (—iu)?]¢/? adquire o seguinte valor:
(B2 + (u)?]¥? = [k + (=iw)’]? = [P (u® = k)2 = [(=0)°(u® = K2))
_ (eign/z B 6772{71‘/2) (u2 . k2)§/2 (6.24)
= 2isen(&m/2)(u? — k*)S/2.
Ao considerar £ par, o sen({m/2) é nulo, portanto a formula acima sempre fornece um

valor nulo. Consequentemente, a energia de Casimir é zero:

(Ec)casos pares — 0. (625)

Em [6] é feito o uso da férmula de Abel-Plana para calcular a energia de Casimir no caso eletromagnético
e fermionico padrao.
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6.2 Energia e pressao de Casimir quando & assume valores impares

Quando £ =1,3,5,--- a componente z do momento é
N7
k, = o 6.26
(n—l— 2) a ( )
comn =0,1,2,---. Essa informagao aplicada em (6.14) fornece a seguinte expressao:
[2[61 poo 00 1\ 712 £/2
By=—=—— [Tarky_ 182 K ) ] | 6.27
0 T 0 T;) { A 2/ a ( )

Novamente, temos uma soma de infinitos termos que pode ser realizada utilizando

a férmula de Abel-Plana para semi-inteiros [6]:

5_31‘(7%“/2):/0 dt f(t) / ar! e%t +(1 i), (6.28)

Para prosseguir com o desenvolvimento da energia do vacuo, assumimos que

Fln+1/2) = {kz + Kn + ;) ”r}w. (6.29)

a

Portanto, o primeiro termo da energia do vacuo é

(EO)primeiro termo X /Oo dkk /Oo dtf(t) (630)
0 0

Que diverge. Logo, ao subtrair esse infinito a energia do vacuo fica renormalizada e é

denominada energia de Casimir, que depende apenas da segunda integral de (6.28).

\218/2 L\ 271¢/2
L2l5 1 . ] {/{32 + (“%) } — {kz + (%m) ]
c = t 31
T / / e?rt + 1 (6:31)
Utilizando a mudanga de varidvel u = t7/a, a expressao acima torna-se:
L2 161 k‘2 21€/2 k2 N 216/2
E, = / dkk / g I T — [+ (—iw)] (6.32)
71—2 62au +1

Na secdo anterior, foi discutido que [k2 + (iu)2]"* = [k? + (—iu)?]*’* tem valor nulo
quando u < k, e para u > k tem a forma (6.24). Logo, o intervalo de integracao acima,
com respeito a u, tem que ser dividido em dois: 0 < u < k e k < u < 0co. No primeiro

intervalo a integral é nula, fornecendo a seguinte expressao para a energia de Casimir:

9L 2qlé!
E.= -2 sen(¢n/2) / dick / du
7T

k;2 /2

em — (6.33)

Usando a mudancga de variavel u = kt, podemos reescreve a expressao anterior da

seguinte forma:

2L2als™ e+
E.= -2 sen(¢n/2) / di(t? — 1)¢/2 / dk— . (6.34)
7T 0

0 eQakt + 1
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A integragao com relagdo ao parametro k pode ser computada utilizando a seguinte

férmula apresentada em [20, p.1036]:

/ dt;:l (1-2"%)T(2)¢(2) se Re(z) >0, (6.35)

onde I'(z) e ((z) sao as fungdes gama e zeta de Riemann, respectivamente [21].

Para fazer uso da integral acima é necessario mudar a variavel de integracao k para

v = 2akt. Consequentemente,

Oodk; f&+2 1 ood 2 1 1 r
/0 e2akt + 1 - (2at)£+3/0 U@” i 1 = (2at>£+3 (1 — 2£+2> (§+3)C(€+3) (636)

Por fim, para determinar a energia de Casimir resta desenvolver a integral com

relacao a variavel t:

L2171 1 1)¢/2
B = —senler/2) x5 e (1 _ 2£+2> T(€ +3)C(E +3) / dtT. (6.37)
A integral remanescente tem a seguinte solucao analitica:
o (22— @2-1F|T 1

/ At S Colult B0 S (6.38)

1 (AR (& 4 2)te+2 , E+2
Portanto,

L2l5 ! 1

Onde foi utilizado a seguinte identidade: T'(¢ + 3)/(£ + 2) = T'(€ + 2).

Quando £ = 1, a Equacao 6.39 fornece a seguinte energia de Casimir por unidade

E 1 1 m 7 2
A S ( T 1Y AR R 4
L2 72(2a)3 ( 8) 90 4 (720a3> (6.40)

Esse resultado é compativel com a expressao da energia de Casimir para o campo de Dirac

de area:

sem massa desenvolvida em [22]. Ou seja, quando £ = 1 a fisica encontrada recai no caso
padrao. Mas isso ja era esperado: observando a lagrangeana (5.1), fica perceptivel que
quando o expoente critico é a unidade, ela recai na descri¢ao fermidnica sem violagao de
Lorentz. Além disso, se impormos valores pares para £, a Equagao 6.39 gera zeros, ou seja,

o resultado obtido para os casos impares também é valido para os casos pares!

A expressao da energia de Casimir relacionada com um campo de Klein-Gordon
sem massa, com violagao do tipo H-L e obedecendo a condigoes de contorno mistas (campo
e derivada do campo na dire¢do z anulados nas placas) desenvolvidas em [17] é muito

similar a (6.39). A tnica diferenca é um fator —<, ou seja,

17

1
(Ec>camp0 escalar com violagio H-L — — Z (Ec)campo fermidénico com violagdo H-L- (641>
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Essa diferenga é esperada porque férmions obedecem ao principio de exclusao de Pauli [5],

logo, tendem a ocupar mais estados energéticos que os bdsons.

De acordo com a mecanica hamiltoniana, uma forca generalizada é o negativo da
derivada do hamiltoniano (a energia em quase todos os casos de interesse) com relagao
a uma coordenada generalizada [16]. Logo, para a energia de Casimir hd uma forga

relacionada, a forga de Casimir, expressa por:

OE, 20251 1
Fo=- (

5 = —senlen/2) s (1- 2s+2> T(€ +3)C(E + 3). (6.42)

A pressao de Casimir é a forca por unidade de area:

2051 ( 1

pote_ —sen(er/2) g5 (1 - o) TE+3CE+3). (6.43)

L2

O Quadro 2 fornece o valor explicito da intensidade da pressao de Casimir quando
£€=1,3,5,7,9,11.

Quadro 2 — Forma funcional do médulo da pressao de Casimir para diferentes valores do
expoente critico.

66210
14144777710

3
5
7 51178
9

1630212

_ 8191712
=11 611

A pressao de Casimir é detectada apenas quando a distdncia entre as placas
paralelas é muito pequena. A Equacao 6.43 mostra que a violagao da simetria de Lorentz
torna a intensidade da pressao de Casimir maior que o caso padrao, ou seja, no caso padrao
a P, o 1/a*, e no caso com violagio do tipo H-L a F, o< 1/a**3. Graficamente, essas
propriedades estao sintetizadas na Figura 4. Outra importante propriedade da Equacao 6.43
é que o carécter atrativo ou repulsivo da forga de Casimir depende do expoente critico (£).
Na literatura, usualmente a forca de Casimir para o campo vetorial é atrativa, entretanto
h& montagens experimentais que podem tornar a forga repulsiva [23]. Aqui, os pardmetros
da violacao aparecem explicitamente na expressao da forca de Casimir e controlam essa

caracteristica de atracao ou repulsao.

E importante mencionar que todo o desenvolvimento apresentado aqui foi realizado

considerando que o expoente critico ¢ um numero inteiro. Entretanto, a Equacao 6.43 é
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| Pel* |
1.0

0.8 -1
_____ -3
L S =5
—— -7
0.4
—— =9
o2 —— =11
e, 22
0.0 s !

Figura 4 — Médulo da pressdao de Casimir fermionica admitindo a violagao de Lorentz
proposta por H-L. O comportamento da pressao também depende do valor
adotado para o expoente critico &.

uma funcao analitica do expoente critico, e por continuidade analitica é valida para um
¢ real qualquer, isto €, existe pressao de Casimir para valores nao inteiros do expoente
critico. A teoria de H-L nao fornece os valores dos parametros associados a violacao de
simetria de Lorentz. Essas novas constantes da natureza s6 podem ser determinadas se

houver deteccao experimental.
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7 CORRENTE FERMIONICA

O confinamento de um campo em uma determinada regiao ¢ feito através de alguma
condi¢ao de contorno. Na mecanica quantica nao-relativistica, uma particula numa caixa é
confinada utilizando condi¢oes de nulidade da fungao de onda nas fronteiras dessa caixa
[5]. Para confinar o campo escalar padrao ha trés possibilidades de condigoes de contorno:
Dirichlet (que exige um valore nulo do campo nas fronteiras de confinamento), Neumann
(onde a derivada do campo na dire¢ao perpendicular a fronteira de confinamento é nula)
ou a mista (uma combinagdo da condi¢ao de contorno de Dirichlet e Neumann) [17]. Para
o campo de Dirac padrao, o confinamento em uma regiao é feito através da condicao de
sacola do MIT [6].

No Capitulo 5, encontramos um conjunto de fungoes (wﬁ()) que obedeciam a

equagdo de Dirac com violagdo de Lorentz (Equacao 5.2) e utilizamos a condicao de
sacola do MIT para quantizar a componente k., do momento. Também afirmamos que essa
condi¢ao confinava o campo fermionico na regiao delimitada pela Figura 2. Para o caso
padrao isso é verdadeiro, como é bem demonstrado em [9]. Contudo, faltou demonstrar
que essa mesma condicao de contorno é aplicavel ao modelo de H-L. O objetivo deste

capitulo é mostrar que a utilizacdo da condi¢ao do MIT nao foi uma imposi¢do infundada.

Na pratica, confinar o campo fermionico é construir uma corrente de probabilidade
nula na fronteira de confinamento. Para ser mais exato e compativel com o que foi

desenvolvimento aqui, devemos mostrar que a corrente nas placas é nula.

Falar de corrente de probabilidade ¢ o mesmo que exigir uma equagao de continui-
dade. Logo, o primeiro objetivo é provar que as equagoes (5.4) e (5.6) tem uma equagao
de continuidade associada. Para realizar essa tarefa, seguimos a mesma estratégia exposta

em [3].

No momento, focaremos nossa aten¢ao na construcao de uma corrente de probabili-
dade para os casos pares (£ = 2n). Ao multiplicar (5.4) por ¥ pela esquerda, obtemos a

seguinte expressao:

Yiep — > (V)" = 0. (7.1)

A expressao abaixo é o conjugado hermitiano de (5.4) multiplicado por ) pela

direta.

Ol il (V)] ¢ = 0. (7.2)

A soma das duas expressoes encontradas gera a seguinte equagao:

2 wh) + i {[(92 ] 6 - BV} = S whe) + i =0 (73)
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A expressao acima remete a uma equacgao de continuidade, onde a densidade de

probabilidade é
p =l (7.4)

e a corrente de probabilidade deve obedecer ao seguinte critério:

V.-J=il*'F,. (7.5)

Apés alguns passos intermediarios, conseguimos deduzir que o vetor corrente é

dado por:
1= i S [V (P - (9] e} )

Para provar isso, basta aplicar o divergente na equagao anterior e obter a expressao (7.5):

n

v 3/t ;[ )] v2)“¢+iv[(v2)“ﬂ LV [(VA) ]+

. ZV [(v2)i71&] ) [ v2 n— zw] zn: [ V2 i— 1¢] V?)n+1 zw

i=1 =

(7.7)

—

O segundo e o terceiro somatoério se anulam, restando:

n

V3G = 3 [(92) ] (V) - z (V3y=1g] (v, (7.8)

=1

Retirando do primeiro somatério o n-ésimo termo e do segundo somatério o primeiro

termos, obtemos:

V3G = (V2] — (V)M +
n—1 (79)
S - £ (e @

Reescrevendo i — ¢ + 1 no ultimo somatoério, ele se torna igual ao primeiro. Consequente-

mente, os dois somatorios se cancelam, restando apenas
V3G = (V)] v — $(V2)". (7.10)

Que é exatamente a Equacao 7.5.

Esse desenvolvimento mostra que existe uma densidade de probabilidade e uma
corrente de probabilidade definida para o campo fermionico ¥ quando £ assume valores
pares. E importante perceber que a corrente (7.6) é hermitiana, ou seja, J T = J. Ndo poderia
ser diferente, operadores que representam varidveis dindmicas devem ser hermitianos [5].
Isso significa, que para a Mecanica Quantica, além de existir uma equagao de continuidade,
a densidade de probabilidade e a corrente devem ser hermitianos, ou nao faria sentido

falar dessas medidas fisicas. O préximo passo é mostrar que as mesmas propriedades sao
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obedecidas pelas solu¢oes impares, isto é, existe uma corrente de probabilidade e uma

densidade de probabilidade hermitianas quando £ =1,3,5,---.

Quando o expoente critico assume valores impares (§ = 2n+ 1) a forma da corrente
de probabilidade difere do caso anterior. Para obter sua expressao, faremos o mesmo
processo que gerou a equacao de continuidade nos casos pares. Primeiro, multiplicamos a

expressdo (5.6) por ¥' pela esquerda:
Ui+ Ppr9;(V?)") = 0. (7.11)

Em seguida, toma-se o conjugado hermitiano de (5.6), multiplicado por 1 pela
direita:

Dl + P |9;(V?)" ] P = . (7.12)

A soma das duas expressoes anteriores fornece o molde da construcao da equagao

de continuidade:
0 _
5 (WT0) + P {70, (V2)" + [0, (V)| i} = +z2"G =0. (7.13)

Ou seja, para estabelecer uma corrente, precisamos encontrar um vetor J que obedeca a
seguinte relacao:
0,7 = 1*"G,,. (7.14)

Tomando a Equacao 7.6 como inspiracao, testaremos o seguinte candidato a corrente
de probabilidade:

Fo " = (V)4 3 { [0 10] 00 (720 = (90172 10] 4 (90}

(7.15)
Consequentemente,
a Jteste :(a]&)fy]<v2)n¢ + J}/y]aj(vz)nzﬁ +
n o . o ‘ (7.16)
+ 3OV R (R — [0u(VE) T A ()
i=1

O segundo termo do lado direito foi destacado porque ele é exatamente o primeiro termo
de G,,. Retirando o n-ésimo termo da primeira parcela do somatorio e o primeiro termo

da segunda parcela do somatorio, obtemos:

05T hoce 4 9TV + [T 0|+ @00 (T2 — (D) (72 +

+ nz—l [ak(v2)iﬂ AR (V)i — i {ak(v2)i—1ﬂ AH (R,

(7.17)
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O termo em destaque é o proprio GG,,. Como todos os outros termos se cancelam,

fica demonstrado que

aJ'J‘njeste = ZQnGn (718)

Aparentemente, Jl.. ¢ a corrente procurada. Mas hd um problema associado ao
operador Jiy.: 0 mesmo nao é hermitiano. Entretanto, com o auxilio de Ji.y. podemos

construir o operador corrente desejado. O conjugado hermitiano da equacao acima é
; T
0j (Jiesie) = 1"Gl = "G, (7.19)
Ou seja, a corrente que procuramos é
i_ LYy i \f
J = 5 Jteste + (Jteste) : (720)

Os férmions sem massa que obedecem a proposta de quebra de simetria de H-L
tem conservacao de probabilidade, isto é, existe uma densidade de probabilidade e uma
corrente de probabilidade bem definidas que obedecem a forma padrao de uma equacao
de continuidade. Quando £ = 1 a corrente fornecida por (7.20) é a padrao de Dirac:

JJ = 1)~71). Infelizmente, para todos os outros valores de £, a estrutura da corrente é muito

mais complicada que o caso padrao.

O questionamento que fica é: ha fluxo de particula fora da regido entre as placas?
Ou seja, adoando a condicao de sacola do MIT, o objetivo de confinar o campo fermionico
na regiao entre as placas é obtido com sucesso? Poderiamos aplicar as solu¢Oes gerais nas
equacoes de continuidade obtidas. Entretanto, suas expressées sao muito trabalhosas e

para demonstrar isso ha um caminho mais simples.

Com o uso do teorema do divergente [24], podemos mostrar que se p é uma fungao
normalizada no volume V = L?a, entdo o fluxo de corrente na superficie que contorna

todo o volume é zero.

dp d d d
“F J = BrV.J = —— Brp = —— Eryty = ——(1) = 0.
0t+VJ 0= V=L2a wv-J dt Jv=L2a TP dt Jv=r2a Yl dt() 0
(7.21)
Consequentemente,
wam:o. (7.22)
s

A equacgao acima afirma que o fluxo nas placas é zero, para isso ha duas possibilida-
des: o fluxo de entrada de particulas em uma placa é igual ao fluxo de saida de particulas
na outra placa ou nao ha particulas entrando ou saindo, o que implica uma corrente nula
nas planas. Se a primeira possibilidade for verdadeira ha densidade de probabilidade nas
placas, caso a segunda possibilidade seja a correta, entao pplacas = 0. Mas hd um ponto
sutil nisso. A condicao de contorno do MIT anula a densidade e a corrente nas placas do

caso padrao. A densidade de probabilidade no caso com quebra de simetria tem a mesma
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estrutura do caso padrdo: p = 1), logo a densidade nas placas é zero quando ha ou nio
violagao de simetria. Portanto, a primeira possibilidade que explica o valor nulo do fluxo
de corrente nao é aceitavel no contexto em questao. Sobrando apenas a situacdo onde nao

hé corrente alguma nas placas!

L Quando £ é par, podemos demonstrar que J = 0, sem muitas dificuldades. Na expressdo (7.6) o ¢ é uma

combinagao linear de todos os mdédulos normais ¢S1i)7 que dependem explicitamente de sen(nwz/a). O
laplaciano ndo muda essa dependéncia, ou seja, todas as parcelas da corrente tem o fator sen(nwz/a).
Essa funcéo trigonométrica tem valor nulo para z = 0 e z = a. Por conta disso, a corrente é zero nas
placas.
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8 Conclusao

Na Mecéanica Classica, a energia de uma particula livre é proporcional ao quadrado
do momento da mesma. A Teoria da Relatividade Restrita muda um pouco esse paradigma,
mostrando que a energia de uma particula livre obedece a relacio £? = p? +m?2.! Quando
a massa da particula é nula, a relagdo energia-momento recai na expressao £ = |p|.
A primeira grande mudanca contida no formalismo de violagao de Lorentz de H-L é
a modificacao nessa relagao de dispersdao. Uma particula com massa muito inferior ao
momento nesse formalismo tem uma energia que depende do momento de acordo com a
relacio w = I£71(k?)$/2, que recai no caso “classico” ao assumir ¢ = 1.2 Entretanto, no

formalismo de H-L o valor do expoente critico deve ser distinto da unidade.

Nesta Dissertacao mostramos que o modelo de H-L aplicado a férmions leves
continua fornecendo resultados canonicos da Teoria Quantica de Campos, entre eles,
mostramos que nesse formalismo a energia do vacuo ainda permanece infinita e deve
ser tomada como constante de renormalizacao das energias. Também mostramos que
nesse formalismo podemos estudar o efeito Casimir, e encontramos as modificagoes que o
formalismo de H-L produz nesse efeito. Essas mudancas no efeito Casimir sao drasticas. No
caso fermionico padrao, isto é, férmions que obedecem a equagao de Dirac e sao confinados
entre duas placas paralelas, a for¢ca de Casimir é atrativa e fica mais intensa com a reducao
da proximidade entre as placas. Quando a violacao de Lorentz do tipo H-L é aplicada, a
natureza atrativa ou repulsiva da forca entre as placas depende diretamente do expoente
critico, ou seja, ¢ um dos parametros da violagao de Lorentz que determina se as placas
vao tender a se aproximar ou se afastarem. Com violacdo, as placas continuam interagindo
mais fortemente com um redugao na distancia que as separa, contudo, comparando com
o caso padrao, essa interacdo é muito mais intensa. Isso significa que o efeito Casimir é

potencializado na conjectura aqui considerada.

Um outro ponto importante e intrigante que nos deparamos sao as diferengas entre
a equacao que descreve a dindmica dos férmions no nosso formalismo e a equacao de Dirac
padrao, quando o valor expoente critico é par. Nesse caso, as componentes “up” e “down”
dos espinores sao independentes, algo que nao ocorre no caso fermionico padrao. Além
disso, quando o expoente critico é par, os espinores nao tém dependéncia explicita das
matrizes 77, com j = 1,2,3; algo que também nao ocorre nas solucoes da equacio de
Dirac padrao. Mostramos também que quando £ assume valores pares, nao existe efeito

Casimir. Enquanto no caso padrao, sempre ha efeito Casimir, quando consideramos o

Estamos adotando ¢ = h = 1.
O pardmetro [ e £ estdao associados a violagdo de Lorentz. O primeiro nao recebe nenhum nome, ja o
segundo recebe o nome de expoente critico.
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campo fermionico confinado na regiao entre as duas placas.

Nessa Dissertacao nao especulamos qual é o valor do expoente critico. Encontramos
que se ¢ for par, nao existe efeito Casimir. J& quando £ assume valores impares, ocorre
efeito Casimir. Todas as caracteristicas dos parametros da violagdo de Lorentz do tipo H-L
sao muito incertas e seus valores devem ser investigados quando houver a possibilidade do

teste experimental do modelo de H-L.

Outro ponto que discutimos no texto esta associado com o postulado de conservacao
de probabilidade da Mecénica Quéantica (MQ). A interpretagao padrao da MQ exige que a
fun¢ao de onda esteja associada a densidade de probabilidade de encontrar a particula em
uma regiao do espaco [5]. A equagao de Dirac padrao fornece a equagao de continuidade
associada a conservagao de probabilidade [3]. Equagoes de conservacao sao intrinsecas
aos modelos relativisticos, e nao é diferente para a equacao de Dirac modificada pela
violagao de Lorentz do tipo H-L. O expoente critico assumindo valores pares ou impares
fornecem campos que conservam a probabilidade. Isso s foi possivel porque a modificagao
na lagrangiana de Dirac ocorreu apenas na parte espacial. As correntes de probabilidade
nao sao simples como no caso padrao, mas foram encontradas, garantindo a existéncia das

leis de conservacao citadas.

Todo esse trabalho é apenas o comeco de uma longa investigacao. Utilizamos a
aproximagao de massa nula para investigar as caracteristicas do campo de Dirac modificado
e do efeito Casimir. O préximo passo natural é adicionar a massa e investigar como essa
adi¢do modifica a energia de Casimir. O interesse principal dessa primeira abordagem, aqui
realizada, foi examinar algumas das caracteristicas desse novo modelo para descri¢cao de
campos quanticos. A adi¢do da massa é interessante porque é desconhecido a existéncia de
férmions sem massa. Entretanto, numa primeira aproximacao, neutrinos tem uma massa
extremamente pequena, o que fornece ao trabalho aqui desenvolvido uma étima descricao

do campo modificado para essas particulas.
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APENDICE A — PROPRIEDADES DAS
MATRIZES M

No Capitulo 5, a quantizacao da componente k, do momento foi encontrada
utilizando uma séries de identidades envolvendo as matrizes My, My, M3 e M,, definidas
pelas equagoes (5.39), (5.40), (5.42) e (5.43), respectivamente. O conjunto de propriedades

utilizadas, envolvendo as matrizes M, estao listadas abaixo:

-1~k k. —(k, — ik
Y P . 3 a7 (A1)
w by + ik, k.,
1~k k. ko — ik
Mt = KT | ) (A.2)
iw —(ky + iky) k.
M MMM, = —1. (A.3)

O objetivo desse apéndice é demonstrar todas essas relagoes. Para realizar essa

tarefa é necessario fazer uso das matrizes de Dirac:

015(0 1), 025(9 _i) e 035<1 0). (A.4)
10 t 0 0 —1

A forma matricial de M; é obtida fazendo uso da Equacao 5.39:

w— il (=K Tk, il (=K S (K, — ik
]\41 — e ) ( ) ( _1) g € y) ) (A5)
ils= 1 (— k) *(ka +ik,)  w—ilSH(=K) Tk,

A defini¢ao (5.40) fornece a forma matricial de Ms:

wA il =KD Tk, il (=K ST (K, — ik
M2 — e ) ( ) ( l) g e y) ] (AG)
AN (=KD T (ky +iky)  w+ il (=K Tk,

A relagao (5.42) fornece a estrutura matricial de Msj:

Ve w+ ilE 1 (— k2)ﬂkz i1 (=K T (ky — iky)
T\ il (hy + k) w il (-K) TR )

Analogamente, a identidade (5.43) gera a estrutura matricial de My:

M4:< 'w—ilg_l( K5k il (=K T (ky —zk‘)). 45)
—il¢= (- k2) (k: + iky) w—zlffl(—k2) k,
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Para deduzir as relagoes (A.1), (A.2) e (A.3) é necessario determinar as matrizes
inversas M, ' e M;'. Uma maneira simples de encontrar a inversa de matrizes 2 x 2 é

fazer o uso do teorema abaixo, discutido em [25].

a

C

L1 [d b
At=gal o] (A.9)

Teorema 1 Uma matriz inversivel A = ( ) tem como inversa a matriz

O primeiro passo para encontrar as matrizes inversas desejadas é calcular os

determinantes de My e M;:

det My = det M = 2iwls ! (—k?) 7 k.. (A.10)

A equacao acima conjuntamente com o Teorema 1 fornece a inversa de Mj:

Y= 1 WAl (k) Tk, il (—KY) T (ky — iky)
L2l (k) TR \ ST (R (kb)) w il () TR )
(A.11)
De forma anéloga,
VT 1 WAl (=K Tk, —ils T (=K (ky — iky)
S il (<) Tk, \ SN (—KY) T (k4 k) w4 il (K Tk,
(A.12)

A prova da igualdade (A.1) segue diretamente das equagoes (A.12) e (A.8). Analo-
gamente, a dedugao da identidade (A.2) segue diretamente das equagoes (A.11) e (A.5).
Restando provar apenas a tltima identidade (Equagao A.3). Para realizar tal tarefa se faz

uso das duas identidades ja demonstradas:

O k —(ky — ik k ko — ik
My MM My = — e : ° (ke =ik, o r
w ko + ik, k. —(ky +iky) k.
[2(6-1) ()¢
— T =]

w

(A.13)

Onde foi utilizada a relacdo de dispersio w = 1571 (k?)¢/2.
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