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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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Marlos Antonio Pinheiro Rolim
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Neste trabalho, apresentamos a modelagem da dinamica da interacao entre popu-
lagoes de mosquitos selvagens e transgénicos e seu espalhamento em um dominio
espacial bidimensional. Para isso, as subpopulacoes sao classificadas de acordo com
a sua zigosidade: selvagens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos,
que interagem por meio de acasalamento e competicdo por recursos. As linhagens
obtidas do acasalamento entre essas trés variedades estao de acordo com a genética
classica Mendeliana. Este modelo esti sendo representado por um sistema de equa-
coes diferenciais parciais do tipo reagao-difusao, onde o termo de reagao é fortemente
nao-linear. Para resolvé-lo numericamente, desacoplamos os operadores de difusao
e reacao do sistema, através de uma técnica de decomposicao de operadores sequen-
cial e aplicamos o método dos elementos finitos na resolugao do sistema difusivo e o
método de Runge-Kutta de quarta ordem ao sistema associado a reagao. Simulacoes

numéricas sao apresentadas mostrando a potencialidade da aplicacao do modelo.

Palavras-chave: Decomposicao de Operadores. Mosquitos Transgénicos. Sistema

de Reacao-difusao.
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In this work, we present the modeling of the dynamics of the interaction between
wild and transgenic mosquito populations and their spread in a two-dimensional
spatial domain. For this, the subpopulations are classified according to their zygos-
ity: wild, heterozygotes and homozygotes transgenic, which interact by mating and
competition for resources. The lineages obtained from mating between these three
varieties are in agreement with classical Mendelian genetics. This model is repre-
sented by a reaction-diffusion system, where reaction term is strongly non-linear.
To solve this system, we decouple the diffusion and reaction operators, using the se-
quential operator decomposition technique and apply the finite elements method to
solve the diffusive system, and fourth-order Runge-Kutta to solve the system asso-
ciated with the reaction. Numerical simulations are presented showing the potential

of the model application.
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Capitulo 1

Introducao

Doencas transmitidas por mosquitos, principalmente febre amarela, dengue, zika
e malaria, vém se tornando cada vez mais motivo de preocupagao para a sociedade
devido as altas taxas de incidéncia. Regioes de clima tropical sao as mais propensas
ao acometimento destas doencas pois tém ao seu favor o fato de que temperaturas
e pluviosidade elevadas geram o ambiente propicio para a formacao dos criadouros
dos mosquitos. Ademais, as precarias condi¢oes de habitacdo e saneamento basico
possibilitam condicoes ideais para a proliferacao dos mosquitos e consequente ocor-
réncia dessas doencas. Diante disso, a busca pelo desenvolvimento de tecnologias e
acoes que promovam solugoes eficazes para a reducao da populacao de mosquitos
tem se intensificado nos centros de pesquisa.

A manipulagao genética de mosquitos tem sido uma questao de interesse de
muitos grupos de pesquisa, e vem tornando viavel a obten¢ao de mosquitos geneti-
camente modificados refratarios a doencas. A idéia é que estes mosquitos acasalem
com os mosquitos selvagens, fixando na populacao o transgene que bloqueia o ciclo
do protozoario no mosquito.

A modificagdo genética de mosquitos transmissores da maléria, por exemplo,
tem sido desenvolvida com sucesso. O primeiro mosquito do género Anopheles re-
fratario a maléria foi desenvolvido em 2002 usando uma técnica desenvolvida por
Catteruccia et al. [15]. A partir dessa técnica, dois tipos de modificagdes genéti-
cas foram testadas para os mosquitos Anopheles stephensi usando o promotor CP
(carboxypeptidase) [27]. A primeira modificagdo usava um peptideo sintético SM1
(salivary gland and midgut binding peptide 1), que impossibilita o desenvolvimento
do parasita enquanto ele esta presente no mosquito, deixando-o inofensivo. O outro
expressando a enzima PLA2 (phospholipase A2), presente em veneno das abelhas
[36], que impede o reconhecimento dos receptores do epitélio intestinal dos insetos
pelos acinetos [35]. A modificacdo genética com SM1 mostrou ser estéavel e nao
altera o fitness do Anopheles stephensi [27]. Recententemente, Gantz e Bier [21]

desenvolveram o método MCR (Mutagenic Chain Reaction) baseado na tecnologia



CRISPR-Cas9 (Clustered Regularly Interspaced Short Palindromic Repeats). Esta
metodologia foi testada em Drosophila melanogaster [21] e Anophleles stephensi [22],
implicando em uma edicao do genoma, de forma que a delecao do gene selvagem em
heterozigotos dé lugar a replicacao do transgene, transformando assim individuos
transgénicos heterozigotos em homozigotos ainda na fase larval.

Com as técnicas de manipulacao genética cada vez mais avangadas, surge a ne-
cessidade de modelos matematicos que descrevam de maneira minimamente precisa
como se da a interacao entre populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos e
seu espalhamento em regioes propensas a doencas. Na literatura especializada, po-
demos encontrar desde modelos dinamicos mais simples, como a interacao entre os
mosquitos selvagens e transgénicos descrita por um sistema discreto e sem distingao
de zigosidade [31], até versoes mais complexas, como o proposto por Diaz et al. [16]
que diferencia as capacidades de sobrevivéncia e reproducao dos mosquitos selva-
gens e transgénicos além de levar em conta a zigosidade dos transgénicos, ou ainda
o modelo proposto por Wyse et al. [53] que considera a zigosidade dos mosquitos
transgénicos e as populagoes em valores absolutos, preservando todos os parametros
envolvidos no processo e considerando uma dinamica sazonal tomada em func¢ao da
variacao anual de pluviosidade.

Um passo importante foi dado nesta modelagem ao considerar a dinamica e espa-
lhamento unidimensional de mosquitos selvagens e transgénicos [32], considerando
um modelo descrito por um sistema acoplado de equagoes do tipo reacao-difusao, que
foi resolvido utilizando uma combinacao do método dos elementos finitos e método
de Runge-Kutta de quarta ordem, acoplados através de uma técnica de decomposi-
¢ao de operadores sequencial. Com base nesta idéia, Wyse et al. [51] propuseram
uma dindmica baseada na técnica MCR e espalhamento com coeficiente de difusao
randomico.

Neste trabalho, propomos uma extensao natural da modelagem apresentada em
[32], descrevendo a dinamica e espalhamento de mosquitos selvagens e transgénicos
por um modelo do tipo reacao-difusao bidimensional. Com isso, agrega-se ao modelo
a capacidade de simular situagoes realisticas através de um dominio obtido, por
exemplo, a partir de imagens de satélites. Os cenérios obtidos fornecem diretrizes
para a avaliacao das condi¢oes mais favoraveis de utilizacao da variedade transgénica
para reduzir a incidéncia de doencas transmitidas por mosquitos.

No Capitulo 2, trazemos uma abordagem dos modelos classicos da literatura que
regem a dinamica e espalhamento de populacoes e que servirao de sustentacao para
este estudo. O Capitulo 3 é dedicado a formulacao do modelo matematico descrito
por um sistema de equacoes diferenciais parciais do tipo reacao-difusao, com termos
de reacao nao-lineares, que descrevem a interacao e o espalhamento das populacoes

em um dominio fechado bidimensional. No Capitulo 4, apresentamos a resolucao



numérica do modelo proposto, por meio da técnica de decomposicao de operadores
sequencial, onde é apresentado o algoritmo para a obtencao da solucao numérica,
bem como o método dos elementos finitos para resolver o problema de difusao em um
dominio fechado. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos e discutimos as simulagoes

numéricas.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Diversas situacoes presentes no mundo real podem ser representadas por meio
de uma linguagem matemética. A maléria, como um exemplo de doenca infecto-
contagiosa, tornou-se amplamente estudada a partir do modelo de Ross-MacDonald
[1] que a descreve como um processo interativo entre humanos infectados e mosqui-
tos suscetiveis e entre humanos suscetiveis e mosquitos infectados. A partir desse
sistema basico, varios modelos foram formulados para descrever a dinamica de trans-
missao da malaria em humanos, considerando estagios intermedidrios de infeccao
como, por exemplo, os modelos apresentados em [38] e [39].

De modo geral, as formulagoes matematicas para estudos de populagoes sao cada
vez mais sofisticadas, encorporando fatores anteriormente desconsiderados, como sa-
zonalidade [52], efeito Allee [18| e outros. Independente do modelo a ser proposto,
o estudo de modelos classicos como o de Malthus e de Verhulst tornam-se indispen-
saveis, pois, além de serem amplamente utilizados, fornecem embasamento teoérico
para modelos mais abrangentes e sofisticados.

Nesta perspectiva, apresentaremos uma breve revisao bibliografica dos modelos
classicos da dinamica espaco-temporal populacional, focando apenas naqueles cujos
conceitos sao diretamente relacionados com a dinamica proposta nesta dissertacao
e culminando na equacao de Fisher, a qual é a que mais se aproxima do modelo a

ser desenvolvido.

2.1 Modelos Classicos da Dinamica Populacional

A dindmica populacional é um ramo da ecologia matematica que estuda o com-
portamento das populacoes ao longo do tempo. A investigacao desse comportamento
é importante para que se possa compreender o que ocorre com os fenémenos que ne-
las atuam. Sao varios os fatores que influenciam na dinamica das populagoes como,
por exemplo, a disponibilidade de alimentos, a acao dos predadores, os efeitos do

aumento ou reducao nas taxas de natalidade e mortalidade entre outros. Nessa pers-
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pectiva, as equacoes diferenciais tém sido uma ferramenta de extrema importancia
nesse tipo de modelagem.

A modelagem para o crescimento de populagoes surge da suposicao de que a taxa
de crescimento populacional depende da relacao entre os individuos desta populacao
em um instante de tempo t. Seja P : I — R, uma populacdo em um instante
tel, comI€[0,T]eT oinstante de tempo final. Se considerarmos o namero de
individuos da populagao no instante inicial ¢ = 0 como P(0) = P, onde Py € R,
a formulacao genérica para um modelo que descreve a dinamica populacional pode

ser representada pelo seguinte problema de valor inicial (PVI):

dP(t) _
e f(Pt), tel, 1)
P(O) = PO:

onde f : Ry x I — R é uma fungao que relaciona os individuos da populagao P,
dependendo implicita ou explicitamente de .
A partir do PVI (2.1), abordaremos os dois modelos populacionais mais cléssicos,

que sao o modelo de Malthus e o modelo de Verhulst.

2.1.1 Modelo de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834) foi um economista e demografo inglés que
ficou famoso por ser o primeiro a desenvolver uma teoria populacional. A teoria foi
introduzida em 1798 através do seu artigo “An Essay on the Principle of Population
as it Affects the Future Improvement of Society, with Remarks on the Speculation
of Mr. Godwin, Mr. Condorcet, and Other Writers”|33].

O modelo assume que o crescimento de uma determinada populacao é propor-
cional & propria populagao em cada instante de tempo. Com isso, Malthus conjec-
turou que todos os individuos possufam o mesmo comportamento e que os fatores
limitantes de crescimento eram desprezados. Para Malthus, a populacao cresceria
indefinidamente em termos de uma progressao geométrica, enquanto os meios de
subsisténcia cresceriam em progressao aritmética.

Evidentemente, essa nocao, tanto em relacao a taxa de crescimento da populacao,
quanto a producao de alimentos, nao se confirmou. O fato é que surgiram diversos
fatores que nao foram equacionados como, por exemplo, um aumento significativo
na produtividade agricola da época, um aumento na competicao por recursos, im-
portantes avancos cientificos na medicina e farmacologia, entre outros. Por outro
lado, as taxas de natalidade eram altas, mas as de mortalidade também e no futuro
muitos paises passaram a adotar medidas de planejamento familiar. Dito isto, fica

claro que o modelo de Malthus nao projetaria um quadro realista a médio ou longo



prazo. Entretanto, este modelo ainda é satisfatoriamente bem utilizado nos dias
de hoje para descrever, por exemplo, crescimento de bactérias [11], datar artefa-
tos antigos [56], uma vez que em situagbes como essas, o periodo de simulagao é
relativamente curto.

A equagao do Modelo de Malthus surge do PVI (2.1) tomando f(P,t) uma funcao

linear em relagao a P e sem dependéncia explicita do tempo, isto é,

dP(t

J = AP(t), NeR tel,
dt (2.2)
P(O) - Po,

onde a constante de proporcionalidade A é a taxa de crescimento e representa a dife-
renca entre a taxa de natalidade .4 € R, e de mortalidade .# € R, da populagao
P.

A formulacdo matematica para o modelo de Malthus pressupoe que os nasci-
mentos e mortes naquele ambiente eram proporcionais a populacao presente e que a
variagao da populacao P(t + At) — P(t) era conhecida entre os instantes ¢ e t + At,

isto é,
P(t+ At) — P(t) = N/ P(t)At — A P(t)At (2.3)
onde A P(t)At ¢ o nimero de nascimentos e .# P(t)At ¢ o niimero de mortes no

periodo de tempo At.

Dessa forma, podemos reescrever a equacao (2.3) como:

P(t+ At) — P(t)
At

— (N — M)P(1). (2.4)

Tomando em (2.4) o limite, quando At — 0 em ambos os lados, obtemos

lim P(t+ At) — P(t)
A0 At

— (N — H)P(1).

Por fim, tomando A = (A4 — #) e assumindo a condicdo inicial P(0) = B,
obtemos (2.2).

A solugao analitica do modelo de Malthus é:
P(t) = Pye. (2.5)

A Figura 2.1, retrata a solu¢do da equacdo (2.5) no intervalo de tempo para

I =10, 10] em 3 situacoes distintas:

e A>0e P(0) =2 (curva azul);



e A=0¢e P(0) =100 (curva vermelha);

e A< 0e P(0) =200 (curva verde).

300 .
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I T

/ I

= o= =
+
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200 A

150

Populacao (P)

100

Figura 2.1: Solucao para o modelo de Malthus em um intervalo de tempo I = [0, 10]
para A > 0, A =0 e A < 0 e condicoes iniciais P(0) =2, P(0) = 100 e P(0) = 200,

respectivamente.

Comparando o sinal da derivada de (2.2) com as solugoes graficas da Figura 2.1,
identificamos trés possibilidades para a evolucao da populagao:

1. Se a taxa de natalidade for maior que a taxa de mortalidade entao A > 0

e obtemos diit) > 0, ou seja, a populacao cresce indefinidamente de forma

exponencial;

2. Se a taxa de natalidade for igual a taxa de mortalidade entao A = 0 e obtemos
dP(t)

— = 0, ou seja, a populagao permanece estavel;
3. Se a taxa de natalidade for menor que a taxa de mortalidade entao A < 0 e

obtemos dl;—f) < 0, ou seja, a populacao decresce para zero.

As condigbes iniciais P(0) nao influem no comportamento. Elas foram tomadas
distintas apenas para manter o grafico em uma escala capaz de representar as 3

situacoes, concomitantemente.



Apesar das limitacoes impostas pelo modelo de Malthus na descri¢ao da evolucao
populacional, este foi um modelo de extrema relevancia para a época, chamando a
atencao das autoridades e da populagao sobre os riscos de um crescimento populacio-
nal descontrolado aliado a falta de insumos; além disso, contribuiu significativamente
para o desenvolvimento da dinamica de populagoes. Nessa perspectiva, muitos ou-
tros modelos foram formulados com a finalidade de obter resultados mais realisticos.
O fato é que foram introduzidos outros fatores como por exemplo limitantes de cres-
cimento, mudancas climéticas, acao de predadores, etc., tornando a modelagem cada
vez mais rica em detalhes. O primeiro passo para esse aperfeicoamento, surgiu da
suposicao de que a taxa de crescimento nao seria mais constante e sim dependente
da densidade, sendo A(P). Essa suposi¢ao que recai no classico modelo de Verhulst

que veremos a seguir.

2.1.2 Modelo de Verhulst

Como foi brevemente comentado na secao anterior, o crescimento exponencial
do modelo de Malthus nao se mostra representativo para caracterizar a dinamica de
populacoes a partir de um certo periodo de tempo. Modelagens como, por exem-
plo, competitividade por recursos ocasionada pela superpopulacao, necessitam que
consideremos efeitos inibidores de crescimento da populacao.

Em 1838, o matematico e biologo Pierre Frangois Verhulst (1804-1849) propos um
modelo matematico que é, basicamente, o modelo de Malthus modificado. Verhulst
considerou a taxa de crescimento nao mais uma constante e sim uma funcao li-
near dependente da densidade populacional, com um fator limitante de crescimento.
Esse feito acarretou um enorme avango no estudo de populagoes, produzindo uma
modelagem com resultados mais realistas.

Para caracterizar esse modelo, consideramos em (2.2) que as taxas de natalidade
A Ry — R e mortalidade . : R, — R sao funcoes lineares em P, isto &,
N(P) = by —diP e #(P) = by + dy P, onde o parametro b; € R é a taxa de
natalidade maxima, b, € R é a taxa de mortalidade minima, d; € R mede a rapidez
com que a natalidade diminui e dy € R mede a rapidez com que a mortalidade
aumenta.

Sabemos que a taxa de crescimento A é a diferenca entre a taxa de natalidade e

a taxa de mortalidade, tornando-se agora dependente da densidade populacional P.

Sendo assim, a equac¢ao (2.2) pode ser escrita como e A(P)P, sendo
AMP) = (b1 —diP) — (by + doP)

= (b1 —b2) — (d1 — do) P,



Consequentemente, temos

%it) — (by — by)P(%) {1 - ((Z:Zj) P(t)] :

(b1 — b2)
(dy — do)
logistico de crescimento populacional como:

Definindo r = (b —bg) e k = , obtemos o modelo de Verhulst ou modelo

dP(t) P(t)
BT rP(t) ( - T) , (2.6)

onde r € R, representa a taxa intrinseca de crescimento e k£ € R, a capacidade de
suporte do ambiente.
Para uma analise qualitativa do comportamento da equagao (2.6), conforme dis-

cutido em [47], precisamos procurar por classes de solu¢oes qualitativamente seme-

dP(t)
t

lhantes entre si. Estas classes sao separadas por solugoes de equilibrio =
pP=p*
0 para todo t > 0, ou seja,

rio (1- 70 o

Assim, P(t) = 0 e P(t) = k satisfazem a equagdo (2.6) e sdo chamadas de
solugoes de equilibrio de (2.6), uma vez que, ndo ha variagdo de P a medida que ¢
cresce. Veja que, as solugoes de equilibrio sao os zeros da fungao f(P) e, portanto,
sao chamados de pontos fixos, onde denotamos por P*.

Uma analise de estabilidade para esses pontos fixos pode ser feita analisando a
variacao de f’(P*), sujeita a pequenas perturbacgoes. Isso mostra que para P* =0 a
derivada f'(P*) > 0, ou seja, P* = 0 ¢ instavel e para P* = k a derivada f (P*) < 0,
ou seja, P* = k é estavel.

Uma analise mais detalhada dessa perturbacao pode ser feita considerando AP >

0 uma perturbagao infinitesimal ao redor do ponto fixo P* na equacao (2.6), ou seja,

d(P* + AP)

— (2.7)

s (1o 80

*\ 2 * 2
SN <T(P) +2rP*AP + r(AP) ) (2.8)

k

Tendo em vista que AP ¢ uma perturbagao infinitesimal, o termo (AP)? é muito
pequeno quando comparado com as outras grandezas da equagao, podendo com isso,

ser desprezado. Sendo assim, obtemos

AP +AP) o p (I(P) 4 20P°AP)

dt k




Note que se 0 < P < k, para o ponto fixo P* = 0, temos que rAP > 0. Portanto,
P é uma funcao crescente de t. Por outro lado, se P > k, para o ponto fixo P* = k,

tem-se —rAP < 0. Portanto, P é uma funcao decrescente.
dP(t)

Para ver como o campo de vetores se comporta, esbocamos o grafico de em

fungao de P. A Figura 2.2 a seguir ilustra uma parabola com concavidade voltada

para baixo, com o vértice da parabola em (5, TZ) e com os pontos fixos (0,0) e (k,0)

como sendo os pontos de intersecao com o eixo P. Como nao faz sentido representar

uma populagao negativa, tratamos apenas para valores de P > 0.

dP
dt

Figura 2.2: Campo vetorial para o modelo de Verhulst.

Fazendo uma anélise do ponto de vista biol6gico, podemos observar que uma
populacao pequena ird se afastar do ponto fixo P* = 0 e crescerd aceleradamente
até a metade da capacidade de suporte, onde se localiza o ponto de inflexao g
em seguida, continuard a crescer, porém com uma velocidade cada vez menor até
a capacidade de suporte k. Se a populacao é maior que a capacidade de suporte,
a populacao ird decair para a capacidade de suporte a medida que o tempo tende
ao infinito, ou seja, a populacao tendera a se estabilizar em k. Observe também
que se a populacao inicial for nula, entdao nao existe populagao para se reproduzir e,
portanto, a populagao continuara nula.

Ao introduzirmos a condigao inicial P(0) = Py na equagao (2.6), obtemos pro-

blema de valor inicial

dr@t) _ rP(t)( —@)7 (2.9)

comr, k € R, t €I, e cuja solucao analitica pode ser facilmente obtida via separacao
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de varidveis, conforme encontrada em [56|, dada por:

kP,

P(t) = (k’ o Po)e—rt + PO'

(2.10)

A Figura 2.3 a seguir, apresenta solucoes no tempo continuo, com uma taxa de
crescimento r = 0, 5, capacidade de suporte k = 500, populagdes iniciais P(0) com
valores de 100, 200, 300, 500, 550 e 800 individuos e intervalo de tempo I = [0, 10].

900 - . .
800 | ]

j00F ¢ .

oo Lttt DT o E i
”;;;;;;iiiiigixg{xm{

[ 4
400 L **t**** o |

Populacao (P)
L
-
&
L

*
W0 T Yl oE
. ,
awx o le e e
200 F K}{}‘:KK L

100 p=~

TEempo (t)

Figura 2.3: Solucao analitica para o modelo de Verhulst em um intervalo de tempo
I =10,10], com r = 0,5, k = 500, populag¢ées iniciais P(0) com valores de 100, 200,
300, 500, 550 e 800 individuos.

Podemos observar que, independente da condicao inicial, as solugoes convergem
para a solu¢ao de equilibrio P(t) = 500, ou seja, as popula¢des possuem como
objetivo final o alcance da capacidade de suporte conforme discutido no estudo
qualitativo.

Por fim, destacamos que o modelo de Verhulst, assim como o de Malthus, serviu
como base para derivacao de outros modelos. Novos fatores foram introduzidos,

como por exemplo, efeitos relacionados a captura. Neste caso, temos um modelo do
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tipo logistico com captura

%it) =rP(t) (1 — %) —g(P,t), (2.11)

onde g : Ry x I — R é uma funcao que representa a acao de fatores externos sobre
a populacao P e que pode depender explicitamente do tempo.

Dentre os modelos com essa caracteristica, podemos citar, por exemplo, o modelo
que descreve a interacao entre insetos em uma floresta canadense, proposto em
1978 por Ludwig et al. [47]. Também, o modelo epidemiolégico que descreve a
dinamica de transmissao da gonorreia em uma populagao homossexualmente ativa,
encontrado em [11]. No primeiro exemplo, o termo g(P,t) representa a taxa de
mortalidade devido a predacao e no segundo o termo de captura representa o niimero
de individuos que deixam a classe de sexualmente ativos somado com os individuos

que saem da classe infectada por recuperacao.

2.2 Espalhamento Bidimensional de Populacoes

Nesta secao, passaremos a descrever o processo de difusao. Este conceito sera
de extrema importancia para a construcao do modelo proposto neste trabalho, uma
vez que tal conceito descreverd o espalhamento da populagao de mosquitos desse
estudo ao longo do tempo. Neste sentido, iniciaremos definindo tal conceito.

A difusao é um processo fisico em que particulas sao transportadas, de maneira
aleatoria e espontanea, de uma regiao com maior concentracao para outra de menor
concentracao. Do ponto de vista matemético, a equacao de difusao surge natural-
mente da combinacao da equagao de conservagao de massa, utilizando a Lei de Fick
como hipotese sobre o fluxo.

Diante disso, seja 0 C R? uma regiao aberta e limitada, com fronteira ' =
IyUlp,com TyNTp =0eQ=QUT seu fecho, onde I'y é a regidao com condicio
de contorno de Neumann e I'p a regiao com condicao de contorno de Dirichlet.

A lei de conservacao de massa diz que a tara de variacao da concentragao de
particulas em uma regidgo ) € igual a taxa de fluro das particulas através de sua
fronteira T mais a cria¢ao ou destruicao de particulas em  [37]. Adaptando esta
lei a0 nosso problema, o termo particula pode ser considerado com um individuo
da populagao de mosquitos. Esta lei pode ser escrita matematicamente da seguinte

forma:
0
—/P(x,y,t)dQ: —/J-ndF+/fdQ, Wy e tel.  (212)
ot Q r Q

onde P : 2 x I — R denota a concentracao da populacao de mosquitos e, agora,
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possui dependéncia com €, J € R? o fluxo dos mosquitos, n € R? o vetor normal a
fronteira T e f o termo fonte (ou sumidouro) assumindo caracteristica da equagao
(2.1), ou seja, fungao de P.

Aplicando o teorema da divergéncia [25] ao primeiro termo do lado direito da

equagao (2.12) e assumindo que P(x,y,t) é continuo, temos que

0P

/ {— +div(J) — f|d2=0. (2.13)
Q| Ot

De acordo com o teorema da localizagdo |25], obtemos a equagao de conservacdo

de massa na forma diferencial dada por

%—I; +div(d) = f, Y(z,y) €Q, tel (2.14)

Por outro lado, a lei de Fick diz que o fluzo devido ao movimento aleatério
€ aprorimadamente proporcional a taxa de variacao da concentracao de particulas
[18], ou seja,

J=—-DVP(z,y,t), (z,y)€e tel, (2.15)

onde D € R é chamado de coeficiente de difusao. Embora o coeficiente de difusao
seja considerado constante, ele pode assumir caracteristicas mais gerais, podendo
depender do espago e/ou tempo, podendo ainda ser randoémico, estocastico ou um
tensor variando em diferentes direcoes. Além disso, o sinal negativo indica que as
particulas estao sendo transportadas de uma regiao de alta concentragao para uma
de baixa concentracao.

Substituindo (2.15) na equagao (2.14) obtemos a equagao de reacao-difusao em
duas dimensoes espaciais, onde o primeiro termo do lado direito esté associado a
difusdo e f(P) é o termo associado & reagao.

88—]; = Ddiv(VP) + f(P). (2.16)

Na auséncia do termo de reagao (f(P) = 0), obtemos a equacdo de difusdo pura

em duas dimensoes espaciais

% = Ddiv(VP). (2.17)

Como nossa intencao é estudar a solugao de um fendémeno bioldgico, precisamos

adicionar condigbes na equagao (2.17) para que se possa obter uma solugao tnica.

Neste sentido, para a equagao (2.17) se adequar a esta situagao, introduzimos con-
di¢oes de contorno:

P(z,y,t) = Pr, ¥(z, y) €T, (2.18)
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e condicao inicial:

P(ZL‘,y,O) = pOJ \V/(ZE7 y) < Q7 (219)

obtendo, assim, um problema de valor inicial e de contorno.

2.3 Equacao de Fisher

Na dinamica populacional, é natural indagar sobre o comportamento da popu-
lacao quando se considera a dimensao espacial. Foi justamente o que Ronald Ross
comecou a considerar em 1904. Ele estava se perguntando como a densidade de
mosquitos diminuia & medida que a distancia de um criadouro aumentava. Poste-
riormente este problema chegou a atencao de Karl Pearson e Lord Rayleigh. Em
1937, com o avanco significativo na literatura sobre o estudo da equacao de difusao,
Fisher propos em seu artigo The wave of advance of advantageous genes, um modelo
matematico unidimensional para a dinamica e o espalhamento de individuos com
um termo de reacao logistico [19]. Desde entao, a equagao (2.20) tém sido bastante
utilizada na dinamica populacional. Em Shigesada [44] e Murray [37], por exemplo,
sao feitos estudos sobre as solugoes desta equacao para o caso unidimensional, j& em
Carvalho [14] é utilizada para estudos da dinamica populacional com a capacidade
de suporte espacialmente depende e em Soares [46] é utilizada para estudos sobre a
dispersao de insetos.

A equacao de Fisher é escrita matematicamente da seguinte forma:

%—f _ DAiv(VP) +rP (1 - %) | (2.20)

O termo de difusdo presente na equacao (2.20) caracteriza o espalhamento da
populacao, enquanto que a dinamica é caracterizada pelo termo de reacao nao linear
dado pela equacao logistica de Verhulst.

Até o presente momento, nenhuma solucao exata foi obtida para a equagao (2.20)
no espaco e no tempo. O que existe sao solucdes conhecidas apenas para casos
especiais, como por exemplo, as solu¢des do tipo onda viajante. Segundo [37], em
solucoes desta natureza, a propagacao se da através de uma onda que viaja com
velocidade constante sem mudar a sua forma.

Considere a mudanca de variavel a = %, podemos escrever a equacao (2.20), sob

uma, perspectiva unidimensional, como
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Se existe uma solu¢ao onda viajante, ela pode ser escrita na equagao (2.21) como
P(z,t)=P(r —wt) = P(2), z=z—wt (w>0), (2.22)

onde w é a velocidade da onda.
Com isso, as derivadas parciais em x e t sao convertidas em derivadas ordinarias

em z, isto é,

oPrP dP dz oP dP
wo e T & (2.23)
e
OP dP dz oP dP

Substituindo as expressoes (2.23) e (2.24) na equagao (2.21), obtemos a equagao
diferencial ordinaria nao linear
d*p dpP )
Segundo Murray (2002) [37], Shigesada e Kawasaki (1997) [44], esta equagdo

”
admite solucao do tipo onda viajante que liga os pontos fixos P* = — e P* = 0

para todo w > 2v/rD. Para a velocidade minima da onda w,,;, = 2\/% a solucao
é estavel, tornando-se atratora.

Tanto a equagao de Fisher (2.20) quanto as solugdes do tipo onda viajante, foram
amplamente estudadas em 1937 por Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov. Kolmogo-

rov et al. [30] provaram que se P(z,0) for dada por:

1, se z <
P(z,0) = Po(z) >0, Py(x)= (2.26)
0, se x> x9,

onde z; < Ty, entdo a solu¢ao P(x,t) de (2.21) evolui para uma solugao do tipo onda
viajante P(z), com z = x — 2v/rDt e velocidade minima da onda w,,;, = 2VrD.
Esta solucao significa, biologicamente, que a populagao cresce até a capacidade de
suporte e, apos atingir a capacidade de suporte, comeca a se espalhar como onda
viajante tanto para a direita quanto para a esquerda.

Com base no modelo de Fisher com captura e considerando os cruzamentos gené-
ticos descritos em [53], Lima em (2016) formulou um modelo matematico que rege a
interacao e o espalhamento entre mosquitos selvagens e transgénicos em um dominio
espacial unidimensional [32]. Seguindo essa linha de raciocinio, o modelo proposto
neste trabalho sera formulado a partir da equacao (2.20), tendo por base o trabalho
desenvolvido em [32], mas assumindo um dominio espacial bidimensional. Este mo-

delo sera simulado sobre uma regiao real que compreende a Usina Hidrelétrica de
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Manso, no Estado do Mato Grosso, Brasil.
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Capitulo 3

Modelagem da Interacao entre

Mosquitos Selvagens e Transgénicos

O estudo crescente de modelos mateméticos representados por equagoes dife-
renciais vem ajudando a entender os processos dinamicos entre as populagoes de
mosquitos selvagens e transgénicos e fazendo previsdes com o intuito de promo-
ver um planejamento de agoes que visam a soltura de mosquitos transgénicos em
ambientes propicios.

Recentemente, mais precisamente em 2016, foi apresentado em [53] um modelo
matematico continuo que considera a zigozidade dos mosquitos transgénicos e a
dindmica sazonal do mosquitos devido a pluviosidade. A ideia é que o gene modifi-
cado se espalhe bloqueando o ciclo do protozoario da malaria, a medida em que os
cruzamentos entre os mosquitos selvagens e transgénicos ocorrem.

No mesmo ano, foi apresentado por Lima [32] um modelo matematico unidi-
mensional que descreve a dindmica e o espalhamento entre mosquitos selvagens e
transgénicos, formado por um sistema acoplado de equacdes do tipo reagao-difusao.

Baseado em 32|, neste capitulo, vamos apresentar o modelo matematico bidi-
mensional que descreve a dinamica e espalhamento entre os mosquitos selvagens e
transgénicos da espécie Anopheles stephensi. O espalhamento das trés subpopula-
¢oes de mosquitos ¢ regido pela lei de Fick e a dinamica populacional pelo modelo

proposto em [53].

3.1 Modelo Bidimensional da Dinadmica e Espalha-

mento de Mosquitos Selvagens e Transgénicos

Para descrever a interacao entre mosquitos selvagens e transgénicos, vamos partir
da suposicao de que a dinamica da populacao total de mosquitos seja regida pela

equacao logistica de Verhulst com captura
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% _ P (1 - %) —5,P, (3.1)
onde P ¢é a populagao total de mosquitos. A taxa intrinseca de crescimento r é
a diferenca entre a taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta £ e a
taxa de mortalidade d; ocasionada por razbdes naturais, ou seja, r = £ — 6;. A
taxa de mortalidade 0, tem efeito de captura e leva em consideracao a agao de
predadores e acao humana sobre a populacao de mosquitos. O termo de captura
torna o modelo mais proximo da realidade, ja que embora se considerem fatores
como abundancia de alimentos, espago fisico ou até mesmo os periodos do ano em
que surgem condicoes favoraveis a proliferacao dos mosquitos, a incidéncia destes
insetos é observada sempre em niveis inferiores aqueles que o ambiente é capaz de
suportar. Portanto, a inclusao do termo de captura ird garantir que a populagao se
estabilize em um ponto de equilibrio abaixo da capacidade de suporte k. Note que
o ponto fixo nao nulo de (3.1) & P* = w

A equacao (3.1) pode ser escrita da seguinte forma:

W ep (§+51)P2—(51+52)P

dt k

_ <% — %) P% 6P, (3.2)

onde § = 1 + 0s.
Particionando a populagao total P em trés subpopulagoes: selvagens (), trans-
génicos heterozigotos (us) e transgénicos homozigotos (u3), a equacao (3.2) assume

a forma:

d(u1+UQ+U3) _ < £

,
dt - > (“% +u3 + uj + 2ugug + 2uguz + 2ugus)

up +us +ug  k

-0 (u1 + ug + U3) . (33)

Neste trabalho serd considerado que os cruzamentos entre os mosquitos selva-
gens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos, seguem a genética clas-
sica mendeliana. Nessa situacao a geracao dos mosquitos obedece a lei de Hardy-
Weinberg. Esta lei afirma o seguinte: se nenhum fator evolutivo atua em uma
populacgao, a frequéncia dos alelos e dos gen6tipos permanece inalterada. Para que
a populacao de mosquitos satisfaca a lei de Hardy-Weinberg, ela deve satisfazer as

seguintes condicoes:

e A populacao é muito grande;
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Existe o mesmo nimero de machos e fémeas;

Os acasalamentos sao aleatorios;

Todos os seres devem ter a mesma idade ao acasalar;

Os casais devem ser igualmente férteis;
e Os genes da populagao nao sofrem mutacao.

Com isso, a verificacao para saber se a populacao de mosquitos sofre evolucao é
feita a partir da anéalise da frequéncia dos alelos. Se ocorrer mudanca na frequéncia,
fica evidente que fatores evolutivos estao agindo na populagao.

O céalculo da frequéncia dos possiveis gendtipos da populagao de mosquitos se-
gundo a lei de Hardy-Weinberg é intuitivamente simples. Considere o alelo A, cuja
frequéncia é representado por p, e um alelo a, representado por ¢q. A soma da

frequéncia dos alelos deve ser p + ¢ = 1.

Tabela 3.1: Quadro de Punnett.

p q

Gametas A a
P A AA Aa
a aA aa

Um individuo composto por um par de alelos idénticos é denominado homozigoto,
e um individuo cujo par dos alelos sido diferentes ¢ denominado heterozigoto [24] .
Ainda segundo [24] um individuo ¢ classificado como homozigoto dominante (AA),
heterozigoto (Aa) ou homozigoto recessivo (aa). Neste sentido, a partir do Quadro
de Punnett (Tabela 3.1) temos os possiveis genotipos dados por: AA, Aa, aA, aa.
Conforme discutido em [24], para que um individuo seja AA ele deve receber um
alelo A do macho e um da fémea, obtendo uma frequéncia genotipica p?. De modo
analogo, a frequéncia do genétipo aa é ¢%. Para o individuo que recebe um alelo a
do macho e um alelo A da fémea, resulta em uma frequéncia genotipica pq. E por
fim, para receber um alelo A do macho e um alelo a da fémea, tem-se a frequéncia
genotipica gp. Assim, a soma da probabilidade de AA, mais a probabilidade de a A,

mais a probabilidade de Aa, mais a probabilidade de aa é 1, ou seja,
P2 +2p0+q¢* =1 (3.4)

Essa equacao ¢ um dos fundamentos classicos no estudo da genética de populagoes.
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Portanto, fica evidente que, para uma populacao de mosquitos estar em equilibrio
de Hardy-Weinberg, em cada geracao a frequéncia dos diferentes gendtipos precisa
satisfazer a equacao (3.4).

Os resultados dos cruzamentos entre os mosquitos selvagens, transgénicos he-
terozigotos e transgénicos homozigotos sao obtidos via quadros de Punnet e estao
dispostos na Tabela 3.2. Foram admitidos genotipo aa para os mosquitos selvagens
uy, Aa ou aA para transgénicos heterozigotos us e AA para transgénicos homozigotos

us.

Tabela 3.2: Quadros de Punnett para os cruzamentos u; X u;, 4,5 = 1,2, 3.

u Xu | a a up X uy | A a wy X ug | A A
a aa | aa a aA | aa a aA | aA
a aa | aa a aA | aa a aA | aA
Ug X Uy | A a Us X Uz | A A us X uz | A A
A AA | Aa A AA | AA A AA | AA
a aA | aa a aA | aA A AA | AA

De acordo com a genética mendeliana, a geracao dos mosquitos uy, us € uz surge

a partir dos seguintes cruzamentos:
e Selvagens: (uy X uq),(ug X ug), (uy X ug);
e Transgénicos heterozigotos: (ug X us), (u1 X ug), (us X us), (u; X us);
e Transgénicos homozigotos: (ug X us), (ug X uz), (ug X usz).

Sejam a;j, b;; e ¢;; as frequéncias genotipicas para ui, us e ug obtidas dos cur-
zamentos u; X uj, ¢, j = 1, 2, 3. Estes coeficientes devem satisfazer a relagao
a;j + b;j + ¢;; = 1. Diante disso, temos que os mosquitos selvagens (u1) sao conce-
bidos do acasalamento (u; X u1) na propor¢io de a;; = 1, (u; X uz) na propor¢ao
de ajo = 1/2 e (uz X uz) na propor¢ao de agy = 1/4; transgénicos heterozigotos (uz)
sao concebidos do acasalamento (u; X uz) na propor¢ao de bys = 1/2, (ug X uy) na
propor¢ao de bay = 1/2, (ug X uz) na proporgao de beg = 1/2 e (u3 X u3) na propor¢ao
de by3 = 1; transgénicos homozigotos (u3) s@o concebidos do acasalamento (uy X us)
na proporc¢ao de coo = 1/4, (uy X uz) na proporcao de co3 = 1/2 e (u3z X uz) na

proporc¢ao de c33 = 1.
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Utilizando estes resultados na equagao (3.3) temos que

d(ui+up+us) _ < 3

,
T - > [a11u? + 2(a12 + bio)ujug

up + u2 + usg k

+ (a2 + bz + c22)u3 + 2(bas + c23)ugus + 2bi3urus + c33u3)
—0 (u1 + ug + U3) , (3.5)
A fim de manter a dinAmica da espécie sem que haja superpopulacao e mantendo

para cada variedade de mosquito a mesma dindmica que rege a populagao total, é

possivel escrever a equagao (3.5) como um sistema de trés equagoes acopladas

du r

ditl = (1L1—+-52—|—u3 — k) (anu% + 2a12uius + CLQQU%) — duq,

dug § r 2

T = m — A (2b12U1U2 + b22U2 + 2bagugus + 2b13U1U3) — dug, (3'6)
dus: r

CT; - (uﬁ—ui—km - k:) (C22U% + 2co3ugu3 + C33U§) — dus,

com condigdes iniciais para as trés variedades uy(0) = uy, u(0) = uy e uz(0) =
u3. Este sistema leva em consideracao a contribuicao de cada cruzamento para a
populacao que esté sendo descrita pela respectiva equacao.
O modelo proposto para reger a dinamica e espalhamento de mosquitos selvagens
e transgénicos é dada pelo sistema composto pelo termo de reagio, equagao (3.6), e
a equacao de difusdo em duas dimensoes (2.17):

Ju ) r
87; = Dlle(Vul) + (ul—i—ui—i—’u,g, — k‘) (anu% + 2&12’&111,2 + QQU%) — 5’[1,1,
%:D div(Vug) + & T (2b12uqug + baau3 + 2bgzugug + 2bizuqug) — du
En 2 2 T & 12U1U2 + b2auj 23U2U3 13U1U3 2,
% = nglv(Vud) + # — i (022u2 + 2co3usus + C33u2) — dus
8t U1 + U + us k? 2 3 ’
(3.7)
sujeito as condicoes de contorno:
u,(z,y,t) =1u, V(z, y) €, tel, (3.8)
e as condicoes iniciais:
u,(z,y,0) =q,, Y(z, y) € Q, (3.9)

onde D, é o coeficiente de difusao para cada uma das populagoes u,. Vamos repre-

sentar em nosso modelo D, como D pois consideramos cada uma das populacoes
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com o mesmo coeficiente de difusdo constante.
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Capitulo 4
Formulacao Numérica

No capitulo anterior, apresentamos o modelo matemético bidimensional do tipo
reacao-difusao que descreve a dinamica do espalhamento de mosquitos selvagens e
transgénicos. Vimos que este modelo é descrito por um sistema de equacgoes di-
ferenciais parciais, cujo termo difusivo advém da Lei de Fick com a equagao de
conservacao para as espécies de mosquito e o termo de reacao resulta da dinamica
de cruzamento e competicao entre as variedades de mosquitos consideradas, como
apresentado em [53| e descrito em detalhes no Capitulo 3. Este sistema tem seu
termo de reacao fortemente nao linear, que acopla toda a dinamica entre as varie-
dades de mosquitos, tornando inviavel a obtencao de solucoes analiticas gerais para

o modelo e dificultando até mesmo a obtencao de solucoes numeéricas.

4.1 Algoritmo de Resolugao

Para resolver numericamente o modelo (3.7), aplicaremos a técnica de decompo-
sicao de operadores. As ideias que impulsionaram esta técnica teve inicio em 1955
nos trabalhos desenvolvidos por Peaceman, Rachford [40] e Douglas [17]. Posteri-
ormente, tais ideias foram aperfeicoadas, incluindo nesta lista autores como Baker,
Oliphant, Bagrinovskii, Godunov, D’yakonov, Marchuk, Samarskii, entre outros. No
entanto, foi somente em 1971 por meio de Yanenko [54| que a abordagem da técnica
de decomposicao de operadores no passo de tempo foi desenvolvida. Desde entao,
estd técnica tem sido largamente empregada em estudos de transporte de contami-
nantes em meios porosos para tratar problemas que envolvem reacoes nao lineares
(Barry et al. |4]; Kanney et al. [29] e Kacur et al [28]). Assim como os problemas
de transporte, os problemas de reacao-difusao possuem uma estrutura matematica
que permite uma decomposicao natural dos operadores em duas formas: uma pura-
mente difusiva e outra reativa. De modo geral, cada um dos operadores envolvidos
é resolvido de forma independente, buscando transformar o processo de resolucao

mais complexos em outro de menor complexidade. Além disso, a vantagem desta
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técnica é que devido a separagao dos operadores, temos a flexibilidade de se poder
adotar procedimentos numéricos bem mais otimizados e de reconhecida eficiéncia
para a resolucao de cada uma dos subproblemas obtidos.

Assim, o sistema (3.7) serd decomposto em dois subproblemas com as seguintes
caracteristicas:

(I) O primeiro é descrito por um sistema de trés equagoes diferenciais parciais
puramente difusivas e desacopladas. Para sua resolucao, utilizamos o método de
elementos finitos de Galerkin na aproximacao espacial e o0 método de Crank-Nicolson
na discretizacao temporal.

(IT) No segundo, temos um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares acopladas, associado ao termo de reacao. Para a sua resolucao, utilizamos
o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Para descrever o algoritmo, consideramos I = [0, 7] o intervalo de tempo, com

m
R > T > 0 o tempo final, discretizado como I = |J I,,, com I,, = [t,,t,11] uma
n=0

particao de I, t,, os tempos discretos, m = Alt e At =t,,1 — t, 0 passo no tempo.
Com isso, procedemos com o0s seguintes passos:

Passo 1: No instante inicial t = ¢, inicializamos as variaveis u,(x,y,to) =
u,(x,y), para =1, 2, 3.

Passo 2: Tomando um n > 0 fixo, conhecidas as condicoes iniciais u,(z,y, t,),
tomamos u,(t,) = 4,(x,y,t,) e calculamos @,(z,y,t) no instante ¢, através do
seguinte problema:

Problema (I): Encontrar @,(z,y,t), com (x,y) € Q, t € I, tal que

ou,
ot

= Ddiv(Vua,), (4.1)
com condicoes de contorno dadas por:
u,(z,y,t) =u,, Y(x,y)eTl,
e condicoes iniciais dadas por:
U@,y tn) = wi(tn), V(z,y) €,

onde ¢t = 1, 2 e 3 representa cada uma das equagcoes do sistema de equacgoes diferen-
ciais parciais.

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo I,, utilizamos a solucao obtida do pro-
blema (I), como condi¢ao inicial para a resolugao do sistema de equagoes diferenciais
ordinarias nao-lineares acopladas, dado pelo seguinte problema:

Problema (II): Dados os parametros {a;j, b;j, cij, 6, &, k, r} € R, encontrar
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u,(t), com t € I,,, que satisfaca

du1 r -

dt Uy + ug + us —i—ui fuz k (a11uf + 2a12urup + agud) — duy

dus r —+ +

dt u17 —Hfg + us ok (2b12ulu2 + 522U% 2bazugus 2b12u1U3) Oz (42)
dus r —+ —

dt uy + ug + uz —1—52 fuz k (c22u3 + 2c23uus + cs3uf) — dug

com condigoes iniciais wu, (t,) = U, (x, Y, tpi1)-

Este sistema de equagoes estd associado ao termo de reagao do modelo geral
proposto.

Passo 4: A solugdo do Problema (II) é a solu¢ao aproximada do modelo
bidimensional (3.7) no instante de tempo t,,,1 € I,, C I, 4,(tn11) = u,(t,11). Caso
tnt1 < T, incrementa-se n, faz @,(z,y,t,11) = U, (t) e retorna-se ao passo 2. O

processo é repetido até que ocorra a igualdade ¢, =T

4.2 Procedimento para Resolugao do Problema (I)

Como discutido anteriormente, o Problema (I) é descrito por um sistema de
equacoes diferenciais desacoplado, puramente difusivo. Para sua resolu¢ao podemos
utilizar algumas técnicas numéricas bem estabelecidas como, por exemplo, o método
das diferencas finitas. No entanto, optamos pelo uso do método dos elementos finitos
no intuito de garantirmos mais liberdade e precisao na caracterizagao do dominio
quando situacoes mais reais sao consideradas. Além disso, formulacoes de elementos
finitos sao muito estaveis e precisas para esta natureza de problemas. Neste sentido,
descreveremos a seguir, o processo de resolugao deste problema.

Para resolver o resolver Problema (I) pelo Método dos Elementos Finitos, preci-
samos reescreve-lo na sua forma variacional (ou forma fraca). Para tanto, denotamos

por
LQ(Q):{U:Q%R//U2<OO}

o espaco das fungoes quadrado quadrado integraveis no sentido de Lebesgue, com

produto interno

(u,v) = / wvdQ),  Yu,v € L*(Q),
Q

(& representamos por
H™(9) = {v e L?(Q))\m, la|| < m,d% € L?(Q)} .

o espaco de Hilbert, onde 0%v indica a derivada de v no sentido das distribuicoes.

Com isso, a forma variacional do Problema (I) pode ser escrita como:
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Problema PV: Encontrar @,(z,y,t) € U , com (z,y) € Q et € I, tal que
/Q'&Lde + /QDVfLLVde =0, YweV,1=1,2,3, (4.3)
onde
U = {alt) € B Q)sa(t)]y, = v, (0) = alto) (14)
é o espaco das fungoes testes,
V={veH(Q):v=0 sobre I'p}, (4.5)

& 0 espaco das funcdes peso e @, representa a derivada parcial de 4, em relacdo ao
tempo .
Para mostrar a equivaléncia dos problemas, multiplicamos a equa¢ao (4.1) por v

e integramos sobre todo o dominio €2, obtendo:
/ ,vdQ — / D div(Vi,)vdQ = 0. (4.6)
Q Q

Aplicando no segundo termo desta equacdo o seguinte resultado da Algebra Tensorial
div (vVu) = Vu- Vu + vdiv(Vu), ver [25], obtemos:

/ ,vdQ) — / D div(vVi,)dQ + / D Vi, Vud§) = 0.
Q Q Q
Aplicando o Teorema da divergéncia no segundo termo, ver [25], obtemos:
/ ,vdQ + / D Vi, VodQ — /(D Vi, -n)vdll = 0.
Q Q r

onde n é o vetor normal a fronteira I'. Notem que as condi¢oes de contorno na fron-
teira I' sao do tipo Dirichlet e como v = 0 em I, a integral sobre ela ¢ identicamente

nula. Com isso temos que:
/ w,0dQ) + / DV, VodQ =0,
Q Q

isso é, se 4, é solu¢do do Problema I, também sera solu¢io do (Problema PV).
A reciproca é verdadeira e pode ser provado facilmente partindo de 4.3 e utilizando
as mesmas relagoes de forma apropriada.

Para resolver o Problema PV, vamos aproxima-lo utilizando uma formulacao

semi-discreta conforme de Galerkin. Para isso, consideramos a regiao {2 um dominio
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poligonal, discretizado por uma malha uniforme de n. elementos, tal que

Q: (G) Qe e Qeiﬂer :(D, vei?'éeja

e=1

onde Q é o fecho de €, Q. representa o interior de cada elemento de uma particdo
uniforme de elementos finitos e €, seu fecho. Notem que a unido de todas a sub-
regioes (2. caracteriza todo o dominio, e que as intersecoes entre elas sao nulas, isto
é, nao ha superposicao das regides {2.. Denotamos por h = max{h.} o parametro
da malha, sendo h, a dimensao do elemento (..

Neste sentido, definindo o subespaco de dimensao finita

U = {an(t) € C°(Q) = @n(t)|r = @r, Y

Q. € Pq(Qe)} cU,

como o espaco de elementos finitos lagrangianos de grau até ¢ e de classe C°(Q)

(conjunto das fun¢des continuas), e por
Vi, = {Uh € CO(Q) : Uh|p = 0, VUh|Qe S Pq(Qe)},

o espaco das funcoes peso, a aproximagao por elementos finitos do Problema PV
consiste em:

Problema PV,: Encontrar @"(x,y,t) € U, C U, com t € I, tal que
/ v, dQ + / DVia'Vu,dQ =0, Yo, € Vi, t=1,2,3, (4.7)
Q Q

com condigdo inicial @"(z,y,t) = u,(t).

Para obter o sistema matricial que deriva do Problema PV/},, vamos desenvolver
os procedimentos para cada uma das equacoes ¢ separadamente. Como utilizamos o
método dos elementos finitos na construcao dos nossos espacos, estamos buscando

uma solucao aproximada " € U, da forma

(e, 0) = 3 (0o (,0), (43)

com

Ne

Uh(x7y7t) = Zngﬁj<$,y), (49)

j=1

onde p;(x,y) é a funcdo de interpolacao de suporte compacto associada ao no j da
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malha, e que possui a seguinte caracteristica:

(;Oj(xivyi) =

Y

1, se 1=

{0, se i

com (x;,y;) representando as coordenadas do no i da malha.

Substituindo @ e v, em (4.7), temos que
/ [Z@(tmm,y)] [Zwm,y)
Q= i=1
/Q D[Zaxt)vw,y)] [Zviwm,w
j=1

=1

dQ) +

a0 =0,

que pode ser rearranjada como

Z{ | [t et m]an iso +
iAD[v@i(xay)v¢j($,y)}dQ aj(t)} =0. (4.10)

Como (4.10) vale para todo v;, ele conduz ao seguinte sistema de equagdes dife-

renciais ordinarias lineares:

> [ [eteveien]an i +
j=17¢
> [ D[vetwwVeiep]aam =0 @)
j=179
para todoi =1,2,...,n.. Este sistema pode ser representado matricialmente como:
Mu(t) + Ku(t) = 0, (4.12)

onde u(t) = (a1(t), ..., Upn, (), M = ZMZ e K= ZKZ sao denominadas matri-
e=1 e=1

zes de massa e rigidez, respectivamente, com

My = / (5 (2, 9)¢5 (2, y)) d€,

e

K: = /Q D (Vs () Vgt (2, ) d.
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e ¢° representa a fungao ¢ restrita a nivel do elemento. No Apéndice A mostramos
a representacao da funcao ¢° para elementos triangulares e quadrangulares e o me-
canismo de transformagao isoparamétrica que utilizamos no processo de construcao
das matrizes M} e K.

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais ordinéarias de valor inicial (4.12),

vamos utilizar a familia dos métodos trapezoidais generalizados [26] dada por:

Mzn_;’_]_ + Kun+1 — :E‘7 (413)
Upp1 = Up+ Atzpyiw, (4.14)
Zniw = (1 —w)z, +wzpya, (4.15)

onde w € [0,1] é o parametro que define o método, u, e z, sdo aproximagoes para
u(t) e a(t), respectivamente, comn =0, 1, ... , (m—1).

Explicitando a equagao (4.13) em termos apenas da func¢ao u(t) temos que:
(M + wAtK)u, 1 = (M — (1 — w)AtK)u, + At(wF 41 (1 — w)F,,). (4.16)

Observe que,
e Se w =1, obtemos o método de Euler regressivo (incondicionalmente estéavel):
(M + AtK)u, 1 = Mu, + AtF, 1; (4.17)
e Se w = 0, obtemos o método de Euler progressivo:
Mu, 1 = (M — AtK)u,, + AtF,; (4.18)
e Sew= %, obtemos o método de Crank-Nicolson:
2M + AtK)u, 1 = 2M — AtK)u,, + At(F,.1 + F,,). (4.19)

Ambos os método de Euler possuem erro de aproximagcao de primeira ordem (O(At)),
sendo o progressivo condicionalmente estavel e o regressivo incondicionalmente esta-
vel. Por outro lado, o método de Crank-Nicolson (w = 5) possui uma aproximacao
de segunda ordem (O(At)?) e incondicionalmente estavel. Neste sentido, optamos
pelo uso do método de Crank-Nicolson nas simulacoes deste trabalho.

Existem varios métodos diretos ou iterativos para resolver o sistema linear resul-
tante da expressao (4.19). Como a matriz resultante do lado esquerdo do sistema
linear é simétrica positiva definida, é plausivel utilizar o método de Cholesky [20]
para resolver o sistema linear.

A solucao resultante do sistema linear é utilizada como condicao inicial para
o Problema (II), caracterizado pelo segundo subproblema da decomposicao de

operadores e apresentado no algoritmo de resolucao.
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A resolucao é feita por meio do método de Runge-Kutta de quarta ordem, uma
vez que, o mesmo busca uma melhor estimativa da derivada com a avaliacao da
funcao em mais pontos no intervalo de discretizacao I,,, sem que seja preciso fazer
o calculo de derivadas (caso do método de Taylor de ordem superior), muitas vezes
dificeis de se obter, além de possuir erro de trucamento global de quarta ordem.

Diferente do primeiro subproblema, uma abordagem sobre o método de Runge-
Kutta é feita no Apéndice B, devido o método ser bastante conhecido na literatura.
Para mostrar a aplicabilidade do modelo (3.7) proposto neste trabalho, a eficiéncia
da formulacao numeérica, bem como a eficiéncia da rotina computacional desenvol-
vida na linguagem de programacao Python, é apresentado no préximo capitulo re-
sultados numéricos que simulam a dinamica e espalhamento de mosquitos selvagens

e transgénicos.

30



Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir da im-
plementacado do modelo de rea¢do-difusdo (3.7). Em um primeiro momento apre-
sentamos simulacoes numéricas que ilustram o comportamento das populacoes de
mosquitos selvagens e transgénicos com o objetivo de validagao do modelo por com-
paracao ao equilibrio de Hardy-Weinberg. Em seguida, na segao 5.2, apresentamos
simulagoes numéricas em uma regiao geografica de interesse do ponto de vista en-
tomologico. A malha gerada sobre a imagem de satélite desta regido nos permite
tracar um cendario mais realistico. Para isso submetemos estas populagoes a cenarios

e avaliamos a dinamica e espalhamento ao longo do tempo.

5.1 Experimentos Preliminares

As simulag¢oes numéricas desta se¢do para o modelo (3.7) ilustram a dinamica
e espalhamento das populacoes de mosquitos selvagens e transgénicos, interagindo
sobre uma regiao Q = [0,30] x [0,30] km?. Esse dominio é suficientemente grande
para que as populagoes se espalhem ao longo de uma estacao do ano (treze semanas).

No caso dos valores dos parametros presentes no modelo que ainda nao foram
estabelecidos, utilizamos a estimativa para a taxa intrinseca de crescimento obtida
segundo Suleman [48] em condigoes de laboratorio resultando em uma taxa intrinseca
de crescimento semanal » = 1,2, a taxa de recrutamento de mosquitos para a fase
adulta ¢ estimada usando a tabela de vida de Suleman [48] e expressdes de Birch [8],
resultando em uma taxa de 5,1 por semana, uma taxa de mortalidade ocasionada
por razbes naturais 0; de (5,1 — 1,2) = 3,9 por semana e uma taxa mortalidade
independente da densidade de d, = 0,5 por semana. Através dos dados obtidos por
Reisen e Aslamkhan [42| para estimar a dispersdo de fémeas Anopheles stephensi,
consideramos o mesmo coeficiente de difusao D = 13 x 1072 km?/semana para as
trés variedades.

Por fim, destacamos que todas as condicoes iniciais para os experimentos desta
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secao foram introduzidas no Problema I da subsecao 4.4.1. para a resolucao nu-
mérica do modelo proposto (3.7).

No Experimento 1 buscamos validar o modelo (3.7) proposto neste trabalho,
comparando os resultados obtidos das simulacoes numéricas com o equilibrio de
Hardy-Weinberg e também com os resultados em teste de laboratoério realizado por
Moreira et al. [27]. Uma vez validado o modelo, buscamos no Experimento 2 ampliar
a regiao de distribuicao inicial dos mosquitos a fim de analisar 0 novo comportamento
da dinamica e espalhamento dos mosquitos.

Apresentamos na Tabela 5.1 os dados utilizados para as simulacdes numeéricas

desta secao.

Tabela 5.1: Dados utilizados para a resolu¢ao do modelo proposto para os Experi-

mentos 1 e 2.

Dominio espacial Q = [0,30] x [0,30] km?
Dominio temporal I = [0,13] semanas
Passo de tempo At =0,05
Método de Crank-Nicolson w=20,5
Coeficiente de difusao D =13 x 1072 km? /semana
Capacidade de suporte k = 2000
Taxa intrinseca de crescimento r = 1,2 por semana
Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ¢ = 5,1 por semana
Taxa de mortalidade ocasionada por razoes naturais 01 = 3,9 por semana,
Taxa de mortalidade independente da densidade d2 = 0,5 por semana,

Experimento 1. Para este experimento, simulamos o comportamento de uma
populacao composta inicialmente por 1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos
transgénicos heterozigotos, distribuidos homogeneamente sobre uma regiao central
do dominio [14;16] x [14;16] (km?). Esta configuragio inicial é representada por:

250,se 14 <z <16e 14 <y <16,
0,5e 0<2z<l4elb<r<30;0<y<4delb <y <30,

ur(z,y,0) = ug(z,y,0) = { (5.1)

Il
e

U3(x,y,0) (52)

Em termos de aplicabilidade, estas condicoes iniciais significam que, uma vez
identificado um foco de mosquitos selvagens e estimada sua populacao, uma quan-
tidade equivalente de mosquitos transgénicos heterozigotos é liberada de maneira
homogénea nesta exata area. A populacao de transgénicos homozigotos é inici-
almente nula, mas ela surge naturalmente durante os processos de acasalamento,

(Figura 5.3) e seu espalhamento segue o mesmo padrao dos mosquitos selvagens
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(Figura 5.1) e mosquitos transgénicos heterozigotos (Figura 5.2).

CIAQy Eixox
1018620258 5 4,

15 w0 55 o

Populacéo ul

Figura 5.1: Populacao de mosquitos selvagens do Experimento 1, com condigoes iniciais

(5.1), ap6s 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva espacial (b).
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Figura 5.2: Populacdo de mosquitos transgénicos heterozigotos do Experimento 1, com

condicoes iniciais (5.1), apos 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva

espacial (b).
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Figura 5.3: Populagido de mosquitos transgénicos homozigotos do Experimento 1, com
condi¢oes iniciais (5.1), apos 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva

espacial (b).

Neste experimento, temos as frequéncias genotipicas p = 0,75 e ¢ = 0,25 para
a populacao inicial. Com estas proporcoes é esperado um equilibrio de Hardy-
Weinberg de 0,75% para mosquitos selvagens, 2 x 0,75 x 0,25 para transgéni-
cos heterozigotos e 0,25% para transgénicos homozigotos, isto €, (ui, us, uz) =
(56,25, 37,5, 6,25).

A quantidade de mosquitos, ao final das treze semanas, foi estimada através
do método de integragao de Newton-Cotes, resultando em u; = 24.452 mosquitos
selvagens, us = 16.511 mosquitos transgénicos heterozigotos e uz = 3.318 mosquitos
transgénicos homozigotos. Essas populacoes finais equivalem, respectivamente, a
55,22%, 37,29% e 7,49% que sao valores proximos ao equilibrio de Hardy-Weinberg.
Estes resultados assemelham-se ainda aqueles do teste de laboratoério descrito em
[27], que resultou em uma estabilizacdo da popula¢ido de mosquitos selvagens em
56% e de mosquitos transgénicos em 44%.

Para intervalos de tempo maiores, mais especificamente T = 16 e T" = 20, a
populacao atingiu (uq, us, usz) = (31.906, 21.448, 4.072) (equivalente as proporgoes
55,56%, 37,34% e 7,09%) e (uy, us, uz) = (40.649, 27.235, 4.957,64) (equivalente as
propor¢oes 55, 80%, 37,38% e 6,80%), respectivamente, o que mostra uma tendéncia
de que os resultados estao sendo ratificados pelo equilibrio de Hardy-Weinberg e

pelos resultados de [27].

Experimento 2. Neste experimento, simulamos o comportamento dos mosquitos
ainda admitindo a mesma quantidade inicial do Experimento 1, ou seja, 1000 mos-
quitos selvagens e 1000 mosquitos transgénicos heterozigotos, mantendo a mesma
distribuicao espacial inicial para os mosquitos selvagens e considerando a quanti-
dade de mosquitos transgénicos heterozigotos distribuida homogeneamente em uma
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regiao mais abrangente, compreendendo o dominio [12,5; 17,5] x [12, 5; 17,5] (km?).
Esta nova distribuicao é descrita pelas condigoes iniciais

250, em 14 <x <16 e 14 <y <16,
ul(x,y,()) = (53)

O,em0<2s<1l4el6<z<30;0<y<14delb <y <30,

( 0) 40, em 12,5 <2 <17,5e 12,5 <y < 17,5, 5.4)
us(x, v, = .
2y 0,em0<2r<12,5el17,5<2<30;0<y<12,5e 17,5 <y < 30,

us(z,y,0) =0. (5.5)

Isto significa que, identificado um foco de mosquitos selvagens, uma quantidade
equivalente de mosquitos transgénicos heterozigotos é liberada nao apenas sobre o
foco mas também no seu entorno, mais especificamente 1,5 km? além dos limites do
foco de mosquitos selvagens. Apos 13 semanas, esta situacao evolui para a dindmica
e espalhamento visualizados nas Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 para populagoes de mosquitos

selvagens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos, respectivamente.

15 20

Populacdo ul

° 450,172
ano,ws
20. 0 360,13

=300.11

Figura 5.4: Populacao de mosquitos selvagens do Experimento 2, com condigoes iniciais

(5.3), apds 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva espacial (b).
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Figura 5.5: Populagdo de mosquitos transgénicos heterozigotos do Experimento 2, com
condicoes iniciais (5.4), apos 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva

espacial (b).
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Figura 5.6: Populacao de mosquitos transgénicos homozigotos do Experimento 2, com
condigoes iniciais (5.5), apos 13 semanas, representada por curvas de nivel (a) e perspectiva

espacial (b).

A populacao final de mosquitos nessa simulacdo atingiu os valores de u; =
17.166,5, uy = 28.365 e uz = 15.042,2, resultando em uma estabilizagao da po-
pulacao de mosquitos selvagens em 28, 33% e de mosquitos transgénicos em 71, 65%,
compreendendo heterozigotos e homozigotos. Nesse caso, nao é esperado um equili-
brio de Hardy-Weinberg, uma vez que os acasalamentos deixaram de ser aleatorios
quando no entorno do foco de mosquitos selvagens passou a haver apenas mosquitos
transgénicos heterozigotos.

Comparando os Experimentos 1 e 2, é visivel que, apesar de ambas as simulacoes
iniciarem com a mesma quantidade de mosquitos, a distribuicao inicial utilizada
na segunda apresenta resultados melhores, alcancando uma maior quantidade de

mosquitos transgénicos ao longo das 13 semanas.
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5.2 Experimentos da Regiao Real

Nesta secao, apresentamos simulacoes numéricas em um espaco bidimensional,
com um pré-processamento geométrico e uma geracao de malha que leva em conta

todas as assimetrias e estruturas internas da regiao espacial.

5.2.1 Regiao do Reservatoério da Usina Hidrelétrica

No Brasil cerca de 99% dos casos registrados de maléaria estao na Amazonia Legal
[45]. Essa problematica levou Santos et al. [43] a realizar uma analise do habitat
do mosquito Anopheles darlingi no entorno da Area de Aproveitamento Multiplo de
Manso APM-Manso (Figura 5.7), localizada no centro-sul do estado de Mato Grosso
(regiao presente na Amazonia Legal). Nesse estudo foram feitas coletas de vetores,
nos anos de 2000/2001 e 2004 /2005/2006 e aplicadas técnicas de georreferenciamento
e regressao logistica para analisar o habitat do mosquito na regiao do reservatorio.

Em [43], as imagens georreferenciadas, as informagoes sobre a vegetagao/uso da
terra e os resultados obtidos sobre os locais préximos do reservatoério com maiores
probabilidades de contaminacao nos possibilitaram escolher esta regiao geografica
como regiao de estudo deste trabalho.

Diante disto, definimos a Area de Aproveitamento Miltiplo de Manso APM-
Manso como regiao espacial para o estudo da dinamica e espalhamento de mosquitos
selvagens e transgénicos.

Segundo Santos et al. [43], o clima predominante na regiao é o Tropical Semi-
umido, com temperatura média anual de 26° Celsius e precipitacao de 1750 mm por
ano. Em relagdo a populagdo humana, Santos et al. [43]| verificaram que a mesma
esta presente nas comunidades rurais e também em condominios imobilidrios de alto
padrao construidos ap6s a implantagao da usina, atraindo muitas pessoas para a

préatica de turismo.
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Figura 5.7: Area de estudo
Fonte: Santos et al. [43]

A imagem digital mostrada na Figura 5.8 foi obtida por Santos et al. [43] através
do satélite Landsat-ETM (WRS 226/70) e georreferenciada no software SPRING 4.2
(INPE).
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Figura 5.8: Imagem georreferenciada
Fonte: Santos et al. [43]
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A imagem georreferenciada mostrada na Figura 5.7 mostra que no entorno do
reservatorio, preenchido pelas dguas dos rios Manso e Casca, existem 03 (trés) tipos
de cobertura vegetal originaria na regiao: cerrado, campo e mata semidecidual. De

maneira sucinta, podemos caracterizar cada uma delas:

e O Cerrado é uma savana tropical com maior biodiversidade do mundo. Devido
a sua excepcional riqueza biolbgica, ele vem se tornando palco de uma crescente

ocupagdo humana [10].
e Os campos sao resultados da forte agdo antropica [41];

e Mata semidecidual, ecossistema presente na Mata Atlantica e no cerrado e que

tem por caracteristica um clima com duas estagoes: uma seca e outra chuvosa

10].

A Figura 5.9 permite obter informagao acerca dos locais mais suscetiveis a pre-
senca de mosquitos durante a fase de enchimento do reservatério. Nesta Figura
é possivel perceber que quanto mais proxima da encosta do reservatorio, maior é
a probabilidade de contato com os mosquitos. Essa informacao nos auxiliara, nos
experimentos a seguir, a introduzir os mosquitos transgénicos nas regioes de maior
incidéncia das populagoes selvagens, pois este é um indicativo de que estas areas

sejam um habitat propicio ao seu desenvolvimento.
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Figura 5.9: Mapa com a probabilidade de contato com o mosquito durante a fase
de enchimento do reservatoério.
Fonte: Santos et al. [43]
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5.2.2 Procedimento Computacional

Para o procedimento computacional, quatro etapas permitiram utilizar o dominio
geométrico a fim de obter uma malha capaz de caracterizar com maior precisao
possivel a regiao de escolha.

A priori, elegeu-se o software Salome como ferramenta computacional. A ima-
gem obtida via geoprocessamento foi introduzida no software e na sequéncia foram
desenhadas, no modulo Geometry as subregioes presentes na imagem, tais como:
o reservatorio (lago), campos e florestas. Desta forma, tornou-se possivel a obten-
cao de uma malha de elementos finitos, cuja estrutura, aproxima-se da realidade
mostrada na imagem.

A segunda etapa caracterizou-se por transferir a geometria presente no modulo
Geometry para o modulo Mesh, quando entao uma malha é gerada. A visualizac¢do
dessa malha também se d4 no modulo Mesh.

Na terceira etapa, um script em linguagem Python foi desenvolvido para produzir
um arquivo .txt, que descreve as informagoes da malha gerada, tais como informa-
coes dos elementos, coordenadas de seus respectivos nos e suas conectividades. Por
sua vez, esse arquivo é levado para a rotina computacional de elementos finitos im-
plementada na linguagem de programacao Python e é feita a leitura dos dados desse
arquivo. Neste estagio, o modelo proposto (3.7) é resolvido numericamente.

Obtida a solucao do modelo, chegamos a ultima etapa, isto é, a visualizacao
das solucoes. Neste estagio, a malha obtida anteriormente no médulo Mesh e as
informacoes das solucoes sao introduzida no Software, obtendo assim as solucoes

graficas.

5.2.3 Simulacao Computacional: dominio regular

Nesta subsecao apresentamos a dinamica e o espalhamento das populacoes de
mosquitos selvagens e transgénicos, interagindo sobre a regiao regular, apresentada

na Figura 5.10. Esta regido possui extensdo territorial de Q = [0, 10] x [0, 10] km?.
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Figura 5.10: Area de estudo de Q = [0, 10] x [0, 10] km?2.

Vamos ampliar a regido espacial para [0,15] x [0,15] km? para garantir que as
populacoes se espalhem ao longo de oito semanas sem que o comportamento na
regiao de interesse seja influenciado pelas condicoes de contorno estabelecidas na
fronteira da regiao maior.

Com as informagoes sobre a vegetacao fornecidas na Figura 5.8, desenhamos

geometrias para representar cada uma delas, conforme a Figura 5.11 a seguir.
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Figura 5.11: Desenho das subregioes da regiao regular 1.

Em seguida, a regiao foi discretizada em elementos triangulares, e entao foi
possivel obter a visualizacao da malha correspondente. Na Figura 5.12 a seguir,

apresentamos o resultado grafico desta discretizagao.
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Figura 5.12: Malha para a regiao regular.

A classificacao da cobertura da terra é estratificada em cerrado, mata semideci-
dual, campo, pastagem, terras de uso agricola e 4gua. As geometrias com colora¢ao
amarela representam as regioes de campo, pastagens e terras de uso agricola, as
geometrias em cor verde representam as regioes de cerrado e mata semidecidual.
As geometrias com cores em vermelho sao também regioes de cerrado e mata se-
midecidual, no entanto, sao as regioes com maior probabilidade de contato com o
mosquito, conforme a Figura 5.9. Baseado nessas informacgoes de probabilidade de
contato, selecionamos as regioes de cor vermelha da Figura 5.12 para a liberar os
mosquitos transgénicos heterozigotos.

Diferentes valores para a dispersao de mosquitos podem ser encontrados na li-
teratura, variando devido as condi¢oes meteoroldgicas, topografia, estado fisiologico
dos mosquitos liberados, tamanho corporal, densidade populacional, disponibilidade

de locais de oviposicao. Estudos sobre a dispersao de mosquitos indicam que eles
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apresentam um deslocamento menor em areas urbanas e florestas [50| e maior dis-
persao ao longo do campo e areas abertas [23], [7], o que implica que a topografia
local € um dos véarios fatores extrinsecos e intrinsecos que influenciam a dispersao
dos mosquitos.

Estudos realizados por Bailey et al. [2| concluiram que a curta distancia de
dispersao de Culex tarsalis era independente da direcao do vento, enquanto que a
maior distancia de dispersdo (> 5 km) era sempre a favor do vento. Essa conclusdo
nos da diretrizes sobre a possibilidade desse fato ocorrer para outras espécies de
mosquitos (Diptera: Culicidae). Sendo a premissa do modelo proposto baseada na
dispersao de mosquitos de baixa dispersdao (urbanos e com preferéncia a matas),

nenhuma adveccao sera considerada.

<a?
qit

médio quadratico e ¢; a constante numérica relacionada a dimensao espacial do

O coeficiente de difusao é estimado por D = > onde < 22 > é o deslocamento
modelo (¢;=2, 4 ou 6 para problemas 1D, 2D ou 3D, respectivamente). Diferente
dos experimentos da secao anterior, nesta subsecao adotamos dois valores distintos
para o coeficiente de difusao, um menor para regioes de vegetagao alta e outro maior
para regioes de campo aberto. Em regioes abertas, vamos assumir que o mosquito

se desloque 0,87 km durante sua vida que é de 0,64 semanas de acordo com a taxa

de mortalidade assumida (vide Tabela 5.2). Com isso teremos um coeficiente de

difusao D = 4(;’%77624 = 0,29 km?/semana. De maneira analoga, considerando que em
regives de mata e cerrado o deslocamento é de 0,57 km obtemos D = 0, 13 km?.

Além disso, consideramos que a regiao de campo atua como uma barreira para
0s mosquitos selvagens que ji estdo ambientados na regido, conforme [49|. Nesse
caso, apenas oS mosquitos transgénicos atravessam as regioes de campo a fim de
fixarem-se em ambiente adequado. A ideia é que eles atravessem rapidamente as
regioes abertas, uma vez que a difusdo é mais rapida nesse ambiente, e atinjam as
zonas proximas ao lago para oviposigao.

As condicoes iniciais adotadas foram estimadas a partir da taxa de picada em
humanos (HBR, do inglés human biting rate), que contabiliza o nimero de mosquitos
coletados por humano por periodo de coleta. Essa taxa foi obtida por Zeilhofer et
al. [55] seguindo os protocolos da OMS e com um periodo de coleta de 4 horas, e foi
mais alta em regioes de florestas semideciduais, indicando que os mosquitos estao
bem estabelecidos nessas areas. De acordo com Cardé [13], o reconhecimento inicial
de um hospedeiro humano por um mosquito ocorre a uma distancia de 10 metros,
a partir do COy emitido na sua respiracao. Isso significa que um humano tem uma
area de atracao para mosquitos estimada em 314 m2. O reservatério cobre uma area
de 427 km?. A quantidade de mosquitos pode entdo ser estimada multiplicando HBR
diaria pela expectativa de vida do mosquito em semanas e teremos HBR x 4,0 x 4,6

para cada 314 m? do reservatorio, considerando que o mosquito tenha uma atividade
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diaria de 16 horas. Em regioes de alta incidéncia a area obtida foi de 5,2607 km?,
vamos considerar H BR = 56 e entao obtemos aproximadamente 17.496 mosquitos;
usando o mesmo raciocinio, vamos considerar H BR = 26 para regioes de baixa
incidéncia de mosquitos, cuja respectiva area corresponde & 37,123 km? e obteremos
aproximadamente 57.743 mosquitos.

Diante disso, consideramos uma quantidade de mosquitos selvagens u; = 57.743
distribuidos homogeneamente nas regioes de cerrado mais uma quantidade de
up = 17.496 nas regioes com cor vermelho, uma quantidade de transgénicos hetero-
zigotos uy = 17.496 distribuidos homogeneamente também nas regioes de coloracao
vermelha (Figura 5.12) e uma quantidade de transgénicos homozigotos uz = 0.

Consideramos condigoes de Dirichlet em todo o contorno da regiao maior e no
contorno do reservatério consideramos fluxo nulo.

A Tabela 5.2 resume os valores dos dados utilizados nas simulagoes numeéricas
deste cenario. As taxas sao referentes ao ciclo de vida do Anopheles darlingi, que é a
espécie de mosquito encontrada com maior abundancia na regiao, e foram obtidos de
[52],[53]. Os valores dos coeficientes de difusao foram obtidos a partir das medidas

de deslocamento da espécie, que podem atingir até 3 km [49].

Tabela 5.2: Dados utilizados para a simulacao do modelo proposto para a regiao

regular localizada no entorno da APM-Manso.

Dominio espacial Q =10,10] x [0, 10] km?
Dominio temporal I = [0, 10] semanas
Passo de tempo At =0,2
Método de Crank-Nicolson w=20,5
Coeficiente de difusdao para as regioes de campo D =29 x 1072 km? /semana
Coeficiente de difusao para as regioes de cerrado D =13 x 1072 km? /semana
Capacidade de suporte k=3 x 106
Taxa intrinseca de crescimento r = 4, 3484 por semana
Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta & = 8, 3484 por semana
Taxa de mortalidade ocasionada por razoes naturais 01 = 4,0 por semana
Taxa de mortalidade independente da densidade 09 = 2,545 por semana

As solucoes graficas apresentadas nas Figuras a seguir representam, na regiao
de interesse © = [0,10] x [0, 10] km?, a dinamica e o espalhamento dos mosquitos
selvagens e transgénicos ao longo de dez semanas (mais especificamente nos tempos
T=1T=2T=4T=6,T=8¢T =10).

Para os mosquitos selvagens obtivemos as solugoes apresentadas nas Figuras 5.13
a seguir. Observe que entre 4 e 6 semanas ocorre uma notavel ocupacao dos mos-

quitos selvagens nas regioes de mata semidecidual. Na oitava semana j& é possivel
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observar uma ocupagao dos mosquitos selvagens em regioes de mata. Isso ocorre
devido ao fato de que os mosquitos selvagens sao gerados dos cruzamentos entre as

variedades transgénicas presentes naquela regiao.
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Figura 5.13: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse nos tempos
T=1(a), T=2(b), T=4(c), T=6(d), T=8(e)eT =10 (f).
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Figura 5.14: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse com o tempo

T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial..

A Figura 5.15 a seguir mostra os cenarios obtidos da simulacdo numérica para
a populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos. Podemos observar que essa
variedade de mosquito, embora ocorra em todo o territério, tende a ocupar as areas
de campo, seguindo em direcao ao reservatoério. Esse comportamento se justifica
pelo fato de que nesta drea nao h& mosquitos selvagens nativos, ocorrendo entao
cruzamentos cuja probabilidade de encontro ¢ maior entre espécies transgénicas, o
que implica em uma quantidade maior de mosquitos que carregam o gene refratario
a doenca. Devido a impossibilidade de atravessar o reservatorio e levando em conta
que estamos considerando o efeito de difusao, a tendéncia é de que eles atravessem o
campo rapidamente, retornando para a zona de mata. Comportamento semelhante

a esse ¢ observado para a populacao de mosquitos transgénicos homozigotos, vide
Figura 5.17.
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Figura 5.16: Populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos na regiao de inte-

resse com o tempo 1" = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.
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Figura 5.17: Populacao de mosquitos transgénicos homozigotos na regiao de interesse
com os tempos T'=1(a), T =2 (b), T =4 (c), T =6 (d), T =8 (e) e T'= 10 (f).
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Figura 5.18: Populacao de mosquitos transgénicos homozigotos na regiao de interesse

com o tempo 7' = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Ao final da evolucao temporal obtivemos uma populacao de mosquitos selvagens
up = 12.728.402, mosquitos transgénicos heterozigotos us = 8.741.213 e mosquitos
transgénicos homozigotos us = 2.706.032, que resultou em uma estabilizacao da
populagao de mosquitos selvagens em 52, 65%, mosquitos transgénicos heterozigotos

em 36, 16% e mosquitos transgénicos homozigotos em 11,19%.

5.2.4 Simulacao Computacional: dominio irregular

Com base nos estudos realizados na subsecao anterior, onde foi simulada a dina-
mica e espalhamento de mosquitos em uma pequena regiao da APM-Manso, estamos

agora aptos a realizar o estudo na regiao por inteiro, apresentada na Figura 5.19.
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Figura 5.19: Area de estudo de €.

Para cada tipo de vegetacao foram desenhadas as geometrias, considerando as
regioes em amarelo com cobertura vegetal de campos, as regioes em verde sao o0s
cerrados e as regioes em vermelho sao cobertas de matas. Essa caracterizacao das
regioes da APM-Manso segundo o tipo de cobertura vegetal é apresentado na Figura
5.20.
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Figura 5.20: Desenho das subregioes do dominio irregular, de acordo com a cobertura

vegetal.

A discretizacao desta regiao foi feita de modo utilizando elementos triangulares,
conforme mostrado na Figura 5.21. Além disso, ampliamos também a regiao geo-
métrica de modo a evitar que os mosquitos sofram a influéncia da condicao imposta

no contorno da regiao maior.
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Figura 5.21: Malha para o dominio irregular.

Nesta subsecao, adotamos dois valores distintos para o coeficiente de difusao, um
menor para regioes de vegetacao alta e outro maior para regioes de campo aberto.
Em regices abertas, vamos assumir que o mosquito se desloque 1,02 km durante sua

vida que é de 0,64 semanas de acordo com a taxa de mortalidade assumida. Com

1,022
4x0,64

analoga, considerando que em regioes de mata e cerrado o deslocamento é de 0, 87
km obtemos D = 0,29 km?.

As condicOes iniciais adotadas foram estimadas a partir da taxa de picada em

isso teremos um coeficiente de difusao D = = 0,39 km?/semana. De maneira

humanos (HBR, do inglés human biting rate). Em regides de alta incidéncia a
area obtida foi de 423,6375 km?, vamos considerar HBR = 50 e entdo obtemos
aproximadamente 1.241.231 mosquitos; vamos considerar H BR = 7 para regioes de
baixa incidéncia de mosquitos, cuja respectiva area correspondente & 607, 5863 km?
e obteremos aproximadamente 270.975 mosquitos.

Diante disso, consideramos uma quantidade de mosquitos selvagens u; = 270.975
distribuidos homogeneamente nas regioes de cerrado mais uma quantidade de

up = 1.241.231 nas regioes com cor vermelha, uma quantidade de transgénicos he-
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terozigotos us = 1.241.231 distribuidos homogeneamente também nas regioes com
cor vermelha (Figura 5.12) e uma quantidade de transgénicos homozigotos uz = 0.

Consideramos condi¢oes nulas de Dirichlet em todo o contorno da regiao maior
e fluxo nulo no contorno do reservatorio.

A Tabela 5.3 resume os dados utilizados nestas simulagdes numéricas.

Tabela 5.3: Dados utilizados para a simulacao do modelo proposto no entorno da
APM-Manso.

Dominio temporal I = [0,10] semanas
Passo de tempo At =0,25
Método de Crank-Nicolson w=20,5
Coeficiente de difusao para as regioes de campo D =39 x 1072 km? /semana
Coeficiente de difusao para as regioes de cerrado D =29 x 1072 km?/semana
Capacidade de suporte k=3 x10'0
Taxa intrinseca de crescimento r = 4, 3484 por semana
Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ¢ = 8, 3484 por semana
Taxa de mortalidade ocasionada por razoes naturais 01 = 4,0 por semana
Taxa de mortalidade independente da densidade 092 = 2,545 por semana

As solugoes graficas apresentadas nas Figuras 5.22, 5.23 e 5.24 a seguir represen-
tam, na regiao de interesse, a dinamica e o espalhamento dos mosquitos selvagens,
transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos para o tempo 7' = 1 semana,

respectivamente.
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Figura 5.22: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse com o tempo

T = 1 semana.
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Figura 5.23: Populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos na regiao de inte-

resse com o tempo 7' = 1 semana.
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Figura 5.24: Populacao de mosquitos transgénicos homozigoto na regiao de interesse

com o tempo 7" = 1 semana.

Passadas 5 semanas podemos perceber um aumento significativo na quantidade
de mosquitos, tanto nos selvagens (Figura 5.25) quanto nos transgénicos (Figuras

5.26 e 5.27), mostrando a passagem dos mosquitos transgénicos pelas areas de campo.

Populacdo ul

1020015360,000
E9.06686+8
£7,9335e+8
=6,8001e+8
=5,6668e+8
£4,5334e+8
£3,4001e+8
2,2667e+8
1,1334e+8

0,000

Figura 5.25: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse com o tempo

T = 5 semanas.
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Figura 5.26: Populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos na regiao de inte-

resse com o tempo T = 5 semanas.
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Figura 5.27: Populacao de mosquitos transgénicos homozigoto na regiao de interesse

com o tempo 7' = 5 semanas.

Com 10 semanas de simula¢do temos uma ocupagao ainda mais intensa. As so-

lucoes graficas apresentadas nas Figuras 5.28, 5.30 e 5.32 a seguir representam, na
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regiao de interesse, a dinamica e o espalhamento dos mosquitos selvagens, trans-
génicos heterozigotos e transgénicos homozigotos para o tempo 7" = 10 semanas,
respectivamente.

Para os mosquitos selvagens, observe nas Figuras 5.28 e 5.29 que ocorre uma
notavel ocupacao dos mosquitos selvagens nas regioes de alta incidéncia, que sao as
regioes de mata e cerrado. Também é possivel observar uma ocupagao dos mosquitos
selvagens em regioes de campo, resultando dos cruzamentos entre as variedades

transgénicas presentes nessas regioes.

Populacdo ul
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Figura 5.28: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse com o tempo

T = 10 semanas.
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Figura 5.29: Populacao de mosquitos selvagens na regiao de interesse com o tempo

T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Para os mosquitos transgénicos heterozigotos, podemos observar nas Figuras 5.30
e 5.31 que essa variedade atua diretamente nas regioes de alta incidéncia. Este com-
portamento ratifica nossas expectativas em relacao a esta variedade de mosquitos,
uma vez que nossa intencao era obter uma maior concentracao justamente nessas
areas de alta incidéncia. Além disso, tende a ocupar as areas de campo, devido a

auséncia de mosquitos selvagens nativos nessa regiao.
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Figura 5.30: Populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos na regiao de inte-

resse com o tempo 7' = 10 semanas.
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Figura 5.31: Populacao de mosquitos transgénicos heterozigotos na regiao de inte-

resse com o tempo 1" = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.
Para a populagao de mosquitos transgénicos homozigotos, obtemos comporta-

mento semelhante ao observado na populacao de mosquitos transgénicos heterozi-

gotos, vide Figuras 5.32 e 5.33.
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Figura 5.32: Populacao de mosquitos transgénicos homozigoto na regiao de interesse

com o tempo T = 10 semanas.
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Figura 5.33: Populacao de mosquitos transgénicos homozigoto na regiao de interesse

com o tempo 7' = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Ao final da evolucao temporal, obtivemos uma populacao final de u; =
1.089.766.779.704 mosquitos selvagens , us = 609.395.881.361 mosquitos transgeé-
nicos heterozigotos e ug = 564.788.706.219 mosquitos transgénicos homozigotos,

resultando nas seguintes proporgoes: 48, 13% da populagdo composta por mosquitos
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selvagens, 26,92% da populacdo composta por mosquitos transgénicos heterozigo-
tos e 24,95% da populacao composta por mosquitos transgénicos homozigotos. Isso
significa que a insercao de mosquitos transgénicos nas areas de maior incidéncia de
mosquitos, mais especificamente regioes de mata, reduziu em mais da metade a po-
pulacao de mosquitos selvagens prevista para ocupar a regiao do APM-Manso em

10 semanas.

63



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos um modelo bidimensional que rege a dinamica e
espalhamento dos mosquitos selvagens e transgénicos. Esse modelo foi constituido
pelo termo de difusao, baseado na lei de Fick, e que caracterizou o espalhamento
entre os mosquitos e pelo termo de reacao que descreveu a dinamica entre mosquitos
selvagens e transgénicos.

Para obtencao da solucao numeérica, a técnica de decomposicao de operadores
foi utilizada com sucesso. Resolvemos o problema de difusao usando a forma semi-
discreta do método de elementos finitos de Galerkin e o problema de reacao usando
o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Sua caracteristica de resolver de forma
separada os operadores de difusao e de reacao facilitou a implementacao computaci-
onal. Por outro lado, em termos de exigéncia computacional, o armazenamento das
informagoes resultante dos calculos, exigiu um considerével tempo de processamento.

Apos analise e validacdo do modelo com simulacoes em regides e situacoes arti-
ficiais e controladas, exploramos seu potencial na modelagem e estudo mais gerais e
realistico da dinamica e espalhamento dos mosquitos. Para isso, aplicamos o modelo
na regiao geografica da area de Aproveitamento Multiplo de Manso (APM-Manso),
localizada no estado do Mato Grosso, Brasil. Neste estudo, caracterizamos a regiao
geogréfica através de uma malha de elementos finitos gerada pelo software Salome,
a partir de imagens obtidas de satélite.

Adotamos coeficiente de difusao constante e idéntico para as trés variedades
genéticas de mosquitos consideradas, uma vez que até o presente momento nao
foram encontrados registros na literatura que classifiquem a dispersao de mosquitos
de acordo com sua zigosidade. A variacao do coeficiente de difusao se deu apenas
em relacao a vegetacao mapeada, que ¢ um tema ja discutido no ambito cientifico.

Podemos inferir que, as simulacdes numéricas indicam que a escolha da regiao
de liberacao de mosquitos transgénicos influencia no nivel de sucesso obtido. Além
disso, foi possivel concluir que a eliminacao total de mosquitos selvagens é inviavel

caso nao haja superioridade dos transgénicos, tendo em vista, que de acordo com
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a genética classica Mendeliana que rege o resultado dos cruzamentos, os mosquitos
selvagens surgem também do acasalamento dos mosquitos transgénicos heterozigo-
tos.

Os resultados indicam que a introducao de mosquitos geneticamente modifica-
dos no ambiente é um caminho promissor para o controle da malaria e de outras
doencas transmitidas por mosquitos. Embora tenhamos considerado a genética clas-
sica, sem nenhum efeito de mutacao ou técnicas de "gene drive"que favoreceriam as
variedades transgénicas, foi possivel verificar uma substituicdo de mais de 50% dos
mosquitos selvagens por mosquitos transgénicos, mesmo sobre uma area extensa e
com variedade topogréfica.

Para perspectivas futuras, destacamos a necessidade de obter estratégias de oti-
mizacao a fim. Com os recentes avangos em técnicas de manipulacao genética que
buscam favorecer os mosquitos transgénicos, um passo importante é a compreensao
de como essas novas técnicas influenciam na dinamica de interacao entre as varieda-
des genéticas consideradas. Isso leva a uma futura atualizacao no termo de reacao
do modelo proposto. Testes indicam, por exemplo, que a técnica MCR favorece a
geracao de mosquitos transgénicos mas pode impor um custo de fitness para esse
mosquito [22] enquanto que a genética classica Mendeliana pode ser utilizada sem
esse custo [51].

Efeitos sobre o espalhamento, tais como adveccao, quimiotaxia ou retencao tam-
bém podem ser avaliados, garantindo uma maior abrangéncia para aplicabilidade do

modelo.
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Apéndice A
Mapeamento Isoparamétrico

A ideia principal do mapeamento isoparamétrico é relacionar os sistemas de
coordenadas globais de um poligono convexo com o sistema de coordenadas locais,
onde as integrais das matrizes locais podem ser facilmente calculadas. Para isso, é
preciso que a solucao aproximada e suas derivadas sejam escritas em funcao dessas
coordenadas locais.

Para construir o mapeamento, devemos respeitar alguns critérios:

1. A transformacao deve provocar uma malha sem saltos entre os elementos e

também sem sobreposicao entre eles;
2. As transformacoes devem ser faceis de construir;
3. As fungoes devem ser faceis de se manipular;

4. E por fim, as fungoes devem ser continuas e diferenciaveis em cada elemento
Q..

Por exemplo, para um elemento quadrilatero definido no plano xy, a aproximacao

v (x,y) escrita em termos de coordenadas locais (£,7) é dada pelas expressoes

x(&m) = Z%%(é’,n) (A1)
y(&,n) = Zyjsoj(é,n) (A.2)

onde ¢;(&,n) é a fungdo de interpolagio local (de elemento) e (z;,y;) sdo as coor-

denadas z e y no no j.
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Figura A.1: Parametrizagao de um elemento.

As fungoes ¢ sao conhecidas como fungées de forma (shape functions). Nos
elementos da familia de Lagrange, as funcoes de interpolagao sao obtidas a partir
dos produtos dos polinémios de Lagrange em cada diregao, resultando em elementos
com q + 1 nos:

gog = l;(f)l?(n) = (g+1)* nos. (A.3)

Desta forma, as funcoes de interpolacao do elemento quadrilatero bilinear de 4

no6s do nosso exemplo, para polinémios lineares (¢ = 1) sao:

pr(€m) = {1+ +) (A1)
palen) = 71— €)1+ ) (A.5)
palem) = (1= 61 —n) (A6)
pulen) = L+ €1~ ) (A7)

De modo analogo ao elemento quadrilatero, uma transformacao simples mapeia
um elemento triangular para um elemento em um sistema de coordenadas locais,

(conforme a Figura A), dadas pelas expressoes

2(€.m) = Zl‘j%(é,n) (A8)
y(&,n) = Zym(é,n) (A.9)
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Figura A.2: Parametrizagao de um elemento.
Fonte: Becker, Carey and Oden [6].

A discussao sobre a obtengao das fungoes de forma ¢ feita em [6]. Aqui apresen-
taremos as fungoes de forma linear para o elemento triangular linear. Tais fungoes
assumem valor unitario em um vértice e zero nos vértices opostos e sao expressas da

seguinte forma:

pi(&m) = 1=&—n (A.10)
p2(6,m) = ¢ (A.11)
e3(&m) = n (A.12)

Uma vez tendo a aproximacao escrita em termos de coordenadas locais, os inte-
grandos passam a ser funcdes de (£,7), desta forma, é necessario mudar o dominio
e os limites de integracao. Isto é feito através da matriz Jacobiana J de transforma-
cao de coordenadas, que relaciona um elemento infinitesimal no dominio real a um

elemento infinitesimal no dominio de coordenadas locais:
dQ, = det(J)d&dn. (A.13)

Assim, uma integral de elemento pode ser efetuada utilizando-se o dominio de
coordenadas locais.

As fungoes z(&,n) e y(&,n), como dito anteriormente, devem ser continuas e
diferenciaveis em relacao a &, 7. Diante disso, podemos obter suas diferencias,

respectivamente, como:

~ 0x(&,n) dx (&, 1)
- d¢ + dn (A.14)

d
x on
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dy(&,m) 9y(&,m)
dy = d d Al
y oe Gt g, (A.15)
e que podem ser escritos de forma matricial como:
ox ox
dx ¢ an dé
= , A.16
[ dy ] @ @ dn ( )
9¢ on
onde
or o
J= gg gz , (A.17)
o oy
é a matriz jacobiana da transformacao.
Para inverter expressao (A.16) é necessario que
Oxrdy Oyox
J=detJ)=| = - —=— : Al
91 = der() = (Ge ot - S250) 20 (A18)
Com isso, a forma inversa da transformagao é:
dy y
¢ | 1 on ¢ dx
[ dn ] Cdet(3) | 0z 0r gy | (4.19)
on 23

Para uma melhor compreencao, considere o seguinte elemento €2, de quatro nos,
com as respectivas coordenadas (0,0), (2,0), (2,1) e (0,1). De acordo com as ex-

pressoes (A.1) e (A.2), temos que

x(&,m) = ij%(i,n) (A.20)
y(&n) = Zyjsoj(ém)- (A.21)

Sabendo que (z;,y;) = {(0,0),(2,0),(2,1),(0,1)} e que as funcoes de forma
¢;, para elementos quadragulares, estao estabelecidas. A transformacao é feita da

seguinte maneira:

x(&,m) = 0p1(&,n) + 202(&,m) + 203(&,1) + 0p4(€,n) (A.22)
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Substituindo as fun¢oes de forma ¢;, obtemos

2(,n) = (1=¢)

yEn) = 50— )

Com isso, obtemos a matriz jacobiana da transformacao:

| o¢ B,
L I
L O¢ on

—1 0

= 1
0o =3

e, por sua vez, o determinante do jacobiano det(J) = % £ 0.

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Uma vez obtida as transformagoes em relagao as coordenadas x; e y; e o de-

terminante do jacobiano, é possivel calcular as integrais presentes na matriz local

dada a nivel de elemento. A integracao numérica é obtida através do emprego da

quadratura gaussiana em cada coordenada separadamente [12].
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Apéndice B
Método de Runge-Kutta

As equagoes diferenciais sao comumente usadas para modelagem matematica em
ciéncia e engenharia. Em muitas situagoes, os problemas formulados através destas
equacoes nao possuem solucao analitica conhecida, entao os métodos numéricos
apresentam-se como uma alternativa para encontrar solugoes aproximadas. Dentre
os diversos métodos numéricos para resolucao de equacgoes diferenciais, o método
de Runge-Kutta é considerado um dos mais importantes por ser bastante preciso,
estavel e de facil implementacao.

Desenvolvido pelos matematicos Carl David Runge (1856-1927) e M. Wilhelm
Kutta (1867-1944) o método consiste em comparar um polinomio de Taylor ade-
quado a fim de eliminar o céalculo das derivadas, muitas vezes dificeis de serem
obtidas, fazendo-se varias avaliagoes da funcao a cada passo, ou seja, busca-se uma
melhor estimativa da derivada com a avaliacao da funcao em mais pontos no inter-
valo dado [3].

O método de Runge-Kutta é facilmente encontrado na literatura, alguns textos
sdo mais teoricos como [5] e [9] e outros mais computacionais como [12], [20] e [34].
Neste sentido, nosso foco sera o de apresentar o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, uma vez que, essa foi a técnica numeérica escolhida para resolu¢ao do modelo
proposto neste trabalho, em virtude da sua eficacia e facilidade de implementacao.

Inicialmente, considere o intervalo I = [a, b] dividido em m subintervalos de igual

: b—a : .
comprimento h = ——, de tal maneira a formar um conjunto de pontos t,, = a+nh,
comn =0,1,---, m.

O método de Runge-Kutta ¢ um método de passo simples dado por:
Upt1 = Up + hw (tn7 Un, h) 5 (B]')

onde 1 é conhecida como funcao incremento e que depende de t,,, u,, e h.
Dizemos que um método é de passo simples se a aproximac¢ao u,;; depende

apenas do resultado u,, da etapa anterior [5].
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Fazendo 1 (t,,un, h) = (p1k1 + p2ka + psks + psks) e substituindo na equacdo

(B.1), obtemos o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
Uny1 = Up + h (p1 Ky + p2 Ko + p3Ks + paKy) (B.2)
onde K, K5, K3 e K, tem as formas

K, = f(t )

Ky = f(tn + qih,u, +r1hKy), (B.3)
Kz = f(tn + q2h, un 4+ r2h Ky + 130 Ky),

Ky = f(tn+ qsh,un + rah Ky + r5h Ky + 176h K3),

comp, qger €R.

Cada método de Runge-Kutta ¢ derivado de um método apropriado de Taylor
de tal maneira que o erro global de aproximacgdo seja da ordem O(hY). Deste
modo, para o método de Runge-Kutta de quarta ordem, a estratégia é encontrar os
coeficientes p, ¢, e r para que a regra de atualizacao possua precisao equivalente ao
método de Taylor de quarta ordem [34].

Sendo assim, expandindo K, K3 e K4 em torno de um ponto (t,,u,) em sé-
rie de Taylor de duas variaveis, abandonando-se os termos de ordem h2, h® e h*,
respectivamente. Em seguida, substituindo essas expansoes e o termo K; em (B.2)
e comparando os termos da poténcia h até h* entre a funcdo v com a funcao Ty
(N = 4) do método de Taylor,

u(tn + h) = u(ty) + hTy (tn, u(tn)) + O(KN D), (B.4)

onde

(B.5)

N
Ty (tn, u(t, Z
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obtemos um sistema nao linear de equacoes

(
™ = (1,
ro 4T3 = Q2
T4+ 15+ 76 = @3
p1+p2t+ps+ps = 1
1
DP2q1 + P3q2 + Paq3 = 5
P2Gi + P33 + pad; .
i 2 3 3 (B.6)
3 3 3 1
DP2q7 + D3G5 + Pags = Za
1
P3qi7s + pa (175 + GaT6) = 5
1
P3q1q2r3 + Pags (175 + qore) = 3
2 2 2 1
P3qirs + pa (¢irs + q576) = 1
1
r3r = —.
\ DP4q17376 Y

Este sistema é constituido por 11 equacoes e 13 incognitas, e possui portanto,

infinitas solucoes.

1 1 1 1 1

Fazendo ¢; = = e ro = 0, encontramos = — == Py = — = — = —

Z q1 2 2 ) D1 67p2 37p3 37p4 6;@2 27
q;g:l,7"1:—,7’2:0,7“3:577’4:0,7“5:067”6:1.

Substituindo os valores obtidos acima nas equagoes (B.2) e (B.3), obtemos uma

regra de atualizacao classica para o método de Rugge-Kutta de quarta ordem

h
Up4+1 = Up + 6 (Kl + 2K2 + 2K3 + K4) s (B?)

com,

Kl - f(tmun)7

1 1

1 1
Kg = f(tn + éh’ Un + §hK2),
K4 = f(tn+h,un+hK3),

Para exemplificar, vamos considerar o sistema de equagoes diferenciais ordinarias
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(3.6) do capitulo 3 que caracteriza o termo de reagdo do modelo proposto, para
analisar o comportamento dinamico das trés populacoes.

Vamos considerar as mesmas informacoes utilizadas no Experimento 1 do ca-
pitulo 5, uma vez que, o mesmo foi utilizados para validar o modelo.

A Figura B.1 a seguir, mostra os resultados das simulagoes para as trés variedades

de mosquitos, respectivamente.

1000 .

— Selvagens
Heterozigoto

& & Homozigobo .

800

Populacao ul{t), u2it) e u3it)

o0F |

Empo (t)

Figura B.1: Solugbes graficas do experimento 1 para a popula¢do de mosquitos selva-
gens, transgénicos heterozigotos e transgénicos homozigotos, obtidas através do método de

Runge-Kutta de quarta ordem.

Observe que os mosquitos transgénicos homozigotos surgem naturalmente do
acasalamento entre as outras duas variedades de mosquitos. Além disso, Apos algu-
mas geracoes a populacao final de mosquitos selvagens foi de u; = 656, transgénicos
heterozigotos de uy ~ 437 e transgénicos homozigotos de us ~ 72, ou seja, foi esta-
bilizada em 56,30% de selvagens e 43,69% de transgénicos, resultados compativeis

com o equilibrio de Hardy-Weinberg e de acordo com o experimento realizado em
[27].
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