
Universidade Federal da Paraíba

Centro de Informática

Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática e Computacional

MODELAGEM BIDIMENSIONAL DA DINÂMICA E ESPALHAMENTO DE

MOSQUITOS SELVAGENS E TRANSGÊNICOS

Marlos Antônio Pinheiro Rolim

Dissertação de Mestrado apresentada ao

Programa de Pós-Graduação em Modelagem

Matemática e Computacional, UFPB, da

Universidade Federal da Paraíba, como parte

dos requisitos necessários à obtenção do título

de Mestre em Modelagem Matemática e

Computacional.

Orientadores: Antônio José Boness dos Santos

Ana Paula Pintado Wyse

João Pessoa

Fevereiro de 2019



R748m Rolim, Marlos Antônio Pinheiro.
         Modelagem bidimensional da dinâmica e espalhamento de
      mosquitos selvagens e transgênicos / Marlos Antônio
      Pinheiro Rolim. - João Pessoa, 2019.
         96 f. : il.

         Orientação: Antônio José Boness dos Santos.
         Coorientação: Ana Paula Pintado Wyse.
         Dissertação (Mestrado)  - UFPB/Informática.

         1. Decomposição de Operadores. 2. Mosquitos
      Transgênicos. 3. Sistema de Reação-difusão. I. Santos,
      Antônio José Boness dos. II. Título.

UFPB/BC

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação





Dedico este trabalho a minha

querida mãe, Eleide Pinheiro dos

Santos Rolim.

iv



Agradecimentos

Quero agradecer primeiramente a Deus pelo dom da vida, pelo dom da sabedoria,

por me dar saúde, por estar sempre presente e por me fazer perseverar na fé.

Ao meu pai Manoel de Carvalho Rolim, que já não está mais presente neste

mundo, mas que hoje tenho a convicção de que ele está descansando e feliz com essa

grande conquista.

A minha mãe Eleide Pinheiro dos Santos Rolim que, junto ao meu pai, me deu

uma educação familiar maravilhosa.

Aos meus irmãos, Cássio Murilo Pinheiro Rolim e Severino de Carvalho Rolim e

às minhas irmãs Alba Pinheiro Rolim e Amanda Pinheiro Rolim, por me incentivar e

dar todas as condições possíveis para que eu pudesse conseguir este nível acadêmico.

Gostaria de agradecer aos meus orientadores, Ana Paula Pintado Wyse e Antônio

José Boness dos Santos, por terem me ajudado a elaborar este trabalho. Deixo aqui

meu respeito, carinho e admiração. Sou muito grato por todo o aprendizado.

Ao CAPES pelo apoio �nanceiro.

Quero também dirigir meu agradecimento ao professor Hugo Leonardo Davi de

Souza Cavalcante, ao professor Luiz Carlos Radtke e ao professor Rinaldo Vieira

da Silva Júnior, que gentilmente aceitaram compor a banca examinadora. E a

todos os professores do Programa de Pós-graduação em Modelagem Matemática e

Computacional - PPGMMC.

Gostaria de agradecer aos meus grandes amigos Aline Costa de Meneses, José

Aluísio da Silva, Evilasio Macedo Felix, Rita de Cássia Jerônimo da Silva e Wilson

Salustiano Júnior pelas inúmeras sugestões que contribuíram de alguma forma no

desenvolvimento deste trabalho. Além de agradecer pela convivência e amizade

durante os dois anos de mestrado.

Por �m, mas não menos importante, gostaria de agradecer a todas as outras

pessoas da minha família e a todas as pessoas que, de alguma forma, contribuíram

para a minha formação acadêmica.

v



Resumo da Dissertação apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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MODELAGEM BIDIMENSIONAL DA DINÂMICA E ESPALHAMENTO DE

MOSQUITOS SELVAGENS E TRANSGÊNICOS

Marlos Antônio Pinheiro Rolim

Fevereiro/2019

Orientadores: Antônio José Boness dos Santos

Ana Paula Pintado Wyse

Programa: Modelagem Matemática e Computacional

Neste trabalho, apresentamos a modelagem da dinâmica da interação entre popu-

lações de mosquitos selvagens e transgênicos e seu espalhamento em um domínio

espacial bidimensional. Para isso, as subpopulações são classi�cadas de acordo com

a sua zigosidade: selvagens, transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos,

que interagem por meio de acasalamento e competição por recursos. As linhagens

obtidas do acasalamento entre essas três variedades estão de acordo com a genética

clássica Mendeliana. Este modelo está sendo representado por um sistema de equa-

ções diferenciais parciais do tipo reação-difusão, onde o termo de reação é fortemente

não-linear. Para resolvê-lo numericamente, desacoplamos os operadores de difusão

e reação do sistema, através de uma técnica de decomposição de operadores sequen-

cial e aplicamos o método dos elementos �nitos na resolução do sistema difusivo e o

método de Runge-Kutta de quarta ordem ao sistema associado à reação. Simulações

numéricas são apresentadas mostrando a potencialidade da aplicação do modelo.

Palavras-chave: Decomposição de Operadores. Mosquitos Transgênicos. Sistema

de Reação-difusão.

vi



Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial ful�llment

of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)
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Marlos Antônio Pinheiro Rolim

February/2019
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In this work, we present the modeling of the dynamics of the interaction between

wild and transgenic mosquito populations and their spread in a two-dimensional

spatial domain. For this, the subpopulations are classi�ed according to their zygos-

ity: wild, heterozygotes and homozygotes transgenic, which interact by mating and

competition for resources. The lineages obtained from mating between these three

varieties are in agreement with classical Mendelian genetics. This model is repre-

sented by a reaction-di�usion system, where reaction term is strongly non-linear.

To solve this system, we decouple the di�usion and reaction operators, using the se-

quential operator decomposition technique and apply the �nite elements method to

solve the di�usive system, and fourth-order Runge-Kutta to solve the system asso-

ciated with the reaction. Numerical simulations are presented showing the potential

of the model application.

keywords: Operator Spliting. Reaction-di�usion system. Transgenic mosquitoes.
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Capítulo 1

Introdução

Doenças transmitidas por mosquitos, principalmente febre amarela, dengue, zika

e malária, vêm se tornando cada vez mais motivo de preocupação para a sociedade

devido às altas taxas de incidência. Regiões de clima tropical são as mais propensas

ao acometimento destas doenças pois têm ao seu favor o fato de que temperaturas

e pluviosidade elevadas geram o ambiente propício para a formação dos criadouros

dos mosquitos. Ademais, as precárias condições de habitação e saneamento básico

possibilitam condições ideais para a proliferação dos mosquitos e consequente ocor-

rência dessas doenças. Diante disso, a busca pelo desenvolvimento de tecnologias e

ações que promovam soluções e�cazes para a redução da população de mosquitos

tem se intensi�cado nos centros de pesquisa.

A manipulação genética de mosquitos tem sido uma questão de interesse de

muitos grupos de pesquisa, e vem tornando viável a obtenção de mosquitos geneti-

camente modi�cados refratários a doenças. A idéia é que estes mosquitos acasalem

com os mosquitos selvagens, �xando na população o transgene que bloqueia o ciclo

do protozoário no mosquito.

A modi�cação genética de mosquitos transmissores da malária, por exemplo,

tem sido desenvolvida com sucesso. O primeiro mosquito do gênero Anopheles re-

fratário a malária foi desenvolvido em 2002 usando uma técnica desenvolvida por

Catteruccia et al. [15]. A partir dessa técnica, dois tipos de modi�cações genéti-

cas foram testadas para os mosquitos Anopheles stephensi usando o promotor CP

(carboxypeptidase) [27]. A primeira modi�cação usava um peptídeo sintético SM1

(salivary gland and midgut binding peptide 1), que impossibilita o desenvolvimento

do parasita enquanto ele está presente no mosquito, deixando-o inofensivo. O outro

expressando a enzima PLA2 (phospholipase A2), presente em veneno das abelhas

[36], que impede o reconhecimento dos receptores do epitélio intestinal dos insetos

pelos acinetos [35]. A modi�cação genética com SM1 mostrou ser estável e não

altera o �tness do Anopheles stephensi [27]. Recententemente, Gantz e Bier [21]

desenvolveram o método MCR (Mutagenic Chain Reaction) baseado na tecnologia

1



CRISPR-Cas9 (Clustered Regularly Interspaced Short Palindromic Repeats). Esta

metodologia foi testada em Drosophila melanogaster [21] e Anophleles stephensi [22],

implicando em uma edição do genoma, de forma que a deleção do gene selvagem em

heterozigotos dê lugar a replicação do transgene, transformando assim indivíduos

transgênicos heterozigotos em homozigotos ainda na fase larval.

Com as técnicas de manipulação genética cada vez mais avançadas, surge a ne-

cessidade de modelos matemáticos que descrevam de maneira minimamente precisa

como se dá a interação entre populações de mosquitos selvagens e transgênicos e

seu espalhamento em regiões propensas a doenças. Na literatura especializada, po-

demos encontrar desde modelos dinâmicos mais simples, como a interação entre os

mosquitos selvagens e transgênicos descrita por um sistema discreto e sem distinção

de zigosidade [31], até versões mais complexas, como o proposto por Diaz et al. [16]

que diferencia as capacidades de sobrevivência e reprodução dos mosquitos selva-

gens e transgênicos além de levar em conta a zigosidade dos transgênicos, ou ainda

o modelo proposto por Wyse et al. [53] que considera a zigosidade dos mosquitos

transgênicos e as populações em valores absolutos, preservando todos os parâmetros

envolvidos no processo e considerando uma dinâmica sazonal tomada em função da

variação anual de pluviosidade.

Um passo importante foi dado nesta modelagem ao considerar a dinâmica e espa-

lhamento unidimensional de mosquitos selvagens e transgênicos [32], considerando

um modelo descrito por um sistema acoplado de equações do tipo reação-difusão, que

foi resolvido utilizando uma combinação do método dos elementos �nitos e método

de Runge-Kutta de quarta ordem, acoplados através de uma técnica de decomposi-

ção de operadores sequencial. Com base nesta idéia, Wyse et al. [51] propuseram

uma dinâmica baseada na técnica MCR e espalhamento com coe�ciente de difusão

randômico.

Neste trabalho, propomos uma extensão natural da modelagem apresentada em

[32], descrevendo a dinâmica e espalhamento de mosquitos selvagens e transgênicos

por um modelo do tipo reação-difusão bidimensional. Com isso, agrega-se ao modelo

a capacidade de simular situações realísticas através de um domínio obtido, por

exemplo, a partir de imagens de satélites. Os cenários obtidos fornecem diretrizes

para a avaliação das condições mais favoráveis de utilização da variedade transgênica

para reduzir a incidência de doenças transmitidas por mosquitos.

No Capítulo 2, trazemos uma abordagem dos modelos clássicos da literatura que

regem a dinâmica e espalhamento de populações e que servirão de sustentação para

este estudo. O Capítulo 3 é dedicado à formulação do modelo matemático descrito

por um sistema de equações diferenciais parciais do tipo reação-difusão, com termos

de reação não-lineares, que descrevem a interação e o espalhamento das populações

em um domínio fechado bidimensional. No Capítulo 4, apresentamos a resolução
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numérica do modelo proposto, por meio da técnica de decomposição de operadores

sequencial, onde é apresentado o algoritmo para a obtenção da solução numérica,

bem como o método dos elementos �nitos para resolver o problema de difusão em um

domínio fechado. Por �m, no Capítulo 5, apresentamos e discutimos as simulações

numéricas.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

Diversas situações presentes no mundo real podem ser representadas por meio

de uma linguagem matemática. A malária, como um exemplo de doença infecto-

contagiosa, tornou-se amplamente estudada a partir do modelo de Ross-MacDonald

[1] que a descreve como um processo interativo entre humanos infectados e mosqui-

tos suscetíveis e entre humanos suscetíveis e mosquitos infectados. A partir desse

sistema básico, vários modelos foram formulados para descrever a dinâmica de trans-

missão da malária em humanos, considerando estágios intermediários de infecção

como, por exemplo, os modelos apresentados em [38] e [39].

De modo geral, as formulações matemáticas para estudos de populações são cada

vez mais so�sticadas, encorporando fatores anteriormente desconsiderados, como sa-

zonalidade [52], efeito Allee [18] e outros. Independente do modelo a ser proposto,

o estudo de modelos clássicos como o de Malthus e de Verhulst tornam-se indispen-

sáveis, pois, além de serem amplamente utilizados, fornecem embasamento teórico

para modelos mais abrangentes e so�sticados.

Nesta perspectiva, apresentaremos uma breve revisão bibliográ�ca dos modelos

clássicos da dinâmica espaço-temporal populacional, focando apenas naqueles cujos

conceitos são diretamente relacionados com a dinâmica proposta nesta dissertação

e culminando na equação de Fisher, a qual é a que mais se aproxima do modelo a

ser desenvolvido.

2.1 Modelos Clássicos da Dinâmica Populacional

A dinâmica populacional é um ramo da ecologia matemática que estuda o com-

portamento das populações ao longo do tempo. A investigação desse comportamento

é importante para que se possa compreender o que ocorre com os fenômenos que ne-

las atuam. São vários os fatores que in�uenciam na dinâmica das populações como,

por exemplo, a disponibilidade de alimentos, a ação dos predadores, os efeitos do

aumento ou redução nas taxas de natalidade e mortalidade entre outros. Nessa pers-
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pectiva, as equações diferenciais têm sido uma ferramenta de extrema importância

nesse tipo de modelagem.

A modelagem para o crescimento de populações surge da suposição de que a taxa

de crescimento populacional depende da relação entre os indivíduos desta população

em um instante de tempo t. Seja P : I → R+ uma população em um instante

t ∈ I, com I ∈ [0, T ] e T o instante de tempo �nal. Se considerarmos o número de

indivíduos da população no instante inicial t = 0 como P (0) = P0, onde P0 ∈ R+,

a formulação genérica para um modelo que descreve a dinâmica populacional pode

ser representada pelo seguinte problema de valor inicial (PVI):
dP (t)

dt
= f(P, t), t ∈ I,

P (0) = P0,

(2.1)

onde f : R+ × I → R é uma função que relaciona os indivíduos da população P ,

dependendo implícita ou explicitamente de t.

A partir do PVI (2.1), abordaremos os dois modelos populacionais mais clássicos,

que são o modelo de Malthus e o modelo de Verhulst.

2.1.1 Modelo de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834) foi um economista e demógrafo inglês que

�cou famoso por ser o primeiro a desenvolver uma teoria populacional. A teoria foi

introduzida em 1798 através do seu artigo �An Essay on the Principle of Population

as it A�ects the Future Improvement of Society, with Remarks on the Speculation

of Mr. Godwin, Mr. Condorcet, and Other Writers�[33].

O modelo assume que o crescimento de uma determinada população é propor-

cional à própria população em cada instante de tempo. Com isso, Malthus conjec-

turou que todos os indivíduos possuíam o mesmo comportamento e que os fatores

limitantes de crescimento eram desprezados. Para Malthus, a população cresceria

inde�nidamente em termos de uma progressão geométrica, enquanto os meios de

subsistência cresceriam em progressão aritmética.

Evidentemente, essa noção, tanto em relação a taxa de crescimento da população,

quanto a produção de alimentos, não se con�rmou. O fato é que surgiram diversos

fatores que não foram equacionados como, por exemplo, um aumento signi�cativo

na produtividade agrícola da época, um aumento na competição por recursos, im-

portantes avanços cientí�cos na medicina e farmacologia, entre outros. Por outro

lado, as taxas de natalidade eram altas, mas as de mortalidade também e no futuro

muitos países passaram a adotar medidas de planejamento familiar. Dito isto, �ca

claro que o modelo de Malthus não projetaria um quadro realista a médio ou longo
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prazo. Entretanto, este modelo ainda é satisfatoriamente bem utilizado nos dias

de hoje para descrever, por exemplo, crescimento de bactérias [11], datar artefa-

tos antigos [56], uma vez que em situações como essas, o período de simulação é

relativamente curto.

A equação do Modelo de Malthus surge do PVI (2.1) tomando f(P, t) uma função

linear em relação a P e sem dependência explícita do tempo, isto é,
dP (t)

dt
= λP (t), λ ∈ R, t ∈ I,

P (0) = P0,

(2.2)

onde a constante de proporcionalidade λ é a taxa de crescimento e representa a dife-

rença entre a taxa de natalidade N ∈ R+ e de mortalidade M ∈ R+ da população

P .

A formulação matemática para o modelo de Malthus pressupõe que os nasci-

mentos e mortes naquele ambiente eram proporcionais à população presente e que a

variação da população P (t+ ∆t)− P (t) era conhecida entre os instantes t e t+ ∆t,

isto é,

P (t+ ∆t)− P (t) = N P (t)∆t−MP (t)∆t (2.3)

onde N P (t)∆t é o número de nascimentos e MP (t)∆t é o número de mortes no

período de tempo ∆t.

Dessa forma, podemos reescrever a equação (2.3) como:

P (t+ ∆t)− P (t)

∆t
= (N −M )P (t). (2.4)

Tomando em (2.4) o limite, quando ∆t→ 0 em ambos os lados, obtemos

lim
∆t→0

P (t+ ∆t)− P (t)

∆t
= (N −M )P (t).

Por �m, tomando λ = (N −M ) e assumindo a condição inicial P (0) = P0,

obtemos (2.2).

A solução analítica do modelo de Malthus é:

P (t) = P0eλt. (2.5)

A Figura 2.1, retrata a solução da equação (2.5) no intervalo de tempo para

I = [0, 10] em 3 situações distintas:

• λ > 0 e P (0) = 2 (curva azul);
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• λ = 0 e P (0) = 100 (curva vermelha);

• λ < 0 e P (0) = 200 (curva verde).

Figura 2.1: Solução para o modelo de Malthus em um intervalo de tempo I = [0, 10]

para λ > 0, λ = 0 e λ < 0 e condições iniciais P (0) = 2, P (0) = 100 e P (0) = 200,

respectivamente.

Comparando o sinal da derivada de (2.2) com as soluções grá�cas da Figura 2.1,

identi�camos três possibilidades para a evolução da população:

1. Se a taxa de natalidade for maior que a taxa de mortalidade então λ > 0

e obtemos dP (t)
dt

> 0, ou seja, a população cresce inde�nidamente de forma

exponencial;

2. Se a taxa de natalidade for igual a taxa de mortalidade então λ = 0 e obtemos
dP (t)

dt
= 0, ou seja, a população permanece estável;

3. Se a taxa de natalidade for menor que a taxa de mortalidade então λ < 0 e

obtemos dP (t)
dt

< 0, ou seja, a população decresce para zero.

As condições iniciais P (0) não in�uem no comportamento. Elas foram tomadas

distintas apenas para manter o grá�co em uma escala capaz de representar as 3

situações, concomitantemente.
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Apesar das limitações impostas pelo modelo de Malthus na descrição da evolução

populacional, este foi um modelo de extrema relevância para a época, chamando a

atenção das autoridades e da população sobre os riscos de um crescimento populacio-

nal descontrolado aliado a falta de insumos; além disso, contribuiu signi�cativamente

para o desenvolvimento da dinâmica de populações. Nessa perspectiva, muitos ou-

tros modelos foram formulados com a �nalidade de obter resultados mais realísticos.

O fato é que foram introduzidos outros fatores como por exemplo limitantes de cres-

cimento, mudanças climáticas, ação de predadores, etc., tornando a modelagem cada

vez mais rica em detalhes. O primeiro passo para esse aperfeiçoamento, surgiu da

suposição de que a taxa de crescimento não seria mais constante e sim dependente

da densidade, sendo λ(P ). Essa suposição que recai no clássico modelo de Verhulst

que veremos a seguir.

2.1.2 Modelo de Verhulst

Como foi brevemente comentado na seção anterior, o crescimento exponencial

do modelo de Malthus não se mostra representativo para caracterizar a dinâmica de

populações a partir de um certo período de tempo. Modelagens como, por exem-

plo, competitividade por recursos ocasionada pela superpopulação, necessitam que

consideremos efeitos inibidores de crescimento da população.

Em 1838, o matemático e biólogo Pierre François Verhulst (1804-1849) propôs um

modelo matemático que é, basicamente, o modelo de Malthus modi�cado. Verhulst

considerou a taxa de crescimento não mais uma constante e sim uma função li-

near dependente da densidade populacional, com um fator limitante de crescimento.

Esse feito acarretou um enorme avanço no estudo de populações, produzindo uma

modelagem com resultados mais realistas.

Para caracterizar esse modelo, consideramos em (2.2) que as taxas de natalidade

N : R+ → R e mortalidade M : R+ → R são funções lineares em P , isto é,

N (P ) = b1 − d1P e M (P ) = b2 + d2P , onde o parâmetro b1 ∈ R é a taxa de

natalidade máxima, b2 ∈ R é a taxa de mortalidade mínima, d1 ∈ R mede a rapidez

com que a natalidade diminui e d2 ∈ R mede a rapidez com que a mortalidade

aumenta.

Sabemos que a taxa de crescimento λ é a diferença entre a taxa de natalidade e

a taxa de mortalidade, tornando-se agora dependente da densidade populacional P .

Sendo assim, a equação (2.2) pode ser escrita como
dP

dt
= λ(P )P , sendo

λ(P ) = (b1 − d1P )− (b2 + d2P )

= (b1 − b2)− (d1 − d2)P ,
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Consequentemente, temos

dP (t)

dt
= (b1 − b2)P (t)

[
1−

(
d1 − d2

b1 − b2

)
P (t)

]
.

De�nindo r = (b1−b2) e k =
(b1 − b2)

(d1 − d2)
, obtemos o modelo de Verhulst ou modelo

logístico de crescimento populacional como:

dP (t)

dt
= rP (t)

(
1− P (t)

k

)
, (2.6)

onde r ∈ R+ representa a taxa intrínseca de crescimento e k ∈ R+ a capacidade de

suporte do ambiente.

Para uma análise qualitativa do comportamento da equação (2.6), conforme dis-

cutido em [47], precisamos procurar por classes de soluções qualitativamente seme-

lhantes entre si. Estas classes são separadas por soluções de equilíbrio
dP (t)

dt

∣∣∣
P=P ∗

=

0 para todo t ≥ 0, ou seja,

rP (t)

(
1− P (t)

k

)
= 0.

Assim, P (t) = 0 e P (t) = k satisfazem a equação (2.6) e são chamadas de

soluções de equilíbrio de (2.6), uma vez que, não há variação de P a medida que t

cresce. Veja que, as soluções de equilíbrio são os zeros da função f(P ) e, portanto,

são chamados de pontos �xos, onde denotamos por P ∗.

Uma análise de estabilidade para esses pontos �xos pode ser feita analisando a

variação de f
′
(P ∗), sujeita a pequenas perturbações. Isso mostra que para P ∗ = 0 a

derivada f
′
(P ∗) > 0, ou seja, P ∗ = 0 é instável e para P ∗ = k a derivada f

′
(P ∗) < 0,

ou seja, P ∗ = k é estável.

Uma análise mais detalhada dessa perturbação pode ser feita considerando ∆P >

0 uma perturbação in�nitesimal ao redor do ponto �xo P ∗ na equação (2.6), ou seja,

d(P ∗ + ∆P )

dt
= r(P ∗ + ∆P )

(
1− (P ∗ + ∆P )

k

)
(2.7)

= rP ∗ + r∆P −
(
r(P ∗)2 + 2rP ∗∆P + r(∆P )2

k

)
. (2.8)

Tendo em vista que ∆P é uma perturbação in�nitesimal, o termo (∆P )2 é muito

pequeno quando comparado com as outras grandezas da equação, podendo com isso,

ser desprezado. Sendo assim, obtemos

d(P ∗ + ∆P )

dt
= rP ∗ + r∆P − (r(P ∗)2 + 2rP ∗∆P )

k
.
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Note que se 0 < P < k, para o ponto �xo P ∗ = 0, temos que r∆P > 0. Portanto,

P é uma função crescente de t. Por outro lado, se P > k, para o ponto �xo P ∗ = k,

tem-se −r∆P < 0. Portanto, P é uma função decrescente.

Para ver como o campo de vetores se comporta, esboçamos o grá�co de
dP (t)

dt
em

função de P . A Figura 2.2 a seguir ilustra uma parábola com concavidade voltada

para baixo, com o vértice da parábola em (
k

2
,
rk

4
) e com os pontos �xos (0, 0) e (k, 0)

como sendo os pontos de interseção com o eixo P . Como não faz sentido representar

uma população negativa, tratamos apenas para valores de P ≥ 0.

Figura 2.2: Campo vetorial para o modelo de Verhulst.

Fazendo uma análise do ponto de vista biológico, podemos observar que uma

população pequena irá se afastar do ponto �xo P ∗ = 0 e crescerá aceleradamente

até a metade da capacidade de suporte, onde se localiza o ponto de in�exão
k

2
,

em seguida, continuará a crescer, porém com uma velocidade cada vez menor até

a capacidade de suporte k. Se a população é maior que a capacidade de suporte,

a população irá decair para a capacidade de suporte à medida que o tempo tende

ao in�nito, ou seja, a população tenderá a se estabilizar em k. Observe também

que se a população inicial for nula, então não existe população para se reproduzir e,

portanto, a população continuará nula.

Ao introduzirmos a condição inicial P (0) = P0 na equação (2.6), obtemos pro-

blema de valor inicial
dP (t)

dt
= rP (t)

(
1− P (t)

k

)
,

P (0) = P0,

(2.9)

com r, k ∈ R, t ∈ I, e cuja solução analítica pode ser facilmente obtida via separação
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de variáveis, conforme encontrada em [56], dada por:

P (t) =
kP0

(k − P0)e−rt + P0

. (2.10)

A Figura 2.3 a seguir, apresenta soluções no tempo contínuo, com uma taxa de

crescimento r = 0, 5, capacidade de suporte k = 500, populações iniciais P (0) com

valores de 100, 200, 300, 500, 550 e 800 indivíduos e intervalo de tempo I = [0, 10].

Figura 2.3: Solução analítica para o modelo de Verhulst em um intervalo de tempo

I = [0, 10], com r = 0, 5, k = 500, populações iniciais P (0) com valores de 100, 200,

300, 500, 550 e 800 indivíduos.

Podemos observar que, independente da condição inicial, as soluções convergem

para a solução de equilíbrio P (t) = 500, ou seja, as populações possuem como

objetivo �nal o alcance da capacidade de suporte conforme discutido no estudo

qualitativo.

Por �m, destacamos que o modelo de Verhulst, assim como o de Malthus, serviu

como base para derivação de outros modelos. Novos fatores foram introduzidos,

como por exemplo, efeitos relacionados a captura. Neste caso, temos um modelo do
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tipo logístico com captura

dP (t)

dt
= rP (t)

(
1− P (t)

k

)
− g(P, t), (2.11)

onde g : R+ × I → R é uma função que representa a ação de fatores externos sobre

a população P e que pode depender explicitamente do tempo.

Dentre os modelos com essa característica, podemos citar, por exemplo, o modelo

que descreve a interação entre insetos em uma �oresta canadense, proposto em

1978 por Ludwig et al. [47]. Também, o modelo epidemiológico que descreve a

dinâmica de transmissão da gonorreia em uma população homossexualmente ativa,

encontrado em [11]. No primeiro exemplo, o termo g(P, t) representa a taxa de

mortalidade devido à predação e no segundo o termo de captura representa o número

de indivíduos que deixam a classe de sexualmente ativos somado com os indíviduos

que saem da classe infectada por recuperação.

2.2 Espalhamento Bidimensional de Populações

Nesta seção, passaremos a descrever o processo de difusão. Este conceito será

de extrema importância para a construção do modelo proposto neste trabalho, uma

vez que tal conceito descreverá o espalhamento da população de mosquitos desse

estudo ao longo do tempo. Neste sentido, iniciaremos de�nindo tal conceito.

A difusão é um processo físico em que partículas são transportadas, de maneira

aleatória e espontânea, de uma região com maior concentração para outra de menor

concentração. Do ponto de vista matemático, a equação de difusão surge natural-

mente da combinação da equação de conservação de massa, utilizando a Lei de Fick

como hipótese sobre o �uxo.

Diante disso, seja Ω ⊂ R2 uma região aberta e limitada, com fronteira Γ =

ΓN ∪ΓD, com ΓN ∩ΓD = ∅ e Ω̄ = Ω∪Γ seu fecho, onde ΓN é a região com condição

de contorno de Neumann e ΓD a região com condição de contorno de Dirichlet.

A lei de conservação de massa diz que a taxa de variação da concentração de

partículas em uma região Ω é igual a taxa de �uxo das partículas através de sua

fronteira Γ mais a criação ou destruição de partículas em Ω [37]. Adaptando esta

lei ao nosso problema, o termo partícula pode ser considerado com um indivíduo

da população de mosquitos. Esta lei pode ser escrita matematicamente da seguinte

forma:

∂

∂t

∫
Ω

P (x, y, t)dΩ = −
∫

Γ

J · ndΓ +

∫
Ω

fdΩ, ∀(x, y) ∈ Ω, t ∈ I. (2.12)

onde P : Ω × I → R denota a concentração da população de mosquitos e, agora,
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possui dependência com Ω, J ∈ R2 o �uxo dos mosquitos, n ∈ R2 o vetor normal a

fronteira Γ e f o termo fonte (ou sumidouro) assumindo característica da equação

(2.1), ou seja, função de P .

Aplicando o teorema da divergência [25] ao primeiro termo do lado direito da

equação (2.12) e assumindo que P (x, y, t) é contínuo, temos que∫
Ω

[
∂P

∂t
+ div(J)− f

]
dΩ = 0. (2.13)

De acordo com o teorema da localização [25], obtemos a equação de conservação

de massa na forma diferencial dada por

∂P

∂t
+ div(J) = f , ∀(x, y) ∈ Ω, t ∈ I. (2.14)

Por outro lado, a lei de Fick diz que o �uxo devido ao movimento aleatório

é aproximadamente proporcional à taxa de variação da concentração de partículas

[18], ou seja,

J = −D∇P (x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ I, (2.15)

onde D ∈ R é chamado de coe�ciente de difusão. Embora o coe�ciente de difusão

seja considerado constante, ele pode assumir características mais gerais, podendo

depender do espaço e/ou tempo, podendo ainda ser randômico, estocástico ou um

tensor variando em diferentes direções. Além disso, o sinal negativo indica que as

partículas estão sendo transportadas de uma região de alta concentração para uma

de baixa concentração.

Substituindo (2.15) na equação (2.14) obtemos a equação de reação-difusão em

duas dimensões espaciais, onde o primeiro termo do lado direito está associado a

difusão e f(P ) é o termo associado à reação.

∂P

∂t
= Ddiv(∇P ) + f(P ). (2.16)

Na ausência do termo de reação (f(P ) = 0), obtemos a equação de difusão pura

em duas dimensões espaciais

∂P

∂t
= Ddiv(∇P ). (2.17)

Como nossa intenção é estudar a solução de um fenômeno biológico, precisamos

adicionar condições na equação (2.17) para que se possa obter uma solução única.

Neste sentido, para a equação (2.17) se adequar à esta situação, introduzimos con-

dições de contorno:

P (x, y, t) = P̄Γ, ∀(x, y) ∈ Γ, (2.18)
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e condição inicial:

P (x, y, 0) = P̄0, ∀(x, y) ∈ Ω, (2.19)

obtendo, assim, um problema de valor inicial e de contorno.

2.3 Equação de Fisher

Na dinâmica populacional, é natural indagar sobre o comportamento da popu-

lação quando se considera a dimensão espacial. Foi justamente o que Ronald Ross

começou a considerar em 1904. Ele estava se perguntando como a densidade de

mosquitos diminuía à medida que a distância de um criadouro aumentava. Poste-

riormente este problema chegou a atenção de Karl Pearson e Lord Rayleigh. Em

1937, com o avanço signi�cativo na literatura sobre o estudo da equação de difusão,

Fisher propôs em seu artigo The wave of advance of advantageous genes, um modelo

matemático unidimensional para a dinâmica e o espalhamento de indivíduos com

um termo de reação logístico [19]. Desde então, a equação (2.20) têm sido bastante

utilizada na dinâmica populacional. Em Shigesada [44] e Murray [37], por exemplo,

são feitos estudos sobre as soluções desta equação para o caso unidimensional, já em

Carvalho [14] é utilizada para estudos da dinâmica populacional com a capacidade

de suporte espacialmente depende e em Soares [46] é utilizada para estudos sobre a

dispersão de insetos.

A equação de Fisher é escrita matematicamente da seguinte forma:

∂P

∂t
= Ddiv(∇P ) + rP

(
1− P

k

)
, (2.20)

O termo de difusão presente na equação (2.20) caracteriza o espalhamento da

população, enquanto que a dinâmica é caracterizada pelo termo de reação não linear

dado pela equação logística de Verhulst.

Até o presente momento, nenhuma solução exata foi obtida para a equação (2.20)

no espaço e no tempo. O que existe são soluções conhecidas apenas para casos

especiais, como por exemplo, as soluções do tipo onda viajante. Segundo [37], em

soluções desta natureza, a propagação se dá através de uma onda que viaja com

velocidade constante sem mudar a sua forma.

Considere a mudança de variável α =
r

k
, podemos escrever a equação (2.20), sob

uma perspectiva unidimensional, como

∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2
+ rP − αP 2. (2.21)
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Se existe uma solução onda viajante, ela pode ser escrita na equação (2.21) como

P (x, t) = P (x− ωt) = P (z), z = x− ωt (ω > 0) , (2.22)

onde ω é a velocidade da onda.

Com isso, as derivadas parciais em x e t são convertidas em derivadas ordinárias

em z, isto é,
∂P

∂x
=

dP

dz

dz

dx
⇒ ∂P

∂x
=

dP

dz
(2.23)

e
∂P

∂t
=

dP

dz

dz

dt
⇒ ∂P

∂t
= −ωdP

dz
. (2.24)

Substituindo as expressões (2.23) e (2.24) na equação (2.21), obtemos a equação

diferencial ordinária não linear

D
d2P

dz2
+ ω

dP

dz
+ rP − αP 2 = 0. (2.25)

Segundo Murray (2002) [37], Shigesada e Kawasaki (1997) [44], esta equação

admite solução do tipo onda viajante que liga os pontos �xos P ∗ =
r

α
e P ∗ = 0

para todo ω ≥ 2
√
rD. Para a velocidade mínima da onda ωmin = 2

√
rD a solução

é estável, tornando-se atratora.

Tanto a equação de Fisher (2.20) quanto as soluções do tipo onda viajante, foram

amplamente estudadas em 1937 por Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov. Kolmogo-

rov et al. [30] provaram que se P (x, 0) for dada por:

P (x, 0) = P0(x) ≥ 0, P0(x) =

 1, se x ≤ x1

0, se x ≥ x2,
(2.26)

onde x1 < x2, então a solução P (x, t) de (2.21) evolui para uma solução do tipo onda

viajante P (z), com z = x − 2
√
rDt e velocidade mínima da onda ωmin = 2

√
rD.

Esta solução signi�ca, biologicamente, que a população cresce até a capacidade de

suporte e, após atingir a capacidade de suporte, começa a se espalhar como onda

viajante tanto para a direita quanto para a esquerda.

Com base no modelo de Fisher com captura e considerando os cruzamentos gené-

ticos descritos em [53], Lima em (2016) formulou um modelo matemático que rege a

interação e o espalhamento entre mosquitos selvagens e transgênicos em um domínio

espacial unidimensional [32]. Seguindo essa linha de raciocínio, o modelo proposto

neste trabalho será formulado a partir da equação (2.20), tendo por base o trabalho

desenvolvido em [32], mas assumindo um domínio espacial bidimensional. Este mo-

delo será simulado sobre uma região real que compreende a Usina Hidrelétrica de
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Manso, no Estado do Mato Grosso, Brasil.
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Capítulo 3

Modelagem da Interação entre

Mosquitos Selvagens e Transgênicos

O estudo crescente de modelos matemáticos representados por equações dife-

renciais vem ajudando a entender os processos dinâmicos entre as populações de

mosquitos selvagens e transgênicos e fazendo previsões com o intuito de promo-

ver um planejamento de ações que visam a soltura de mosquitos transgênicos em

ambientes propícios.

Recentemente, mais precisamente em 2016, foi apresentado em [53] um modelo

matemático contínuo que considera a zigozidade dos mosquitos transgênicos e a

dinâmica sazonal do mosquitos devido a pluviosidade. A ideia é que o gene modi�-

cado se espalhe bloqueando o ciclo do protozoário da malária, à medida em que os

cruzamentos entre os mosquitos selvagens e transgênicos ocorrem.

No mesmo ano, foi apresentado por Lima [32] um modelo matemático unidi-

mensional que descreve a dinâmica e o espalhamento entre mosquitos selvagens e

transgênicos, formado por um sistema acoplado de equações do tipo reação-difusão.

Baseado em [32], neste capítulo, vamos apresentar o modelo matemático bidi-

mensional que descreve a dinâmica e espalhamento entre os mosquitos selvagens e

transgênicos da espécie Anopheles stephensi. O espalhamento das três subpopula-

ções de mosquitos é regido pela lei de Fick e a dinâmica populacional pelo modelo

proposto em [53].

3.1 Modelo Bidimensional da Dinâmica e Espalha-

mento de Mosquitos Selvagens e Transgênicos

Para descrever a interação entre mosquitos selvagens e transgênicos, vamos partir

da suposição de que a dinâmica da população total de mosquitos seja regida pela

equação logística de Verhulst com captura
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dP

dt
= rP

(
1− P

k

)
− δ2P , (3.1)

onde P é a população total de mosquitos. A taxa intrínseca de crescimento r é

a diferença entre a taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ξ e a

taxa de mortalidade δ1 ocasionada por razões naturais, ou seja, r = ξ − δ1. A

taxa de mortalidade δ2 tem efeito de captura e leva em consideração a ação de

predadores e ação humana sobre a população de mosquitos. O termo de captura

torna o modelo mais próximo da realidade, já que embora se considerem fatores

como abundância de alimentos, espaço físico ou até mesmo os períodos do ano em

que surgem condições favoráveis à proliferação dos mosquitos, a incidência destes

insetos é observada sempre em níveis inferiores àqueles que o ambiente é capaz de

suportar. Portanto, a inclusão do termo de captura irá garantir que a população se

estabilize em um ponto de equilíbrio abaixo da capacidade de suporte k. Note que

o ponto �xo não nulo de (3.1) é P ∗ =
(r − δ2)k

r
.

A equação (3.1) pode ser escrita da seguinte forma:

dP

dt
= ξP −

(
ξ + δ1

k

)
P 2 − (δ1 + δ2)P

=

(
ξ

P
− r

k

)
P 2 − δP , (3.2)

onde δ = δ1 + δ2.
Particionando a população total P em três subpopulações: selvagens (u1), trans-

gênicos heterozigotos (u2) e transgênicos homozigotos (u3), a equação (3.2) assume
a forma:

d(u1 + u2 + u3)

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
u2

1 + u2
2 + u2

3 + 2u1u2 + 2u1u3 + 2u2u3

)
−δ (u1 + u2 + u3) . (3.3)

Neste trabalho será considerado que os cruzamentos entre os mosquitos selva-

gens, transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos, seguem a genética clás-

sica mendeliana. Nessa situação a geração dos mosquitos obedece a lei de Hardy-

Weinberg. Esta lei a�rma o seguinte: se nenhum fator evolutivo atua em uma

população, a frequência dos alelos e dos genótipos permanece inalterada. Para que

a população de mosquitos satisfaça a lei de Hardy-Weinberg, ela deve satisfazer as

seguintes condições:

• A população é muito grande;
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• Existe o mesmo número de machos e fêmeas;

• Os acasalamentos são aleatórios;

• Todos os seres devem ter a mesma idade ao acasalar;

• Os casais devem ser igualmente férteis;

• Os genes da população não sofrem mutação.

Com isso, a veri�cação para saber se a população de mosquitos sofre evolução é

feita a partir da análise da frequência dos alelos. Se ocorrer mudança na frequência,

�ca evidente que fatores evolutivos estão agindo na população.

O cálculo da frequência dos possíveis genótipos da população de mosquitos se-

gundo a lei de Hardy-Weinberg é intuitivamente simples. Considere o alelo A, cuja

frequência é representado por p, e um alelo a, representado por q. A soma da

frequência dos alelos deve ser p+ q = 1.

Tabela 3.1: Quadro de Punnett.

p q

p

q

Gametas A a

A AA Aa

a aA aa

Um indivíduo composto por um par de alelos idênticos é denominado homozigoto,

e um indivíduo cujo par dos alelos são diferentes é denominado heterozigoto [24] .

Ainda segundo [24] um indivíduo é classi�cado como homozigoto dominante (AA),

heterozigoto (Aa) ou homozigoto recessivo (aa). Neste sentido, a partir do Quadro

de Punnett (Tabela 3.1) temos os possíveis genótipos dados por: AA, Aa, aA, aa.

Conforme discutido em [24], para que um indivíduo seja AA ele deve receber um

alelo A do macho e um da fêmea, obtendo uma frequência genotípica p2. De modo

análogo, a frequência do genótipo aa é q2. Para o indivíduo que recebe um alelo a

do macho e um alelo A da fêmea, resulta em uma frequência genotípica pq. E por

�m, para receber um alelo A do macho e um alelo a da fêmea, tem-se a frequência

genotípica qp. Assim, a soma da probabilidade de AA, mais a probabilidade de aA,

mais a probabilidade de Aa, mais a probabilidade de aa é 1, ou seja,

p2 + 2pq + q2 = 1. (3.4)

Essa equação é um dos fundamentos clássicos no estudo da genética de populações.
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Portanto, �ca evidente que, para uma população de mosquitos estar em equílibrio

de Hardy-Weinberg, em cada geração a frequência dos diferentes genótipos precisa

satisfazer a equação (3.4).

Os resultados dos cruzamentos entre os mosquitos selvagens, transgênicos he-

terozigotos e transgênicos homozigotos são obtidos via quadros de Punnet e estão

dispostos na Tabela 3.2. Foram admitidos genótipo aa para os mosquitos selvagens

u1, Aa ou aA para transgênicos heterozigotos u2 e AA para transgênicos homozigotos

u3.

Tabela 3.2: Quadros de Punnett para os cruzamentos ui × uj, i, j = 1, 2, 3.

u1 × u1 a a

a aa aa

a aa aa

u1 × u2 A a

a aA aa

a aA aa

u1 × u3 A A

a aA aA

a aA aA

u2 × u2 A a

A AA Aa

a aA aa

u2 × u3 A A

A AA AA

a aA aA

u3 × u3 A A

A AA AA

A AA AA

De acordo com a genética mendeliana, a geração dos mosquitos u1, u2 e u3 surge

a partir dos seguintes cruzamentos:

• Selvagens: (u1 × u1),(u2 × u2), (u1 × u2);

• Transgênicos heterozigotos: (u2 × u2), (u1 × u2), (u2 × u3), (u1 × u3);

• Transgênicos homozigotos: (u2 × u2), (u2 × u3), (u3 × u3).

Sejam aij, bij e cij as frequências genotípicas para u1, u2 e u3 obtidas dos cur-

zamentos ui × uj, i, j = 1, 2, 3. Estes coe�cientes devem satisfazer a relação

aij + bij + cij = 1. Diante disso, temos que os mosquitos selvagens (u1) são conce-

bidos do acasalamento (u1 × u1) na proporção de a11 = 1, (u1 × u2) na proporção

de a12 = 1/2 e (u2× u2) na proporção de a22 = 1/4; transgênicos heterozigotos (u2)

são concebidos do acasalamento (u1 × u2) na proporção de b12 = 1/2, (u2 × u2) na

proporção de b22 = 1/2, (u2×u3) na proporção de b23 = 1/2 e (u1×u3) na proporção

de b13 = 1; transgênicos homozigotos (u3) são concebidos do acasalamento (u2×u2)

na proporção de c22 = 1/4, (u2 × u3) na proporção de c23 = 1/2 e (u3 × u3) na

proporção de c33 = 1.
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Utilizando estes resultados na equação (3.3) temos que

d (u1 + u2 + u3)

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)
[a11u

2
1 + 2(a12 + b12)u1u2

+(a22 + b22 + c22)u2
2 + 2(b23 + c23)u2u3 + 2b13u1u3 + c33u

2
3]

−δ (u1 + u2 + u3) , (3.5)

A �m de manter a dinâmica da espécie sem que haja superpopulação e mantendo

para cada variedade de mosquito a mesma dinâmica que rege a população total, é

possível escrever a equação (3.5) como um sistema de três equações acopladas



du1

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
a11u

2
1 + 2a12u1u2 + a22u

2
2

)
− δu1,

du2

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
2b12u1u2 + b22u

2
2 + 2b23u2u3 + 2b13u1u3

)
− δu2,

du3

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
c22u

2
2 + 2c23u2u3 + c33u

2
3

)
− δu3,

(3.6)

com condições iniciais para as três variedades u1(0) = ū1, u2(0) = ū2 e u3(0) =

ū3. Este sistema leva em consideração a contribuição de cada cruzamento para a

população que está sendo descrita pela respectiva equação.
O modelo proposto para reger a dinâmica e espalhamento de mosquitos selvagens

e transgênicos é dada pelo sistema composto pelo termo de reação, equação (3.6), e
a equação de difusão em duas dimensões (2.17):

∂u1
∂t

= D1div(∇u1) +

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
a11u

2
1 + 2a12u1u2 + a2u

2
2

)
− δu1,

∂u2
∂t

= D2div(∇u2) +

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
2b12u1u2 + b22u

2
2 + 2b23u2u3 + 2b13u1u3

)
− δu2,

∂u3
∂t

= D3div(∇u3) +

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
c22u

2
2 + 2c23u2u3 + c33u

2
3

)
− δu3,

(3.7)

sujeito às condições de contorno:

uι(x, y, t) = ūι, ∀(x, y) ∈ Γ, t ∈ I, (3.8)

e às condições iniciais:

uι(x, y, 0) = ûι, ∀(x, y) ∈ Ω, (3.9)

onde Dι é o coe�ciente de difusão para cada uma das populações uι. Vamos repre-

sentar em nosso modelo Dι como D pois consideramos cada uma das populações
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com o mesmo coe�ciente de difusão constante.
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Capítulo 4

Formulação Numérica

No capítulo anterior, apresentamos o modelo matemático bidimensional do tipo

reação-difusão que descreve a dinâmica do espalhamento de mosquitos selvagens e

transgênicos. Vimos que este modelo é descrito por um sistema de equações di-

ferenciais parciais, cujo termo difusivo advém da Lei de Fick com a equação de

conservação para as espécies de mosquito e o termo de reação resulta da dinâmica

de cruzamento e competição entre as variedades de mosquitos consideradas, como

apresentado em [53] e descrito em detalhes no Capítulo 3. Este sistema tem seu

termo de reação fortemente não linear, que acopla toda a dinâmica entre as varie-

dades de mosquitos, tornando inviável a obtenção de soluções analíticas gerais para

o modelo e di�cultando até mesmo a obtenção de soluções numéricas.

4.1 Algoritmo de Resolução

Para resolver numericamente o modelo (3.7), aplicaremos a técnica de decompo-

sição de operadores. As ideias que impulsionaram esta técnica teve início em 1955

nos trabalhos desenvolvidos por Peaceman, Rachford [40] e Douglas [17]. Posteri-

ormente, tais ideias foram aperfeiçoadas, incluindo nesta lista autores como Baker,

Oliphant, Bagrinovskii, Godunov, D'yakonov, Marchuk, Samarskii, entre outros. No

entanto, foi somente em 1971 por meio de Yanenko [54] que a abordagem da técnica

de decomposição de operadores no passo de tempo foi desenvolvida. Desde então,

está técnica tem sido largamente empregada em estudos de transporte de contami-

nantes em meios porosos para tratar problemas que envolvem reações não lineares

(Barry et al. [4]; Kanney et al. [29] e Kacur et al [28]). Assim como os problemas

de transporte, os problemas de reação-difusão possuem uma estrutura matemática

que permite uma decomposição natural dos operadores em duas formas: uma pura-

mente difusiva e outra reativa. De modo geral, cada um dos operadores envolvidos

é resolvido de forma independente, buscando transformar o processo de resolução

mais complexos em outro de menor complexidade. Além disso, a vantagem desta
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técnica é que devido a separação dos operadores, temos à �exibilidade de se poder

adotar procedimentos numéricos bem mais otimizados e de reconhecida e�ciência

para a resolução de cada uma dos subproblemas obtidos.

Assim, o sistema (3.7) será decomposto em dois subproblemas com as seguintes

características:

(I) O primeiro é descrito por um sistema de três equações diferenciais parciais

puramente difusivas e desacopladas. Para sua resolução, utilizamos o método de

elementos �nitos de Galerkin na aproximação espacial e o método de Crank-Nicolson

na discretização temporal.

(II) No segundo, temos um sistema de equações diferenciais ordinárias não-

lineares acopladas, associado ao termo de reação. Para a sua resolução, utilizamos

o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Para descrever o algoritmo, consideramos I = [0, T ] o intervalo de tempo, com

R 3 T > 0 o tempo �nal, discretizado como I =
m⋃
n=0

In, com In = [tn, tn+1] uma

partição de I, tn os tempos discretos, m =
T

∆t
e ∆t = tn+1 − tn o passo no tempo.

Com isso, procedemos com os seguintes passos:

Passo 1: No instante inicial t = t0, inicializamos as variáveis ũι(x, y, t0) =

ûι(x, y), para ι = 1, 2, 3.

Passo 2: Tomando um n ≥ 0 �xo, conhecidas as condições iniciais ũι(x, y, tn),

tomamos ûι(tn) = ũι(x, y, tn) e calculamos ũι(x, y, t) no instante tn+1 através do

seguinte problema:

Problema (I): Encontrar ũι(x, y, t), com (x, y) ∈ Ω̄, t ∈ In, tal que

∂ũι
∂t

= D div(∇ũι), (4.1)

com condições de contorno dadas por:

ũι(x, y, t) = ūι, ∀(x, y) ∈ Γ,

e condições iniciais dadas por:

ũι(x, y, tn) = ûi(tn), ∀(x, y) ∈ Ω,

onde ι = 1, 2 e 3 representa cada uma das equações do sistema de equações diferen-

ciais parciais.

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo In, utilizamos a solução obtida do pro-

blema (I), como condição inicial para a resolução do sistema de equações diferenciais

ordinárias não-lineares acopladas, dado pelo seguinte problema:
Problema (II): Dados os parâmetros {aij, bij, cij, δ, ξ, k, r} ∈ R, encontrar
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uι(t), com t ∈ In, que satisfaça

du1

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
a11u

2
1 + 2a12u1u2 + a22u

2
2

)
− δu1

du2

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
2b12u1u2 + b22u

2
2 + 2b23u2u3 + 2b12u1u3

)
− δu2

du3

dt
=

(
ξ

u1 + u2 + u3
− r

k

)(
c22u

2
2 + 2c23u2u3 + c33u

2
3

)
− δu3

(4.2)

com condições iniciais uι(tn) = ũι(x, y, tn+1).

Este sistema de equações está associado ao termo de reação do modelo geral

proposto.

Passo 4: A solução do Problema (II) é a solução aproximada do modelo

bidimensional (3.7) no instante de tempo tn+1 ∈ In ⊂ I, ũι(tn+1) = uι(tn+1). Caso

tn+1 < T , incrementa-se n, faz ũι(x, y, tn+1) = ûι(t) e retorna-se ao passo 2. O

processo é repetido até que ocorra a igualdade tn+1 = T .

4.2 Procedimento para Resolução do Problema (I)

Como discutido anteriormente, o Problema (I) é descrito por um sistema de

equações diferenciais desacoplado, puramente difusivo. Para sua resolução podemos

utilizar algumas técnicas numéricas bem estabelecidas como, por exemplo, o método

das diferenças �nitas. No entanto, optamos pelo uso do método dos elementos �nitos

no intuito de garantirmos mais liberdade e precisão na caracterização do domínio

quando situações mais reais são consideradas. Além disso, formulações de elementos

�nitos são muito estáveis e precisas para esta natureza de problemas. Neste sentido,

descreveremos a seguir, o processo de resolução deste problema.

Para resolver o resolver Problema (I) pelo Método dos Elementos Finitos, preci-

samos reescreve-lo na sua forma variacional (ou forma fraca). Para tanto, denotamos

por

L2(Ω) =
{
v : Ω→ R

/∫
Ω

v2 <∞
}

o espaço das funções quadrado quadrado integráveis no sentido de Lebesgue, com

produto interno

(u, v) =

∫
Ω

uvdΩ, ∀u, v ∈ L2(Ω),

e representamos por

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω)

∣∣∣∀α, ‖α‖ ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)
}
.

o espaço de Hilbert, onde ∂αv indica a derivada de v no sentido das distribuições.

Com isso, a forma variacional do Problema (I) pode ser escrita como:
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Problema PV: Encontrar ũι(x, y, t) ∈ U , com (x, y) ∈ Ω e t ∈ In tal que∫
Ω

˙̃uιvdΩ +

∫
Ω

D∇ũι∇vdΩ = 0, ∀v ∈ V , ι = 1, 2, 3, (4.3)

onde

U = {ũ(t) ∈ H1(Ω); ũ(t)
∣∣
ΓD

= ū, ũ(0) = û(t0)}; (4.4)

é o espaço das funções testes,

V =
{
v ∈ H1(Ω) : v = 0 sobre ΓD

}
, (4.5)

é o espaço das funções peso e ˙̃uι representa a derivada parcial de ũι em relação ao

tempo t.

Para mostrar a equivalência dos problemas, multiplicamos a equação (4.1) por v

e integramos sobre todo o domínio Ω, obtendo:∫
Ω

˙̃uιvdΩ−
∫

Ω

D div(∇ũι)vdΩ = 0. (4.6)

Aplicando no segundo termo desta equação o seguinte resultado da Álgebra Tensorial

div (v∇u) = ∇v· ∇u+ vdiv(∇u), ver [25], obtemos:∫
Ω

˙̃uιvdΩ−
∫

Ω

D div(v∇ũι)dΩ +

∫
Ω

D∇ũι· ∇vdΩ = 0.

Aplicando o Teorema da divergência no segundo termo, ver [25], obtemos:∫
Ω

˙̃uιvdΩ +

∫
Ω

D∇ũι· ∇vdΩ−
∫

Γ

(D∇ũι·n)vdΓ = 0.

onde n é o vetor normal a fronteira Γ. Notem que as condições de contorno na fron-

teira Γ são do tipo Dirichlet e como v = 0 em Γ, a integral sobre ela é identicamente

nula. Com isso temos que:∫
Ω

˙̃uιvdΩ +

∫
Ω

D∇ũι· ∇vdΩ = 0,

isso é, se ũι é solução do Problema I, também será solução do (Problema PV).

A recíproca é verdadeira e pode ser provado facilmente partindo de 4.3 e utilizando

as mesmas relações de forma apropriada.

Para resolver o Problema PV, vamos aproxima-lo utilizando uma formulação

semi-discreta conforme de Galerkin. Para isso, consideramos a região Ω um domínio
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poligonal, discretizado por uma malha uniforme de ne elementos, tal que

Ω̄ =

(
ne⋃
e=1

)
Ω̄e e Ωei

⋂
Ωej = ∅, ∀ei 6= ej,

onde Ω̄ é o fecho de Ω, Ωe representa o interior de cada elemento de uma partição

uniforme de elementos �nitos e Ω̄e seu fecho. Notem que a união de todas a sub-

regiões Ωe caracteriza todo o domínio, e que as interseções entre elas são nulas, isto

é, não há superposição das regiões Ωe. Denotamos por h = max{he} o parâmetro

da malha, sendo he a dimensão do elemento Ωe.

Neste sentido, de�nindo o subespaço de dimensão �nita

Uh = {ũh(t) ∈ C0(Ω) : ũh(t)|Γ = ūιΓ, ∀ũh|Ωe ∈ Pq(Ωe)} ⊂ U ,

como o espaço de elementos �nitos lagrangianos de grau até q e de classe C0(Ω)

(conjunto das funções contínuas), e por

Vh = {vh ∈ C0(Ω) : vh|Γ = 0, ∀vh|Ωe ∈ Pq(Ωe)},

o espaço das funções peso, a aproximação por elementos �nitos do Problema PV

consiste em:

Problema PVh: Encontrar ũhι (x, y, t) ∈ Uh ⊂ U , com t ∈ In, tal que∫
Ω

˙̃uhι vhdΩ +

∫
Ω

D∇ũhι∇vhdΩ = 0, ∀vh ∈ Vh, ι = 1, 2, 3, (4.7)

com condição inicial ũhι (x, y, t) = ūι(t).

Para obter o sistema matricial que deriva do Problema PVh, vamos desenvolver

os procedimentos para cada uma das equações ι separadamente. Como utilizamos o

método dos elementos �nitos na construção dos nossos espaços, estamos buscando

uma solução aproximada ũhι ∈ Uh da forma

ũhι (x, y, t) =
ne∑
j=1

ũj(t)ϕj(x, y), (4.8)

com

vh(x, y, t) =
ne∑
j=1

vjϕj(x, y), (4.9)

onde ϕj(x, y) é a função de interpolação de suporte compacto associada ao nó j da
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malha, e que possui a seguinte característica:

ϕj(xi, yi) =

{
0, se i 6= j

1, se i = j
,

com (xi, yi) representando as coordenadas do nó i da malha.

Substituindo ũhι e vh em (4.7), temos que

∫
Ω

[
ne∑
j=1

˙̃uj(t)ϕj(x, y)

][
ne∑
i=1

viϕi(x, y)

]
dΩ +

∫
Ω

D

[
ne∑
j=1

ũj(t)∇ϕj(x, y)

][
ne∑
i=1

vi∇ϕi(x, y)

]
dΩ = 0,

que pode ser rearranjada como

ne∑
i=1

vi

{
ne∑
j=1

∫
Ω

[
ϕi(x, y)ϕj(x, y)

]
dΩ ˙̃uj(t) +

ne∑
j=1

∫
Ω

D
[
∇ϕi(x, y)∇ϕj(x, y)

]
dΩ ũj(t)

}
= 0. (4.10)

Como (4.10) vale para todo vi, ele conduz ao seguinte sistema de equações dife-

renciais ordinárias lineares:

ne∑
j=1

∫
Ω

[
ϕi(x, y)ϕj(x, y)

]
dΩ ˙̃uj(t) +

ne∑
j=1

∫
Ω

D
[
∇ϕi(x, y)∇ϕj(x, y)

]
dΩ ũj(t) = 0. (4.11)

para todo i = 1, 2, . . . , ne. Este sistema pode ser representado matricialmente como:

M
u(t) + Ku(t) = 0, (4.12)

onde u(t) = (ũ1(t), ..., ũne(t)), M =
ne∑
e=1

M e
ij e K =

ne∑
e=1

Ke
ij são denominadas matri-

zes de massa e rigidez, respectivamente, com

M e
ij =

∫
Ωe

(
ϕei (x, y)ϕej(x, y)

)
dΩe,

Ke
ij =

∫
Ωe

D
(
∇ϕei (x, y)∇ϕej(x, y)

)
dΩe,
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e ϕe representa a função ϕ restrita a nível do elemento. No Apêndice A mostramos

a representação da função ϕe para elementos triangulares e quadrangulares e o me-

canismo de transformação isoparamétrica que utilizamos no processo de construção

das matrizes M e
ij e K

e
ij.

Para resolver o sistema de equações diferenciais ordinárias de valor inicial (4.12),

vamos utilizar a família dos métodos trapezoidais generalizados [26] dada por:

Mzn+1 + Kun+1 = F, (4.13)

un+1 = un + ∆tzn+ω, (4.14)

zn+ω = (1− ω)zn + ωzn+1, (4.15)

onde ω ∈ [0, 1] é o parâmetro que de�ne o método, un e zn são aproximações para

u(t) e 
u(t), respectivamente, com n = 0, 1, . . . , (m− 1).

Explicitando a equação (4.13) em termos apenas da função u(t) temos que:

(M + ω∆tK)un+1 = (M− (1− ω)∆tK)un + ∆t(ωFn+1(1− ω)Fn). (4.16)

Observe que,

• Se ω = 1, obtemos o método de Euler regressivo (incondicionalmente estável):

(M + ∆tK)un+1 = Mun + ∆tFn+1; (4.17)

• Se ω = 0, obtemos o método de Euler progressivo:

Mun+1 = (M−∆tK)un + ∆tFn; (4.18)

• Se ω = 1
2
, obtemos o método de Crank-Nicolson:

(2M + ∆tK)un+1 = (2M−∆tK)un + ∆t(Fn+1 + Fn). (4.19)

Ambos os método de Euler possuem erro de aproximação de primeira ordem (O(∆t)),

sendo o progressivo condicionalmente estável e o regressivo incondicionalmente está-

vel. Por outro lado, o método de Crank-Nicolson (ω =
1

2
) possui uma aproximação

de segunda ordem (O(∆t)2) e incondicionalmente estável. Neste sentido, optamos

pelo uso do método de Crank-Nicolson nas simulações deste trabalho.

Existem vários métodos diretos ou iterativos para resolver o sistema linear resul-

tante da expressão (4.19). Como a matriz resultante do lado esquerdo do sistema

linear é simétrica positiva de�nida, é plausível utilizar o método de Cholesky [20]

para resolver o sistema linear.

A solução resultante do sistema linear é utilizada como condição inicial para

o Problema (II), caracterizado pelo segundo subproblema da decomposição de

operadores e apresentado no algoritmo de resolução.
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A resolução é feita por meio do método de Runge-Kutta de quarta ordem, uma

vez que, o mesmo busca uma melhor estimativa da derivada com a avaliação da

função em mais pontos no intervalo de discretização In, sem que seja preciso fazer

o cálculo de derivadas (caso do método de Taylor de ordem superior), muitas vezes

difíceis de se obter, além de possuir erro de trucamento global de quarta ordem.

Diferente do primeiro subproblema, uma abordagem sobre o método de Runge-

Kutta é feita no Apêndice B, devido o método ser bastante conhecido na literatura.

Para mostrar a aplicabilidade do modelo (3.7) proposto neste trabalho, a e�ciência

da formulação numérica, bem como a e�ciência da rotina computacional desenvol-

vida na linguagem de programação Python, é apresentado no próximo capítulo re-

sultados numéricos que simulam a dinâmica e espalhamento de mosquitos selvagens

e transgênicos.
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Capítulo 5

Resultados

Neste capítulo, apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir da im-

plementação do modelo de reação-difusão (3.7). Em um primeiro momento apre-

sentamos simulações numéricas que ilustram o comportamento das populações de

mosquitos selvagens e transgênicos com o objetivo de validação do modelo por com-

paração ao equilíbrio de Hardy-Weinberg. Em seguida, na seção 5.2, apresentamos

simulações numéricas em uma região geográ�ca de interesse do ponto de vista en-

tomológico. A malha gerada sobre a imagem de satélite desta região nos permite

traçar um cenário mais realístico. Para isso submetemos estas populações a cenários

e avaliamos a dinâmica e espalhamento ao longo do tempo.

5.1 Experimentos Preliminares

As simulações numéricas desta seção para o modelo (3.7) ilustram a dinâmica

e espalhamento das populações de mosquitos selvagens e transgênicos, interagindo

sobre uma região Ω = [0, 30] × [0, 30] km2. Esse domínio é su�cientemente grande

para que as populações se espalhem ao longo de uma estação do ano (treze semanas).

No caso dos valores dos parâmetros presentes no modelo que ainda não foram

estabelecidos, utilizamos a estimativa para a taxa intrínseca de crescimento obtida

segundo Suleman [48] em condições de laboratório resultando em uma taxa intrínseca

de crescimento semanal r = 1, 2, a taxa de recrutamento de mosquitos para a fase

adulta ξ estimada usando a tabela de vida de Suleman [48] e expressões de Birch [8],

resultando em uma taxa de 5, 1 por semana, uma taxa de mortalidade ocasionada

por razões naturais δ1 de (5, 1 − 1, 2) = 3, 9 por semana e uma taxa mortalidade

independente da densidade de δ2 = 0, 5 por semana. Através dos dados obtidos por

Reisen e Aslamkhan [42] para estimar a dispersão de fêmeas Anopheles stephensi,

consideramos o mesmo coe�ciente de difusão D = 13 × 10−2 km2/semana para as

três variedades.

Por �m, destacamos que todas as condições iniciais para os experimentos desta
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seção foram introduzidas no Problema I da subseção 4.4.1. para a resolução nu-

mérica do modelo proposto (3.7).

No Experimento 1 buscamos validar o modelo (3.7) proposto neste trabalho,

comparando os resultados obtidos das simulações numéricas com o equilíbrio de

Hardy-Weinberg e também com os resultados em teste de laboratório realizado por

Moreira et al. [27]. Uma vez validado o modelo, buscamos no Experimento 2 ampliar

a região de distribuição inicial dos mosquitos a �m de analisar o novo comportamento

da dinâmica e espalhamento dos mosquitos.

Apresentamos na Tabela 5.1 os dados utilizados para as simulações numéricas

desta seção.

Tabela 5.1: Dados utilizados para a resolução do modelo proposto para os Experi-

mentos 1 e 2.

Domínio espacial Ω = [0, 30]× [0, 30] km2

Domínio temporal I = [0, 13] semanas

Passo de tempo ∆t = 0, 05

Método de Crank-Nicolson ω = 0, 5

Coe�ciente de difusão D = 13× 10−2 km2/semana

Capacidade de suporte k = 2000

Taxa intrínseca de crescimento r = 1, 2 por semana

Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ξ = 5, 1 por semana

Taxa de mortalidade ocasionada por razões naturais δ1 = 3, 9 por semana

Taxa de mortalidade independente da densidade δ2 = 0, 5 por semana

Experimento 1. Para este experimento, simulamos o comportamento de uma
população composta inicialmente por 1000 mosquitos selvagens e 1000 mosquitos
transgênicos heterozigotos, distribuídos homogeneamente sobre uma região central
do domínio [14; 16]× [14; 16] (km2). Esta con�guração inicial é representada por:

u1(x, y, 0) = u2(x, y, 0) =

{
250, se 14 ≤ x ≤ 16 e 14 ≤ y ≤ 16,

0, se 0 ≤ x < 14 e 16 < x ≤ 30; 0 ≤ y < 14 e 16 < y ≤ 30,
(5.1)

u3(x, y, 0) = 0. (5.2)

Em termos de aplicabilidade, estas condições iniciais signi�cam que, uma vez

identi�cado um foco de mosquitos selvagens e estimada sua população, uma quan-

tidade equivalente de mosquitos transgênicos heterozigotos é liberada de maneira

homogênea nesta exata área. A população de transgênicos homozigotos é inici-

almente nula, mas ela surge naturalmente durante os processos de acasalamento,

(Figura 5.3) e seu espalhamento segue o mesmo padrão dos mosquitos selvagens
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(Figura 5.1) e mosquitos transgênicos heterozigotos (Figura 5.2).

(a) (b)

Figura 5.1: População de mosquitos selvagens do Experimento 1, com condições iniciais

(5.1), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva espacial (b).

(a) (b)

Figura 5.2: População de mosquitos transgênicos heterozigotos do Experimento 1, com

condições iniciais (5.1), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva

espacial (b).
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(a) (b)

Figura 5.3: População de mosquitos transgênicos homozigotos do Experimento 1, com

condições iniciais (5.1), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva

espacial (b).

Neste experimento, temos as frequências genotípicas p = 0, 75 e q = 0, 25 para

a população inicial. Com estas proporções é esperado um equilíbrio de Hardy-

Weinberg de 0, 752 para mosquitos selvagens, 2 × 0, 75 × 0, 25 para transgêni-

cos heterozigotos e 0, 252 para transgênicos homozigotos, isto é, (u1, u2, u3) =

(56, 25, 37, 5, 6, 25).

A quantidade de mosquitos, ao �nal das treze semanas, foi estimada através

do método de integração de Newton-Cotes, resultando em u1 = 24.452 mosquitos

selvagens, u2 = 16.511 mosquitos transgênicos heterozigotos e u3 = 3.318 mosquitos

transgênicos homozigotos. Essas populações �nais equivalem, respectivamente, a

55, 22%, 37, 29% e 7, 49% que são valores próximos ao equilíbrio de Hardy-Weinberg.

Estes resultados assemelham-se ainda àqueles do teste de laboratório descrito em

[27], que resultou em uma estabilização da população de mosquitos selvagens em

56% e de mosquitos transgênicos em 44%.

Para intervalos de tempo maiores, mais especi�camente T = 16 e T = 20, a

população atingiu (u1, u2, u3) = (31.906, 21.448, 4.072) (equivalente as proporções

55, 56%, 37, 34% e 7, 09%) e (u1, u2, u3) = (40.649, 27.235, 4.957, 64) (equivalente as

proporções 55, 80%, 37, 38% e 6, 80%), respectivamente, o que mostra uma tendência

de que os resultados estão sendo rati�cados pelo equilíbrio de Hardy-Weinberg e

pelos resultados de [27].

Experimento 2. Neste experimento, simulamos o comportamento dos mosquitos
ainda admitindo a mesma quantidade inicial do Experimento 1, ou seja, 1000 mos-
quitos selvagens e 1000 mosquitos transgênicos heterozigotos, mantendo a mesma
distribuição espacial inicial para os mosquitos selvagens e considerando a quanti-
dade de mosquitos transgênicos heterozigotos distribuída homogeneamente em uma
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região mais abrangente, compreendendo o domínio [12, 5; 17, 5]× [12, 5; 17, 5] (km2).
Esta nova distribuição é descrita pelas condições iniciais

u1(x, y, 0) =

{
250, em 14 ≤ x ≤ 16 e 14 ≤ y ≤ 16,

0, em 0 ≤ x < 14 e 16 < x ≤ 30; 0 ≤ y < 14 e 16 < y ≤ 30,
(5.3)

u2(x, y, 0) =

{
40, em 12, 5 ≤ x ≤ 17, 5 e 12, 5 ≤ y ≤ 17, 5,

0, em 0 ≤ x < 12, 5 e 17, 5 < x ≤ 30; 0 ≤ y < 12, 5 e 17, 5 < y ≤ 30,
(5.4)

u3(x, y, 0) = 0. (5.5)

Isto signi�ca que, identi�cado um foco de mosquitos selvagens, uma quantidade

equivalente de mosquitos transgênicos heterozigotos é liberada não apenas sobre o

foco mas também no seu entorno, mais especi�camente 1, 5 km2 além dos limites do

foco de mosquitos selvagens. Após 13 semanas, esta situação evolui para a dinâmica

e espalhamento visualizados nas Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 para populações de mosquitos

selvagens, transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos, respectivamente.

(a) (b)

Figura 5.4: População de mosquitos selvagens do Experimento 2, com condições iniciais

(5.3), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva espacial (b).
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(a) (b)

Figura 5.5: População de mosquitos transgênicos heterozigotos do Experimento 2, com

condições iniciais (5.4), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva

espacial (b).

(a) (b)

Figura 5.6: População de mosquitos transgênicos homozigotos do Experimento 2, com

condições iniciais (5.5), após 13 semanas, representada por curvas de nível (a) e perspectiva

espacial (b).

A população �nal de mosquitos nessa simulação atingiu os valores de u1 =

17.166, 5, u2 = 28.365 e u3 = 15.042, 2, resultando em uma estabilização da po-

pulação de mosquitos selvagens em 28, 33% e de mosquitos transgênicos em 71, 65%,

compreendendo heterozigotos e homozigotos. Nesse caso, não é esperado um equilí-

brio de Hardy-Weinberg, uma vez que os acasalamentos deixaram de ser aleatórios

quando no entorno do foco de mosquitos selvagens passou a haver apenas mosquitos

transgênicos heterozigotos.

Comparando os Experimentos 1 e 2, é visível que, apesar de ambas as simulações

iniciarem com a mesma quantidade de mosquitos, a distribuição inicial utilizada

na segunda apresenta resultados melhores, alcançando uma maior quantidade de

mosquitos transgênicos ao longo das 13 semanas.
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5.2 Experimentos da Região Real

Nesta seção, apresentamos simulações numéricas em um espaço bidimensional,

com um pré-processamento geométrico e uma geração de malha que leva em conta

todas as assimetrias e estruturas internas da região espacial.

5.2.1 Região do Reservatório da Usina Hidrelétrica

No Brasil cerca de 99% dos casos registrados de malária estão na Amazônia Legal

[45]. Essa problemática levou Santos et al. [43] a realizar uma análise do habitat

do mosquito Anopheles darlingi no entorno da Área de Aproveitamento Múltiplo de

Manso APM-Manso (Figura 5.7), localizada no centro-sul do estado de Mato Grosso

(região presente na Amazônia Legal). Nesse estudo foram feitas coletas de vetores,

nos anos de 2000/2001 e 2004/2005/2006 e aplicadas técnicas de georreferenciamento

e regressão logística para analisar o habitat do mosquito na região do reservatório.

Em [43], as imagens georreferenciadas, as informações sobre a vegetação/uso da

terra e os resultados obtidos sobre os locais próximos do reservatório com maiores

probabilidades de contaminação nos possibilitaram escolher esta região geográ�ca

como região de estudo deste trabalho.

Diante disto, de�nimos a Área de Aproveitamento Múltiplo de Manso APM-

Manso como região espacial para o estudo da dinâmica e espalhamento de mosquitos

selvagens e transgênicos.

Segundo Santos et al. [43], o clima predominante na região é o Tropical Semi-

úmido, com temperatura média anual de 26◦ Celsius e precipitação de 1750 mm por

ano. Em relação a população humana, Santos et al. [43] veri�caram que a mesma

está presente nas comunidades rurais e também em condomínios imobiliários de alto

padrão construídos após a implantação da usina, atraindo muitas pessoas para a

prática de turismo.
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Figura 5.7: Área de estudo
Fonte: Santos et al. [43]

A imagem digital mostrada na Figura 5.8 foi obtida por Santos et al. [43] através

do satélite Landsat-ETM (WRS 226/70) e georreferenciada no software SPRING 4.2

(INPE).

Figura 5.8: Imagem georreferenciada
Fonte: Santos et al. [43]
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A imagem georreferenciada mostrada na Figura 5.7 mostra que no entorno do

reservatório, preenchido pelas águas dos rios Manso e Casca, existem 03 (três) tipos

de cobertura vegetal originária na região: cerrado, campo e mata semidecidual. De

maneira sucinta, podemos caracterizar cada uma delas:

• O Cerrado é uma savana tropical com maior biodiversidade do mundo. Devido

a sua excepcional riqueza biológica, ele vem se tornando palco de uma crescente

ocupação humana [10].

• Os campos são resultados da forte ação antrópica [41];

• Mata semidecidual, ecossistema presente na Mata Atlântica e no cerrado e que

tem por característica um clima com duas estações: uma seca e outra chuvosa

[10].

A Figura 5.9 permite obter informação acerca dos locais mais suscetíveis à pre-

sença de mosquitos durante a fase de enchimento do reservatório. Nesta Figura

é possível perceber que quanto mais próxima da encosta do reservatório, maior é

a probabilidade de contato com os mosquitos. Essa informação nos auxiliará, nos

experimentos a seguir, a introduzir os mosquitos transgênicos nas regiões de maior

incidência das populações selvagens, pois este é um indicativo de que estas áreas

sejam um habitat propício ao seu desenvolvimento.

Figura 5.9: Mapa com a probabilidade de contato com o mosquito durante a fase

de enchimento do reservatório.
Fonte: Santos et al. [43]
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5.2.2 Procedimento Computacional

Para o procedimento computacional, quatro etapas permitiram utilizar o domínio

geométrico a �m de obter uma malha capaz de caracterizar com maior precisão

possível a região de escolha.

A priori, elegeu-se o software Salome como ferramenta computacional. A ima-

gem obtida via geoprocessamento foi introduzida no software e na sequência foram

desenhadas, no módulo Geometry as subregiões presentes na imagem, tais como:

o reservatório (lago), campos e �orestas. Desta forma, tornou-se possível a obten-

ção de uma malha de elementos �nitos, cuja estrutura, aproxima-se da realidade

mostrada na imagem.

A segunda etapa caracterizou-se por transferir a geometria presente no módulo

Geometry para o módulo Mesh, quando então uma malha é gerada. A visualização

dessa malha também se dá no módulo Mesh.

Na terceira etapa, um script em linguagem Python foi desenvolvido para produzir

um arquivo .txt, que descreve as informações da malha gerada, tais como informa-

ções dos elementos, coordenadas de seus respectivos nós e suas conectividades. Por

sua vez, esse arquivo é levado para a rotina computacional de elementos �nitos im-

plementada na linguagem de programação Python e é feita a leitura dos dados desse

arquivo. Neste estágio, o modelo proposto (3.7) é resolvido numericamente.

Obtida a solução do modelo, chegamos a última etapa, isto é, a visualização

das soluções. Neste estágio, a malha obtida anteriormente no módulo Mesh e as

informações das soluções são introduzida no Software, obtendo assim as soluções

grá�cas.

5.2.3 Simulação Computacional: domínio regular

Nesta subseção apresentamos a dinâmica e o espalhamento das populações de

mosquitos selvagens e transgênicos, interagindo sobre a região regular, apresentada

na Figura 5.10. Esta região possui extensão territorial de Ω = [0, 10]× [0, 10] km2.
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Figura 5.10: Área de estudo de Ω = [0, 10]× [0, 10] km2.

Vamos ampliar a região espacial para [0, 15] × [0, 15] km2 para garantir que as

populações se espalhem ao longo de oito semanas sem que o comportamento na

região de interesse seja in�uenciado pelas condições de contorno estabelecidas na

fronteira da região maior.

Com as informações sobre a vegetação fornecidas na Figura 5.8, desenhamos

geometrias para representar cada uma delas, conforme a Figura 5.11 a seguir.
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Figura 5.11: Desenho das subregiões da região regular 1.

Em seguida, a região foi discretizada em elementos triangulares, e então foi

possível obter a visualização da malha correspondente. Na Figura 5.12 a seguir,

apresentamos o resultado grá�co desta discretização.
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Figura 5.12: Malha para a região regular.

A classi�cação da cobertura da terra é estrati�cada em cerrado, mata semideci-

dual, campo, pastagem, terras de uso agrícola e água. As geometrias com coloração

amarela representam as regiões de campo, pastagens e terras de uso agrícola, as

geometrias em cor verde representam as regiões de cerrado e mata semidecidual.

As geometrias com cores em vermelho são também regiões de cerrado e mata se-

midecidual, no entanto, são as regiões com maior probabilidade de contato com o

mosquito, conforme a Figura 5.9. Baseado nessas informações de probabilidade de

contato, selecionamos as regiões de cor vermelha da Figura 5.12 para a liberar os

mosquitos transgênicos heterozigotos.

Diferentes valores para a dispersão de mosquitos podem ser encontrados na li-

teratura, variando devido às condições meteorológicas, topogra�a, estado �siológico

dos mosquitos liberados, tamanho corporal, densidade populacional, disponibilidade

de locais de oviposição. Estudos sobre a dispersão de mosquitos indicam que eles
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apresentam um deslocamento menor em áreas urbanas e �orestas [50] e maior dis-

persão ao longo do campo e áreas abertas [23], [7], o que implica que a topogra�a

local é um dos vários fatores extrínsecos e intrínsecos que in�uenciam a dispersão

dos mosquitos.

Estudos realizados por Bailey et al. [2] concluíram que a curta distância de

dispersão de Culex tarsalis era independente da direção do vento, enquanto que a

maior distância de dispersão (> 5 km) era sempre a favor do vento. Essa conclusão

nos dá diretrizes sobre a possibilidade desse fato ocorrer para outras espécies de

mosquitos (Diptera: Culicidae). Sendo a premissa do modelo proposto baseada na

dispersão de mosquitos de baixa dispersão (urbanos e com preferência a matas),

nenhuma advecção será considerada.

O coe�ciente de difusão é estimado por D = <x2>
qit

, onde < x2 > é o deslocamento

médio quadrático e qi a constante numérica relacionada a dimensão espacial do

modelo (qi=2, 4 ou 6 para problemas 1D, 2D ou 3D, respectivamente). Diferente

dos experimentos da seção anterior, nesta subseção adotamos dois valores distintos

para o coe�ciente de difusão, um menor para regiões de vegetação alta e outro maior

para regiões de campo aberto. Em regiões abertas, vamos assumir que o mosquito

se desloque 0, 87 km durante sua vida que é de 0, 64 semanas de acordo com a taxa

de mortalidade assumida (vide Tabela 5.2). Com isso teremos um coe�ciente de

difusão D = 0,872

4×0,64
= 0, 29 km2/semana. De maneira análoga, considerando que em

regiões de mata e cerrado o deslocamento é de 0, 57 km obtemos D = 0, 13 km2.

Além disso, consideramos que a região de campo atua como uma barreira para

os mosquitos selvagens que já estão ambientados na região, conforme [49]. Nesse

caso, apenas os mosquitos transgênicos atravessam as regiões de campo a �m de

�xarem-se em ambiente adequado. A ideia é que eles atravessem rapidamente as

regiões abertas, uma vez que a difusão é mais rápida nesse ambiente, e atinjam as

zonas próximas ao lago para oviposição.

As condições iniciais adotadas foram estimadas a partir da taxa de picada em

humanos (HBR, do inglês human biting rate), que contabiliza o número de mosquitos

coletados por humano por período de coleta. Essa taxa foi obtida por Zeilhofer et

al. [55] seguindo os protocolos da OMS e com um período de coleta de 4 horas, e foi

mais alta em regiões de �orestas semideciduais, indicando que os mosquitos estão

bem estabelecidos nessas áreas. De acordo com Cardé [13], o reconhecimento inicial

de um hospedeiro humano por um mosquito ocorre a uma distância de 10 metros,

a partir do CO2 emitido na sua respiração. Isso signi�ca que um humano tem uma

área de atração para mosquitos estimada em 314 m2. O reservatório cobre uma área

de 427 km2. A quantidade de mosquitos pode então ser estimada multiplicando HBR

diária pela expectativa de vida do mosquito em semanas e teremos HBR×4, 0×4, 6

para cada 314 m2 do reservatório, considerando que o mosquito tenha uma atividade
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diária de 16 horas. Em regiões de alta incidência a área obtida foi de 5, 2607 km2,

vamos considerar HBR = 56 e então obtemos aproximadamente 17.496 mosquitos;

usando o mesmo raciocínio, vamos considerar HBR = 26 para regiões de baixa

incidência de mosquitos, cuja respectiva área corresponde à 37, 123 km2 e obteremos

aproximadamente 57.743 mosquitos.

Diante disso, consideramos uma quantidade de mosquitos selvagens u1 = 57.743

distribuídos homogeneamente nas regiões de cerrado mais uma quantidade de

u1 = 17.496 nas regiões com cor vermelho, uma quantidade de transgênicos hetero-

zigotos u2 = 17.496 distribuídos homogeneamente também nas regiões de coloração

vermelha (Figura 5.12) e uma quantidade de transgênicos homozigotos u3 = 0.

Consideramos condições de Dirichlet em todo o contorno da região maior e no

contorno do reservatório consideramos �uxo nulo.

A Tabela 5.2 resume os valores dos dados utilizados nas simulações numéricas

deste cenário. As taxas são referentes ao ciclo de vida do Anopheles darlingi, que é a

espécie de mosquito encontrada com maior abundância na região, e foram obtidos de

[52],[53]. Os valores dos coe�cientes de difusão foram obtidos a partir das medidas

de deslocamento da espécie, que podem atingir até 3 km [49].

Tabela 5.2: Dados utilizados para a simulação do modelo proposto para a região

regular localizada no entorno da APM-Manso.

Domínio espacial Ω = [0, 10]× [0, 10] km2

Domínio temporal I = [0, 10] semanas

Passo de tempo ∆t = 0, 2

Método de Crank-Nicolson ω = 0, 5

Coe�ciente de difusão para as regiões de campo D = 29× 10−2 km2/semana

Coe�ciente de difusão para as regiões de cerrado D = 13× 10−2 km2/semana

Capacidade de suporte k = 3× 106

Taxa intrínseca de crescimento r = 4, 3484 por semana

Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ξ = 8, 3484 por semana

Taxa de mortalidade ocasionada por razões naturais δ1 = 4, 0 por semana

Taxa de mortalidade independente da densidade δ2 = 2, 545 por semana

As soluções grá�cas apresentadas nas Figuras a seguir representam, na região

de interesse Ω = [0, 10] × [0, 10] km2, a dinâmica e o espalhamento dos mosquitos

selvagens e transgênicos ao longo de dez semanas (mais especi�camente nos tempos

T = 1, T = 2, T = 4, T = 6, T = 8 e T = 10).

Para os mosquitos selvagens obtivemos as soluções apresentadas nas Figuras 5.13

a seguir. Observe que entre 4 e 6 semanas ocorre uma notável ocupação dos mos-

quitos selvagens nas regiões de mata semidecidual. Na oitava semana já é possível
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observar uma ocupação dos mosquitos selvagens em regiões de mata. Isso ocorre

devido ao fato de que os mosquitos selvagens são gerados dos cruzamentos entre as

variedades transgênicas presentes naquela região.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.13: População de mosquitos selvagens na região de interesse nos tempos

T = 1 (a), T = 2 (b), T = 4 (c), T = 6 (d), T = 8 (e) e T = 10 (f).
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Figura 5.14: População de mosquitos selvagens na região de interesse com o tempo

T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial..

A Figura 5.15 a seguir mostra os cenários obtidos da simulação numérica para

a população de mosquitos transgênicos heterozigotos. Podemos observar que essa

variedade de mosquito, embora ocorra em todo o território, tende a ocupar as áreas

de campo, seguindo em direção ao reservatório. Esse comportamento se justi�ca

pelo fato de que nesta área não há mosquitos selvagens nativos, ocorrendo então

cruzamentos cuja probabilidade de encontro é maior entre espécies transgênicas, o

que implica em uma quantidade maior de mosquitos que carregam o gene refratário

a doença. Devido a impossibilidade de atravessar o reservatório e levando em conta

que estamos considerando o efeito de difusão, a tendência é de que eles atravessem o

campo rapidamente, retornando para a zona de mata. Comportamento semelhante

a esse é observado para a população de mosquitos transgênicos homozigotos, vide

Figura 5.17.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.15: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com os tempos T = 1 (a), T = 2 (b), T = 4 (c), T = 6 (d), T = 8 (e) e T = 10

(f).

48



Figura 5.16: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com o tempo T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.17: População de mosquitos transgênicos homozigotos na região de interesse

com os tempos T = 1 (a), T = 2 (b), T = 4 (c), T = 6 (d), T = 8 (e) e T = 10 (f).
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Figura 5.18: População de mosquitos transgênicos homozigotos na região de interesse

com o tempo T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Ao �nal da evolução temporal obtivemos uma população de mosquitos selvagens

u1 = 12.728.402, mosquitos transgênicos heterozigotos u2 = 8.741.213 e mosquitos

transgênicos homozigotos u3 = 2.706.032, que resultou em uma estabilização da

população de mosquitos selvagens em 52, 65%, mosquitos transgênicos heterozigotos

em 36, 16% e mosquitos transgênicos homozigotos em 11, 19%.

5.2.4 Simulação Computacional: domínio irregular

Com base nos estudos realizados na subseção anterior, onde foi simulada a dinâ-

mica e espalhamento de mosquitos em uma pequena região da APM-Manso, estamos

agora aptos a realizar o estudo na região por inteiro, apresentada na Figura 5.19.
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Figura 5.19: Área de estudo de Ω.

Para cada tipo de vegetação foram desenhadas as geometrias, considerando as

regiões em amarelo com cobertura vegetal de campos, as regiões em verde são os

cerrados e as regiões em vermelho são cobertas de matas. Essa caracterização das

regiões da APM-Manso segundo o tipo de cobertura vegetal é apresentado na Figura

5.20.
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Figura 5.20: Desenho das subregiões do domínio irregular, de acordo com a cobertura

vegetal.

A discretização desta região foi feita de modo utilizando elementos triangulares,

conforme mostrado na Figura 5.21. Além disso, ampliamos também a região geo-

métrica de modo a evitar que os mosquitos sofram a in�uência da condição imposta

no contorno da região maior.
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Figura 5.21: Malha para o domínio irregular.

Nesta subseção, adotamos dois valores distintos para o coe�ciente de difusão, um

menor para regiões de vegetação alta e outro maior para regiões de campo aberto.

Em regiões abertas, vamos assumir que o mosquito se desloque 1, 02 km durante sua

vida que é de 0,64 semanas de acordo com a taxa de mortalidade assumida. Com

isso teremos um coe�ciente de difusão D = 1,022

4×0,64
= 0, 39 km2/semana. De maneira

análoga, considerando que em regiões de mata e cerrado o deslocamento é de 0, 87

km obtemos D = 0, 29 km2.

As condições iniciais adotadas foram estimadas a partir da taxa de picada em

humanos (HBR, do inglês human biting rate). Em regiões de alta incidência a

área obtida foi de 423, 6375 km2, vamos considerar HBR = 50 e então obtemos

aproximadamente 1.241.231 mosquitos; vamos considerar HBR = 7 para regiões de

baixa incidência de mosquitos, cuja respectiva área correspondente à 607, 5863 km2

e obteremos aproximadamente 270.975 mosquitos.

Diante disso, consideramos uma quantidade de mosquitos selvagens u1 = 270.975

distribuídos homogeneamente nas regiões de cerrado mais uma quantidade de

u1 = 1.241.231 nas regiões com cor vermelha, uma quantidade de transgênicos he-
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terozigotos u2 = 1.241.231 distribuídos homogeneamente também nas regiões com

cor vermelha (Figura 5.12) e uma quantidade de transgênicos homozigotos u3 = 0.

Consideramos condições nulas de Dirichlet em todo o contorno da região maior

e �uxo nulo no contorno do reservatório.

A Tabela 5.3 resume os dados utilizados nestas simulações numéricas.

Tabela 5.3: Dados utilizados para a simulação do modelo proposto no entorno da

APM-Manso.

Domínio temporal I = [0, 10] semanas

Passo de tempo ∆t = 0, 25

Método de Crank-Nicolson ω = 0, 5

Coe�ciente de difusão para as regiões de campo D = 39× 10−2 km2/semana

Coe�ciente de difusão para as regiões de cerrado D = 29× 10−2 km2/semana

Capacidade de suporte k = 3× 1010

Taxa intrínseca de crescimento r = 4, 3484 por semana

Taxa de recrutamento de mosquitos para a fase adulta ξ = 8, 3484 por semana

Taxa de mortalidade ocasionada por razões naturais δ1 = 4, 0 por semana

Taxa de mortalidade independente da densidade δ2 = 2, 545 por semana

As soluções grá�cas apresentadas nas Figuras 5.22, 5.23 e 5.24 a seguir represen-

tam, na região de interesse, a dinâmica e o espalhamento dos mosquitos selvagens,

transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos para o tempo T = 1 semana,

respectivamente.
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Figura 5.22: População de mosquitos selvagens na região de interesse com o tempo

T = 1 semana.

Figura 5.23: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com o tempo T = 1 semana.
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Figura 5.24: População de mosquitos transgênicos homozigoto na região de interesse

com o tempo T = 1 semana.

Passadas 5 semanas podemos perceber um aumento signi�cativo na quantidade

de mosquitos, tanto nos selvagens (Figura 5.25) quanto nos transgênicos (Figuras

5.26 e 5.27), mostrando a passagem dos mosquitos transgênicos pelas áreas de campo.

Figura 5.25: População de mosquitos selvagens na região de interesse com o tempo

T = 5 semanas.
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Figura 5.26: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com o tempo T = 5 semanas.

Figura 5.27: População de mosquitos transgênicos homozigoto na região de interesse

com o tempo T = 5 semanas.

Com 10 semanas de simulação temos uma ocupação ainda mais intensa. As so-

luções grá�cas apresentadas nas Figuras 5.28, 5.30 e 5.32 a seguir representam, na
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região de interesse, a dinâmica e o espalhamento dos mosquitos selvagens, trans-

gênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos para o tempo T = 10 semanas,

respectivamente.

Para os mosquitos selvagens, observe nas Figuras 5.28 e 5.29 que ocorre uma

notável ocupação dos mosquitos selvagens nas regiões de alta incidência, que são as

regiões de mata e cerrado. Também é possível observar uma ocupação dos mosquitos

selvagens em regiões de campo, resultando dos cruzamentos entre as variedades

transgênicas presentes nessas regiões.

Figura 5.28: População de mosquitos selvagens na região de interesse com o tempo

T = 10 semanas.
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Figura 5.29: População de mosquitos selvagens na região de interesse com o tempo

T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Para os mosquitos transgênicos heterozigotos, podemos observar nas Figuras 5.30

e 5.31 que essa variedade atua diretamente nas regiões de alta incidência. Este com-

portamento rati�ca nossas expectativas em relação a esta variedade de mosquitos,

uma vez que nossa intenção era obter uma maior concentração justamente nessas

áreas de alta incidência. Além disso, tende a ocupar as áreas de campo, devido a

ausência de mosquitos selvagens nativos nessa região.
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Figura 5.30: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com o tempo T = 10 semanas.

Figura 5.31: População de mosquitos transgênicos heterozigotos na região de inte-

resse com o tempo T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Para a população de mosquitos transgênicos homozigotos, obtemos comporta-

mento semelhante ao observado na população de mosquitos transgênicos heterozi-

gotos, vide Figuras 5.32 e 5.33.
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Figura 5.32: População de mosquitos transgênicos homozigoto na região de interesse

com o tempo T = 10 semanas.

Figura 5.33: População de mosquitos transgênicos homozigoto na região de interesse

com o tempo T = 10 semanas, vista sob uma perspectiva espacial.

Ao �nal da evolução temporal, obtivemos uma população �nal de u1 =

1.089.766.779.704 mosquitos selvagens , u2 = 609.395.881.361 mosquitos transgê-

nicos heterozigotos e u3 = 564.788.706.219 mosquitos transgênicos homozigotos,

resultando nas seguintes proporções: 48, 13% da população composta por mosquitos
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selvagens, 26, 92% da população composta por mosquitos transgênicos heterozigo-

tos e 24, 95% da população composta por mosquitos transgênicos homozigotos. Isso

signi�ca que a inserção de mosquitos transgênicos nas áreas de maior incidência de

mosquitos, mais especi�camente regiões de mata, reduziu em mais da metade a po-

pulação de mosquitos selvagens prevista para ocupar a região do APM-Manso em

10 semanas.
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Capítulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos um modelo bidimensional que rege a dinâmica e

espalhamento dos mosquitos selvagens e transgênicos. Esse modelo foi constituído

pelo termo de difusão, baseado na lei de Fick, e que caracterizou o espalhamento

entre os mosquitos e pelo termo de reação que descreveu a dinâmica entre mosquitos

selvagens e transgênicos.

Para obtenção da solução numérica, a técnica de decomposição de operadores

foi utilizada com sucesso. Resolvemos o problema de difusão usando a forma semi-

discreta do método de elementos �nitos de Galerkin e o problema de reação usando

o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Sua característica de resolver de forma

separada os operadores de difusão e de reação facilitou a implementação computaci-

onal. Por outro lado, em termos de exigência computacional, o armazenamento das

informações resultante dos cálculos, exigiu um considerável tempo de processamento.

Após analise e validação do modelo com simulações em regiões e situações arti-

�ciais e controladas, exploramos seu potencial na modelagem e estudo mais gerais e

realístico da dinâmica e espalhamento dos mosquitos. Para isso, aplicamos o modelo

na região geográ�ca da área de Aproveitamento Múltiplo de Manso (APM-Manso),

localizada no estado do Mato Grosso, Brasil. Neste estudo, caracterizamos a região

geográ�ca através de uma malha de elementos �nitos gerada pelo software Salome,

a partir de imagens obtidas de satélite.

Adotamos coe�ciente de difusão constante e idêntico para as três variedades

genéticas de mosquitos consideradas, uma vez que até o presente momento não

foram encontrados registros na literatura que classi�quem a dispersão de mosquitos

de acordo com sua zigosidade. A variação do coe�ciente de difusão se deu apenas

em relação a vegetação mapeada, que é um tema já discutido no âmbito cientí�co.

Podemos inferir que, as simulações numéricas indicam que a escolha da região

de liberação de mosquitos transgênicos in�uencia no nível de sucesso obtido. Além

disso, foi possível concluir que a eliminação total de mosquitos selvagens é inviável

caso não haja superioridade dos transgênicos, tendo em vista, que de acordo com
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a genética clássica Mendeliana que rege o resultado dos cruzamentos, os mosquitos

selvagens surgem também do acasalamento dos mosquitos transgênicos heterozigo-

tos.

Os resultados indicam que a introdução de mosquitos geneticamente modi�ca-

dos no ambiente é um caminho promissor para o controle da malária e de outras

doenças transmitidas por mosquitos. Embora tenhamos considerado a genética clás-

sica, sem nenhum efeito de mutação ou técnicas de "gene drive"que favoreceriam as

variedades transgênicas, foi possível veri�car uma substituição de mais de 50% dos

mosquitos selvagens por mosquitos transgênicos, mesmo sobre uma área extensa e

com variedade topográ�ca.

Para perspectivas futuras, destacamos a necessidade de obter estratégias de oti-

mização a �m. Com os recentes avanços em técnicas de manipulação genética que

buscam favorecer os mosquitos transgênicos, um passo importante é a compreensão

de como essas novas técnicas in�uenciam na dinâmica de interação entre as varieda-

des genéticas consideradas. Isso leva a uma futura atualização no termo de reação

do modelo proposto. Testes indicam, por exemplo, que a técnica MCR favorece a

geração de mosquitos transgênicos mas pode impor um custo de �tness para esse

mosquito [22] enquanto que a genética clássica Mendeliana pode ser utilizada sem

esse custo [51].

Efeitos sobre o espalhamento, tais como advecção, quimiotaxia ou retenção tam-

bém podem ser avaliados, garantindo uma maior abrangência para aplicabilidade do

modelo.
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Apêndice A

Mapeamento Isoparamétrico

A ideia principal do mapeamento isoparamétrico é relacionar os sistemas de

coordenadas globais de um polígono convexo com o sistema de coordenadas locais,

onde as integrais das matrizes locais podem ser facilmente calculadas. Para isso, é

preciso que a solução aproximada e suas derivadas sejam escritas em função dessas

coordenadas locais.

Para construir o mapeamento, devemos respeitar alguns critérios:

1. A transformação deve provocar uma malha sem saltos entre os elementos e

também sem sobreposição entre eles;

2. As transformações devem ser fáceis de construir;

3. As funções devem ser fáceis de se manipular;

4. E por �m, as funções devem ser contínuas e diferenciáveis em cada elemento

Ωe.

Por exemplo, para um elemento quadrilátero de�nido no plano xy, a aproximação

veh(x, y) escrita em termos de coordenadas locais (ξ, η) é dada pelas expressões

x(ξ, η) =
n∑
j=1

xjϕj(ξ, η) (A.1)

e

y(ξ, η) =
n∑
j=1

yjϕj(ξ, η) (A.2)

onde ϕj(ξ, η) é a função de interpolação local (de elemento) e (xj, yj) são as coor-

denadas x e y no nó j.
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Figura A.1: Parametrização de um elemento.

As funções ϕ são conhecidas como funções de forma (shape functions). Nos

elementos da família de Lagrange, as funções de interpolação são obtidas a partir

dos produtos dos polinômios de Lagrange em cada direção, resultando em elementos

com q + 1 nós:

ϕqj = lqj (ξ)l
q
j (η) ⇒ (q + 1)2 nós. (A.3)

Desta forma, as funções de interpolação do elemento quadrilátero bilinear de 4

nós do nosso exemplo, para polinômios lineares (q = 1) são:

ϕ1(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η) (A.4)

ϕ2(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η) (A.5)

ϕ3(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η) (A.6)

ϕ4(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η) (A.7)

De modo análogo ao elemento quadrilátero, uma transformação simples mapeia

um elemento triangular para um elemento em um sistema de coordenadas locais,

(conforme a Figura A), dadas pelas expressões

x(ξ, η) =
3∑
j=1

xjϕj(ξ, η) (A.8)

e

y(ξ, η) =
3∑
j=1

yjϕj(ξ, η) (A.9)
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Figura A.2: Parametrização de um elemento.
Fonte: Becker, Carey and Oden [6].

A discussão sobre a obtenção das funções de forma é feita em [6]. Aqui apresen-

taremos as funções de forma linear para o elemento triangular linear. Tais funções

assumem valor unitário em um vértice e zero nos vértices opostos e são expressas da

seguinte forma:

ϕ1(ξ, η) = 1− ξ − η (A.10)

ϕ2(ξ, η) = ξ (A.11)

ϕ3(ξ, η) = η (A.12)

Uma vez tendo a aproximação escrita em termos de coordenadas locais, os inte-

grandos passam a ser funções de (ξ, η), desta forma, é necessário mudar o domínio

e os limites de integração. Isto é feito através da matriz Jacobiana J de transforma-

ção de coordenadas, que relaciona um elemento in�nitesimal no domínio real a um

elemento in�nitesimal no domínio de coordenadas locais:

dΩe = det(J)dξdη. (A.13)

Assim, uma integral de elemento pode ser efetuada utilizando-se o domínio de

coordenadas locais.

As funções x(ξ, η) e y(ξ, η), como dito anteriormente, devem ser contínuas e

diferenciáveis em relação a ξ, η. Diante disso, podemos obter suas diferencias,

respectivamente, como:

dx =
∂x(ξ, η)

∂ξ
dξ +

∂x(ξ, η)

∂η
dη (A.14)
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e

dy =
∂y(ξ, η)

∂ξ
dξ +

∂y(ξ, η)

∂η
dη (A.15)

e que podem ser escritos de forma matricial como:

[
dx

dy

]
=


∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η

[ dξ

dη

]
, (A.16)

onde

J =


∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η

 , (A.17)

é a matriz jacobiana da transformação.

Para inverter expressão (A.16) é necessário que

|J| = det(J) =

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂y

∂ξ

∂x

∂η

)
6= 0. (A.18)

Com isso, a forma inversa da transformação é:

[
dξ

dη

]
=

1

det(J)


∂y

∂η
− ∂y

∂ξ

−∂x
∂η

∂x

∂ξ

[ dx

dy

]
. (A.19)

Para uma melhor compreenção, considere o seguinte elemento Ωe de quatro nós,

com as respectivas coordenadas (0, 0), (2, 0), (2, 1) e (0, 1). De acordo com as ex-

pressões (A.1) e (A.2), temos que

x(ξ, η) =
4∑
j=1

xjϕj(ξ, η) (A.20)

e

y(ξ, η) =
4∑
j=1

yjϕj(ξ, η). (A.21)

Sabendo que (xj, yj) = {(0, 0), (2, 0), (2, 1), (0, 1)} e que as funções de forma

ϕj, para elementos quadragulares, estão estabelecidas. A transformação é feita da

seguinte maneira:

x(ξ, η) = 0ϕ1(ξ, η) + 2ϕ2(ξ, η) + 2ϕ3(ξ, η) + 0ϕ4(ξ, η) (A.22)
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e

y(ξ, η) = 0ϕ1(ξ, η) + 0ϕ2(ξ, η) + 1ϕ3(ξ, η) + 1ϕ4(ξ, η). (A.23)

Substituindo as funções de forma ϕj, obtemos

x(ξ, η) = (1− ξ) (A.24)

e

y(ξ, η) =
1

2
(1− η). (A.25)

Com isso, obtemos a matriz jacobiana da transformação:

J =


∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η

 (A.26)

=

 −1 0

0 − 1

2

 (A.27)

e, por sua vez, o determinante do jacobiano det(J) = 1
2
6= 0.

Uma vez obtida as transformações em relação as coordenadas xj e yj e o de-

terminante do jacobiano, é possível calcular as integrais presentes na matriz local

dada a nível de elemento. A integração numérica é obtida através do emprego da

quadratura gaussiana em cada coordenada separadamente [12].
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Apêndice B

Método de Runge-Kutta

As equações diferenciais são comumente usadas para modelagem matemática em

ciência e engenharia. Em muitas situações, os problemas formulados através destas

equações não possuem solução analítica conhecida, então os métodos numéricos

apresentam-se como uma alternativa para encontrar soluções aproximadas. Dentre

os diversos métodos numéricos para resolução de equações diferenciais, o método

de Runge-Kutta é considerado um dos mais importantes por ser bastante preciso,

estável e de fácil implementação.

Desenvolvido pelos matemáticos Carl David Runge (1856-1927) e M. Wilhelm

Kutta (1867-1944) o método consiste em comparar um polinômio de Taylor ade-

quado a �m de eliminar o cálculo das derivadas, muitas vezes difíceis de serem

obtidas, fazendo-se várias avaliações da função a cada passo, ou seja, busca-se uma

melhor estimativa da derivada com a avaliação da função em mais pontos no inter-

valo dado [3].

O método de Runge-Kutta é facilmente encontrado na literatura, alguns textos

são mais teóricos como [5] e [9] e outros mais computacionais como [12], [20] e [34].

Neste sentido, nosso foco será o de apresentar o método de Runge-Kutta de quarta

ordem, uma vez que, essa foi a técnica numérica escolhida para resolução do modelo

proposto neste trabalho, em virtude da sua e�cácia e facilidade de implementação.

Inicialmente, considere o intervalo I = [a, b] dividido em m subintervalos de igual

comprimento h =
b− a
m

, de tal maneira a formar um conjunto de pontos tn = a+nh,

com n = 0,1,· · · , m.

O método de Runge-Kutta é um método de passo simples dado por:

un+1 = un + hψ (tn, un, h) , (B.1)

onde ψ é conhecida como função incremento e que depende de tn, un, e h.

Dizemos que um método é de passo simples se a aproximação un+1 depende

apenas do resultado un da etapa anterior [5].
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Fazendo ψ (tn, un, h) = (p1k1 + p2k2 + p3k3 + p4k4) e substituindo na equação

(B.1), obtemos o método de Runge-Kutta de quarta ordem,

un+1 = un + h (p1K1 + p2K2 + p3K3 + p4K4) , (B.2)

onde K1, K2, K3 e K4 tem as formas

K1 = f(tn, un),

K2 = f(tn + q1h, un + r1hK1), (B.3)

K3 = f(tn + q2h, un + r2hK1 + r3hK2),

K4 = f(tn + q3h, un + r4hK1 + r5hK2 + r6hK3),

com p, q e r ∈ R.
Cada método de Runge-Kutta é derivado de um método apropriado de Taylor

de tal maneira que o erro global de aproximação seja da ordem O(hN). Deste

modo, para o método de Runge-Kutta de quarta ordem, a estratégia é encontrar os

coe�cientes p, q, e r para que a regra de atualização possua precisão equivalente ao

método de Taylor de quarta ordem [34].

Sendo assim, expandindo K2, K3 e K4 em torno de um ponto (tn, un) em sé-

rie de Taylor de duas variáveis, abandonando-se os termos de ordem h2, h3 e h4,

respectivamente. Em seguida, substituindo essas expansões e o termo K1 em (B.2)

e comparando os termos da potência h até h4 entre a função ψ com a função TN
(N = 4) do método de Taylor,

u(tn + h) = u(tn) + hTN (tn, u(tn)) +O(hN+1), (B.4)

onde

TN (tn, u(tn)) =
N∑
j=1

uj(tn)

j
hj−1, (B.5)
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obtemos um sistema não linear de equações

r1 = q1,

r2 + r3 = q2,

r4 + r5 + r6 = q3,

p1 + p2 + p3 + p4 = 1,

p2q1 + p3q2 + p4q3 =
1

2
,

p2q
2
1 + p3q

2
2 + p4q

2
3 =

1

3
,

p2q
3
1 + p3q

3
2 + p4q

3
3 =

1

4
,

p3q1r3 + p4 (q1r5 + q2r6) =
1

6
,

p3q1q2r3 + p4q3 (q1r5 + q2r6) =
1

8
,

p3q
2
1r3 + p4 (q2

1r5 + q2
2r6) =

1

12
,

p4q1r3r6 =
1

24
.

(B.6)

Este sistema é constituido por 11 equações e 13 incógnitas, e possui portanto,

in�nitas soluções.

Fazendo q1 =
1

2
e r2 = 0, encontramos p1 =

1

6
, p2 =

1

3
, p3 =

1

3
, p4 =

1

6
, q2 =

1

2
,

q3 = 1, r1 =
1

2
, r2 = 0, r3 =

1

2
, r4 = 0, r5 = 0 e r6 = 1.

Substituindo os valores obtidos acima nas equações (B.2) e (B.3), obtemos uma

regra de atualização clássica para o método de Rugge-Kutta de quarta ordem

un+1 = un +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) , (B.7)

com,

K1 = f(tn, un),

K2 = f(tn +
1

2
h, un +

1

2
hK1), (B.8)

K3 = f(tn +
1

2
h, un +

1

2
hK2),

K4 = f(tn + h, un + hK3),

Para exempli�car, vamos considerar o sistema de equações diferenciais ordinárias
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(3.6) do capítulo 3 que caracteriza o termo de reação do modelo proposto, para

analisar o comportamento dinâmico das três populações.

Vamos considerar as mesmas informações utilizadas no Experimento 1 do ca-

pítulo 5, uma vez que, o mesmo foi utilizados para validar o modelo.

A Figura B.1 a seguir, mostra os resultados das simulações para as três variedades

de mosquitos, respectivamente.

Figura B.1: Soluções grá�cas do experimento 1 para a população de mosquitos selva-

gens, transgênicos heterozigotos e transgênicos homozigotos, obtidas através do método de

Runge-Kutta de quarta ordem.

Observe que os mosquitos transgênicos homozigotos surgem naturalmente do

acasalamento entre as outras duas variedades de mosquitos. Além disso, Após algu-

mas gerações a população �nal de mosquitos selvagens foi de u1 ≈ 656, transgênicos

heterozigotos de u2 ≈ 437 e transgênicos homozigotos de u3 ≈ 72, ou seja, foi esta-

bilizada em 56, 30% de selvagens e 43, 69% de transgênicos, resultados compatíveis

com o equilíbrio de Hardy-Weinberg e de acordo com o experimento realizado em

[27].

79


	a468c0b3386f4d65ee4ccd71a4f484a51e7f32fc49635051a840a0af3e775673.pdf
	a468c0b3386f4d65ee4ccd71a4f484a51e7f32fc49635051a840a0af3e775673.pdf
	a468c0b3386f4d65ee4ccd71a4f484a51e7f32fc49635051a840a0af3e775673.pdf

