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RESUMO

Neste trabalho, abordamos o Problema do Corte Global Rotulado Minimo (PCG-
RM), que é um problema de andlise combinatéria e pode ser definido formalmente como:
seja G = (V, E, L) um grafo com arestas rotuladas, no qual V' é o conjunto de vértices de
G, E é o conjunto de arestas, L é o conjunto de rétulos (cores) sobre E e cada aresta e € E
possui um rétulo L(e) associado; o PCGRM tem como objetivo encontrar um subconjunto
de rétulos L' C L de modo que o grafo G = (V, E', L\L') seja desconexo e |L'| seja mi-
nimizado. Entao, com o objetivo de solucionar este problema, desenvolvemos algumas
estratégias de resolugao exata, estendemos e adaptamos os conceitos de fecho cromatico, e
desenvolvemos uma nova familia de formulagoes matematicas chamada MJF,;. Para cons-
trugao do MFy, tivemos como base um modelo presente na literatura chamado PART5,
que é definido em Silva et al (2016). Os experimentos computacionais demonstraram que
o modelo proposto neste trabalho obteve uma grande melhoria de tempo em relagao ao
modelo PART5.

Palavras-chave: grafos com arestas rotuladas, branch-and-cut, conectividade.



ABSTRACT

In this work, we approach the Minimum Labeling Global Cut Problem (MLGCP),
which is a combinatorial analysis problem and can be formally defined as: Let G =
(V,E, L) be an edge-labeled graph in which V' is the set of vertices of G, E is the set of
edges, L is the set of labels (colors) on E and each edge e € E has a label L(e) associated;
The goal of MLGCP is to find a subset L' C L of labels such that G = (V, E’, L\L') is not
connected and |L/| is minimized. So, in order to solve this problem, we developed some
strategies for exact resolution, extended and adapted the concept of chromatic closure, and
developed a new family of mathematical formulations called MJF,. For the construction
of the MF4, we were based on a model present in literature called PART,, defined in
Silva et al (2016). The computational experiments demonstrated that the model proposed
in this work obtained a great improvement of time compared to the PART, model.

Keywords: edge-labeled graphs, branch-and-cut, connectivity.
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1 INTRODUCAO

Problemas definidos sobre Grafos com Arestas Rotuladas (coloridas) (GAR) tém
atraldo bastante atencao nos tultimos anos. Nestes grafos, em vez de peso, cada aresta
possui um rétulo (ou cor) associado. Um problema classico e certamente o mais estudado
dentre os problemas definidos sobre GAR é o Problema da Arvore Geradora com Rotulagao
Minima (PAGRM), proposto por Chang e Leu (1997). Esse problema consiste em, dado
um GAR, encontrar uma arvore geradora que utilize o menor nimero de rétulos.

Varios trabalhos despertaram o interesse em pesquisas envolvendo GAR. Estes
sao encontrados na literatura, como o Problema do Emparelhamento Rotulado Maximo
(PERM) (Carrabs et al, 2009), Problema do Clique Rotulado Méximo (Carrabs et al,
2014), Problema de Cobertura do Ciclo do Arco-iris (Silvestri et al, 2016) e Problema
do Caixeiro Viajante Colorido (PCVC) (Xiong et al, 2007). Informacoes sobre outros
problemas definidos sobre grafos rotulados podem ser encontrados na revisao realizada
por Granata et al (2013) e na Tese de Silva (2019).

Neste trabalho apresentamos algumas defini¢coes e conceitos de fecho cromatico,
que é um nova maneira de representar GARs. Este conceito foi proposto na tese de Silva
(2019) sendo estendido e adptado para o objetivo desta pesquisa. Dado o conceito de fecho
cromatico, propomos uma nova familia de formula¢des matematicas chamada MJF,, que
¢ um modelo de Programacao Linear Inteira Mista (PLIM), para resolver o Problema do
Corte Global Rotulado Minimo (PCGRM). Ainda como contribuigbes, desenvolvemos um
algoritmo branch-and-cut (B&C) para resolver o MF, e algumas estratégias de branching.

Por fim, os experimentos computacionais realizados demonstram que o modelo
MUF, obteve uma grande melhoria de tempo em relagao ao modelo PART,, tornando-
se, com o melhor do nosso conhecimento, o modelo exato com melhores resultados para o

problema.
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1.1 Definicao do Tema

Nesta secao introduzimos algumas defini¢oes e conceitos basicos do PCGRM.

O PCGRM ¢ um problema de Otimizacao Combinatoéria e tem aplicacoes em dife-
rentes areas. Este problema tem como entrada um GAR conexo nao orientado e o objetivo
é encontrar o menor nimero de rétulos no grafo tal que a retirada das arestas associadas
a estes rotulos resulte em um grafo desconexo. A Figura 1.1 ilustra o problema: na Figura
1.1(a) temos o grafo de entrada, a Figura 1.1(b) exibe um corte composto pelos rétulos F

e F' e a Figura 1.1(c) mostra que o grafo sem os rétulos do corte é desconexo.

a)

A 0B HC 0D ME NF A 0B HC [D ME NF A @B HC [D

Figura 1.1: Instancia exemplo para o PCGRM.

Formalmente, o PCGRM pode ser descrito como: dado um grafo nao orientado
G = (V,E, L), sendo V o conjunto de vértices de G, E o conjunto de arestas e L o conjunto
de rétulos (cores) sobre F, onde cada aresta e € E possui um rétulo L(e) associado; o
objetivo é encontrar um conjunto de rétulos L' C L tal que o grafo G = (V, E, L\L') seja
desconexo e |L'| seja minimizado.

Zhang (2014) demonstra que o PCGRM pode ser resolvido em tempo polinomial em
alguns casos especiais, isto é, quando o parametro f,,,., é limitado, onde o autor define f,,,.
como sendo o nimero maximo de aparéncias de um rétulo no grafo de entrada, quando a
largura em arvore é limitada e o grafo de entrada é planar. A complexidade computacional

deste problema ainda continua como uma questao tedérica em aberto (Xu e Faragd, 2019).

1.2 Justificativa

Nos dtimos anos, com a disseminacao de redes multicamadas MPLS e IP/WDM,
vérios cendrios de falhas se tornaram inevitaveis (Coudert et al, 2007). Entao, dado este

cenario, desenvolver redes com um nivel baixo de vulnerabilidade, se tornou um aspecto
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de suma importancia quando falamos em projetar redes. Faragd (2006) define como quan-
tificar a vulnerabilidade de uma rede: seja uma topologia de rede modelada por um grafo
conexo nao orientado, e considerarmos falhas de link, a medi¢ao da vulnerabilidade desta
rede é o tamanho de um corte minimo, isto é, remover o nimero minimo de arestas (links)
para desconectar o grafo. Essa medicao é chamada de conectividade do grafo. Entao,
podemos observar, que quanto menos falhas de links puderem desconectar a rede, mais
vulneravel a rede sera.

Um fator importante em relagao a falhas de link é que, em muitos cenarios, varios
conjuntos de links sao propensos a falhas simultaneas. Por exemplo, em uma rede Wireless,
todos os enlaces em uma certa frequéncia podem ser derrubados por um adversario adici-
onando um forte sinal de ruido. Faragd (2006) lista outros exemplos de falhas simuténeas

de links. Citamos alguns destes:

e Se, em uma rede sem fio, um adversdrio transmite um sinal de interferéncia em uma

determinada &area, todos os links proximos o suficiente provavelmente falham juntos;
e Se um né for destruido, todos os links adjacentes falharao;

e Se os links funcionarem em diferentes bandas de frequéncia em uma rede sem fio, o
bloqueio de uma banda de frequéncia em uma determinada area poderd inibir todos
os links na area que usam a determinada faixa de frequéncia, enquanto outros podem

permanecer intactos;

e Em uma rede com fio, varios cabos podem compartilhar seu caminho fisico no mesmo
duto. Nesse caso, se o duto estiver danificado, é provavel que todos os cabos nele

falhem juntos;

e Se existirem redes logicas de sobreposicao em uma rede fisica, varios links 16gicos
poderao usar o mesmo link fisico. Entao, a falha de um tnico link fisico pode resultar
na falha de um conjunto (possivelmente grande) de links légicos, que naturalmente

falham juntos.

Portanto, o PCGRM esta intimamente relacionado a vulnerabilidade de redes mul-
ticamadas e tem como objetivo medir a conectividade da rede quando seus links possuem
riscos compartilhados de falha (Coudert et al, 2007, 2016).

Além de vulnerabilidade de redes, este problema pode ser aplicado em sistemas de

planejamento de transporte publico de onibus, onde as regioes servidas por onibus sao
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os vértices, as linhas que ligam as regioes sao as arestas e as empresas prestadoras do
servigo sao os rotulos. Seguindo este escopo, a solugao do problema é fornecer um nimero
minimo de empresas que ao pararem de trabalhar desconectam duas regioes, tornando-as
inacessiveis entre si.

A Figura 1.2 ilustra a aplicagdo do PCGRM em sistemas de planejamento de trans-
porte. O conjunto dos rétulos L = {A, B,C, D, E, F'} representa as empresas prestadoras
do servigo publico e o conjunto dos vértices V' = {1,2,3,4,5,6, 7} representa as regioes do

mapa.

WA@E@EC
OO MEMNF

Figura 1.2: Exemplo do PCGRM aplicado ao sistema de planejamento de transporte.

1.3 Objetivos

Nesta secao, apresentamos o objetivo geral e os objetivos especificos do trabalho.

1.3.1 Objetivo Geral

Propor estratégias de resolucao exata para o Problema do Corte Global Rotulado

Minimo.

1.3.2  Objetivos Especificos

e Propor novas formulagoes matematicas para o problema.
e Propor novas desigualdades validas para as formulagoes.

e Desenvolver algoritmos para construcao de fechos crométicos.
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e Criagao de novos algoritmos de separacao das novas desigualdades propostas a serem

adicionadas a estratégia de branch-and-cut adotada.
e Desenvolver uma estratégia pre-branching.

e Comparar os modelos propostos.

1.4 Estrutura do Trabalho

O restante do trabalho esta organizado da seguinte forma:

e No Capitulo 2, sao apresentados alguns conceitos de Teoria dos Grafos, o método

branch-and-bound para resolucao de PLIM e uma breve revisao da literatura.
e No Capitulo 3, sao descritos alguns métodos para solucionar o PCGRM.

e No Capitulo 4, é apresentada toda formulacao matematica do MF 4, os conceitos de
fecho cromatico e também os algoritmos branch-and-cut e pre-branching propostos

neste trabalho.

e No Capitulo 5, sao apresentados os resultados dos experimentos computacionais

realizados.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo, sao apresentados alguns conceitos que envolvem o trabalho desen-

volvido, como Teoria dos Grafos e o Método branch-and-bound para resolucao de PLIM.

2.1 Teoria dos Grafos

Nesta segao, apresentamos uma breve introdugao sobre Teoria dos Grafos. Um
estudo mais detalhado sobre Teoria dos Grafos pode ser encontrado no livro de Bondy e
Murty (2008). Para realizar o estudo das subsegoes 2.1.2 e 2.1.3, tivemos como base o

livro Cormen et al (2009).

2.1.1 Conceitos Bésicos

Um grafo é um par ordenado G = (V, E) que consiste em um conjunto de vértices
nao vazio V' e um conjunto de arestas F, sendo cada aresta e formada por um par de vértices
i,7 € V, assim, uma aresta é representada por e(i, j). Grafos sdo chamados assim porque
sao representados graficamente, e é essa representacao que nos ajuda a entender muitas
propriedades. A Figura 2.1 mostra um grafo G = (V,E) com V = {1,2,3,4,5,6,7,8}
e E = {ey,e9,e3,e4,€5,66,€7,€5,69} € um grafo H = (V, E) com V = {1,2,3,4,5,6} e
E ={ey,eq,e3,€4, 65,66, €7, €8}

Pode-se dizer que um grafo é simples se ele nao possuir lacos ou arestas paralelas.
Os grafos G e H da figura 2.1 sdo grafos simples. Uma aresta e(v,u) com extremidades
iguais v = u é chamada de [aco. Duas ou mais arestas com o par de extremidades iguais
sao arestas paralelas. A Figura 2.2 mostra um grafo com um laco, que é a aresta e, as
arestas es e eg sao arestas paralelas.

Pode-se dizer que dois vértices v e u de um grafo G = (V, E) sdo adjacentes, se
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el e2 el

ed

e8

=l

Figura 2.2: Exemplo de grafo com laco e arestas paralelas.

e somente se existir uma aresta e(v,u) € F. Neste caso, a aresta e(v,u) é incidente aos
vértices v e u e os vértices v e u sdo as extremidades da aresta e(v,u). Denota-se um
conjunto de vizinhos de um vértice v no grafo G por Ng(v). O grau de um vértice v, 6(v),
em grafo simples, é igual ao nimero de arestas que incidem em v, portanto, 6(v) = |Ng(v)|.

Alguns tipos de grafos desempenham func¢oes importantes na Teoria dos Grafos.
Um grafo completo é um grafo simples, no qual, quaisquer dois vértices do grafo sao
adjacentes. Pode-se dizer que um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices puder ser
particionado em um subconjunto X e um subconjunto Y’; essa partigao (X, Y’) é chamada
de biparti¢ao do grafo e, X e Y suas partes. Um grafo bipartido G com biparti¢ao (X,Y)
é denotado por G[X,Y]. G[X,Y] é dito um grafo bipartido completo se for simples e todos
os vértices em X forem unidos a todos os vértices em Y. Uma estrela é um G[X,Y] com
| X| =1ou |Y|=1. A Figura 2.3 mostra um grafo completo, um grafo bipartido completo

e um estrela.
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(a) (k) (c)

Figura 2.3: (a) grafo completo, (b) grafo bipartido completo, (c) grafo estrela.

O grafo H = (V, E), onde V(H) é o conjunto de vértices de H e E(H) o conjunto de
arestas de H, é um subgrafo do grafo G = (V, E), onde V(@) é o conjunto de vértices de G
e E(G) o conjunto de arestas de G, se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Se V(H) =V(G),
entao H é um subgrafo gerador de G. Seja .S, um subconjunto de vértices, onde S C V', o
subgrafo de G é definido pelos vértices de S e pelas arestas de G que incidem sobre dois
vértices quaisquer de S, onde este subgrafo é induzido por S. A Figura 2.4 mostra um

grafo G e um grafo H, que é subgrafo de G.

Figura 2.4: Exemplo de subgrafo.

Em um grafo GG, um caminho é representado por uma sequéncia de vértices distintos
Uq, Ug, ..., ug, onde os vértices u; e u; 1 sao vizinhos, Vi € {1,2, ...,k —1}. Pode-se dizer que
um ciclo é um caminho fechado que dada uma sequéncia de vértices uy, us, ..., Ug, U; € Ui,
sao vizinhos, i € {1,2,...,k — 1}, onde todos os vértices dessa sequéncia sao distintos,
menos o vértice inicial e o vértice final, que sao iguais. A Figura 2.5 mostra um caminho
de tamanho trés e um ciclo de tamanho cinco.

Pode-se dizer que um grafo G ¢é conexo quando existir um caminho em G com
extremidades em v e u, para dois vértices v e u quaisquer. Caso contrario, G é um grafo
desconero. A Figura 2.6 exemplifica um grafo conexro e um desconexo respectivamente.

Um grafo que nao contém ciclos é um grafo aciclico, assim, uma drvore T' é um

grafo conexo que nao possui ciclos. Entao, dada uma drvore T', ela pode ser dita uma
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(a) ()

Figura 2.5: (a) Caminho de tamanho trés, (b) Ciclo de tamanho cinco.

(a) (b)

Figura 2.6: (a) grafo conezo, (b) grafo desconezxo.

arvore geradora de um grafo G se esta for um subgrafo gerador de G.

2.1.2 Representagao de Grafos

Um grafo G = (V, E) pode ser representado computacionalmente através de dois
modos padrao. Lista de adjacéncias ou como uma matriz de adjacéncias. Esses dois modos
podem representar grafos orientados ou nao orientados.

Uma lista de adjacéncias consiste em um arranjo de |V| listas, sendo uma para
cada vértice v € V. A lista de adjacéncias de um vértice v contém todos vértices u € V
tal que exista uma aresta (v,u) € E, ou seja, a lista de adjacéncias de v é formada por
todos os vértices adjacentes a ele. A Figura 2.7 ilustra a lista de adjacéncias.

Uma desvantagem da lista de adjacéncias é verificar se uma aresta (v,u) estd no
grafo GG, pois, tem que ser feito uma busca linear na lista de adjacéncias de v verificando
se u € Adj[v], onde sua complexidade é O(n).

Para representagao de um grafo G = (V, E') através de uma matriz de adjacéncias,
supondo que os vértices sao enumerados 1,2, ...,|V| de forma arbitraria, entao, a matriz

de adjacéncias de um grafo consiste em uma matriz |V| x |[V| A = (a;;) tal que
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» [ EE--EE - E
g N g T I g T I
- [E-EE--EE

°‘:': T

(a) (b)

Figura 2.7: (a) Grafo exemplo, (b) lista de adjacéncias.

1 se(i,j) €E,
aij =
0 em caso contrario.

A Tabela 2.1 representa a matriz de adjacéncias do grafo exemplo da Figura 2.7

Tabela 2.1: Matriz de adjacéncias A;;

— = O R Ol
O R = O N
O = O = OlWw
— O =
O = O O Ot

Matriz de adjacéncias pode contornar essa desvantagem que a lista de adjacéncias
tem ao verificar se uma aresta (v,u) estd no grafo G. Desse modo, podemos verificar se
(v,u) estd em G em O(1), pois, basta consultar a linha v e a coluna u da matriz. Porém,
uma desvantagem da matriz de adjacéncias é listar os vizinhos de um vértice v de GG, onde

a complexidade é O(n).

2.1.3 Algoritmos de Busca em Grafos

A seguir, serao apresentados dois algoritmos bésicos para realizar busca em grafo.
Quando falamos em realizar uma busca, isso significa que devemos percorrer de forma
sistematica as arestas do grafo afim de visitar todos o vértices.

A busca em largura é um algoritmo simples para realizar busca em um grafo. Dado

um grafo G = (V, F) e um vértice raiz s, a busca em largura explora as arestas de GG
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a partir de s descobrindo cada vértice que pode ser alcancado. O algoritmo calcula a
distancia de s até cada vértice alcancado e produz uma “arvore de busca em largura”.
Para qualquer vértice v que pode ser alcancado a partir de s, o caminho simples de s até
v corresponde a um caminho minimo de s a v em G.

Para se obter o controle no funcionamento do algoritmo, cada vértice pode ser
marcado de branco, cinza ou preto. No inicio do algoritmo, todos os vértices sao brancos,
e a partir do momento que vao sendo visitados se tornam cinza ou preto. Um vértice preto
significa que todos os seus vértices adjacentes ja foram visitados, ja os vértices com a cor
cinza podem ter vértices adjacentes brancos, ou seja, nao visitados.

Como dito anteriormente, o algoritmo constréi uma arvore em largura, que inici-
almente contém apenas a raiz s. Sempre que um vértice v branco é encontrado na lista
de adjacéncia de um vértice u ja visitado, o vértice v e a aresta (u,v) sdo adicionadas a
arvore. O procedimento do BFS mostrado no Algoritmo 1 supoe que o grafo G = (V, F)

de entrada é representado com a utilizacao de listas de adjacéncias.

Algoritmo 1 BFS

Entrada: Grafo G e um vértice raiz s
1: para cada vértice u € V|G| — {s} faga
2: u.cor = BRANCO

u.d = 00
u.m = NIL

s.cor = CINZA

s.d=0

s.m = NIL

Q=10

ENFILEIRAR(Q,s)

10: enquanto Q # () faga

11: u = DESENFILEIRAR(Q)

12: para cada v = Adj[u] faga

13: se v.cor == BRANCO entao
14: v.cor = CINZA

15: u.d=ud+1

16: VT =U

17: ENFILEIRAR(Q,v)

18: w.cor = PRETO

Descrevemos o funcionamento do algoritmo a seguir. As linhas 1-4, com excegao
do vértice raiz s, cada vértice u € G é definido como branco, u.d como infinito e u.m com
NIL. Nas linhas 5-7, s é definido como cinza, s.d = 0 e s.m com NIL, ou seja, a busca em

largura comecard a partir do vértice raiz s.
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O laco das linhas 10-18 executa até que a fila Q) seja vazia, ou seja, enquanto houver
vértices cinzas. Na linha 11, u recebe o primeiro vértice da fila Q e o remove da fila. No
lago das linhas 12-17, considera cada vértice v adjacente a u. Na linha 11, se v é branco
quer dizer que ainda nao foi visitado, entao v é marcado de cinza, v.d é incrementado e o
pai de v é u. O vértice v é inserido na fila Q (linha 17). Por fim, u é marcado de preto, o
que significa que todos os vértices da sua lista de adjacéncia ja foram visitados. O tempo
de execugao total do algoritmo BFS é O(V + E), assim, a busca em largura ¢é executada
em tempo linear em relacao ao tamanho da representacao por listas de adjacéncias de G.

A Figura 2.8 ilustra a execucao do BFS em um grafo exemplo nao orientado.

Q () 0
v w u v w u
. s t r s t
(&) o [W[v] 4] Q
v w u v w u
r s t
(g} Q @

Figura 2.8: Execucao do algoritmo BFS.

A estratégia adotada pela busca em profundidade é ir “mais fundo” no grafo sempre
que possivel. O algoritmo explora as arestas a partir do vértice v recém visitado. Depois
de explorar todas as arestas de v a busca retorna pelo mesmo caminho até o vértice
predecessor de v para explorar as arestas que partem deste vértice. Esse procedimento se
repete até que todos os vértices possiveis sejam visitados a partir do vértice raiz inicial.
Caso reste vértices que ainda nao foram visitados, a busca em profundidade seleciona um

deles como raiz e inicia 0 mesmo processo a partir deste vértice selecionado.
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A busca em profundidade marca cada vértice para indicar seu estado atual, seguindo
0 mesmo processo que ocorre na busca em largura. Os vértices iniciam brancos, sao
marcados de cinza quando visitado e preto quando termina de visitar todos os seus vértices
adjacentes. Ao encontrar um vértice v na lista de adjacéncias de u, o “pai” de v serd u, ou
seja, o atributo v.m = u. Os atributos u.d e u.f representam dois carimbos de tempo, u.d
registra quando o vértice é visitado pela primeira vez e u. f registra o término da busca na
lista de adjacéncias deste vértice.

A seguir, o algoritmo bésico de busca em profundidade é representado (Algoritmo

2). O DFS “chama” a sub-rotina DFS-visit que é descrita no Algoritmo 3.

Algoritmo 2 DFS

Entrada: Grafo G
1: para cada vértice u € V[G] faga
2: u.cor = BRANCO
u.m = NIL
: tempo = 0
: para cada vértice u € V[G] faga
se u.cor == BRANCO entao
DFS-Visit(G, u)

e g w

Algoritmo 3 DFS-Visit

Entrada: Grafo G e vértice u

tempo = tempo + 1

u.d = tempo

u.cor = CINZA

para cada vértice v € Adj[u] faga

se v.cor == BRANCO entao

VT = U
DFS-Visit(G, v)

u.cor = PRETO

tempo = tempo + 1

u.f = tempo

H
<

Nas linhas 1-3 todo vértice u € G é marcado de branco e seus “pai” sao inicializados
como NIL. Verifica-se cada vértice de v € V[G] e ao encontrar um vértice branco a sub-
rotina DFS-Visit é chamada para visitar este vértice (5-7). Quando a sub-rotina é chamada
na linha 7, o vértice u se torna a raiz de uma nova arvore na floresta em profundidade.

Na linha 1 do DFS-visit, a variavel global tempo é incrementada. J& nas linhas 2 e
3 registra o novo valor de u.d e u é marcado de cinza (visitado). Nas linhas 4-7 percorre a

lista de adjacéncias de u e ao encontrar um vértice v branco, sua variavel u.m recebe u e a
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sub-rotina DFS-Visita é chamada para visitar esse vértice. Este loop encerra quando nao
estiver mais vértices brancos adjacentes de u. Em seguida v é marcado de preto, tempo é
incrementado e u. f recebe tempo. O custo total do tempo de execucao do algoritmo DFS
éO(V+E).

A Figura 2.9 apresenta o funcionamento do algoritmo DFS. Ao iniciar o algoritmo,
todos os vértices do grafo sdo marcados de branco, como pode ser visto em (a). Em
seguida, o vértice s é escolhido de forma aleatéria verificando se sua cor é branco; se sim, o
DFS-Visit é chamado para visitar este vértice marcando-o de cinza (b). Em (c), percorre
a lista de adjacéncia de s e o DFS-Visit é chamado para visitar o vértice r. O vértice v
adjacente a r ¢é visitado (d). Em (e) e (f), todos os vértices adjacentes a v e r ja foram
visitados, entao ambos sao marcados de preto. Ao percorrer a lista de adjacéncia de s o
vértice w ainda nao foi visitado, entdo o DFS-Visit é chamado para visitd-lo (h). Em (k),
ao percorrer os adjacentes de w, o vértice t é visitado; em seguida, o vértice u é visitado
ao percorrer a lista de adjacéncia de t (i). Por fim, em (j), (k), (1) e (m), os vértices u, t,

w e s sao marcados de preto respectivamente.

2.2 Método Branch-and-Bound para Resolucao de PLIM

Alguns problemas exigem que suas varidveis sejam inteiras, com isso, surgem pro-
blemas de Programacao Linear Inteira (PLI). Nesta se¢do, apresentamos uma visao geral
do método branch-and-bound (B&B). Para o estudo desta segao utilizamos os livros de
Goldbarg e Luna (2000) e Arenales et al (2015).

De maneira inteligente, o branch-and-bound enumera pontos candidatos a solucao
6tima inteira de um problema. Um conceito fundamental utilizado por este método é a
relaxacao linear, que consiste em substituir z € Z* por z € R, ou seja, tornando um

Problema Inteiro (PI) em um Problema Linear (PL). Como vemos a seguir.
(PI) = Maximizar {cx | Ax =b,x > 0,x € Z"}

o problema relaxado,
(PL) = Maximizar {cx | Ax =b,x > 0, x € RT}

Definindo Z como valor 6timo da funcao objetivo do problema relaxado e z do
problema inteiro, temos que o problema relaxado é um limitante superior do problema

inteiro, isto é, Z > z.
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Figura 2.9: Execucgao do algoritmo DF'S.
Seja T uma solucdo étima de (PL) tal que a variavel Z; é nao inteiro, temos:
Tj 2 7] + 1 ouw; < [7;]

Reduzir o espaco de busca usando informacoes do problema de PL é uma estraté-
gia usada pelo método branch-and-bound. Este procedimento é denominado enumeracao
implicita, em que subconjuntos sao considerados e descartados. Tais subconjuntos sao ob-
tidos através da separagao do problema original em problemas menores, que normalmente
sao mais faceis de serem resolvidos, o que leva a reduzir o esforco computacional. Para
esta separacao do problema é usada a estratégia divisao e conquista.

A seguir, abordamos os conceitos definidos acima através do exemplo (P).

(P)

Maximizar z = 6z + 924
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Sujeito a. x1+x9<5H
4{L‘1 + 9!E2 S 36

X1, To € Rt

A Figura 2.11 representa a solugao grafica do exemplo (P). Pode ser visto que os
valores das variaveis continuas T7; = 1,8 e Ty = 3,2, leva o valor da funcao objetivo a
z = 39,6.

Dividir o exemplo original (P) em dois problemas menores (P;) e (Py) em relagao

a variavel xo, produz uma nova restricao em cada subproblema. Como podemos ver a

seguir:

$2§L3,2J:>$2§3 $22L3,2J+1:>.I224
(P1) (P2)
max z = 6x, + 929 max z = 6x1 + 922
s.a. x1+a9<5H s.a. x1+a9<5H
29 <3 T >4
4.231 + 9.172 S 36 4.171 + 91’2 S 36
$1,$2€R+ T1,T9 €R+

Este particionamento de um problema original em problemas menores pode ser
facilmente representado através de uma arvore, onde cada né da arvore representa um

problema. O problema original (P) é a raiz; (P;) e (P2), os filhos de (P). A Figura 2.13

representa uma arvore B&B.

Figura 2.10: Arvore B&B.

Considerando as novas restri¢oes, o exemplo original (P) serd reduzido a dois novos

problemas, (P;) e (P5), produzindo novos espagos de solugoes factiveis (Figura 2.12).
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(1.8 e32)

Y

Figura 2.11: Solucao grafica do exemplo (P).

Yor

i P1
>
X1

Figura 2.12: Espaco de solugoes de (Py) e (Py).

No exemplo descrito acima, usamos a estratégia de separacao em fungao da varidavel
9. Esta estratégia também pode ser reaplicada em funcao da varidavel x; quando, e
somente quando, a variavel for continua. Apds o término do procedimento o problema
com solucao étima inteira e o maior valor da funcao objetivo é retornado. As solucoes
continuas sao um limite superior para o valor de Z, enquanto as solugoes com todas as
variaveis inteiras geram um limite inferior. Podemos ver na arvore B&B na Figura 2.14,
que (P) tem uma solugao continua z = 39,6 e (P;) possui uma solugao inteira z = 39. O
problema (P3) nao precisaria ser resolvido, uma vez que entre 39,6 e 39 nao tem outra

solugdo inteira melhor que 39 (39 <z < 39,6).



Figura 2.13: Arvore B&B do problema (P).
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3 METODOS DA LITERATURA PARA O PCGRM

Este capitulo esta dividido da seguinte forma, na Secao 3.1, apresentamos os traba-
lhos relacionados, na Segao 3.2, abordamos alguns modelos de PLIM, e algumas heuristicas

presentes na literatura sao descritas na Segao 3.3.

3.1 Trabalhos Relacionados

No trabalho de Xu e Faragd (2019) é apresentado o cendrio do PCGRM, fazendo
uma revisao aprofundada do problema, fornecendo novas ideias, apresentando algumas
defini¢oes e corrigindo alguns erros existentes na literatura. Principalmente, o trabalho
aborda a relacao do que chamam de versao nao-sobreposta e versao sobreposta. A versao
nao-sobreposta é onde cada aresta possui apenas um rétulo, e na versao sobreposta, cada
aresta possui multiplos rétulos. Os autores proporam um método para transformar uma
versao sobreposta em uma versao nao sobreposta que garante a conectividade de cobertura
do grafo.

A tese de Silva (2019) aborda diversos problemas de conectividade definidos sobre
grafos com arestas rotuladas, tendo um maior foco no Problema da Arvore Geradora com
Rotulagao Minima (PAGRM) e sua versao generalizada, Problema Generalizado da Arvore
Geradora com Rotula¢gdo Minima (PGAGRM). O trabalho introduziu novos conceitos,
defini¢oes, propriedades e teoremas tteis em relagao a grafos com arestas rotuladas, como
também realizou um estudo poliédrico sobre 0 PGAGRM. Ainda como contribuigao do
trabalho, o autor propos novas heuristicas e métodos exatos para solucionar o PGAGRM.
Os experimentos mostraram que as abordagens introduzidas no trabalho alcancaram os
melhores resultados para métodos heuristicos e exatos em comparacao com a literatura,

segundo o autor.
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Um problema que esta fortemente relacionado ao PCGRM é o Problema do Corte
s-t Rotulado Minimo (PCstRM), que pode ser definido da seguinte forma: dado um grafo
G = (V, E, L) orientado ou nao orientado; um vértice origem s e um vértice destino ¢; e
seja L' um subconjunto de rétulos (L' C L), o objetivo do problema é minimizar || tal
que com a remocao das arestas associadas aos rétulos em L', desconecta s e t. O PCstRM
foi proposto por Jha et al (2002) e os autores provaram que o problema é NP-Hard.

O PCstRM tem diversas aplicacoes, e uma das principais areas de aplicacao é em
seguranca de computadores (Jha et al, 2002; Sheyner et al, 2002; Sheyner e Wing, 2003).
Em particular, o que motivou os estudos foi a geracao de grafos de ataque e deteccao de
intrusos. Os vértices do grafo de ataque representam diversos estados, as arestas repre-
sentam a transicao de um estado para outro e os possiveis ataques sao representados pelos
rotulos.

Os artigos de Coudert et al (2007, 2016) abordam o PCstRM e o PCGRM quando
o objetivo é mensurar a conectividade da rede quando seus links possuem riscos compar-
tilhados de falha. Fellows et al (2010) também estudou o PCstRM, mas relacionado a
sua complexidade parametrizada, demostrando que o problema é W[1]-Hard para grafos
com largura de caminho menor ou igual a 4, e W[2]-Hard quando grafos com largura de
caminho menor ou igual a 3.

Varios algoritmos de aproximagao foram propostos para o PCstRM (Zhang et al,
2011; Tang e Zhang, 2012; Zhang, 2014). Broersma et al (2005) propds um algoritmo
exato para o PCstRM com tempo de execucao O(n?|L|!), onde L é o conjunto de rétulos.
Em Zhang e Tang (2019) foi feito um estudo de dois programas lineares para o PCstRM
e provaram que ambos tem largos gaps de integralidade, nomeando-os, Q(m) e Q(m!/37¢),
onde m é o nimero de arestas em um grafo.

Sucupira et al (2017) apresenta o estudo da complexidade do Problema do Corte
Global Maximo (PCGM) e do Problema do Corte Colorido, que é um caso particular do
PCGM. Os autores provaram que ambos os problemas sao NP-completo mesmo em grafos
completos, planar e com largura de arvore limitada. Mostraram também que o PCGM é

tratavel com parametro fixo com relagao aos parametros |E| e |L].

3.2 Modelos de Programagao Linear Inteira Mista para o PCGRM

No trabalho de Silva et al (2016) foram propostos trés modelos de programagao

linear inteira mista para o PCGRM, além de técnicas exatas para resolve-los. Os modelos
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sdo: 0 Modelo Baseado em Particionamento (PART5), o Modelo Baseado em Agrupamento

de Vértices (P3E) e 0 Modelo Baseado em Eliminacao de Arvores (EAC).

3.2.1 PART,

O Modelo PART), tem como objetivo gerar duas particoes de vértices: Se S = V\S.
Para qualquer conjunto S C V, S # (), a remocao de todas as arestas com um extremo em
S e outro em S desconecta o grafo. Seja e;; uma aresta com extremos nos vértices ¢ e j,
L(e;;) o rétulo associado a aresta e;;; seja z;, V¢ € L, uma variavel que assume valor 1 se
e somente se o rétulo ¢ participa do corte; e w,, Yo € V uma variavel que assume valor 1

se e somente se o vértice v faz parte do conjunto S; o modelo esta descrito nas expressoes

(3.1-3.7):

PART, = Minimize ) _ 2 (3.1)

leL

s.a. Zwv < |V, (3.2)

veV
wy =1, (3.3)
ZL(eij) 2 w; — wy, Veij € E, (34)
ZL(ei;) = Wj — W, Ve;; € E, (3.5)
2 >0, e L, (3.6)
w, € {0, 1}, Yo e V. (3.7)

A funcéo objetivo (3.1) minimiza o nimero de rétulos necessérios para desconectar
o grafo; a restrigao (3.2) forga que S C V; a restrigao (3.3) além de garantir que S # ),
elimina a simetria das solucoes ao escolher um vértice arbitrario para participar de S; as
restrigoes (3.4) e (3.5) ativam as cores (ou rétulos) das arestas do corte; e as restrigoes

(3.6) e (3.7) definem o dominio das varidveis.
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3.2.2 P3E

O modelo P3E é baseado no problema de agrupamento de vértices por edicao de
arestas. Seja K, um grafo completo e E o conjunto de arestas de K,,; onde cada aresta
ei;; € E possui um custo positivo ou negativo associado, o objetivo deste modelo é remover
as arestas, contabilizando o custo associado, de modo que o grafo resultante seja um
particionamento de subcliques. Entao, para transformar um grafo G de entrada em um
grafo K, é adicionado a G uma aresta com custo de remocao 0 para cada par de vértices
i,7 tal que e;; € .

Seja E o conjunto de arestas que nao pertecem a G, de modo que E U E origina
em um grafo completo; e seja z., Ve € E, uma variavel que assume valor 1 se e somente se
a aresta e participa do corte; e zy, V¢ € L, uma variavel que assume valor 1 se e somente
se o rétulo ¢ participa do corte. As expressoes (3.8-3.15) apresentam o modelo P3E.

A fungao objetivo (3.8) minimiza o custo dos rétulos da solugao; o conjunto do
restrigoes (3.9) liga as varidveis de aresta com as varidveis de rétulos; o conjunto de ine-
quagdes (3.10-3.12) é o cldssico conjunto de eliminagao de Ps, ou seja, caminhos com 3
vértices; a restricao (3.13) garante que a solugdo nado seja vazia; e as restrigoes (3.14) e

(3.15) definem o dominio das varidveis de decisao.

P3E = Minimize Z 2 (3.8)
leL
.. Zy(e) > T, Ve € F, (3.9)
+ij — Tj + T > 0, Vi, j,k € Vi j,j#kk#, (3.11)
» e >1, (3.13)
eeE
2 >0, VielL, (3.14)

z. € {0,1}, Vec EUE. (3.15)
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Dado que o grafo G de entrada é conexo, a corretude do modelo baseia-se no fato de
que G é um particionamento de cliques se e somente se P5 nao é subgrafo de GG, P3 sendo
um caminho formado por 3 vértices. Por fim, foi proposto o algoritmo branch-and-cut para

resolucao do modelo.

3.2.3 EAC

O modelo EAC ¢é baseado na eliminac¢ao de arvores. Dado que uma arvore de
cobertura é um grafo conexo minimal com respeito ao seu nimero de arestas, temos que
a proibi¢ao de todas as arvores de cobertura de G resulta em um grafo desconexo. Seja T
o conjunto de todas as arvores de cobertura do grafo G; seja L(T), T € T, o conjunto de
rotulos utilizados pelas arestas de T; e seja z,, VI € L, varidveis de decisao. As expressoes

de (3.16-3.18) apresentam o modelo:

EAC = Minimize ) _ 2z (3.16)
LeL
s.a. Z 20 > 1, VI'eT, (3.17)
CeL(T)
z € {0,1}, Vle L. (3.18)

A funcao objetivo (3.16) minimiza o custo dos rétulos da solu¢do; o conjunto de
restrigoes (3.17) garante a desconectividade do grafo solugao pela proibi¢ao de todas as

arvores de cobertura de G; e as restri¢oes (3.18) definem o dominio das vériaveis.

MA @B HC @D NE WF A WC ED WE

Figura 3.1: Arvore de cobertura contida na instancia exemplo do PCGRM.
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A Figura 3.1(a) ilustra uma instancia exemplo do PCGRM e a Figura 3.1(b) apre-
senta uma arvore de cobertura T extraida da instancia exemplo. Logo, T" nao pode conti-

nuar existindo para garantir que o grafo GG seja desconexo, para isto, a adicao da inequacao

ZA+Zc+ZD+ZE21

garante que pelo menos um dos réotulos de T' faz parte do corte.

Por fim, o trabalho apresenta testes computacionais que demonstram que os mo-
delos sao capazes de solucionar instancias de pequeno e médio porte com esforco compu-
tacional razoavel. O PART; obteve o melhor desempenho dos trés modelos propostos no
trabalho, o que se deve, segundo os autores, ao nimero linear de inequagoes do modelo e

ao processo de branch-and-bound.

3.3 Heuristicas para o PCGRM

Apresentamos a seguir, algumas heuristicas para solucionar o PCGRM. Modelos
exatos sao muitas vezes limitados em aplicacoes préticas. Com isso, torna-se necessario
utilizar métodos heuristicos para resolucao de problemas de otimizagao combinatéria, que
tem um custo computacional alto, embora nao seja garantida a solucao 6tima para o

problema.

3.3.1 Algoritmo Genético, VNS e MultiVND

Silva et al (2018) propoe trés heuristicas para solucionar o problema. A primeira
heuristica é baseada nos conceitos de Algoritmo Genético, onde X é o conjunto de todas as
solugoes para uma instancia do PCGRM e a fungao de avaliagao: X — Z*. O algoritmo
busca uma solugdo x € X com uma funcdo de avaliacdo(x) minima. Esta versdo inicia
com uma populagao aleatdria, executa o elitismo e as iteragoes sao reiniciadas até o limite
de tempo ser atingido.

Cada solucao é uma biparticao do conjunto V', sendo essas particoes chamadas de
left e right. Cada individuo z é representado por um vetor bindrio, onde x[i] = 0, indica
que o vértice ¢ € P, no qual é a particao left da solucao x. Por outro lado, 1 € PF é a
particao right de x. Portanto, L* = {L, ;|(i,j) € E} e x[i] # z[j]} e fitness(x) = |L*|.

A populagao inicial P é composta por |N| solugoes aleatérias. Para cada z € P, um

numero de vértices é retirado para ser inserido em PJ, enquanto os demais sao inserido
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em P*. Seja P. que represente 20% dos melhores individuos de P, e P; represente os
individuos restantes. O elitismo é feito por operagoes de cruzamento, onde N é novos
individuos gerado e adicionados a P pelo cruzamento de duas solucoes z¢ € P, e ¢ € Pa.
Para realizacao da operacao de cruzamento é ultilizado o conhecido random single cut
point crossover. O resultado gerado é adicionado a nova populacao P+.

Por fim, sao eliminados metade dos individuos de P* na fase de reinicio da popu-
lacao. Em seguida, 30% dos piores individuos que permanacem em P* sdo substituidos
por novas solugoes aleatorias. O algoritmo retorna a melhor solugao x* apos ser atingida
a condicao de parada.

A segunda heuristica proposta é uma adaptacao da Variable Neighborhood Search
(VNS) (Mladenovié e Hansen, 1997), que é uma meta heuristica para explorar o espago de
solugoes através de trocas sistematicas de estruturas de vizinhanca durante o processo de
busca com o objetivo de evitar 6timos locais. Para representagao da solugao foi definido um
par de parti¢oes P¢ = {PF PY} onde P representa o conjunto de vértices na particio
left e PY o conjunto de vértices na particao right.

Se |PE| > 0 e |PY > 0, tem-se a garantia de um corte valido. Seja o conjunto LE =
{L;j |i€ PF,je€ P%e(i,j) € E} para representar a solugao G. Para o procedimento de
busca local, os autores proporam duas estruturas de vizinhanca. Em todas essas estruturas,
é considerada uma pré-solucao viavel de G, formado por um par de particoes véalidas PS".

Na mudanga de particao, se | P '| > 1, move um vértice v € PZG/ para a particio PY /
ou se ]PTG/] > 1, move um vértice v € PTG' para PKG'. Depois, ¢é atualizado o conjunto de
cores no corte L¢. Na parte da heuristica que os autores chamam de interchange-partition
ou particdo de intercambio, quando |PE'| > 1 e |[PY'| > 1, move um vértice v € PS¢’ para
a particio P " ¢ um vértice u € P¢ " para PEG/. Depois, é atualizado o conjunto de cores
no corte L¢. Por fim, foi proposto uma estrutura de dados auxiliar para avaliacdo das
solugoes.

A terceira heuristica desenvolvida no trabalho é a MultiVIND, que consiste em uma
heuristica multistart simples. Em cada iteracao multistart é gerado uma solugao aleatoria e
é aplicado o método Variable Neighborhood Descent (VND) como pesquisa local. A melhor
solugao encontrada ¢é retornada.

Portanto, segundos os autores, a meta heuristica VNS obteve os melhores resultados

em comparagcao aos outros métodos, sendo capaz de produzir melhores resultados em média

para todos os casos estudados. O Mult:VND funcionou melhor com instancias mais simples,
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e em alguns casos alcancando o VNS; porém, em intancias mais dificeis, o Multi VND obteve
resultados muito ruins. Por fim, o Algoritmo Genético para instancias dificeis foi tao bom

quanto o VNS.

3.3.2  VNS-Greedy e VNS-Probabilistic

Outro trabalho que propoe heuristicas para resolucao do PCGRM é o de Bordini
et al (2017), que apresenta uma abordagem deterministica VNS-Greedy e uma abordagem
probabilistica VNS-Probabilistic. Os autores proporam um algoritmo geral (Algoritmo 4)
como estrutura béasica para essas duas abordagens. Algumas sub-rotinas desse algoritmo
como Generate-Initial-Solution, New-Solution e Local-search tém uma “versao greedy’ e
uma “versao probabilistic’. Portanto, executando o algoritmo geral usando as versoes
greedy de tais sub-rotinas produz o algoritmo VNS-Greedy, enquanto executando usando

as versoes probabilistic produz o algoritmo VINS-Probabilistic.

Algoritmo 4 General algorithm

Entrada: Graph G = (V, E,C), Where C = {c(e) | e € E'}
1: Generate-Initial-Solution(BestS)
2: MazNeighborhood < |C| — | BestS)|
3: repita

4: New-Solution(.S)

5: enquanto |S| > |BestS| faga

6: BestS < S

7: MazxNeighborhood < |C| — |BestS|
8: New-Solution(.S)

9: k—1

10: enquanto k£ < MaxNeighborhood faga
11: S+ S

12: Shake(S’, k)

13: se Number-of-Components(S’) = 1 entao
14: FiX(S,)

15: Local-Search(.S”)

16: se |S’| > |S| entao

17: S'«— S

18: E+1

19: senao

20: k< Fk+1

21: se |S| > |BestS| entao

22: |BestS| <+ S

23: MazxNeighborhood < |C| — |BestS|

24: até que stop condition is true

A variavel BestS representa a melhor solucao atual, MaxzNeighborhood é uma
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variavel que controla a vizinhanca, S e S’ s@o solugbes auxiliares e Number-of-
Components(S") é a funcao padrao que retorna o nimero de componentes conexas da
solucao S’. Na linha 1, uma solucao inicial é gerada; MaxNeighborhood é um conjunto
com o numero de cores que nao estdo em BestS (linha 2) e o loop principal (3 a 24) é
executado até que a condicao de parada seja aceita.

Nas linhas 4 a 7, uma nova solucao candidata S é gerada no inicio de uma nova
iteragao. Primeiro, S é gerado utilizando a sub-rotina New-Solution(S) (linha 4). Se S for
maior que BestS, BestS e MaxNeighborhood sao atualizados e outra solu¢ao candidata
S é gerada. O loop (linha 5 a 9) termina quando o nimero de cores da solugao candidata
nao for maior que o nimero de cores da melhor solucao atual. As linhas 10 a 23 contém
o nucleo da estratégia bésica da meta heuristica VNS.

Os resultados das heuristicas propostas foram comparados com os resultados obti-
dos pelos trés métodos exatos propostos por Silva et al (2016), que foram brevemente abor-
dados no Capitulo 3. Segundo os autores, as abordagens VNS-Greedy e VNS-Probabilistic,
foram capazes de alcancar todas as solugbes 6timas, em instancias com |V| < 200, em
um baixo tempo computacional. Ja com instancias com o valor 6timo desconhecido, as
abordagens geraram uma solucao em um tempo computacional razoavel. Por fim, greedy
e probabilistics, exibiram o mesmo comportamento em termos de qualidade da solucao, e

nenhuma diferenca significativa em termos de tempos computacionais.



4 MODELO MF,

Neste capitulo, apresentamos o modelo MF,, que é a contribui¢ao central deste
trabalho. O MUF,; é uma nova familia de formulacoes matematicas capaz de solucionar
o PCGRM. Para construir o modelo MF,; nos baseamos em um modelo presente na
literatura chamado PART,, proposto no trabalho de Silva et al (2016), e utilizamos o
conceito de fecho cromético, que é definido na Secao 4.1. Na Secao 4.2, apresentamos
a formulacdo do modelo, e nas Segoes 4.3 e 4.4, os algoritmos B&C e estratégias pré-

branching, respectivamente.

4.1 Fecho cromatico

Nesta secao, sao apresentadas duas defini¢oes tuteis sobre os GARs: o fecho transi-
tivo e o fecho cromatico, que nos permite alterar a representacao de um GAR de entrada.
Estas defini¢goes vém do trabalho de Silva (2019), sendo estendidas e adaptadas para o
objetivo desta pesquisa. Entao, utilizando o conceito de fecho cromatico, podemos trans-
formar um grafo G = (V, E, L) de entrada em um grafo H = (V, E’, L) com um novo
conjunto de arestas F’.

Assim, para apresentarmos as duas definicoes de fecho cromatico a seguir, de-
claramos o subgrafo de um GAR G como sendo: G[{¢}] = (V,E({(}),{(}), onde
B{t}) = {e€ B | L(e) = £},

4.1.1 Definicao

Definicao 1. O fecho transitivo de um rétulo £ € L, denotado por F({l}), representa a
expansdo do conjunto de arestas E({{}) tal que se houver um caminho entre os vértices u

e v no grafo G[{{}], entdo a aresta e = (u,v) € F({{}).
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Definicao 2. Por extensdo, o fecho transitivo cromdtico, abreviado fecho cromdtico, de
um GAR G = (V, E, L), denotado por F(G), € o grafo H = (V,E', L), que tem o mesmo
conjunto de vértices e rotulos de G, e cujo conjunto de arestas ¢ definido pela uniao do

fecho transitivo F({{}), Yl € L. Formalmente, E' = J,c; F({(}).

A Figura 4.1 ilustra os conceitos de fecho transitivo e fecho cromatico. A Figura
4.1(a) apresenta um pequeno GAR G = (V,E,L). Fig. 4.1(b) destaca F({F'}), o fecho
transitivo do rétulo F' € L, e a Fig. 4.1(c) apresenta F(G), o fecho cromético do grafo G.

o)

A

WA B MC [ID [CIE WF WF A 0B HC [ID [JE WF

Figura 4.1: Exemplos de fechos transitivo e cromdtico. (a) O grafo de arestas rétuladas
G = (V,E,L). (b) O fecho transitivo do rétulo F. (c) O fecho cromdtico do grafo G.

Proposicao 1. Resolver o PCGRM para um GAR G € equivalente a resolver o problema

para o grafo H = F(G).

Demonstracao. Seja C' qualquer subconjunto de L. Provamos esta proposicao demons-

trando que H|[C] = (V, E’,C) é desconexo se e somente se G[C] = (V, E,C) é desconexo.

(=) Suponha que H[C] é desconexo e G[C] é conexo. Ja que o fecho transitivo é uma
extensdo do conjunto de arestas de G, H[C| é o grafo G[C] com arestas adicionais. A

remogao de arestas nao pode conectar o grafo G[C], uma contradigao.

(<) Suponha que G[C] é desconexo e H[C] é conexo. Neste caso G[C] tem dois conjuntos
separados de vértices S, S C V, tal queu € S,v € S, € = (u,v) € E, mas nio ha caminho
entre u e v € G[C]. Contudo, da Definigao 2, se ¢/ = (u,v) € E’, entdo ha um caminho

entre u e v em G[C], uma contradigao. O

Corolario 1. Dado um GAR G, adicionar uma aresta que forme um ciclo monocromdtico

em G nao muda o valor da fun¢do objetivo em relacao ao PCGRM.
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Corolario 2. Dado um GAR G, qualquer ciclo monocromdtico pode ser quebrado arbitra-
riamente pela remogao de uma de suas arestas sem mudar o valor da fun¢ao objetivo em

relacio ao PCGRM.

4.1.2 Extensao do Fecho Cromaéatico

A seguir, serd apresentado algumas extensoes da defini¢ao geral de fecho cromatico,
no qual, a partir destas, obtemos o fecho cromatico d, o fecho cromatico 0 e o fecho

cromatico *.

Definicao 3. Seja (i, j) a distancia entre os vértices i,7 € G({{}) e extrapolando a
defini¢io do fecho transitivo F({(}), temos que F4({{}) € o fecho transitivo de distancia
d, onde d > 1, que expande o conjunto de arestas E({{}) tal que se houver um caminho

entre 0s vértices u e v no grafo G[{{}] com é(u,v) < d, entdo a aresta e = (u,v) € F4({{}).

Definicao 4. De forma andloga, o fecho transitivo cromdtico de distancia d, abreviado
fecho cromdtico d, de um GAR G = (V, E, L), denotado por F4(G) = (V, Ey, L), € definido
pela unido do fecho transitivo F4({(}), V¢ € L. Formalmente, Eq = J,c; Fa({{}).

Definicao 5. Extrapolando a defini¢ao do fecho transitivo F({{}), temos que Fo({(}) €
o fecho transitivo 0, que reduz o conjunto de arestas E({(}) tal que se houver um ciclo

(-cromdtico C C G[{{}], entdo remove uma aresta e de rétulo £, onde e € C.

Definicao 6. Por extensdo, o fecho transitivo cromdtico 0, abreviado fecho cromdtico 0,
de um GAR G = (V,E, L), denotado por Fo(G), é o grafo H = (V, Ey, L), que tem o
mesmo conjunto de vértices e rotulos de G, e cujo conjunto de arestas € definido pela

unido do fecho transitivo Fo({{}), V¢ € L. Formalmente, Ey = J,c; Fo({(})-

Definicao 7. Extrapolando a defini¢ao do fecho transitivo F({{}), temos que F.({{}) €
o fecho transitivo *, que transforma o conjunto de arestas E({{}) tal que se houver uma
componente (-cromdtica K, C G[{l}], onde |V (K,)| > 2, entao K, € transformada em

uma estrela Sy £-cromdtica cujo vértice central v é um vértice arbitrdrio de V(K,).

Definicao 8. Por extensao, o fecho transitivo cromdtico *, abreviado fecho cromdtico *,
de um GAR G = (V,E, L), denotado por F.(G), é o grafo H = (V,E,, L), que tem o
mesmo conjunto de vértices e rotulos de G, e cujo conjunto de arestas € definido pela

unido do fecho transitivo F.({(}), Y{ € L. Formalmente, E, = J,c; F«({(}).
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Para obter um melhor entendimento das defini¢coes acima, a Figura 4.2 ilustra o
conceito de fecho cromdtico d, fecho cromético 0 e fecho cromdtico . A Figura 4.2(a)
apresenta um GAR G = (V, E,| L). Fig. 4.2(b) destaca F4(G), o fecho cromatico 4, a Fig.
4.2(c) apresenta o fecho cromédtico F3(G), e a Fig. 4.2(d) apresenta o fecho cromatico

Fa(G).

A B HC WD HE A B HC WD ME

A B HC WD ME WA B NC [ED WE A @B NC [ED ME

Figura 4.2: Exemplos de fechos transitivo e cromatico d. (a) O grafo de arestas rétuladas
G = (V,E,L). (b) O fecho cromético 4. (c) O fecho cromético 3. (d) O fecho cromatico
2. (e) O fecho cromatico 0. (f) O fecho cromatico *.

E possivel perceber que o fecho cromdtico com d = 1, ou seja, o F1(G), é o préprio
GAR G ilustrado na Fig. 4.2(a). As Figuras 4.2(b),(c) e (d) representam o fecho cromético
com d=4,d=3ed=2, respectivamente. Podemos observar na Fig. 4.2(e), o Fo(G) =
(V, Ey, L), que é o grafo formado pelos vértices e rétulos de G, e o conjunto de arestas Ej
formado pelas arestas de E removendo uma aresta de rétulo ¢ de cada ciclo ¢-cromético
C C G. E por fim, o F.(G) = (V,E,, L), que é o grafo formado pelos vértices e rétulos
de GG, e o conjunto de arestas F, formado pelas arestas de E trocando as arestas de cada
componente (-cromatica K, C G, onde |V(K,)| > 2, pelas arestas de uma estrela Sy ¢-
cromética cujo vértice central v é um vértice arbitrario de V(K,). A Fig. 4.2(f) ilustra o
grafo F,(G), onde a componente Kp é substituida pela estrela Sp com vértice central 1 e

a componente K4 é substituida pela estrela S, com vértice central 2.
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Dados os exemplos e definigoes de fechos transitivos, apresentamos a seguir, os
algoritmos e técnicas utilizadas para construcao destes.

Para construirmos o fecho transitivo F4({¢}) criamos a matriz D*. Entao, dado um
rétulo £ € L e os vértices v,u € V(G[{(}]), e seja *(v,u) a menor distancia entre v e u no
grafo G[{{}], supomos que os vértices sao numerados 1,2, ..., |V| arbitrariamente, entao,

definimos a matriz |V| x |V| D* tal que

, §¢(v,u)  se existe caminho de v até u em G[{/}],
Dvu =
00 em caso contrario.
Para obter a matriz D’ aplicamos o algoritmo de busca em largura D! =

BFS(G[{l}],v) para todo v € V como vértice inicial da busca sobre o subgrafo G[{/(}],

retornando o vetor das distancias 6°(v, u) para todo u € V.

Algoritmo 5 Gerar matriz de distancia
Entrada: Subgrafo G[{(}]
1. D! =
2: para cada vértice v € V(G[{(}]) faga
3: DY = BFS(G[{(}],v)
4: Retorne D’

O Algoritmo 5 constroe a matriz D’ dado um subgrafo G[{/}] de entrada. Na linha
1, a matriz D’ é inicializada vazia. O loop principal do algoritmo inicia na linha 2, onde
para cada vértice v € V(G[{l}]) serd feito uma busca em largura. Por fim, o algoritmo
retorna a matriz de distancia D’ preenchida. Como exemplo, podemos observar que a
Tabela 4.1 ilustra a matriz D® do subgrafo G[{B}] C G, cujo GAR G est4 ilustrado na
Figura 4.2(a).
Tabela 4.1: Matriz de distancias DP do subgrafo G[{ B}]

B

O 3 O O = W N =

—ow® Y ~E-
e 3R 8
288822888
2288288 8|~
28822888 w
o= 8888 e o
~8 8 8 8w~
R =108 38 1 m o

De posse da matriz D, obtém-se o fecho transitivo Fy({¢}) = {(v,u) | v,u €
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Ve D, < d}. Seja o grafo de entrada G = (V, E, L), como o BFS, de complexidade
O(|V| + |E|), é executado |V| vezes, a construgao da matriz D’ se d4 em tempo O(|V'|? +
|E| - |V]). J4 a obtengao do fecho cromético F4(G) constréi a matriz D* para todo ¢ € L,
logo, sua complexidade é O(|L| - |V |> + |L] - |E| - |V]).

Algoritmo 6 Construcgao do F.({¢})

Entrada: Subgrafo G[{(}]
1. T¢ = DFS(G[{¢}])
2: para cada arvore T € T faca
3: r < aleatorio(V(T))
4:  para cada vértice v € V(T') — {r} faca
5 adj[r] < v

Para a construgao dos fechos transitivos Fo({¢}) e F.({¢}), aplica-se o algoritmo de
busca em profundidade 7* = DFS(G[{¢}]) que retorna uma floresta de profundidade 7* C
G[{¢}] associada & busca. Sendo assim, Fo({¢}) é composto por toda aresta (i,j) € T J4
para a construcao de F,({¢}), como pode ser observado no Algoritmo 6, onde para toda
drvore de profundidade T' € T* obtemos uma arvore estrela S = (V(T), E*,{(}) de raiz
r € V(T'), onde r é obtido de forma aleatéria da arvore T, e E* = {(r,v) | v € V(T)—{r}},
adicionando E* em F,({(}).

Por fim, dado o grafo de entrada G = (V, E, L), a construcao dos fechos crométicos
Fo(G) e F.(Q) aplica o algoritmo DFS, de complexidade O(|V| + |E|), para todo ¢ € L,
logo, sua complexidade é O(|L| - |[V| + |L| - | E]).

4.2 Formulacao MFy

Seja o fecho cromatico Fy(G) = (V, Ey4, L) de entrada, o modelo MF, tem como
objetivo particionar o conjunto de vértices em dois grupos: S e S = V\S. Para qualquer
conjunto S C V, S # (), a remocao de todas as arestas com um extremo em S e outro em
S desconecta o grafo. Seja e;j € E4 uma aresta com extremos nos vértices i e j, L(e;;)
um rétulo associado a uma aresta; seja z,, V¢ € L, uma variavel que assume valor 1 se
e somente se o rétulo ¢ participa do corte; e w,, Yo € V uma variavel que assume valor
1 se e somente se o vértice v faz parte do conjunto S; o modelo MF  esta descrito nas

expressoes (4.1-4.7):
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MF 4 = Minimize » _ z (4.1)

el

sa. » w, > 1, (4.2)

veV
w1 = O, (43)
ZL(es;) > w; — wy, Veij € Ey, (44)
ZL(eij) Z U)j — Wy, Veij € Ed, (45)
2 >0, VieL, (4.6)
w, € {0, 1}, Yo eV. (4.7)

A funcao objetivo (4.1) minimiza o nimero de rétulos necessérios para desconectar
o grafo; as restrigoes (4.2) e (4.3) forcam que S C V e S # (), e além disso é possivel
perceber que toda solucao representada pela variavel w também pode ser representada
pelo complemento dos valores de w, portanto, a restricao (4.3) quebra essa simetria da
representagao da solugao; o conjunto de restrigoes (4.4) e (4.5) ativam as cores (ou rétulos)
do corte associadas as arestas e;; € E;. Por fim, as restrigdes (4.6) e (4.7) definem o
dominio das variaveis.

O modelo MF; define um conjunto de modelagens que se diferenciam pelo fecho
cromatico de entrada. Como exemplo, o modelo M F3 recebe como entrada o fecho croma-
tico 3 para ativar as cores do corte associadas as suas arestas. Ja o MJFy é o modelo que
recebe um grafo livre de ciclos monocromaticos para ativar as cores do corte associadas as
suas arestas. E possivel perceber que o modelo MF; que recebe o fecho cromético Fi(G)

¢ o préprio modelo PART,, como definido em Silva et al (2016).

4.3 Algoritmo branch-and-cut

As versoes dos modelos matematicos MJF, propostos sao solucionados pelo resol-
vedor CPLEX 12.7.1 através de um algoritmo cldssico branch-and-cut. As desigualdades
(4.4) e (4.5) sao inseridas de forma dinamica durante a resolu¢ao dos nés, sendo as mesmas

inicialmente relaxadas e checada sua violacao quando, e somente quando, uma solugao in-
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teira ou fracionada é encontrada. B importante destacar que esta estratégia adotada neste
trabalho difere da estratégia adotada em Silva et al (2016), pois, o PART5, insere todas
as desigualdades de uma so vez.

A seguir, descrevemos a estratégia citada acima:

Seja (z,w) uma solugdo fracionada encontrada durante a otimizagdo. Verifica-se,
da seguinte forma, se alguma inequagao dos conjuntos (4.4) ou (4.5) foi violada: Para
toda aresta e = (v,u) € E cujo |0, — W,| > 1 — €, entdo se W, > Wy € Zr(e,,) < Wy — W,

adiciona-se o seguinte corte:

ZL(evu) Z Wy — Wy,

caso contrario, se w, > Wy, € Zr(e,,) < Wy — Wy, adiciona-se o seguinte corte:

ZL(em,) 2 Wy, — Wy.

Por fim, salienta-se que todo o mecanismo de branching é gerenciado pelo resolvedor

adotado.

4.4 Estratégias pré-branching

Nesta secao, é apresentado duas estratégias pré-branching, que no qual, podem
fornecer uma perfomance melhor para solucionar o modelo MJF,. Entao, a ideia principal
é guiar o resolvedor antes dele iniciar o branching. Ambas as estratégias, chamadas PB;
e PBy, utilizam a heuristica Mazimum Vertex Covering Algorithm (MVCA) (Krumke e
Wirth, 1998) para obter uma arvore geradora colorida 7. Seja L = {A, B, C, D} o conjunto
de rétulos da arvore T', a estratégia PB; consiste em explorar o espaco de solucoes possiveis
para os rétulos A, B, C, D. Considerando que T" gera uma arvore de cobertura, a inequacao
a seguir garante que 7' nao exista, conforme abordado na eliminagao de arvores (Secao

3.2):
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Como podemos ver na Figura 4.3, comecamos da direita para a esquerda, explo-
rando todas as solugoes fixas, tais que A = B=C =0e D = 1. Ao fixarmos D = 1,
dizemos que o rétulo D tem que estd no corte, ou seja, tem que estar na solucao otima
do Problema 1; e ao fixarmos os rétulos A = B = C = 0, dizemos que estes rétulos nao
podem ser cortados. Se o Problema 1 obtiver uma solucao viavel, esta sera um limitante
superior para o restante dos problemas. Apds isso, deixamos D livre, colocando a respon-
sabilidade deste rétulo com o resolvedor, e exploramos as solugoes fixando A = B =0 e
C =1, ou seja, o rétulo C' estara na solucao étima do Problema 2. Entao, se o Problema
2 obtiver uma solucao viavel melhor que o problema anterior, serda o limitante superior
para o restante dos problemas, e assim sucessivamente até percorremos todas as solucoes
possiveis para os rétulos de T'. Por fim, a solucao final sera a melhor entre as encontradas

pelos problemas.

ROOT
I I I |
A=1 A= A=0 A=0
B=1 B=0 B=0
c=1 c=
D=1

Problema 4 Problema3 Problema2 Problemal
Figura 4.3: Exemplo do algoritmo pre-branching.

Na segunda estratégia, dado L = {A, B,C} o conjunto de rétulos de uma &rvore
geradora T, consiste em testar todas as combinacoes booleanas possiveis entre os rétulos,
com excecao de A = B = C = 0, pelo principio descrito acima. Esta estratégia segue o

mesmo conceito da primeira.

ROOT
| | | | | | |
A= A= A=1 A=1 A A A=0
B = B = B = B=0 B = B=1 B =
c= C c=1 c=o0 c= C c=1

Figura 4.4: Exemplo do algoritmo pre-branching percorrendo todas a solugoes possiveis.

Por fim, realizamos todos os testes utilizando as duas estratégias e nao obtivemos
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resultados satisfatérios esperados, ficando entao um melhor estudo desse algoritmo para

trabalhos futuros. No Capitulo 5 apresentamos todos os resultados obtidos do algoritmo.



5 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Todos os modelos propostos neste trabalho foram desenvolvidos em linguagem
C++, utilizando o compilador g++ 5.4.0 (com otimizagao -03) e com o auxilio do resol-
vedor matematico CPLEX 12.7.1. Os experimentos foram executados em um computador
com processador Intel Core 17-3770, com 16Gb de RAM e rodando o sistema operacional
Linux Ubuntu 16.04. Os experimentos foram realizados com 1 thread e tempo limite de
uma hora.

Para todos os experimentos realizados, adotamos o conjunto de instancias definidas
em Silva et al (2018). Estes grafos sao divididos em dois conjuntos principais com |V| = 100
e |V| = 200. Cada conjunto tem 30 grafos diferentes com densidades selecionadas de

d ={ld =0.2;md = 0.5; hd = 0.8}, e o nimero de rétulos |L| variando de |—‘2/| até 2|V|.

5.1 Comparagao entre PART, e MFy,

A Tabela 5.1 apresenta os resultados computacionais dos modelos PART, e MJFj.
Os resultados sao as médias de um grupo de 10 instancias de mesma densidade. Como
vimos em capitulos anteriores, os dois modelos tém o mesmo grafo de entrada, porém,
a estratégia PART, adciona todas restrigoes do modelo desde o inicio de sua execucao,
ja a estratégia MJF, adiciona as restri¢coes sob demanda, como definido em seu plano de
cortes. Na coluna instancia, d representa a densidade de arestas do grafo e |V| o nimero
de seus vértices. As variaveis tempo, e tempo, dadas em segundos, representam o tempo
na raiz e o tempo de resolucao de cada modelo, respectivamente. Podemos observar que o
MF; obteve um menor tempo para solucionar todas as instancias com d = ld e d = md,;
V| = 100 e |[V| = 200. No entanto, as instancias com d = hd e |V| = 200, o PART

obteve um menor tempo, executando-as em um tempo médio de 371, 0 segundos, enquanto
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o MF; levou 480,89 segundos para executar o mesmo conjunto de instancias.

Tabela 5.1: Resultados computacionais dos modelos PART, e MJF;

Instancia PART, MFq

d |V| tempo, Tempo(s) tempo, Tempo(s)
1d 100 0,41 2,15 0,30 0,98

d 200 2,32 98,40 2,83 15,82
md 100 0,92 6,85 0,88 3,79
md 200 6,05 99,67 9.49 65,67
hd 100 1,27 10,63 1,40 6,14
hd 200 10,36 371,00 15,18 480,89

As Tabelas de 5.2 a 5.7 apresentam a comparacao dos resultados computacionais de
todos os modelos abordados neste trabalho. Cada tabela representa a média dos resultados
de um grupo de 10 instancias de mesma densidade. Cada linha representa o resultado
das variaveis, sendo LB, o lower bound obtido na raiz do algoritmo branch-and-bound;
#cortes,, o numero de cortes adicionados pelo usudrio na resolucao da raiz; tempo,, o
tempo computacional em segundos para a resolucao da raiz; #mnos, o numero de nés
resolvidos do algoritmo branch-and-bound para resolver a instancia; #cortes, o nimero de
desigualdades adicionadas pelo usuario no algoritmo branch-and-cut; tempo, o tempo de
execucao de cada modelo em segundos, e por fim, #arestas, o nimero de arestas do fecho
cromatico de entrada Fy(G) = (V, Ey4, L). As colunas sao divididas em 8 grupos: PART,
que é o modelos proposto em Silva et al (2016), e as colunas MF, MF,,_1, MFo, MFj3,
MFy, MF., MF, representam a solucao do algoritmo branch-and-cut proposto sobre o

conjunto de modelos de mesmo nome proposto.

Tabela 5.2: Resultados computacionais para as instancias |V| = 100 e d = Id

PART, MF, MF,-1 MF, MF3 MFy MF, MFo

LB 0,24 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18
#cortes, 0,00  1961,70  4647,80 2900,90 3373,10 3929,30 194040  1959,30
tempo, 0,41 0,30 0,65 0,41 0,47 0,53 0,27 0,28
#16s 189,90 194,20 194,30 193,80 194,10 194,20 194,40 194,40
#cortes 0,00  1963,50 4650,30 2906,20 3373,10 3941,80 1944,30 1961,10
tempo 2,15 0,98 1,97 1,31 1,47 1,61 0,90 0,92

F#arestas 990,00 990,00  2342,50 1463,90 1701,40 1981,60 988,80 988,80

Todos os modelos chegaram ao 6timo em todas as instancias, entretanto, o modelo
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Tabela 5.3: Resultados computacionais para as instancias |[V| = 100 e d = md

PART, MF, MF,1 MF, MF3 MFy MF, MFo

LB 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40
#cortes, 0,00 489550 19720,30 7709,70 10063,80 1272940 4688,50 4854,50
tempo, 0,92 0,88 2,58 1,35 1,70 2,00 0,69 0,85
#nbs 199,40 199,80 198,10 198,80 198,30 19840 198,60 199,50
#cortes 0,00 5030,10 19982,70 7805,50 10120,00 12803,40 4735,80 5071,10
tempo 6,85 3,79 10,03 5,73 6,81 7.89 3,02 3,61

#arestas 2475,00 2475,00 9970,40 3894,70 5086,60  6430,40  2454,50  2454,50

MUF, _1 obteve tempos computacionais muito elevados em comparagao ao restante dos
modelos. Como pode ser observado na Tabela 5.6, para as instancias {|V| = 200; d = md},
foi gasto em média 977, 07 segundos para serem resolvidas pelo MF,,_1, enquanto o MJF;
resolveu estas mesmas instancias em um tempo de 65,67 segundos de média. Esse tempo
computacional elevado do M ,,_1 pode ser explicado pelo alto nimero de arestas inseridas
no grafo original, produzindo um maior niimero de cortes adicionados no modelo. Para
estas instancias é possivel observar que o fecho cromaético F1(G) tem uma média de 9950, 00

arestas, ja o fecho F,,_1(G) tem em média 102457, 00 arestas.

Tabela 5.4: Resultados computacionais para as instancias |V| = 100 e d = hd

PART, MF;, MF,-1 MF, MF3 MF, MF, MFy

LB 0,60 0,59 0,60 0,60 0,60 0,60 0,60 0,59
F#cortes, 0,00 7834,30 58662,70 13198,00 18980,10 26505,10 7116,70 7658,70
tempo, 1,27 1,40 9,26 2,27 3,43 4,31 1,00 1,28
#nos 250,70 261,10 195,80 206,00 207,80 203,10 206,80 279,10
F£cortes 0,00 8132,00 59539,00 13455,80 19355,80 26957,90 7335,20 8098,20
tempo 10,63 6,14 33,44 9,39 13,47 16,80 4,07 5,96

#arestas 3960,00 3960,00 29645,20 6669,70  9596,80 13397,40 3872,20 3872,20

Tabela 5.5: Resultados computacionais para as instancias |V| =200 e d = ld

PART, MF; MF,_1 MFs MF3 MFy MF, MFo

LB 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17
#cortes, 0,00 791530 23338,10 11491,70 13876,80 16485,50 7813,10 7898,30
tempo, 2,32 2,83 5,83 4,76 5,37 5,14 2,39 2,81
#nbs 395,60 395,70 395,90 395,70 394,90 39530 396,00 395,70
#cortes 0,00  8081,00 23931,40 11646,30 14005,30 17058,70 7992,00 7989,00
tempo 28,40 1582 35,08 25,67 28,77 27,80 13,88 14,76

#arestas 3980,00 3980,00 11734,00 5778,90  6979,80  8290,50  3971,50 3971,50

Ainda com base nos resultados, podemos ver que o modelo MF, obteve o menor

tempo em todas as médias dos conjuntos de instancias. Como por exemplo, na Tabela 5.7,
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para as instancias {|V| = 200;d = hd} MJF; precisou de 480,89 segundos de média para
resolve-las, ja o MF, obteve 93, 30 segundos de média para resolver o mesmo conjunto de
instancias, obtendo uma reducao superior a 80% do tempo computacional. Essa reducao no
tempo se deve a adogao do fecho cromatico F,(G), o que gera uma diminuigao no nimero
de cortes adicionados ao modelo, podendo ser visto nas linhas #cortes, e ao algoritmo

branch-and-cut proposto.

Tabela 5.6: Resultados computacionais para as instancias |V| =200 e d = md

PART, MFy MF,1 MF, MF3 MFy MF, MFy

LB 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40
#cortes, 0,00 20138,10 203793,91 34476,40 49836,50 75049,40 18840,00 19742,30
tempo, 6,05 9,49 69,53 16,41 21,13 27,46 6,91 9,31
#nbs 403,80 405,80 388,00 400,40 398,80 406,30 398,20 406,30

#cortes 0,00 21270,60 208709,80 35355,20 50974,90 77668,80 19349,60 20194,30
tempo 99.67 65,67 977,07 112,88 17558 304,94 48,63 65,62
#arestas 9950,00 9950,00 102457,00 17327,30 25060,40 37733,30 9769,80  9769,80

A Tabela 5.8, apresenta os resultados do algoritmo pre-branching, onde cada linha
da tabela é a média de um grupo de 10 instancias de mesma densidade. O PBj, representa
a estratégia onde T'= {A, B,C, D} e £ € T, que consiste em explorar o espago de solugoes
possiveis para os rétulos A, B, C, D. Ja o PB,y, representa a segunda estratégia, onde dado
uma &arvore geradora colorida T = {A, B, C'}, consiste em testar todas as combinagoes
booleanas possiveis entre os rétulos, com excecao de A = B = C' = 0. Pode-se notar que a
primeira estratégia obteve melhores resultados na maior parte dos conjuntos de instancias,
porém, no geral, o algoritmo pre-branching nao conseguiu tempos satisfatérios, chegando
a aumentar o tempo de resolucao do modelo.

Por fim, as Tabelas 5.9 e 5.10 apresentam o valor obtido pelo método MF, para
cada instancia dos conjuntos com |V| = 100 e |V| = 200, respectivamente. A coluna d
define a densidade do grafo original; #:d, o identificador da instanca; opt, o valor 6timo
alcangado; e tempo(s), o tempo computacional em segundos do método para resolver a

instancia.
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Tabela 5.7: Resultados computacionais para as instancias |V| = 200 e d = hd

PART, MF, MF,_i MFy; MF3 MF, MF, MF,
LB 0,62 0,62 0,62 0,62 0,62 0,62 0,62 0,62
#cortes, 0,00 32515,50 338069,91 53743,70 79652,00 116871,40 30549,80 31875,90
tempo, 10,36 15,18 12444 24,04 36,99 4948 10,74 16,16
#nés 6009,10 8349,30 400,40 246830 626,90 696,80 754,60  9306,90
#cortes 0,00 33104,60 345123,31 56245,20 82607,10 119636,40 31202,00 32980,70
tempo 371,01 480,89 189344 402,23 420,76 811,94 93,30 295,43
#arestas 15920,00 15920,00 169869,80 27003,80 40016,30 58721,50 15607,70 15607,70

Tabela 5.8: Resultados do algoritmo pre-branching

Instancia PB; PB, MF,
d |V| Tempo(s) Tempo(s) Tempo(s)
1d 100 1,87 2.15 0,90
ld 200 32,00 33,51 13,88
md 100 5,05 5,46 3,02
md 200 90,70 88,85 48,63
hd 100 6,40 7.49 4,07
hd 200 159,93 126,34 93,30

Tabela 5.9: Resultados computacionais do MF, para as instancias com |V| = 100

Instancias MF. Instancias MF, Instancias MF,

d #id opt Tempo(s) d #id opt Tempo(s) d #id opt Tempo(s)
0 13 0,95 0 38 3,40 0 31 2,08
1 14 0,94 1 37 3,29 1 47 4,45
2 15 0,88 2 35 2,99 2 40 4,65
3 13 0,71 3 23 1,46 3 42 6,19

1d 4 13 0,90 md 4 35 3,97 hd 4 37 2,98
5) 15 0,99 5 32 2,51 5 42 3,95
6 14 0,95 6 37 3,91 6 38 4,95
7 14 0,88 7 30 1,93 7 36 3,94
8 14 0,89 8 39 3,43 8 36 3,63
9 14 0,91 9 35 3,76 9 38 3,86




Tabela 5.10: Resultados computacionais do MF, para as instancias com |V| = 200

ol

Instancias MF. Instancias MF, Instancias MF,

d #id opt Tempo(s) d #id opt Tempo(s) d #id opt Tempo(s)
0 29 11,89 0 o1 24,75 0 85 82,08
1 27 13,69 1 73 62,03 1 95 106,37
2 33 16,97 2 68 959,01 2 75 63,24
3 29 13,85 3 43 43,84 3 92 109,15

1d 4 31 15,31 md 4 75 71,31 hd 4 69 99,43
5) 29 13,43 5 64 46,08 5 86 76,81
6 26 12,42 6 52 30,33 6 102 118,09
7 30 14,01 7 68 62,77 7 93 106,15
8 30 13,42 8 63 44,09 8 89 106,03
9 25 13,86 9 71 46,12 9 83 65,64
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, abordamos o Problema do Corte Global Rotulado Minimo (PC-
GRM). O PCGRM é um problema de otimiza¢ao combinatéria e sua complexidade ainda
continua como uma questao tedrica em aberto (Xu e Faragd, 2019). Este problema esta
intimamente relacionado a vulnerabilidade de redes multicamadas e tem como objetivo
medir a conectividade da rede quando esta possue riscos compartilhados de falhas. O
PCGRM nao estd apenas relacionado a redes, mas também pode ser aplicado em siste-
mas de planejamento de transportes. Entao, com o objetivo de solucionar o PCGRM,
desenvolvemos algumas estratégias de resolucao exata e uma nova familia de formulagoes
matematicas, que para desenvolvé-la, nos baseamos em um modelo presente na litaratura
chamado PART5.

A seguir, de forma breve, podemos elencar algumas contribuicoes deste trabalho:

e Desenvolvemos o modelo MF, e como dito anteriormente, é uma nova familia de
formulagoes matematicas. Para obter o MJF, estendemos e adaptamos o conceito
de fecho cromético definido em Silva (2019), e aplicamos no grafo G de entrada,

. /
gerando um novo conjunto de arestas £ ;

e Para resolver o MF,, desenvolvemos um algoritmo branch-and-cut. As desigualda-
des do modelo sao inseridas de forma dinamica durante a resolucao dos nos, sendo
inicialmente relaxadas e checada sua violagao quando, e somente quando, uma solu-

¢ao inteira ou fracionada é encontrada;

e Com o intuito de melhorar o MUF,, desenvolvemos um algoritmo chamado pré-
branching. Esse algoritmo tem como objetivo guiar o resolvedor antes que ele inicie

o branching.
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Dessa forma, realizamos uma analise comparativa dos resultados dos modelos M F,
e PART,. Diante dos resultados obtidos, podemos notar, que o MJF; conseguiu melhorar
o tempo computacional em 83, 3% dos conjuntos de instancias resolvidos comparado com o
modelo PART,. Os dois modelos tém o mesmo grafo de entrada, porém, o que os diferem
é o algoritmo branch-and-cut utilizado para resolver o MJF;. Outro ponto interessante
que podemos destacar, sao os resultados do modelo MF,. O MF, conseguiu ser melhor
que o PART; em todos os conjuntos de instancias resolvidos. Para termos uma melhor
ideia disso, o MF, obteve uma reducao de cerca de 75% no tempo computacional para
resolver o conjunto de instancias com {|V| = 200;d = hd} comparado ao PART>.

Com isso, observamos que o modelo MF, foi bem superior em comparacao aos
outros modelos abordados, o que se deve ao algoritmo branch-and-cut e ao fecho cromatico
F.(G). Portanto, concluimos que o conceito de fecho cromatico foi um fator importante
para obter os resultados deste trabalho, e consideramos um tema promissor para futuras
pesquisas. Estudos mais aprofundados sobre o algoritmo pre-branching, sobre a escolha
do vértice raiz da estrela monocromética no F,(G) e qual escolha da aresta que quebra o

ciclo monocromatico no Fy(G) ficardo para trabalhos futuros.



o4

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ARENALES, M.; MORABITO, R.; ARMENTANO, V.; YANASSE, H. Pesquisa opera-

cional: para cursos de engenharia. Elsevier Brasil, 2015.

BONDY, J. A.; MURTY, U. S. R. Graph Theory, volume 244 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer London, London, 2008.

BORDINI, A.; PROTTI, F.; DA SILVA, T. G.; FILHO, G. F. D. S. New algorithms for the
minimum coloring cut problem. International Transactions in Operational Research, v.
0, n. 0. doi: 10.1111/itor.12494. URL https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/
10.1111/itor.12494, 2017.

BROERSMA, H.; LI, X.; WOEGINGER, G. J.; ZHANG, S. Paths and cycles in colored
graphs. Australasian J. Combinatorics, v. 31, p. 299-312, 2005.

CARRABS, F.; CERULLI, R.; DELL’OLMO, P. A mathematical programming approach
for the maximum labeled clique problem. Procedia-Social and Behavioral Sciences, v.

108, p. 69-78, 2014.

CARRABS, F.; CERULLI, R.; GENTILI, M. The labeled maximum matching problem.
Computers € Operations Research, v. 36, n. 6, p. 1859-1871, 2009.

CHANG, R.-S.; LEU, S.-J. The minimum labeling spanning trees. Inf. Process. Lett.,
v. 63, n. 5, p. 277-282. ISSN 0020-0190. doi: 10.1016/S0020-0190(97)00127-0. URL
http://dx.doi.org/10.1016/50020-0190(97)00127-0, 1997.

CORMEN, T. H.; LEISERSON, C. E.; RIVEST, R. L.; STEIN, C. Introdu¢do aos algo-
ritmos, 2009.

COUDERT, D.; DATTA, P.; PERENNES, S.; RIVANO, H.; VOGE, M.-E. Shared risk
resource group complexity and approximability issues. Parallel Processing Letters, v.

17, n. 02, p. 169-184, 2007.


https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/itor.12494
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/itor.12494
http://dx.doi.org/10.1016/S0020-0190(97)00127-0

95

COUDERT, D.; PERENNES, S.; RIVANO, H.;: VOGE, M.-E. Combinatorial optimization
in networks with shared risk link groups, 2016.

FARAGO, A. A graph theoretic model for complex network failure scenarios. Proceedings
of the Eighth INFORMS Telecommunications Conference, Dallas, Texas, 2006.

FELLOWS, M. R.; GUO, J.; KANJ, I. The parameterized complexity of some minimum
label problems. Journal of Computer and System Sciences, v. 76, n. 8, p. 727-740, 2010.

GOLDBARG, M. C.; LUNA, H. P. L. Otimizacao combinatéria e programacao linear.
Editora Campus, v. 2, 2000.

GRANATA, D.; CERULLI, R.; SCUTELLA, M. G.; RAICONI, A. Maximum flow pro-
blems and an np-complete variant on edge-labeled graphs. Handbook of Combinatorial

Optimization, p. 1913—-1948. Springer, 2013.

JHA, S.; SHEYNER, O.; WING, J. Two formal analyses of attack graphs. Proceedings
15th IEEE Computer Security Foundations Workshop. CSFW-15, p. 49-63. IEEE, 2002.

KRUMKE;, S. O.; WIRTH, H.-C. On the minimum label spanning tree problem. Infor-
mation Processing Letters, v. 66, n. 2, p. 81-85, 1998.

MLADENOVIC, N.: HANSEN, P. Variable neighborhood search. Comput. Oper. Res., v.
24, n. 11, p. 1097-1100. ISSN 0305-0548, 1997.

SHEYNER, O.; HAINES, J.; JHA, S.; LIPPMANN, R.; WING, J. M. Automated gene-
ration and analysis of attack graphs. Proceedings 2002 IEEE Symposium on Security
and Privacy, p. 273-284. IEEE, 2002.

SHEYNER, O.; WING, J. Tools for generating and analyzing attack graphs. International
Symposium on Formal Methods for Components and Objects, p. 344-371. Springer, 2003.

SILVA, T. G. The minimum labeling spanning tree and related problems. Anais do XXXII
Concurso de Teses e Dissertagoes. SBC, 2019.

SILVA, T. G. D.; DE SOUSA FILHO, G. F.; OCHI, L. S.; MICHELON, P.; GUEYE,
S.; CABRAL, L. A. Métodos exatos aplicados ao problema do corte global rotulado

minimo. Anais do XLVIII Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional, p. 4152-4162,
2016.



o6

SILVA, T. G. D.; SOUSA FILHO, G. F. D.; MALHEIROS, I. A.; MLADENOVIC, N.;
CABRAL, L. A.; OCHI, L. S.; ALOISE, D. Efficient heuristics for the minimum la-
beling global cut problem. FElectronic Notes in Discrete Mathematics, v. 66, p. 23 —
30. ISSN 1571-0653. doi: https://doi.org/10.1016/j.endm.2018.03.004. URL http:
//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065318300507. 5th Interna-
tional Conference on Variable Neighborhood Search, 2018.

SILVESTRI, S.; LAPORTE, G.; CERULLI, R. The rainbow cycle cover problem.
Networks, v. 68, n. 4, p. 260-270, 2016.

SUCUPIRA, R.; FARIA, L.; KLEIN, S.; SAU, I.; SOUZA, U. S. Maximum cuts
in edge-colored graphs. FElectronic Notes in Discrete Mathematics, v. 62, p. 87 —
92. ISSN 1571-0653. doi: https://doi.org/10.1016/j.endm.2017.10.016. URL http:
//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065317302548. LAGOS’17

— IX Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization, 2017.

TANG, L.; ZHANG, P. Approximating minimum label s-t cut via linear programming.
Latin American Symposium on Theoretical Informatics, p. 655-666. Springer, 2012.

XIONG, Y.; GOLDEN, B.; WASIL, E. The colorful traveling salesman problem. Extending
the Horizons: Advances in Computing, Optimization, and Decision Technologies, p.

115-123. Springer, 2007.

XU, R.; FARAGO, A. The landscape of minimum label cut (hedge connectivity) problem.
arXw preprint arXiw:1908.06541, 2019.

ZHANG, P. Efficient algorithms for the label cut problems. International Conference on
Theory and Applications of Models of Computation, p. 259-270. Springer, 2014.

ZHANG, P.; CAI J.-Y.; TANG, L.-Q.; ZHAO, W.-B. Approximation and hardness results
for label cut and related problems. Journal of Combinatorial Optimization, v. 21, n. 2,

p. 192-208, 2011.

ZHANG, P.; TANG, L. Minimum label st cut has large integrality gaps. arXiv preprint
arXiw:1908.11491, 2019.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065318300507
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065318300507
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065317302548
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1571065317302548

