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Devido a dificuldade de combater a populagao de Aedes aegypti, que tem grande
capacidade de reproducao, a dengue tornou-se um problema de satde piblica mun-
dial. Apesar dos esfor¢os do poder publico, que emprega métodos de controle, em
especial o quimico e mecénico, as iniciativas mostram-se, ainda assim, insuficientes.

Na tentativa de reduzir os casos de dengue, um método alternativo consiste no
uso de controle biologico do vetor transmissor por meio da bactéria Wolbachia. Em
linhas gerais, esta técnica coloca em interacao a populacao de mosquitos selvagens
com mosquitos contaminados com a bactéria, visando encurtar a longevidade do
inseto e alterar a sua fecundidade, tendo em vista que, sob certas condigoes, existe a
possibilidade da populagao inteira de mosquitos selvagens contrair a bactéria. Pelo
exposto, o objetivo geral do presente trabalho sera analisar a dindmica e propaga-
¢ao da Wolbachia em populacoes naturais do mosquito Aedes aegypti. Para tanto,
a modelagem matematica sera utilizada a fim de descrever a interagao entre as po-
pulagoes infectadas e nao-infectadas. O modelo proposto resulta em um sistema do
tipo reagao-difusao que sera resolvido usando a técnica da decomposi¢ao de ope-
radores sequencial, que combina método de Runge-kutta e método das diferengas
finitas para os operadores reacao e difusao, respectivamente.

Palavras-chave: Wolbachia ,Aedes aeqypti, reacao-difusao, diferencas finitas ,de-

composicao de operadores
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Due to the difficulty in combating the highly reproductive population of Aedes
aegypti, dengue has become a worldwide public health problem. Despite the efforts
of the government, which employs control methods, especially the chemical and
mechanical ones, the initiatives are still insufficient.

In an attempt to reduce dengue cases, an alternative method is to use biological
control of the transmitting vector through the Wolbachia bacterium. In general, this
technique interacts the population of wild mosquitoes with mosquitoes contaminated
with the bacteria, aiming to shorten the longevity of the insect and alter its fecundity,
given that under certain conditions there is a possibility that the entire population
of wild mosquitoes will contract the bacteria. Therefore, the general objective of
the present work will be to analyze the dynamics and propagation of Wolbachia
in natural populations of the Aedes aegypti mosquito. Therefore, mathematical
modeling will be used to describe the interaction between infected and uninfected
populations. The proposed model results in a reaction-diffusion type system that
will be solved using the sequential operator splitting technique, which combines the
Runge-kutta method and the finite difference method for the reaction and diffusion
operators, respectively.
keywords: Wolbachia, Aedes aeqypti, reaction-diffusion, finite differences ,operator-

splitting
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Capitulo 1

Introducao

A dengue é uma doenca recorrente nas regioes tropicais e subtropicais do planeta,
onde temperatura e pluviosidade sao adequadas as necessidades do vetor para um
perfeito desenvolvimento. Trata-se de uma doenca viral, transmitida pela picada
de fémeas do mosquito Aedes aegypti. Esse mosquito deposita seus ovos em aguas
limpas e paradas, podendo utilizar mesmo volumes bem pequenos de agua.

No Brasil, os primeiros casos de dengue datam do final do século XIX [I5]. O
levantamento realizado pelo Ministério da Satde, por meio do Boletim Semanal
Epidemiolégico, mostra que de janeiro até julho de 2018 foram constatados 187.830
casos provaveis de dengue no Brasil, havendo, assim, uma taxa de incidéncia no
valor de 90,5 para cada 100 mil habitantes. Em particular, no mesmo periodo,
foram identificados 1571 casos provéaveis com uma taxa de incidéncia de 193,6 para
cada 100 mil habitantes no municipio de Joao Pessoa, o que coloca o municipio como
a quinta maior incidéncia de casos provaveis de dengue no ranking dos municipios
que possuem de 500 a 999 mil habitantes.

Como forma de combater a doenga, o poder piiblico geralmente utiliza o controle
quimico através de inseticidas, atuando em diferentes fases do ciclo de vida do inseto.
Outro método empregado é o controle mecanico, que consiste em localizar e remover
focos de dgua parada e também no uso de mosquiteiros e telas. Todas as medidas
adotadas mostram-se, ainda assim, insuficientes, tornando-se necesséario o uso de
metodologias alternativas para combater o mosquito.

Na tentativa de reduzir os casos de dengue, um método alternativo consiste no
uso de controle biologico do vetor transmissor por meio da bactéria Wolbachia. Em
linhas gerais, esta técnica coloca em interacao a populacao de mosquitos selvagens
com mosquitos contaminados com a bactéria, visando encurtar a longevidade do
inseto e alterar a sua fecundidade, tendo em vista que, sob certas condicoes, existe
a possibilidade da populacao inteira de mosquitos selvagens contrair a bactéria.

Pelo exposto, o objetivo geral do presente trabalho sera analisar a dinamica e

propagagao da Wolbachia em populagoes naturais do mosquito Aedes aegypti. Para



tanto, a modelagem matemaética sera utilizada a fim de descrever a interacao entre
as populacgoes infectadas e nao-infectadas. Dessa forma, espera-se estar contribuindo
com Orgaos governamentais do setor de epidemiologia.

O estudo foi estruturado, além do capitulo de introducao, em mais seis capitulos,

os quais sao descritos a seguir:

e O segundo capitulo destina-se a abordar aspectos relacionados ao Aedes
aegypti, seu ciclo bioloégico e sua importancia como vetor de diversas doen-
¢as. Também serao abordados alguns indicadores e as principais medidas para
combater e prevenir tais doengas, com destaque para o uso do controle biol6-

gico por meio da bactéria Wolbachia.

e O terceiro capitulo apresenta uma revisao literaria de modelos matematicos
que retratam a dinamica populacional e o espalhamento de mosquitos nao-
infectados e mosquitos portadores da bactéria Wolbachia, detalhando aqueles
que sao mais atuais e que serviram de base para a construcao do modelo

matematico adotado nesta pesquisa.

e O quarto capitulo foi destinado para a formulacao do modelo mateméatico que
descreve a dinamica e a propagacao de mosquitos nao-infectados e infectados

com Wolbachia.

e O quinto capitulo mostra a formulacao numérica do modelo matematico ado-
tado. Para tanto, foi discutido o método das diferencas finitas com os seus
principais esquemas de diferencas para derivadas de primeira e segunda or-

dem.

e O sexto capitulo apresenta e avalia os resultados das simulagoes numéricas
para realizar projecoes a respeito da populacao de mosquitos nao-infectados e

infectados com a bactéria.

e O sétimo capitulo aponta as devidas conclusoes do trabalho, além de elencar

perspectivas para trabalhos futuros com o tema em questao.



Capitulo 2

A importancia epidemiolégica do

vetor Aedes aegypti

A Chikungunya, zika e dengue sao doencas causadas por virus e que tem como
principal transmissor o vetor Aedes aegypti, o qual transmite a infeccao por meio da
picada. Devido a dificuldade de controlar a populacao do mosquito transmissor, a
dengue tornou-se um problema de satide publica mundial. Diante dessa realidade,
pesquisas cientificas buscam métodos de controle mais eficientes para combater a
propagacao do virus, que pode levar uma pessoa a Obito. Neste capitulo, serao
apresentadas as principais caracteristicas do vetor Aedes aegypti, além de técnicas
de controle populacional, com destaque para o uso da bactéria Wolbachia como

agente de controle.

2.1 O vetor Aedes aegypti

O vetor Aedes aegypti é originario do KEgito, situado no continente africano.
A partir do século XVI, ele comecou a ser dispersado através de navios negreiros
para as regioes tropicais e subtropicais do planeta. A primeira obra publicada com
descrigoes cientificas do Aedes aegypti é do ano de 1762 [15].

O Aedes aegypti é€ encontrado, sobretudo, em areas urbanas. O crescimento da
populagao humana e o processo de urbanizagao favoreceram a propagacao do inseto,
tendo em vista que a construcao de moradias sem o devido tratamento de agua e
gestao dos residuos propiciam criadouros para o mosquito depositar seus ovos, uma
vez que qualquer ambiente que contenha agua limpa e parada, preferencialmente,
podem se tornar habitats para o seu desenvolvimento [46].

O ciclo biolégico do Aedes aegypti é composto de fases aquatica e alada, conforme
mostra a Figura [2.1] ocorrendo em quatro estégios: ovo, larva, pupa e mosquito

adulto. A duracgao do ciclo completo dura de 8 a 10 dias [13]. O inicio do ciclo



acontece com as fémeas realizando o deposito de ovos nas paredes dos recipientes
proximos a linha de dgua. Em condigoes favoraveis, isto ¢, com umidade e tempe-
ratura adequadas, os embrioes no interior dos ovos se desenvolvem, levando de dois

a trés dias, e em seguida eclodem [IT].

ADULTO

Figura 2.1: Ciclo de vida do mosquito Aedes aegypti
Fonte: <hlttps://www.iguiecologia.com /islandia-e-o-unico-pais-do-mundo-que-nao-tem-
mosquitos/ciclo-de-vida-mosquito/ >

A eclosao dos ovos se da assim que entram em contato com agua, dando origem a
larvas, segundo a Fundagao Oswaldo Cruz [16], em 10 minutos. Embora alguns ovos
nao cheguem a eclodir, devido a remocao ou evaporagao da agua acumulada, caso um
perfeito desenvolvimento tenha ocorrido, os ovos do mosquito terao uma resisténcia
a dessecacao e por consequéncia disso, existe a possibilidade de sobreviverem até
450 dias & espera do proximo periodo chuvoso e quente [17].

A fase larval tem duragao média de 5 dias, a depender da oferta de matéria orgé-
nica que é sua fonte de alimentacao, bem como da densidade das larvas presentes no
criadouro. Portanto, esta etapa é caracterizada por ser um periodo de alimentagao
e crescimento, onde baixas temperaturas e escassez de alimentos podem retardar a
evolugao da larva em pupa [I1].

A fase de pupa dura em média de 2 a 3 dias, sendo caracterizada por auséncia
de alimentagao e pela ocorréncia de transformagoes anatomicas e fisioldgicas, tendo
em vista que se trata do amadurecimento da larva para o estagio adulto [11].

O mosquito adulto alimenta-se de néctar e seiva das plantas. Contudo, as fémeas
sao hematofagas, alimentando-se também de sangue, que fornece proteinas funda-
mentais para a maturagao dos ovos. Sendo assim, somente as fémeas sao capazes de
transmitir virus [I7] [11].

O repasto sanguineo ¢ realizado pelas fémeas, normalmente, durante o amanhecer

ou ao entardecer. Para cada repasto sanguineo, geralmente, é realizada uma postura
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de ovos, o que leva cerca de trés dias em condigoes ideais. Entretanto, podem
ocorrer situagoes de mais de um repasto entre duas oviposi¢oes, aumentando, assim,
a probabilidade de transmissao do virus [11].

O processo de transmissdo do virus da dengue é mostrado na Figura 2.2] Seu
inicio se d&4 mediante a picada de um inseto fémea nao-infectado em um individuo
contaminado. Apods um certo periodo incubado, o virus fica ativo nas glandulas
salivares do hospedeiro, e a partir de entao, a picada do mosquito portador do virus
em um humano suscetivel ira tornar o individuo infectado, porém nao infeccioso por
enquanto. Apos um periodo que pode levar de 4 a 7 dias, a pessoa estaré infecciosa,
dando a possibilidade do ciclo de transmissao da dengue reiniciar, caso um mosquito

suscetivel faga o repasto sanguineo [34].

Ciclo de ; Sintomas
transmissdo .
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inocula o wirus em uma
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Figura 2.2: Ciclo de transmissao da dengue
Fonte: <https://pontobiologia.com.br/como-a-dengue-e-transmitida/ >

O mosquito Aedes aegypti esta apto para se reproduzir dentro de 24 horas apods
emergir para a fase adulta [II]. O acasalamento ocorre em seus habitats ou nas
suas imediagoes, uma vez que o Aedes aegypti possui baixa capacidade de dispersao,
limitando-se a uma extensao de até 400 metros com uma altura que varia de 50
cm a 120cm com relagdo ao solo [17] [13]. Entretanto, o deslocamento de pessoas
que transportam recipientes que contém ovos e larvas torna possivel a dispersao do
inseto para grandes distancias [11].

Outro fator que facilita a dispersao dos insetos consiste na sua alta capacidade
reprodutiva (em média 100 ovos por ciclo) e ampla distribuigdo em diversos reci-

pientes que contenham, preferencialmente, agua limpa e parada. Dessa maneira, a



sua grande capacidade de reproducao, longevidade de 30 a 35 dias, com uma morta-
lidade diaria de 10%, aliado a outros motivos, tais como a resisténcia a inseticidas e
a resisténcia dos ovos a dessecagao, tornam o combate com o vetor transmissor uma
dificil tarefa [I8] [11].

Diante da realidade citada, discutir métodos para combater o vetor transmis-
sor é fundamental para reduzir a transmissao da dengue e outras doencas graves.
Sendo assim, a proxima secao apresentara alguns dos principais métodos de controle

populacional do Aedes aegypti.

2.2 Medidas de controle e prevencao

A grande capacidade de reproducao do Aedes aegypti torna necesséria a utili-
zacao de medidas para combaté-lo para que se evite o surgimento de epidemias na
sociedade. Nesse sentido, os principais mecanismos de controle vetorial sao: meca-
nico, quimico e biologico.

O controle mecéanico consiste em ac¢oes que possibilitem a eliminac¢ao ou reducao
dos focos de criagao do mosquito, dentre as quais podemos citar: manter a caixa
d’agua fechada, colocar areia nos pratos das plantas, retirar agua acumulada de
pneus e lajes e lavar com escovas recipientes usados para armazenar agua. Além
disso, o uso desse método de controle acontece, mediante qualquer iniciativa que
possa prevenir o contato humano com o vetor transmissor, tais como o uso de mos-
quiteiros, repelentes, telas nas janelas das casas e uso de roupas de protegao [33].

A dificuldade em usar o mecanismo de controle mecénico reside na conscientiza-
¢ao e participagao da sociedade, tendo em vista que sao necessarias agoes semanais
para que se evite a realizacao do ciclo de vida do mosquito, que conforme citado
anteriormente, pode levar entre 8 a 10 dias.

O controle quimico consiste na utilizacao de produtos quimicos para combater o
vetor transmissor no estagio larval, onde utiliza-se larvicidas, ou no estégio adutlo,
utilizando-se adulticidas. Essa forma tem sido amplamente empregada por parte
dos o6rgaos governamentais para controlar o mosquito, com a disponibilizacao de
equipes de agentes de satude para aplicar larvicidas nas residéncias, ou também, os
populares fumacés que espalham inseticida encarregado de eliminar o mosquito na
fase adulta [33].

Apesar dos produtos quimicos serem eficientes para eliminar as larvas e o mos-
quito adulto, estudos identificaram que o uso excessivo de substancias quimicas
pode desencadear um efeito reverso, ja que a populacao suscetivel é eliminada, mas,
por outro lado, os mosquitos resistentes persistem e repassam a resisténcia para as
futuras geragoes.

De acordo com Carvalho e Moreira [9], o uso indevido dos inseticidas, que em



periodos de epidemia sao usados em grandes quantidades, bem como os intervalos
de aplicacao cada vez menores do que o recomendado, sao fatores que influenciam
diretamente na resisténcia dos mosquitos aos produtos quimicos. Diante deste cena-
rio, o Ministério da Satde, através do Programa Nacional de Controle da Dengue,
vem analisando, em diversas localidades do pais, novas possibilidades de controle
quimico e monitora a resisténcia do mosquito Aedes aegypti aos produtos quimicos

A dificuldade em realizar a¢Ges continuas no método de controle mecanico, assim
como a resisténcia dos mosquitos aos inseticidas e o risco de contaminagao ambiental,
no caso do controle quimico, torna necessaria a implementagao de novas estratégias
para combater o vetor Aedes aegypti, dentre as quais destaca-se o controle biolégico.

O controle biolégico consiste na utilizacao de parasitas, patogenos ou predado-
res naturais para realizar o controle populacional do vetor transmissor. No caso do
Aedes aegypti, peixes que consomem as larvas dos mosquitos sao utilizados como
predadores em grandes recipientes, tais como pequenas lagoas de jardim, piscinas
abandonadas, tanques destinados para coleta de aguas pluviais e demais reservato-
rios que nao podem ser eliminados [33] [9]. Esta estratégia demonstra-se limitada,
sendo impraticavel em ambientes como vasos de plantas, calhas e caixas d’agua [9].

Outra estratégia de controle biologico trata da introducao da bactéria Wolba-
chia na populacao de Aedes aegypti. Esta técnica coloca em interacao a populacao
de mosquitos nao-infectados e aqueles que sao portadores da bactéria, ja que, em
certas condigoes, o cruzamento entre essas espécies provoca redugao ou auséncia de
descendentes. A reducgao no nimero de descendentes juntamente com a carga viral
transportada pelas futuras geracoes dos mosquitos infectados diminuem, gradativa-
mente, a transmissao do virus a medida em que a infeccao bacteriana se propaga na
populacao. Por se tratar do objeto de estudo da presente pesquisa, essa estratégia

de controle populacional serda examinada com mais detalhes na proxima segao.

2.3 Wolbachia

A Wolbachia é uma bactéria que se caracteriza por ser intracelular e que esté
presente, sobretudo, nos tecidos reprodutivos em aproximadamente 66% de todas
as diferentes espécies de insetos [23] [31]. Foi descoberta em 1924 pelo patologista
Samuel Burt Wolbach, que em conjunto com o entomologista Marshall Hertig cons-
tituiram os fundamentos para os estudos atuais e futuros [29]. Desde sua descoberta,
intimeras pesquisas foram realizadas para avaliar os efeitos causados pela Wolbachia
em seus hospedeiros e sua diversidade.

Dentre as pesquisas realizadas, algumas demonstram que, no caso do hospedeiro

Aedes aegypti, o qual é contaminado pela Wolbachia por meio de injegoes no embriao



em desenvolvimento, o uso dessa bactéria é capaz de promover uma reduc¢ao no
ntmero de casos de dengue. Isto ocorre devido a sua habilidade em poder inibir o
vetor transmissor do virus da dengue de diferentes formas, o que dependera da cepa
utilizada [§] [35].

Estudos realizados com mosquitos portadores das cepas WMel e WMelPop com-
provaram uma reducao em sua expectativa de vida, respectivamente, em até 10%
e 50% [45]. Dessa forma, a escolha da cepa WMelPop torna pouco provéavel a per-
sisténcia dos mosquitos portadores da Wolbachia competindo com a populagao de
insetos naturais, o que difere com a selecao da cepa WMel, devido ao aumento da
longevidade dos mosquitos [34].

Outro efeito importante que diferencia as duas cepas de Wolbachia trata da
viabilidade dos ovos. Na cepa WMel, os efeitos nao sao significativos, por outro
lado, ja na cepa WMelPop ocorre uma redugao acentuada nos ovos infectados. Sendo
assim, a cepa WMel tem a possibilidade de persistir por mais tempo em regides onde
ocorram longas estacoes secas [45].

Além dos efeitos ja citados, experimentos realizados com algumas cepas de Wol-
bachia comprovaram a limitacao do mosquito transmitir a dengue pela saliva, em
virtude da capacidade de eliminar, quase perfeitamente, o virus da dengue nas glan-
dulas salivares do hospedeiro [24].

Adicionalmente, uma consequéncia causada pela Wolbachia, independente da
cepa, traduz-se na capacidade de manipular a reproducao dos mosquitos por meio
de um fenémeno denominado incompatibilidade citoplasmética. Este processo, de
acordo com Almeida [I], consiste na redugao ou auséncia de descendentes quando fé-
meas nao-infectadas cruzam com machos infectados, alterando assim a fecundidade
dos mosquitos. Neste sentido, algumas cepas de Wolbachia sao capazes de inviabi-
lizar a eclosao de todos os ovos, enquanto outras provocam apenas uma diminui¢ao
da eclosao dos ovos [§].

Almeida [I] afirma, ainda, que um outro cruzamento incompativel se origina
a partir da relacao entre machos e fémeas contaminados com cepas diferentes de
Wolbachia, conforme é mostrado na Figura 2.3 em que houve o cruzamento entre
mosquitos contaminados com duas cepas distintas quaisquer, A e B.

De forma complementar, Ndii et al. [35] resumem a incompatibilidade citoplas-

matica em 4 possibilidades:

1. Machos e fémeas nao-infectados produzem descendentes com auséncia da bac-

téria.

2. Machos com auséncia da bactéria e fémeas contaminadas produzem, em certa

propor¢ao, descendentes infectados e nao infectados.



3. Machos contaminados e fémeas nao infectadas nao produzem descendentes,

muito embora, o embriao seja formado.

4. Machos e fémeas infectados constituem, em certa proporcao, descendentes

contaminados e nao contaminados.
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Figura 2.3: Representacao Esquemética da Incompatibilidade Citoplasmatica
Fonte: Almeida(2012)

Na concepgao de Kim [2§], a incompatibilidade citoplasmatica é classificada em
dois tipos, que sao: transmissao maternal perfeita e transmissao maternal imperfeita.
O primeiro caso ocorre quando todos os descendentes herdam a infeccao da mae.
Caso contrario, é dito que houve uma transmissao maternal imperfeita, que acontece,
em particular, quando cruzamentos entre fémeas e machos contaminados resultam
em ovos inviaveis ou, ainda, no momento em que a relagao entre fémeas contaminadas
e machos nao contaminados originam uma prole saudavel, embora a probabilidade

em que isto ocorra seja de aproximadamente 1% [21].
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Figura 2.4: Tipos de transmissao da Wolbachia
Fonte: Autoria propria

Diante da eficiéncia de transmissao maternal da bactéria, o uso da Wolbachia
como agente de controle biol6gico vem sendo proposto pela comunidade cientifica
para combater principalmente a propagacao do virus da dengue. Em consequéncia

disso, as futuras geracoes de mosquitos com Wolbachia podem crescer ao passo que a



populacao inteira de Aedes aegypti pode ser infectada pela bactéria, o que dependeré
do tempo de vida dos mosquitos infectados comparado aos mosquitos selvagens, haja
vista a capacidade da bactéria em reduzir pela metade o tempo de vida do vetor
transmissor [3] [32].

Algumas pesquisas indicam a possibilidade da populacao de mosquitos infecta-
dos com a bactéria Wolbachia da cepa WMel se estabilize na populacao de insetos
naturais, o que se deve a taxa de transmissao maternal das fémeas ser de 100%,
assim como a longevidade do inseto, que conforme citado anteriormente, é reduzida
em até 10% quando comparada aos mosquitos nao infectados [45] [25] [34].

Essa persisténcia, evidentemente, aumenta o potencial de invasao da infeccao
na populacao e, em virtude disso, reduz os casos de transmissao de dengue. Neste
sentido, a escolha de uma cepa apropriada de Wolbachia é fundamental para que
este quadro se instale nas regioes em que este método de controle biolégico seja
empregado [34].

Em resumo, dentre as principais caracteristicas da Wolbachia que podem influ-
enciar a dinamica da populacao do hospedeiro estao a incompatibilidade citoplas-
matica, a taxa de mortalidade do mosquito e a transmissao materna. Além disso, a
diminuicao da quantidade de sangue consumida pelo vetor bem como da carga viral
carregada pelos mosquitos sao propriedades que reduzem a transmissao do virus da
dengue [34].

Por meio das informagoes apresentadas, pode-se dizer que os efeitos proporcio-
nados pela Wolbachia no hospedeiro fundamentam a sua utilizagao como estratégia
para combater a transmissao do virus da dengue, o que ja vem sendo proposto por
algumas pesquisas experimentais que serao descritas na proxima se¢ao. Além disso,
o fato da bactéria nao proporcionar danos a saiide humana reforca a viabilidade do

uso deste método de controle biologico.
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Capitulo 3

Modelos Matematicos para Dinamica

e Propagacao da Wolbachia

Os esforgos para realizar estimativas, quanto ao impacto que a utilizacao da Wol-
bachia pode ocasionar em populacgoes naturais de Aedes aegypti, datam do final da
década de 50. Desde entao, iniimeras pesquisas foram realizadas com o proposito de
construir modelos matemaéticos, algumas das quais sao listadas a seguir em um breve
levantamento historico. Além disso, neste capitulo, foram detalhados alguns mode-
los matematicos, em especial o que foi utilizado como paradmetro para a construgao

do modelo adotado neste trabalho.

3.1 Breve historico de Modelos Matematicos com

Wolbachia

O trabalho publicado por Caspari e Watson [10], em 1959, foi uma das primeiras
tentativas de modelar o fendbmeno da incompatibilidade citoplasmatica, que havia
sido investigado, cuidadosamente, na pesquisa de Laven, publicada em 1957, o qual
usou populagoes locais de Culex pipiens, identificando o cruzamento entre fémeas
da cepa Oggelshausen (Og) e machos da cepa Hamburg (Ha) como inférteis, uma
vez que foi observado que os embrioes morrem. Laven justificou que diferencas entre
os citoplasmas de ambas as cepas do Culex pipiens poderiam estar ocasionando o
processo de incompatibilidade citoplasmatica [10].

Para modelar o fenémeno, Caspari e Watson utilizaram uma andlise baseada
na frequéncias das espécies(do citoplasma) Og e Ha para cada geragao. Por meio
das estimativas realizadas com o auxilio de uma férmula iterativa, os pesquisadores
mostraram que em uma populacao misturada com os citoplasmas Og e Ha, em
sucessivas geragoes, resultaram na extingao do citoplasma Og.

No ano de 1994, Turelli [42], em seu estudo que tinha como finalidade analisar
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a selecao de genes em parasitas e hospedeiros que influenciam a incompatibilidade,
prop6s modelos que levam em consideragao de que maneira a taxa de transmissao
maternal, os custos de fecundidade (perdas de fecundidade) e o nivel de incompati-
bilidade pode expandir para a populacao por meio do controle de genes do parasita
ou do hospedeiro.

Para cumprir o objetivo do estudo, Turelli pesquisou a evolucao do parasita
ao observar variantes que alteram a fecundidade de fémeas hospedeiras, o nivel
de incompatibilidade entre machos infectados e fémeas nao-infectadas, a eficiéncia
de transmissao maternal e a compatibilidade reciproca de mosquitos infectados. O
autor fez a analise levando em consideracao variantes completamente compativeis, ou
seja, admitindo que o cruzamento de mosquitos contaminados produz embrides que
nascem com a mesma taxa comparada ao relacionamento entre mosquitos selvagens.
Sendo assim, a tnica fertilizacao incompativel ocorre quando um macho infectado
fertiliza uma fémea nao-infectada, o que pode, segundo o modelo adotado, produzir
descendentes com uma taxa relativa de nascimentos.

Turelli realizou, ainda, uma avaliagao com parasitas parcialmente incompativeis,
em que concluiu que uma nova variante que aumenta a fecundidade efetiva, porém
que torna as fémeas incompativeis parcialmente com os machos infectados presentes,
somente acontecera quando tal crescimento for suficientemente maior que as perdas
da prole originadas pela incompatibilidade citoplasmética.

No trabalho de Schofield [40], publicado em 2002, modelos matematicos foram
comparados para avaliar a dispersao de insetos, bem como a propagacao da infecgao.
Em particular, a presente pesquisa realiza uma modelagem da propagacao espago-
temporal da Wolbachia em populagoes de Drosophila simulans. Para tanto, foram
usadas equagoes de difusao-reagao e integro-diferenciais, as quais introduzem trans-
missao maternal imperfeita, mas também incompatibilidade citoplasmatica entre
féemeas infectadas e machos nao-infectados.

As simulagoes numéricas foram feitas em um grid envolvendo 200 pontos, que
representavam um dominio espacial de 2000 km. Por outro lado, também foram
geradas simulacoes com 1000 pontos, com o mesmo espacamento adotado no caso
anterior, mas os resultados apresentados foram iguais no mesmo intervalo de tempo.
Os resultados numéricos mostraram que a dispersao dos mosquitos portadores de
Wolbachia na populacao esta relacionada com a abordagem de dispersao utilizada,
ao invés dos valores utilizados como parametros, tendo em vista que a propagacao da
bactéria na populagao de Drosophila simulans nao foi bem modelada com equagoes
de difusao-reacao, nao justificando, assim, as diferencas obtidas entre a dispersao
observada e estimada.

Engelstadter, Telschow e Hammerstein [14], em 2004, investigaram a dinamica

da infeccao da Wolbachia para os casos em que existem relacoes entre hospedeiros
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portadores de tipos de Wolbachia distintos, os quais foram denominados no trabalho
como PI-Wolbachia, CI- Wolbachia e MK-Wolbachia. O presente trabalho visou ana-
lisar a possibilidade de diferentes cepas de Wolbachia conviverem em uma mesma
populacao hospedeira. Para tanto, foram considerados dois modelos de populagoes
que estao infectados com CI- Wolbachia e MK-Wolbachia ou PI- Wolbachia. Diante
dos resultados obtidos, foi possivel concluir que a coexisténcia entre diferentes ce-
pas de Wolbachia € viavel, desde que certas condi¢oes sejam satisfeitas. Entretanto,
baseado em Turelli [42], uma populac¢ao pode ser invadida por Wolbachia que induz
IC, caso a infeccao atinja uma frequéncia limite.

Rasgon e Scott [38], em pesquisa publicada no ano de 2004, incorporaram ele-
mentos complexos no modelo, tais como a estrutura etaria da populagao de vetores
e geragoes de mosquitos sobrepostos, para compreender a dindmica da propagagao
da Wolbachia dentro das populagoes. Diante do entendimento destes fatores eco-
logicos, os autores acreditaram ser possivel melhor dimensionar a quantidade de
mosquitos contaminados que devem ser langados. No modelo matricial desenvol-
vido para realizar tal estimativa, Rasgon e Scott incorporaram a estrutura etéria da
populacao e geracoes sobrepostas, avaliando os efeitos ocasionados pela introducgao
destes elementos no modelo. Desse modo, foi possivel verificar que o entendimento
de fatores biologicos ¢ fundamental para compreender estratégias de controle de
doengas transmitidas por vetores transgénicos [38].

No ano de 2005, Telschow, Hammerstein e Werren [41] estudaram a influéncia
da incompatibilidade citoplasmética e genética na especiagao e reforgo. Por espe-
ciagao, segundo Andrade [2], entende-se como o processo evolutivo para a gera¢ao
de novas espécies, que normalmente ocorre devido a mutagoes génicas que surgem
em diferentes populagoes de uma mesma espécie. Em consequéncia dessas mudan-
¢as, as populacoes podem chegar ha um certo nivel de diferenciacao que nao se
aconselhe o acasalamento entre individuos dessas populagoes, ocasionando, assim, a
consolidagao de espécies distintas por meio do isolamento reprodutivo.

Para o desenvolvimento do estudo, os pesquisadores levaram em consideragao a
incompatibilidade citoplasmatica (IC) do tipo bidirecional, que ocorre, frequente-
mente, quando varias cepas de Wolbachia infectam uma mesma populagao hospe-
deira. Com o objetivo de examinar a influéncia da IC bidirecional, que funciona
como um mecanismo de isolamento da populacao hospedeira, no favorecimento da
evolucao de preferéncias reprodutivas femininas quanto aos seus companheiros, fo-
ram utilizadas comparagoes entre modelos matematicos que avaliam a dindmica da
Wolbachia e modelos de reforgo baseado em incompatibilidade genética nuclear. O
reforco consiste num processo que proporciona a intensificacao do isolamento repro-
dutivo, aumentando, assim, as diferengas genéticas entre as populagoes [41].

Em 2007, Vautrin et al. [44] realizou uma adaptagao do modelo matematico
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de Turelli [42], reescrevendo-o em forma matricial. Com as mudangas realizadas,
o modelo proposto por Vautrin et al. [44] proporcionou descrever a dinamica da
infecgao para casos que hajam multiplas infeccoes com Wolbachia, isto é, a populagao
hospedeira pode estar sujeita hé diversos tipos da bactéria. O modelo desenvolvido
foi utilizado na compreensao dos efeitos proporcionados por infecgoes duplas, mas
também de fatores que atuam na Wolbachia quando existem multiplas infecgoes.

Haygood e Turelli [22], em estudo realizado no ano de 2009 , buscaram compre-
ender a evolugao de bactérias causadoras de IC, enfatizando aspectos que podem
diferir entre elas, tais como a intensidade da incompatibilidade citoplasmética, a
fecundidade e a transmissao eficiente de fémeas infectadas. Para desenvolver o es-
tudo, a populacao hospedeira foi subdividida e os efeitos proporcionados por essa
segmentacao foram verificados por meio da utilizacao de modelos estocésticos e de-
terministicos [22].

Turelli [43], no ano de 2010, realizou uma anélise baseada em geragoes sobrepos-
tas para compreender o desequilibrio gerado na populacao de mosquitos oriundos
da reducgao da sua expectativa de vida e do desenvolvimento alongado. Para Turelli,
entender o desequilibrio pode mostrar informagoes estratégicas para manipular po-
pulacgoes naturais, o que pode ser extremamente relevante tratando-se de mosquitos
transmissores de doencas.

Os efeitos de infecgoes causadoras de IC, tais como o tempo de desenvolvimento e
a longevidade do mosquito nao podem ser analisadas pela analise de geragao discreta
proposta no trabalho de Caspari e Watson. Partindo dessa motivagao, Turelli admite
em sua analise uma transmissao maternal perfeita e, muito embora, existam outros
efeitos ocasionados por infec¢oes indutoras de IC, considerou, apenas, o tempo de
desenvolvimento e a longevidade [43].

Existem diversas formas de se propagar a populacao de insetos. Turelli e Balton
[4], em 2011, investigaram a influéncia de atributos como a taxa de propagagao,
condicoes para iniciar a propagacao numa localidade e ondas de bloqueio originadas
por variagoes na densidade populacional para analisar a dinamica populacional de
insetos. Para realizar tal anélise, o estudo foi direcionado em aspectos da dinamica
espacial biestavel. Como consequéncia da pesquisa, foram apresentadas condigoes
robustas para iniciar e interromper a propagacao dos vetores transmissores por meio
de um parametro de aproximacao ctubica que pode ser utilizado em diversos modelos.

Como ja visto no capitulo anterior, a Wolbachia tem um grande potencial para
ser usada como agente de controle de vetores transmissores de patdégenos humanos,
dentre eles o Aedes aegypti. Diante disso, é preciso entender como a infeccao da
Wolbachia pode propagar-se espacialmente na populagao de insetos. Para tanto,
modelos matematicos de reacao-difusao tém sido usados para tal finalidade, contudo,

nao levam em consideracao aspectos demograficos das populagoes, os quais podem
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contribuir na melhoria do entendimento da dindmica da Wolbachua.

Para suprir a auséncia dos aspectos citados em modelos de reacao-difusao, Han-
cock e Godfray, em 2012, desenvolveram um modelo metapopulacional que descreve
a influéncia demografica, mas também da dindmica da populacao hospedeira, na
propagacao da Wolbachia. Uma das principais diferengas entre a modelagem pro-
posta neste trabalho das que utilizam modelos de reagao-difusao, de acordo com
os pesquisadores, consiste no tamanho da populagao hospedeira, que é regrada em
cada subpopulacao, da metapopulagao, por meio da competigao juvenil dependente
da densidade. Adicionalmente, o modelo estrutura os hospedeiros pela idade, especi-
fica os efeitos proporcionados aos insetos pela Wolbachia, também, pela faixa etaria
e, por fim, leva em consideracao que existe uma transmissao maternal imperfeita
[20].

O modelo matematico proposto por Hughes e Britton [27], em 2013, examina
como introduzir a Wolbachia na populacao de Aedes aegypti, de modo que a bactéria
possa ter efeitos no controle da transmissao da dengue. No processo de modelagem,
foi realizada uma combinacao entre modelos de infeccao da dengue, que se trata de
uma adaptacao de modelos para maléaria, com modelos para Wolbachia, gerando,
assim, uma nova formulacao para avaliar a dinamica da populacao de insetos estru-
turados em estagios, os quais sao descritos como susceptivel, exposto e infeccioso
[27] .

Huang, Tang e Yu [26], em 2015, constituiram um modelo de sistema de reagao-
difusao com o intuito de verificar a evolucao da infeccao por Wolbachia em areas
naturais. Para alcancar tal objetivo, foi encontrado que a difusao influencia na
frequéncia de infeccao minima para que a Wolbachia se propague na populagao de
insetos inteira, exceto em casos onde a longevidade dos mosquitos nao se altera, ao
passo que a taxa de nascimentos é reduzida pela metade. Alguns dos parametros
adotados na modelagem foram o nivel de transmissao materna e a intensidade da
incompatibilidade citoplasmatica [26].

Em estudo desenvolvido em 2017 na FioCruz, Baptista et al. [3] teve como fi-
nalidade compreender a dinamica do controle biologico com o uso da Wolbachia.
Diante disso, propds um modelo matemético baseado em equacoes diferenciais or-
dinérias para a disseminacao de mosquitos contaminados com Wolbachia, que em
linhas gerais, considerou a populacao de mosquitos divididos em dois grupos, que sao:
mosquitos naturais e contaminados. Com os resultados, os pesquisadores identifica-
ram que o tempo de vida dos vetores portadores da bactéria deve ser, relativamente,
proximo ao dos vetores selvagens para que a infec¢ao possa ser propagada para toda

a populacao, ao passo que os mosquitos naturais serao extintos.
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3.2 Descricao de alguns Modelos Matematicos con-

siderando a utilizacao da Wolbachia

A pesquisa de Ndii et al.[36], publicada em 2015, teve como objetivo desen-
volver um modelo matemético para mensurar as implicagoes nos casos de dengue
humana a partir da introdugao da bactéria Wolbachia na populagao de mosquitos
transmissores. A modelagem foi constituida através de um sistema baseado em com-
partimentos de equagoes diferenciais de primeira ordem. Os resultados mostraram
a possibilidade de que haja reducoes significativas nos casos de dengue, contanto
que a populacao de mosquitos contaminados com Wolbachia sobrevivam o suficiente
para competirem com os insetos nao-infectados.

A formulagao do modelo compreende doze compartimentos, que representam as

populacgoes humana e de mosquitos, conforme mostrado na Figura |3.1
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Figura 3.1: Representacao esquematica do modelo proposto por Ndii et al. [36]

Fonte: Autoria propria

No modelo representado na Figura [3.1, a populagao de mosquitos foi dividida
em quatro subpopulagoes: Aquética (A), Susceptivel (S), Exposta(E) e Infecciosa
(I). A diferenciagao entre os mosquitos infectados e nao-infectados com Wolbachia é
realizada por meio dos subscritos W e N, respectivamente. Por outro lado, a popu-
lacao humana ¢é representada pelo subscrito H e, também ¢ segmentada em quatro
subpopulagoes, que sao: Susceptivel (S), Exposto(E), Infeccioso (I) e Recuperado
(R).

Em linhas gerais, o modelo, reportado por meio da representacao esquemaética,
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recém apresentada, nos mostra que humanos suscetiveis tornam-se expostos depois
de terem sido picados por mosquitos infecciosos, contaminados ou nao com Wolba-
chia, ao passo que tal acontecimento pode ocorrer, respectivamente, com uma taxa
de bNTNL[N e bwTHwLIW

Em relagao a populacgao dos vetores, os insetos que estao na fase aquatica infec-
tados com a Wolbachia transformam-se em adultos portadores da bactéria, segundo
uma propor¢ao « da taxa 7y, que representa os adultos contaminados com a Wol-
bachia. Por outro lado, a proporgao (1-a) da taxa 7y torna-se adultos livres da
bactéria, devido aos efeitos da transmissao maternal imperfeita da Wolbachia.

Os mosquitos na fase aquética possuem uma taxa de mortalidade de pya4, ou
evoluem para mosquitos fémeas suscetiveis com uma taxa de 7y. Vale salientar
que metade dos mosquitos que amadurecem para a fase susceptivel sao fémeas.
Diante da picada do mosquito suscetivel em humanos infecciosos, o vetor transmissor
progride para a classe exposto com uma taxa de byTnxIg. Por fim, o inseto torna-se
infeccioso com uma taxa de yy. Esse mesmo processo é conduzido quando se trata
de mosquitos portadores da bactéria Wolbachia, com as devidas taxas consideradas.

Adicionalmente, o humano suscetivel apos ser picado por um mosquito infec-
cioso torna-se exposto com uma taxa de byTnLIy. Posteriormente, os humanos
transformam-se em infecciosos com uma taxa de vy, podendo, ainda, recuperar-se
do virus com uma taxa o.

Bliman et al. [5], em conformidade com Baptista et al. [3], propos e analisou
um modelo para a dinamica da Wolbachia, o qual possibilitou pesquisar estratégias
efetivas para o lancamento de mosquitos portadores da Wolbachia, de modo que a
populacao de Aedes aegypti, por inteira, fique infectada com a bactéria.

No modelo matemético proposto por Bliman et al. [5], dois estagios de vida da
populagao dos mosquitos sao considerados: fase preliminar, que envolve o ciclo de
vida inicial do mosquito e que, portanto, estao presentes aqueles em forma de ovo,
larva e pupa; fase aérea, correspondente aos vetores que sao adultos maduros.

O estagio preliminar é representado pela variavel L, enquanto que a fase aérea
pela variavel A. Existe uma distincao, também, no modelo, entre a populacao de
mosquitos infectada com Wolbachia e a selvagem, denotadas, respectivamente, pelos
subscritos W e U. Sendo assim, podemos destacar ao invés de duas, mas sim quatro

variaveis de estado presentes no modelo evolucionario, as quais sao destacadas a

seguir.
dL A
d_tU = OéUmAAU — VLU — M(l + K(LW + LU))LU (3]_)
dA
dLyy
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dAw

Observe que Ly trata da populacao, na fase aquéatica, de insetos nao-infectados
e Ly difere, apenas, por quantificar os mosquitos infectados. Da mesma forma,
temos que Ay retine os vetores selvagens que estao na fase adulta e Ay, distingue,
somente, pelo fato de contabilizar os insetos portadores da bactéria Wolbachia.

Os parametros contidos no modelo apresentado sdo descritos na tabela [3.1]

Tabela 3.1: Parametros do modelo

Notagao Significado

ay,ay  Taxa de fecundidade de insetos selvagens e infectados

v Taxa de transferéncia dos estagios iniciais para o adulto
14 Taxa de mortalidade dos insetos selvagens e infectados nos estégios iniciais
158 Caracteristicas da taxa de mortalidade adicional na fase inicial

tu, pw  Taxa de mortalidade dos insetos selvagens e infectados na fase adulta

Convém verificar, no modelo, que a taxa de mortalidade per capita dependente
da densidade, correspondente a expressao pu(1 + K(Lw + Ly)), esta presente nas
equagoes referentes aos estégios iniciais dos insetos, nao influenciando, assim, a
presenga da bactéria. Outro termo também que independe da presenca da bactéria
¢ a taxa de transferéncia per capita v, responsével por quantificar a passagem dos
mosquitos da fase imatura para a adulta.

O encurtamento do tempo de vida dos mosquitos portadores da bactéria Wolba-
chia e a reducao da taxa de fecundidade sao fatores que, evidentemente, influenciam
na quantidade de insetos que passam da fase imatura para a adulta. Nesse sentido, o
modelo proposto avalia os efeitos da incompatibilidade citoplasmética ao examinar a
probabilidade de uma fémea sem contaminacao cruzar com um macho nao-infectado,
o que é determinado pela expressao Aﬁ—[félw‘

Sendo assim, a taxa de nascimentos de insetos selvagens é proporcional a pro-
babilidade de fémeas e machos, ambos nao-infectados, acasalarem, mas também
a quantidade de mosquitos adultos selvagens. Ja a taxa de nascimentos oriundas
de mosquitos fémeas contaminadas com a bactéria é proporcional, meramente, a
quantidade de adultos que sao portadores da Wolbachia.

Por fim, o modelo contém a variavel u, a qual representa uma variavel para
controlar a liberagao de larvas contaminadas para que se promova, completamente,
o equilibrio da infeccao da Wolbachia, a partir de condi¢oes iniciais arbitrarias.

Na pesquisa realizada por Duarte et al. 7], o modelo matemético proposto es-
trutura a populagao pelo sexo, havendo intera¢oes entre mosquitos fémeas e machos

selvagens, mas também de insetos contaminados com a cepa WMelPop de Wolbachia.
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Essa espécie da bactéria, segundo Woolfit et al. [47], é capaz de invadir a popula-
¢ao de insetos por meio da IC, mas também pela transmissao materna; diminuir a
proporc¢ao de mosquitos mais velhos na populagao, os quais sao responsaveis, predo-
minantemente, pela transmissao do virus da dengue e inibir, de maneira eficiente, a
propagacao do virus nos vetores.

De modo geral, o modelo usado nessa pesquisa incorpora uma variavel de decisao,
que identifica a necessidade de realizar agoes de controle populacional por meio de
langamentos continuos de mosquitos contaminados com a bactéria, cultivada em
condicoes de laboratorio. Dessa maneira, a adocao da abordagem de controle 6timo
tornou possivel acompanhar o estado da propagacgao da infecgao na populagao, mas
também de verificar a reposicao necessaria de mosquitos para que a infecgao se
propague e estabilize.

As estratégias de reposicao dos mosquitos portadores da bactéria da cepa WMel-
Pop foram definidas de duas formas para situacoes em que, embora a densidade da
populacao de mosquitos naturais esteja proxima dos valores de equilibrio, seja possi-
vel assegurar, eventualmente, a substituicao da populacao de insetos selvagens pela

infectada com Wolbachia. Em resumo, as estratégias consistem em:

1. Intmeras liberagoes continuas de vetores com uma taxa de langamento cons-

tante.

2. Intmeras liberagoes continuas de vetores com uma taxa de lancamento que

varia em func¢ao do tempo.

Como consequéncia das duas abordagens, temos que quando a taxa de langa-
mento é constante, os custos para cultivar a bactéria em laboratorio sao despreza-
dos, tendo em vista que uma grande parte dos mosquitos langados podem morrer
e, evidentemente, nao participariam na consolidacao da populagao infectada com
a bactéria. J& no caso em que taxa de lancamento é variavel, o uso da teoria do
controle 6timo permitiu minimizar os custos relacionados ao cultivo dos mosqui-
tos portadores da bactéria em laboratorio, bem como estimar valores finitos para a
reposicao populacional.

O modelo matemético usado para descrever a dindmica da populacao de mosqui-
tos Aedes selvagens, no estudo de Campo-Duarte et al. [7] , é baseado no conceito

da reprodugao sexual sem formagao de par:

dM
S~ CA(F M) —uM
7 eA(F, M) — p

(3.5)
‘2—]; = (1= A(F, M) —6F
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Em resumo, as fungoes M(t) e F(t) representam, respectivamente, as densidades
dos vetores machos e fémeas selvagens presentes no instante de tempo t. A funcao
de nascimento per capita, denotada por A(F, M), informa a taxa de recrutamento
de novos mosquitos, que corresponde a um valor médio de descendentes que chegam
até a fase adulta por unidade de tempo. De acordo com Lindstrom e Kokko [30], a

fungao nascimento pode ser definida por

pMF

A<F’M):M+F

e~ (MHE) (3.6)

Os termos i e ¢ retratam a taxa de mortalidade caracteristicas por sexo e a
expressao (1-€) determina a propor¢ao sexual na prole, geralmente, considerada como
1:1. Adicionalmente, com relacao aos termos presentes na equagao , temos que
o parametro p descreve o nimero de ovos vidveis produzidos por uma fémea em
média por dia. O termo exponencial simboliza a questao da sobrevivéncia dos ovos
nas fases de larva e pupa e, por tltimo, o pardmetro o é responsavel por regular o
desenvolvimento de larvas em adultos, o que depende da densidade e da competigao
larval.

A utilizacdo da fungao nascimento (3.6) no modelo definido pelo sistema de
equagoes nos conduz a uma adaptacao realizada sob a definicao dos modelos

de Kolmogorov, mostrada a seguir:

aMm - _PF )
(3.7)
— = F9(M.F), Q(M,F)—We 0.

Os modelos de Kolmogorov possibilitam descrever o comportamento de duas
espécies em que a taxa de crescimento per capita de cada espécie, expressa pelas

fungoes f(M, F) e g(M, F), dependam do tamanho da populagao de cada espécie

[6].

A inclusao de mosquitos infectados com Wolbachia na populagao é possivel, do
ponto de vista matemético, mediante a adequagao do modelo (3.7, tendo em vista
que a densidade populacional seréd representada, a partir de entao, por

M(t) = My(t) + Mu(t) e F(t) = Fu(t) + Fu(t), (3.8)

em que M, e F,, correspondem a densidade de machos e fémeas selvagens e, por outro
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lado, as variaveis M,, e F,, configuram a densidade de machos e fémeas portadores
de Wolbachia.
Para representar a densidade dos mosquitos e as condigoes iniciais sao conside-

rados, respectivamente, os vetores

X(t) = (Mn(t), Fi(t), Mw (1), Fw(t))',  X(0) = Xo = (Mn(t), Fn(t), My (), Fiw (1))’

(3.9)
sendo assim, portanto, a dindmica populacional, na presenca de mosquitos naturais
e portadores da bactéria, dada pelo sistema de equagoes diferenciais ordinarias
dX
= G()
dt (3.10)
X(0) = X,
Vale salientar que as componentes do campo vetorial G = (G1, G2, G3,G4)" séo
dadas por:
enpnEFNMy —o(My+Fy+My+F
Gi(My, Fn, My, Fy) = e o Mn+HEN+Mw+Ew) _ N
1(N N, Mw W) My + Fy + My + Fyr UNMN
(3.11)
(I —en)pnENMN  _uysr
Go(My, Fn, My, F = el N+N+MW+FW)_6F’
o( My, F, My, Fyy) My + Fy + My + Fiy NEN
(3.12)
ewpw Fw (My + Mw) vyt Py 0w +F)
Gs(My, Fy, My, Fy = e CWINTENTHWTEW) i My,
3(My, Fiy, My, Fy) My + Fx + My + Fiy Hw Vi
(3.13)
(1 —ew)pwFw My + Mw) _oayir
Gy(Mp, Fn, My, F; = e~ O Mn+Fn+Mw+Fw) _ 5
1(My, Fy, My, F) My + Fx + My + Fy wew
(3.14)

Note que, a dinamica populacional dos mosquitos selvagens é semelhante com
a realizada a partir da inclusao dos insetos contaminados, uma vez que que as
expressoes ﬁ e ﬁ constituem as proporcoes sexuais priméarias de mosquitos
naturais e infectados com a Wolbachia. Adicionalmente, os vetores (fin, 95) € (fw, Ow)
representam as taxas de mortalidade de machos e fémeas selvagens, bem como dos
portadoras da bactéria. Os termos p,, e p,, caracterizam, na devida ordem, as taxas
de fecundidade de fémeas nao-infectadas e infectadas com Wolbachia e, por fim, o

termo exponencial é capaz de regular a dependéncia da densidade na fase larval e a
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competicao por alimentos e criadouros entre mosquitos naturais e os portadores da
bactéria.

Com base em alguns dos modelos apresentados, no préoximo capitulo, serd mos-
trada a formulacao desenvolvida para avaliar, nesta pesquisa, a dindmica de espa-
lhamento e interagao da populacao de individuos portadores da bactéria Wolbachia

com mosquitos naturais.
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Capitulo 4

Formulacao Matematica para
Dinamica de Populacoes de

Mosquitos Naturais e Portadores de
Wolbachia

O presente capitulo destina-se, inicialmente, a elaboragao do modelo matematico
que descreve o comportamento das populacoes infectadas e nao infectadas por Wol-
bachia. Para tanto, foi utilizado um sistema de equagoes de reacao-difusao, onde o
termo reativo foi obtido a partir de uma adaptagao do modelo proposto por Campo-
Duarte et al. [7]. Em seguida, os parametros utilizados na formulagao matemética
serao levantados na literatura a fim de realizar, posteriormente, as simulagoes nu-

méricas.

4.1 Modelagem da Dinamica e Espalhamento Po-

pulacional de Mosquitos Naturais e Portadores

de Wolbachia

Na pesquisa desenvolvida por Campo-Duarte et al. [7], o modelo adotado foi
estruturado de modo que a populacao de mosquitos seja dividida em 4 subpopulagoes
de acordo com o sexo e com a presenca ou auséncia da bactéria Wolbachia. Dessa
forma, a dindmica populacional dos mosquitos naturais e infectados com Wolbachia
foi caracterizada pelo sistema de equacgoes diferenciais ordinarias .

As fémeas sao responsaveis pela transmissao do virus e precisam de apenas uma
copulagao para que estejam fecundadas por toda a sua vida [I7]. Nesse sentido, o

modelo proposto neste trabalho levou em consideracao somente as fémeas no pro-
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cesso de modelagem, assumindo que a propor¢ao de machos e fémeas é de 1:1. Em

consequéncia disso, o sistema de equagoes diferenciais ordinarias (i3.10)) fica reduzido

a aplicacao das componentes Gy e Gy (3.11)), as quais adaptadas assumem a forma:

G1(u,v)

(1 — EN)pNUQ —20(u+v)
2(u+v)

- (SNU,

(4.1)

Go(u,v)

(1 - EW)pWU(u + U) 6720(u+v)
2(u+v)

— 6Wv,

O modelo (4.1]) caracteriza a evolugao temporal dos mosquitos fémeas naturais

e infectados com Wolbachia. Com relacao a propagacao desses insetos, a equagao

de difusao representa esse comportamento. Sendo assim, a dindmica e propagagao

dos mosquitos nao infectados e portadores da Wolbachia seré descrito pelo seguinte

sistema de equacoes do tipo reagao-difusao:

ou u  0%u -

a =D (@ 8_3;2) + Gl(U,"U) (4 2)
@ =D 8_21} + @ _|_G_< ) .
ot~ \o2 T oy 2\,

No modelo proposto (4.2)), temos que:

As variaveis u(z,y,t) e v(x,y,t) denotam, respectivamente, a concentragao de
mosquitos fémeas naturais e portadoras de Wolbachia na posigao (x,y) e no

momento t.
D simboliza o coeficiente de difusao.

As taxas de mortalidade dos insetos sao dadas por dy (fémea natural) e oy
(féemea infectada), sendo, assim, uma adaptac¢do do modelo (3.10]), tendo em
vista que a taxa de mortalidade é dada em funcao do sexo e presenca da

Wolbachia.

As taxas de fecundidade sdo denotadas por py (fémea selvagem) e py (fémea
contaminada), as quais indicam o nimero de ovos vidveis que sao colocados,

em média, por dia de um mosquito fémea.

pNu?
2(uwv)

onde o termo exponencial, o que inclui o parametro o, é responsavel por efetuar

A expressao —20(utv

e ) ¢ denominada funcdo per capita de nascimento,

o controle do desenvolvimento de larvas em mosquitos fémeas adultos e isto é
dependente da densidade e competicao larval. Por consequéncia, valores altos

de ¢ simbolizam poucos criadores e uma forte competicao e, em contrapartida,
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pequenos valores representam uma grande quantidade de ovos que sobrevivem

até a fase adulta.

e Os termos (1 — ey) e (1 — ey) representam a proporgao de insetos fémeas

selvagens e infectadas com Wolbachia, respectivamente.

4.1.1 Estudo qualitativo do sistema dinamico

Desprezando o efeito espacial e resolvendo o sistema (4.2)) com fl—? =0e Z—;’ =0,
obtemos trés pontos de equilibrio nao triviais. Sao eles:
e Ponto P:
—20p
IR vy
ut=—"- PN N vt =0, (4.3)
2 o
e Ponto P5:
—20w
4 " wCiran
| v A 44
w00 = s (1.4
e Ponto Ps:
—20w
1 In 1+
ut = o L npw (—1 + ew), (4.5)

.1 1 [ ( — 26w
v o= - - ln
2 pN(;Wo'(—l—f—EN) pw(—1+€w)

Vamos considerar os seguintes valores obtidos de [7]:

e Taxa de mortalidade de fémeas naturais: oy = 1/30

e Taxa de mortalidade de fémeas infectadas: oy = 1/15

Taxa de fecundidade de fémeas naturais: py = 4,55

Taxa de fecundidade de fémeas infectadas: py = 2,275

Proporc¢ao de fémeas naturais: ey = 0,5

Proporcao de fémeas infectadas: ey = 0,5

Competicao larval e desenvolvimento de larvas em adultos: o = 0,005
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Com estas informagoes, temos os seguintes pontos de equilibrio:
u* = 353.0030, v* =0
u* =0, v* = 214.3736
u* = 53.5934, v* = 160.7802

A matriz jacobiana obtida do sistema (4.2)) sem dindmica espacial é dada por

Jun Jig
Jo1 Jao
onde:

4. 550u*e—0,010u*=0,0100" 4 550(u*)26—0,010u*—0,010v* 0 022750(u*)26—0,010u*—0,0101}* 1
Jiq = ) D D .
H U + 20" (2u* + 20%)2 2u* + 2u* 30

(4.7)

4,550 0,010u"=0,0100 0, 022750 (u*)2e~0:010u" ~0,0100"

P 4.8
12 (2u* + 2v*)? 2u* + 2v* 48)
Jar = —0, 0056875000000 ¢~ 00104 ~0.0100" (4.9)

Jas = 0, 56875000000 0010w =0.0100" _ 5 0056875000000~ %010u" ~0.0100" _ 5
(4.10)

Avaliando o sinal dos autovalores da matriz jacobiana para cada um dos pontos
de equilibrio do sistema, obtemos informagoes sobre a estabilidade local de cada um

desses pontos.

e Para o ponto P, obtemos a seguinte matriz jacobiana:

—0.1176676752 —0.1510010086
—0. —0.04999999999 |’

cujos autovalores sao: \;y = —0.1176676752 ¢ Ay = —0.04999999999.

Como Ay < 0 e Ay <0, o ponto de equilibrio P; é um no estavel.

e Para o ponto P», obtemos a seguinte matriz jacobiana:
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—0.03333333333 —0.
—0.1429157261 —0.1429157262|’

cujos autovalores sao: A\; = —0.1429157262 e \y = —0.03333333333.

Como Ay < 0 e Ay <0, o ponto de equilibrio P, é um no estavel.

e Para o ponto P3, obtemos a seguinte matriz jacobiana:

0.00713553411 —0.02619779908
—0.1071867945 —0.1071867946 |

cujos autovalores sao: A\; = 0.02791958652 e Ay = —0.1279708470

Como Ay > 0 e \y < 0, o ponto de equilibrio P; é um ponto de sela.

Isto significa que é impossivel, segundo esse modelo, uma condi¢ao estavel de
coexisténcia entre mosquitos contaminados por Wolbachia e mosquitos nao conta-
minados. O sucesso da bacteria Wolbachia depende da condic¢ao inicial estipulada
no problema ou de mudancas na trajetéria devido a eventual introdugao de uma
funcao de controle.

A Figura mostra um campo de dire¢oes para o sistema sem dinamica
espacial, com uma trajetoria partindo da condi¢do inicial (u(0),v(0)) = (800, 800)
e atingindo o ponto de equilibrio P; no decorrer de 100 dias. Observe que antes
de atingir o ponto P, a trajetoria se aproximou do ponto Pj, mas em seguida se

afastou, devido ao fato de que P53 é um ponto de sela.

8001 / /L /LIS
NN YNYYYYYY 4
odd FIII 1101707777077 407
IRy A
NN NN YV,
6001/ f /[ S /LI LIS LI f LSS
1/ 111107707777
5004 L/ // /L /S
{111/ /7777777000000 00 7
T R N N R Ry e ass
VNI IYYPYrres
V/ /s fh s s rr s s
3000/ /L /S
P YYY Doyl
200-///// P
V7, P
100+ N e ———
1 L e e e e e ——————

0

300 400 500 600 700 800
u(1)

Figura 4.1: Campo de diregoes para o problema (4.2)) sem dindmica espacial.
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Capitulo 5

Formulacao Numérica

5.1 Meétodo das Diferencas Finitas

Diversos problemas das areas de engenharia, fisica, biologia, ciéncias sociais sao
expressos por meio de equacoes diferenciais. No entanto, a determinagao de solugoes
exatas de equacoes diferenciais pode ser um processo complexo ou, até mesmo,
impraticavel. Diante disso, solugoes aproximadas sao necessarias, o que pode ser
realizado através de varios métodos numeéricos, dentre os quais podemos citar o
método das diferencas finitas.

O meétodo das diferengas finitas, de acordo com Ruggiero e Lopes [39], consiste
em converter um problema que deve ser solucionado com equagoes diferenciais num
problema para resolver um sistema de equacoes algébricas. Essa transformagao
se torna possivel devido a utilizacao de aproximacoes das derivadas presentes na
equacao diferencial, as quais sao estimadas por diferencas finitas.

O método das diferencas finitas trata-se de um processo em estimar por meio
de formulas discretas a fungao solucao da equacao diferencial em alguns pontos do
dominio. Esses pontos, também chamados de nés ou ponto nodal, segundo Cuminato
e Junior [12], geralmente sao espacados de forma igualitaria e obtidos através da
discretizacao do dominio, formando o que denomina-se de malha. Desse modo, a
avaliagao da funcao incoégnita nos pontos da malha e a utilizacao de aproximagoes
para as derivadas por diferencgas finitas transforma a equacao diferencial em um
sistema de equagoes algébricas.

A aproximacao realizada nas derivadas presentes na equacao podem ser obti-
das através de uma expansao em série de Taylor das suas fungoes. Nesse sentido,
é possivel construir diferentes formulas discretas para derivadas de primeira e se-
gunda ordem, assim como de ordens superiores. As formulagoes mais usadas para
aproximar a derivada primeira no ponto sao as diferencas progressiva, regressiva e

centrada.
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Seja uma func¢ao continua u : £ — R com n+1 derivadas continuas no dominio
Q) C R e que portanto, u € C™. Ao utilizar série de Taylor, a fungao u(x) sera

expandida em torno de um ponto zy, podendo ser escrita como

u(zo + Az) = wu(xo) + Agpu'($o) + (A271")2 M (

w/(:co) + ...+ u n)(xo) + MWH)@

n! (n+1)!

(5.1)

No caso em que n = 1, temos uma aproximagcao para a derivada primeira chamada

de diferenca progressiva, representada por:

u(zo + Az) —u(zg) Az ,

u'(mo) ~ Az - 7“ (5)7 (5'2>

onde 7y < & < zy + Az. Reescrevendo (j5.2)), obtemos

u(zo + Ax) — u(xg)
Az

~ u(r) + %u"(f) = u'(x9) + O(Ax). (5.3)

Evidentemente que, ao encontrar uma fungao mediante a aproximagao da deri-
vada primeira, estard se cometendo um erro de truncamento local, tendo em vista
que os termos relacionados as derivadas de ordem dois e superiores foram ignorados.
Tal estimativa, é feita através do ultimo termo da equacao, sendo em dada pela

eXpressao —%u” (€). Desse modo, o erro de truncamento ¢ da ordem Az, denotado

por O(Axz).

A féormula de diferenca regressiva para aproximar derivadas de primeira ordem
é obtida a partir da substituicao de Az por -Ax na equagao . Para tal, deve-
se adotar n = 1, reduzindo assim os termos da expansao, o que permite definir a

formula de diferenga regressiva como

u(zg) —u(zg — Az) Az ,

Ao reescrever ((5.4)), obtemos:

~ ' (xg) — %u”(f) = u'(x9) + O(Ax), (5.5)

u(zg) — u(rg — Ax)
Ax

em que £ € (zg — Az, xp). Note que, a medigao do erro de truncamento local para

a formula de diferenca regressiva é da ordem de Ax.
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Outra formulagao que pode ser utilizada para aproximar a derivada de primeira
ordem ¢ originada pelas séries de Taylor, quando n = 2. Reescrevendo (|5.1) para

Ax e —Ax, temos que

(A':E)2 " (Al‘)?’ "

w(zo + Az) = u(xg) + Axu'(z0) + o7 U (o) + T (€) (5.6)
w(zg — Az) = u(xg) — Azu'(xg) + (A;f) u”(xg) — %u’”({). (5.7)

Ao subtrair ((5.7) de (5.6), obtemos a férmula de diferenga centrada

U([EO + A:L’) - U(JZO - AJ}) (AI)2 "

o (a0) = — -, (58)

em que £ € (xg — Az, g + Ax). Reescrevendo a equagao (5.8]), observe que

~ u'(xg) + %u’”({) =/(x0) + O(Az?),  (5.9)

u(xo + Az) — u(zo — Ax)
2Ax

onde o erro de truncamento local é da ordem Ax?, o que torna a férmula de diferencas
centrais mais precisa comparada as que ja foram apresentadas e, consequentemente,
a mais utilizada para aproximar derivadas de primeira ordem.

De forma analoga, é possivel determinar a formula de diferencas centradas para

aproximar a derivada de segunda ordem. Sendo assim, quando n = 3 e reescrevendo
(5.1) para Ax e —Ax, temos que

/ (AZE)2 " (AQ:)?) " (Al’>4 4
u(zo + Az) = u(zg) + Azu'(xg) + TR (x0) + TR (x0) + m u® ()
(5.10)

) (Ax)* (Az)® (Az)*
w(xg — Az) = u(xg) — Azu'(xg) + T (xo) — U (o) + 1 u®(&).
(5.11)

Ao somar as expressoes ([5.10]) e (5.11]), obtemos a formula de diferenga centrada

v u(mo 4+ Ax) = 2u(xo) + u(zeo — Ax)  2(Az)*
o (20) ~ — R IGRCRE)
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onde £ € (z¢g— Az, x9+ Ax). Desse modo, representa uma aproximacgao para
a derivada segunda com erro da ordem de (Ax)%.

Diante da apresentagao do método das diferencas finitas, seré possivel, a partir
de entao, abordar o modelo analitico, discutido no capitulo anterior, por meio de
técnicas numéricas. Especificamente, nesta pesquisa, o MDF seré usado para solu-
cionar a parte difusiva do modelo. Sendo assim, foi realizado um experimento com
o método de Crank-Nicolson, que é um método de diferencas finitas muito utilizado
para solucionar equagoes diferenciais parciais parabolicas, tais como a equagao de

difusao.

Experimento 5.1. Neste experimento, utilizamos o método das diferencas finitas
para comparar a solucao estimada e analitica da equacao de difusao unidimensional.

Para tanto, utilizamos o esquema de Crank-Nicolson com os seguintes dados:
e Dominio espacial: x € [0, 1]
e Instantes inicial e final: g =0 ety = 0,12
e Termo fonte: g(z) =0
e Coeficiente de difusao: D =1
e Condi¢ao inicial: f(x) = sin(mx)
e Condigoes de contorno: uy =0 e up =0
e Espagamento da malha: Ax = 0,02(espacial) e At = 0,000206(temporal)

e Solugao analitica: u(x,t) = Sin(wm)e(_“%)

0.35 T T T T T T

—*—Solugdo Aproximada
—Solugdo Analitica

035

0.25 - 7

u(x,t)

0.05 7

0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Coordenada x

Figura 5.1: Solucao da equagao de difusao unidimensional
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A Figura mostra um comparativo das solugoes exata e aproximada para
a equagao de difusao unidimensional, utilizando os dados do Experimento . E
possivel verificar o alto nivel de exatidao da solugao numérica.

O esquema de Crank-Nicolson é uma abordagem indicada para o caso unidimen-
sional. Neste sentido, a proxima secao serda destinada para apresentar o método
das direcoes alternadas implicitas, que é frequentemente utilizado na solugao de
equacoes diferenciais parabélicas bidimensionais, tendo em vista que é incondicio-

nalmente estavel e de segunda ordem no tempo.

5.2 Meétodo das Direcoes Alternadas Implicitas -
ADI

A discretizacao da equagao de difusao em um dominio bidimensional pela utili-
zacao de métodos implicitos, tais como o método de Crank-Nicolson, pode se tornar
extremamente caro, do ponto de vista computacional, devido a necessidade de re-
solver um conjunto de sistemas de equagoes lineares que podem apresentar até 5
elementos nao nulos por linha. Muito embora, seja possivel, na maioria das vezes,
posicionar estes elementos de modo a constituir matrizes pentadiagonais, a inexis-
téncia de métodos eficientes para este tipo de matriz torna necesséria a utilizacao de
uma estratégia alternativa, como o método das diregoes alternadas implicitas [12].

O método das diregoes alternadas implicitas é um método de diferencas finitas.
Sendo assim, a sua implementagao requer, inicialmente, a discretizagao do dominio
e, em seguida, da equagcao diferencial [37]. Existem diversos tipos de métodos ADI,
que caracterizam-se, também, por serem métodos de dois passos, uma vez que em
cada passo uma das variaveis espaciais é tratada implicitamente [I12]. Peaceman e

Rachford propuseram um método ADI que em linhas gerais:

e Calcula a solucao no tempo intermediario t,,41 /2, tratando a variavel x implici-
tamente, o que na pratica se resume a encontrar a solugao utilizando os pontos

da malha na dire¢ao de x, conforme mostrado na Figura [5.2]

e A partir dos resultados obtidos no passo anterior, calcula-se a solugao final no
tempo t,,.1, tratando a variavel y implicitamente e, portanto, determinando a

solugao nos pontos da malha na dire¢ao de y, como mostrado na Figura [5.3|
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A-Direction implicit

M+1
1 1 1
1+ it s ne
I T T A
UI i ui I'_.Fr Ly Jr
* » - . .
, Ax
ji=1 M+

Figura 5.2: Passo 1 do método ADI
Fonte: Rammal(2017)

Y. -Direction implicit
M+ 1 L 4

1
HTH

Ay

Figura 5.3: Passo 2 do método ADI
Fonte: Rammal(2017)

A fim de ilustrar a aplicacdo do método das direcoes alternadas implicitas, a

equagao de difusao bidimenional foi discretizada, conforme mostrado nas equagoes

33



ED) « 61D,

k+1/2 k k+1/2 k+1/2 k+1/2 k k k
Yig T Wy oy Mz T 2u T Ui n Ujljy = 2Ui; U (5.13)
At 2Aa:2 2A2 '

k+1/2 k+1/2 k 1/2 k+1/2
u'ﬁ]—i_l_u;_/ _A (ul_'_lvé _2 +/ +uii17§ _’_uﬁj__ll _2 k+1+ui€.—7~_‘il‘1> (5 14)

At 2A:c2 2Ay?

At At
Adote: r, = A+ —; =A- . Com isso, obtemos:

Ax? Ay

k+1/2 k+1/2 k+1 2

—rx(ui_lé + uiﬂé )+ (24 2r)u, - ry(uﬁj,l + uij+1) +(2— 2ry)uf’j
(5.15)
—ry (i )+ @2l = @+ ) + 2 2

(5.16)

A utilizagao do método ADI possibilita que a equagao de difusao bidimensional
seja resolvida com sistemas lineares tridiagonais, sendo possivel, portanto, aplicar o
método de eliminagao de Gauss ou, até mesmo, de forma mais eficiente, o algoritmo
de Thomas, o que reduz o custo computacional, tendo em vista que armazena-se ape-
nas as diagonais, que sao os Unicos elementos que serao utilizados para determinar

a solucao do sistema.

Experimento 5.2. A fim de verificar a convergéncia do método ADI, este ex-
perimento compara a solucao analitica e aproximada da equacao de difusao

bidimensional com os seguintes dados:
e Dominio espacial: z € [0,1] e y € [0, 1]
e Instantes inicial e final: ¢p =0et; =0,2
e Termo fonte: g(z) =0
e Coeficiente de difusao: D =1
e Condicgao inicial: f(x) = cos(x) + cos(y)

e Condicoes de contorno:
u(x,0,t) = e *(cosx + 1); u(z, L, t) = e *(cosz + cos L)
uw(0,y,t) = e (cosy + 1); u(L,y,t) = e *(cos L + cosy)
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e Espacamento da malha: Az = Ay = 0,1 (espacial) e At = 0,05(temporal)

e Solugdo analitica: u(x,t) = e %2(cosz + cosy)

0.8 4 08 T~ —
0.6 " o8 0.6 T " 08
047 T T 06 047 - 08

02 ™~ — o2 02 T~ _—0,
0 o L]

(a) (b)
Figura 5.4: Solugao analitica (a) e solugao numérica (b), pelo método ADI, da

equagao de difusao bidimensional

A Figura[5.4] mostra um comparativo entre a solu¢ao analitica e a solugdo numé-
rica da equacao de difusao bidimensional, obtida pelo método ADI, com os dados

fornecidos na descrigao do Experimento [5.2}

5.3 Meétodo de Decomposicao Sequencial de Opera-

dores

O método de decomposicao sequencial de operadores permite a resolucao de
um problema relativamente complexo, dividindo-o em dois subproblemas, de menor
complexidade, que s@o solucionados de maneira sequencial no intervalo [t,,t,11],
onde n = 0,1,.... N — 1, to = 0 e ty = T. Os dois subproblemas sao acoplados
por meio das condigoes iniciais [I3] [19]. Desse modo, a aplicagao do método de
decomposicao sequencial de operadores, no sistema de equacoes de reacao-difusao
, foi realizada da seguinte maneira:

e O primeiro subproblema[5.1] consiste em determinar a solugao da parte difusiva

do modelo (4.2)), mediante o uso do método das diregdes alternadas implicitas.

e O segundo subproblema busca a solugao da parte reativa do modelo (4.2)),
que é representado por um sistema de duas equacgoes diferenciais ordinarias
nao-lineares. Para determinar a solugao, o método de Runge-Kutta de quarta

ordem foi aplicado.
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Para a solugao dos problemas|5.1|e o intervalo [0, L] das variaveis espaciais
e y foi dividido em M parti¢oes, uniformemente espagadas, com Az = Ay = L/M.
Desse modo, foi gerada uma malha no dominio espacial com M + 1 pontos, dados
por z; = iAzx e y; = jAy, onde i« = j = 0,1,..., M. A varidvel temporal ¢ foi
discretizada no intervalo [0,7] em N parti¢des iguais de comprimento At, onde
At = T/N. Sendo assim, estabelecemos N + 1 pontos, representados por t; = jk,
com j=0,1,...,N.

A aplicacao do método de decomposicao sequencial de operadores, na resolucao
do modelo , é descrito em 4 passos, que sao:

e 1° Passo: Aplicar as condigOes iniciais, o que corresponde a adotar t = tg,

inicializando, assim, as variaveis u(x,y,to) = u(x,y) e v(z,y,to) = v(x,y).

e 2° Passo: Para o instante de tempo ¢,,.1, onde n = 0,1,..., N — 1, determinar
u(z,y,t,) e v(z,y,t,), com t € [t,,t,.1]. Diante disso, é necessario resolver o

seguinte problema:

Problema 5.1. Dado o coeficiente de difusdo D e as condigdes iniciais u(t,)

e v(t,), determine u(z,y,t,) € RM™ e v(z,y,t,) € RMFL tais que:

ou _ <82u 02u)

J— JR— _|_ JR—
ot ox?  Oy?
2 on (5.17)
ov D 0% n 0°u
ot or?  Oy?
com condigoes de contorno homogéneas de Dirichilet
u(L,0,t,) =0, v(L,0,t,) =0, 5.18)
u(0, L, t,) =0, v(0, L, t,) =0, (5.19)
e condigoes iniciais:
U($,y,t0) = U(IL’,y), U(l’,y,to) = U(Z’,y). (520)

e 3° Passo: A solugao do problema (5.1 serd condigao inicial para encontrar
a solugao do termo reativo, a partir da resolugao das equagoes diferenciais

ordinérias nao-lineares do modelo (4.2)), conforme mostra o problema (5.2,

que deveré ser resolvido para o mesmo intervalo de tempo do passo anterior.

Problema 5.2. Dados os parametros ey, ew, On,0w,0n,0w,0 € as condigoes

iniciais u(zx,y,t,) e v(x,y,t,), calcular u(t,) € R e v(t,) € R, tal que:
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du (1 - EN)pNUQ —20(u+v)

e _ _s
dt 2(u+v) Nt
(5.21)
dv (1 —ew)pwo(u+v) _or(uin
@v o(utv) _ §
dt 2(u+v) ‘ W

e 4° Passo: Com a solugdo do problema [5.2] temos a solugdo do sistema
de equacoes de reacao-difusao (4.2)),no instante de tempo t,,;, dada por
w(z, Yy, thyr) = u(ty) e v(x,y,tyr1) = v(t,). O processo descrito do segundo

passo, em diante, deve ser repetido até o ultimo instante de tempo ¢, =T

Com a aplicagao do método de decomposicao sequencial de operadores, os re-
sultados das simulacoes numéricas foram obtidos e sao apresentados no proximo

capitulo.
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Capitulo 6
Simulacao Numérica

As simulagoes numéricas apresentadas, neste capitulo, descrevem o comporta-
mento da dindmica e propagacao da populacao de mosquitos Aedes aegypti infec-
tados e nao-infectados com Wolbachia. As solugbes numéricas foram encontradas,
mediante a utilizacao da técnica de decomposicao sequencial de operadores, o que
permitiu resolver, separadamente, a parte dinamica com o método de Runge-Kutta

de 4* ordem, e a parte difusiva com o método das direcoes alternadas implicitas.

Experimento 6.1. Esta simulagao descreve o comportamento das populacoes de
mosquitos fémeas naturais e portadoras de Wolbachia. Para tanto, foram utiliza-
das as densidades iniciais u(0) = 8.10% e v(0) = 8.10°% para as fémeas naturais e
infectadas, respectivamente. Os demais parametros foram considerados da Tabela
6.11

Tabela 6.1: Parametros do modelo proposto

Parametro  Significado Referéncia

dny =1/30  Taxa de mortalidade de fémeas naturais Campo-Duarte [7]
dw =1/15  Taxa de mortalidade de fémeas infectadas Campo-Duarte [7]
pn =4,55  Taxa de fecundidade de fémeas naturais Campo-Duarte [7]
pw = 2,275 Taxa de fecundidade de fémeas infectadas Campo-Duarte [7]
ey =0,b Proporgao de fémeas naturais Campo-Duarte [7]
ew =0,5 Proporgao de fémeas infectadas Campo-Duarte [7]

o =0,005 Competigdo larval e desenvolvimento de larvas em adultos Campo-Duarte [7]

A Figura mostra a dindmica apenas temporal das populagoes de fémeas
naturais e infectadas com Wolbachia, interagindo durante 30 dias, segundo o modelo

(4.2) na auséncia de difusao.
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Figura 6.1: Dinamica populacional de mosquitos naturais e infectados com Wolba-

chia com condigdes iniciais u(0) = v(0) = 8.10° e parametros obtidos da Tabela
0. 11

Para as condigoes iniciais estabelecidas no experimento[6.1], a populagao de mos-
quitos infectados em um més é de 1,0827.10°, enquanto que os nao-infectados é de
2,9430.10%, o que representa uma proporcao de 26, 89% de mosquitos infectados em
relacao ao total de mosquitos. A alta taxa de mortalidade da populacao infectada,
que é 50% acima da populacao nao-infectada, ¢ um fator que contribui para que a
interacao entre as espécies, neste caso, reduza de forma significativa os mosquitos

contaminados com Wolbachia.

Experimento 6.2. Neste experimento, foi levado em consideracao os valores dos
parametros da Tabela [6.1] No entanto, foi considerada uma densidade inicial de
femeas infectadas (v(0) = 8.10%) maior do que a das fémeas nao-infectadas(u(0) =
7.109).
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Figura 6.2: Dinamica populacional de mosquitos naturais e infectados com Wolba-

chia com condigoes iniciais u(0) = 7.10% e v(0) = 8.10° e parametros obtidos da
Tabela [6.11

Observe na Figura que a populagao de mosquitos infectados, em um meés, é
de 1,0827.10%, enquanto que os nao-infectados é de 2,5752.105. Em relacao ao ex-
perimento anterior, houve um aumento na populagao de mosquitos infectados, que
proporcionalmente passou a representar 29, 6% da populagao total. Portanto, é pos-
sivel que o aumento da populagao inicial de mosquitos nao-infectados melhore ainda
mais esse cenario e, consequentemente, reduza o nimero de casos de transmissao do

Aedes aegypti.

Experimento 6.3. Neste experimento, foi levado em consideragao as condigoes
iniciais do experimento (w(0) = v(0) = 8.10°%) e os valores dos parametros da
Tabela [6.1], exceto a taxa de mortalidade dos mosquitos portadores de Wolbachia,

que agora esté sendo admitido dy = 1/27.
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Figura 6.3: Dinamica populacional de mosquitos naturais e infectados com Wolba-

chia com condigdes iniciais u(0) = v(0) = 8.10° e parametros obtidos da Tabela [6.1]
exceto oy = 1/27.

Para as condicoes iniciais propostas no experimento [6.3 a populagao de mosqui-
tos infectados em um més resultou em 2,6335.10°, enquanto que os nao-infectados
atingiram 2, 9430.10°. Portanto, é possivel observar que houve um aumento na quan-
tidade de mosquitos infectados com Wolbachia, quando comparado ao experimento
anterior, o que se deve ao fato que a taxa de mortalidade da populagao infectada,
neste caso, ¢ 10% maior que a nao-infectada. Para tanto, é necessério utilizar a cepa

de Wolbachia WMel, dadas as suas caracteristicas.

Experimento 6.4. Esta simulagao, também, descreve o comportamento das po-
pulacoes de mosquitos fémeas naturais e portadoras de Wolbachia. No entanto, foi
considerada uma densidade inicial de fémeas infectadas (v(0) = 8.10°) maior do
que a das fémeas nao-infectadas (u(0) = 7.10°) e com a mesma taxa de mortali-
dade do experimento anterior para a populagao infectada (dyr = 1/27). Os demais

parametros foram configurados conforme a Tabela [6.1],
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Figura 6.4: Dinamica populacional de mosquitos naturais e infectados com Wolba-

chia com condigoes iniciais u(0) = 7.10% e v(0) = 8.10° e parametros obtidos da
Tabela [6.1] exceto oy = 1/27.

Observe na Figura [6.4] que a populagao de mosquitos infectados, em um més,
atinge 2,6335.10°, enquanto que os nao-infectados é de 2,5752.10°. Sendo assim,
um cenario que se mostra significativo, tendo em vista que a redugao, gradativa,
da populacao de mosquitos nao-infectados reduz o nimero de picadas nos seres

humanos.

Experimento 6.5. Nesta simulacao, foi avaliada a dindmica e o espalhamento de
mosquitos naturais e infectados com a Wolbachia. Para tanto, foi utilizado o coefici-
ente de difusao D = 0,015, e uma malha uniformemente espacada, com Az = 0,3 e
Ay = 0,3 para o dominio espacial e At = 0,375 para o tempo. Os parametros utili-
zados nesta simulagdo foram apresentados na Tabela [6.1] Inicialmente, foi proposta
uma soltura de 8.10° mosquitos infectados e nao-infectados, distribuidos em uma
mesma regiao central do dominio [0,30]x]0,30], conforme mostrado nas condigoes

niciais.

2469135,80 se 14,1 < uz,y < 15,9,

u(z,y,0) = (6.1)
0, se O<z,y<l14,1 e 159<uz,y <30,
2469135, 80 14,1 < < 15,9

v(z,y,0) = S R == (6.2)
0, se O<z,y<14,1 e 15,9<z,y < 30,
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Figura 6.5: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos nao-infectados
com Wolbachia com parametros da Tabela e condigoes iniciais (6.1]) e (6.2))
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Figura 6.6: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos infectados com
Wolbachia com parametros da Tabela [6.1] e condigoes iniciais ([6.1]) e (6.2)).

Observe nas Figuras e que ambas as populacoes apresentaram a mesma
dispersao durante 30 dias. Isto porque foram consideradas populagoes de mosqui-
tos com densidades idénticas na condi¢ao inicial alocadas na mesma regiao e tendo
mesmo coeficiente de difusao tanto para mosquitos infectados com Wolbachia quanto
para os nao-infectados. O objetivo deste experimento, além de ilustrar o compor-
tamento das populagoes com este tipo de soltura, é também o de validar o modelo
comparando-o com a dinamica do modelo (4.2)) sem espalhamento. Para esta con-
di¢ao inicial, a proporc¢ao de mosquitos infectados com Wolbachia e nao-infectados
deve ser aproximadamente a mesma obtida no experimento 6.1 para o mesmo periodo
de simulacao. Neste caso, foi obtida uma proporc¢ao de 26,66% para os mosquitos
infectados, valor que pode ser comparado aos 26, 89% obtidos no experimento

Podemos perceber que, ao final de 30 dias, houve uma densidade maior dos

mosquitos nao-infectados, que foi de 4,0552.10°, em relacao a populacao de Aedes
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aeqypti com Wolbachia, que obteve 1,4744.10°. Isto pode ter ocorrido devido a
taxa de mortalidade da populacao infectada, uma vez que é o dobro da populagao
nao-infectada. Por fim, é possivel perceber, ainda, que a concentracao de ambas as
populacoes aconteceu, sobretudo, nas proximidades da regiao de soltura, devido ao

baixo coeficiente de difusao caracteristico da espécie.

Experimento 6.6. Neste experimento, foi simulado a dindmica e o espalhamento de
mosquitos naturais e portadores de Wolbachia, utilizando os parametros da Tabela
[6.1] e assumindo a mesma quantidade e malha descrita no experimento anterior. Os
mosquitos infectados foram lancados na mesma regiao onde se encontra o foco dos
mosquitos nao-infectados, mas também em &reas vizinhas como mostra as condigoes

iniciais

163265,31 se 14,1 <zx,y < 15,9,

u(z,y,0) = (6.3)
0, se O<z,y<14,1 e 15,9<z,y < 30,
47337, 28 13,2 < z,y < 16,8,

v(z,y,0) = o Y (6.4)
0, se O<z,y<13,2 e 16,8<z,y < 30,

Coordenada y
Populagéo
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Figura 6.7: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos nao-infectados

com Wolbachia com parametros da Tabela e condigoes iniciais (6.3]) e (6.4).
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Figura 6.8: Dinamica e espalhamento da populacao de mosquitos infectados com
Wolbachia com parametros da Tabela e condigoes iniciais (6.3]) e (6.4).

Para as condigdes iniciais propostas no experimento [6.6, a popula¢do de mos-
quitos infectados apresentou uma maior dispersao e obteve densidade, em um més,
como pode ser visto nas Figuras e , atingindo 1,1627.10°. Por outro lado,
a quantidade de mosquitos nao-infectados foi de 2,6492.105. Neste caso, foi obtida
uma proporgao de 30, 5% de mosquitos infectados, o que demonstra que a estratégia
de soltura inicial teve um comportamento mais eficiente comparado ao experimento
anterior. Portanto, o crescimento no nimero de mosquitos infectados pode possibi-
litar que a bactéria neutralize a acao da populagao de Aedes aegypti nao-infectada e,
em virtude disso, proporcionar uma reducao no nimero de pessoas infectadas com

o virus da dengue.

Experimento 6.7. Neste experimento, a simulagao foi realizada com o intuito de
avaliar a dindmica e o espalhamento de mosquitos nao-infectados e infectados com
a Wolbachia com a mesma quantidade e malha descrita no experimento [6.5) e com
parametros da Tabela[6.1] Contudo, as condigdes iniciais foram propostas, de modo
que os mosquitos com Wolbachia foram lancados em uma pequena area interna
ao foco dos mosquitos nao-infectados. Para tanto, foram adotadas as seguintes

condicoes iniciais

163265,31 se 14,1 < uz,y < 15,9,

u(z,y,0) = (6.5)
0, se O<z,y<l14,1 e 159<z,y <30,
888888,88 se 14,7 < x,y < 15,3,

v(z,y,0) = (6.6)
0, se O<z,y<l14,7 e 153 <uz,y <30,
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Figura 6.9: Dindmica e espalhamento da populacao de mosquitos nao-infectados
com Wolbachia com parametros da Tabela e condigoes iniciais (6.5]) e .
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Figura 6.10: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos infectados com
Wolbachia com parametros da Tabela [6.1] e condigdes iniciais (6.5)) e (6.6).

Para as condicoes iniciais propostas no experimento [6.7}, a populagao de mosqui-
tos infectados apresentou densidade, no periodo de 30 dias, de 9, 7474.10*, enquanto
que a populacdo de mosquitos nao-infectados foi de 3,2803.10°. Neste caso, foi ob-
tida uma proporcao de 22,91% de mosquitos infectados, que foi o pior resultado
obtido, uma vez que o objetivo é aumentar a frequéncia da populagao de mosquitos
fémeas infectadas com Wolbachia. Os resultados apresentados nas Figuras|6.9|e
mostram que ambas as populagoes estao mais concentradas em torno da regiao de

lancamento.

Experimento 6.8. Nesta simulagao, o objetivo foi avaliar a dinamica e a propaga-
¢ao de mosquitos nao-infectados e infectados com a bactéria Wolbachia, considerando
a mesma quantidade e malha descrita no experimento No entanto, as condigoes
iniciais foram propostas, de tal forma que os mosquitos com Wolbachia foram lanca-
dos em quatro areas vizinhas a regiao onde esté o foco dos mosquitos nao-infectados.

Para tanto, foram adotadas as seguintes condigoes iniciais

163265,31 se 14,1 <,y < 15,9,

(6.7)
0, se O<z,y<l4,1 e 15,9<x,y <30,

u(z,y,0) =
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2000000 se 13,8 <z,y < 14,1,

2000000 se 15,9 < z,y < 16,2,

2000000 se 13,8<z<14,1 e 159<y<16,2
2000000 se 15,9<2<16,2 e 13,8<y<14,1
0, se 13,8<x<14,1 e 14,1<y<159

0, se 14,1<x<15,9 13,8 <y < 14,1

0, se 15,9<z<16,2 14,1 <y < 15,9

0, se 14, 1<x<159 e 15,9<y<16,2

v(z,y,0) = (6.8)
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Figura 6.11: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos nao-infectados
com Wolbachia com parametros da Tabela e condigoes iniciais (6.7) e (6.8).
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Figura 6.12: Dinamica e espalhamento da populagao de mosquitos infectados com

Wolbachia com parametros da Tabela[6.1] e condicdes iniciais e (6.9).

Com as condigoes iniciais estabelecidas no experimento [6.8, a popula¢ao de mos-
quitos infectados, em um més, é de 2,7737.10°, enquanto que os nao-infectados é
de 1,0925.10°. Desse modo, a proporcao de mosquitos portadores da bactéria Wol-
bachia €& de 28,26%. A partir dos resultados exibidos nas Figuras e é
possivel observar uma maior dispersao dos mosquitos infectados, os quais se dis-

persam, também, na direcao da area onde a populagao nao-infectada esté presente,
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que alias, apos 30 dias de experimento, continua a ser a regiao que possui a maior

concentracao de mosquitos nao-infectados.
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Capitulo 7
Conclusao

A presente pesquisa analisou a dindmica e propagacao da bactéria Wolbachia em
populacoes naturais do mosquito Aedes aegypti. O potencial da bactéria em reduzir a
capacidade de reproducao e o tempo de vida dos mosquitos Aedes aegypti credencia
a sua utilizacao como meio de controle populacional, além de nao proporcionar
danos a saide humana. Para alcancar tal objetivo, foi realizada uma modelagem
matematica do problema por meio de um sistema de equagoes de reagao-difusao,
em que a parte reativa do modelo é formada por equagoes diferenciais ordinérias
nao-lineares, que descrevem a dinimica de interacao entre as populagoes infectadas
e nao-infectadas. Por outro lado, a parte difusiva da equagao permitiu avaliar a
propagacao da bactéria em um dominio bidimensional.

No modelo matematico proposto, apenas as fémeas foram consideradas, tendo
em vista que, somente elas, sao capazes de picar o ser humano e, consequentemente,
transmitir o virus da dengue. Alias, a necessidade da fémea copular apenas uma
vez durante toda sua vida para que esteja apta a reproduzir em todos os ciclos re-
for¢ou, também, a decisao de considerar, somente, a densidade de fémeas infectadas
e nao-infectadas. A fim de regular o tamanho da populacdao, o modelo define uma
competicao, controlando, portanto, a densidade de mosquitos que sobrevivem até
a fase adulta. Além disso, a taxa de mortalidade, em alguns casos, pode ser re-
duzida em até 50% quando comparados com a populagao nao-infectada, devido a
contaminagao por Wolbachia.

A solugao numérica do modelo adotado foi obtida com o auxilio do método de
Runge-Kutta de quarta ordem para o problema de reacao e o método ADI para
o problema de difusao. Sendo assim, as equagoes foram isoladas e resolvidas se-
paradamente para cada intervalo de tempo, e combinadas segundo o método de
decomposicao sequencial de operadores.

Nas simulagoes realizadas, os parametros foram regulados, baseados em estudos
anteriores, a fim de representar cenarios o mais realistas possiveis. Com os resultados

das simulacoes, verificou-se que a taxa de mortalidade e as condigoes iniciais sao
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parametros sensiveis e que, portanto, sao determinantes na propagac¢ao e dinamica
da bactéria Wolbachia na populagao. Diante disso, a concentragao de mosquitos
infectados, passados 30 dias do inicio do experimento, depende da estratégia adotada
na liberacao desses mosquitos na regiao do experimento.

A melhoria da precisao dos resultados, sem duvidas, passa pela realizacao de
outros estudos, dentre os quais a anélise de efeitos atuantes no espalhamento do
mosquito, tais como os efeitos de retencao e adveccao. Além disso, seria relevante
a utilizagdo de um dominio heterogéneo, o que levaria a um coeficiente de difusao
variavel de acordo com a geografia regional, bem como estudos direcionados para
mensurar a influéncia da Wolbachia na redugao do ntumero de casos de dengue.

Com o exposto, conclui-se que as simulagoes realizadas mostraram, em alguns
casos, resultados significativos no que se refere a utilizagao da bactéria Wolbachia
como agente de controle populacional do vetor Aedes aegypti. A populacao de fé-
meas infectadas, sob certas condic¢oes, foi de, aproximadamente, 30,5% em relagao
a populacao total de féemeas. Vale salientar que esta proporcao pode ser aumentada,
ainda, caso seja utilizada a cepa WMel, o que, evidentemente, diminuird o niimero

de casos de dengue, uma vez que a longevidade da populagao infectada aumenta.
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Apéndice A
Algoritmo de Thomas

O algoritmo de Thomas ou algoritmo TDMA (tridiagonal matrix algorithm) é
baseado no método da Eliminagao de Gauss, sendo utilizado para solucao de sistemas

tridiagonais, que sao escritos na forma:

a;U;—1 + bluz + Cillj41 = di, 1= 1, L n. (Al)

Na forma matricial, o sistema tridiagonal é representado por:

by U dy
ay by ¢ Uz dy
as bs c3 us ds
Ap—1 bn—l Cn—1 Up—1 dn—l

a, by Uy, d,

onde a; =0ec, =0.

Note que, ao utilizar o algoritmo de Thomas sera necessario armazenar na me-
moria, em relacao a matriz dos coeficientes, apenas os vetores correspondentes a
diagonal principal e as diagonais imediatamente superior e inferior. Neste sentido,
a solucao do sistema tridiagonal pode ser calculada, por meio da realizagao de n
operagoes.

O algoritmo de Thomas é desenvolvido em dois passos:

e No primeiro passo, a matriz dos coeficientes serd normalizada, gerando uma

matriz triangular superior, através do uso das equagoes mostradas em (A.2) e

(3.
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@] Ck

= — =——, k=2,..,n-1 A2
o dq o b, — akVe-1 (A2
d dy, — -
=0 = %7 k=2 n (A.3)
1 k— QkYk-1

e Em seguida, realiza-se uma substituicao regressiva para obter a solucao do

sistema, através das equagoes exibidas em (|A.4)).

Up = Bny Up = B — VU1, k=n—-1n—-2.. 1 (A.4)
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