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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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O objetivo do presente trabalho é explorar algumas aplicagoes do Método das So-
lugdes Fundamentais (MSF) na resolugao de problemas inversos geométricos. Inicial-
mente, estudam-se as reconstrucoes de um subdominio contido em um conjunto limi-
tado para as equacoes de Helmhotz modificada e Laplace. Finalmente apresentam-se
duas formas de utilizacao do método das solu¢oes fundamentais em um problema
de Tomografia por Impedancia Elétrica (EIT) que visa reconstruir a area tmida de
um recipiente a partir de leituras de voltagem obtidas de um sistema de eletrodos
alimentados com corrente elétrica e colocados sobre as paredes que contém o refe-
rido liquido. A ideia bésica da metodologia usada para resolver ambos os problemas
supracitados consiste em minimizar um funcional de custo, que relaciona as leituras
reais lidas e os dados numéricos obtidos através do MSF, sendo os tltimos dados
dependentes da fronteira a ser reconstruida. Varios exemplos numéricos sao apre-
sentados para a verificacao da validade dos resultados. Para uma simulacao mais

proxima da realidade, incorporamos ruido gaussiano branco (WGN) nos dados.

Palavras-chave: Problemas Inversos Geométricos, Otimizacao de Forma, Mé-

todo das Solugoes Fundamentais.
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The aim of this work is to explore some applications of the Method of Fundametal
Solutions (MFS) to solve geometric problems. Initially, we study the reconstructions
of a subdomain contained in a bounded set for the modified Helmhotz and Laplace
equations. Finally, two ways of using the Fundamental Solutions Method for a prob-
lem of Electrical Impedance Tomography (EIT) are presented. Such methods are
aimed at reconstructing the wet area of water from voltage measurements obtained
from a system of electrodes fed with a certain electrical current and placed on the
walls containing that liquid. The basic idea of the methodology used to solve both of
the above problems is to minimize a cost function, which relates the measurements
and the numerical data obtained through the MFS, the last data being dependent
on the boundary to be reconstructed. Several numerical examples are presented to
check the validity of the results. For a simulation more realistic, we incorporate
White Gaussian Noise (WGN) into the data.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos fisicos sao modelados a partir de dados de entrada, dados de saida e
parametros que descrevem o modelo. Quando os parametros do modelo sao conhe-
cidos, tem-se também um conjunto de dados de entrada e deseja-se obter dados de
saida; entao tem-se um problema direto. Por outro lado, um problema inverso pre-
tende conhecer os parametros do modelo a partir dos dados de entrada e de saida
ou vista conhecer os dados de entrada a partir dos parametros do modelo e os da-
dos de saida. Os problemas inversos vém sendo estudados em muitos campos da
ciéncia, especialmente em areas de engenharia [58] e medicina [19]. Estes problemas
sao geralmente mais dificeis de resolver analiticamente e numericamente do que um
problema direto, uma vez que sao nao lineares e, em geral, mal postos no sentido de
Hadamard [73]. Nas diferentes vertentes dos problemas inversos, os problemas in-
versos geométricos visam determinar uma parte da fronteira do dominio da solugao
de um fenémeno, ou seja, identificar defeitos como obstéculos, cavidades ou fissuras.
Existem aplicagoes na fisica [28, B32], 36 [76], eletrodinamica [31], acustica [22, 25|,
astronomia [54] ou bem na detec¢ao de tumores, no campo da medicina através da
tomografia [18§].

O presente capitulo esta dividido em seis subsecoes. Na primeira, descreve-se
brevemente o método das solu¢oes fundamentais, que seré utilizado para a solugao
numérica dos problemas estudados. Na segunda subsecao, apresenta-se o método de
regularizacao de Tikhonov, bastante utilizado na resolucao de problemas inversos.
Na terceira subsec¢ao é definido o conceito de problema inverso geométrico. A quarta
subsecao apresenta uma breve revisao bibliogrifica da metodologia que esta sendo
usada para abordar este tipo de problemas inversos; em seguida, na quinta subse¢ao
expoe-se a estratégia utilizada para tratar o problema e finalmente, na sexta subsegao

descreve-se a estrutura do presente trabalho.



1.1 Método das Solugoes Fundamentais (MSF)

Existe uma variedade de diferentes métodos numéricos para resolver equagoes dife-
renciais parciais. Podem ser citados, por exemplo: o método dos elementos finitos
(MEF) [43], o método das diferengas finitas (MDF) [72], o método dos elementos
de contorno ou de fronteira (MEC) [13] e o método dos volumes finitos (MVF) [45].
Estes métodos tém demonstrado ser capazes de produzir aproximagoes fiéis para
varias equagoes diferenciais; no entanto, existem certas limitagoes e dificuldades ao
aplica-las. Por exemplo, o MEF, o MDF e o MVF, requerem que seja gerada uma
malha sobre o dominio da solugao, podendo ser um processo computacionalmente
caro, além disso, ha dificuldades adicionais quando a fronteira do dominio varia no
tempo. O MEC apenas exige a formagao de uma malha sobre a fronteira do domi-
nio, o qual reduz a dimensao do problema em comparagao com o MEF e o MDF.
No entanto, é preciso integrar sobre essa fronteira.

O Método das Solugoes Fundamentais (MSF), introduzido inicialmente por Ku-
pradze e Aleksidze em [47, 48] com o nome do método das equagoes funcionais,
vem sendo um importante método amplamente usado para solucionar equagcoes di-
ferenciais parciais (EDP) com condi¢oes de contorno, cuja solugdo fundamental é
conhecida explicitamente. O MSF é um método de colocagao, ou seja, as condigoes
de fronteira s@o impostas apenas a um numero finito de pontos. Além disso, tem
como principal vantagem o fato de nao requerer discretizar o dominio envolvido no
problema tal como no MEF ou MDF, pois o MSF é um método sem malha.

Para ilustrar como este método é implementado, vamos assumir que temos um

dominio €2 C R", n € N, limitado, com fronteira denotada por I' e tem-se a EDP
Lu=0, em ¥, (1.1)
com condigoes de contorno
Biu=f;, sobrel;, i=1,... P, (1.2)

onde £ é um operador diferencial, I' = UL T;, N2, T; = ¢, B; denotam as condigoes
de Dirichlet, Neumann ou Robin e f; sao func¢oes dadas. O MSF consiste em apro-
ximar a solu¢ao do problema (|1.1]), através de uma combinagao linear das solugdes

fundamentais, ou seja
N
upse(z) = ZajF(x,yj), reN=QuUl, (1.3)
Ji

onde F' é a solugao fundamental do problema (|1.1), (yj)év:l sao chamados de pontos



de fonte (singularidades), localizados fora do dominio Q da solucdo do problema,

enquanto (aj)é-v:l sao coeficientes constantes a determinar.

Figura 1.1: Representagao de um esquema possivel para os pontos de colocagao
(pontos vermelhos) e pontos de fonte (pontos azuis).

A determinacao dos valores dos coeficientes é feita através da imposicao das
condigoes de contorno considerando-se um nimero finito de pontos, chamados
pontos de colocagao. A Figura mostra um possivel esquema dos pontos fonte e
colocacao.

Assim, se M pontos de colocacao fossem escolhidos sobre I', entao o sistema
de equagoes gerado pela imposicao das condigcoes de contorno é um sistema de M

equacoes lineares com N incognitas, o qual pode ser escrito como
Aa =D, (1.4)

onde A é uma matriz de M x N, a um vetor de N X 1 incognitas que é preciso
determinar para obter a solugao numeérica e b é o vetor dos valores das fungoes
fi nos pontos de colocagao.

No melhor dos cenarios possiveis, o sistema de equagoes pode ser resol-
vido através da eliminacao gaussiana sempre que M = N e a matriz A tenha posto
completo. Por sua vez, se M > N, a solugao do sistema de equacoes pode ser
obtida usando o método dos minimos quadrados. No entanto, o MSF muitas vezes
gera matrizes mal condicionadas e é necessario utilizar algum método de regulariza-

¢ao, como a regularizacao de Tikhonov [28], que é utilizada no presente trabalho.



1.2 O Método de Regularizacao de Tikhonov

Conforme mencionado na segao anterior, o MSF usualmente gera matrizes mal con-
dicionadas. Este tipo de sistema é geralmente chamado de um problema discreto
linear mal posto.
O método de regularizacao de Tikhonov substitui o sistema , pelo problema
de otimizacao
min | Az — > + A PV (15)

onde A > 0 é um parametro de regularizacio e a matriz P*) € RW=F*N & yma
aproximacao discreta de um operador derivada que determina a ordem de regulari-
zacdo, o que, por sua vez, induz uma restricao de continuidade C* & solucao ay do
problema (para mais informagoes, consulte [28]). Por conseguinte, as regula-
rizagoes de Tikhonov da ordem k£ = 0, 1, 2 sao dadas respectivamente pelas matrizes
PO =T e RV,

-1 1 0 0
0 —1 1 0
pl) e RV-Dx(),
0 0 ~1 1
-1 2 1 0 0
-1 2 1 ..
PO _ 0 0 c RIN-2x(N)
0 0 -1 2 1

A escolha da ordem de regularizacao k depende principalmente das necessidades
do problema em que é utilizada [55] (as ordens de regularizagao 0, 1, 2, enfatizam res-
pectivamente a suavidade da solucao, a suavidade das derivadas espaciais da solugao
ou a suavidade da curvatura espacial). Neste trabalho sao utilizadas duas regulari-
zagOes, a primeira para as solugoes associadas ao MSF (com énfase na suavidade das
solugoes, ou seja, k = 0, j4 que nao é necessario exigir maiores requerimentos para
obter solugoes com adequada aproximacao [55]) e a segunda para a regularizacao dos
pontos da fronteira a reconstruir (com énfase nas ordens de regularizagao k = 1,2,
assumindo que se deseja reconstruir superficies lisas [10]).

Para obter a solugdo do sistema (|1.5]), basta igualar o seu gradiente a zero.



Dessa forma, obtemos
ay = (ATA + \PWTPE)) =1 AT, (1.6)

Observe que o termo residual || Az — b||* no problema de minimizagao pode
ser visto como um indicador de quao bem a solucao a) do problema se aproxima do
sistema (|1.4]).

Por sua vez, note que, se o parametro A for muito pequeno, o termo || Az—b||? sera
levado mais em conta no problema de minimizacao, o que produzird uma solugao
que se encaixa bem no sistema. No entanto, esta sera dominada pelas contribuigoes
de possiveis erros contidos nos dados (vetor b), portanto, o termo ||[P®z||? sera
muito grande. Pelo contrario, se A for muito grande, o problema de minimizagao
sera focado no termo || P%z||?, produzindo uma solucdo excessivamente suave; pois,
este termo controla o comportamento da frequéncia de oscilagao da solugao causada
pelo ruido nos dados. Além disso, o termo residual || Az — b||? serd muito grande e

a solucao nao se ajustara adequadamente aos dados.
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Figura 1.2: Exemplo de um grafico log-log da curva L para a regularizacao de
Tikhonov.

No que se segue ao presente trabalho, o critério da curva L [29] sera considerado
para a escolha do parametro de penalizacao A. Este critério consiste em eleger um
valor para A, que corresponde & “esquina” do grafico |[P*)a,|| vs || Aay—b||, ou seja, o
parametro correspondente ao ponto de maxima curvatura no grafico. Assim, a curva
L é de fato uma curva de balanco entre quantidades que devem ser controladas. A
Figura mostra um exemplo tipico de um grafico da curva L, para P). Para

este caso, uma possivel escolha do termo de regularizacao seria A = 1075, Para mais



detalhes, bem como uma anéalise do critério da curva L, ver [30].

1.3 Problemas Inversos Geométricos

Dado um modelo matematico de um fenémeno fisico, este pode ser escrito em termos

de um operador A : X — Y como
Az =y, (1.7)

onde X e Y sao espacos funcionais e o dominio de definicado X é um conjunto
nao vazio. O problema (1.7) é dito bem posto no sentido de Hadamard se forem

satisfeitas as trés condi¢oes seguintes:

e O operador A é sobrejetivo, isto é, para cada y € Y, existe pelo menos um

r € X (existéncia de solucdo).

e O operador A é injetivo, em outras palavras, se Ary = Axy para x1,29 € X,

entdo r; = 5 (unicidade da solugdo).
e O operador inverso A~! existe e é continuo em Y (estabilidade).

Logo, um problema é dito mal posto se nao satisfizer pelo menos uma das condigoes
acima referidas. Uma definigdo de um problema inverso é dada por Kubo [46], onde
um problema inverso é considerado o oposto de um problema direto. Um problema

direto é proposto, sabendo com antecedéncia as seguintes informagoes:

—_

. a fronteira e/ou dominio da solu¢éao do problema;
2. a equacao que governa o dominio do problema;

3. as condic¢oes de contorno sobre toda a fronteira do dominio da solucao, bem

como as condigoes iniciais, se necessario;
4. as propriedades materiais do dominio do problema;

5. as forgas agindo no dominio do problema.

Quando uma ou mais das informagoes acima sao desconhecidas, ou nao totalmente
especificadas, isto leva a um problema inverso, os quais sao geralmente nao lineares
e mal postos no sentido de Hadamard.

Assim, o foco na obtencao de cada uma das informagoes ausentes acima leva a
um tipo especifico de problema inverso. O presente trabalho centra-se no tipo de
problema inverso relativo ao item 1, que visa determinar a fronteira, uma parte dela

ou o dominio da solu¢ao de um problema que modela certo fenémeno.



Como previamente comentado, um problema inverso geométrico visa identificar
parte do dominio ou fronteira da solucao de um determinado fenémeno, ou seja,
identificar defeitos como obstaculos, cavidades ou fissuras, utilizando técnicas como
a tomografia por impedéancia elétrica (EIT) (ver [76]); tomografia por radiagao de

raios gamma (GRET) (ver [I5]), ou imagens por ressonancia magnética (MRI) (ver

18])-

1.4 Revisao Bibliografica

Os problemas inversos geométricos tém sido um tema de interesse na tltima década,
pois eles modelam defeitos, tais como: obstaculos, cavidades, inclusoes, deficiéncias,
falhas e fissuras, cuja identificacao é de grande importancia na engenharia e na
industria.

Para a solugao do problema inverso, as condi¢oes na parte conhecida da fronteira
devem ser sobredeterminadas, uma vez que, nestes problemas a localizagao e/ou a
forma de alguma parte da fronteira do dominio da solugao sao desconhecidas. Uma
metodologia bastante utilizada na literatura para superar a dificuldade de trabalhar
com problemas sobredeterminados, que sao inerentes no contexto de problemas in-
versos, ¢ reescrevé-lo como um problema de otimizagao. Em particular, problemas
inversos geométricos estao associados a problemas de otimizacao de forma, os quais
podem ser escritos como a minimizac¢ao de um funcional de forma ou fungao objetivo
J, a qual é avaliada sobre  C R? onde d = 1,2,3 e Q pertence ao conjunto de
formas admissiveis U,,. Isto é

a1V

além disso, é comum na maioria dos casos que J(£2) dependa de uma fungao, a qual
é solucao de uma equacao diferencial parcial definida em 2.

Entre os métodos que lidam com problemas inversos geométricos, destacam-se
aqueles que empregam a Anélise & Mudanga de Forma (SSA : Shape Sensitivity
Analysis), baseados em expansoes assintoticas, como, por exemplo: o Método da
Velocidade, originado a partir da mecénica dos fluidos [70]; e 0 método da derivada
topologica, que é baseado em perturbagoes singulares do dominio envolvido [51].
Dentre as aplicacoes destes métodos, podem ser citadas, por exemplo: deteccao
de fissuras |[2], reconstru¢ao de obstaculos [59], o problema inverso de espalha-
mento (Scattering Problem), que consiste na determinagao da forma ou composigao
interna de um objeto através do estudo do comportamento das ondas (reflexao e re-
fragao), sejam mecanicas ou eletromagnéticas, emitidas ao corpo em estudo [22, 25].
Tais exemplos mostram que o método apresenta importantes resultados para vérios

problemas inversos geométricos. Contudo, eles envolvem muitas vezes calculos adi-



cionais, por exemplo, a solugao numérica de varias EDP’s associadas ao método
numeérico e/ou funcional de forma usado, o que resulta em uma maior complexidade
temporal e espacial dos algoritmos computacionais a serem implementados para a
resolucao do problema.

O Método da Velocidade também tem-se mostrado eficaz para fazer frente a
problemas inversos de espalhamento [12, [69], assim como, problemas inversos de
interface [7, 53], que consistem em determinar a forma de um corpo ou substén-
cia contidos noutro corpo ou material, com base nas suas caracteristicas materiais
(coeficiente de condutividade).

Além disso, o Método da Velocidade também tem sido usado recentemente no
problema de tomografia por impedéancia elétrica aplicada a anélise da umidade em
estruturas [33]. Este problema é um caso particular do problema de tomografia de
impedancia elétrica (EIT), que constitui uma técnica para a resolu¢ao de problemas
de interface através do uso de eletrodos e medidas elétricas (corrente ou voltagem)
feitas na fronteira externa do dominio do problema em questao.

O presente trabalho centra-se em particular no problema de EIT para a ané-
lise da umidade em estruturas. Como alguns exemplos da aplicacao do método da
velocidade para o tratamento deste problema, pode-se citar principalmente o traba-
lho de Rymarczyk et al. [64H66], quem emprega a otimizagao topologica (derivada
topologica) e também a otimizagao de forma (derivada de forma ou Método da Velo-
cidade) em todos os seus trabalhos. Em [66], seu algoritmo de otimizagao é baseado
no método de Gauss-Newton além de um hibrido deste método e o método de con-
juntos de nivel (Level set Method [14]), alcangando resultados efetivos; em [64] os
autores usam redes neurais artificiais (ANN) [42], onde além da eficicia, mostram a
eficiéncia da nova abordagem utilizada. Finalmente, no trabalho [65], Rymarczyk
apresenta os resultados de estudos com diferentes algoritmos de aprendizado de ma-
quinas (Machine Learning). A ideia geral que ¢ utilizada consiste em construir uma
malha fixa no interior da parede de forma a utilizar cada elemento da malha como
um pixel correspondente a uma cor que esta associada a condutividade elétrica desse
elemento. As medicoes de voltagem e corrente sao entao realizadas em cada par de
eletrodos que sao colocados em cada face da parede e estas leituras sao usadas para
treinar em cada pizel da rede um sistema baseado na aprendizagem supervisada [11]
(ANN; o método de regressao de menor angulo (LAR) [62] e o método de rede elastica
(ElasticNet |77])). O autor utiliza os trés métodos supracitados, mostrando apenas
resultados eficazes com ANN e LAR. Além disso, os autores utilizam EIDORS, uma
toolbor do MATLAB, para modelar o dominio do problema e algoritmos de otimi-
zacao. Também usa o MEF para resolver o problema inverso e melhorar a eficiéncia
dos seus resultados. A principal desvantagem é que a qualidade da reconstrugao da

distribuicao da umidade depende da quantidade de pizels considerada no momento



da geracao da malha, ou seja, para obter reconstrucoes de melhor qualidade é neces-
sario considerar uma malha com uma grande quantidade de elementos, produzindo
um elevado custo computacional do algoritmo. Outro ponto fraco é a quantidade de
redes neurais ou funcionais envolvidas na formagao do sistema inteligente, uma vez
que uma ¢ treinada para cada pizel, mostrando melhores resultados quanto maiores

forem o niimero de medidas consideradas.

1.5 Proposta do Trabalho

De modo a evitar lidar com célculos adicionais envolvidos na utilizacao dos métodos
j& mencionados na se¢ao anterior para a solugao de problemas inversos geométricos,
este trabalho apresenta uma forma alternativa de abordar estes problemas sem o
uso da anéalise & mudanca de forma. Além disso, o MSF é utilizado para evitar o
problema da discretizacao iterativa do dominio que envolve o uso de métodos malha-
dependentes, como o MEF, usado na maioria dos problemas inversos ja mencionados,
com énfase especial no problema de EIT para analise da umidade de estruturas.

A ideia basica proposta para resolver os problemas de reconstrucao supracitados
consiste na modelagem do problema, reformulando-o como um problema de otimi-
zacao nao linear mediante a minimizacao de um funcional de custo, que relaciona
as leituras lidas na fronteira do dominio do problema e os dados numéricos obti-
dos através do MSF, sendo estes dados, dependentes da fronteira a ser reconstruida.
Pretende-se mostrar varios exemplos numéricos incorporando em alguns deles, ruido
gaussiano branco (WGN). Além disso, é usada a toolbox de otimizagao do MATLAB.

Mais precisamente, a proposta do trabalho sera apresentada através de exemplos
numéricos para dois tipos de problemas inversos geométricos.

O primeiro problema consiste na reconstru¢ao de um obstaculo e para a sua reso-
lucgao, é utilizada a proposta acima mencionada. Aborda-se a equacao de Helmholtz
modificada e para minimizar o funcional sao utilizados os algoritmos dos pontos
interiores [3] e Active-Set [50] da toolboxr de otimizagdo do MATLAB. Posterior-
mente, a titulo de comparacao, uma tentativa de resolucao alternativa é mostrada
usando a analise de mudanca de forma, mais precisamente o Método da Velocidade
e a derivada de forma de primeira ordem. Além disso, de modo a simplificar os cal-
culos que envolvem a utilizacao deste método, a equagao de Laplace é considerada
no problema de reconstrucao. No entanto, no presente trabalho, nao foram obtidos
resultados eficazes para o problema da reconstrugao através deste método, o que
serd mostrado no capitulo 2.

O segundo problema considerado é o de EIT aplicado & anélise da umidade em
estruturas. Para resolvé-lo, quatro principais exemplos numéricos sao apresenta-

dos. No primeiro exemplo, um algoritmo é implementado em MATLAB. Seguindo



a proposta, um funcional custo que depende, ao mesmo tempo, de um conjunto de
pontos do obstéculo a ser reconstruido e dos coeficientes associados ao MSF ¢é mi-
nimizado por meio do algoritmo dos pontos interiores da toolbor de otimizacao do
MATLAB. No segundo exemplo, para resolver o mesmo problema de EIT inverso, é
proposto outro algoritmo que reduz o nimero de variaveis do funcional custo para
otimizar apenas um conjunto de pontos da fronteira do obstaculo a ser reconstruido.
Esta estratégia reduz significativamente a complexidade do algoritmo e, portanto,
o nimero de iteragoes para reconstruir a fronteira procurada. O terceiro exemplo
mostra a reconstrucao da fronteira livre do problema EIT para uma fronteira alvo
mais complexa do que a utilizada nos dois exemplos anteriores, para a qual o MSF é
utilizado para obter dados ficticios que servem para resolver o problema utilizando o
mesmo algoritmo proposto no exemplo anterior. O tltimo exemplo estende o exem-
plo anterior a um caso em trés dimensoes e mostra a eficacia da ideia proposta,

mesmo poluindo os dados com WGN.
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1.6 Organizacao do Trabalho

Os capitulos seguintes estao organizados da seguinte forma: no capitulo 2, mostra-
se como o MSF é aplicado aos problemas de reconstrucgao através de alguns exem-
plos, considerando as equagoes modificadas de Helmholtz e Laplace, comparando a
proposta de trabalho com o uso da analise de mudanga de forma (Método da Ve-
locidade). O capitulo 3 centra-se no problema de EIT para a analise da umidade
estrutural, utilizando dois métodos derivados da primeira proposta de resolucao ex-
posta no capitulo 1. Apresentam-se exemplos numéricos em duas e trés dimensoes
com ruido moderado nas medigoes. A umidade nas paredes é detectada de forma
satisfatoria mediante uma abordagem simples e da toolbox de otimizacao do MA-
TLAB. Por fim, o capitulo 4 apresenta as conclusoes gerais do trabalho e os possiveis

trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Exemplo de Reconstrucao de um
Obstaculo Usando o MSF

Neste capitulo mostra-se um exemplo da solucao de um problema de reconstrugao
mediante a aplicacao do MSF. O problema consiste na determinacao da forma de
um conjunto interno contido em um dominio regido pela equagao de Helmholtz

modificada.

2.1 Formulacao Matematica do Problema

Seja 2 C R™", n =1,2,3, um conjunto simplesmente conexo, aberto e limitado, com
fronteira ['y Lipschitz continua. Considere D um subdominio fixo nao vazio aberto
e limitado de €2, também com fronteira 9D = ¥, Lipschitz continua e Q* = Q\D.

Figura 2.1: Dominio €2 e o subdominio alvo D.
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Considere também o seguinte problema de contorno

(

Lu=0b, em QF,
u =g, sobrel\, (2.1)

u=nh, sobre X,

\

onde £ é um operador diferencial linear, b € R ¢é constante, g € HY?(I'y) e h €
H'Y2(%), sendo HY/?(T'y) o espaco dos tracos das funcoes em H*' (), sobre a fronteira
I'y e 2. se o conjunto D for conhecido e o operador L corresponder a equagao de
Laplace ou Helmholtz modificada (equagbes utilizadas neste trabalho), entdao pode
ser provado, através da formulagao variacional e do teorema de Lax-Milgram, que o
problema tem uma solugao tinica u € H'(Q*), ver [17, 21].

No entanto, o problema geométrico inverso a ser considerado consiste em encon-
trar o conjunto D. O objetivo, portanto, é reconstruir D ou a sua fronteira ¥. Para

tanto, sera considerada também a condi¢ao de Neumann sobre a fronteira I’y

g—z = f, sobre I, (2.2)

para f € H~Y/2(I'y), onde H~'/2(Ty) denota o espaco dual associado a H'/%(Ty). A
condicao pode ser obtida a partir da realizagao de leituras do fendmeno em
estudo sobre a fronteira I'j.

Assim, o problema inverso geométrico consiste em reconstruir o dominio D ()

que satisfaga ao problema

¢

Lu=10b em QF

u =g, sobrelY,

u=h, sobre Y, (2.3)
8_u = f, sobre I'y,
\on

O problema inverso geométrico ([2.3) é mal posto, uma vez que nao depende conti-
nuamente dos dados (condigbes g e f sobre I'y), ver [38]. No entanto, o problema
inverso possui solugao tnica. A existéncia e unicidade (ver [38|) é provada utilizando
a teoria do potencial para problemas inversos [37] e o método da ortogonalidade [57].
Para detalhes da existéncia e unicidade de solu¢oes para problemas geométricos in-

versos mais gerais, ver [52].
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2.2 Primeiro Método de Resolucao: O Meétodo
das Solucoes Fundamentais para a Equacao de
Helmholtz Modificado

Nesta secao sera exposta uma forma de aplicar o método das solugoes fundamentais
para resolver o problema da determinacao de um defeito D contido em um dominio

Q limitado e simplesmente conexo, baseado no método apresentado em [I0].

Lo
by

Figura 2.2: Dominio = B(0, 1) e o subdominio procurado D.

2.2.1 Reformulagao Matematica do Problema usando o MSF
para a Equacao de Helmholtz

A seguir, apresenta-se uma forma de aplicar o método das solugoes fundamentais
para a solucao do problema inverso, considerando um dominio 2 C R? simplesmente
conexo, com fronteira suave, um subdominio D suave de Q, tal que D C Q e Q\D
¢ conexo (ver Figura . Além disso, vamos considerar a equacao de Helmholtz

modificada
Au—Fku=0, em Q\D, (2.4)

onde k% ¢ uma constante conhecida e as seguintes condicoes de contorno:
u = g sobre Iy, (2.5)

u = h sobre ¥, (2.6)

onde g € HY?(I'y) e h € H'/?(X) sdo funcoes dadas. Neste caso considera-se que
nao se conhece D e, além das condigoes dadas (2.5)), (2.6)); suponha que dispoe-se
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da seguinte informagao:

ou

o

para f € H-Y/2(Ty).
De modo a utilizar o MSF para resolver o problema inverso, procede-se a apro-

ximar a solugao do problema ({2.4]) pela seguinte combinagao linear:

M+N
UMSF(x) = Z ai¢(x7£i)7 S Q\D, (28)

i=1
onde ¢ é a solugdo fundamental da equagdao de Helmholtz modificada ([2.4) em R?,

ou seja,

8(r,) = o= Kolkllz ), 2.9

com [lz =yl = ((z1 = 31)* + (22 — 32)*)"/*, @ = (21,22), y = (y1,4») ¢ o ponto
y denota a singularidade da solugao fundamental. No caso da expressao (2.8)), as
M + N singularidades &;, ¢« = 1,..., M + N, também chamados pontos fonte, sao
escolhidas de modo que fiquem fora do dominio da solugao de , ou seja, & €
R\ (Q\D), i = 1,..., M + N. Dessa forma, a solugao uysr estd bem definida em
todo Q\D.

Por outro lado, Ky denota a funcao de Bessel modificada de segundo tipo de
ordem zero e os coeficientes a;, i = 1,..., M + N, s@o nimeros reais a serem de-
terminados mediante o uso das condicoes de fronteira , e . Note
que na expressao , a constante 1/27 da solugdo fundamental ¢ foi inserida nos
coeficientes (a;) ", para cada termo do somatério.

Para resolver o problema inverso acima, ¢ necessario escolher um conjunto de
pontos de fonte para a expressao , os quais devem ser pontos que nao pertengam
ao dominio de solucao do problema, ou seja, os pontos fonte devem pertencer ao
conjunto (R?\Q) U D. Por outro lado, como nosso objetivo ¢ encontrar a solugio
UprsF, sera necessario considerar outro conjunto de pontos, chamados pontos de
colocacao, que serao utilizados para se impor as condi¢oes de contorno e determinar
as constantes (a;)221" da combinagao linear (2.8)).

Por uma questao de simplicidade, vamos considerar €2 sendo a bola centrada
na origem de raio 1, isto é, @ = B(0,1) e a fronteira do dominio desconhecido D

definida como
Y = {z € R*|(r(#) cos(f),r(0) sin()), 6 € (0,2x]}, (2.10)

onde 7 : [0,27] — [0, 1] é uma fungdo continua suave.
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Assim, sao tomados os seguintes M pontos de colocagao

i i
v = <Cos (%),sin (%)) i=1,.., M, (2.11)

sobre a fronteira I'g = 0B(0, 1) e os seguintes N pontos sobre ¥

2mg . [ 2mg .
Tj = (rj cos (W) ,7; sin (T)) , j=M+1,.., M+ N. (2.12)

Note-se que o conjunto de pontos dado pela expressao anterior ([2.12f), pertence a
fronteira >, cuja forma foi dada na expressao .

Quanto aos pontos fonte, por motivos de simplicidade, sao apontados M pontos
da fronteira ficticia 0B(0, R),

i i
§i:in:(Rcos (%),Rsin (ﬁ)) i=1,.., M, (2.13)

onde R > 1, assim como N pontos pertencentes ao dominio desconhecido D cuja

forma é dada por

1 r; 2\ r; . (27) :
=xi= -2 — ], — =M+1,.,. M+ N 2.14
& px] (pcos(N),psm(N s +1,., M+N, ( )

onde p > 1. A escolha dos pontos fonte poderia ter sido mais arbitraria na
condicao de pertencer ao interior da suposta fronteira D, no entanto, para efeitos
de simplicidade, sao utilizados os pontos que figuram na expressao . Note que
essa escolha dos pontos fonte assegura que eles pertencam ao interior de D, os quais
sao necessarios para a aplicacao do MSF ja que tanto como sao pontos
fora do dominio de solucdo Q\D.

Para determinar os coeficientes (a;)» 1" da solucdo uyrsr, basta resolver o pro-
blema de colocacao associado ao MSF usando as condi¢oes conhecidas e ,

isto é, resolver o seguinte sistema de equacoes

Aa = b, (2.15)

onde a = (a1,as,...,am+n)7, (A)iy = o(z,&5), i,j = 1,.... M + N e b =
(f(x1), ..., fem), h(xpr41), -, h(xaren))T. Repare que as primeiras M linhas do
sistema linear anterior estao associadas a , sendo esta uma condicao sobre Iy,
a qual é uma parte da fronteira do dominio de solugao 'y UX; enquanto as restantes
N linhas correspondem a outra parte da fronteira da solucao 3 dadas pela condicao

£9).

No entanto, como nosso principal objetivo é reconstruir o obstaculo D, o seguinte
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funcional sera usado

2

ou

3nf

+[lu = Az s), (2.16)

Fla.r) = u— gl 3y + H
L2(To)

sendo a = (ay,...,ap4n) € 7 = (r1,...,7N), onde a condi¢ao adicional utili-
zada garante a resolugao do problema geométrico inverso como ji mencionado na
formulacao matematica do problema inverso. Note que o funcional permite
encontrar a solugao para o problema e reconstruir o obstaculo ao mesmo tempo.

Logo, a expressao do funcional (2.16]) resulta em

M+N 2

M
= Z Z a’j¢ Q:Zugj i

=1 =

M+N

Zaz (23, &) — f(@ )]
+ [Z aj¢($ia§j)—h(l‘z‘)]

i=1+M L j=1
(2.17)

Assim, tem-se um problema de otimizacao nao linear com M + 2N variaveis a

serem determinadas. Em resumo, precisamos resolver o problema

(

min F(a,r),
(a,r)ERM+2N

sujeito a (2.18)

O<rm<l,i=1,...,N, r=(ry,...,ry).

\

Neste trabalho, sao utilizados trés métodos de otimizagao da toolbox de oti-
miza¢ao do MATLAB (método dos pontos interiores, método do conjunto ativo e
algoritmos genéticos). Estes métodos serao brevemente descritos, antes de mostrar
os resultados numéricos que envolvem sua utilizagao.

Os resultados numéricos que serao apresentados na se¢ao utilizam o método
dos pontos interiores.

Apresenta-se a seguir uma breve descricao do algoritmo de pontos interiores.

2.2.2 Método dos Pontos Interiores

O método dos pontos interiores (Interior Point Method), na otimizagao nao linear,
foi introduzido pela primeira vez por Anthony V. Fiacco e Garth P. McCormick
em 1960 [56]. A base deste método é incorporar as restrigdes do problema de oti-
mizacao na fungao objetivo, criando uma fungao de barreira (Barrier Function).
Para resolver o problema, além dos tipicos métodos de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

[60], também é utilizado um fator de perturbagdo, que limita a busca de potenci-
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ais solugoes numa regiao viavel, resultando num algoritmo eficiente em termos de
complexidade temporal.

Por tanto, uma das principais vantagens deste método ¢é ter uma complexidade
assintotica temporal polinomial (alta velocidade de execugao do algoritmo). Tam-
bém é melhor para resolver problemas de otimizacao com um grande nimero de
variaveis alvo, pois a algebra linear envolvida em sua formulacao produz algorit-
mos mais rapidos do que outros métodos (sua matriz Jacobiana tem uma estrutura
especial que permite que seja facilmente manipulada).

Por outro lado, o método dos pontos interiores, em geral, nao se comporta como
um otimizador global, uma vez que pode considerar como suficiente, critérios locais
de otimizacao para encontrar uma solucao. Ou seja, cada valor inicial das variaveis
impostas pelo usuario poderia produzir um minimo local, o que nao é tao apropriado
se o problema a ser resolvido contiver varios minimos locais. Para mais detalhes do

método, ver [3], por exemplo.

2.2.3 Resultados Numéricos

Nesta secao serao mostrados alguns resultados numéricos para o problema inverso
geométrico para a reconstrucao do obstéaculo D.

O seguinte exemplo com solugao analitica foi extraido da tese de Bin-Mohsin,
B. [10], onde o autor resolve o problema inverso usando a rotina E04FCF que faz
parte da biblioteca NAG (software para resoluc¢ao de otimizagao e problemas relaci-
onados).

Neste trabalho, serd utilizada a funcao fmincon da toolbox de otimizacao do
software MATLAB, a qual permite resolver problemas de otimizacao restrita nao
lineares. Dos métodos de otimizacao fornecidos pela funcao fmincon, foi escolhido o
método de pontos interiores, devido ao fato de lidar bem com problemas de otimi-
zagao que envolvem vérias varidveis e apresentar uma maior velocidade de execugao.
Tal método é utilizado em todos os casos dos testes numéricos desta sec¢ao.

De modo a resolver o problema inverso geométrico, considerem-se as seguintes

condic¢oes de contorno:

u(1,0) = f() = ecsO)Fsin®) sobre 0B(0,1), (2.19)

%(1, 0) = g(0) = (cos(0) + sin(p))ecosO)+sin®) sobre 0B(0, 1), (2.20)
n

u(r(6),0) = h(f) = O 7(cos(@Fsin®) sobre X, (2.21)

Convém assinalar que o dominio ¥ da condigao (2.21)) é desconhecido para o pro-
blema inverso ((2.18)), sendo sua fronteira parametrizada pela expressao ([2.10)).

Assume-se que o dominio que se deseja encontrar tem a forma de uma bola de
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raio 0.7, a saber, D, = B(0,0.7). As condigoes de contorno (2.19)), (2.20)), (2.21)),

produzem a solucao analitica

Ua(r,0) = e7(cos(0)+sin(9)) (2.22)
portanto, ao resolver o problema inverso geométrico composto por , ,
, (2.21)), espera-se obter uma solugdo numérica uysp da forma (2.8), que
aproxime a solucao analitica e um conjunto de raios que, junto com a forma
assumida da fronteira de D, aproximem-se da forma D,.

Também, em todos os testes numéricos serao considerados M = N pontos, o
raio da fronteira ficticia para os pontos fonte fora do dominio 2 sendo R = 2
e p = 2 parametro para os pontos fonte no interior de D. A seguir sdo

mostrados alguns testes para diferentes chutes iniciais Dy e (a;) X

e Teste 1 : Neste primeiro caso considera-se como valores iniciais para o uso do

algoritmo de otimizacio Dy = B(0,0.3), (a;) M = 1.

* Caso M=N=5:
No gréfico do lado esquerdo da Figura [2.3| mostra-se a distribui¢ao tanto
dos pontos fonte quanto dos pontos de colocacao. Com relagao aos pontos
fonte, M = 5 estao localizados sobre a fronteira ficticia 0B(0,2) e N =5
estao localizados sobre 0B(0,0.3/2). Por sua vez, mostra-se a distribuigao
dos pontos de coloca¢ao (M + N = 545 = 10); M = 5 sobre 'y =
0B(0,1) e N = 5 sobre Dy = B(0,0.3). Quanto ao grafico do lado direito,
mostra-se a fronteira real ¥, (circulo azul), a qual deve ser determinada;
a fronteira inicial escolhida (circulo vermelho descontinuo) e a fronteira
determinada através da minimizagao do funcional , poligono verde.
Observa-se que para M = N = 5, a aproximacao D* para D,, dada pelo
termo r = (rq,...,7N=5) da solugao (a,r) aproximada do funcional

correspondentes ao raio r, nao é precisa.

A Figura [2.4) mostra as comparagoes da solugao analitica u, e sua deri-
vada normal dJu,/On com suas aproximagoes numéricas, dadas respecti-
vamente por uysr e sua derivada normal duysr/0On, obtidas pelo vetor
a = (a,...,apsn=10) da solu¢ao (a,r). Como pode ser observado, nao
se aproximam com precisao em alguns pontos, que em coordenadas po-
lares correspondem a 6 € [0, 2], sobre a fronteira 0B(0,0.85) a qual esta
contida no dominio de solugao B(0,1)\D,.

* Caso M=N=10:
Ao se aumentar o numero de pontos fonte e colocagao, isto é, M =

N = 10, nota-se uma melhoria tanto na forma final D* como na solugao
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M=N=5 Pontos fonte(M) e colocacao(N)

Figura 2.3: Distribui¢ao dos pontos fonte e de colocag¢ao, dominio inicial Dy e apro-
ximagao D* para M = N = 5 no Teste 1.

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica ug na bola B(0,0.85) Comparacao %% e solucao numerica 2 uysr na bola B(0,0.85)
5 o b7

251 ¢

1,(0.85,6)

05

3 4 3 4
6 € [2x/M,2x] 0 € [2x/M, 27)

Figura 2.4: Comparacao da solugao analitica u, e a solugao numérica uysp sobre o
conjunto 9B(0,0.85) para M = N =5 no Teste 1.

numeérica uygr e sua derivada duprsr/0n, tal como indicado nas Figuras

(2.5)) e (2.6) respectivamente.

* Caso M=N=20:
Se o namero de pontos de fonte e colocacao for aumentado para M =
N = 20, é possivel perceber uma melhoria apenas da solu¢ao numérica,

mas nao da forma do dominio D*.

A Tabela mostra o valor do funcional (2.17) avaliado na solu¢ao aproxi-

mada (a,r) e os erros das solugoes numéricas e derivadas sobre 0B(0,0.85) C

B0, )\D,.
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M=N=10 Pontos fonte(M) e colocacao(N)

05 02

Figura 2.5: Distribui¢ao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e apro-
ximacao D* para M = N = 10 no Teste 1.

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uysr na bola B(0,0.85 Comparacao 2% e solucao numerica 2uysr na bola B(0,0.85
p: o MSF 3 P T B UAISF
35 T T T T T T ™ T 7 T

3 4 3 4
6 € (2n/M, 27 0 € [2m/M, 2r)

Figura 2.6: Comparacao da solugao analitica u, e a solugdo numérica uy;sr sobre o
conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 10 no Teste 1.

e Teste 2 : Como segundo teste sao consideradas as seguintes condi¢oes Dy =

B(0,0.5), (a;)X Y = 0.5 como valores iniciais para o algoritmo de otimizacao.

* Caso M=N=5:
As Figuras e , mostram uma aproximacgao muito semelhante a
do Caso tanto para a forma final D* como para a solu¢ao numérica
upsr € sua derivada OQuysp/0On, embora pontos de partida diferentes

tenham sido tomados.
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M=N=20 Pontos fonte(M) e colocacao(N)
o

0.8
s

06
o
* * * 04
* *
B . . B
05 0.2
* )(x)()(>< *
%
o * x % x
‘s
*
05

06
2 1‘5 7‘1 rOlS g 0‘5 'll 1‘5 2 -0‘§08 rOlB ~D‘4 70‘2 ll) 0‘2 0‘4 O‘S 0.8
. 7
Figura 2.7: Distribui¢ao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e apro-
ximagao D* para M = N = 20 no Teste 1.
s Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uys na bola B(0,0.85) s Comparacao % e solucao numerica f-uyrsr na bola B(0,0.85)
é’ﬁ\‘ Ay
b &&
3 : q
fo
R
wf
b
\ @
(5\ !
}%
\\
5 (‘\
15

05

3 4
0 € [2m/M,21])

3 4
0 € [2m/M,21)

Figura 2.8: Comparacao da solugao analitica u, e a solugao numeérica usp sobre o
conjunto 9B(0,0.85) para M = N = 20 no Teste 1.
* Caso M=N=10:

Quando o nimero de pontos é aumentado para M = N = 10, nota-se

D*, como pode ser visto nas Figuras (2.11)) e (2.12)) respectivamente.
* Caso M=N=20:

que eles melhoram tanto a solugao numérica uy;sp como a forma final

Para um maior aumento no niimero de pontos, apenas se pode ver uma

melhora na solugao numérica uysr € Qupsp/On, mas nao na aproximagao
do dominio buscado, como aconteceu no Caso [2.2.3] Ver Figuras (2.13)),
(12.14]).
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Tabela 2.1: Valores de F(a,r), ||[uq — umsrl| e |

{5,10,20} no Teste 1.

Oug
on

— —8“34751”” para M = N €

M =N F(a,r) e — unsellopooss) | | 5e — 61%4—nSF||8B(0,0.85)
5 2.0000 x 1072 1.5857 8.5488
10 2.5605 x 1075 0.0295 0.4990
20 9.2492 x 1075 0.0227 0.0980
M=N=5 Pontos fonte(M) e colocacao(N)

Figura 2.9: Distribuigao dos pontos fonte e de colocag¢ao, dominio inicial Dy e apro-
ximagao D* para M = N = 5 no Teste 2.

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uyzsy na bola B(0,0.85)

1,(0.85,6)

Comparacao %% e solucao numerica 2 uy/sr na bola B(0,0.85)

3 4
0 € [2m/M, 2x)

3 4
6 € [2m/M,2n)

Figura 2.10: Comparacao da solugao analitica u, € a

o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 5 no Teste 2.
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M=N=10 Pontos fonte(M) e colocacao(N)
. - o8
‘ D * * ) o) o N
05 " xx " 02 \\\\‘
ot . o o . ! o \
7057 * « xo o « * N ///“ﬁ
ak * * 04 // ! Y
15f . a
L J
Figura 2.11: Distribuicao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e

aproximacao D* para M = N = 10 no Teste 2.
Comparacao 2% e solucao numerica - uys na bola B(0,0.85)

—&—Solu

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uysp na bola B(0,0.85)
numerica uy sr

&\;\9\@

4 . . . .
0 1 2 3 4
6 € [2n/M, 2n)
J

3 4
6 € [2m/M,2x)

Figura 2.12: Comparacao da solugao analitica u, e a solugao numérica uy gp sobre

o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 10 no Teste 2.
A melhoria das solu¢des numéricas pode ser vista na Tabela [2.2]
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7
M=N=20 Pontos fonte(M) e colocacao(N)
2 i 0.8
o
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15 06 [
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1 * * 04
* *
o ¥ ¥ o
0.5 x X x 0.2
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* *
o * x * + or
* *
x x
05 | I -02
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1 *ox K -04
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2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2 0.8 0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.13: Distribuicao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e

aproximacao D* para M = N = 20 no Teste 2.

%4 e solucao numerica 2-uyrsr na bola B(0,0.85)

T

.
Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uysp na bola B(0,0.85) Comparacao
5 - - . - 5 -
ﬂ, f?\(
N \
4 b
at f & ¥
4 X 4 f
/ ht /
¢ \ ¢
/ 1 [
250 b / \
/ Al 9 b
\ 3t/ A
i ) 4 \
9 )
g / / %
2+ \ ¢ _ \
S & / E ¢
g \ [ &
= N / s ? \
3 \ ? ES %
151 ] [
\? ¢ b
§ / X
\ ¢ \
! 4 1 D
¥ 7
1 § ?
’7/ 0
. : W/IVK(
0 . -1 -
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2
8 € [2n/M, 2x]

3 4
6 € [2n/M, 2n)

Figura 2.14: Comparacao da solu¢ao analitica u, e a solugdo numérica uy;sp sobre
o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 20 no Teste 2.

Tabela 2.2: Valores de F(a,r), ||[uq — umsrl| e |

{5,10,20} no Teste 2.

on

Oug

_ Ouumsr

MSE | para M = N €

M =N F(a,r)

||Ua, - UMSF||aB(o,0.85)

Oug

_ Ouysr
on

on

loB(0,0.85)

5 2.0000 x 1072

1.5856

8.5489

10 6.6334 x 1076

0.0265

0.4999

20

2.6148 x 1076

0.0072

0.0493
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e Teste 3 : Neste terceiro teste sao considerados os seguintes valores iniciais
_ M+N _
Dy = B(0,0.85), (a;);2; " = 1.
Este caso difere dos casos anteriores uma vez que, neles, as fronteiras inici-

ais foram tomadas como bolas contidas na fronteira real D,. Neste caso, a

fronteira inicial Dy é tomada como uma bola contendo a fronteira real.

* Caso M=N=5:
Para este nimero de pontos de colocagao e fonte, os resultados sao ana-

logos aos obtidos nos casos anteriores. Ver Figuras (2.15)) e (2.16)).

M=N=5 Pontos fonte(M) e colocacao(N)

05 x

Figura 2.15: Distribuicao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial D, e
aproximacao D* para M = N = 5 no Teste 3.

* Caso M=N=10:
Nessa situagao, os resultados melhoraram tanto para a solugao numérica

quanto para o dominio aproximado D*, como ocorreu nos casos anteriores,

como pode ser visto nas Figuras (2.17)) e (2.18]).

* Caso M=N=20:
Para um maior aumento no ntimero de pontos, apenas as aproximagoes
para a solu¢do numeérica uysp € sua derivada Juprsp/On melhoraram,

mas nao para o dominio reconstruido D*. Fato que se repetiu como nos

casos anteriores. Ver (2.19)) e (2.20)).

Na Tabela pode-se observar a melhoria da solu¢ao numérica uy g € sua
derivada Oupsr/On & medida que o nimero de pontos de fonte e de colocagao

aumentam.
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Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uyzsy na bola B(0,0.85)
5 T T T

1,(0.85,)

o
i

Comparacao 9% e solucao numerica #-uysp na bola B(0,0.85)

3 4
0 € [2m/M, 2]

3 4
0 € (2n/M, 2r)

Figura 2.16: Comparacao da solucao analitica u, e a solugao numérica uy;gr sobre
o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 5 no Teste 3.

-
M=N=10 Pontos fonte(M) e colocacao(N)
2 1
o
08
15
o o 06
T * *
x x 04t
* *
0.5 x
o o 02r |
° I
ot * x o c k. or
o o \
> 0o 02 \
-05 L * \
* *
x x 04l
1 * *
o o -06
15 [
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Figura 2.17: Distribuicao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e
aproximacao D* para M = N = 10 no Teste 3.

Tabela 2.3: Valores de F(a,r), |Jus — unsp| e ||%e — 87%4—:"“” para M = N €
{5,10,20} no Teste 3.
M=N F(a,r) [ta — unrsrllopooss) | |19k — 2LSE |50 0 585)
) 2.0000 x 1072 1.5856 8.5489
10 6.2830 x 1076 0.0264 0.5000
20 8.0979 x 106 0.0084 0.0559
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Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uyssr na bola B(0,0.85) Comparacao % e solucao numerica Zuysr na bola B(0,0.85)

35

,(0.85,6)

3 4 3 4
6 € [2m/M, 2] 6 € [2n/M, 2]

Figura 2.18: Comparacao da solucao analitica u, e a solugdo numérica uy;sp sobre
o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 10 no Teste 3.

( )
M=N=20 Pontos fonte(M) e colocacao(N)
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Figura 2.19: Distribuicao dos pontos fonte e de colocagao, dominio inicial Dy e
aproximacao D* para M = N = 20 no Teste 3.
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%,(0.85,6)

35

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uysr na bola B(0,0.85)

o—°

3 4
0 € [2n/M, 2r)
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Comparacao %% e solucao numerica - unzsr na bola B(0,0.85)

3 4
0 € [2n/M, 2]

Figura 2.20: Comparacao da solugao analitica u, e a solugao numérica uy gp sobre

o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 20 no Teste 3.
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Os experimentos apresentados acima foram obtidos com um critério de parada
de 1000 iteragoes para o algoritmo utilizado. A partir desses experimentos,
pode-se concluir que este procedimento formulado, que utiliza o método das
solugoes fundamentais para a resolugao do problema geométrico inverso ,
apesar de ter como inten¢ao encontrar ao mesmo tempo, a solu¢cao numérica
upsr € a forma do dominio desconhecido; s6 melhora gradualmente a solugao
numérica a medida que o numero de pontos fonte e de colocacao aumenta.
Porém, em relagao a reconstrucao do dominio desconhecido, ele nao é eficaz.
Os melhores resultados em cada teste foram obtidos considerando um ntmero
relativamente pequeno de pontos de fonte e colocacao, como visto nos trés tes-
tes mostrados, quando M = N = 10. Além disso, em todos os casos acima, foi
observado um comportamento decrescente do funcional objetivo, o que indicou
que o processo de minimizagao é convergente ( se isto nao tivesse acontecido,
isso poderia ter indicado que o processo de minimizacao ¢ divergente ou, mais

provavelmente, que o c6digo computacional contém erros).

Como ja foi evidenciado, surge um inconveniente com o funcional apresentado,
pois ele reconstr6i o dominio objetivo com certa irregularidade, ou seja, as
distancias entre pontos consecutivos que reconstroem o dominio alvo D sao
muito grandes, fato que sugere a regularizagao da distancia entre esses pontos
(componentes do vetor r) no funcional , pois como mencionado, este
problema encontra tanto os pontos associados a solu¢gao numérica quanto os
pontos que determinam a forma do dominio desconhecido ao mesmo tempo

(componentes dos vetores b e a respectivamente).

e Teste 4 : Neste teste, um termo de regularizagao foi incorporado ao funcional

(2.16). Logo, a nova expressao a ser minimizada é dada por:

Fy, = Fla,r) + Mg || PYr|]?, (2.23)

H

onde P ¢ a matriz associada a regularizacao de Tikhonov de ordem 1, isto é

-1 1 0 0
0 -1 1 ... 0

P = e ROV=Dx(), (2.24)
0 0 -1 1

Note que, ao incorporar o termo de regularizacao no funcional F),, a ma-

triz P contribuira diminuindo as distancias entre os pontos da fronteira a
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otimizar, o que permitird uma reconstru¢ao mais suave da fronteira alvo.

Deve esclarecer-se que a escolha do parametro de regulacao Ay na expres-
sao acima nao pode ser feita através do critério da curva L, porque o termo
F(a,r) no funcional nao ¢ linear. Um possivel recurso para a escolha
do parametro lambda poderia ser o critério da superficie L [6]. No entanto,
os procedimentos que envolvem a sua utilizagao sao muito complicados de
implementar computacionalmente, pelo que, neste trabalho, a escolha dos pa-
rametros de regularizagao associados aos parametros funcionais regularizados
baseia-se no critério de prova e erro para varios valores do parametro, ou seja,
testando primeiro com valores pequenos e aumentando-os gradualmente até
se perceber uma maior suavidade nas reconstrugoes da fronteira desconhecida,
considerando véarias formas diferentes como estimativas iniciais para o método
utilizado na minimizagao do funcional regularizado .

E também importante referir que o critério da curva L, exposto no capitulo 1,
serd utilizado na secao do capitulo 3, para a regularizagao das solugoes as-
sociadas ao MSF, o que é possivel porque seré apresentada uma nova proposta
de implementagao do algoritmo de reconstrucao que, primeiro, encontra as
solugdes numéricas associadas ao MSF (onde o critério da curva L é utilizado)
e, depois, minimiza um funcional nao linear que depende apenas dos pontos

que reconstroem a superficie alvo.

Foram realizados testes para todos os casos anteriormente apresentados,
obtendo-se melhores resultados. De modo a nao prolongar este capitulo,
apresenta-se em seguida o resultado para o caso: M = N = 10e Dy = B(0,0.3)
e (a)M T =1, que sdo as mesmas condicdes no segundo caso do teste 1 para
fins de comparacao. O parametro de regularizacao Ay, para este caso é igual a
1, foi escolhido por teste e erro, como mencionado anteriormente, no intervalo

{107°,1074,...,10°, ..., 10% 10°}.

Com o exposto, é de se esperar uma melhora nos resultados experimentais; o
que é conferido na Fig. 2.21], onde um resultado proximo ao dominio alvo foi
alcancado com apenas 96 iteracoes usando o mesmo método de minimizacao
nao-linear dos testes anteriores, onde o processo para este quarto teste termi-
nou tendo um funcional minimizado de ordem de 107°. Assim, a eficiéncia
do método utilizado nesta segao foi melhorada (de 1000 iteragdes, obtidas no

mesmo caso do Teste 1, para apenas 96 iteragoes).

Na Fig. [2.22] mostra-se a comparagao das solugdes analiticas e numéricas de-
pois da incorporacao do termo de regularizacao, observando-se uma ligeira
discrepancia, mas isso se deve ao uso da regularizagao que, como mencionado,

esta focada nos pontos que reconstruem o dominio.
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Figura 2.21: Dominio inicial Dy = B(0,0.3) e aproximagao D* para M = N = 10
no Teste 4.

Comparacao solucao analitica u, e solucao numerica uysr na bola B(0,0.85) Comparacao %% e solucao numerica 2 uysp na bola B(0,0.85

,(0.85,6)

3 4
6 € [2m/M, 2r)

Figura 2.22: Comparacao da solugao analitica u, e a solugdo numérica uy gp sobre
o conjunto 0B(0,0.85) para M = N = 10 no Teste 4.
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e Teste 5 : Para terminar esta secao, mostra-se o resultado da reconstrucao do
mesmo obstéculo D dos testes anteriores, considerando também o funcional
regularizado e como chute inicial Dy um dominio eliptico de semi-eixos
0.5 e 0.2. Além disso, M = N =10, (a)X N =1e Ay = 1.

O algoritmo atinge o resultado representado na Fig. [2.23|depois de apenas 140

iteracoes, com um funcional minimizado com um valor da ordem de 1073,

r

M=N=10 Pontos fonte(M) e c

LIPSE na bola B(0,0.85)
08 T

06

04

0.2

Figura 2.23: Dominio inicial Elipse (circulos vermelhos), reconstrucdo D* e compa-
ragao das solugdes analitica u, e numérica uygr sobre o conjunto 0B(0,0.85) para
M = N = 10 no Teste 5.

2.3 Segundo Método de Resolucao: Analise & Mu-

danca de Forma aplicada a equacao de Laplace

Na presente segao, outra maneira de abordar o problema inverso geométrico ([2.3)
seré considerada, fazendo-se uso da anélise de sensibilidade & mudanca de forma
através do método da velocidade. Por razoes de simplicidade nos célculos envolvidos

no método, a equacao de Laplace seréd utilizada para o problema inverso.

2.3.1 Reformulacao Matematica do Problema para a Equa-

cao de Laplace

Nesta secao, é apresentado um método para abordar o problema inverso [2.3] uti-
lizando a analise da mudanca de forma através do método da velocidade. Para
esse fim, utilizaremos o funcional de Kohn-Vogelius [44], uma vez que é conhecido
que tal funcional conduz a procedimentos de otimizacao robustos e eficientes para

problemas de reconstrugao [, [79].
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O funcional de Kohn-Vogelius é definido como
1
Tiv(D) = 5 / VP () — Vu (2)]2 da, (2.25)
Q*

onde u? € H(Q*) ¢ a solugao para o seguinte problema de valor de contorno com

condicoes de Dirichlet
—AuP” =0, em QF,

u? =g, sobre I'y, (2.26)

uP? =h, sobre ¥

e uV € HY(Q)*) é a solugao para o seguinte problema de valor de contorno com

condic¢oes de Dirichlet e Neumann

—AuN =b, em Q,
N
_Oau = f, sobre I'y, (2.27)
n

uN =h, sobre X.

Portanto, o objetivo consiste em minimizar o funcional (2.25)) e obter

D* = argmin Jgy (D), (2.28)
QUL
onde
Ug = {D C Q|D & aberto, ¥ € C? e Q\D ¢é conexo }. (2.29)

2.3.2 Analise a Sensibilidade & Mudanca de Forma

Para resolver problemas de otimizacao de forma através do método da velocidade,
¢ necessario conhecer o Gradiente de Forma (derivada de forma de primeira ordem
ou simplesmente derivada de forma) e/ou a Hessiana de Forma (derivada de forma
de segunda ordem). Em particular, o calculo da Hessiana é mais complicado, ver
[41]. Assim, a derivada de forma de primeira ordem sera utilizada neste trabalho.

O procedimento para realizar a anélise de sensibilidade & mudanga de forma visa
aproximar o funcional (2.25) da seguinte forma:

JKV(Dt) ~ JK\/(D) + thKv(D, V), (230)

onde V' é um campo de velocidade de deformacao, que esta associado a uma trans-

formacao T} : 2 — R? definida por

Ty(x) = x + 1V, (2.31)
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para t € [0, €[, para algum € positivo e D, = T3(D).

Além disso, dJgy(D;V) ¢ a derivada de forma associada a velocidade V.

Note que a expressao (2.30)), tem a forma de uma expansao de Taylor de ordem 1.

Assim, é necessario encontrar uma expressao para a derivada de forma dJgy (D; V),

de modo a garantir a desigualdade
J<Dt> V) S J(D)v

para todo ¢ > 0 em um intervalo nao vazio.

A derivada dJgy(D; V) é dada por

dJKv(D,V) = —%/E [(VUD — VUN) . n}Z (V . n)dS,

onde n é o vetor normal unitario externo sobre ¥ [70].

Agora, considerando-se a velocidade dada pela expressao

2

V =h[(Vu? = Vu)-n]"n,

(2.32)

(2.33)

(2.34)

onde h > 0 é uma constante, a desigualdade desejada ([2.32)) é satisfeita, o que

garante a minimizagao do funcional (2.25)).

Portanto, o algoritmo proposto para resolver o problema inverso é como segue:

35



1. Considerar um chute inicial para a fronteira desconhecida D;

2. Resolver as EDPs ([2.26) e (2.27) para o dominio D interior considerado, por
meio do MSF;

3. Se o funcional ([2.25) for menor que uma tolerancia dada, finaliza-se o processo.

Se nao, va para o passo seguinte 4;

4. Atualizar os pontos da fronteira incégnita D, com a expressao r = x +tV e

voltar ao passo 2.

2.3.3 Resultados Numéricos

A fim de minimizar o funcional ([2.25)), o algoritmo proposto na secdo anterior foi
codificado em MATLAB. Neste caso, nao é utilizado nenhum programa da toolbox de
otimizacao do MATLAB, pois a anéalise de sensibilidade a mudanca de forma fornece
uma direcao de descida para os pontos localizados na fronteira desconhecida, que
dependem, ao mesmo tempo da solugao associada a cada novo sistema de EDPs que
se forma.

Com o acima exposto, para este teste, seré utilizado o seguinte exemplo:

Au =0, em Q7
u = cos(d), sobre I'y, (2.35)
u =0, sobre 3,

para o caso em que 2 = B(0,1) e o dominio alvo ¢ D = B(0,0.75).

Uma vez que as matrizes associadas as solugoes numéricas dadas pelo MSF apre-
sentavam um elevado ntimero de condicionamento, uma regularizacao Tikhonov de
ordem 2 também foi utilizada e uma sub-rotina foi codificada em MATLAB para es-
colher cada parametro de regularizacao associado a tais matrizes, para um intervalo
{10719,107?,...,107%,107'} em cada iteracao do algoritmo exposto acima. Além
disso, esta sub-rotina é baseada no critério da curva L.

A Fig. mostra o resultado da tentativa de reconstru¢ao do dominio D con-
siderado para 250 iteragoes. Foram utilizados 20 pontos fonte localizados na bola
B(0,2), e 20 pontos de colocagao sobre a fronteira de Q. Pode-se observar que,
apesar do uso de uma regulariza¢ao de Tikhonov de ordem 2 para MSF, o algoritmo
nao mostra um resultado desejado.

Se o nimero de pontos fonte e colocagao fosse aumentado para 40 e mesmo que
fosse testado com maiores distancias dos pontos fonte em relagdo ao dominio {2

(pontos fonte na bola B(0,4)), apenas o ntimero de iteragoes diminui em relagao ao
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Figura 2.24: Fronteira inicial considerada (laranja), fronteira reconstruida (verme-
lha) e fronteira alvo em azul. para M = N = 20.

primeiro ensaio para 165 iteragoes para atingir uma tolerancia préoxima a anterior.

Ainda assim, nao obtemos uma solu¢ao adequada, ver Fig. [2.25]

04

081 E E

Figura 2.25: Fronteira inicial considerada (laranja), fronteira reconstruida (verme-
lha) e fronteira alvo em azul. para M = N = 40.

Uma das desvantagens deste método apresentado esta na escolha de muitos pa-
rametros determinantes, como é o caso do tamanho do passo e da constante h, na
expressao da velocidade escolhida. A velocidade presente na equagao acima é tam-
bém um vetor de escolha aberta, desde que satisfaca as condi¢oes do método, ver

[70]. Portanto, a utilizacdo deste método para este caso precisa ser estudado em
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maior profundidade.

2.4 Conclusoes para os Métodos Apresentados

Neste capitulo, o problema geométrico inverso, associado as equagoes de Helmholtz
modificado e Laplace, que consiste na determinacao de uma fronteira interna de um
dominio circular, foi estudado com o MSF. Para o primeiro método, os primeiros
resultados sugeriram a incorporagao de um termo de regularizagao para obter solu-
coes estaveis. Desta forma, foi observada a eficicia e eficiéncia do método baseado
no MSF sem utilizar anélise & mudanga de forma. No segundo método, aplicado &
equacao de Laplace, para o mesmo tipo de problema inverso, observou-se uma das
desvantagens do uso do método da velocidade, que envolve a escolha de varios pa-
rametros, portanto, este método precisa ser estudado com mais profundidade para

este problema inverso geométrico.
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Capitulo 3

Problema Inverso da Tomografia por
Impedancia Elétrica (EIT) para a

Analise da Umidade em Estruturas

A umidade nas paredes é um problema sério, quer para a industria da construgao,
quer especialmente nas estruturas histoéricas, nao havendo neste caso a possibilidade
de as demolir e substituir por novas estruturas. A umidade cria danos nao s6 nas
paredes mas também na satide humana, uma vez que promove a progressao de
doengas reumaticas ou alérgicas devido a formagao de fungos nas paredes [4]. A
razao mais comum da umidade nas paredes é a falta de isolamento adequado para
separar a umidade do chao nos tijolos. A agua contida nos tijolos sobe através dos
poros da parede num processo denominado de capilaridade. A capilaridade é um
fendmeno no qual as moléculas sao atraidas eletroquimicamente para a superficie
da parede, permitindo que a dgua se mova verticalmente através de poros de certos
tamanhos, apesar da for¢a da gravidade na diregao oposta [27].

Existem varios métodos a secagem de paredes (secagem com barreiras impermea-
veis, injegao de produtos hidrofugantes, etc.), no entanto, antes de utilizar qualquer
um destes métodos, é necessario diagnosticar exaustivamente tanto a extensao da
umidade como a sua intensidade. Atualmente, diversos métodos sao utilizados para
medir a concentragao de umidade em paredes, que geralmente podem ser divididos
em dois grupos: métodos destrutivos e nao-destrutivos.

Entre os métodos destrutivos, podemos citar, por exemplo, o método do peso seco
(dry-weight method) e o método do carboneto (carbide method), para mais detalhes
de tais métodos, ver [34]. Estes métodos nao sdo recomendados, pois, envolvem
a coleta de uma amostra da parede, o que significa danifica-la e, no caso de uma
estrutura historica, poderia ser inaceitavel. Assim, os métodos nao destrutivos sao

mais convenientes e tém um maior valor de aplicagao, veja [61], 63].
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Os métodos nao destrutivos incluem, por exemplo, métodos baseados em termo-
visao [40] ou ultra-som [67]. A desvantagem do uso da termovisao é principalmente
a impossibilidade de penetrar na superficie da estrutura em investigacao. A abor-
dagem ultra-sonografica é de pouca utilidade devido & alta porosidade dos materiais
contendo células (poros) cheias de ar ou dgua. Em resumo, o principal problema de
tais métodos é que eles nao permitem a possibilidade de fornecer informagoes sobre
a distribuicao espacial da dgua contida dentro do muro.

O método nao destrutivo utilizado neste trabalho faz parte do conjunto de mé-
todos baseados na tomografia por impedancia elétrica, que é uma técnica que visa
reconstruir a distribuicao da condutividade elétrica dentro do objeto de teste, a
partir de medidas de corrente ou voltagem no exterior do dominio de definicao do
problema [34]. Assim, este método permite a determinacao espacial nao invasiva

do nivel de umidade.

3.1 O Método da Tomografia por Impedancia Elé-

trica

O objetivo do método de EIT é descobrir a distribuicao da condutividade interna do
objeto baseado nas medidas de voltagem e corrente elétrica na superficie do corpo
investigado. A seguir, uma breve descri¢ao da técnica de EIT, retirada do artigo [9]
de Jan Sikora e Katarzyna Biernat, é exposta.

Em geral, considera-se uma disposi¢ao de eletrodos em torno do objeto em es-
tudo, para depois aplicar a corrente elétrica, medir a voltagem e reconstruir a distri-
bui¢ao da condutividade elétrica dentro do mesmo. Além disso, é possivel reconstruir
essa distribuicao de corrente aplicando os potenciais elétricos aos eletrodos e depois
lendo a corrente elétrica, devido a dualidade entre voltagem e corrente.

A relacao entre os potenciais e a distribuigao da condutividade é expressa por

v =T(j,). (3.1)

onde

v: potencial elétrico,
j: densidade de corrente,
~: distribuig¢ao da condutividade elétrica,

T: Operador nao linear baseado na equacao de Laplace.

A expressao acima representa de forma abstrata o problema direto de EIT, que é

interpretado como: dada uma disposicao de eletrodos submetidos a uma corrente
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e se a distribuicao das condutividades elétricas internas do corpo é conhecida, é
possivel obter os potenciais elétricos.

De modo a aumentar o numero de informagoes sobre a distribui¢ao da conduti-
vidade, os dados sao tomados de diferentes eletrodos. Esta relacao é descrita pela

seguinte forma matricial:

V = A~, (3.2)
onde
V' vetor de potenciais medidos,
~: vetor condutividade elétrica,
A: matriz associada ao operador T

Entao, o problema inverso pode ser escrito como
~=A"1V. (3.3)

A expressao representa de forma abstrata o problema inverso de EIT, o qual
visa encontrar a distribuicao de condutividade conhecendo a intensidade da corrente
elétrica e tendo medido os potenciais elétricos. Este problema inverso é geralmente
mal posto, pois, se a condutividade elétrica é considerada anisotrépica, nao existe
solugao unica [71]. Os métodos numéricos sao aplicados para obter uma solugao

apropriada, para maiores detalhes ver [9).

3.2 Formulacao Matematica do Problema de EIT
para a Determinacao da Superficie Livre da
Agua

De modo a estudar de forma pratica o problema do EIT para a anélise da umidade
em estruturas, nesta se¢ao aborda-se o problema que consiste na determinacao da
fronteira livre de uma quantidade de d4gua contida em um recipiente em cujas paredes
foram colocados eletrodos. Para o caso bidimensional, ver Fig. [3.1]

Em primeiro lugar, serd apresentado o modelo matemaético do problema direto,
o problema inverso associado, seguido de dois testes para a resolucao do problema
inverso.

Considere-se o conjunto de eletrodos E = {ey, ..., e} colocado em duas paredes,
como mostra a Fig. Também, para garantir a solucao tnica do problema de EIT

[5, [74], [75], considera-se a condutividade elétrica isotropica, constante em partes, isto
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71, €I Ql?

V(x) = { (3.4)

V2, €m QQ'

Na pratica, aplicam-se potenciais elétricos nos eletrodos E. Por conseguinte, o

Q
PO 2 r Y
Yo O, Y
Eletrodos””
23

Figura 3.1: Representacao do problema Direto.

potencial elétrico (voltagem) em Q = Q; U €, satisfaz a seguinte EDP:

—div(y(x)Vu) =0, em 2,
u= f(x), sobre E, (3.5)

u =0, sobre 3.

A equagao acima ¢ obtida a partir das equagoes de Maxwell (ver [16]).

Os potenciais aplicados produzem uma densidade de corrente nos eletrodos (¢; =
yg—Z(ei)). Esta corrente pode ser medida nos eletrodos. Portanto, o problema inverso
visa reconstruir a fronteira livre I', através dos potenciais nos eletrodos f(e;), que
sao dados, e as medidas correspondentes ¢; no conjunto de eletrodos E.

A formulagao variacional do problema produz as seguintes condigoes de

continuidade
u1|r = u2|r (3.6)

e salto da derivada normal das solugoes

Ou| _ Ous
716 =72

o =5 (3.7)

)
r

na fronteira I', onde uy, us sao solugoes em €2y, €2y, respectivamente.
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Para resolver o problema inverso, o procedimento geral sera o seguinte:
1. Uma curva inicial com forma qualquer seré assumida como a fronteira I'.

2. O problema direto (3.5]) sera resolvido usando também as condic¢oes de con-

torno (3.6) e (3.7).

3. As medidas ou dados (¢;)%_, serdo comparadas com as obtidas numericamente
(8“3%) dadas pelo MSF, através de um funcional, que dependera da forma da
curva desconhecida, aproximando tal curva da fronteira alvo pela minimizagao
deste funcional, processo que resultard em um problema de otimizagao nao-

linear.

Deve-se assinalar que o modelo também pode ser proposto considerando
uma condi¢cao de Neumann em vez da condi¢ao de Dirichlet, o que significaria ter
aplicado uma corrente nos eletrodos e depois ter feito medigoes dos potenciais (volta-
gens). Também, uma questao importante a mencionar é a influéncia da distribuigao
de eletrodos na superficie da parede e a distancia entre as paredes. No artigo [65],
foram realizados testes para a anélise da umidade nas estruturas utilizando o EIT,
considerando 16 e 32 eletrodos distribuidos de duas formas diferentes numa parede.
Com base nos resultados desse estudo, este trabalho consideraré o esquema que foi
apresentado na Figura considerando k£ = 32 eletrodos, com 16 eletrodos igual-
mente espagados colocados em cada parede e a distancia entre as paredes, igual
ou inferior a altura delas, uma vez que estas consideragoes asseguraram a obtengao
de melhores resultados em [65]. Mais informacoes serdo fornecidas nos resultados
numeéricos apresentados mais adiante neste trabalho.

Na secao seguinte apresentam-se duas estratégias que foram utilizadas para resol-
ver este problema inverso. Ambas se baseiam no método descrito na se¢ao pois
¢ o método que obteve os melhores resultados para os problemas de reconstrugao

geométrica.

3.3 Primeira Proposta de Resolucao

Como primeira estratégia, considera-se a minimizagao de um funcional multiobje-
tivo, onde os cinco primeiros termos envolvem as condigoes de contorno do problema
direto, que permitem a satisfagao das solugoes do problema direto e os demais ter-
mos comparam os valores numéricos com os dados reais medidos para o controle dos
pontos de contorno a serem reconstruidos. Desta forma, o funcional proposto é o

seguinte
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Ji(ab, 9) = llur = fll7zmgumg) + 1wz = fllZ2mousy)

+ ||U1H%2(23) + [lur — U2Hi2(c(g))

3u1 8u2 2
M T
2
+ Z 718—1 — qp;
. n 2(y9
1€{2,4} L2 (Z7)
ou
+ Z 728—2 — qE, ;
. n 2(y9
Je{1,5} L2(25)

onde as fronteiras {XY}, i € {1,2,4,5}, dependem do gréfico G(g) = {(z, g(z))|z €
X} da fungédo injetorag : X — Y; X, Y C R, sendo X um conjunto finito de pontos.
Além disso, os valores qg, representam as medig¢oes de corrente correspondentes ao
conjunto de eletrodos E; C %;, i € {1,2,4,5}, sobre as paredes e £ = F; U Ey U
E,U Es.

Note que o funcional .J; depende, além dos pontos que compoem a fronteira
desconhecida ¢, dos coeficientes a = (ay,...,ap), b = (by,...,by) associados as

solucoes numéricas dadas pelo MSF

M

Uy = Zaigb(x,&), em Ql, (39)
=1
M

Uy = Zbigb(as,fi), em €. (3.10)
=1

Além disso, os primeiros cinco termos envolvem os coeficientes associados as so-
lugoes numeéricas para o problema, enquanto os dois tltimos termos comparam as
densidades de corrente elétrica obtidas numericamente com as medidas (dados).

O objetivo do funcional apresentado é, portanto, encontrar ao mesmo tempo
os coeficientes para as solu¢oes numéricas ui, us e reconstruir a fronteira alvo I’
(aproximada pela fungao g).

Uma vez que a fungao apresentada envolve um processo de otimizagao com varios
alvos e apos os resultados mostrados na se¢ao [2.2] onde o mesmo tipo de fungao
objetivo ¢é utilizada, optou-se por incorporar um termo de regularizagao centrado
nos pontos que compoem o grafico de g (pontos da fronteira a ser reconstruida).
Além disso, considerando a possibilidade de ter solu¢oes numéricas regulares, foram
adicionados mais dois termos de regularizagao, no total foram utilizados 3 novos

termos. Assim, o funcional final proposto é dado por

T (a,b,9) = Ji(a, b, ) + Mllall* + Az [ + Aslgl®, (3.11)
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onde Ai, A9, A\3 sao parametros de penalizagao e g é a imagem da funcao g. Como
para cada teste numérico no funcional, apenas os pontos no eixo vertical sao movidos
para qualquer distribuicao de pontos na fronteira desconhecida, apenas é suficiente
focar nos pontos da imagem de ¢ na regularizacao.

Seguem-se alguns resultados obtidos utilizando o funcional .

3.3.1 Resultados Numeéricos

Em todos os exemplos numéricos que serao mostrados a seguir serao considerados
k = 32 eletrodos colocados 16 em cada parede. Para fins didaticos, as condutividades

elétricas da agua e do ar serao consideradas respectivamente como y; = 1 ey, = 0.01.

Exemplo 3.3.1 (Teste sem ruido). Como primeiro teste, considera~-se um exemplo
com solugdo analitica. Se considerarmos o problema (3.1) com fronteira alvo T’

sendo a linha constante y = s e a condi¢ao de Dirichlet sobre a fronteira é dada por

V2

- —(y+1), sey < s,
71
flw) = ’ (3.12)
(y+1) - <—) (s+1), caso contrario.
T

Ademais, se consideramos o dominio do problema como ; U Qs = (—0.5,0.5) x

(—1,1), com base nas consideragoes anteriores, a solugao analitica para o problema

direto ([3.5)) é dada por

ua‘":—%yﬂ), em Q,
u(x,y) = ! o (3.13)
ug" =(y+1) — (a) (s+1), em Q.

Levando-se em consideragao o retangulo ficticio (—1,1) x (—2,2) para a distri-
buigao dos pontos fonte M = 36 e considerando N = 78 pontos de colocacao sobre
YUY UX U5, onde 32 deles estao distribuidos, 16 em cada lado das paredes como
mostrado nas Figs. e 13 eletrodos sobre a fronteira desconhecida g(x), sendo esta
considerada inicialmente como go(z) = s = 0.1, x € X = (—0.5,0.5). Os parametros
de penalizacao também foram considerados sendo A\; = 1071%, Ay = 1075, A3 = 0, es-
colhidos pelo critério de prova e erro na faixa de {1072, 1071, 0} e como chute inicial
para os coeficientes associados as solugoes numéricas sendo a = b = (1,...,1) € R3C.
O funcional foi minimizado utilizando o algoritmo de pontos interiores da
toolbox de otimizacao do MATLAB.

O resultado obtido é apresentado na Fig. [3.2], onde uma boa reconstrugao pode
ser observada. No entanto, cerca de 1000 iteragoes foram necessarias para que o

funcional atingisse um valor de ordem 107°.
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Figura 3.2: Fronteira inicial considerada (verde), fronteira reconstruida (vermelho)
e fronteira alvo em azul.

Exemplo 3.3.2 (Teste com ruido 1%). Tendo-se em conta as mesmas consideragoes
do caso anterior, desta vez adiciona-se ruido gaussiano branco (WGN) de 1% de
intensidade as medigoes. A Fig. [3.3] mostra uma aproximag¢ao menos precisa que
a anterior (caso sem ruido) com 1000 iteragoes. A funcdo custo atinge valores de

ordem 1074,

©~ - Computed Boundary
Desired Boundary
op| B Initial guess

Figura 3.3: Fronteira inicial considerada (verde), fronteira reconstruida (vermelho)
e fronteira alvo em azul, para dados poluidos com 1% de WGN.

Exemplo 3.3.3 (Teste com ruido 5%). Como é de se esperar, se considerarmos o
caso de dados poluidos com um nivel de 5% de ruido, o algoritmo anterior resulta
numa reconstrugao pior da fronteira alvo, considerando-se o mesmo limite de 1000

iteracoes e a funcao objetivo atinge valores da ordem 1072, ver Fig. [3.4]
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Figura 3.4: Fronteira inicial considerada (verde), fronteira reconstruida (vermelho)
e fronteira alvo em azul, para dados poluidos com 5% de WGN.

O algoritmo acima apresenta certa dependéncia do chute inicial, mesmo para
dados sem ruidos. Assim, para superar algumas desvantagens da utilizacao do fun-
cional utilizado nos exemplos acima, na se¢ao seguinte, propomos a utilizagao
de um funcional que depende apenas dos pontos da fronteira a ser reconstruida,
este procedimento diminui o custo computacional do algoritmo utilizado, como sera

demonstrado nos experimentos.

3.4 Segunda Proposta de Resolucao

A seguir, seré utilizado um novo funcional que depende apenas dos pontos da fron-
teira desconhecida. Isto é, o codigo implementado em MATLAB primeiro calcula
as solugoes numéricas , , onde foi incorporado um termo de regulari-
zacao de Tikhonov de ordem 1 para cada uma das solugoes, onde uma sub-rotina
escolhe, utilizando o critério da curva L, os parametros de penalizagao no conjunto
{10719,1079,...,107%,107°}, em cada iteracao, o que garante que em cada iteracao
sejam escolhidos os melhores parametros para o processo de otimizagao. Depois

encontra as derivadas normais correspondentes sobre g(z), finalmente minimiza o

funcional
8u1
Ja(g) = Z 718— —qE;
i€{2,4} " L2(%])
o ) (3.14)
+ Z 728—2 — (g,
. n 2(y29
je{1,5} L2(%5)
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Novamente, como na secao anterior, para obter melhores resultados, um termo de

regularizacao foi introduzido. Portanto, o funcional final proposto é
Jos(9) = Ja(g) + Ar| P g(X)||*. (3.15)

Onde m = 0,1,2 é a ordem da matriz associada a regularizagao de Tikhonov. Isto

& PO = I a matriz P para este funcional ¢ de dimensdo (n — 1) x (n) da forma

-1 1 0 0
P = oot ’ € RI=Dx(®) (3.16)
0 0 -1 1

onde n é o cardinal de ¢g(X), ou seja, o numero de pontos que é usado sobre a

fronteira desconhecida a ser reconstruida e

-1 2 1 0 0
-1 2 1 ..
P = ’ ’ e R=2x(m), (3.17)
0 0 -1 2 1

3.4.1 Resultados Numeéricos

A seguir, apresenta-se brevemente o método do conjunto ativo, que é utilizado nos

resultados numéricos para o caso bidimensional proposto.

3.4.1.1 Meétodo do Conjunto Ativo

O método do conjunto ativo (Active Set [50]), consiste basicamente em: primeiro
escolher um conjunto ativo (pontos que satisfacam a igualdade em todas as restrigoes
do problema mesmo que sejam desigualdades), este conjunto também é chamado
de conjunto de trabalho; depois, é aproximada uma solucao para o problema no
conjunto ativo e, em seguida, nesse ponto, um novo conjunto ativo é escolhido.
Uma vantagem deste método é que, uma vez que em cada iteracao sao conside-
radas as restrigoes ativas, o problema a ser resolvido no conjunto ativo normalmente
tem poucas restrigoes e pode ser resolvido rapidamente. Além disso, em muitos ca-

sos, os conjuntos ativos variam pouco em cada passo iterativo, tornando tal método
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eficiente.

Por outro lado, este método pode tornar-se mais lento perto da solugao 6tima e
portanto, computacionalmente lento devido a possibilidade de muitas das expressoes
nas condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker poderem ser altamente nao lineares e dificeis
de resolver.

No entanto, este método apresenta resultados mais robustos em comparagao com
o método dos pontos interiores [23], 24], ou seja, converge com maior velocidade com
dados fracos (dados com maior ruido). Para mais detalhes sobre este método, ver
[26].

3.4.1.2 Exemplos para o Caso Bidimensional

Nesta secao, apresenta-se alguns resultados produzidos usando o funcional .
Em todos os exemplos a seguir, por questoes de simplicidade na implementacao do
algoritmo, seré utilizado agora o dominio quadrado €; Uy = (0,1) x (0,1).

Nos trés primeiros exemplos apresentados (Testes: 1,2,3), o mesmo exemplo
analitico com solugao analitica, usado na se¢ao sera considerado adaptado a

este novo dominio, ou seja, considera-se agora

V2

- Y sey <s,
M
flz) = " (3.18)
Yy — (—) s, caso contrario.
M
Com solucao analitica
wr = — 2y, em €2,
an 4!
u™(z,y) = ”, (3.19)
uy" =y — (—) s, em (.
M

Também vamos considerar s = 0.5. Sao utilizados 56 pontos fonte e 96 pontos
de colocagao. Onde os pontos fonte sao colocados sobre o quadrado ficticio de
raio R = 2 com centro em (0.5,0.5) e, como no método precedente, 16 pontos de
colocagao pertencem a cada parede (31 UXs e 34 U>5) e 16 pontos sobre a fronteira
desconhecida g(z), X =]0,1[, g(X) €]0, 1]. A faixa de escolha para os parametros de
regularizacao de Tikhonov associados ao MSF ¢ {10719, 1079 ...,107%,107°}, cuja
escolha ¢ dada pelo critério da curva L em cada iteracao.

Cabe mencionar que, todos os exemplos que se seguem foram testados utilizando
o método dos pontos interiores e o método do conjunto ativo; no entanto, o método
dos pontos interiores demonstrou exigir mais itera¢coes em comparagao com o método
do conjunto ativo para atingir um valor final da mesma ordem do funcional de custo.

Por conseguinte, a seguir apenas serao apresentados os resultados relativos ao uso
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do método do conjunto ativo (Active Set) para a minimizagao do funcional, através
da toolbox de otimizagao do MATLAB.

Convém esclarecer que nos 3 primeiros exemplos, a sensibilidade do método
proposto para a variavel inicial é mostrada mudando a forma da superficie inicial
objetivo go(x) utilizada. Portanto, o parametro de regularizagao Ar da fungdo obje-
tivo para o termo associado aos pontos de colocagao na curva desconhecida
g(x) ¢ o mesmo em todos esses exemplos (Ap = 5), escolhido pelo critério de prova
e erro na faixa de {1072,107%,0,1,2,3,4,5,...,20} e PO,

Exemplo 3.4.1 (Teste 1). Como primeiro teste é utilizada como estimativa inicial
a fronteira go(x) = 0.1, Vo € X constante.

Teste 1 sem ruido: A Fig. 3.5 mostra o resultado obtido. Note-se que o
novo funcional utilizado, junto com o método do conjunto ativo, requereu apenas 49

iteragoes para realizar a reconstrugao mostrada.

7

—*—— Desired boundary
09 -0 Computed boundary | |
— B1— - Initial guess
0.8 r B
0.7 r B
0.6 b
> 05 b
04 r B
03 r b
02r b
01r & OF4&&FGEF&FF&F&F---—5-—10 -

Figura 3.5: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x).

Por outro lado, a Fig. [3.6)mostra um grafico com a evolugao do funcional utilizado
em relacao ao numero de iteragoes. Uma diminuigao da velocidade de convergéncia
pode ser percebida a partir da iteragao 40, que era esperada de acordo com o exposto
na se¢ao [3.4.1.1] onde foi apresentado o método do conjunto ativo.

Teste 1 com ruido: Agora vamos estudar a robustez do método utilizado,
adicionando ruido Gaussiano branco (WGN). A Fig. mostra o resultado para
1% de ruido sobre os dados, enquanto a Fig. mostra o resultado correspondente

para 5% de aumento de ruido.
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Figura 3.6: Funcao custo vs Iteragoes.

1 T T T T
—>—— Desired boundary
09 r --@--- Computed boundary | ]
— H— -Initial guess
0.8 b
0.7 b
06 b
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04 b
0.3 b
02r b
[0 S e e R e e I = R e = e e e i I
0 L L L . L L L . L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
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Figura 3.7: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 1% de WGN.
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09 r -+-@-- Computed boundary |
— -E— -Initial guess
08 1
0.7 1
06 1
P05 T EEE S 6.0 0000608060
04 r 1
03r 1
0.2 1
o1 +&F4&F4&0&F &G0 &FG&-GF-G-—0G-—10 -

. J

Figura 3.8: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 5% de WGN.

Como esperado, & medida que o ruido aumenta, é necessario aumentar o nimero
de iteragoes para conseguir as reconstrugoes desejadas, ver a Tabela onde,
para além do ntmero de iteragoes, mostra o valor final do funcional e o erro entre
a superficie alvo e a reconstrucao. Note-se que, ao incorporar 1% de ruido, sao
necessarias mais iteragoes para obter um erro proximo ao teste sem incorporagao de
ruido.

, conforme mostrado na Tabela (3.1}

Tabela 3.1: Numero de iteragoes, valor funcional de custo e erro de reconstrugao
para o Teste 1.

WGN % | Iteracoes Jo ls — g(@)|l2r)
0 49 0.00632996 0.044716
1 68 0.0703142 0.038997
5 57 0.197282 0.095015
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Exemplo 3.4.2 (Teste 2). Neste ensaio ¢ considerada uma estimativa inicial para

a fronteira de forma diferente, dada por
go(z) = 0.2+ 0.1 xsin 27z, = €0, 1]. (3.20)

Teste 2 sem ruido: O método atual atinge o resultado mostrado na Fig. [3.9

com apenas 48 iteracoes.

1 T T T T T

——— Desired boundary
09 ---O--- Computed boundary | ]
— H— -Initial guess
08 1

0.7 r q

06 r J

>05F FFTFT O O OO T O OO OO ]
0.4+t 1
03r _p-B-8 il

02 ~ G

01t B-g-g-87 8

Figura 3.9: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x).

Teste 2 com ruido: Neste caso, o ruido branco de 1% e 5% também ¢é adicio-
nado, com resultados mostrados nas Figuras 3.11} respectivamente.
Na Tabela [3.2] é possivel observar uma situagao semelhante ao Teste 1. A pior

reconstrucao ¢ dada pelo nivel de ruido mais alto.

Tabela 3.2: Numero de iteragoes, valor funcional de custo e erro de reconstrugao
para o Teste 2.

WGN % | Iteracoes Jo s —g(x)| L2 (r)
0 31 0.00633001 0.04332
1 36 0.0061555 0.06517
5 35 0.0621342 0.070894
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—>—— Desired boundary
'''' ©--- Computed boundary
— B— -Initial guess

0.9
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0.4 4
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Figura 3.10: Fronteira inicial considerada (0O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 1% de WGN.
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—— Desired boundary
09 O Computed boundary
— B— - Initial guess
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07 q

~05] 9QQUQUQUQQQQ Q Q. Q QO Q. Q Q

047 q

02t ~ o

Figura 3.11: Fronteira inicial considerada (0O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 5% de WGN.
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Exemplo 3.4.3 (Teste 3). Neste ensaio ¢ considerada uma estimativa inicial para

a fronteira dada por
go(z) = 0.24 0.1 *sin 167z, x €]0, 1]. (3.21)

Teste 3 sem ruido: O algoritmo atinge o resultado mostrado na Fig. [3.12| com 24

iteracoes.

1 T T T T T

—>—— Desired boundary
09r ---@--- Computed boundary |
— B— -Initial guess
0.8 r
0.7 -
06
>05r
04 r
03 r B Ll o
ja| R /\ /A /A R
a 2N 7N N N S RN 2N
02r ~ s N/ v 7 N vy N N4 g
= \E/ v/ \ vy \ 7/ E/
01F u o H o

Figura 3.12: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x).

Teste 3 com ruido: as Figuras e mostram os resultados obtidos
pela incorporacao dos niveis de ruido 1% e 5%.
A Tabela mostra o comportamento dos resultados com tais niveis de ruido

adicionados.

Tabela 3.3: Numero de iteragoes, valor funcional de custo e erro de reconstrugao
para o Teste 3.

WGN % | Iteragoes Ja s = g(x)]l L2
0 24 0.00636919 0.054298
1 23 0.0641294 0.104858
) 42 0.214811 0.122469
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Figura 3.13: Fronteira inicial considerada (0O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 1% de WGN.
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Figura 3.14: Fronteira inicial considerada (0O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x) para dados poluidos com 5% de WGN.
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Exemplo 3.4.4 (Teste 4). A fim de se realizar mais um teste para a eficacia do
método proposto, serao criados dados de medicao ficticios para uma determinada

fronteira alvo. Mais especificamente, sera realizado o seguinte procedimento:

e uma superficie arbitraria I' serd considerada fixada como superficie alvo a

reconstruir.
e O problema direto associado ((3.5]) sera resolvido numericamente usando MSF.

e As medigoes ficticias sao obtidas tomando a derivada normal das solucGes

numeéricas encontradas nos eletrodos.

e As medicoes ficticias obtidas serao utilizadas como dados de medicao a utilizar
através do método proposto na se¢ao [3.4] anterior para resolver o problema

Inverso.

Para a criagao dos dados ficticios, serao consideradas as mesmas condigoes de
Dirichlet (3.18)) e a fronteira g, :]0, 1[—]0, 1],

ga = 0.5+ 0.1 % sin 27z, (3.22)

Para resolver o problema direto associado a fronteira g,. 64 pontos fonte foram
localizados no quadrado de lado 8 centrado em (0.5,0.5), com 64 pontos de colocagao
e também foi aplicada uma regularizagao de Tikhonov de ordem 2 a matriz do
sistema associado a solucao via o MSF porque a matriz era mal condicionada. Para
a escolha do parametro de regularizagao, foi utilizado o critério da curva L.

Para resolver o problema inverso associado, foram usados 64 pontos fonte loca-
lizados no quadrado centrado em (0.5,0.5) de raio 4, 64 pontos de colocacdo, 16 em
cada parede, como mostrado na Fig. (3.1, e 16 pontos na fronteira a ser reconstruida.
A fronteira inicial considerada foi constante go(x) = 0.1212

Também foi incorporada uma regularizacao Tikhonov de ordem 2 para todas
as iteragoes, o parametro de regularizagao em cada iteragao foi escolhido através
do uso de uma sub-rotina criada para uma faixa de {1078,1077,...,107°}. Além
disso, o parametro de regularizacao para o funcional utilizado foi Ap = 10
(escolhido pelo critério de prova e erro no intervalo {1072,1071,1,2,3,...,10}) e
P® foi utilizado no referido funcional, uma vez que foi essa matriz que permitiu
obter um melhor resultado.

O resultado da reconstrugao da fronteira considerada é mostrado na Fig. [3.15]

Foram necessarias 400 iteragoes para atingir um valor do funcional de 0.0531742.
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—— Desired boundary
G-+ Computed boundary
— 8 -Initial guess

Figura 3.15: Fronteira inicial considerada (O), fronteira reconstruida (o) e fronteira
alvo (x).

Antes de apresentar os resultados numéricos para o caso tridimensional, seré
dada uma breve descricao do método de otimizagao utilizado nesta se¢ao: algoritmos

genéticos.

3.4.1.3 Algoritmos Genéticos

Baseado em processos de selegao natural, os algoritmos genéticos (GA), introduzidos
pela primeira vez por John Holland [35], sdo um tipo de algoritmo estocéstico para
resolver problemas de otimizagdo (com ou sem restri¢oes). O algoritmo compde-se
principalmente de uma populagao inicial e uma fun¢ao de adaptabilidade (fungao
objetivo), que compara os membros da populagao através de técnicas inspiradas na
teoria da evolugdo natural de Darwin [20], tais como: heranca, mutagao, selegao
e cruzamento (também chamada de recombinagao). A evolugdo usualmente parte
da populagao inicial, que é composta por individuos gerados aleatoriamente e acon-
tece ao longo de geragoes. Em cada geracao, a adaptabilidade de cada individuo é
avaliada e entao uma nova populacao dos individuos mais adequados é formada.
Uma das principais vantagens dos algoritmos genéticos é a capacidade de lidar
com problemas complexos através do paralelismo (execugao de duas ou mais rotinas
computacionais simultaneamente). Estes algoritmos podem resolver eficazmente
problemas de otimizagao, onde a fungao objetivo é estacionaria ou nao (mudangas
com o tempo), linear ou nao-linear, continua ou descontinua, mesmo considerando
dados com ruido. Como véarios individuos descendentes em uma populagao agem
de maneira independente, a populacao ou algum subgrupo pode explorar o espaco
de busca em varias dire¢oes simultaneamente. Parametros diferentes e até grupos

diferentes de sequéncias codificadas podem ser manipulados ao mesmo tempo.
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No entanto, os algoritmos genéticos também tém algumas desvantagens. O tama-
nho da populacao, a escolha de alguns parametros como a probabilidade de mutagao,
cruzamento e critérios de selegao da nova populacao sao decisivos em muitos casos.
Uma escolha inadequada poderia dificultar a convergéncia do algoritmo ou talvez
produzir resultados sem sentido. Apesar desses inconvenientes, os algoritmos gené-
ticos continuam sendo uma boa alternativa amplamente utilizada, especialmente em
problemas de otimizagao nao-linear [7§].

O uso de algoritmos genéticos associados ao método das solugoes fundamentais
tem aplicagoes relevantes, por exemplo, podemos citar: Jopek e Kotodziej [39], onde
algoritmos genéticos sao aplicados para determinar a localizacao 6tima dos pontos
de origem; em Santos et al. [68], simulagoes numéricas de sistemas de protecao
catodica sao realizadas combinando MSF e GA. Para detalhes de mais aplicagoes

de GA em problemas inversos, ver [49)].

3.4.1.4 Exemplos para o Caso Tridimensional

Para concluir esta segao de exemplos numéricos, serao apresentados resultados rela-
tivos ao caso tridimensional do problema inverso em anéalise.

Foram feitos testes para varios tipos de distribui¢ao dos pontos fonte (esférica,
cibica, paralelepipédica). A distribuigao esférica foi considerada a mais apropriada.
A Figura mostra um exemplo da distribui¢do dos pontos fonte (40 pontos
localizados 40/8 = 5 em cada octante da esfera) da rotina que foi implementada

para tal caso.

.

Figura 3.16: Exemplo de distribuigao de 40 pontos fonte sobre uma superficie esférica
de raio 1 e centro (15,25, 50).
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Foi considerado um dominio ortoédrico de dimensoes [0,30] x [0,50] x [0, 100].
Também foram considerados k = 32 eletrodos colocados 16 em cada parede e as
condutividades elétricas da agua e do ar dadas por 74 = 1 e 75 = 0.01, respeti-
vamente. Foram considerados 62 pontos de colocacao: 32 sobre as paredes, 15 na
base, e 15 sobre a superficie a ser reconstruida. Além disso, foram criados dados
ficticios usando o mesmo procedimento descrito no exemplo [3.4.4] considerando
duas fronteiras alvo. Quanto aos dados Dirichlet utilizados, foram considerados
os valores (1,2,3,...,15,16) e (4,5,6,...,18,19) para os 16 eletrodos de cada lado,
respectivamente.

Para uma melhor anélise comparativa do método proposto, tanto para a criacao
de dados ficticios como para a resolucao dos problemas auxiliares envolvidos no
algoritmo implementado que resolve o problema inverso, a quantidade de pontos
fonte como o raio esférico de distribuicao dos mesmos é diferente. Considerando
o centro (15,25,50), 56 pontos fonte foram utilizados na esfera de raio 360 para a
criacao dos dados ficticios e 40 pontos fonte, distribuidos na esfera de raio 400 para
o algoritmo do método de resolucao.

O conjunto {1078,1077, ..., 1072} foi usado para a eleigao do parametro de regula-
rizagao para as solugdes do MSF, através de uma rotina implementada em MATLAB
que procura a melhor escolha por meio do critério da curva L. Tal rotina foi usada
para a obtencao dos dados ficticios da fronteira alvo (regularizagao das solugoes as-
sociadas a cada tipo de fronteira alvo) e para os exemplos (regularizagao das solugoes
associadas ao MSF em cada iteragao do algoritmo utilizado na solugao do problema
inverso). Considerando em todos os casos a regulariza¢do de Tikhonov de ordem
Zero.

Vale a pena mencionar que, todos os exemplos numéricos que serdao apresenta-
dos foram testados utilizando os métodos dos pontos interiores, conjunto ativo e
algoritmos genéticos, sendo este tltimo mais eficaz em termos do nimero de itera-
¢oes (menos iteragoes) para a sua convergéncia. Por conseguinte, a seguir, apenas
serao apresentados os resultados correspondentes a utilizagao dos algoritmos gené-
ticos através da fungao (ga) de algoritmos genéticos da toolbox do MATLAB com
uma populagdo de tamanho 100, com um limite de 50 iteragoes (geragoes).

O funcional objetivo utilizado (fungao de adaptabilidade) é o mesmo proposto
na sec¢ao (J2), uma vez que, em termos de complexidade computacional, se
demonstra ser superior ao proposto na secao (J1). Em primeiro lugar, o funcional
Jo permite realizar uma regularizacao das solugoes associadas ao MSF em cada
iteracao, o que significa uma maior precisao na comparagao das solugoes, visto que,
em cada etapa iterativa é utilizado o critério da curva L através de uma sub-rotina,
pelo que o parametro de regularizacao nao é necessariamente o mesmo em cada

etapa do processo iterativo. Porém, no funcional .J;, os pardmetros de regularizagao,
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se fossem considerados (usando J,,), teriam de ser escolhidos através do critério
de prova e erro, e sao considerados fixos ao longo de todo o processo iterativo, o
que poderia, a dada altura, produzir solu¢oes menos precisas. Outra vantagem da
utilizacao do funcional J; é o fato de lidar com um menor ntimero de varidveis de
optimizacao (apenas o nimero de pontos na fronteira a reconstruir), em comparagao
com o funcional J; que, além dos pontos na fronteira a reconstruir, contém também
os coeficientes associados as solugoes numeéricas associadas ao MSF, o que implica um
maior tempo de execugao, independentemente do método utilizado na minimizagao
do funcional objetivo.

Seguem-se dois exemplos numéricos para duas superficies alvo diferentes consi-

derando diferentes superficies iniciais e WGN.

Exemplo 3.4.5 (Fronteira alvo constante). Neste primeiro exemplo, para a criagdo
das medidas ficticias, a fronteira alvo g, :]0,30[x]0,50[—]0,100[ foi considerada

constante g, = 60.

1. Caso: Como primeiro caso, foi tomado como chute inicial, uma fronteira

constante go(z,y) = 15.

A Figura [3.17mostra o resultado obtido pelo algoritmo, as Figuras [3.18e [3.19

representam os resultados apos a adicao de 3% e 5% de WGN, respectivamente.

Para este primeiro caso, o ruido nao afeta significativamente a resposta. A Ta-
bela [3.4] apresenta a relagao entre o ruido e o valor final da fun¢ao minimizada

depois de 50 iteragoes em todos os casos.

[ lDesired surface
[""initial guess
100 [ lComputed surface

80 -

40 -|

R

Figura 3.17: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo).
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Figura 3.18: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 3% de WGN.
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Figura 3.19: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 5% de WGN.
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Tabela 3.4: Ruido e valor final do funcional de custo para o Caso 1.

WGN % J

0 0.00004975
3 0.0001007
) 0.0001216
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2. Caso: Para este caso, como estimativa inicial, foi considerada a superficie
g0 :]0,30[x]0, 50[—]0, 100[, dada por

go(z,y) = 5(sinx + cosy) + 10. (3.23)

A Fig. [B.20] mostra o resultado atingido pelo algoritmo para 50 iteragoes.
Como no caso anterior, o ruido foi incorporado com valores de 3% e 5% (
Figuras e respectivamente) uma vez que, para valores superiores, os
resultados nao sao satisfatorios. Para comparar a relagao entre ruido e valor

funcional para 50 iteragoes em todos os casos, ver Tabela [3.5]
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Figura 3.20: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo).

Tabela 3.5: Ruido e valor final do funcional de custo para o Caso 2.

WGN % J

0 0.00004976
3 0.00007847
) 0.00008175
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Figura 3.21: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e

fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 3% de WGN.
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Figura 3.22: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e

fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 5% de WGN.



Exemplo 3.4.6. Considerando a fronteira alvo g, :]0, 30[x]0, 50[—]0, 100], sendo a
funcao
ga(z,y) = 5(sinx + cosy) + 60. (3.24)

Todos os resultados a seguir foram atingidos com 50 iteragoes.

1. Caso: Com estimativa inicial constante go = 15, as Figuras [3.23] [3.24e [3.25

representam os resultados para as solugoes sem ruido, e com ruido de 1% e 3%

respectivamente.

Devido a complexidade da superficie alvo, neste exemplo, era de esperar-se que
os resultados fossem favoraveis até 3% de WGN. Relacao que se pode verificar
na Tabela [B.6

[ Desired surface
[ Initial guess
[ JComputed surface

100
80
60 -

40

40

Figura 3.23: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo).

Tabela 3.6: Ruido e valor final do funcional de custo para o Caso 1.

WGN % J

0 0.00005196
1 0.00005685
3 0.00007337
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Figura 3.24: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 1% de WGN.
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Figura 3.25: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 3% de WGN.
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2. Caso: Como tultimo caso, é considerada a superficie inicial gy dada por
ga(z,y) = 5(sinx + cosy) + 10, (3.25)

cujos resultados sao mostrados nas Figuras [3.26] [3.27 e [3.28 considerando as

mesmas quantidades de ruido que no caso anterior e atingindo valores piores

para o funcional minimizado, comparado com o primeiro caso, ver Tabela [3.7]
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Figura 3.26: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo).

Tabela 3.7: Ruido e valor final do funcional de custo para o Caso 2.

WGN % J

0 0.00005194
1 0.00005738
3 0.00009358
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Figura 3.27: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 1% de WGN.
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Figura 3.28: Fronteira inicial considerada (azul), fronteira reconstruida (verde) e
fronteira alvo (amarelo) para dados poluidos com 3% de WGN.
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3.5 Conclusoes para as Propostas de Resolucao

Apresentadas

Neste capitulo, a principal contribui¢ao deste trabalho foi apresentada com o objeto
da aplicacao do primeiro método apresentado no capitulo anterior para a anélise
da umidade em estruturas através de um caso generalizado que visa reconstruir a
distribuicao interna da superficie livre da agua.

Nas primeiras se¢oes foram mostrados varios exemplos em duas dimensoes. Como
primeira proposta de resolugao, foram apresentados exemplos relacionados com o
primeiro método do capitulo anterior, devido & maior praticidade na implementacao
e eficiéncia demonstrada em comparagao com o método da velocidade. A primeira
proposta mostrou eficicia mesmo com dados contaminados com WGN, mas também
baixa eficiéncia devido ao nimero de iteracoes necessarias para atingir resultados
favoraveis.

Como segunda proposta, o niumero de variaveis de otimizacao foi reduzido através
da utilizagao de um funcional menor e da reestruturagao do algoritmo implemen-
tado no MATLAB. Para esta proposta, foram apresentados quatro exemplos para o
caso bidimensional. Os trés primeiros exemplos visavam reconstruir uma superficie
constante, e o ultimo considerado uma superficie alvo em forma senoidal para dados
ficticios criados numericamente. A proposta mostrou eficiéncia, bem como maior
eficacia em relagao a primeira proposta apresentada.

Finalmente, motivado pelos resultados da segunda proposta, foi implementado
um algoritmo para a resolucao do problema em trés dimensoes. Devido a falta de
exemplos com solugoes analiticas na literatura sobre este tipo de problemas, foi
decidido considerar também dados ficticios, criados para a analise de dois tipos
de superficies a serem reconstruidas. Assim, foram apresentados dois exemplos,
o primeiro para uma superficie alvo constante e o segundo para uma superficie
mais complexa. Para ambos os casos, a WGN foi incorporada, obtendo resultados
eficazes quanto a reconstrugao do nivel e distribui¢ao interna de dgua considerando
no maximo 50 iteracoes, permitindo o objetivo de determinar a distribuicao de agua

numa estrutura através da técnica nao invasiva: EIT.
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Capitulo 4
Conclusoes Gerais

Neste trabalho foi proposta a aplicacao do Método das Solugoes Fundamentais
(MSF) para a resolu¢do de problemas geométricos inversos, devido a maior faci-
lidade de implementacao e reducao do custo computacional envolvido, por exemplo,
em relagao aos métodos numéricos malha-dependentes, que aplicados a este tipo de
problema, implicam em remalhar o dominio em cada fase iterativa, independente-
mente do método utilizado para resolver o problema inverso.

Duas categorias de problemas inversos foram abordados neste trabalho. O pri-
meiro, a titulo de exemplo, para comparar dois tipos de métodos de resolucao, teve
como objetivo a reconstru¢ao de um dominio interno. De modo que dois métodos
foram expostos, o primeiro com a caracteristica de reduzir o problema inverso a um
problema de otimizacao e o segundo método abordado através anélise de sensibili-
dade & mudanga de forma por meio do método da velocidade. O primeiro método
demonstrou-se mais eficaz para este tipo de problema de reconstrucao através da
utilizacao do método das solu¢oes fundamentais, pois o segundo método apresenta
baixa taxa de convergéncia e alta dependéncia do chute inicial e parametros envol-
vidos na sua formulacao.

Em seguida, estudou-se o problema Inverso da Tomografia por Impedancia Elé-
trica (EIT) para a analise da umidade em estruturas. O problema foi abordado atra-
vés da solugao do problema da EIT para a reconstrucao da superficie livre de agua
entre duas paredes. Duas propostas de resolugao foram apresentadas. Comprovou-se
mediante varios exemplos numéricos bidimensionais a eficicia da segunda proposta,
mesmo com a adicao de ruido aos dados. Também foi realizado um teste para o caso
em trés dimensoes, onde duas fronteiras objetivo foram estudadas considerando da-
dos ficticios criados por solugoes numéricas obtidas através do MSF e poluindo esses
dados com diferentes graus de WGN.

Foi possivel verificar a eficacia do método das solu¢oes fundamentais na solucao
dos problemas inversos abordados neste trabalho, nao s6 pelas solu¢oes apresentadas,

mas pelo fato de ser um método sem malhas, o que diminui a complexidade espacial
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e/ou temporal computacional, porém, uma desvantagem muito comum neste método
¢ o fato de acabar sempre na solucao de sistemas de equacgoes mal condicionados, o
que obriga a incorporagao de algum método de regularizacao que envolve a busca

do melhor parametro de regularizacao.

4.1 Trabalhos Futuros

Como possivel trabalho futuro, pretende-se identificar formas mais gerais para o
problema inverso geométrico discutido no segundo capitulo, ampliar os resultados
para o caso da equacao de Helmholtz. Além de incorporar a estratégia utilizada
na secao (segunda proposta de resolugao) para reduzir o nimero de variaveis de
otimizacao e, assim, melhorar a complexidade do algoritmo.

Para o problema de EIT, pretende-se considerar mais condigoes de fronteira para
aumentar a precisao das solugoes do problema direto auxiliar associado ao método de
resolucao do problema inverso utilizado, pois na maioria dos artigos relacionados a
este problema inverso, sao considerados dados de Dirichlet nao s6 sobre os eletrodos
mas também fora deles. Também se supoe uma possivel melhora dos resultados
obtidos pela incorporacao de mais medigoes feitas a partir dos eletrodos no funcional
de custo, pois geralmente, fatores externos como o ruido em cada coleta de dados
alteram seu valor como medida.

Por fim, pretende-se trabalhar com dados reais para o problema da tomografia
por impedancia elétrica, abordado no capitulo trés, de modo a se ter uma maior

confiabilidade do método proposto.
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Apéndice A

Codigos em Matlab

A.1 Cédigos dos Exemplos do Capitulo 2

A.1.1 Primeiro Método

Equagao de Helmholtz modificada para o problema inverso de reconstrucao.

1 %% Example 1 pag83 Bin Mohsin tese.

2 % problema

3 % \Delta u — k"2 u=0 in \Omega \ D

4 % u = f on \partial \Omega

5 % u = h on \partial D

6 % du/dn = g on \partial \Omega (measured data)

7 %% Descripcao das variaveis usadas

8 clear all; close all;

9 global x_cO y_cO x_cD y_cD x_sO y_sO x_sD y_sD M N vtheta k
lambF PF

10 k = sqrt(2);

11 lambF=1; % regularizacao do funcional

12 r0=0.7; % radio real de cavidad a identificar D

13 rOmega = 1.0; % radio dominio Omega

14 R_se = 2.0;

oo~

radio puntos fuente exterior

15 S=2; % divisor radio puntos fuente interior

16 r_0=0.3; % radio interno D valor inicial dado

17 a_0=1; % valor inicial para todos los coeficientes a0
18 M = 10; N = M; % numero de puntos fuente y de colocacion

19

20 for i = 1:M

21 x_cO (1) = cos(2+pixi/M);
22 y_cO(i) = sin(2xpixi/M);
23 vtheta (1)=2xpixi/M;

24 end

25 for 1 = 1:N
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x_cD (1) = cos(2+pix*(1l)/N);
y_cD (1) sin(2*pi* (1) /N);

end
x_s0= R_sexx_c0O; y_sO = R_sexy_cO;
x_sD= (1/s)*x_cD; y_sD = (1/s)*y_cD;
figure (1)
subplot (1,2,1);
plot (r_O0*x_cD,r_O*y_cD, 'bx',x_cO,y_cO, 'bx",r_0xx_sD, ...
r_Oxy_sD,'ro',x_s0,y_s0O, 'rs');
legend ('Pontos de Colocacao do furo $\partial DS$', 'Pontos de
Colocacao em $\partiall\Omega$', 'Pontos Fonte interior de
D', 'Pontos Fonte fora de $\Omega$', 'interpreter', 'latex');
%% Matriz regularizacao Funcional
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o funcional
ml=diag(—1l+*ones (1,N));
ml=ml (l:end—1, :);
m2=diag (ones (1,N),1);
m2=m2 (1:N—1,1:N);
PF=ml+m2;

%% Resolvendo funcao a otimizar

o

Tipo de algoritmo

$'Algorithm', 'active—set', 'interior—point' (default), 'sqgp'

[

% example de options : options =

optimset ('Algorithm', 'active—set', 'Display’', ...

% 'iter—detailed', "MaxFunEvals', 30000, 'TolFun',1.e—16);
%options =

optimset ('Algorithm', 'active—set', 'Display', 'iter—detailed', ...

'MaxFunEvals',10000, '"TolFun',1l.e—16);

%options = optimset ('Algorithm', 'interior—point', ...

'Display', 'iter—detailed', '"MaxFunkEvals',10000, 'TolFun',1.e—10,...
'TolX',1.e—10, 'TolCon',1.e—10);

options =

optimoptions ('fmincon', 'Display', "iter', '"MaxFunEvals',40000, ...

'TolFun',1l.e—10); %para detallar las iteraciones

lb=[—Inf*ones (M, 1l);—Infxones(N,1);0.0lxones(N,1)];

ub=[Infxones (M, 1l);Inf*xones(N,1);0.99%0ones (N, 1)1];

al=a_0*ones (M+N,1); % valor inicial a(coeficientes de u_mfs=\sum
a_1i FundSolution)

vrO=r_Oxones (N,1); % fronteira inicial D_0 bola B(0,r_0)

x0=[a0;vr0];

[x fval]l=fmincon (@objectfun,x0,[1,[1,[],[1,1b,ub,[],0ptions);
%$cacula os coeficientes e o raio

fprintf (' |Dr—Ds|=%f\n', norm(vr0—x (M+N+1:end))) ;

%% Grafica das fronteiras D real e obtida usando MFS

$pontos da fronteira D usando MFS

xs0ol=x (M+N+1l:end) .* (x_cD) ';

ysol=x (M+N+1l:end) .* (y_cD)';
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$pontos da fronteira real D (circulo de raio r0=0.7)

t=1:60;

xr=r0x [cos (2«pixt/60) cos(2+pi/60)];

yr=r0*[sin (2«pi*xt/60) sin(2+pi/60)];

%$pontos da fronteira inicial usada (circulo de raio r_0)

xin=r_0+*[cos (2xpi*t/60) cos (2xpi/60)];

yin=r_0+*[sin(2xpi*t/60) sin(2xpi/60)];

$figure (2)

subplot (1,2,2);

plot (xr,yr, 'b—',xin,yin, 'r—"', [xs0ol;xs0l(1)]"', [ysol;ysol(1)]"', ...

'g—0');

legend ('fronteira real $DS', 'fronteira inicial $D_0$', 'fronteira
SD*x$ usando MFS', 'interpreter', 'latex');

suptitle ([ 'M=N=' num2str (M) ' Pontos fonte (M) e colocacao(N)']);

%% Comparando solucao analitica ur e solucao numerica umfs na
bola B(0,0.85)
51
vt=[0.85%x_cO' 0.85xy_cO']; % M pontos na fronteira da bola B(0,1.5)
yyumfs=zeros (1,M);
for i=1:M
yyumfs (1) =umfs (x,vt (i, :));
end
5}
vvtheta=0:0.1:2%pi;
xp=0.85%cos (vvtheta) ;
yp=0.85xsin (vvtheta);
vp=[xp' yp'l;
te=size (vp);
for i=1l:te (1)
yyumfs (i)=umfs (x,vp (i, :));
end
yur=ur (0.85, vvtheta) ;
figure (2)
subplot (1,2,1)
plot (vvtheta, yur, 'b—',vvtheta, yyumfs, 'r—0'");
xlabel ('$\theta \in [2\pi/M,2\pi]l$"', 'interpreter', 'latex');
ylabel ('Su_a (0.85,\theta)s$', 'interpreter', 'latex"');
title('Comparacao solucao analitica $u_a$ e solucao numerica
Su_{MSF}$ na bola $B(0,0.85)$"', 'interpreter', 'latex');
legend ('Solucao analitica Su_a$', 'Solucao numerica
Su_{MSF}$', '"interpreter', 'latex"');
%% comparando dur/dn real com dumfs/dn na bola B(0,0.85)
yydumfs=zeros (1,M);
for i=1:te (1)
yydumfs (i) =dumfs (x,vp (i, :),vvtheta(i));

end
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ydur=dur (0.85, vvtheta) ;
figure (2)
subplot (1,2,2)
plot (vvtheta, ydur, 'b—"',vvtheta, yydumfs, 'r—0"'");
xlabel ('$\theta \in [2\pi/M,2\pil$"', 'interpreter','latex');
ylabel ('$\frac{\partial u_a}{\partial
n} (0.85,\theta)$"', 'interpreter', 'latex"');
title('Comparacao $\frac{\partial u_a}{\partial n}$ e solucao
numerica S$\frac{\partial}{\partial n} u_{MSF}$ na bola
$B(0,0.85)$'", '"interpreter', 'latex');
ll=legend('S$\frac{\partial u_a}{\partial
n}=gs$', 'S\ frac{\partial}{\partial n}
u_{MSF}$', '"interpreter', 'latex');
set (11, 'FontSize',12);

o\

{

% Experimentando para D_0 inicial forma de elipse semieixos

o\

a=0.5 b=0.4
%% {
for i=1:M
vr02(1)=(0.5%0.4)/ (norm([0.4*cos (vtheta(i))
0.5+sin(vtheta(i))]1));
end

x02=[a0;vr02"']; %vr02 fronteira inicial D_0 elipse
[x2 fval2]=fmincon (@objectfun,x02,[1,[]1,[]1,[],1lb,ub);

%% Grafica das fronteiras D real e obtida para elipse usando MFS

$pontos da fronteira D usando MFS

xs01l2=x2 (M+N+1l:end) .* (x_cD) ';

ysol2=x2 (M+N+1l:end) .* (y_cD)"';

%$pontos da fronteira inicial usada (elipse)

xin2=vr02.xx_cD;

yin2=vr02.x*y_cD;

figure (3)

subplot (1,2,1)

plot (xr,yr, 'b—',xin2,yin2, 'r—"',xs0l2"',ysol2', 'g-0");

legend ('fronteira real $DS$', 'fronteira inicial $D_0S$', 'fronteira
$D"+$ usando MFS', 'interpreter', 'latex');

title ([ 'M=N=' num2str (M) ' Pontos fonte (M) e colocacao(N)']);

%% Comparando solucao analitica ur e solucao numerica umfs2 na
bola B(0,1.5)

vt2=[1.5%x_cO' 1.5%y_cO'];

yumfs2=zeros (1,M) ;

for i=1:M
yumfs2 (i) =umfs (x2,vt2(i,:));

end

yur=ur (1.5, vtheta);
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figure (3)

subplot (1,2,2)

plot (vtheta, yur, '"b—"',vtheta, yumfs2, 'r—o0"');

xlabel ('theta in [2pi/M,2pi]");

ylabel ('u(l.5,theta)");

title ('Comparacao solucao real u e solucao numerica umfs2 para
DO:ELIPSE na bola B(0,1.5)");

legend ('Solucao real u', 'Solucao numerica umfs2 DO:ELIPSE');

5}

%% Definicao das funcoes de fronteira
function yf=f (theta) %funcao £
yf=exp (cos (theta)+sin (theta));
end
function yh=h (theta) $funcao h
yvh=exp (0.7« (cos (theta) +sin (theta)));
end
function yg=g(theta) %$funcao dada medida na fronteira de Omega du/dn
yg=(cos (theta)+sin(theta)) .*exp(cos (theta) +sin(theta));
end
%% Solucao real ur do problema
function yur=ur (r,theta)
yur=exp (rx (cos (theta) +sin(theta)));
end
%% Derivada normal da sol real dur/dn do problema
function ydur=dur (ra,ttheta)
ydur= (cos (ttheta) +sin(ttheta)) .xexp (rax* (cos (ttheta)+...
sin(ttheta)));
end
%% Definicao da solucao u_msf fundamental para Helmholtz Modificado
function yumfs=umfs(soll,vx) % (vetor coluna)soll:solucao obtida
de fmincon , (vetor fila)vx:valor a avaliar em u_mfs
global x_cO y_cO x_cD y_cD x_sO y_sO x_sD y_sD M N vtheta k
vs=[x_sO' y_sO'; soll (MtN+1l:end) .xx_sD' soll (M+N+l:end) .*xy_sD'];
yumfs=0;
for i=1:M+N
yumfs=yumfs+soll (i) *xbesselk (0, k*norm(vx—vs (i, :)));
end
end
%% Definicao da derivada normal dumsf/dn para Helmholtz Modificado
function ydumfs=dumfs(soll, vx,angqg)
% (vetor coluna)soll:solucao obtida de fmincon,
% (vetor fila)vx:valor a avaliar em du_mfs,
% angulo polar do ponto vx
global x_cO y_cO x_cD y_cD x_sO y_sO x_sD y_sD M N vtheta k
vs=[x_sO0' y_s0O'; soll (MtN+1l:end) .xx_sD' soll (M+N+l:end) .*xy_sD'];
ydumfs=0;
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for i=1:M+N
ydumfs=ydumfs+soll (i) * (—k/ (norm (vx—vs (i, :)))) *...
((vx—vs (i, :))*[cos (ang)
sin(ang)]"') xbesselk (1, kxnorm(vx—vs (i, :)));
end
end
%% Definicao da funcao objetivo
function yobjectfun=objectfun(x) %$funcao objetivo
global x_cO y_cO x_cD y_cD x_sO y_sO x_sD y_sD M N vtheta k
lambF PF
s1=0;
s2=0;
s3=0;
for i=1:M

o)

auxl=zeros (M+N,1); % 1 termino

o)

aux2=zeros (M+N,1); % 2 termino
for j=1:M+N

if <M
auxl (j)=x(j) rbesselk (0, k*norm([x_cO (1)
y_cO(i)]—-[x_s0(J) y_sO(J)1)); % 1 termino
aux2 (j)=x(j)* (—k/norm([x_cO (i) y_cO(i)]1—[x_sO(3J)
y_s0(J) 1)) *(([x_cO(i) y_cO(i)]—-I[x_sO(3J)
y_s0(J) 1)« [cos(vtheta(i))

sin(vtheta(i))]"') *besselk (1, k*norm([x_cO (i)
y_cO(1)]1—I[x_sO(3j) y_sO(3)1)); % 2 termino
else
auxl (j)=x(7) *besselk (0, k*norm([x_cO (i)
y_cO (1) 1—[x (J+N) *x_sD (J—M)
x(J+N) xy_sD(J—M)1)); % 1
aux2 (j)=x(j)* (—k/norm([x_cO (1)

termino

y_cO(i)]—1[x j+N)*X sD (3—M)
X (J+N) xy_sD (J—M) 1)) = (([x_cO (1)
y_cO (1) ]—=[x(J+N) xx_sD (j—M)

)) ) xbesselk (1, k*norm([x_cO (i)
+N) *x sD(j—M)
—M

—sin (vtheta
y_cO(i)]—-I[x

(

(

(

X (J+N) xy_sD (j—M) 1) x [—cos (vtheta (1))
(i !

(J

X (J+N) *y_sD (]

M)
)
)
]
)
Y]1)); % 2 termino
end
end
sl=sl+ (sum(auxl)—f (vtheta(i)))"2; % 1 termino
s2=s2+ (sum(aux2)—g(vtheta(i)))"2; % 2 termino
end
%$tercer termino funcional
for i=1:N
aux3=zeros (M+N,1); % 3 termino
for j=1:M+N
if <M
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223 aux3 (j)=x(]) *besselk (0, k*norm([x (1+M+N) xx_cD (i)

x (14M+N) xy_cD (i) ]1—[x_sO(J) y_sO(3)1)); %
termino

224 else

225 aux3 (j)=x(7J) *besselk (0, k*norm([x (1+M+N) *x_cD (i)
X (1+M+N) xy_cD (1) ]—[x (J+N) »x_sD (j—M)
X (J+N) xy_sD(jJ—M)1)); % 3 termino

226 end

227 end

228 s3=s3+ (sum(aux3)—h (vtheta(i)))"2; % 3 termino

229 end

230 yobjectfun=sl+s2+s3+lambFxnorm (PFxx (M+N+1l:end)) "2;

231 end

A.1.2 Segundo Método

Equagao de Laplace para o problema inverso de reconstru¢ao usando o Método da

Velocidade

1 %% Example B 4.1.5.2 pagl07 TOPOLOGICAL DERIVATIVES IN SHAPE
OPTIMIZATION NOVOTNY, SOKOLOWSKI

2 % problema

3 % \Delta u =0 in \Omega \ D

4 % u = cos(\theta) on \partial \Omega

5 % u = 0 on \partial D

6 % du/dn = g= clxcos (\theta) (1+c2/r"2) on \partial \Omega
(measured data)

7 % g=[cl(1l—Cc2* (x"24+y"2)—2%x"2) / (x"24+y"2) "2 ,
clec2x (2%x%y) / (X 2+y"2) 2 ]*n'

8 % cl=p/ (p"2—ep"2) , c2=ep”2

9 % u= (p/r) ((r*2—ep”2)/ (p"2—ep”"2))cos (\theta)

10

11 %% Solucoes usando MES
12 clear all; clc
13 %clear all clc
14 global M theta
15 p=1;

16 ep=0.5;

17 cl=p/ (p"2—ep”2);
18 Cc2=ep”"2;

19 M=10;

20 m=2;

21 r0=0.9;

22

[

23 % Pontos colocacao e fonte
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for i=1:M

x (1)=cos (2x1*pi/M);

y(1)=sin (2*ixpi/M);

theta (1) =2*1*pi/M;
end
xce=px*[x',y'];%pontos coloc em \partial\Omega
xci=rOxxce; %pontos colocacao em \partial D_0
xfe=mrxce; $pontos fonte fora de \Omega

xfi=(1/m) *xci; $pontos fonte interior D

xci_0=xci; %chute inicial

x_alvo=epx[x',y']; %fronteira alvo

for i=1:M
for j=1:M
Al (i, J)=g(xce(i,:),xfe(j,:));
Bl (i, j)=dg(xce (i, :),xfe(]j,:), [cos(theta(i)),sin(theta(i))]);
end

end

bd=[cos (theta) '; zeros (M, 1) ];
bn=clx (1+c2)*[cos (theta) ';zeros (M, 1)];

cont=0;
h=0.01;
t=0.01;
d=zeros (1, 2*M);

n=zeros (1, 2+«M) ;

hold on
figure (1)
while cont < 600
for i=1:M
for j=1:M
A2 (1, j)=g(xce (i, :),xfi (3, :));
A3 (i, J)=g(xci(i,:),xfe(J,:));
Ad(i,9)=g(xci(i,:),xfi(3,:));
B2 (i, j)=dg(xce(i,:),xfi(j,:), [cos(theta(i)), ...
sin(theta(i))]);
B3 (i, j)=dg(xci(i,:),xfe(j,:), [cos(theta(i)), ...
sin(theta(i))]);
B4 (i, j)=dg(xci(i,:),xfi(j,:), [cos(theta(i)), ...
sin(theta(i))]);
end
end

A=[Al,A2;A3,A4];
B=[B1l,B2;B3,B4];
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d=A\bd;

n=B\bn;
plot ([xci(:,1);xci(1l,1)],[xci(:,2);xci(1,2)]);
for k=1:M
Vi(k,:)=v(d,n,xci(k,:),xfe,xfi, [-cos(theta(k)), ...

—sin(theta(k))1,h);

end

xXci=xci+t*V;
xfi=(1/m) *xci;
cont=cont+1;
end
hold off
figure (2)
plot ([x_alvo(:,1);x_alvo(l,1)],[x_alvo(:,2);x_alvo(l,2)],...

[xci(:,1);xci(1,1)], [xci(:,2);xci(1l,2)],[xci_O(:,1);xci_O(1,1)]1,...

[xci_0(:,2);xci_0(1,2)]);

legend ('Desired boundary', 'Computed boundary', 'Initial guess')

%% VELOCIDADE

function yv=v(dd,nn,xx,e_e,e_1i,vn,h) %dd,nn solucoes, xx ponto,

global M theta $vn normal a xx, ee pontos fontes

ee=[e_e;e_1i];

s=0; % vn vetor normal h mult velocidade

for 1i=1:2xM
s=s+(—1/ (2*pi* (norm(xx—ee (i, :)))"2) )+ (dd(i)—nn(i)) ...
((xx—ee (i, :))*vn'");

end

yv=hx* (s"2) *xvn';

end

%% SOL FUNDAMENTAL G (x, \x1)

function yg=g(xx,eth) % xx ponto, eth fonte i—esima

global M theta

yg=(—1/(2*pi)) xlog (norm(xx—eth)) ;

end

%% DERIV FUNDAMENTAL \nabla G .n

function ydg=dg(xx,eth,vn)% vn vetor normal a xx

global M
ydg=(—1/ (2*pi* (norm(xx—eth))"2)) * ( (xx—eth)xvn');
end
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A.2 C(Codigos dos Exemplos do Capitulo 3

A.2.1 Primeira Proposta

Uso do funcional que determina simultaneamente os coeficientes de MF'S e os pontos

de fronteira a reconstruir.

1 %% Problema exemplo ruido

2 clear all; clc;

3 % \gamma_1l\Delta u_1=0 em \Omega_1l

4 % \gamma_2\Delta u_2=0 em \Omega_?2

5 % u_1l = —\gamma (y+1) sobre \Gamma_1l

6 $ u_l = 0 sobre \Gamma_2

7 % u_1l = —\gammax (y+1) sobre \Gamma_3

8 % u_2 = y+l—(\gamma+l) s sobre \Sigma_1l
9 % u_2 = y+l1—(\gamma+1l)+xs sobre \Sigma_2

10 % u_1 u_2 sobre \Gamma (continuidade)

o\

11 \gamma_1 du_1/n \gamma_2 du_2/n sobre \Gamma (salto da

derivada normal)

o\

12 Dominio considerado (—1/2,1/2)x(—1,1)

13 % \gamma=\gammaZ2/\gammal

14 % solucao analitica

15 % ul= —\gammax* (y+1) ; u2=(y+1)— (\gamma+1) (s+1)

16 global M N tc tf pcsl pcs2 pcgl pcg3 pfi pfd pfa pfb pcg2 pf fl
f2 £3 gl g2 hsl hgl hs2 hg3 gammal gamma2 fronteira vruido
lambl lamb2 lamb3

17

18 %% PARAMETROS
ESCOLHA DOS PONTOS

o\

19

o\

20 o numero de pontos de colocacao M e fonte N deve ser tal que:

21 % 11xN/6 > 2xM+4+N/6 ou 5b*N/6 — 2 > M

\o

o\

22 para ter mais equacoes do que incognitas no sistema nao linear do

o

funcional e existir solucoes
24 % Exemplos: (M=36,N=42,48,...) (M=42,N=54,60,...) ;
(M=48,N=60,66,...) ; (M=54,N=72,78,...)

25 M= 36; %numero de pontos fonte deve ser multiplo de 6

23

26 N= 78; S%numero de pontos colocacao deve ser multiplo de 6

27 tc=N/6;% quantidade de pontos colocacao por lado e quantidade de
pontos na fronteira desconhecida

28 tf=M/6;

29 pcsl=zeros(l,tc);pcs2=pcsl;

30 pcgl=pcsl; pcg2=pcsl; pcg3=pcsl;

31 fronteira= 0.5; % —1 < fronteira < 1

32

33
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%$pontos fonte sobre (—1,1)x(—-2,2)
hfi=4/ (2xt£+1);

pfiy=2:-hfi:-2;

pfiy=pfiy(1,2: (end—1));
pfix=—1lxones (2xtf,1);

pfi=[pfix, pfiy']; S%$pontos fonte lado esquerdo de acima para abaixo

hfb=2/(tf+1);

pfbx=—1:hfb:1;

pfbx=pfbx (1,2: (end—1));

pfb=[pfbx' , —2xones(tf,1l)];%pontos fonte sobre o lado de abaixo

hfd=4/ (2xt£+1);

pfdy=—2:hfd:2;

pfdy=pfdy (1, 2: (end—-1));

pfdx=1xones (2+xtf,1);

pfd=[pfdx, pfdy']; %$pontos fonte lado direito de abaixo para acima

hfa=2/(tf+1);
pfax=l:—hfa:-1;
pfax=pfax(l,2: (end—1));

pfa=[pfax' , 2xones(tf,1l)];%pontos fonte sobre o lado de acima

pf=[pfi;pfb;pfd;pfal; S%pontos fonte totais comecando do lado

esquerdo

%$pontos de colocacao sobre (=0.5,0.5)x(—=1,1)

hg2=1/ (tc+1);

xcg2=—0.5:hg2:0.5;

xcg2=xcg2(1l,2: (end-1));

pcg2=[xcg2' , ones(tc,1l)];%pontos colocacao sobre gamma_2 (nunca

mudam em cada iteracao)

%% SOLUCAO DO PROBLEMA

% RESTRICOES

lb=[—Inf*ones (M, 1l);—Inf*ones(M,1); ...

—0.9x0ones (2,1);—0.9xones (tc,1);—0.9%ones (2,1)1;

ub=[Inf*xones (M, 1l);Inf*ones(M,1);0.9%ones(2,1); ...

0.9%ones (tc,1);0.9%«0ones (2,1)];

% valores iniciais para as incognitas

lambl=1.e—10 ; %parametro regularizacao solucao no dominio \Omegal

lamb2=1.e—05; %parametro regularizacao solucao no dominio \Omega2

lamb3=0; %$regularizacao fronteira
ruido=5; %

RUIDO
vruido=ruidox* (2xrand (1, 4xtc)—1)/100; %

VETOR RUIDO
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£2=0;

hsl1=0; hgl=0; hs2=0; hg3=0;

gammal=1l; gamma2=0.01;

a=0.1l+ones (M, 1);%valor inicial para coeficientes da solucao u_l
b=0.1lxones (M,1);%valor inicial para coeficientes da solucao u_2

[

ygsl_0=0.1; % Considerar : ygsl_O—yggl_0 < 0.1

yggl_0=0;
ygs2_0=0.1; % Considerar : ygs2_0-ygg3_0 < 0.1
y9g93_0=0;

[

% para inicio recta
yg=0.1lxones (tc,1);

x_0=[a;b;ygsl_0;vygg9l_0;vg;vygs2_0;ygg3_0]; % fronteira inicial

considerada

Q
°

[

% para inicio sin
Syg=0.1l*sin (2*pi*xlxxcg2);
$x_0=[a;b;ygsl_0;yggl_0;yg';...

o)

vgs2_0;ygg3_0]; % fronteira inicial considerada

)
°

options = optimoptions ('fmincon', 'Display’', ...
'iter', "MaxFunEvals',100000, '"TolFun',1l.e—6);% acrescentar
MaxFunEvals para mais iteracoes

[x fval]l=fmincon (@objectf,x_0,[1,[1,[]1,[]1,1b,ub,@nonlcon,options);

%% COMPARACAO GRAFICAS
freal=fronteiraxones (1,tc);
figure (1)
%plot (xcg2, x (2*M+3: (end—-2)), 'c—x"',xcg2, ...
freal,'.—',xcg2,yg', 'b—',[-0.5 0.5 0.5 -0.5 =-0.5],[1 1 -1 -1
11, 'k—',[-0.5 0.5], [x(2+xM+1) x(end—1)], 'ro',[—-0.5
0.5], [x(2xM+2) x(end)], 'go');
plot (xcg2,x (2+«M+3: (end—2)), 'ro—"',xcg2, freal, ...
'b—-',xc92,yg9','g.—', [-0.5 0.5 0.5 -0.5 -0.5], (1 1 =1 =1 11, "'k=");
xlabel ('x");
vlabel('y");
legend ('Computed Boundary', 'Desired Boundary', 'Initial guess');
$title ('Reconstrucao das superficies real e reconstruida');

fprintf (' |sr—sal:%f\n',norm(x (2+M+3: (end—2))—freal));

%% COMPARACAO SOLUCOES
{

%$pontos de teste sobre as fornteiras

o\

$para a parte \Sigma_l
ycslp=x (2xM+1);

hycslp=(ycslp—1)/ (tc);
ycslyp=1:hycslp:ycslp;
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ycslyp=ycslyp(l,2: (end));
pcslp=[—0.5*ones (tc,1),ycslyp'l];

$para a parte \Gamma_l

ycglp=x (2*M+2) ;
hycglp=(—1—-ycglp) / (tc);
vcglyp=ycglp:hycglp:—1;
ycglyp=ycglyp(1l,1: (end—1));
pcglp=[—0.5xones (tc,1l),ycglyp']l;

[

% para \Gamma_2 ja foil definido fora

%para \Gamma_3

ycg3p=x (end) ;
hycg3p=(ycg3p+1)/ (tc);
ycg3yp=—1:hycg3p:ycg3p;
ycg3yp=ycg3yp (1, 2: (end));
pcg3p=[—0.5*ones (tc,1),ycg3yp'l;

$para \Sigma_2

ycs2p=x (end—1);
hycs2p=(l—ycs2p) / (tc);
ycs2yp=ycs2p:hycs2p:1;
ycs2yp=ycs2yp(l,1: (end—1));
pcs2p=[—0.5*ones (tc,1),ycs2yp']l;

%% PARA A FRONTEIRA /Sigma_l
slpa=faol (pcslp(:,2));
tam=size (pcslp) ;
vee=1:tam;
for i=l:tam(1l)
slpn(i)=fno2 (x,pcslp (i, :));
end
plot (vee,slpa', 'r—"',vee,slpn, 'b—0");
legend ('Solucao analitica', 'Solucao numerica');

5}

%% PARA O CIRCULO /partial B((0,1/2),1/4)=B_2 contido em
\Omega_1 e B((0,—1/2),1/4)=B_1 contido em \Omega_2
cp=30; ynumericaol=zeros(l,cp); ynumericao2=ynumericaol;
ynumericanol=ynumericaol; ynumericano2=ynumericaol;
vanaliticanol=ynumericaol;yanaliticano2=ynumericaol;

for j=l:cp

pppol (J,:)=[(1/4)*cos (2+«pi*j/cp), (1/4) *sin (2+pi*x]J/cp)—1/2];

% circulo B_1 em \Omega_l

pppo2 (J,:)=[(1/4) cos (2+«pi*j/cp), (1/4) xsin (2xpixj/cp)+1/2]1;

o)

% circulo B_2 em \Omega_2
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appp (J) =2xpixj/cp;

% solucoes numericas
ynumericaol (j)=fnol (x,ppprol (j, :));
ynumericao2 (j)=fno2 (x, pppo2 (j, :));

o)

% derivada normal das solucoes numericas

ynumericanol (j)=fndnol (x,ppprol (j, :), [cos (appp (J)) .,
sin(appp(3))1);

ynumericano2 (j)=£fndno2 (x, pppo2(j, :), [cos (appp (J)) .,
sin(appp(3))]1);

% derivada normal das solucoes analiticas

yanaliticanol (j)=fadnol ([cos (appp(]J)) , sin(appp(3))1);

yanaliticano2 (j)=fadno2 ([cos (appp(]J)) , sin(appp(3))1);

end
% solucoes analiticas
yvanaliticaol=faol (pppol(:,2));

yvanaliticao2=fao2 (pppo2(:,2));

figure (2)

subplot (2,2,1)

plot (appp,yanaliticaol, 'r—', appp, ynumericaol, 'b—o"');

legend ('Solucao analitica u_1"', 'Solucao numerica u_{1MFS}");
subplot (2,2, 2)

plot (appp,yanaliticanol, 'r—', appp, ynumericanol, 'b—o'");
legend('Solucao analitica \partial u_1/\partial n', 'Solucao

numerica \partial u_{1MFS}/\partial n');

subplot (2, 2, 3)

plot (appp,yanaliticao2, 'r—', appp, ynumericao2, 'b—o');

legend ('Solucao analitica u_2','Solucao numerica u_{2MFS}"');

subplot (2,2,4)

plot (appp,yanaliticano2, 'r—', appp, ynumericano2, 'b—o'");

legend ('Solucao analitica \partial u_2/\partial n', 'Solucao
numerica \partial u_{2MFS}/\partial n');

suptitle ('Comparacao das solucoes analiticas e numericas sobre

\partial B_1 , \partial B_2 contidas em \Omega_l e \Omega_2"');

o
°

o\

Definicao das funcoes envolvidas no problema
%% Condicoes de fronteira
function sf=f(y) % Para /Gammal e /Gamma3
global gammal gammaZ2

sf=— (gamma2/gammal) % (y+1) ;
end
function sg=g(y) % Para /Sigmal e /Sigma2
global gammal gammaZz fronteira

sg=y+1— (gamma2/gammal+l) * (fronteira+l);
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206 end

207 %% Funcoes analiticas

208 % Funcao analitica do problema ul

200 function yfaol=faol (yy) %% yy : componente y do vetor (x,y) a
avaliar

210 global gammal gamma?2

211 yfaol=— (gamma2/gammal) » (yy+1);

212 end

213 % Funcao analitica derivada normal dul/dn

214 function yfadnol=fadnol (vcn) % vcn : vetor normal fila

215 global gammal gamma?2

216 yfadnol=[0 , —(gamma2/gammal)]*vcn';

217 end

218

219 % Funcao analitica do problema u2

220 function yfao2=fao2 (yy)

221 global gammal gamma2 fronteira

222 yfao2=yy+l— (gamma?2/gammal+l) » (fronteira+l) ;

223 end

[

224 % Funcao analitica derivada normal du2/dn

225 function yfadno2=fadno2 (vcn) % vcn : vetor normal fila

226 global gammal gamma?2

227 yfadno2=[0 , 1]xvcn';

228 end

229 %% Funcoes numericas

230 % Funcao numerica ul_MFS

231 function yfnol=fnol (solu,vet) % vet: vetor de onde avaliar ul_MFS

232 global pf

233 ss=0; tt=size(pf);

234 for k=1:tt (1)

235 ss=sst+solu (k) xlog (norm(vet—pf(k,:)));
236 end

237 yfnol=ss;

238 end

Q

239 % Funcao numerica derivada normal dul_MFS/dn

Q

240 function yfndnol=fndnol (solu,vet,vetn) % vet: vetor a avaliar

241 global pf % vetn vetor normal fila
242 ss=0; tt=size(pf);

243 for k=1:tt (1)

244 ss=ss+solu (k) * (1/ (norm(vet—pf(k, :)))"2)x...

245 ((vet—pLf(k,:))*xvetn');

246 end

247 yfndnol=ss;

248 end

249

Q

250 % Funcao numerica u2_MFS

Q

251 function yfno2=fno2(solu,vet) % vet: vetor onde avaliar u2_MFEFS
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global pf M
ss=0; tt=size(pf);
for k=1:tt (1);
ss=ss+solu (k+M) xlog (norm (vet—pf (k,:)));
end
yfno2=ss;

end

% Funcao numerica derivada normal du2_MFS/dn
function yfndno2=fndno2 (solu,vet,vetn) % vet: vetor a avaliar
global pf M % vetn vetor normal fila
ss=0; tt=size(pf);
for k=1:tt (1)
ss=ss+solu (k+M) x (1/ (norm(vet—pf(k, :)))"2)*...
((vet—pf(k,:))*xvetn');
end
yifndno2=ss;

end

%% Definicao da funcao objetivo

function yobjectf=objectf (x)

global M N tc tf pcsl pcs2 pcgl pcg3 pfi pfd pfa pfb pcg2 pf fl
f2 £3 gl g2 hsl hgl hs2 hg3 gammal gamma2 vruido lambl lamb2
lamb3

$pontos colocacao

ycsl=x (2«M+1);

hycsl=(ycsl—-1)/(tc);

ycsly=1:hycsl:ycsl;

ycsly=ycsly (1,2: (end));

pcsl=[—0.5+ones (tc,1),ycsly']; %para a parte \Sigma_1l

ycgl=x (2«M+2) ;

hycgl=(—1-ycgl)/ (tc);

yvcgly=ycgl:hycgl:—1;

ycgly=ycgly (1, 1: (end—1));

pcgl=[—0.5+0ones (tc,1),ycgly']l; S%para a parte \Gamma_1l

[

% para \Gamma_2 ja foi definido fora

ycg3=x(end) ;

hycg3=(ycg3+1)/ (tc);

ycg3y=—1l:hycg3:ycg3;

ycg3y=ycg3y (1,2: (end));
pcg3=[—0.5*ones (tc, 1) ,ycg3y']l; %para \Gamma_3

ycs2=x (end—1);
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hycs2=(1l—ycs2)/ (tc);

ycs2y=ycs2:hycs2:1;

ycs2y=ycs2y (1l,1: (end—1));
pcs2=[—0.5+ones (tc, 1),ycs2y']; %para \Sigma_2

pcg=[pcg2(:,1), x(2*M+3: (end—2))1];

s1=0; s2=0; s3=0; s4=0; s5=0; s6=0; s7=0; s8=0; s9=0; s10=0; s11=0;
ra=norm(x(1:M))"2; % regularizacao MFS para solucao em \Omega_l
rb=norm (x ( (M+1) : (2«M)))"2; % regularizacao MFS em \Omega_?2
rf=norm (x ( (2+xM+3) : (end—2)))"2; % regularizacao MFS \Gamma
for i=1:tc

auxsl=zeros (M, 1l);auxs2=zeros (M, 1) ;auxds3=zeros (M, 1) ;

auxdsd=zeros (M, 1) ; auxsb=zeros (M, 1) ;

auxsb=zeros (M, 1);auxs7=zeros (M, 1) ;auxs8=zeros (M, 1);

auxs9=zeros (M, 1) ;auxslO=zeros (M, 1) ;auxsll=zeros (M, 1);

for j=1:M

auxsl j)*xlog (norm(pcgl (i, :)—pf(3,:)));

auxs?2 j)*log (norm(pcg2 (i, :)—pf(3,:)));
auxs3 j) *log (norm(pcg3 (i, :)—pf(j,:)));
J )) i
)) i
£(3,:)));

(3)=x(
(3)=x(
(3)=x%x( )i
auxsd (j)=x (j+M) xrlog (norm(pcsl (i, :)—pf (j, :)
auxs5 (j)=x(j+M) xrlog (norm(pcs2 (i, :)—pf(j, :)
auxs6 (J)=(x(j)—x(J+M) ) xlog (norm(pcg (i, :)—p
auxs7 (j)=(gammal*x (j)—gamma2*x (J+M) ) x

(1/ (norm(pcg (1, :)—pf(j,:)))AZ)*((pcg(l,:)—pf(j,:))*[O,l]');

auxs8 (j)=gammal*x (J)* (1/ (norm(pcgl (i, :)—pf(J,:))) " 2) *
(pcgl (4, :)—pf(J,:))*[—l 01"
auxs9 (j)=gammal*x () * (1/(norm(pcg3( D—pPE(J,))) " 2)x. ..

(pcg3 (i, :)—pLf(Jj,:))*~[1,0]"'

auxsl0 (j)=gammaz2xx (j+M) *

(1/ (norm(pcsl (i, :)—pf(J,:))) " 2)x(pcsl (i, :)—p£f(3j,:))*[—1,0]"
auxsll (J)=gamma2x*x (j+M) * (1/ (norm(pcs2 (i, :)—pf (F,:)))"2) *
(pcs2 (i, :)—pf(J,:))*[1,0]";

end

sl=sl+ (sum(auxsl)—f (pcgl (i, 2)))"2;

s2=s2+ (sum(auxs2)—£f2)"2;

s3=s3+ (sum(auxs3)—f (pcg3 (i, 2)))"2;

sd4=s4+ (sum(auxsd)—g(pcsl (i, 2)))"2;

s5=s5+ (sum(auxs5)—g(pcs2(i,2)))"2;

s6=s6+(sum(auxs6))A2, % cond fronteira desc continuidade
s7=s7+ (sum(auxs7))"2; % cond fronteira derivada assumindo

que a fronteira desconhecida e escalonada por partes
para ter vetor normal (0,1) ou (0-1)

s8=s8+ (sum(auxs8)—vruido (i) ) "2;

$9=59+ (sum (auxs9)—vruido (i+tc)) "2;

$10=s10+ (sum(auxsl0)—vruido (i+2*tc))"2;

sll=sll+(sum(auxsll)—vruido (i+3*tc))"2;
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342 end

343 yobjectf=sl+s2+s3+s54+s5+s6+s57+s8+s9+s10+sll+...
344 lambl*ra+tlamb2xrb+lamb3*rf;

345 end

346 %% Restricoes

347 function [c , cegl=nonlcon (x)

348 global M

320 Cc(1)=x(2+«M+2)—x (2+M+1)+0.0001;
350 C(2)=x(end)—x(end—1)+0.0001;
351 C(3)=x(2+M+1)—x(2xM+2)—-0.2;

352 C(4)=x(end—1)—x (end)—0.2;

353 ceq=[1];

354 end

A.2.2 Segunda Proposta

Algoritmo modificado para otimizar a Primeira Proposta mediante o uso de um
funcional que envolve apenas os pontos na fronteira alvo.
Caso 2D.

1 %% Funcao wetAreaf para testes
2 function [curvaSol history]=wetAreaf (orderMFS, orderF, reg_fun,noise)
3 %% Problema exemplo agua para funcional J=

\sum_1_4 (\gamma_jdu_MFS/dn — h_data) "2

4 % \gamma_1\Delta u_1=0 em \Omega_l

5 % \gamma_2\Delta u_2=0 em \Omega_?2

6 % u_1 = —\gamma (y+1) sobre \Gamma_l

7 $ u_l = 0 sobre \Gamma_2

8 % u_1 = —\gammax (y+1) sobre \Gamma_3

9 % u_2 = y+l—(\gamma+1l) *s sobre \Sigma_1l

o\

10 u_2 = y+l1—(\gamma+1l) xs sobre \Sigma_2

11 % u_l = u_2 sobre \Gamma (continuidade)
12 % \gamma_1 du_1/n = \gamma_2 du_2/n sobre \Gamma (salto da

derivada normal)

o\

13 Dominio considerado (—1,1)x(—1,1)

o\

14 \gamma=\gammaZ2/\gammal

o

15 solucao analitica

o\

16 ul= —\gamma=* (y) ; u2=(y)— (\gamma+1) (s)

17

18 %% PARAMETROS

19 global gammal gamma2 M N nf nc pf xc pcg2 fronteira lambr
solfinal reg Pl vruido P2 regMFS

20 gammal=l; gamma2=0.01;

21 R=2; % raio para os pontos fonte ( R > 0.5 )
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48
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53

54

55

56
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58

59

60

M=56; % pontos fonte multiplo de 4 (ou mult 4 e 7 para igualdade
N=10xM/7)
N=80; % pontos para gerar 6*N/5 ptos de colocacao. N multiplo de

5.(N >0 existencia sol Funcional)

o\

N > 10+M/7 para existencia solucoes MFS.

% Exemplos (M=28,N=40) (M=56,N=80) (M=84,N=120) (M=112,N=160)...
Casos para igualdade N=10%M/7

nf=M/4; % pontos fonte por lado

nc=N/5; % pontos coloc por lado

[
0

[

% Ruido
ruido=noise; % Percentagem de ruido

vruido=ruidox* (2xrand(l,4*nc)—1)/100; % Vetor Ruido

Q
o

[

% Pontos Fonte sentido antihorario

ypf=linspace (0.5+R,0.5—R,nf+2);

xpf=linspace (0.5—-R,0.5+R, nf+2);

pfli=[(0.5-R) *xones (nf,1),ypf(2:end-1)"']; % pontos fonte lado
esquerdo

pfld=[(0.5+R) »ones (nf, 1), ypf(end—-1:—-1:2) '], S%Spontos fonte lado
direito

pfb=[xpf (2:end—-1)"' , (0.5-R)~*ones(nf,1)]; % pontos fonte abaixo

pfa=[xpf (end—1:—-1:2)"' , (0.5+R)xones(nf,1)]; % pontos fonte acima

pf=[pfli;pfb;pfld;pfal; S%pontos fonte

[o)
°

[

% Coordenadas em x para pontos coloc em \Gamma e \Gamma_2 NAO
mudam em cada iteracao

xcaux=linspace (0,1, nc+2);

xc=xcaux (2:end—1);

)
°

[

% Pontos colocacao para \Gamma2 (nao mudam cada iter)
pcg2=[xc' , zeros(nc,1l)];

[
©

%% Matrizes de regularizacao

switch (orderF)

case 0
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o
funcional
Pl=eye (nc);
case 1

[)

% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o
funcional

ml=diag(—1l+*ones (1l,nc));

ml=ml (l:end—-1, :);

m2=diag (ones (1,nc),1);

m2=m2 (1:nc—1,1:nc);

Pl=ml+m2;
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case 2
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o
funcional
Pla=eye (nc)+diag(—2+ones (1,nc—1),1)+...
diag(ones(1l,nc—2),2);
Pl1=Pla(l:nc—2,:);
end

[o)
°

switch (orderMFS)
case 0
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o MFS
P2=eye (2xM) ;
case 1
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o MFS
mml=diag(—1l*ones (1,2xM));
mml=mml (1:end—1, :);
mm2=diag (ones (1,2«M),1);
mm2=mm2 (1:2+«M—1, 1:2xM) ;
P2=mml+mm?2;
case 2
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o MFS
P2a=eye (2xM) +diag(—2+*ones (1, 2«M—=1),1)+...
diag (ones(1l,2+xM-2),2);
P2=P2a (1l:2+«M—2, :);

end

o

%% SOLUCAO DO PROBLEMA
history=I[1;
$regMFS=1.0e—05; % Parametro da Regularizacao do MFS

reg=reg_fun ; % Parametro da Regularizacao do funcional

%$lambr=1.0e—04; % Parametro para regularizacao da matriz do MFS.

s_0=0.1lxones (1,nc); % Fronteira inicial considerada constante
amp=0.1; % Amplitude fronteira inicial
T=1/1; % Periodo de oscilacao

)

%$s_0=0.2+ampxsin ((2+«pi/T)*xc); % Fronteira inicial considerada

x_0=s_0"; Chute inicial

[

1lb=0.1l*ones (nc,1); % Limite inferior para a fronteira
ub=0.9%ones (nc, 1) ; % Limite superior para a fronteira
fronteira=0.5; % Fronteira solucao s, 0 < fronteira < 1

options = optimset ('Outputfcn',@outfun, ...

'Algorithm', 'active—set', 'Display', 'iter—detailed’', ...
'MaxFunEvals',20000, 'TolFun',1.e—10, 'TolX',1.e—10,"'TolCon',1.e—10);
$options = optimoptions ('OutputFcn', @outfun, ...

'fmincon', 'Display', "iter', 'MaxFunEvals', 50000, ...
'TolFun',1.0e—10, 'TolX',1.0e—30, 'StepTolerance',1.0e-50, ...
'MaxIterations',2000);
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$options = optimoptions ('OutputFcn', @outfun, 'fmincon', ...

'Display', 'iter', 'MaxFunEvals', 20000, 'TolFun', ...

1.0e—30, 'TolX',1.0e—30, 'ConstraintTolerance', ...

1le—30, '"MaxIterations',2000);% acrescentar MaxFunEvals para mais
iteracoes

[curvaSol, fval,exitflag,output]=...

fmincon (Robjectf,x_0,[1,[1,11,[],1b,ub, [],options);

%% COMPARACAO DAS SUPERFICIES

figure(l);

%$plot (xc, fronteiraxones (nc, 1), 'k—=x',xc,x, 'k—0', ...

xc,s_0,'k—.",pf(:,1),pf(:,2),"kx", [0 O 1 1],[2 0 O 171, "k=");

plot (xc, fronteira*ones(nc, 1), 'k—x',xc,curvaSol, 'k:0',xc, ...

s_ 0,'k—s'", [0 01 1],[2 0 0 11, "'k—");

xlabel ('x");

yvlabel ('y");

legend ('Desired boundary', 'Computed boundary', 'Initial guess');

$saveas (gcf, 'noise_sl_4.pdf'");

fprintf ('|s_0-—xSol|= %f \n',norm(curvaSol—0.5));

%% COMPARACAO DAS SOLUCOES

o

o

PARA O CIRCULO /partial B((0,1/2),1/4)=B_2 contido em \Omega_l
e B((0,—-1/2),1/4)=B_1 contido em \Omega_2

[
©

cp=20; ynumericaol=zeros(l,cp); ynumericao2=ynumericaol;
ynumericanol=ynumericaol; ynumericano2=ynumericaol;
yvanaliticanol=ynumericaol;yanaliticano2=ynumericaol;
for j=1l:cp

pppol (J,:)=[(1/16) xcos (2xpi*j/cp)+1/2, (1/16) ...

sin (2+pi*j/cp)+1/81; % circulo B_1 em \Omega_l
pppo2 (J,:)=[(1/8)*cos (2+«pi*j/cp)+1/2, (1/8) *. ..

sin(2+pi*j/cp)+3/47; circulo B_2 em \Omega_2

appp (J) =2+xpixj/cp;

% solucoes numericas
ynumericaol (j)=umfs (solfinal (1:M),pppol (3, :));
ynumericao2 (j)=umfs (solfinal (M+1l:end), pppo2(j, :));
% derivada normal das solucoes numericas
ynumericanol (j)=dnumfs (solfinal (1:M),pppol (j,:), ...
[cos(appp(3)) , sin(appp(3))]1);
ynumericano?2 (j)=dnumfs (solfinal (M+1l:end),pppo2(j,:), ...
[cos (appp (J)) , sin(appp(3))]1);
% derivada normal das solucoes analiticas
yanaliticanol (j)=fadnol ([cos (appp(]J)) , sin(appp(3))1);
yanaliticano2 (j)=fadno2 ([cos (appp(Jj)) , sin(appp(j))]1);

end

% solucoes analiticas

yanaliticaol=faol (pppol(:,2));

yanaliticao2=fao2 (pppo2(:,2));
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figure (2)

subplot (2,2,1)

plot (appp,yvanaliticaol, 'r—', appp, ynumericaol, 'b—o"');

legend ('Solucao analitica u_1"', 'Solucao numerica u_{1MFS}");
subplot (2,2, 2)

plot (appp,yanaliticanol, 'r—', appp, ynumericanol, 'b—o'");
legend ('Solucao analitica \partial u_1/\partial n', 'Solucao

nummerica \partial u_{1MFS}/\partial n');

subplot (2,2, 3)

plot (appp,yanaliticao2, 'r—', appp, ynumericao2, 'b—o');

legend ('Solucao analitica u_2', 'Solucao numerica u_{2MFS}"'");

subplot (2,2, 4)

plot (appp,yanaliticano2, 'r—', appp, ynumericano?2, 'b—o'");

legend ('Solucao analitica \partial u_2/\partial n', 'Solucao
numerica \partial u_{2MFS}/\partial n');

suptitle ('Comparacao das solucoes analiticas e numericas sobre

\partial B_1 , \partial B_2 contidas em \Omega_l e \Omega_2');

%% Funcao de saida
function stop = outfun(curvaSol,optimValues, state)
stop = false;
if isequal (state, '"iter'")
history = [history;optimValues.fvall;
end
end
figure (3)
plot (history, 'Linewidth',1);
xlabel ('Iterations');
yvlabel ('Cost function values');
saveas (gcf, 'fvalues_s0_1.pdf'");
end

%% Definicao das funcoes envolvidas no problema

o\

% Funcoes analiticas

\o

% Funcao analitica do problema ul

function yfaol=faol (yy) %% yy : componente y do vetor (x,y) a
avaliar

global gammal gammaZ2
yfaol=— (gamma2/gammal) * (yy) ;

end

% Funcao analitica derivada normal dul/dn

function yfadnol=fadnol (vcn) % vcn : vetor normal fila

global gammal gamma?2

yfadnol=[0 , —(gamma2/gammal)]*vcn';

end
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[

% Funcao analitica do problema u2
function yfao2=fao2 (yy)
global gammal gamma2 fronteira
yfao2=yy— (gamma2/gammal+1l) » (fronteira) ;
end

[

% Funcao analitica derivada normal du2/dn

function yfadno2=fadno2(vcn) % vcn : vetor normal fila

global gammal gammaZ2
yfadno2=[0 , 1]xvcn';

end

%% Solucao Fundamental

% Solucao fundamental \phi Laplace

function yphi=phi (xx,xi) % xx ponto, xi singularidade
yphi=log (norm(xx—x1i)) ;

end

[

% Derivada normal da sol fundamental \phi

function ydnphi=dnphi (xx,xi,vn) % xx ponto, xi singul, vn vetor
normal
ydnphi=(1/ (norm (xx—x1i) *2)) * ( (xx—xi)*vn');

end

%% Solucao numerica

\o

> Solucao numerica u_MFS

Q

function yumfs=umfs (coefs,xxx) % coefs: a para ul, b para u2

global pf M % xxx: ponto a avaliar
yumfs=0;
for i=1:M
yumfs=yumfs+coefs (i) *xphi (xxx,pf (i,:));
end
end

[

% Solucao numerica du_MFS/dn
function ydnumfs=dnumfs (coefs, xxx,vvn)
global pf M
ydnumfs=0;
for i=1:M
ydnumfs=ydnumfs+coefs (i) »dnphi (xxx,pf (i, :),vvn);
end
end
%% Condicoes de fronteira
function sf=f(y) % fl, f3 Para /Gammal e /Gamma3 (fl=£f3)
global gammal gammaZz
sf=— (gamma2/gammal) * (y) ;
end
function sg=g(y) % Para /Sigmal e /Sigma2

global gammal gamma2 fronteira
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sg=y— (gamma2/gammal+1l) » (fronteira) ;
end
%% L—curve parametro para MFS
function [ylambMFS]=lambMFS (AA,bb,PP)
lambdas=[1.0e—10 ;1.0e—09 ;1.0e—08 ;1.0e—07 ;1.0e—06 ;1.0e—05];
npo=size (lambdas) ;
for k=l:npo(l)
solaux=(AA'xAA + lambdas (k) * (PP'")«PP)\ ((AA') *xbb) ;
mvalores (k, :)=[norm(AAxsolaux—bb) "2 , norm(solaux)”"2];
end
dista=(mvalores(:,1)."2+mvalores(:,2).72).~(1/2);
indmin=find(dista==min (dista),npo(1l));
ylambMFS=lambdas (indmin (1)) ;
$plot (mvalores(:,1),mvalores(:,2), '"b—*',mvalores (indmin(1),1), ...
mvalores (indmin(1l),2), 'rs');
end
%% Funcao objetivo
function yobjectf=objectf(x) % x=(x_1 ,..., x_nc) \in R"{nc}
global gammal gamma2 M N nf nc pf xc pcg2 fronteira lambr
solfinal reg Pl vruido P2 regMFS

o

o\

Definicao pontos de colocacao para \Sigma_1 \Sigma_2 \Gamma_l

\Gamma3

o°

o

(pcg2: Jja definido sobre \Gamma_2) preench no sentido antihorario

[

pcg=[xc',x]; % pontos coloc em \Gamma

ypcsl=linspace(1l,x(1)+0.05,nc+2);

pcsl=[zeros(nc,1l),ypcsl(2:end—1)"']; % pontos coloc \Sigma_l

ypcgl=linspace(x(1)—0.05,0,nc+2);

)

pcgl=[zeros(nc,1l),ypcgl(2:end—1)"']; % pontos coloc \Gamma_l

ypcg3=linspace (0, x (end)—0.05,nc+2);
pcg3=[l*ones (nc,1),ypcg3(2:end—1)']; % pontos coloc \Gamma_3

ypcs2=linspace (x (end)+0.05,1,nc+2);
pcs2=[1lxones (nc,1l),ypcs2(2:end—1)"']; % pontos coloc \Sigma_2

[
©

o\

Matriz do sistema

% | Aull | Aul2 |

% A= Au2l | Au22|b= [f1Gl,f2G2,f3G3,glS1,g92S2,bf,bc]"’
SISTEMA: Ax=b

% | Afl |  Af2 |

e | Acl | Ac2 |

Aul2=zeros (3*nc,M); Au2l=zeros(2xnc,M); bf=zeros(nc,1l); bc=bf;

f1Gl=f (pcgl(:,2)); % condicao sobre \Gamma_l
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331

o\

f2G2=zeros (nc, 1)
£3G3=f (pcg3(: ;

; Condicao sobre \Gamma_?2
1 2))
glSl=g(pcsl(:,2));
1 2))

o\

Condicao sobre \Gamma_ 3

o

Condicao sobre \Sigma_1l
g2S2=g (pcs2(: ; % Condicao sobre \Sigma_2
for i=1l:nc
for j=1:M

% Para Aull

AullGl (i, j)=phi(pcgl (i, :),pf (3, :));

AullG2 (i, j)=phi (pcg2 (i, :),pf(3, :));

AullG3 (i, j)=phi(pcg3 (i, :),pf(J,:));

% Para Au22

Au22S1 (i, j)=phi(pcsl (i, :),pE(J,:));

Au22S2 (i, j)=phi(pcs2(i,:),pf(j,:));

% Para as condicoes de igualdade na fronteira \Gamma

Afl (i, j)=phi(pcg (i, :),pf(3, ));

% Para as condicoes de continuidade sobre \Gamma
Acaux (i, j)=dnphi (pcg (i, :),pf(3,:),[0,1]1);
end

end

Af2=—Af1;

Acl=gammal~*Acaux;

Ac2=—gammal2xAcaux;
Aull=[AullGl;AullG2;AullG3];
Au22=[Au22S1;RAu2232];
A=[Aull,Aul2;Au2l,Au22;Afl,Af2;Acl,Ac2];
b= [f1G1l;£2G2;£3G3;91S1;9252;bf;bc];

$A = A'4«A + lambr*eye(size (A'xA)); %$Tikhonov reg zeroth pa MFS
A = A'xA + regMFES« (P2')xP2; $Tikhonov reg first pa MFS

sol = A\b;

%}

regMFS=lambMFS (A, b,P2);

$fprintf ('lambdaMFS: %$f \n', regMFSs);

sol = (A'*A + regMFS« (P2'")*xP2)\ ((A") xb);

solfinal=sol;

[
0

[

% Funcional a minimizar
s1=0; s2=sl; s3=sl; s4=sl;
auxsl=zeros (M, 1) ;auxs2=zeros (M, 1) ;auxs3=zeros (M, 1);

auxsd=zeros (M, 1);
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344

345

346

for i=l:nc

for j=1:M
auxsl (j)=sol (j) xdnphi (pcgl (i, :),pf(J,:), [—1,01);
auxs2 (j)=sol (j) xdnphi (pcg3 (i, :),pf(J,:),[1,0]);
auxs3(j)=sol (j+M) »rdnphi (pcsl (i, :),pf(J,:), [—1,01);
auxs4 (j)=sol (j+M) rdnphi (pcs2 (i, :),pf(j,:), [1,0])
end

)
1+nc))A2;
i+2xnc)) "2;
i+3xnc)) "2;

sl=sl+ (gammal*sum(auxsl)—vruido

s2=s2+ (gammalxsum(auxs2)—vruido

( ( ) (1
( ( ) (
s3=s3+ (gamma2+sum (auxs3)—vruido (
sd4=s4+ (gamma2+sum (auxs4)—vruido (
end

% yobijectf=sl+s2+s3+s4;
yobjectf=sl+s2+s3+sd+regrxnorm(Plxx)"2; % Tikhnov ordem 1 pa

funcional

end
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27

o\

Cria target e encontra as leituras para fronteira geral

N:Pontos fonte (multip de 4) nf=N/4 por lado

o\

o\

M:Pontos de colocac nc=M/4 em

\Sigma_Il\cup\Sigma_2,\Sigma_4\cup\Sigma_>5,

o\

2+«nc em \Sigma_3, 2% (2xnc) em \Gamma (salto e continuidade)
8nc > 2N (Existencia sol MEFS M>N)

o\

o\

R:raio de pontos fonte com centro em (1/2,1/2)

clear all

% PARAMETROS

global gammal gamma2 N NO pf pf0 nf nc ncO yc_f ycfqg xc xcO pcs3
pcs3_0 fyc gyc pgsls2_T pgsbs4_T PO PF lambF rangoMFS_0

gammal=1; gamma2=0.01;

rangoMFS_T=[1.0e—08;1.0e—07;1.0e—06;1.0e—05];

rangoMFS_0=[1.0e—08;1.0e—07;1.0e—06;1.0e—05];

R=4;

N=64;

M=64;

nf=N/4;

nc=M/4;

R0=4;

N0=40;

M0=48;

nf0=N0/4;

nc0=M0/3;

[
©

% PONTOS FONTE sentido antihorario TARGET
ypf=linspace (1/2+R,1/2—R,nf+2);
ypfi=ypf (2:end-1);
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pfi=[(1/2—R) *ones (nf,1),ypfi'l; % lado esquerdo
ypfd=ypf (end—1:-1:2);
pfd=[((1/2+R) xones (nf,1)),ypfd']; % lado direito
xpf=linspace(1/2—R,1/2+R,nf+2);

xpfb=xpf (2:end-1);

xpft=xpf (end—1:-1:2);

pfb=[xpfb', (1/2—R) *ones (nf,1)]; % bottom source points
pft=[xpft', (1/2+R) xones (nf,1)]; % top source points
pf=[pfi;pfb;pfd;pft]; % pontos fonte

[
0

[

% PONTOS FONTE sentido antihorario para incognita
ypfO=linspace (1/2+R0,1/2—R0,nf0+2) ;

ypfiO=ypf0 (2:end—-1);

pfi0O=[(1/2—R0) *ones (nf0,1),ypfi0']; % lado esquerdo
ypfdO=ypf0 (end—1:—-1:2);
pfd0=[((1/2+R0O) *ones (nf0,1)),ypfd0']; % lado direito
xpfO0=linspace (1/2—R0,1/2+R0,nf0+2) ;

xpfb0=xpf0 (2:end—-1);

xpftO0=xpf0 (end—1:—-1:2);
pfb0=[xpfb0', (1/2—R0O) xones (nf0,1)]; % bottom source points
pftO=[xpft0', (1/24+4R0O) xones (nf0,1)1];
pfO0=[pfi0; pfb0; pfd0;pft0]; % pontos fonte incognita

o\

top source points

[
©

\o

s PONTOS COLOCAC PARA O TARGET

o

Posicao impares para eletrodos f(e_i), pares fora para fazer
leituras g_i

xc=linspace (0,1,2xnc+2);

xc=xc (2:end—1); % coord x para pontos colocacao

ycfg=linspace (1l,0,2+nc+2);

ycfg=ycfqg(2:end—-1); % coord y para pontos coloc f e leituras g

yc_f=ycfqg(l:2:end); % coord y para coloc sobre eletrodos f (e)

syc_g=ycfqg(2:2:end); % coord y para medidas g

% Superficie Target
amp=0.1;

T=1;
s=0.5+amp*sin ( (2+pi/T) *xc) ;

[
0

o

pcg=[xc',s']; % pontos coloc sobre \Gamma
pcs3=[xc', zeros (2+nc,1)1; % pontos coloc sobre \Sigma_3
1it=0.5+amp*sin ((2«pi/T) %x0);

1dt=0.5+amp*sin ((2«pi/T) *1);

ipcsl_f=find(yc_£f>1it); % index pontos coloc \Sigma_1l
ncsl_f=size(ipcsl_f£f);
ncsl_f=ncsl_f(2); % num de pontos coloc para \Sigma_l

ypcsl_f=yc_f(l:ncsl_£f);
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111

112
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114

115
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117

o)

pcsl=[zeros(ncsl_f,1),ypcsl_f']; % pontos coloc sobre \Sigma_l

ipcsl_g=find(ycfg>1lit); % index pontos para leituras g

ngsl_g=size (ipcsl_q);

ngsl_g=ngsl_g(2); % num de pontos para leituras g
sobre \Sigma_l

ypasl_g=ycfqg(l:ngsl_q);

pasl=[zeros(ngsl_qg,1l),ypgsl_g'l; % pontos para leituras g sobre
\Sigma_1

ypcs2_f=yc_f(ncsl_f+1l:end);
ncs2_f=nc—ncsl_f;

pcs2=[zeros(ncs2_f,1),ypcs2_£f']; % pontos coloc sobre \Sigma_?2

ypas2_g=ycfqg(ngsl_g+l:end);
ngs2_g=2*nc—ngsl_gqg;

pgs2=[zeros (ngs2_qg, 1) ,ypgs2_qg'l; % pontos leituras sobre
\Sigma_2
ipcs5_f=find(yc_£f>1dt); % index pontos coloc \Sigma_5

ncsS5_f=size (ipcs5_f);

ncs5_f=ncs5_£f (2);

ypcs5_f=yc_f(l:ncs5_1f);

pcs5=[ones (ncs5_1f,1),ypcsb_£f'1; % pontos coloc sobre \Sigma_5
ipgs5_g=find (ycfg>1dt); % index para leituras sobre \Sigma_5
ngsS5_g=size (ipgs5_q);

ngs5_g=nqgs5_qg(2) ;

vpgs5_g=ycfqg(l:ngs5_qg);

pgsb=[ones (ngs5_qg, 1) ,vyegs5_qg'l; % pontos leitura sobre \Sigma_5

ypcs4d_f=yc_f (ncs5_f+1l:end);
ncsé4_f=nc—ncs5_f;

pcs4d4=[ones (ncs4_1£f,1),ypcs4_£f']; % pontos coloc sobre \Sigma_4

ypgs4_g=ycfqg(ngs5_qg+l:end);
ngs4_g=2*nc—ngs5_qg;

o)

pgs4=[ones (ngs4_qg, 1) ,vypegsé4_qg'l; % pontos leitura sobre \Sigma_4

$plot (xc,s, '«—',0,1it, 'rp',1,1dt, 'rs',pcsl(:,1),pcsl(:,2), "kx",

% pcs2(:,1),pcs2(:,2),"'kh',pcs5(:,1),pcs5(:,2),"kx", ...
% pcs4(:,1),pcsd4(:,2),'kh',pcs3(:,1),pcs3(:,2),'ko", ...
% pasl(:,1),pgsl(:,2),"'gx", ...

% pgs2(:,1),pgs2(:,2),'ch',pgs5(:,1),pgsb5(:,2),"'gx', ...
% pas4(:,1),pgs4(:,2),"'ch")

o°

o

Pontos de colocacao para incognita
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118 xcO0=linspace(0,1,nc0+2);

o)

119 xc0=xc0(2:end-1); % coord x para pontos colocacao

[o)

120 pcs3_0=[xc0',zeros(ncO,1)]; % pontos coloc sobre \Sigma_3

[

121 o

122 %% Matrizes de regularizacao

123 orderF=2; % Ordem regularizacao para o Funcional

124 orderMFS_0=2; % Ordem regularizacao para o MFS

125 orderMFS_T=2; % Ordem regularizacao para o MFS no Target
126

127 switch (orderF)

128 case 0

129 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o
funcional

130 PF=eye (nc0) ;

131 case 1

132 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o
funcional

133 ml=diag(—1l*ones(1l,nc0));

134 ml=ml (1l:end—1, :);

135 m2=diag (ones(l,nc0),1);

136 m2=m2 (1:nc0—1,1:nc0);

137 PF=ml+m2;

138 case 2

139 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o
funcional

140 Pla=eye (nc0)+diag(—2+*ones (1, nc0-1),1)+...

141 diag(ones(1,nc0-2),2);

142 PF=Pla (1l:nc0-2,:);

143 end

144 %

145 switch (orderMFS_0)

146 case 0

147 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o MFS
148 PO=eye (2xNO) ;

149 case 1

150 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o MFS
151 mml=diag(—1l*ones (1,2xN0));

152 mml=mml (1:end—1, :);

153 mm2=diag (ones (1,2%N0),1);

154 mm2=mm2 (1 :2+*N0—1,1:2%NO0) ;

155 PO=mml+mm?2;

156 case 2

157 % Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o MFS
158 P2a=eye (2xN0O) +diag(—2*ones (1, 2«N0—-1),1)+...

159 diag(ones(1l,2%«N0-2),2);

160 P0=P2a (1:2+xN0—-2, :);

161 end
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167

169
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175

176

177
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182

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

197

198

199

200

201

202

203

204

205

207

208

switch (orderMFS_T)

case 0
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o MEFS T
PT=eye (2*N) ;

case 1
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o MFS T
mtl=diag(—1lxones (1, 2xN));
mtl=mtl (l:end—1,:);
mt2=diag (ones (1,2%N),1);
mt2=mt2 (1:2+*N—1,1:2%N) ;
PT=mt1l+mt2;

case 2
% Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o MEFS T
P3a=eye (2*N) +diag(—2+*ones (1, 2*N—1),1)+...
diag(ones(1,2%xN-2),2);
PT=P3a (1:2*xN—-2, :);

end

o°

[

% Solucao do sistema Target

o

% | As2 | As20 |

$ A=| As3 |  As30 |b= [fs2,fs3,fs4,gsl,gs5,bc,bs] "' SISTEMA: Ax=b
% | Asd | As40 |A0l10=[As20;As30;As40]

% | Asl0 | Asl |Ac20=[As10;As50]

% | As50 | As5S |

% | Agc | —Agc |

% | glxAgs | —g2+Ags|

fs2=f (pcs2(:,2)); % coloc sobre fronteira \Sigma_2
fs3=zeros (2xnc,1); % coloc sobre fronteira \Sigma_3
fs4=f (pcsd (:,2));

gsl=g(pcsl(:,2)); % coloc sobre fronteira \Sigma_1l
gs5=g (pcsb5(:,2))

bc=zeros (2xnc,1l); bs=bc;

; % coloc sobre fronteira \Sigma_4

; % coloc sobre fronteira \Sigma_5

AolO=zeros (2xnc+ncs2_f+ncs4_f,N);

Ao20=zeros (ncsl_f+ncs5_f,N);

for j=1:N

for i=1l:ncs2_f

As2 (i, j)=phi(pcs2 (i, :),pf(3,:));
end
for k=1l:ncsé4_f

As4 (k, j)=phi(pcsd (k, :),pL (], :));
end
for 1=1l:ncsl_f£f

Asl (1, Jj)=phi(pcsl(1l,:),pf(J,:));
end

for m=1l:ncsb_f
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210
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248

249

250

251
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253

As5(m, j)=phi (pcs5(m, :),pf(3,:));
end
for n=1:2+«nc % continuidade e salto e \Sigma3
As3(n, j)=phi (pcs3(n, :),pf(J,:));
Agc(n, j) =phi(pcg(n, :),pf(J,:));
Ags (n, j) =dnphi (pcg(n, :),pf(3,:),[0,1]);
end
end
Aol=[As2;As3;As4]; Ao2=[Asl;As5];
A=[A0l,RA010;A020,A02;Agc,—Agc;gammalxAgs, —gamma2*«Ags];
b=[fs2;fs3;fs4;g9sl;gs5;bc;bs];
lamb_T=lambMFS (A,b,PT, rangoMFS_T) ;
sol_T= (A'xA + lamb_Tx (PT")*PT)\ ((A')*Db);

oe

%% Leituras g na fronteira target
% Para \Sigma_1l
for i=1l:ngsl_g

pasl (i, 3)=gamma2+dnumfs (sol_T (N+l:end),pgsl(i,1:2),[-1,0],'t");
end
% Para \Sigma_2
for j=1l:ngs2_qg

pras2 (j, 3)=gammal+dnumfs (sol_T(1:N),pgs2(j,1:2),[—1,0]1,'t");
end
% Para \Sigma_>5
for k=1l:ngsb_g

ras5 (k, 3) =gamma2xdnumfs (sol_T (N+1l:end),pgs5(k,1:2),[1,0],'t");
end
% Para \Sigma_4
for 1=1:ngs4_qg

pras4 (1, 3)=gammal xdnumfs (sol_T(1:N),pgs4(l,1:2),[1,0],'t");
end
% pontos colunas 1,2 e leituras coluna 3, para lado esquero
pgsls2_T=[pgsl;pqgs2];
% pontos colunas 1,2 e leituras coluna 3, para lado direito
pas5sd_T=[pgs5;pasd];

o)
o

% Valores das condicoes de fronteira

fyc=f(yc_f); % eletrodos avaliados na condicao f fronteira para
\Omega_1

gyc=g(yc_f); % eletrodos avaliados na condicao g fronteira para

\Omega_2

o

%% SOLUCAO DO PROBLEMA

Shistory=[];
lambF=10; % Parametro da Regularizacao do funcional
sc=0.5+amp*sin ( (2xpi/T) »xc0) ; % Fronteira
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295

Target Para comparar com solucao
hl=ycfq(l)—ycfq(2);
1b=(0+3xhl) xones(nc,1l); % Limite inferior para a fronteira
ub=(1—4+*hl) *ones(nc,1); % Limite superior para a fronteira
s_0=(0+4+hl)*ones (1, nc); % Fronteira

inicial considerada constante

amp0=h1l/2; % Amplitude fronteira inicial
T0=1/1; % Periodo de oscilacao
%$s_0=4xhl+ampO+sin ((2+«pi/T0) xxc0) ; % Fronteira

inicial considerada

x_0=s_0"'; % Chute inicial
options = optimset ('Algorithm', "active—set', ...

'Display', 'iter—detailed', 'MaxFunEvals', 50000, ...

'TolFun',1.e—20, 'TolX',1.e—20, 'TolCon',1.e—20);

$options = optimset ('Outputfcn', @Qoutfun, ...

'Algorithm', 'active—set', 'Display’', 'iter—detailed', ...

'MaxFunEvals',20000, '"TolFun',1.e—10, 'TolX',1.e—10, 'TolCon"',1.e—10);

%options = optimoptions ('fmincon', 'Display’', 'iter', ...

'MaxFunEvals', 50000, 'TolFun',1.0e—50, 'TolX", ...

1.0e—50, 'StepTolerance',1.0e—50, 'ConstraintTolerance',1le—-50, ...

'MaxIterations',2000);

$options = optimoptions ('OutputFcn', @outfun, ...

'fmincon', 'Display', "iter', 'MaxFunEvals', 20000, ...

'TolFun',1.0e—30, 'TolX',1.0e—30, 'ConstraintTolerance', ...

le—30, 'MaxIterations',2000);% acrescentar MaxFunEvals para mais
iteracoes

[curvaSol, fval,exitflag,output]=fmincon (@objectf, ...

x 0, [1,01,01,[]1,1b,ub, [],options);

oo

%% COMPARACAO DAS SUPERFICIES

figure (1);

plot (xc,s, "k—x',xc0,curvasol, 'k:0',xc0,s_0, 'k—s', [0 O 1 1],[1 O
0 11, 'k=");

xlabel )

("x");
vlabel('y");
legend ('Desired boundary', 'Computed boundary', 'Initial guess');
%$saveas (gcf, 'noise_sl_4.png'); % en png

$set (gcf, 'Units', '"Inches'); % en pdf

%$pos = get (gcf, 'Position');

$set (gcf, '"PaperPositionMode', 'Auto', 'PaperUnits’', ...

'Inches', 'PaperSize', [pos(3), pos(4)1)

%print (gcf, 'prueba.pdf', '—dpdf', '—x0")

fprintf (' |s_0—xSol|= %f \n',norm(curvaSol—sc'));

oe

%% Definicao das funcoes envolvidas no problema

o°

[o)

% Solucao fundamental \phi Laplace
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o)

function yphi=phi (xx,xi) % xx ponto, xi singularidade
yphi=log (norm(xx—xi));
end

[

% Derivada normal da sol fundamental \phi

function ydnphi=dnphi (xx,xi,vn) % xx ponto, xi singul, vn vetor
normal
ydnphi=(1/ (norm (xx—x1i) *2)) * ( (xx—xi)*vn');

end

[
0

[

% Solucao numerica u_MFS
function yumfs=umfs (coefs,xxx,0p) % coefs: a para ul, b para u2
global pf pf0 N NO % xxx: ponto a avaliar
yumfs=0;
switch op
case {'t','T"}
for inn=1:N
yumfs=yumfs+coefs (inn) »phi (xxx,pf (inn, :));
end
case {'x','X'"}
for inn=1:NO
yumfs=yumfs+coefs (inn) »phi (xxx,pf0 (inn, :));
end
end
end
% Solucao numerica du_MFS/dn
function ydnumfs=dnumfs (coefs, xxx,vvn, opp)
global pf pf0 N NO
ydnumfs=0;
switch opp
case {'t','T"}
for ind=1:N
ydnunfs=ydnumfs+coefs (ind) *dnphi (xxx, pf (ind, :),vvn) ;
end
case {'x','X'"}
for ind=1:NO
ydnumfs=ydnumfs+coefs (ind) rdnphi (xxx,pf0 (ind, :),vvn);
end
end

end

)
°

% Condicoes de fronteira
function sf=f(y) % fl, f3 Para /Sigma_2 e /Sigma_4 (fl1=£3)
global gammal gammaZz

sf=— (gamma2/gammal) * (y) ;

end
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o)

function sg=g(y) % Para /Sigmal e /Sigma5
global gammal gammaZ2
sg=y— (gamma2/gammal+1l) ;

end

o

%% L—curve parametro para MFS
function [ylambMFS]=lambMFS (AA,Dbb,PP, rango)
lambdas=rango;
npo=size (lambdas) ;
for k=1l:npo(l)
solaux=(AA'xAA + lambdas (k) * (PP'") *xPP)\ ( (AA'") xbb) ;
mvalores (k, :)=[norm(AAxsolaux—bb) "2 , norm(solaux)”"2];
end
dista=(mvalores(:,1)."24+mvalores(:,2).72).7(1/2);
indmin=find (dista==min (dista),npo (1)) ;
ylambMFS=1lambdas (indmin (1)) ;
%plot (mvalores(:,1),mvalores(:,2), 'b—*", ...
mvalores (indmin(l),1),mvalores (indmin(1),2), "'rs');
end
%% Funcao objetivo
function yobjectf=objectf(x) % x=(x_1 ,..., x_nc) \in R"{nc}
global gammal gamma2 NO ncO xc0 pfO yc_f ycfqg pcs3_0 fyc gyc
pasls2_T pgs5s4_T PO PF lambF rangoMFS_0
% Definicao dos pontos de colocacao e leitura nas fronteiras
1i0=x(1); % ponto limite para o lado esquerdo
1d0=x(end); % ponto limite para o lado direito

[
0

\o

¥ Sobre \Sigma_3 nao mudam

Q
o

o\

Sobre \Gamma
pcg_0=[xc0' x];

[
0

% Sobre \Sigma_l1

ipcsl_f0=find(yc_£>11i0);

ncsl_fO0=size(ipcsl_£0);

ncsl_fO=ncsl_£f0(2); % num de pontos coloc para \Sigma_l1l
ypcsl_fO0=yc_f(l:ncsl_£fO0);

o)

pcsl_O=[zeros(ncsl_£f0,1),ypcsl_f0']; % pontos coloc sobre \Sigma_l1l

ipcsl_qgO0=find(ycfg>11i0);

ngsl_gO=size (ipcsl_g0);

ngsl_gO=ngsl_qg0(2); % num de pontos para leituras g sobre \Sigma_l
ypagsl_qgO=ycfg(l:ngsl_gO0);

pasl_0O=[zeros(ngsl_qg0,1l),ypasl_g0']; % pontos para leituras g

sobre \Sigma_l

Q
g

% Sobre \Sigma_2
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ypcs2_f0=yc_f (ncsl_f0+1l:end);
ncs2_f0=ncO0—ncsl_f£f0;

o)

pcs2_0=[zeros(ncs2_£f0,1),ypcs2_£0']; % pontos coloc sobre \Sigma_2

ypags2_qg0=ycfg(ngsl_gO+l:end);

ngs2_g0=2+nc0—ngsl_g0;

pgs2_0=[zeros (ngs2_qg0,1),ypgs2_qg0']; % pontos leituras sobre
\Sigma_2

[
o

[

% Sobre \Sigma_5

ipcs5_f0=find(yc_£f>1d0); % index pontos coloc \Sigma_5
ncs5_f0=size (ipcs5_£0);

ncs5_f0=ncs5_£f0(2);

ypcsb_fO0=yc_£f(l:ncs5_£0);

o)

pcs5_0=[ones (ncs5_f0,1),ypcs5_£f0']; % pontos coloc sobre \Sigma_5
ipgs5_g0=find(ycfg>1d0); % index para leituras sobre \Sigma_5
ngs5_gO=size (ipgs5_qg0) ;

ngs5_g0=nqgs5_qg0(2);

ypas5_qg0=ycfq(l:ngs5_g0);

pgs5_0=[ones (ngs5_g0,1),ypgs5_g0']l; % pontos leitura sobre \Sigma_5

[
©

[

% Sobre \Sigma_4
ypcs4_f0=yc_f (ncs5_f0+1l:end);
ncs4_f0=ncO0—ncs5_£f0;

[

pcs4_0=[ones (ncs4_f0,1),ypcs4_£f0']; % pontos coloc sobre \Sigma_4

ypgs4_qgO=ycfg(ngs5_qg0+1l:end);
ngs4_g0=2xnc0—ngs5_qg0;

pas4_0=[ones (ngs4_qg0,1),ypgs4_qgl0']; % pontos leitura sobre
\Sigma_4

o

o\

Solucao do sistema

% | As2_0 | As20_0 |
% A_0=| As3_0 | As30_0 | SISTEMA: A_Oxx=b_0
% | As4_0 | As40_0 |
% | As10_0 | Asl_0 |
% | As50_0 | As5_0 |
% | Agc_O0 | —Agc_0 |
% | glxAgs_0 | —g2%Ags_0|

fs2_0=fyc(ncsl_f0+l:end)'; % coloc sobre fronteira \Sigma_2
fs3_0=zeros(nc0,1); % coloc sobre fronteira \Sigma_3
fs4_0=fyc(ncs5_f0+1l:end)'; % coloc sobre fronteira \Sigma_4
gsl_O=gyc(l:ncsl_f0)'; % coloc sobre fronteira \Sigma_1l
gs5_0=gyc(l:ncs5_f0)"'; % coloc sobre fronteira \Sigma_5
bc_0=zeros (nc0,1); bs_0=bc_0;

A0l0_O=zeros (ncO+ncs2_f0+ncs4_£f0,NO);
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470
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473
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475

477

478

A020_0=zeros (ncsl_£f0+ncs5_£0,NO0);

for j=1:NO
for i=l:ncs2_f£0
As2_0(i, j)=phi(pcs2_0(i, :),pf0(3,:));
end
for k=l:ncs4_f£0
As4_0(k, j)=phi(pcs4_0(k, :),pf0(j,:));
end
for 1=1l:ncsl_f£0
Asl_0(1, j)=phi(pcsl_0(1,:),pf0(j,:));
end
for m=1:ncs5_£0
As5_0(m, j)=phi(pcs5_0(m, :),pf0(j, :));
end
for n=1:ncO0 % continuidade e salto e \Sigma3
As3_0(n, j)=phi(pcs3_0(n, :),pf0(j, :));
Agc_0(n, j)=phi(pcg_0(n,:),pf0(j,:));
Ags_0 (n, j)=dnphi (pcg_0(n, :),pf0(J,:), [0,1]1);
end
end
Aol_O=[As2_0;As3_0;As4_0]; Ao2_0=[Asl_0;As5_0];
A_0=[A0l_0,RA010_0;RA020_0,RA02_0;Agc_0, ...
—Agc_0;gammal*Ags_0,—gamma2*Ags_01];
b_0=[£fs2_0;£fs3_0;fs4_0;9s1_0;gs5_0;bc_0;bs_0];
lamb_0O=lambMFS (A_0,b_0,P0, rangoMFS_Q0) ;
sol_0= (A_0'"xA_0 + lamb_0x*(PO")*PO)\((A_0"')+*b_0);

[
©

Q

% Funcional a minimizar
s1=0; s2=sl; s5=sl; s4=sl;
% para \Sigma_1
for 1ii=1:ngsl_qg0
sl=sl+ (gamma2*dnumfs (sol_0 (NO+l:end), ...
pgsl_0(ii, :), [—1,0], "'x")—pgsls2_T (ii,3))"2;
end
% para \Sigma_2
for jj=l:ngs2_g0
s2=s2+ (gammalxdnumfs (sol_0(1:NO0), ...
pas2_0(j3j,:),[-1,0], 'x")—pgsls2_T (Jjj+ngsl_g0,3)) "2;
end
% para \Sigma_5
for kk=1:ngs5_g0
s5=s5+ (gamma2+dnumfs (sol_0 (NO+l:end), ...
pas5_0(kk,:),[1,0], "x")—pgs5s4_T (kk,3))"2;
end

% para \Sigma_4

for 11=1:ngs4_qg0
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479

481
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483

484

sd4=s4+ (gammal+xdnumfs (sol_0(1:NO0), ...
pas4_0(11,:),[1,0], 'x")—pasb5s4_T(1ll+ngs5_qg0,3))"2;
end
$yobjectf=sl+s2+s5+s4;
yobjectf=sl+s2+s5+sd+lambF*xnorm (PFxx)"2;
% Tikhnov ordem 1 para
o funcional

end

Caso 3D.
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11

12

13

14
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19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

function

wetArea3D_GA_prueba (superficie_Target, superficie_Inicial,pruido)

o\

Wet Area 3D using Genetic Algorithms

o\

superficie_Target: 1 (constante=60), 2 (5*sin(xxx)+5*cos(yyy)+60),

o\

superficie_Inicial: 1 (constante=15), 2

(5*sin (xxx)+5xcos (yyy)+10),

o\

pruido: percentagem ruido
clc;

$superficie_Target=2; superficie_Inicial=1l; pruido=5;

o\

o

PARAMETROS

o

global gammal gamma2 x_g y_g rangoMFS_0 lambF pf_t N_t pf_0 N_O
f_mg c_mg dados_C_xzA dados_C_xzB pc_s_xzA pc_s_xzB pc_s_yzA
pc_s_yzB pc_s_yzAB xzA_1 xzB_1 b_t PO

% pf_0 N_O vetor pontos fonte e numero de pontos fonte na incognita

%pf (centro, np, opc, r, vdim)

%$opc: 1 esfera, np=mult 8 pontos fonte

%opc: 2 cubo, np= pontos fonte por lado, 2xr lado do cubo

$opc: 3 paralelepipedo, 2*np pontos sobre xz yz e np sobre xy
(no usa r)

gammal=1l; gamma2=0.01;

lambF=0;

rangoMFS_T=[1.0e—08;1.0e—07;1.0e—06;1.0e—05; ...

1.0e—04;1.0e—03;1.0e—-021;

rangoMFS_0=[1.0e—08;1.0e—07;1.0e—06;1.0e—05; ...
1.0e—04;1.0e—03;1.0e—021;

centro=[15 25 507];

o __ N
= ==== =

o\

PONTOS FONTE TARGET
R_t=360;
N_t=56; % pontos fonte no target

opc_t=1;

vdim_t=[];
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pf_t=pf (centro,N_t,opc_t,R_t,vdim_t);

% PONTOS FONTE INCOGNITA
R_0=400;

N_0=40;

opc_0=1;

vdim_0=[];

pf_0O=pf (centro,N_0,o0pc_0,R_0,vdim_0);

% RUIDO
ruido=pruido; % Percentagem de ruido
vruido=l+ruidox (2«rand(1,32)—1)/10; % Vetor Ruido

%% Matrizes de regularizacao

oe

orderMFS_T=0; % Ordem regularizacao para o MFS no Target

orderMFS_0=0; % Ordem regularizacao para o MES

[
o

switch (orderMFS_T)

case 0
% PT Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 0 para o
MES T
PT=eye (2xN_t);
case 1
% PT Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 1 para o
MES T
mtl=diag(—1l*ones (1l,2xN_t));
mtl=mtl (1l:end—-1, :);
mt2=diag(ones(1,2%«N_t),1);
mt2=mt2 (1:2*N_t—1,1:2xN_t);
PT=mt1+mt2;
case 2

[)

% PT Matriz de regularizacao Tikhnov ordem 2 para o
MES T

P3a=eye (2+N_t) +diag(—2+ones (1, 2«N_t—1),1)+...

diag(ones(1,2%N_t—2),2);

PT=P3a (1:2*N_t—2,:);

end

)
°

switch (orderMFS_0) % PO Matriz de regularizacao Tikhnowv
case 0
% Ordem 0 para o MFS
PO=eye (2xN_0) ;
case 1

[)

% Ordem 1 para o MFS
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119

120

mml=diag(—1l*ones (1,2xN_0));
mml=mml (1:end—1, :);
mm2=diag (ones(1,2%«N_0),1);
mm2=mm2 (1 :2+*N_0—1,1:2xN_0) ;
PO=mml+mm2;
case 2
% Ordem 2 para o MFS
P2a=eye (2xN_0) +diag(—2+*ones (1,2+«N_0-1),1)+...
diag(ones(1l,2%N_0-2),2);
PO0=P2a (1:2xN_0—-2, :);

o\

PONTOS COLOC NA SUPERFICIE TARGET \Gamma pc_g

[x_g,y_gl=meshgrid(5:10:25,5:10:45); % grid 15 pontos sobre
plano XY
z_t=sup_t (x_g,y_g,superficie_Target); [f_mg, c_mgl=size(z_t);

[

% pontos colocacao paralelos a cara xzA, com x de zero a inf

pc_gt_xzA=[x_g(l,:)"' yv_g(l,:)" z_t(l,:)"];

[

% pontos colocacao paralelos a cara xzB, com x de zero a inf
pc_gt_xzB=[x_g(end, :)"' y_g(end,:)" z_t(end,:)"'];

% pontos colocacao paralelos a cara yzA, com y de zero a inf
pc_gt_yzA=[x_g(2:end—1,1) y_g(2:end-1,1) z_t(2:end-1,1)1;

% pontos colocacao no meio paralelos a yz, com y de zero a inf
pc_gt_yzAB=[x_g(2:end—1,2) y_g(2:end—1,2) z_t(2:end—1,2)];

% pontos colocacao paralelos a cara yzB, com y de zero a inf

pc_gt_yzB=[x_g(2:end—1,end) y_g(2:end—1,end) z_t(2:end-1,end)];

o

{
¥ GRAFICA DA FRONTEIRA /Gamma

\o

mesh (x_g,y_g,z_t);

axis ([0 30 0 50 0 1001)

xlabel('x'"); vylabel('y'"); zlabel('z");
%}

[
o

\o

s PONTOS COLOC NA BASE S

[
©

pc_s_xzA=pc_gt_xzA; pc_s_xzA(:,end)=zeros(size(x_g,2),1);

pc_s_xzB=pc_gt_xzB; pc_s_xzB(:,end)=pc_s_xzA(:,end);

pc_s_yzA=pc_gt_yzA; pc_s_yzA(:,end)=zeros(size(x_g,1)—2,1);
pc_s_yzB=pc_gt_vyzB; pc_s_vyzB(:,end)=pc_s_yzA(:,end);
pc_s_yzAB=pc_gt_yzAB; pc_s_yzAB(:,end)=(pc_s_yzA(:,end));

oe
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165

% PONTOS COLOC NAS FACES LATERAIS

Q
o

[xzA_0,xzA_1,xzA_2,xzB_0,xzB_1,xzB_2,yvzA_0,yzA_1,yzB_0,vyzB_1l]=pc;

% PONTOS COLOCACAO GRAFICA TARGET

51

plot3(xzA_0(:,1),xzA_0(:,2),xzA_0(:,3),'k.",xzA_1(:,1),...

xzA 1(:,2),xzA_1(:,3),...% cara Xz
'b.'",xzA_2(:,1),xzA_2(:,2),xzA_2(:,3), 'k.'
xzB_0(:,1),xzB_0(:,2),xzB_0(:,3), ...
'k.',xzB_1(:,1),xzB_1(:,2),xzB_1(:,3),...
'b.'",xzB_2(:,1),xzB_2(:,2),xzB_2(:,3), 'k."
yvzA_O0(:,1),yzA_0(:,2),yzA_0(:,3), ...
'ko',yzA_1(:,1),yzA_1(:,2),yzA_1(:,3),'k."
yvzB_0(:,1),yzB_0(:,2),yzB_0(:,3),...
'k.',yzB_1(:,1),yzB_1(:,2),yzB_1(:,3),'k."

'MarkerSize',15);

o\

}
s PONTOS FONTE GRAFICA TARGET

\o

% cara yz

% plot3(pf_t(:,1),pf_t(:,2),pf_t(:,3),"'.","'Coloxr','r"', ...

'MarkerSize',15);
% grid on; axis ([0 30 0 50 0 1001);
s xlabel ('x'"); ylabel('y'); zlabel('z'");

\o

o°

\o

CONSIDERANDO ELECTRODOS)
CARA A
it_xzAl_o2=find(xzA_1(:,3)>pc_gt_xzA(2,3));
nt_xzAl_ o2=it_xzAl_o2 (end);
pc_t_xzAl_o2=xzA_ 1 (it_xzAl_o2,:); % PTOS COLOC

o\

pc_t_xzAl_ ol=xzA_1(nt_xzAl_o2+l:end,:); % PTOS
% CARA B
it_xzBl_o2=find(xzB_1(:,3)>pc_gt_xzB(2,3));
nt_xzBl_o2=it_xzBl_o2 (end);
pc_t_xzBl_o2=xzB_1(it_xzBl_o02,:); % PTOS COLOC

o\

pc_t_xzBl_ol=xzB_1(nt_xzBl_o2+l:end, :); PTOS

[

s PONTOS LIMITE PARA CARAS XZ E PONTOS COLOC POR CARA (SOLO

PARA /Omega_2

COLOC PARA /Omega_l1l

PARA /Omega_2

COLOC PARA /Omega_l

©

o\
=
e
=]
Y]
H
N
lw}
O
n
—
[92]
4
=
=
=
g
o
2]
>
O
|
e
)
]
el
3

o\

\Gamma cond contin y salto

Ap_gt=zeros (f_mg*c_mg,N_t); % submatriz para cond

continuidade em /Gamma

Q

bAp_gt=zeros (f_mg*c_mg,1l); % termo b para continuid

Adp_gt=Ap_gt; % submatriz para cond salto
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168

169

171
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184
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189

190

191

192
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196

198

199

200

201

202

203

204

deriv normal em /Gamma
bAdp_gt=bAp_gt;
% \Omega_1
Ap_xzA_olt=zeros (l6—nt_xzAl_o02,N_t);
para \Omega_1l
zeros_Ap_xzA_olt=Ap_xzA_olt;
Ap_xzB_olt=zeros(l6—nt_xzBl_o02,N_t);
para \Omega_1l
zeros_Ap_xzB_olt=Ap_xzB_olt;
Ap_st=Ap_gt;

S \Omega_1

bAp_st=bAp_gt;

zeros_Ap_st=Ap_dgt; %
base S

% \Omega_2

Ap_xzA_o2t=zeros (nt_xzAl_o02,N_t);
para \Omega_2
zeros_Ap_xzA_o2t=Ap_xzA_o02t; %
Ap_xzB_o2t=zeros (nt_xzBl_o02,N_t);
para \Omega_?2
zeros_Ap_xzB_o2t=Ap_xzB_o02t; %
bA=xzA_1(:,
bB=xzB_1(:,

[o)
°

4);
4);

o\

termo b para salto

o

submatriz cara xzA

o\

submatriz cara xzB

o\

submatriz para base

[

% termo b para base S

submtriz zeros para cond na

[

% submatriz cara xzA

submatriz zeros

Q

% submatriz cara xzB

submatriz zeros

% termo b para condicoes sobre eletrodos

o\

ESTRUTURA DA MATRIZ
Ax=Db
A= |

o\

o\

Ap_gt —Ap_gt
| \gamma_1xAdp_gt
b=[bAp_gt;bAdp_gt;bAp_st;bA;DbB]

| Ap_st

o\

o

o\

| zeros_Ap_xzA_o2t
| Ap_xzA_olt

o\

o\

zeros_Ap_xzB_o02t
Ap_xzB_olt

o\

oe

zeros_Ap_st

Ap_xzA_o02t \

—\gamma_2*Adp_gt |

zeros_Ap_xzA_olt |
Ap_xzB_o2t |

zeros_Ap_xzB_olt |

for j=1:N_t
% Pontos em \Gamma e base S
for i=l:c_mg

Q

% Continuidade

Ap_gt (i, j)=phi (pc_ogt_xzA (i,
Ap_gt(l+3,j)

Ap_gt (i+6, 3J)
Ap_gt (i+9, 3J)
Ap_gt (i+12, 3)

$ Salto
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=phi (pc_gt_xzB (i,
=phi (pc_gt_yzA (i,
=phi (pc_gt_yzAB (i, :)
=phi (pc_gt_yzB(i, :),

D,pf_t(3, 1)) 5 xzA
D),pf_t(3,:)); % xzB
D) ,pE_t(3,:))i 5 yzA

,pf_t( $)); % yzAB
pf_t(3,:)); % yzB
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end

A_t=

b_t=

Adp_gt (i, j)=dphi (pc_gt_xzA(i,:),pf_t(3,:),[0,0,11); % xzA

Adp_gt(l j)=dphi (pc_gt_xzB(i,:),pf_t(j,:),10,0,11); % xzB

Adp_gt(1+6 j)=dphi (pc_gt_yzA(i, :),pf_t(j,:),[0,0,11); % yzA

Adp_gt (i+9, j)=dphi (pc_gt_yzAB(i,:),pf_t(j,:),[0,0,11); %
yvzAB

Adp_gt (i+12, j) =dphi (pc_gt_yzB(i,:),pf_t(3,:),[0,0,1]1); % vyzB

Q

% Base S

Ap_st (i, j)=phi(pc_s_xzA(i,:),pf_t(j,:)); % xzA
Ap_st(l J)=phi(pc_s_xzB(i,:),pf_t(j,:)); % xzB
Ap_st(l+6,j) =phi (pc_s_yzA (i, :),pf_t(j,:)); % yzA
Ap_st (i+9, 3) phi(pc_s_yzAB(i,:),pf_t( :)); % yzAB
Ap_st (i+12, j)=phi(pc_s_yzB(i,:),pf_t(j,:)); % vzB

end

Pontos em xzA 02

for i=l:nt_xzAl_o?2
Ap_xzA_02t (i, J)=phi (pc_t_xzAl_02(i,1:3),pf_t(j,:));

end

Pontos em xzA ol

for i=1:(16—nt_xzAl_o02)
Ap_xzA_olt (i, j)=phi(pc_t_xzAl_ol(i,1:3),pf_t(3,:));

end

Pontos em xzB 02

for i=l:nt_xzBl_o02
Ap_xzB_o02t (i, j)=phi (pc_t_xzBl_o02(i,1:3),pf_t(j,:));

end

Pontos em xzB ol

for i=1:(1l6—nt_xzB1l_02)
Ap_xzB_olt (i, J)=phi (pc_t_xzBl_o0l(i,1:3),pf_t(j,:));

end

[Ap_gt,—Ap_gt;

gammal+Adp_gt, —gamma2xAdp_gt;
Ap_st, zeros_Ap_st;
zeros_Ap_xzA_o2t,Ap_xzA_o02t; ...
Ap_xzA_olt,zeros_Ap_xzA_olt;
zeros_Ap_xzB_o2t,Ap_xzB_o02t;
Ap_xzB_olt, zeros_Ap_xzB_olt];
[bAp_gt;bAdp_gt;bAp_st;bA;bB];

lamb_t=lambMFS(A_t,b_t,PT,rangoMFS_T);

sol_t=

(A_t'"+A_t+lamb_t* (PT')*PT)\ ((A_t")*b_t);

o\

Pontos em xzA 02

for i=l:nt_xzAl o2

pc_t_xzAl_o02(i,5)=gammazxdumfs(sol_t (N_t+l:end),
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pc_t_xzAl _o02(i,1:3),([0,—1,01,'t");

end
% Pontos em xzA ol

for i=1:(16—nt_xzAl 02)
pc_t_xzAl_ol(i,5)=gammalxdumfs(sol_t (1:N_t), ...
pc_t_xzAl_ol1(i,1:3),([0,—1,0],'t");

end
% Pontos em xzB 02

for i=l:nt_xzBl_ o2
pc_t_xzBl_o02(i,5)=gamma2+dumfs (sol_t (N_t+l:end),...
pc_t_xzBl_o02(i,1:3),[0,1,01,'t");

end
% Pontos em xzB ol

for i=1:(16—nt_xzBl_o02)
pc_t_xzBl_ol (i, 5)=gammal+dumfs (sol_t (1:N_t), ...
pc_t_xzBl_o01(i,1:3),([0,1,01,'t");

end

dados_C_xzA=[pc_t_xzAl_02(:,5); ...

pc_t_xzAl _ol(:,5)].*xvruido(1:16)"';
5

dados_C_xzB=[pc_t_xzBl_o02(:,5); ...

pc_t_xzBl_ol(:,5)].*vruido(l16+1l:end)';

% PONTOS DA FRONTEIRA INICIAL

o

z_0=sup_0(x_g,y_g,superficie_Inicial); %f_mg linhas c_mg colunas
% pontos colocacao paralelos a cara xzA, com x de zero a inf
p_g0_xzA=[x_g(l,:)" yv_g(l,:)" z_0(1,:)"'1;

% pontos colocacao paralelos a cara xzB, com x de zero a inf
p_g0_xzB=[x_g(end, :)"' y_g(end,:)"' z_0(end,:)"'];

% pontos colocacao paralelos a cara yzA, com y de zero a inf
p_g0_yzA=[x_g(2:end—1,1) y_g(2:end—1,1) z_0(2:end-1,1)];

% pontos colocacao no meio paralelos a yz, com y de zero a inf
p_g0_yzAB=[x_g(2:end—1,2) y_g(2:end—1,2) z_0(2:end-1,2)1;

% pontos colocacao paralelos a cara yzB, com y de zero a inf
p_g0_yzB=[x_g(2:end—1,end) y_g(2:end—1,end) z_0(2:end—1,end)];
% VETOR FILA Fronteira inicial (so contem componentes z)
x_0=[p_g0_xzA(:,3);p_90_xzB(:,3);p_9g0_yzA(:,3); ...
p_g0_yzAB(:,3);p_g0_yzB(:,3)];

% RESTRICAO DA COORDENADA Z PARA x_0

o

[)

1b=10%0ones (f_mg*c_mg,1l); % Limite inferior para z's em x_0

ub=65+ones (f_mgxc_mg,1l); % Limite superior para z's em x_0

% SOLUCAO DO PROBLEM INVERSO
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329

330

331

332
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335
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337

338

339

340

o\

% GENETIC ALGORITHMS
options=optimoptions (@ga, 'PopulationSize', 100, ...
'MaxGenerations', 50, '"MaxStallGenerations', 100, 'Display','iter');
%options=optimoptions (@ga, 'PopulationSize', ...

300, "MaxGenerations', 50, '"MaxStallGenerations',

100, 'Display’', 'iter');

$optimoptions (@Gga, 'SelectionFcn',@selectiontournament, ...

'FitnessScalingFcn',@fitscalingprop, 'MutationFecn', ...

@mutationadaptfeasible);

$thestate = rng; % obtener resultados anteriores. Primero
ejecutar esta linea, despues el ga

[o)

$rng (thestate); % despues esta linea antes de volver a ejecutar ga
$x0 = x_0'; % Start point (row vector)
$options.InitialPopulationMatrix = x0;

[curvaSol, fval,exitflag,output]=ga(@objectf, 15, [1,[1,[1,[]1,...
1b,ub, []1,0ptions);

°
Sy ==—=—=====—========—===—===============

\o

s COMPARACAO DE SUPERFICIES

[
©

z_sol=z_0;

Q

z_sol(l,:)=curvaSol(l:c_mg)"'; % xzA

Q

(

z_sol (end, :)=curvaSol (c_mg+l:2xc_mg)'; % xzB

z_sol (2:end—1,1)=curvaSol (2xc_mg+l:3xc_mg); % VzA

z_sol (2:end—1,2)=curvaSol (3xc_mg+l:4xc_mg); % vzAB

z_sol (2:end—1, 3)=curvaSol (4«c_mg+l:5+«c_mg); % yzAB

hl=surf(x_g,v_g,z_t, 'EdgeColor', 'b");

hold on;

h2=surf(x_g,y_g,z_0, 'FaceAlpha',0.4, "EdgeColor','r'");

h3=surf (x_g,v_g,z_sol, 'FaceAlpha',0.6, "EdgeColor','r', ...

'FaceColor','g'); % 'EdgeColor', 'none'

xlabel ('x"); ylabel('y'); zlabel('z");

axis ([0 30 0 50 0 1001);

legend ([hl, h2, h3], {'Desired surface','Initial
guess', 'Computed surface'});

grid on;

fprintf ('Error curva: $f\n',norm(z_t—z_sol));

end $ FIN FUNCAO PRINCIPAL

function yobjectf=objectf (x)
global gammal gamma? x_g y_g rangoMFS_0 lambF pf_0 N_O0 f_mg c_mg
dados_C_xzA dados_C_xzB pc_s_xzA pc_s_xzB pc_s_yzA pc_s_yzB
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pc_s_yzAB xzA_1 xzB_1 b_t PO

o\

\o
e}
(@]
Z
—
O
0n
Q
(@]
=
(@]
Q
o=
Q
e
@)

°

o\

\o

¥ PONTOS COLOC NA SUPERFICIE \Gamma

oe

o\

pontos colocacao paralelos a cara xzA, com x de zero a inf
pc_g0_xzA=[x_g(l,:)" v_g(l,:)" x(l:c_mg)']l;
% pontos colocacao paralelos a cara xzB, com x de zero a inf

pc_g0_xzB=[x_g(end, :)'" y_g(end, :)' x(c_mg+tl:2%xc_mg)"'];

[

% pontos colocacao paralelos a cara yzA, com y de zero a inf

pc_g0_yzA=[x_g(2:end—1,1) y_g(2:end—1,1) x(2«c_mg+l:3*xc_mqg)"'];

Q

% pontos colocacao no meio paralelos a yz, com y de zero a inf

pc_g0_yzAB=[x_g(2:end—1,2) y_g(2:end—1,2) x(3xc_mgtl:4*xc_mg)"'];

[

% pontos colocacao paralelos a cara yzB, com y de zero a inf
pc_g0_yzB=[x_g(2:end—1,end) y_g(2:end—1,end) x(4*«c_mg+l:end)'];

[
©

\o

. PONTOS COLOC NA BASE S pc_s_.z. (x,y), (A,B,AB)

o°

\o

s PONTOS COLOC NAS FACES LATERAIS .z.l1 (x,y), (A,B)

o

\o

s PONTOS LIMITE PARA CARAS XZ E PONTOS COLOC POR CARA (SOLO
CONSIDERANDO ELECTRODOS)

o°

o

CARA A

10_xzAl_o2=find(xzA_1(:,3)>pc_g0_xzA(2,3));

n0_xzAl 02=10_xzAl_o2 (end);
pc_0_xzAl_o2=xzA_1(i0_xzAl_o02,:); % PTOS COLOC PARA /Omega_?2

pc_0_xzAl_ol=xzA_1(n0_xzAl_o2+l:end,:); % PTOS COLOC PARA /Omega_l
% CARA B

10_xzBl_o2=find(xzB_1(:,3)>pc_g0_xzB(2,3));
n0_xzB1l_02=10_xzB1l_o02 (end) ;

pc_0_xzBl_o02=xzB_1(1i0_xzBl_o02,:); % PTOS COLOC PARA /Omega_?2

pc_0_xzBl_ol=xzB_1(n0_xzBl_o2+l:end,:); % PTOS COLOC PARA /Omega_l

o I e

B S B R

o\
—~
o)
—
N
g
O
n
—
n
—
=
=
b=

o\
I
Il
Il
I
I
|
|

o\

\Gamma cond contin y salto
Ap_gO=zeros (f_mgxc_mg,N_0) ; % submatriz para cond

continuidade em /Gamma

Adp_g0=Ap_g0; % submatriz para cond salto
deriv normal em /Gamma

% \Omega_1

Ap_xzA_o0l0=zeros(16—n0_xzAl_o02,N_0); % submatriz cara xzA

para \Omega_1l
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404
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406

407

408

409

410

411

412

413

414

415

416

417

418

419

420

421

422

zeros_Ap_xzA_ o0l0=Ap_xzA_0l0;

Ap_xzB_0l0=zeros (16—n0_xzBl__

para \Omega_1l
zeros_Ap_xzB_o0l0=Ap_xzB_01l0;
Ap_s0=Ap_g0;

S \Omega_1
zeros_Ap_s0=RAp_g0;

base S
% \Omega_2
Ap_xzA_020=zeros (n0_xzAl_o2,

para \Omega_?2
zeros_Ap_xzA_o020=Ap_xzA_020;
Ap_xzB_020=zeros (n0_xzBl1_o2,

para \Omega_?2
zeros_Ap_xzB_020=Ap_xzB_020;

02,N_0); % submatriz cara xzB

[

% submatriz para base

o\

submtriz zeros para cond na

N_O0); % submatriz cara xzA

o\

submatriz zeros

N_0); % submatriz cara xzB

o\

submatriz zeros

[
0

o\

ESTRUTURA DA MATRIZ
Ax=Db
A:

o\

o\

Ap_g0
\gamma_1+Adp_g0

o\

Ap_sO

o\

|

| zeros_Ap_xzA_020
| Ap_xzA_0l0
|
|

o\

o

zeros_Ap_xzB_020
Ap_xzB_010

[
0

|
| —\gamma_2*Adp_g0
b=b_t=[bAp_gt;bAdp_gt;bAp_st;bA;bB]

—Ap_g0 \

I

zeros_Ap_s0

Ap_xzA_ 020

Ap_xzB_020

\
\
zeros_Ap_xzA_ol0 |
\
\

zeros_Ap_xzB_o0l0

for j=1:N_0

for i=l:c_mg

[

% Continuidade

Ap_g0 (i, j)=phi (pc_g0_xzA (i,
Ap_g0(i+3, j)=phi (pc_g0_xzB (i,
Ap_g0(i+6, j)=phi (pc_
Ap_g0(i+9, j)=phi (pc_g0_yzAB(1i,
Ap_g0(i+12, j)=phi (pc_g0_yzB (i,

$ Salto

Adp_g0 (i, j)=dphi (pc_g0_xzA (1,
Adp_g0 (i+3, j)=dphi (pc_g0_xzB (i,
Adp_g0 (i+6, j)=dphi (pc_g0_yzA(1i,
Adp_g0 (1i+9, j)=dphi (pc_g0_yzAB (i,

yzAB

Adp_g0 (i+12, j)=dphi (pc_gO0_yzB (i, :),pf_0(7j, :

[

% Base S

Ap_s0(i, j)=phi (pc_s_xzA (i,
Ap_s0(i+3, j)=phi (pc_s_xzB(1i,
Ap_s0(i+6, j)=phi (pc_s_yzA (i,

% Pontos em \Gamma e base S

),pf_0(3,:)); % xzA
) ,pf_0(3,:)); % xzB
go—yZA(il:)lpf_O(j,:)); % yZA
) ,pf_0(3,:)); % yzAB
), pf_0(3,:)); % yzB
1), pf_0(3,:),[0,0,1]1); % xzA
1), p£_0(3,:),1[0,0,1]); % xzB
:)’pf—o(jlz)l[ololl]); % yzA
2),pf_0(j,:),[0,0,l]); %
)I[OIOI]—]>; % YZB
:)lpf_o<j1:)); % xZzA
),pf_0(j,:)); % xzB
), pf_0(3,:)); % yzA
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423

424

425
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448
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450

453

454

455

456

457

458

459

460

461

462

463

464

465

466

468

469

Ap_s0(i+9, j)=phi(pc_s_yzAB(i,:),pf_0(3,:)); % yzAB
Ap_s0(i+12, j)=phi(pc_s_yzB(i,:),pf_0(3,:)); % vyzB
end
% Pontos em xzA 02
for i=1:n0_xzAl_o02
Ap_xzA_020 (i, j)=phi(pc_0_xzAl_02(1i,1:3),pf_0(3,:));
end
% Pontos em xzA ol
for i=1:(16—n0_xzAl 02)
Ap_xzA_010(i, j)=phi(pc_0_xzAl_ 01 (i,1:3),pf_0(3,:));
end
% Pontos em xzB 02
for i=1:n0_xzBl_o02
Ap_xzB_020(1i, j)=phi(pc_0_xzBl_02(i,1:3),pf_0(j,:));
end
% Pontos em xzB ol
for i=1:(16—n0_xzBl_o02)
Ap_xzB_010(1i, j)=phi(pc_0_xzBl 01 (i,1:3),pf_0(j,:));
end
end
A_0O=[Ap_g0,—Ap_g0; ...
gammal+Adp_g0,—gamma2*Adp_g0; . ..
Ap_s0, zeros_Ap_s0; ...
zeros_Ap_xzA_020,Ap_xzA_020; ...
Ap_xzA_ 010, zeros_Ap_xzA_0l10; ...
zeros_Ap_xzB_020,Ap_xzB_020; ...
Ap_xzB_010, zeros_Ap_xzB_010];
lamb_0=lambMFS (A_0,b_t,P0, rangoMFS_0) ;
sol_0= (A_0'xA_O+lamb_0* (PO'")*PO)\((A_0")*b_t);

s_xzA_02=0; s_xzA_o0l1=0; s_xzB_02=0; s_xzB_01=0;

% Pontos em xzA 02

for i=1:n0_xzAl_ o2
S_xzA_02=s_xzA_o02+ (gamma2+dumfs (sol_0(N_O+1l:end)
pc_0_xzAl_o02(i,1:3),[0,—1,0], 'x")—dados_C_xzA (1)) "2;

end

% Pontos em xzA ol

for i=1:(16—n0_xzAl_ 02)
s_xzA_ol=s_xzA_ol+(gammal+dumfs(sol_0(1:N_0), ...
pc_0_xzAl_o1(i,1:3),[0,—1,0], 'x")—dados_C_xzA (n0_xzAl_o02+i))"2;

end

% Pontos em xzB 02

for i=1:n0_xzBl_o02
s_xzB_o02=s_xzB_02+ (gamma2xdumfs (sol_O0(N_O+1l:end), ...

pc_0_xzBl _02(i,1:3),[0,1,0], 'x')—dados_C_xzB (1)) "2;
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514

515

516

end
% Pontos em xzB ol
for i=1:(16—n0_xzBl 02)
s_xzB_ol=s_xzB_ol+ (gammal+dumfs (sol_0(1:N_0O),

pc_0_xzBl_o01(i,1:3),[0,1,0], ' 'x")—dados_C_xzB(n0_xzBl_o02+i))

% MATRIZES DO GRID para alturas z

$x_r=x_g'; y_r=y_g';
z_r=zeros (c_mg, f_mg) ;

o)

1)=x(l:c_mg); z_r(:,end)=x(c_mg+l:2%«c_mg); % xzA, xzB

r(:
r(l 2:end—1l)=x(2xc_mg+l:3xc_mg)'; % yzA
_r(2,2:end—1)=x(3xc_mg+l:4xc_mg)"'; % yzAB
_r(3,2:end—1)=x(4xc_mg+l:end)'; % yzB

[
©

3 GRID QUADRADO
Ggs=0;

for i=l:c_mg % linhas

\o

for j=1:f_mg—1
Ggs=Gqgs+ (z_r (i, j)—z_r (i, 3+1))"2;
end
end
for j=1:f_mg % colunas
for i=l:c_mg—1
Ggs=Ggs+ (z_r (i, J)—z_r (i+1, 3)) "2;
end

end

)
o

\

% GRID CRUZ
Gcs=0; Gecs=(z_r(2,1)—z_r(1,2))"2+(z_r(3,4)—z_xr(2,5))"2+
(z_r(2,1)—z_r(3,2))"2+(z_r(1,4)—z_r(2,5))"2
for i=1l:c_mg % direcao (1,1)
for j=l:c_mg-1
Gcs=Gcs+ (z_r (j,1i+3—J)—z_r (j+1,i+3—3-1))"2;
end
end
for i=1l:c_mg % direcao (1,-1)
for j=l:c_mg-1
Gcs=Gcs+ (z_r (j, j+i—1)—z_r (j+1, j+1+i-1))"2;

o\

yobjectf=s_xzA_o02+s_xzA_ol+s_xzB_o02+s_xzB_ol+lambFxsqgrt (Ggs) ;

end
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function [ylambMFS]=lambMFS (AA,bb,PP, rango)
lambdas=rango;
npo=size (lambdas) ;
for k=l:npo(l)
solaux=(AA'xAA + lambdas (k) * (PP'")«PP)\ ((AA') *xbb) ;
mvalores (k, :)=[norm(AAxsolaux—bb),norm(solaux)];
end
dista=(mvalores(:,1)."2+mvalores(:,2).72).~(1/2);
indmin=find(dista==min (dista),npo(1l));
ylambMFS=lambdas (indmin (1)) ;
$plot (mvalores (:,1),mvalores(:,2), "b—*", ...
mvalores (indmin(l),1),mvalores (indmin(1),2), 'rs');

end

o\

\o

s SUPERFICIE TARGET

[
©

)

function T=sup_t (xxx,yyy,superficieT_op) % xxx,yyy:matrizes do mesh
[ff,ccl=size (xxx); T=ones (ff,cc);
if superficieT_op==
T=Tx60;
else
T=5xsin (xxx)+5*cos (yyy) +60;

end

o\°

\o

s SUPERFICIE INICIAL

[
©

function GO=sup_0 (xxx,yyy,superficiel_op) % xxx,yyy:matrizes do mesh
[ff,ccl=size (xxx); GO=ones(ff,cc);
if superficiel_op==
G0=G0*15; % Constante
else
GO0=5%sin (xxx)+5*cos (yyy) +10;

end

o\°

o\

FUNCAO /phi = 1/r

oo

o)

function yphi=phi (va,vpf) % va,vpf:vetores fila 3d
yphi=1/ (norm(va—vpf));
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566

567
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598

599

600

601

602

603

604

605

606

607

608

609

o

[

function ydphi=dphi (va,vpf,vn) % va,vpf, vn:vetores fila 3d

ydphi=— ((va—vpf) xvn') / ( (norm(va—vpf))"3);

% SOLUCAO NUMERICA u_MFS

o

function yumfs=umfs (coefs,xxx,o0p) % coefs: a para ul, b para u2
global pf_t N_t pf_0 N_O % xxx: ponto a avaliar
yumfs=0;
switch op
case {'t','T"}
for inn=1:N_t
yumfs=yumfs+coefs (inn) »phi (xxx,pf_t (inn, :));
end
case {'x','X'"}
for inn=1:N_0O
yumfs=yumfs+coefs (inn) »phi (xxx,pf_0(inn, :));
end
end

end

[o)
o

o\

SOLUCAO NUMERICA du_MFS/dn

[
0

function ydumfs=dumfs (coefs, xxx,vn, op)
global pf_t N_t pf_0 N_O
ydumfs=0;
switch op
case {'t','T"}
for ind=1:N_t
ydumfs=ydumfs+coefs (ind) rdphi (xxx,pf_t (ind, :),vn);
end
case {'x'"','X'"}
for ind=1:N_0
ydumfs=ydumfs+coefs (ind) rdphi (xxx,pf_0(ind, :),vn);

end

function
[xzA_0,xzA_1,xzA_2,xzB_0,xzB_1,xzB_2,yzA_0,yzA_1,yzB_0,yzB_1l]=pc

[o)

% cada matriz saida contem coordenadas x,vy,zZ,C para ...A,B_i
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610

611

612

613

614

615

616

617

618

619

620

621

622

623

624

625

626

627

628

629

630

631

632

633

634

635

636

637

638

639

640

641

642

643

644

645

646

647

648

649

650

651

652

653

o\

o\

o\

, (1=0,2 em xz, 1=0,1 em yz)
X,Y,2,P,C para ...A,B_1 em xz (llenado de arriba a abajo)
% pontos ao longo do eixo z
zpc=linspace (0,100,10); zpe=linspace(0,100,18);
xz_x=linspace (0,30,5); % coordenada x para pontos sobre
planos xzA xzB
yz_y=linspace (0,50,4); % coordenada y para pontos sobre
planos yzA yzB
% leituras nas caras que contem eletrodos
vpeA=(1:16)"'; vceA=zeros(1l6,1); vpeB=(4:19)"'; vceB=zeros(1l6,1);

[)
0

[o)

% planos xzA xzB

)

% plano xzA

% corrente
xzA_0O=zeros (8,4);
xzA_0(:,1l)=repmat (xz_x(2),8,1);xzA_0(:,3)=zpc(end—1:—-1:2)";
xzA_2=xzA_0; xzA_2(:,1l)=repmat (xz_x(4),8,1);

% eletrodos

xzA_l=zeros(16,5); xzA_1(:,4)=vpeA; xzA_1(:,5)=vceA; % leituras
xzA_1(:,1)=repmat (xz_x(3),16,1); xzA_1(:,3)=zpe(end—1:—-1:2)"';

)
o

o

% plano xzB
% corrente
xzB_0=xzA_0; xzB_0(:,2)=repmat (50,8,1);
xzB_2=xzA 2; xzB_2(:,2)=xzB_0(:,2);
% eletrodos
xzB_l=xzA_1; xzB_1(:,4)=vpeB; xzB_1(:,5)=vceB;

xzB_1(:,2)=repmat (50,16,1);

[o)
)

% planos yzA yzB
% plano yzA
yzA_O=zeros (8,4); yzA_O0(:,2)=repmat(yz_y(2),8,1);
yzA_0(:,3)=zpc(end—1:—-1:2)";
yzA_l1=yzA_ 0; yzA_1(:,2)=repmat (yz_y(3),8,1);
% plano yzB
yzB_0=yzA_0; yzB_0(:,1)=repmat (30,8,1);

yzB_l=yzA_1; yzB_1(:,1)=repmat (30,8,1);

FUNCAO GERA PONTOS FONTE

oo

o

exemplos
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pf_t=pf (centro,16,1,1);

figure (1)
plot3(pf_t(:,1),pf_t(:,2),pf_t(:,3),"'."',"'"Color','k", ...
'MarkerSize',15);

hold on

[xx, vy, zz]=sphere;

surf (xx+centro(l),yyt+tcentro(2),zz+centro(3), 'FaceAlpha',0.8);
$surf (xx+centro(l),yy+tcentro(2),zz+centro(3), 'FaceAlpha',0.2, ...
'FaceColor', [1 1 11]);

5}

%1

pf_t=pf (centro,4,2,60);

figure(2)
plot3(pf_t(:,1),pf_t(:,2),pf_t(:,3),"'.","'Color','k", ...
'MarkerSize',15);

xlabel ('x"'"); ylabel('y'); zlabel('z");

axis equal

grid on

%box on

%ax = gcaj;
%ax.BoxStyle = 'full';

5}

% {

pf_t=pf (centro,4,3,1,[30,50,100]);

figure (2)
plot3(pf_t(:,1),pf_t(:,2),pf_t(:,3),"'.","'"Color','k", ...
'MarkerSize',15);

xlabel('x"); vylabel('y'"); zlabel('z");

axis equal

grid on

%}

[
0

function ypf=pf (centro,np,opc,r,vdim)
%opc: 1 esfera, np=mult 8 pontos fonte
%opc: 2 cubo, np= pontos fonte por lado, 2xr lado do cubo
$opc: 3 paralelepipedo, 2*np pontos sobre xz yz e np sobre xy
(no usa r)
k=1;
switch opc
case 1 % esfera
ypf=zeros (np, 3);
np_xy=np/2; np_cc=np/8;
for i=l:np_xy
for j=l:np_cc

ypf (k,:)=[r*sin(j*pi/ (np_cc+l))*...

130




700

701

702

703

704

705

707

708

709

710

711

712

713

714

715

716

717

718

719

720

721

722

723

724

725

726

727

728

729

730

731

732

733

734

735

736

737

738

740

741

742

743

744

745

746

end

cos (1*2+pi/ (np_xy)) ...
r+sin (j*pi/ (np_cc+1l)) *xsin(i*2+pi/ (np_xy)) ...
r+«cos (j*pi/ (np_cc+l))];
k=k+1;

end

ypf=ypft+centro;

case 2

o)

% cubo

ypf=zeros (6*np, 3);

[

% pontos sobre face paralela a z

maux_z=repmat (centro,np,1l); maux_y=maux_z;

zp=linspace (centro (3) +r,centro(3)—r,np+2);

maux_z (:,end)=zp(2:end-1)"';

% matriz traslacao em y

mt_y=zeros (np,3); mt_y(:,2)=ones (np,1);

o)

% matriz traslacao em x

mt_x=zeros (np,3); mt_x(:,1)=ones (np,1);

% pontos sobre face paralela a vy

yp=linspace (centro (2)+r,centro(2)—r,np+2);

maux_y (:,2)=yp(2:end-1)"';

o)

% matriz traslacao em z

mt_z=zeros (np,3); mt_z(:,end)=ones (np,1);

for

end

case 3

i=1:2
% pontos trasl eixo y

ypf ((1+(i—1)*np) : (i*xnp), :)=maux_z+ (2x1i—3)*r*mt_y;
% pontos trasl eixo x

ypf ((1+(i+1)*np) : ((i+2) *np), :)=...
maux_z+ (2+x1—3) *r*+mt_x;

% pontos trasl eixo z

yef ((1+(i+3) *np) : ((i+4) *np), :)=...

maux_y+ (2+«1—3)xr*mt_z;

o)

% paralelepipedo

% lados sobre x,y,z:vdim(i=1,2, 3)

ypf=zeros (10xnp, 3) ;

[

% pontos sobre face paralela a z

maux_z=repmat (centro, 2xnp,1);

zp=linspace (centro (3)+vdim(3) /2, centro(3)—. ..
vdim(3) /2, 2xnp+2) ;

maux_z (:,end)=zp(2:end-1)"';

o)

% matriz traslacao em y

mt_y=zeros (2xnp,3); mt_y(:,2)=ones (2xnp, 1) ;

o)

% matriz traslacao em X

mt_x=zeros (2+«np,3); mt_x(:,1)=ones(2+np,1);

% pontos sobre face paralela a vy

maux_y=repmat (centro,np,1);

yp=linspace (centro (2)+vdim(2) /2, centro(2)—. ..

131




747

748

749

750

751

752

754

755

756

757

758

759

760

761

762

763

765

vdim(2) /2, np+2) ;
maux_y (:,2)=yp(2:end-1)"';
% matriz traslacao em z
mt_z=zeros (np,3); mt_z(:,end)=ones (np,1);
for i=1:2
% pontos trasl eixo y
ypf ((1+(2x1—=2)*np) : ((2*1) *xnp), :)=maux_z+. ..
(2%1—3)* (vdim (2) /2) *xmt_y;

% pontos trasl eixo x

ypf ((1+(2x1i+2) *np) : ((2* (1+2) ) *np), :)=maux_z+. ..

(2%x1—=3)* (vdim (1) /2) *»mt_x;
% pontos trasl eixo z

yepf ((1+(i+7)*np) : ((1+8) *xnp), :)=maux_y+...
(2%1—3)x (vdim(3) /2) *mt_z;

end
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