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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns resultados que garantem a unicidade de pon-
tos criticos para um funcional Fréchet diferencidvel definido num espaco normado e
fazemos uma aplicacao a um problema eliptico quaselinear que surge na Fisica. As
principais ferramentas usadas na aplicagdo sao métodos variacionais, a saber, argu-
mentos de minimizagao, teoria de regularidade e Principio de Maximo. Salientamos
que os resultados abstratos que apresentamos podem ser aplicados em niimero maior

de problemas advindos da Fisica Matemaética.

Palavras-chave: Pontos criticos, Equacoes Diferenciais Parciais, Existéncia, Unici-
dade.



Abstract

In this work, we study some results that guarantee uniqueness of critical points for
a differential Fréchet functional defined in a normed space and we do an application
to a elliptic quasilinear problem that appears in physics. The main tools used in
the application are variational methods, namely, minimization arguments, regularity
theory and Maximum Principle. We accentuate that the abstract results we present

can be applied to a greater number of problems arising from Mathematical Physics.

Keywords: Critical points, Partial Differential Equations, Existence, Uniqueness.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topoldgico de um espaco de Banach X;

e K, C, ¢y, c1, o, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
e B denota o final de uma demonstracao;

e | - | denota a norma euclidiana do R¥;

e T.C.D.L. denotara o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue;

e L.I. denota Linearmente Independente;

e B, denota a bola aberta de raio r, centrada na origem;

e 0€) denota a fronteira de €2;

e Q) denota o fecho de .

X



Introducao

Neste trabalho, com base no artigo [10], de autoria de Denis Bonheure, Juraj Foldes,
Ederson Moreira dos Santos, Alberto Saldana e Hugo Tavares, estudamos questoes
relacionadas a unicidade de pontos criticos e uma aplicagao numa Equacao Diferencial
Parcial.

Geralmente sao utilizados argumentos diretos ou Método Minimax para se obter a
existéncia de pontos criticos de um funcional. Mas a unicidade desses pontos é uma
questao mais delicada, que depende tanto de propriedades locais quanto globais do
funcional, bem como de onde o mesmo esta definido. O teorema abaixo trata-se de
um bom resultado utilizado para se obter a unicidade de pontos criticos no célculo
variacional.

Teorema 1.1 Sejam X um espaco normado e U C X convexo e aberto. Se I: U C
X — R € Fréchet diferencidvel e estritamente convexo, entao I possui no mdrimo um
ponto critico. Além disso, se I possui um ponto critico entdo esse ponto critico ¢ de
minimo global.

Para mais detalhes acerca desse resultado, veja [4, Teorema 1.5.9] e também que, como
I é estritamente convexo, temos I(z) > I(y)+I'(y)(z—y); donde segue o teorema, para
todo x,y € U distintos. No entanto, geralmente, os problemas envolvem dominios nao
convexos e, mesmo quando eles o sao, o funcional nao sera necessariamente estritamente
convexo, ja que esta é uma hipdtese um tanto quanto forte.

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos e um apéndice.

No Capitulo 0, veremos defini¢oes essenciais para a compreensao dos conteudos
vistos ao longo do trabalho e também resultados cujas demonstragoes foram omitidas
mas estao todas indicadas.

No Capitulo 1, apresentaremos a demonstracao do resultado principal, que esta
formulado em uma estrutura abstrata geral para permitir que o mesmo seja aplicado
na resolucao de diversos problemas. Seu enunciado é o seguinte:

Teorema 1.1 Sejam (X, | - ||) um espago normado, I: X — R um funcional Fréchet
diferencidvel e A C X um subconjunto de pontos criticos de I. Se, para todo u,v € A

existe um caminho «y: [0,1] — X tal que



a) ¥(0) = u, (1) = v;

b) v € localmente Lipschitziano em t =0, isto €,
[7(£) = ul| < ct,

para todo t € [0,0] e algum ¢,6 > 0;
c) t— I(y(t)) € convera em [0,1], entao vale o sequinte:
i) I € constante em A;
ii) t— I(y(t)) € uma fungao constante;

iii) se a condigdo c) garante a convexidade estrita, para todo u # v, entdo A possui

no mdximo um elemento.

Note que o resultado acima nao exige que o funcional seja convexo e nem estrita-
mente convexo. Trata-se de um resultado que tem por hipdtese a convexidade estrita
de um funcional apenas em um caminho ligando dois pontos criticos, o que é algo
muito mais fraco do que a convexidade de I. Isto sem contar que o funcional I pode
ser convexo nestes caminhos sem estar necessariamente definido em conjunto convexo.
Mas caso ele seja estritamente convexo, obteremos as condigdes a)-¢) do Teorema
com a desigualdade estrita em c); e, caso seja apenas convexo, ainda conseguiremos as
condigbes a)-c), onde consideramos em ambos os casos o caminho y(t) = (1 — t)u + tv.
Isso significa que temos em maos um resultado mais geral, o que é muito bom. Mesmo
quando estamos diante de problemas nos quais nao podemos obter a unicidade, o Teo-
rema [1.1] nos permite chegar a algumas conclusoes. A exemplo disto, considere u € A
um ponto de minimo global de I. Entdo, I(u) = mingey I(x). Dai, sendo v € A
ponto critico, por i), existe kK > 0 constante tal que I(v) = k. Mas, também por i),
I(v) = k = I(u) = mingex I(x). Ou seja, quando A contém um minimo global de I,
todo ponto de A é de minimo global.

Além disso, veremos que a estrutura vetorial de X nao é essencial e que podemos

substitui-la por uma estrutura diferencial, uma vez que é o minimo a se pedir para se
ter a nocao de pontos criticos. Para isso, serd demonstrado um resultado que segue do
teorema anterior.
Corolario 1.1 Sejam X,Y espacos de Banach, I: X — R e R: X — Y Fréchet
diferencidveis. Supondo que zero € valor reqular de R, considere S := R71(0) e AC S
um subconjunto de pontos criticos de I|g. Se, para todos u,v € A existe v: [0,1] — S
satisfazendo as condigoes a)-c) do Teoremal[l. 1] entdo as implicagoes i)-iii) do Teorema
valem para I substituido por I|g.



O artigo que estudamos nao é o primeiro a usar este tipo de ideia para provar
a unicidade através de hipéGteses de convexidade generalizada. Encontra-se em [5] o
resultado mais poximo do que fora trabalhado pelos autores do artigo. Muitos outros
trabalhos aplicam a ideia de [B] em diferentes estruturas (por exemplo, [7, [§]), mas
nestes nao podem ser encontrados resultados gerais como o Teorema e o Corolario
!

Veremos também as demonstracoes de resultados abstratos que sao utilizados ao
longo do Capitulo 2 e o Lema[l.5 que traz uma importante consequéncia que é exigida
em muitas aplicagoes. Ao tratar equacoes elipticas envolvendo o operador p-Laplaciano,

[5] trabalha com a desigualdade
VYOI < (1 =D VullLy + [ VollLs,  para u,v > 0;

onde y(t) := ((1 — t)uP(z) + tvp(:p))%. O Lema [1.5) tem como consequéncia esta desi-
gualdade. Com o intuito de mostrar a unicidade de solucoes positivas para equacoes
elipticas na Fisica Matemdtica, muitos autores usaram este caminho -.

Ja no Capitulo 2, mostraremos uma aplicacao a um problema de autovalor nao
linear, bem como resultados essenciais para a aplicacao estudada. Os resultados prin-
cipais se aplicam a muitos problemas como, por exemplo, sistemas de equacoes envol-
vendo p-Laplaciano e de equacgoes do tipo curvatura média. Mas em nosso trabalho,
abordamos apenas uma aplicacao a um problema de autovalor para uma equacao qua-
selinear, que veremos ter solucao tnica quando consideramos 0 C RY um dominio
regular limitado ou 2 = RY. Trata-se de um problema envolvendo a equacao de

Schrodinger quaselinear
— Au — ulA(u?) + V(2)u + v’ = wu, (1)

onde V(z) é uma func¢do potencial adequada e w € R é fixado ou, quando a norma
L? for fixada, w aparece como um multiplicador de Lagrange. Ao considerarmos um

dominio 2 C RY | procuramos solucdes classicas u € C2(Q2) N C(f2) para o problema

—Au = f(z,u), em
u =0, sobre 0€;

com f: QxR — R satisfazendo certas hipéteses. Para isto, procuramos solucoes fracas

deste problema, que significa buscar pontos criticos do funcional I: H}(Q2) — R dado

I(u) = %/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)dm,

por



onde F(z,s) = fos f(z,t)dt. Na mecanica dos fluidos, por exemplo, hd um problema
mais geral do qual ¢ um caso particular, que surge quando se olha para as ondas
estacionarias de uma equacao do tipo Schrodinger. Esta teoria encontra-se bem expli-
citada em [I4, 25], onde sdo mostrados outros problemas fisicos dos quais a equagao
de Schrodinger quaselinear é um caso particular. O Teorema [I.1] e o Corolario [1.1
podem ser aplicados em varios problemas de Equagoes Diferenciais Parciais com es-
trutura variacional, nas quais a hipotese a) é facilmente demonstrada. O principal
desafio encontra-se na construc¢ao de caminhos ~ satisfazendo b) e ¢). Para aplicar o
Teorema [1.1] é necessario que tenhamos a continuidade de v que, por sua vez, pode
ser garantida quando obtivermos comparagoes para as solugoes fracas positivas de (1)
Em se tratando de Q = R", encontrar tais comparacdes é a principal dificuldade na

aplicacao do resultado principal. Veremos a estimativa de decaimento

||

u(z) ~ \xl%e’T quando |z| — oo,
demonstrada para problemas transformados com a parte principal simplificada, que é
suficiente para obtermos a comparacao desejada.
Finalmente, no Apéndice, encontram-se afirmacoes e observacoes extras que foram
verificadas e sao importantes para a conclusao das demonstragoes feitas nos capitulos

anteriores e para a compreensao de fatos interessantes ao contetido desenvolvido.



Capitulo 0
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes basicas para o desenvolvimento do traba-
lho, bem como resultados essenciais durante demonstracoes e cujas provas, apesar de

terem sido omitidas, estao todas indicadas.

0.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Para tornar a leitura deste trabalho mais compreensivel, disponibilizamos aqui al-
gumas defini¢oes e resultados a serem utilizados na demonstracao de teoremas, lemas,
afirmacoes e observagoes. Ressaltamos que a medida trabalhada é a medida de Lebes-

gue.

Defini¢ao 0.1. Chamamos de LP(Q)) o conjunto das fungoes f: Q2 — C mensurdveis

(f |f<:c>|pd:c)‘l” <o,

onde p € [1,00). E L*() denota o conjunto das funcgoes limitadas, a menos de um

a Lebesgue tais que

congunto de medida nula.

Definigao 0.2. O espaco de Sobolev W'P(Q) representa o conjunto das funcgoes de

LP(QY) cujas derivadas fracas estao em LP(2).

Definigao 0.3. O fecho em W?(Q) do conjunto das fungées suaves de suporte com-

pacto em Q ¢ representado por Wy'(Q).
Definigao 0.4. H'(Q)) = W12(Q).

Definigao 0.5. O fecho em H'(Q) do conjunto das fungées suaves de suporte compacto
em Q € representado por HY(Q) = Wy *(Q).
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Definicao 0.6. Chamamos de C™ as fungoes tais que suas derivadas parciais d ordem

n existem e sao continuas.
Definicao 0.7. Chamamos de C™" as funcoes C™ que sao Holder continuas.

Defini¢ao 0.8. O conjunto dos operadores ortogonais O(N) € o conjunto das trans-

formacoes lineares g: RY — RN tais que g o g7 = Id.

Defini¢ao 0.9. Dizemos que u: Q — R € radial se existir, para algum a € (0, 00], uma

fungao v: [0,a) = R tal que u(z) = v(|z|).

Definicao 0.10. Dizemos que uma determinada propriedade vale em quase toda parte
(q.t.p.) se o subconjunto N de X, onde nao vale a propriedade, possui medida nula,

isto €, u(N) = 0 e a propriedade vale sobre o complementar de N .

Definigao 0.11. Uma fun¢ao real mensurdvel definida em X ¢é integrdvel se suas partes

positiva e negativa possuem integrais finitas com respeito a medida f.

Teorema 0.1 (Theorem 4.2 em [I1]). (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
que) Sejam  um espago de medida e (f,) uma sequéncia de fungdes integraveis que

satisfaz

(a) fu(x) = f(2) ¢-t.p. em Q;

(b) existe uma fungdo g € L*(Q) tal que, para todo n, | f.(x)| < g(x) ¢.t.p. em Q.
Entao, f € LYQ) e ||fu — fllz, — 0.

Teorema 0.2 (Lemma 4.1 em [I1]). (Lema de Fatou) Sejam Q@ um espago de medida

(fn) uma sequéncia de fungoes em L' que satisfaz

(a) para todo n, f, >0 q.t.p. em )

(b) sup,, [o, fn < o0

Para quase todo x € Q, definimos f(z) = liminf, . fn(z) < +o0o0. Entdo, f € L'(Q)

e

f < hmmf/ fn-

n—oo

Teorema 0.3 (Theorem 4.6 em [11]). (Desigualdade de Hélder). Seja Q2 um espago de
medida. Suponha f € LP(Q2) e g € L1(Q) com 1 < p,q < oo tais que i—l—% = 1. Entao,
fge LY(Q) e

[ 17al <1l
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Teorema 0.4 (Teorema na pagina 123 de [19]). (Teorema do Valor Médio). Seja
f: U — R definida no aberto U C RY. Suponhamos que o segmento de reta que liga a
a a+ v esteja contido em U,aque a restricao de f a esse segmento seja continua e que
erista a deriwada direcional %(1‘), sequndo v, em todo ponto x do segmento. FEntao

eziste 0 € (0,1) tal que

fla+ o)~ fla) = 9 (a + 00).

Proposicao 0.1 (Prosigao 3.5 em [II]). Seja (z,) uma sequéncia que converge fraco

para um xo € E. Entdo (z,,) € limitada e ||zo| < liminf ||z,

Teorema 0.5 (Theorem 3.18 em [I1]). Sejam E um espago reflexivo e (x,) uma
sequéncia limitada. Entdo existe uma subsequéncia (z,,) que converge fraco para algum

r e F.

Teorema 0.6 (Theorem 3 na pagina 628 em [I16]). (Identidade de Green). Seja u,v €
C%(U), onde U C RN aberto limitado suave. Entdo
Jv

/uAud:U +/ Vu - Vvdr = —udsS,
U U ou OV

onde v € a normal exterior de U.

Definicao 0.12. Seja T: D € X — Y wuma funcao continuamente Fréchet dife-
rencidvel com D aberto e X,Y espacos de Banach. Dizemos que xq € D é ponto
reqular se T'(xg): X — Y € sobrejetora. Além disso, dizemos que 0 € Y ¢é valor

reqular de T se todo x € T~(0) € ponto reqular de T.

Teorema 0.7 (Theorem 1 de §9.3 em [22]). (Teorema dos multiplicadores de Lagrange).
Sejam f: D C X - R eg: X =Y fungoes continuamente Fréchet diferencidveis com
X, Y espacos de Banach e D aberto de X. Suponha 6 € Y wvalor reqular de g. Se existe
zo € D com f(xo) = infreg-1(9) f(2) ou f(x0) = sup,e -1(9) f(2), entio existe X € Y’
tal que f'(zo) = Ao ¢'(x).

Teorema 0.8 (Theorem 6 de §5.6.3 em [I6]). Seja U um aberto limitado de R™ com
fronteira Ct. Seja u € WhP(U).

~ - 1 _ k
(i) Sen > kp, entio u € L(U), onde ;| = ®

% . Além disso,

[ull oy < Cllullwsrw),

onde C' > 0 € uma constante dependendo apenas de k,p,n e U.
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(ii) Se n < kp, entdo u € Cki[%]fl’w(v), onde

[%} +1-— %, se & nao € inteiro;

’Y:

T[S BIS

qualquer numero positivo < 1, se 2 é um intero.

Além disso,

||“||Ck7[%]71,7@ < CH“”W’“P(U);

onde C' > 0 € uma constante dependendo apenas de k,p,n,~v e U.

Teorema 0.9 (Theorem 1 de §5.7 em [I6]). (Teorema de Compacidade de Rellich-
Kondrachov) Seja U aberto limitado de R™ com OU sendo C'. Suponha 1 < p < n.
Entao para cada 1 < q < p* (onde p* = n”—;) tem-se

WP (U) cc LI(U).

Ou seja, WHP(U) C LY(U), a fungado inclusao é continua e toda sequéncia em WP (U)

limitada possui uma subsequéncia convergente em Li(U).

Definigao 0.13. Seja L: C*(U) — C(U) um operador dado por

N N
L(u) = — Z AUy, + Z b'u,, + cu,
i=1

ij=1

onde os coeficientes a¥,b', ¢ sdo continuos. Dizemos que L € eliptico se existe A > 0

tal que

> a(2)6& > AE)P VE e RN

ij=1
Lema 0.1 (Lemma na péagina 330 em [I0]). (Lema de Hopf). Seja L um operado
eliptico. Suponha uw € C*(U)NCYHU) e c > 0 em U, onde U é dominio suave e
limitado de RN . Se L(u) > 0 e existe xg € OU tal que u(xg) < 0 e u(zo) < u(z) para

todo x € U, entao
ou

$<l’0) < O,

onde v ¢ a normal exterior de U.

Teorema 0.10 (Theorem 4 na pagina 333 em [I6]). (Principio do Mdximo Forte).
Seja L um operador eliptico com ¢ > 0 em U, onde U € aberto conexo. Suponha

we CHUY N OO).

(i) Se L(u) <0 em U e u atinge mdzimo nao negativo no interior de U, entao u €

constante;
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(ii) Se L(u) > 0 em U e u atinge minimo nao positivo no interior de U, entdo u é

constante.

Teorema 0.11 (Theorem 9.15 em [I7]). Sejam 2 um dominio em R™ e L um operador
estritamente eliptico com coeficientes a” € C°(Q),b',c € L®(Q) comi,j =1,...,n e
c < 0. Entao, se f € LP(Q) e o € W*P(Q) com 1 < p < 00, o problema de Dirichlet
Lu=f emQ, u— @ WyP(Q) tem tinica solu¢io u € W>P(Q).

Teorema 0.12 (Theorem 6.13 em [I7]). Sejam f: Q2 — R e L um operador estrita-
mente eliptico num dominio limitado ) com ¢ < 0. Suponha f e os coeficientes de L
em L>(Q) NC**(Q). Também suponha Q satisfazendo a condi¢io da bola exterior em

cada ponto da fronteira. Entao, se @ € continua em OS2, o problema de Dirichlet

Lu=f, em
u=, sobre 0f,

possui inica solugio u € C°(Q) N C**(Q).

Teorema 0.13 (Théoreme 3.3 e Proposition 3.8 em [18]). Seja u € H'(R") positiva.
Entao existe u* € H'(R") radial tal que

||U*||L2(R”) = ||u||L2(R") e ||Vu*||L2(Rn) S ”vu||L2(R")



Capitulo 1

Resultados Abstratos

Neste capitulo, veremos a demonstracao do principal resultado a ser utilizado ao
longo do trabalho, bem como uma consequéncia dele e resultados similares que exigem
hipoteses mais fracas. Este resultado garante, sob certas circunstancias, a unicidade

de pontos criticos e, portanto, de solugoes do problema a ser estudado no Capitulo 2.

1.1 Resultados Principais

Teorema 1.1. Sejam (X, || - ||) wm espago normado, I: X — R um funcional Fréchet
diferencidvel e A C X um subconjunto de pontos criticos de I. Se, para todo u,v € A

existe um caminho «y: [0,1] — X tal que
a) 7(0) = u, y(1) = v;

b) v € localmente Lipschitziano em t =0, isto €,
() =l < ct,

para todo t € [0,0] e algum ¢,0 > 0;
c) t— I(y(t)) € convexa em [0,1], entao
i) 1 € constante em A;
it) t— I(y(t)) € uma fungdao constante;

i11) se a condi¢cdo c) garante a convexidade estrita, para todo u # v, entdo A possui

no mdximo um elemento.

Demonstragao. Para demonstrarmos i), suponha que existem u,v € A tais que

I(v) < I(u)

10



1. Resultados Abstratos

e defina N := I(v) — I(u) < 0. Por hipdtese, existe um caminho ~: [0,1] — X tal que
7(0) =u e y(1) = v. Além disso, dado ¢ € (0,1), obtemos do item ¢) que

I(y(@) =1(v((1 =) -0+¢t-1))
1

< (1 =6)1(v(0)) + t1(~(1))
=(1—=t)I(u) +tl(v),
ou seja,
I(y(t)) = I(u) < t(I(v) = I(u))
=tN, Vte(0,1).
Assim,
IW(W; W) N <o we() (1.1)

Perceba que 7(t) # w, pois caso contrario N > 0, absurdo. Por outro lado, a condigao

b) implica que existem §, ¢ > 0 tais que
Iy(t) —ul] < ct, Vte]0,0]. (1.2)

Como [ é Fréchet diferencidvel e u é ponto critico de I, por ([1.2)) e (1.1) obtemos

o TO() = 1) = P (1) = w)
R h(®) = u]
o TG() — 1)
5 (t) —ul
16:(1))
t

< Jn LO) = ()
t—0 C

¥

c
> 0,

o que é um absurdo. Portanto, I é constante em A. Para provarmos i), defina

fi=To~v:[0,1] — R
t o= I(y(1)).

Dado t € (0,1) tal que v(t) # v(0), j& que u é ponto critico de I, temos

11



1. Resultados Abstratos

[f(t) = FO) _ I (@) = I(w) = I'(u)(+(t) = ~(0))|

t t
_ HO(®) = I(u) = I'(@)(y(t) =v(O0)] | [Iv(#) — ull

7 () = t

Dai, como [ é Fréchet diferenciavel, usamos (|1.2)) para obtermos
1S (&) — f(0)]

L O = O] 6() = 1) = Iw@)(6(8) = y(O)] | () = ul
0 =0 V@) -l ;

Assim, f’(0) = 0. Logo, f: [0,1] — R é tal que f(0) =0e

pois vimos anteriormente que I é constante em A. Além disso, pelo item ¢), f é convexa

em [0, 1] e, assim, dados t € (0,1) e h € (0,1 —¢), o que nos d4 0 < t + h < 1, segue

que
B t+h
- ( Th Tian )
s—fﬁf@+m —7(0)
1
= g [+ )+ (0)).
Dali,
f(h) = F(0) _ f(t+h) = f(h)
h - t ’

Fazendo o limite h — 0", obtemos

Com isso,

(t)
(1—=t)-0+4¢t-1)
1=0)f(0) +1f(1)
1—1)f(0) +t/(0)
f(0), Vvte(0,1).

IN

f
f
(
(

12
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Portanto, f é constante em [0, 1]. Finalmente, vejamos que vale o item iii). Para isso,
suponha que existem u,v € A, com u # v. Por hipdtese, existe v: [0,1] — X tal que
7(0) =w e y(1) =v. Se o item ¢) garantisse convexidade estrita, teriamos pelo que foi

mostrado em ii) que

={{oy)((1—=1t)-0+1¢-1)
<A =)L oy)(0) +t(Ioy)(1)
) -

=(1—t)-k+tk
=k, Vte(0,1),
o que é um absurdo. Portanto, A possui no maximo um elemento. [

Corolario 1.1. Sejam XY espacos de Banach, I: X — R e R: X — Y Fréchet
diferencidveis. Supondo que zero € valor reqular de R, considere S := R71(0) e AC S
um subconjunto de pontos criticos de I|s. Se, para todos u,v € A existe v: [0,1] — S

satisfazendo as condigoes a)-c) do Teorema[l.1], entdo as condigées i)-iti) do Teorema
valem para I substituido por I|g.

Demonstracao. Temos que u é ponto critico de I|s e, assim, pelo Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange obtemos que existe A € Y/ (X é linear e continua) tal

que

I'(u) = Ao R'(u) = I'(u) — Ao R'(u) =0
J'(u) =1I'(u) — N(R(u)) o R'(u) = 0.

O que implica que u é ponto critico do funcional J: X — R dado por J =1 — Ao R.
Além disso, dado t € [0, 1],

(Jo)(t) = 1(v(t)) = (Ao R)(v(1)).

Como 7(t) € S para todo t € [0, 1], obtemos

(Jo)(t) = I(v(t)) — A(0)

I
I(y(t)), Vtelo1].

Portanto, concluimos que Jovy = Io~y. Assim, t — J(7(¢)) é convexa em ¢ € [0, 1]. Dali,
podemos aplicar o Teorema para o funcional Fréchet diferenciavel J, pois todas as

hipéteses sao satisfeitas. Logo, i)-iii) valem para J. Mas, sabemos que J|g = I|s. Dal,

13



1. Resultados Abstratos

como J é constante em S, por i), temos que I|g é constante. E também

Hs(y(t) = Jls(v(t) = J(v(1)),

que é constante para todo t € [0,1], isto é, t — I|s(7(t)) é constante. Por fim,
se a condi¢do c¢) garante convexidade estrita para I|s, entao J|s = I|g também é
estritamente convexa em [0,1]. Dai, por i), temos que A possui no maximo um

elemento. Portanto, as condigoes i)-iii) valem para [ substituido por /|g. [ |

Agora, apresentaremos um resultado similar ao Teorema [1.1} onde consideramos
A um subconjunto de X que contém apenas um minimo local de I. Este resultado
nao é equivalente ao Teorema |1.1, pois o Teorema [l.1| nao implica no mesmo por
nao obtermos 7 continua e o resultado a seguir nao implica o Teorema [l.1| por nao
garantirmos o item c¢). No entanto, pedimos uma desigualdade e nao a convexidade
de t — I(7(t)), isto é, enfraquecemos nossas hipdteses. Além disso, apresentamos um

resultado correspondente ao do Coroldrio .1} dentro dessa estrutura mais fraca.

Teorema 1.2. Sejam X um espaco normado, I: X — R um funcional Fréchet dife-
rencidvel e A C X um subconjunto nao vazio de pontos criticos de I. Suponha que,

dados u,v € A, com u # v, existe v € C([0,1], X) tal que
a) (0) = u, ¥(1) = v;
b) v € localmente Lipschitziana em t=0, isto €,

(@) —ull <ct, Vite(0,0)

e algum ¢,0 > 0;
c) I(v(t) < (1 —=t)I(u) + tI(v), para todo t € (0,1).
Entao,
i) I € constante em A;

i) se A contém um minimo local ug de I e a condi¢do c¢) garante converidade estrita,
entao A = {up}.

Demonstragao. Para mostrar i), basta seguirmos como na demonstragao do Teorema
1.1} pois usamos o item a) (que equivale ao do Teorema|l.1)), o item ¢) para os pontos
0 e 1 (equivalente ao nosso item c)) e os fatos de que I é Fréchet diferencidvel e u é

ponto critico de I. Para mostrar i), suponha que existe u € A, com u # uy. Sabemos

14



1. Resultados Abstratos

que wug é ponto critico, pois é minimo local. Dai, pelo que foi mostrado em 1), ja que

u,ug € A, temos

I(y(t)) < (1= 8)I(uo) + tI(u)
(1 — )1 (up) + t1(uo)
1

= I(up), Vte(0,1)),

ou seja,

I(v(t)) < I(ug), Yte(0,1). (1.3)
Por outro lado, como ug é ponto de minimo local de I, existe € > 0 tal que

I(ug) < I(2), V z€& B(ug,e). (1.4)
Além disso, temos que v € C([0, 1], X) e, assim, para este €, existe 6 > 0 tal que

[t <0 = [lr(t) —7(0)] <e
= [[7(t) —uoll <€

= (t) € B(uop,¢). (1.5)
Logo, , e nos fornece
I(v(t)) < I(ug) < I(~(t)), Vte(0,0),

o que é um absurdo. Portanto, A = {ug}. n

Corolario 1.2. Sejam XY espacos de Banach, I: X — R e R: X — Y Fréchet
diferencidveis. Supondo que zero € valor reqular de R, considere S := R71(0) e AC S
um subconjunto de pontos criticos de I|g. Se, para todos u,v € A, existe vy: [0,1] — S

satisfazendo as condigoes a)-c) do Teorema[1.3, entdo as condigées i)-iti) do Teorema
valem para I substituido por I|g.

Demonstragao. Seguindo como na demonstracao do Corolario obtemos nossas
condigoes a)-c), o Corolério valerd para J e [ oy = J o~. Logo, obteremos que as

condigoes i)-iii) valem para I|g, pelo mesmo argumento feito em tal demonstracao. m

Observagao 1.1. Enfatizamos que, no Teorema[l.9 a existéncia de um minimo local

¢ essencial a fim de provarmos que A é unitdrio. De fato, seja By C RN, com N > 1,

15
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a bola unitaria aberta centrada na origem e considere o problema de Hénon

(1.6)

—Au = |z|*u|"%u, em B
u =0, em OBy,

em que v > 0,2 < q se N € {1,2} e2 < q< 2% se N > 3. Dizemos que u € H}(B)
¢ solugao fraca de (1.6]) se

/ VuVude = |z |u|Puvde, ¥ v e Hy(B).
B B

A fungdo u € C%(B,) € solugdo classica de (1.6)) se satisfaz (1.6) pontualmente. Veja
na Afirmagao a sequir que u € Hi(By) ser solugdo cldssica implica que u € ponto
critico do funcional I,: H}(By) — R dado por

1 1
L () :§/B|Vu]2dx—5/3|x]°‘|u]qu.

Dizemos que u: Q — R € radial se existir, para algum a € (0,00, uma fungao
v: [0,a) = R tal que u(x) = v(|z|). Além disso, dizemos que u € Hj(By) é uma
solugdo de energia minima (Least Energy Solution, L. E. S.) de se Il (u) =0e
I,(u) = minges I (v), onde S = {v € H}(B1)\{0}; I'(v) = 0}. Para a > 0 suficien-
temente grande, as solugcoes energia minima de nao sao radialmente simétricas

(veja [27,[12)]). Fizemos um tal a > 0 e definamos

A={u:u éL. E. S de (L.6)}.

Além disso, consideremos a Variedade de Nehari associada ao funcional I, a saber
N, ={u e H}(B) —{0}: I'(u) -u=0}

e seja
Co i= inf I,(v).

veENL
Sabemos conforme o livro de Willem [29] (pg. 74 e 75), que ¢, € o nivel de energia
minima e que uma fungio v € Hg(B1)\{0} tal que I,(v) = c, € uma solugio de
energia minima. Em suma, uw € H}(B;) € uma solugao de energia minima de ([1.6) se,

e somente se, u € N, e I,(u) = c,. Portanto, temos que

I,(v) = ¢4, para todo v € A.

16
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Agora, dados u,v € A (com u # v), considere o caminho v: [0,1] — H}(By)

y(t):{ (1—=2tu ;telo,z],

(2t —1v ;tels,1].

N

—_

Concluiremos que todas as hipdteses a)-c) do Teorema sao satisfeitas com a condi¢ao

c) satisfazendo a desigualdade estrita. De fato, temos que
¥y0)=(1-2-0u=mwu, y(1)=(2-1-1)v =,
0 que nos dd o item a); e também para § = %, obtemos
Ir(0) = ull = 1 = 260w = ul = 2ulle = ez, e € [o.5]
onde ¢ = 2||u||. Além disso,

(1 =t)I,(u) + tl(v) = (1 = t)cy + tea = co, ¥V € [0,1],

€
(1—2t)2 (1—2t)a o .
Ioz(ﬁ)/(t)) - { (2t21)2 fBl ‘vu‘de B (thl)q fB1 |$’ |u’qu7 0 S t S 27
T o, [VolPde = =5 [ Jalloftde, <t <1

Desde que u,v € Ny, temos que [ |Vul*de = [ |2|*[ul%dz =:a >0 e [ [Vo[’dz =
Jp, 17|*0|%dz =: b > 0. Assim,

(1-2t)2  (1-2t)¢ 1

" 270 g<p< ]
o(7(1)) = b (2t=1)2  (2t—1)¢ Loy <
2 q 2o =

Por outro lado, como I,(u) = I,(v) = c,, sabemos que

1 1
sa—-a=zb—-b=c,.
2 q 2 q “
O mdximo de (17;”2 — (lft)q para t € [0, %] é % — % que ocorre somente em t = 0

(para mostrar isso, basta ver que a fun¢io € nao crescente calculando sua derivada)

—1)2 — e
(2t21) - (2tq1)q para t € [3,1] é 1 — % que ocorre somente em t = 1

(para mostrar isso, basta ver que a fungao € ndo decrescente calculando sua derivada).

e 0o mdximo de

Portanto, para todo 0 <t < 1, temos
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Logo, temos os itens a), b) e ¢) do Teorema[1.9 satisfeitos e com a desigualdade estrita
no item c).

No entanto, para N > 2, o conjunto A nao é unitario. De fato, considerando o
conjunto A= {u*og; g € O(N)}, vejamos que AC A. Para 1880, tome u = u*og € ,ZL
para alguma u* L.E.S. e qualquer g € O(N) e veja que

1 1
Lo(u) = Ia(u" 0 g) = 3 ; V(" o g)(x)]* - | det g'(z)|dz + 5/3 |z]*[u” o g|*d
1 *Y |2 1 —1 al, . *|q
=5 [ IV@)Pdy+— | g~ (y)I"[u"[*dy
B1 q Bl

1 * 1 [ AP
=L wwnpay+ L / ] 4dy
2 By q.J)B;

- IOt(u*)J

onde usamos o fato de que |detg'(z)] = *1 e fizemos uma mudan¢a de varidvel.

Analogamente,

I(u)-v=I(u"0og) v= V(u* o g)(x)Vvdr + |z|*|u* o g|"%(u* o g)vdx
Bl Bl

= | VurVulgTw)dy + |yl wole (v)dy

=L, () (vog™)
= 0.

Logo, w € A. Como u* nao é radialmente simétrica, o subconjunto A nao € unitdrio
(na verdade ele possui infinitos elementos, sendo que nenhum deles € ponto de minimo
local de 1,).

Nesse caso, poderiamos pensar que o Teorema[I.]] falhou. Porém, vejamos que

(Toy)"(t) = (a[(1=20)(=2) = (1 = 20" (=2)]) = a[4 +2(¢ — 1)(1 - 2t)"7*(-2)]
= a4 —4(q—1)(1 —2t)772.

Assim, como q > 2,
(L07)"(0) = Al4 —4(q — 1)] = A[8 — 4¢] <0,

0 que nos dd que I o~y nao convexo e, com isso, nao satifaz as hipoteses do Teorema
. Além disso, dados vi,vy € A, considere o caminho

V() =" o [(1 = t)g1 + tga],
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em que v; = u*ogy e vg = u*ogy. Dai, I,(7(t)) = ca, para todo t € [0, 1], ou seja, existe
um caminho entre vy e vy no qual I € constante. Assim, I é convexa nesse caminho e
A nao possui no mdzrimo um elemento. Isso nos mostra que a converidade de I ndao

garante que A tenha no mdximo um elemento, mas sim a convexidade estrita.

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta segao, apresentaremos resultados que contribuirao para que possamos veri-
ficar as hip6teses do Teorema [I.1] e do Corolério [[.I} Considere W um espago a ser
definido posteriormente e 2 C RY um dominio (aberto e conexo) que pode ser limi-
tado ou nao. Além disso, fixemos u,v: 2 — R funcoes pertencentes a W e tomemos
~v:[0,1] — W, definida por

Y(B)(z) = Q7 (1 = )Q(u()) + tQ(v(x))),

para x € Q, t € [0,1] e Q: [0,00) — R é uma fungao crescente (logo, injetora) e,
assim, invertivel sobre sua imagem. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

Q(0) = 0. Da expressao que define v(t)(x), temos

Q(y(t) = (1 = )Q(u) + tQ(v), (1.7)

em que omitimos a dependéncia de x para podermos simplificar a notacao. Se p > 1,
as fungoes da forma Q(z) = 2P satisfazem todas as hipGteses necessérias.

Vejamos, agora, um critério geral para a continuidade Lipschitziana de v em ¢ = 0.
No caso das func¢oes modelos acima, para que elas satisfagam o lema apresentado a
seguir e, assim, consigamos a continuidade Lipschitziana de v em ¢ = 0, é necessario

supor que u e v sao comparaveis, isto €, existe § > 1 tal que

com u,v > 0 em €. Nao consideramos u = 0, pois, nesse caso, obteriamos

V()P = (1 =1)Q(0) +i1Q(v) = tQ(v) = tv”,

ou seja, y(t) = t%v, e tal v nao ¢é localmente Lipschitziana em ¢t = 0, pois tomando

t, = % e s, =0, temos t,,s, — 0, t, # s,, mas

1
Iy(t) = ()l _ 531!
|tn — Sn %

= nl_%||v|| — 00, quando n — oo.
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Lema 1.1. Seja W o espago LP(Q) ou WyP() ou W'(Q), com p > 1. Fize Q €
C([0,00]) NC((0,00)) tal que

a) Q@ >0 em (0,00);

b) para cada cy > 0 tal que

1 21
- S - S Co,
Co z2

onde 21,29 > 0, existe co > 0 tal que

1 _ Q(x)
a < Q’(Zg) < ca.

Se u,v € W sdo compardveis, entio v: [0,1] — W dada por (1.7) € localmente

Lipschitziana em t = 0, caso W seja o espago LP(QY). Se, além disso, supomos

c) Q€ C?*(0,00)) e existem §; > 1 e c3 > 0 tais que

z
1< =<4
22

mmplica

1_ Q=)

c3 — Q"(z)
entio ~y: [0,1] — W € localmente Lipschitzianaem t = 0, para W sendo LP(S)
ou Wy P(Q) ou WHP(Q).

Demonstragao. Continuaremos omitindo a dependéncia de = das funcgoes. Perceba

que

Dai, como Q e Q! sio crescentes, definindo m := min{u, v} e M := max{u, v}, temos
Y(t) = Q7 (tQ(u) + (1 = )Q(v)) = Q™ (tQ(m) + (1 — 1)Q(m)) = Q' Q(m) =m
e também
Y1) = Q7 (tQ(u) + (1 = )Q(v)) < QT (tQ(M) + (1 - t)Q(M)) = Q7' Q(M) = M.

Assim,

min{u, v} < v(t) < max{u,v},

para todo t € [0, 1]. Se u(x) # v(z) e t # 0, entdo
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o que nos fornece

_ Q(0v(®))
v(t)

Por outro lado, como @ € C([0,00]) N C'((0,00)), o Teorema do Valor Médio em

nos da a existéncia de &£, > 0 tais que

~ QWA —u
—U t

com & entre u e v e 7 entre Y(t) e u, isto é,

min{u,v} < & < max{u,v}

min{u, v} < min{u,v(t)} <n < max{u,y(t)} < max{u,v}.

Logo,

() —u _ Q(E)
t Q'(n)

(v —u). (1.8)

Por hipétese, u e v sao comparaveis. Dali,

1 < min{u, v} <Y me'tx{u,v} <5
0 ~ max{u,v} ~— v ~ min{u,v}
para algum ¢ > 1. Assim,

1 < min{wu, v} < § < mz‘lx{u,v} <5
0 ~ max{u,v} ~ n = min{u,v} —

Para este 9, por b), existe ¢o > 0 tal que

O

'(€)
'(n

1
C2

<

S Co.

O

Com isso, se u,v € W = LP(Q), entdo
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() = ullw = Hw

Q'(n) L) )
|t~ (L &) o res)

1
p
< tcy </ lv — u|pdx) = teol|v — ul|ze(o)
Q

< tes([|vl ey + Jullze))
:tC, vte[0;1]7

onde C' = co(||v|| o) + [|ul|zr(e)). Portanto, v é Lipschitziana em ¢ = 0. Observe que

1 .
para W = W;? ou WhP, terfamos

v (t) = ullw = H% )

HQ’(&)( —u)

w

=G e 7 ()

§t{02/ﬂ|v—u|”dx—|— i V(g:g;;lv—ul) p};,

0 que nao nos permite seguir como anteriormente. Por fim, suponha que valem a), b)

p};

e ¢). Desde que z; > 0 e §; > 1 (por ¢)), temos z; < d12;1. Dali,

1
5_1_ 21_ Cy — G G

o que implica que

(er—1) < 1—c < Q'(0121) — Q'(21)

&) Q/(Zl)

SCQ—l.

Desde que Q" > 0, obtemos

Q' (0121) — Q' (z)] _ |Q"(w)|(d121 — 1)
Q' (1) Q'(21)

Q" (w)| Q" (z1)]
Q"(21)]  Q'(z1)

(02_1)2 :(51—1)

© 21,
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onde a primeira igualdade é obtida pelo Teorema do Valor Médio em que nos

garante a existéncia de w > 0 tal que z; < w < d;z;. Com isso,

1
—<1<E<61

61 Z1
e, por c), existe cg > 0 tal que
1
Q)
cs — Q") ~
Logo,
5 _ 1 /"
15 B DIQC
C3 Q'(21)
e, portanto,
"
Qe
Q' (=
onde ¢; = (Cf{%. Além disso,

Q'(y(1)V(t) = Q' (v(1)Vu = (1 = Q' (u) Vu + Q' (v) Vv — Q'(7(1)) Vu
= [Q'(u) = Q' (V1) Vu+H{Q"(v)Vo — Q' (u) V4]
= T1 + TQ.

Assim, pelo Teorema do Valor Médio em , existe ( > 0 entre u e y(t) tal que

Tllw Q" (w) = @y Vullw _ 1Q"(9)] _H'V(t)_uHW’Vu‘

Q) Q00 Q0w i
@'l Q) <Hw—umng
00 S AW <
Q) QE lellw + lullw
<Ogemaom - < v
B P
< (e —C |Vul
= K;|Vul,

onde usamos (|1.8) para obter C' e o fato de que y(t), ¢ e  sdo mutuamente comparaveis
para usarmos b) e obtermos 3 e ¢3 e usamos a notagao Kj := Clégégw. Além

disso,
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T QWY - QWY Q) o
QO QG0 Saem VT

< &|Vo| + &|Vu| < Ka(|Vo| + [Va|),

Q'(u)

eV

onde Ky = max{¢, ¢o}. Portanto,

[VA(t) = Vu| _ [T+ Ty

t Q' (y(t))
|| ||

=60 T ew)

< K |Vu| + Ky (|Vul + [Vo))
= (K + K3)|Vu| + Ks| V|
— K(|Vul + Vv,

onde K = K + K,. Isso mostra que v é Lipschitziana em ¢t = 0 quando W é WOI”’(Q)
ou W'?(Q). Note que ja obtivemos este fato quando W é LP((). |

Corolario 1.3. Seja W o espaco LP(Q) ou W, P(Q) ou W(Q), com p > 1. Se

u,v € W sao compardveis, entao o caminho 7: [0,1] = W dado por
(1) = (L=t — )7, v > 1,

€ localmente Lipschitziana em t = 0.

Demonstragao. Considere @Q: [0,00) — R dada por Q(z) = z". Sabemos que @ €
C([0,00)) N C((0,00)) e valem:

a) Q' (z) =rz""! > 0, para todo z € (0, 00);

b) Dado ¢y > 0 tal que

1 21
_<_§CO7

Co 22

entao, como r > 1, obtemos

L
—~
N
[}
~
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isto é,
/
L < ACY < ¢y
ca ~ Q'(2)

c) Se @ € C*((0,00)) er >2,0; =2 e c3 = 1 sd0 tais que 1 < 2 < 4; implica

Q//(z1> _ (ﬂ) r—2
Q" (22) % c3

Caso 7 < 2,01 = 2 e cg = 2"7% sd0 tais que 1 < 2 < §; implica

Q//(zl>:<ﬁ)”> 111

Q”(ZQ) 2 (5%77” — 22—7“ C_3

v
—_
3
&
I
|

Portanto, pelo Lema [I.I} temos que v é localmente Lipschitziana em ¢t = 0 com W
sendo LP(Q) ou Wy (Q) ou WHP(Q). Desde que

Q(y(1)) = (1 = 1)Q(u) — 1Q(v),
concluimos
(@) = (1 =t)u" —tv",
donde segue o desejado. [ ]

Lema 1.2. Seja Q € RY, com N > 1, um dominio suave limitado. Suponha que

u,v € CY(Q) satisfazem
a) u,v >0 em Q eu,v=0 em 0Q;
b) 2 <0eL<0em .

Entédo, dado zy € 09, existem U,, C Q wvizinhanca de xo e 0y > 0 tais que u(z) <
dov(z), para todo x € Uy,.

Demonstragao. Como 992 é C! (2 é suave), dado zy € 99, existem V,, C RN vizi-
nhancga de x, ‘70 C R¥ vizinhanca do zero, ¢: Vo — 170 e 170 — V,, difeomorfismos
tais que ¥ = ¢, ¢/(y)(—e,) = v para todo y € Vo, O(Vye NON) = Vo N (RN x {0}) e
A(Vyy N Q) =V, N (RY! x (0, 00)). Defina

U=uoth: VoN(RY" x (0,00)) = R

vi=vot: Von (RY " x (0,00)) = R.
Vejamos que ambas satisfazem as seguintes condicoes:
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i) 0,7 e CHVyn (RN x [0,00))), pois ¢ € Ct e u,v € CL(Q);

i) @,7 > 0 em Vo N (RV=! x (0,00)), pois para cada y € Vo N (R¥! x (0, 00)),
Y(y) € Q e, assim,

i) @,7=0em VN (R¥" x {0}), pois para cada y € Vo N (R¥~L x {0}), temos que
P(y) € 09 e, assim,

iv) %, % < 0em Vo (RV=! x {0}), pois para cada y € VN (RN=1 x {0}),

temos que
s = ) =) = (100 (1) (—en) =/ () 1) (o)
= () v = S () < 0

e, analogamente, a(?’zN)(y) < 0.

Agora, vejamos que existem (70 - ‘7{) vizinhanga do zero e §p > 0 tais que
U(y) < 8vly), Yy € Up N (RY™! x (0,00)).

Para isso, fixe r > 0 pequeno, a ser determinado, tal que B,.(0) C Vo. Dado y =
(Y1, yn) € Br(0) N (RY! x (0,00)), pelo item iii) e pelo Teorema do Valor Médio
em (0.4} existem t,,s, € (0,1) tais que

~ ou

u(y) = ﬁ(y) - a(Zha ey YN-1, O) = m(yh e YN-1, tny)
ou

= —yn (Y1, o Un—1, LyUN) < Ynev,
yNa(_eN)(yl Yn-1,tyyYn) < Yn

onde a > 0, obtido pelos itens i) e iv), é tal que

ou

ey W) W € Bu(0) 0 (B x (0,00)),

para algum r; > 0. Isto ocorre pelo fato que a(a é continua (item i)) e, logo, ainda

_ou
,eN)

sera negativa em uma vizinhanga do zero (que denotamos por B, (0)N(RY! x (0, 00)),
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jé que ¢ negativa (item iv)); e podemos considerar —a = 2%(0). Além disso,

- ov
U(y) = _me(yla ~-ayN—1>5ny> > yn /3,

onde § > 0, também obtido pelos itens i) e iv), é tal que

(), ¥y € By, (0) N (R x (0, 00)),

para algum 75 > 0, devido ao fato que a(?ZN) é continua (item 1)) e, logo, ainda serd

negativa em uma vizinhanga do zero (que chamamos de B,.,(0) N (RY~! x (0,00))), j&

que 6 negativa (item iv)); e podemos considerar —f = 3 8(?1;@ (0). Assim, obtemos que
_ a _
u(y) < yva = yNBB < 0(y)d, Yy € B.(0)N (R x (0,00)),

onde o = 2 > 0 er > 0 é menor que 7, e 1y e tal que B,(0) N V,. Finalmente, dado

%
x € Uy = ¢ (B, (0) NR)V1 x (0,00), existe y € B,(0) N (RY~! x (0,00)) tal que

u(r) = u(y(y)) = uly) < dov(y) = do(v o ¥)(y) = dov(x),
isto é,
u(z) < dov(z), Vo € Uy,
e isto finaliza a prova. [ ]

Lema 1.3. Seja Q C RY, com N > 1, um dominio suave limitado. Suponha que

u,v € CHQ) satisfazem
a) u,v >0 em Q eu,v=0 em 0Q;
b) 34 <0 el <0 em 0.
Entao, existe 6 > 1 tal que 6 v < u < dv em S.
Demonstracao. Sabemos do Lema que, dado z € 99, existem &, > 0 e U,, C Q

tais que u(z) < dpv(z), para todo = € U,,. Considere a cobertura aberta de 02

U U, 200

zo€IN

Como 0f) é compacta, existem z1, ..., z, € 0f) tais que
n
cu
i=1
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Para cada z € QNU,,, 1 =1,...,n, denote §; > 0 tal que u(z) < d;v(z) (que existe pelo
Lema . Por outro lado, considere

e (0

i=1

Assim, como
Ke=Q°U (U Uxi>
i=1

que é um aberto, obtemos que K¢ é aberto, ou seja, K é fechado. Como K ¢ limitado,

dado z € K, temos que u(x) < dgv(x), para algum dx > 0, pois

maxge g u(x) maxge g u(x)

u(r) < maxu(x) = -minv(z) <

- =:0
zeK mingeg v(r) 2€K ~ mingeg v(x) v(z) xv(z),

onde usamos o fato de que u,v > 0. Portanto, tomando § = max{di, ..., 0, dx }, dado

x € (), obtemos

x € LnJ U, = u(z) <dv(x) < ov(zx);
x lGZIK = u(z) < o(z) < dv(x).

Com isso, dado = € (), existe 5> 0 tal que
u(z) < dv(z), YV € Q.

Agora, trocamos u por v, e vice-versa, na demonstracao anterior e obtemos ¢ > 0 tal

que

v(z) < du(z) =3 (@) < ul).

Logo, tomando § = max{d, 3}, segue

5~ w(z) <8 w(x) < ulz) < du(z) < dv(z), Yz € Q.
Em particular, §'v(z) < dv(x) e, com isso, 62 > 1. Como § > 0, temos que § > 1, o
que finaliza a prova. [

Lema 1.4. Sejam u,v € Wh°(Q) N W com u,v > 0 em Q e Q,M € C(]0,00)) N
C*((0,00)) tais que Q(0) =0 e Q', M' > 0 em (0,00). Seja y(t) = Q7 ((1 —t)Q(u) +
tQ(v)) e consideremos

Fi=QoQ', F,:=M"

Se para algum I' € (M(0),00] a fungio F: (z1,22) — Fi(z1)Fa(22) € concava em
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(0,00) x (M(0),T), entio para cada |Vul|,|Vv| € M~ ((M(0),T)), vale a desigualdade
pontual

M(IVy(@B)]) < (1= )M (|Vul) + tM(Vv),
para todo t € [0,1] e a aplicagdo t — M(|V~(t,-)|) € estritamente conveza.

Demonstragao. Derivando (|1.7]), obtemos

Q' (7(1))Vy(t) = (1 = 1)Q' () Vu + Q' (v) Vv

para todo t € [0, 1]. Dai, como @’ > 0,

Q" (v(1) [V (1)]

(1 = 1)Q' (u )VU+tQ( Vo < (1= 1)Q' ()| Vul +tQ'(v)[V|
(1-6)Q'0Q " oQ(u)M o M(|Vul) +1Q'0Q™ oQ(v)M "o M(|Vv])
(1-1)F(Q ( NE(Vaul) + tF(Q(0) By ([ Vo),

para todo t € [0,1], desde que @ e M sdo injetoras (pois sao crescentes) e, assim,

invertiveis sobre sua imagem. Logo,

Q'(y()IV ()| ) F(Q(u)) F2(|Vul) + tF1(Q(v)) Fa([Vv])

HF(Qw), M(|Vul) + tF(Q(v), M([Vv])
(1 =8)(Qw), M(|Vul])) + t(Q(v), M[Vv])) (1.9)
(1 =1)Q(u) +1Q(v), (1 = )M(|Vul) + tM(|Vo]))
H(QUy()) Fo((1 = () M(|Vul) + tM([Vo]))
10 Q o Q)M TH(L — )M ([Vul) + tM(|Vu])
()M (L = )M (|Vu]) +tM(|V]),

(v
(v

IN

(1-
(1-
F
F
F

Q
Q
para todo t € [0, 1], onde usamos o fato que F' é concava em (0,00) x (M(0),I') e,
consequentemente, em (0,00) x [M(0),T]. Além disso, |Vul,|Vv| € M~1([M(0),T]).
Portanto, como @' > 0, M é crescente e |V~v(t)| > 0, obtemos

M(IVy@)]) < (1= )M (|Vul) + tM(|Vo)), (1.10)

para todo ¢ € [0,1], donde segue que |V~(t)] € M~ (M(0),T)), para todo ¢ € [0,1].
De fato, como M é crescente e |[Vul|,|Vv| € M~ ((M(0),T)),
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M(0) < M(IVA(®)]) < (1 =t)M(|Vul) + tM(|Vo))
<A =t +t0=(1—t+t)T
=T,

para todo t € [0,1] e obtemos o desejado. Agora, vejamos que a aplicagdo t
M(|V~(t,-)|) é convexa. De fato, dados t,t2,60 € [0,1], defina ,, := 7 apenas para

evidenciar a dependéncia de v dos extremos u e v. Note que

=1 = 0)t + 06])Q(u) + [(1 = )t + 0t2]Q(v))

(1 =t + 0ty — 0t2)Q(u) + (1 — 0)ty + 0t2)Q(v))

(1=t =046t +0 —0t:)Q(u) + ((1 — 0)t1 + 0t2)Q(v))
[(1=6)(1 — 1) + 0(1 = £2)]Q(u) + (1 = O)ts + 012)Q(v))
A =0)((1 = 1)Qu) + Q) +0((1 — t2)Q(u) + 1Q(v)))
1= 0)Q(U) +0Q(U))

= YthUs» (1.11)

Yuw (1 = 0)t1 + Oty) =

_l_
+

onde U; = Q71 ((1 — t;,)Q(u) + t;Q(v)), i = 1,2. Perceba que U; = v, (t;) € W, i = 1,2
e desde que existe K > 0 tal que u,v < K q.t.p., pois u,v € L*(£2), obtemos

U= Q7 (1= t)Qu) + t:Q(v)) < Q7' (1 - t)Q(K) + t,Q(K))
= Q7 (Q(K))
=K, q.t.p.,

isto é, U; € L>=(£2). Além disso, usando (1.10) e o fato de que |Vul, |[Vv| € M~1([M(0),T]),

temos

(U)a,] < IVU| = [VAuo(ts) < MTH(1 = t) M(|Vul) + M (Vo))

<M YA —-t)T+t0) =M YD), j=1,...,N,

o que implica que (U;),, € L®(Q), j =1,...,N; e, assim, U; € W'>(Q), i = 1,2. Dal
também obtemos

isto ¢, |VU;| € M~ ([M(0),T]), i = 1,2. Também sabemos que U; > 0, i = 1,2,
pela definicao de Q~!. Por tudo isso, podemos usar o que ja foi provado em (1.10]),
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substituindo ., por vYu,u,, para concluir que

M([Vyu (1 = )t + 0L2)]) = M(IVy0,0,(0)])

< (1= 0)M(Vyr,0,(0)]) + OM (VY. (1)])
= (1-0)M(|VU,|) + 0M(|VUs])
= (1 = )M (|Vyuu(t:)]) + OM([Vyuu(t2))),

isto é, t — M(V~(t,-)) é convexa. Agora, provemos a concavidade estrita. Para isso,
vejamos primeiro que dados ¢t € (0,1), z € (0,00) x [M(0),T] e Z € (0,00) x (M(0),T),
teremos

F((1=t)z4+t2) > (1—-t)F(z) +tF(2). (1.12)

De fato, ja sabemos que F' ¢é estritamente concava em (0,00) x (M(0),I"). Se existir
to € (0,1) tal que

F((1—ty)z+tez) = (1 —to)F(2) + toF (%), (1.13)

wo+2

denote wy = (1—tg)z+toZ e considere w = “&F o ponto médio entre wy e z. Escrevendo

w em funcao de z e Z, obtemos

(1 — to)Z + 102+ 2 to to_
_ _(1_ b Yoo 1.14
w 5 5 Z+ 52 (1.14)

Como z = 2w — wy, temos

Wy = (1 — to)Z + toz = (1 — t0>(2w — w()) + toz, (115)

ou seja,
(2 — to)wo = 2(1 — to)w + toz.

Dali,

2(1 — o) to to to _
Wo =g W T R 51, )T &

Sendo assim,

2ty

F(wg) > (MF(m) + tOt F(?),

pois F' é estritamente concava em (0,00) x (M(0),I') e w,Z € (0,00) x (M(0),I'). De
ET3). segue que
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(1—t0)F(z)+toF(E)><1— fo )F(w)+ fo f(2)

2 —1g 2 —1g
= 2 rw) < (1- ) Pl + 27 )

= F(w) < (1 _ %0) F) + %’F(E).

Usando ([1.14)), isto significa

F((l—%)z+t2()_) 1—5F( )~|—%02F()

o que é um absurdo, pois F' é concava em (0,00) x [M(0),T']. Portanto, para tais z, z
e t a desigualdade em é satisfeita. Assim, teremos a desigualdade estrita em
e, com isso, segue a desigualdade estrita em . Argumentando como antes,
obteremos a convexidade estrita de t — M (V~y(t,-)). u

Observacao 1.2. Um caso particular do Lema que abordaremos mais adiante encontra-
se em [0], com Q(z) = M(z) = 2%. Jd em [6, Lema 1], foi analisado o caso em que
Q(z) = M(z) = zP. No entanto, os resultados que obtivemos é demonstrado de modo
diferente, pois utilizamos basicamente a concavidade e isso, de certa forma, € algo muito
bom. No Capitulo 2 deste trabalho, veremos o caso em que M(z) = 2% e Q(z) = f?(2),

sendo f uma fungao impar que satisfaz o problema de Cauchy

et em (0, 00);
f (t> - \/1_'_27]6(75)27 (07 )a
f(0) = 0.

Observacao 1.3. As hipdteses consideradas aqui foram as minimas possiveis para
obtermos o resultado desejado, pois, caso F' nao seja concava, teremos a desigualdade

oposta em (1.9)). Isso é bom, mas exatamente por tal hipctese ser exigida ndao se espera

que (1.10) seja, em geral, verdade.

Observacao 1.4. Sabemos que Fy,Fy > 0 e, assim, se (21,22) — Fi(21)Fa(zq) €

concava, entao

FU(1L = 1)1, 20) + £(1, 2)) > (1 — D)F (21, 20) + tF (1, %)
=F((1 = t)z1, (1 = t)z2) + (t21,122)) = (1 — 1) Fi(z1) Fa(z2) + tF1(21) Fa(Z2)
S F((1 = )2 + 5, (1= )2+ 155) > (1= ) Fy(21) Fa(2a) + LF1 (1) Fa ()
=SF((1 =0z +t21)Fo((1 — t)zg +125) > (1 — t) F1(21) Fo(2e) + tF1(Z21) Fy(22)
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D R S Fi(gil ) T EG Zf;ﬂ %)
BA1 =)z +t2) 2 (1 - (g Ijlt§;3+t§1) HEEEG f1t<;>+ t21)

;g; Fi((1—t)z +t2) > (1 —t)Fi(z1) +tFi(%)
Fy((1 =)z +t3) > (1 — t)Fy(20) + tFy(%),

ou seja, Fy e Iy sao concavas. Além disso, o determinante da matriz Hessiana de F' é

nao negativo, isto €, omitindo a dependéncia de F; de z;, obtemos

PF O°F
2 F//F F/F/
det | S 9202 | = det ( . ) = R F'RE! — (FIF)? > 0.
251 241

0290z, 023

1
Dai, F\F/FyF}) > (F|F3)?. Desde que Fy = (M™') = ke 0, se F{ # 0 obtemos

ﬂ /_1 & /_1 _ ﬂ / @ /_ i /_ & I+1
F F; F] F} F] F}
(F1)* — RFY (1) - BhFy  (F)® - R

ik L Wik
(F})? — FyFy
e !

(F)*FRF)  (F)*RF!  FF/FF]

=1- —
(F)2(F3)2  (F)2(Ep)?  (F))2(Fy)?
14 FlFl” " F2F2” Y
(F))? (F3)?
F\FI'F,FY 1 2
~(F)A(Fy)?
> 1.

Assim,

SR (@) e

Perceba que a expressao do primeiro paréntese depende apenas de z1 e a do sequndo

1

apenas de zy e lembre-se que Fy := M ™" estd associada a parte principal do funcional.

A desigualdade em (1.16|) nos permite concluir fatos importantes acerca de Q). Caso

a expressao do sequndo paréntese mude de sinal, para o M dado, tem-se
1< 1)’ 1 1< 1Y 1
— | —1)-ay e — ] —1)-a
= Fll 1 = Fll 2
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para alguns a; > 0 e ay < 0, de onde seque que

ny 1 Y 1
— ] —-1>—>0 — | —1<— <.
(F{> T ’ <F1'> Ty
Nesse caso, ndo pode existir z; tal que F{(z1) # 0. Logo F{(z1) = 0, para todo z; €
(0,00). Assim, existe a > 0 tal que Fi(z1) = a, para todo z, isto é, Q' o Q7 (z) =
a, Yz,. Com isso, dado y € [0,00), temos Q'(y) = Q' o Q 1(Q(y)) = a, o que nos
permite concluir que Q(y) = ay + b, para algum b € R. No entanto, como Q(0) =

as unicas solugoes que nos permitirao obter a concavidade desejada sao as triviais

Qy) = ay.

Agora, se supormos que a expressao do sequndo paréntese € limitada por cima por
1 .
= >0, obteremos da desigualdade (1.16) que

1<«:> )g (ﬁ)>%+1:/‘( )mL4%+na

21 O Fl(

\_/

(CO + 1)21 = Z (CO + 1) +

5131

(z1)

F{(Zl) (0) Fi(z

(z1) 1 1
g

~—

= (log(Fi(21)))" <

F1 Z1 (Co + )21 +c (Co + 1)2’1 +c
1 Z1 1
= log(F: dz d
( Og 1(Zl>>> Zl o /1 (CO -+ 1)21 -+ C1 1
. a4 1
:>108(F1(21)) — lOg<F1(1>) < lOg((CO + 1)21 + Cl)|1lc—_'_1
0
1
1 lo co+1)z1+cq1]0FT ¢
= log(Fi(21)) < log((co + )21 + 1) —— + & = Fi(a1) S e ol Do) 0T )42
0
=Fy(21) < e ((co + 1)z1 + ¢1) 77 (1.17)
onde
c :Fl(o) >0, & =log(Fi(1)) — ! log((co+1)-1+c1) eca=e2>0
1 Fl,(())_,z gL' Co+1g0 1 2 = U.

Desde que Fy = Q' o Q71 a desigualdade em (1.17)) nos fornece que

FloQ=@Q < es(co+1)Q+cx)ae,

No caso em que ¢y =0, teremos que
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o que implica

QBQ) BT < exfeo+ 1)@ (1.18)

Por outro lado,

1——1 Co N S
t o1 ) — AR t
@77 = Q) Q)
1sto €,
Co—|—1 <Q

QHQt) @ = Q)Y

Substituindo em (1.18)), obtemos

Co

1 o\ __co_ t _co_ __c0_
(C°+ (Q(t))coil) < coea(co + 1) @4 = / (Q(s)@+1) ds < coealco + 1) i1t
0

Co
= Q)Y — Q) < coealc + 1) 4T
cot+1
(C()CQ> co  cotl

= Q) < ———t -«
Q) <

onde usamos o Teorema Fundamental do Cdlculo para obter a segunda implica¢ao.

Além disso, c; = 0 se, e somente se, Q'(0) =0, uma vez que

Al Q@) QO
Fi(t) ~ QM@ 0)(Q(0)  @"0)(Q (o)

cl =

Caso tenhamos, no Lema que a aplicacao (x,y) — Fi(z)Fy(y) € concava,
mas nao estritamente concava, é mais delicado analisar a igualdade em . Em
geral, encontramos um par (u,v), com a relagao nao trivial, para o qual a igualdade
¢ satisfeita. Mas, pode ser que a desigualdade seja estrita. O fato é que consequimos
dar um exemplo importante no qual foi possivel explicitar uma desigualdade para @,
ao supormos ¢, = 0. Neste caso, sendo 1 < £ < %, a fungao Q(t) = t° se encaiza
em nossas hipdteses (Q'(t) = et*1), por exemplo. As ideias sequidas aqui podem ser

usadas em configuracoes mais gerais.

Lema 1.5. Sejam u,v € W, onde W pode ser Wol’p(Q) ou WHP(Q2), comp > 1, eu,v >
0em €. SeQ(z) = M(z) = 2P e~y for como em (1.7)), ou seja, y(t) = ((1—t)up+tvp)%,

entdo a derivada fraca satisfaz

YO < (1 =8)[Vulf + Vo]’

et — |Vy(t,z)|P € convera. Além disso, se u,v € C(2) N W sdo funcées linearmente

independentes, entdo t — [|[Vy(t)||7,q) € estritamente conveza.

Demonstragao. Primeiro, vejamos que u?,v? € WH(Q). De fato, sabemos que
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1. Resultados Abstratos

uP € LY(Q), pois u € LP(2). Além disso,

/‘(up)$j|dx§/|V(up)|dx:p/up_1|Vu|dx
Q Q Q

p

<p ((/Qupdx)pl + (/Q |Vu|pdx>;>

<oo, j=1,...,N;

onde usamos a desigualde de Holder para p = 21 e § = p; e também o fato que
wP, |VuP| € LY(Q). Isso nos dé (uP),, € L'(Q2), j =1,..., N, e portanto, u? € Wh'(Q).
Analogamente, v? € WH(Q). Além disso, seja q¢ o expoente conjugado de p, isto ¢,

qg=p/(p—1) e sejam Fi, F5 como no Lema[1.4 Entdo, desde que Q(z) = M(z) = 2°

Fi(2) = Q@ (20) = Q=) =p=” = pey

e
1
FQ(ZQ) = Mﬁl(ZQ) = ZQP.
Assim,
OF i1 1 9F 11 14
—— = Fi(z1)Fa(22) = =2 23, = Fi(21)Fy(22) = pzi —235
821 aZQ
Logo
PF p /1 191 92F 11 /1 19
- = — — 1 Zq ZP - q - 1 zp
(92% q 1 25 82’% p lp D 2
O*F p 11l L °F 1 191 19
- -z e =p—z{ -z
0721029 q ! p 2 02207 pq ! ?
Portanto,
0°F 1 121 9?°F 1 L 19
2 2l 2, 2___21(1221) )
027 q 023 q
O*F 1 11 19 0*F 1 11 19
=~z =2y
821822 q 822821 q
Isso nos fornece que
’F  _9PF 1 1 2
> P 19 1 9] —25 2129
H(Zl7 ZQ) = 862}17 88128}72 = Zlq ZQP - ? :
022021 022 T\ 2122 =2

Sabemos que
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1. Resultados Abstratos

—22-)\ 5z
det( 2 . )—0<:>)\2+)\(21—|—22)+21z2—zlz2 0
2

2129 —27 — A

SAAN+2+23)=0
S A=0o0ul=2.

Entao, como o determinate da Hessiana ¢ 0 -2 = 0, a Hessiana é nao negativa. Desde
que F; e F, nesse caso sao concavas, obtemos pela Observagao que (z1,22) —
Fi(z1)F3(22) é concava. Estamos, entdo, nas hipoteses do Lema [.4] Dessa forma,
Y|P < (1 —t)|VulP + t|VolP e t — |Vry(t,z)[P é convexa. Como F nao é ne-
cessariamente estritamente concava, o Lema nao pode ser usado para garantir-
mos que t — ||[Vy(t)||7, seja estritamente concava, tendo apenas a hipdtese de que
u,v € C(Q) UW sao L. I. Uma andlise da demonstragio do Lema sera eficaz para

o que se deseja obter. Perceba que precisamos mostrar a desigualdade estrita a seguir:
IVY@Nze < (1 = OlIVullL, + I VollZ, (1.19)

para tais u e v L. I. Pois, dados t; # ty e t € (0,1), definimos ;= 7, U3 = ((1 —
t)uP + t1vP) = y(t1) e Uy = (1 — ty)u + tav. Vejamos que U; e Uy sao L. I. Uma vez
que @ é injetora e homogénea (Q(At) = APQ(t)), o fato de u e v serem L. I. implica
Q(u) e Q(v) L. L., pois dados «, 5 € R, onde supomos sem perda de generalidade que
«a > 0, tais que

aQ(u) + BQv) = 0 = Q(aru) = —BQ(v)
= Q(avu) = Q((—B)7v)

= oﬁu = —BEU

-

= a7 = (=f7) =0

=a=0p=0.

Assim, como temos (de forma anéloga ao que foi feito no Lema que Yp,u,(t) =
(1 = U, + tUa)? = Yuw((1 — t)t; + tt)), obtemos

aUy + U, = 0 = ay(t1) + By(t2) =0
Oé((l — tl)up + tlv )
((1 — tl)up + t1Up>

A

((1 — tg)up + tQUp)% =0
= —B((1 — to)u? + to0")>

Sl
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1. Resultados Abstratos

S =

= (1 —t1)(@u)? + t1(av)?)? = (1 — to)(—Bu)? + to(—pv)?)
= (1 —t1)(au)? 4+ t1(av)? = (1 — t3)(—pu)? + to(—Pv)?
= [O{p(l — tl) + (—B)p(l — tg)] uP + [Ozptl + (—B)ptg] P = 0.

Usando que u? e v? sao L.I. tem-se
aP(1—t1) + (=P)P(1 — t2) = 0
Oéptl —+ (—5)]‘%2 = O

Logo o + (—f)? = 0. Note que 0 < a? = —(—f)? < 0 e, dessa forma, o = § = 0. Dal,

VY00 () < (1= DIVULL0) + VUL q)
= V(1 =)t + 1) |70y < (1 = OIVYE) Lo (@) + LIV (E) 700

isto é, t — ||V (0)|[%, (o) serd estritamente convexa. Vejamos que vale ([L.19).
Até agora ja sabemos do Lema [T.4] que

VAP < (1 —1t)|Vul? +t|Voul? :>/ |V~(t)|Pde < (1 —t)/ |Vu|pdx+t/ |VolPdx
Q

= VY1700 < (1= DIIVullloq) + HIVOlLq)-
(1.20)

Vejamos que nao pode ocorrer a igualdade em ([1.20)), para nenhum ¢ € (0,1). De fato,

caso ocorra a igualdade para algum ¢ € (0, 1), entao
/Q (1= )|Vul? + t|Vol’ — [V (1)) dz = 0.
E, como (1 —t)|Vu| + t|Vu[P — |Vy(t)|P > 0, obtemos
VA" = (1 =)|Vul” + Vo],

Perceba que, seguindo como na demonstragao do Lema

Y@ VO] = (1 = tpu’ Vu + tpoP Vo
< (1 —t)puP~ | Vu| + tpvP~ Vo

= py(tP (1 = )| Vul + ¢ Vo]
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e, como |[Vy(t)]P = (1 —¢t)|VulP 4 t|Vu|P, de fato o que ocorre ¢ a igualdade
(1 — t)pu? ' Vu + tpr? Vol = (1 — t)pu? | Vul| + tpv? ! |V

E, como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada x € () existe a,
tal que
tpP 'V = o, (1 — t)pu?~'Vu.

ag(1—t)uP~1

Entao, considerando a:: 2 — [0, 00) dada por a(x) = “= =

, temos
Vv = aVu. (1.21)

Por outro lado, seguindo como na demonstracao do Lema 1.4, obtemos a seguinte

igualdade

FI(1 = 1)(Q(u), M([Vul)) + H(Q(v), M(|V]))]
= (1 =) F(Q(u), M([Vul])) + tF(Q(v), M(|Vv])).

Logo, existe A € R tal que (Q(u), M(|Vu|)) — (Q(v), M(|Vv])) é miltiplo do autovetor
correspondente ao autovalor 0 da hessiana de F' no ponto (Q(u), M(|Vul)). Assim,

existe \: 2 — R tal que

(Qv) = Qu), M(|Vv]) = M(|Vul)) = MQ(u), M(|Vul)).

Dai, Q(v) = (A + 1)Q(u) e M(|Vv|) = (A+1)M(|Vu|). Como Q(v), Q(u) > 0 tem-se
A+ 12> 0. Denote 5: Q — [0,00) tal que P = A+ 1. Dessa forma,

VP = BPyP,
V[P = gP[VulP.
Usando isso com (|1.21)) tem-se
BPIVulP = |Vu|P = o?|Vulf.
Assim, a = 8. Entao
v = au,
Vv = aVu.
Vejamos que o = ¥ localmente (para cada K C 2 compacto) pertence a C(2)NW.

Fixe K C € compacto, como u,v € C(2) existem m,,, m,, M,, M, > 0 tais que
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1. Resultados Abstratos

My <u<M,em, <v<M,em K.

P 1
/]a|pd:c:/ U—dxg—p/'updx<oo
K K UP mu Jk

uVov —ovVu |’
2

Assim

dr <

/|Va]pdx—/
K

Isso conclui que a localmente pertence a C'(£2) N W.

Note que a derivada fraca de « satisfaz

Vo -V <2) _ uVov —ovVu _ auVu — auVu _o

U u2 u?

Entao, como €) é conexo, « é constante. Portanto, temos uma contradigao, ja que u e

v sao L.I. e v = au. ]

40



Capitulo 2

Um Problema de Autovalor

Nao-linear da Fisica Matematica

Os resultados principais obtidos no Capitulo 1 serao aplicados em uma equacao
eliptica, de modo que aproximaremos problemas do tipo autovalor. Esses problemas

sao aqueles que podemos escrever na forma
Lu = wu,

onde L é um operador diferencial nao-linear. Aqui surgem duas perguntas distintas:
1. Dado w, existe uma tnica solucao para o problema?
2. Existe um tnico autovalor satisfazendo a limitacao [u? =17

Em geral, tais estruturas nao sao equivalentes, pois na segunda questao os autovalores
nao necessariamente sao fixados e aparecem como multiplicadores de Lagrange. Tra-
taremos o primeiro problema no caso da equacao de Schrédinger quaselinear, tanto
para  limitado quanto para 2 = RY. E o segundo, para esta mesma equacao, apenas

quando € é limitado.

2.1 Equacao de Schrodinger Quaselinear

Ao investigarmos as ondas estaciondrias ¢(t, z) = e*'u(r) da equagao de Schrodin-

ger quaselinear

10, — A — dA(|¢]?) + V(z)p + ¢* = 0, em (0,00) x Q,
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

que serve como modelo em muitas situagoes fisicas, surge a equacao que consideraremos:
— Au—uA(u?) + V(z)u + v’ = wu, em Q, (2.1)

onde V(x) é o potencial |z|> no caso em que 2 = RY ou V € L®(Q) e u = 0 na
fronteira no caso em que €2 é um dominio regular limitado, e a dimensao N > 1.

Em [21], 25] os autores consideraram Q = RY e w = 0, e utilizando-se minimizagao
restrita, provou-se pela primeira vez a existéncia de solugoes para . Em tal equacao,
a presenca do termo uA(u?) traz consigo algumas dificuldades quando tentamos en-

contrar solugbes de ([2.1)). De fato, consideremos apenas o problema

—uA@?) = f(z), em 9
u =0, sobre 0f).

Dada ¢ € C5°(Q), temos que se u € C?(Q) satisfaz o problema anterior, entao
—ulA(u)p = f(z)p = — / Nupdr = / f(z)pdx
2
:>/V V(up)dx — Ou ugpdx—/f )dx
lg) v
:>/ prd:c—l—/V(u )V@uda:—/f(:r;)godx =0
Q Q

= 2/ |Vu|2u<pdx—|—2/ u?*VuVodr — / f(z)pdx = 0.
Q Q Q
Assim, o funcional energia associado ao problema ¢: H — R seria dado por

¢(u):/ﬂu2\Vu\2dx—/Qf(a:)da:

uma vez que

&' (u)p = 2/Qu\Vu|2cpd:L’ + 2/

u*VuVedr — / f(z)pdx, para ¢ € C5°(R2),
0 Q

onde H deve ser escolhido de tal forma que o funcional esteja bem definido. No entanto,

nao podemos considerar H = H'(Q), uma vez que nao conseguimos garantir que
/u2|Vu|2d$ < 0.
Q
Para tentar resolver este problema, uma alternativa seria construir o espago

H = {ue H'(Q): / 2|Vuldz < 0o},
Q
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

No entanto, tal H nao é sequer um subespaco vetorial de H'(f2). Para contornar este
problema, em [21], [13] foi feita uma mudanga de varidvel u = f(v) (cuja derivada é dada
em a seguir) e isso reduz a uma equagcao semilinear, com o termo de ordem
zero mais complicado. Também usada em [I4] [I], tal redugao permite que trabalhemos
na configuracao de H}(€2).

O método dual que foi utilizado em [I3] também serd aplicado aqui. Para isso,

consideremos f: R — R uma funcao impar satisfazendo

= ——t em (0, 0o =

Como pode ser visto em [2], 13], se u é solugao para ([2.1)), entao v = f~!(u) é solucao
para

SN/ 00 SR S C) B i ) B (2.3)

T+2/7(0)  /I+27°(0)

De [13, Lema 2.1], temos que

lim@ =1, ltlgl& =21, (2.4)

t
t—0 \/f

=

e, de [I3, Lema 2.2],

Isto implica nesta outra

SO0
N S THO]

Considere H = H}(€)) com a norma padrao, se € for um dominio regular limitado. No

< f2(t), vVt € R.

caso que Q = RY, vamos considerar H = {u € H*(R"); [ov |u]*|z[*dz < oo} com a
norma

Julfy = [ (P +uflof?) do.
RN

Proposicao 2.1. Fizado w € R, as solugoes classicas de (2.3]) sao pontos criticos do
funcional A,: H — R definido por

A (v) = %/Qwv\?dﬁ%/ﬂ(wx)—w)fQ(v)dHi/Qf‘*(u)dx.

Demonstragao. Dada ¢ € C3°(Q2), obtemos
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

— Avp + (V(2) —w) f(0) f (v)e + fP(0) f'(v)0
= — /AU(deZ+/(V( ) —w)f(v) <pd:1:—|—/f3 v)pdr =0

é/V@Vg@dm—/aQ godx+/ V(z) —w)f(v) <pd:v—|—/f3 v)pdr =0

3( _
:>/QVUVgodx+/Q(V( z)—w)f(v) godx—i—/f v)pdr =0
= A (v)p = 0.

Para entendermos melhor, basta seguirmos um argumento analogo ao que foi feito na
Afirmacao [A.T] do Capitulo 1. n

Note ainda que A, estd bem definida, pois uma vez que temos as desigualdades em

([2.5), obteremos f2(t) + 2f*(t) < 4¢2, visto que
ft) t
< s = SOVTR P <
= FEP( - 250) < 4
= f2() +2f1(t) < 4t

Dessa forma,

2(V(z) = w) f2(0) + f10)] < 2([VIze + ) f2(v) + f1(0) < C(F*(v) +2f(v))
< 4Cv* € LY(Q).

Isso conclui que as integrais na definicao de A, sao finitas. Além disso, mostra-se que

A, € C'(H;R).

Proposigao 2.2. Sejau € HNC?(Q) ponto critico do funcional A,. Entdo u é solugdo

classica de ([2.3)).

Demonstracao. Dada ¢ € C§°(Q) tem-se
/ VuVpdx + /(V( ) —w)f(u)f(u)pdx + / 3 (w) f'(u)pdr = 0.
Q Q
Pela Identidade de Green [0.6]

/Q—Auwdx%—/g(V(x)—W)f(U)f’(u)gp+/Qf?)(u)f/(u%p:

Assim
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

[ =8+ (V@) =@ () + £ ()] oo =0
Como ¢ € C§°(R2) é arbitréria, temos que
—Au+ (V(2) —w)f(u)f'(u) + f(u)f'(u) = 0.

Portanto u é solugao cléssica ([2.3)). |

Por outro lado, vamos definir

M= {v e H;/Qf%)dx _ 1}

e também o funcional energia £: M — R
1 2 1 2 1 4
EW) == [ |Vu[*de+ < [ V(x)f*(v)de+ - | f*(v)dx.
2 Ja 2 Ja 4 Jo

Neste caso, procuramos por pontos criticos de £| e w aparece como um Multiplicador
de Lagrange, pois o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange em[0.7nos d4 a existéncia

de um A € R tal que
E'(u) = AR (u) = &'(u) - =R'(u)-p, Vo € H,
onde R: H — R é a fungao C'-diferenciavel definida por
R(v) = [ f*(v)dz—1.
)= [ P

Pela expressao de &'(u) e R'(u), obtemos

[ VuTeds | Vs weds + [ £ weds =22 [ ) e

Q Q ) Q

= / VuVedr + /(V(l‘) = 2\) f(u) f'(u)pdx + / fw)?f' (u)pdr = 0.
Q Q Q

Veremos, mais adiante, que M = R71(0), com 0 sendo valor regular de R.

2.2 Resultados Basicos

Apresentaremos alguns resultados a serem utilizados na demontracao dos Teoremas
2.2 3 e[2.4 Agora, veremos um lema que nos diz algo a respeito da convexidade

do gradiente dos caminhos a serem considerados.
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

Lema 2.1. Sejam u,v € HNWH®(Q) tais que u,v >0 em . Se

A1) = 17 (V=D P +1720)) . ¥ € [0,1], (2.6

entao v: [0,1] — H estd bem definida e, pontualmente em Q, t — |V~ (t)]* € conveza
em [0, 1].

Demonstragao. Inicialmente, vejamos que ¢ — |V7(¢)|* é convexa em [0, 1] (pontu-
almente em €2). Para isso, usaremos o Lema J4 sabemos que u,v € Wy(Q) N
Whee(Q), pois H := H} (), e que u,v > 0 em . Agora, considere Q, M € C([0,00))N
C1(0,00) dadas por hipétese,

Q(2) = f(2) e M(2) = 2%
Dai, Q(0) = (£(0))> =0 e, dado z € (0, 00), temos

Q) = (F(2)) = 2f(2) - (=) = \/12+f—(27f>()

Também temos que Q~1(z) = f~(\/2), pois

QoQ ' (2) = fA(f'(V7) = (V2)' ==

Assim,

(1) = Q7 (1 = HQ(u) +1Q(v)) = fTH V(1 = t)f2(u) + tf2(v)).

Além disso, definindo F; := Q' o Q! e F, := M~!, obtemos

1
V1+2f2(f7 (V7))

Fi(z) =2f(f7'(vV2)) - f(fT (V&) = 2v/z

= 2(z)2 - (14 22) 2

(14221)77 =2, 2(1+ 221) " 2((1 + 221) — 221)

Il
N
=
wol=
—~
—_
+
[\
N
=
S~—
|
|
|
[\
—~
N
—
S~—
NI
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

Portanto,

[SI[3Y

" 1 _% -2 _%3 —
Fl'(z) = —3% (142z)72—2 2=(14+22)2<0

2

e também
Fr) = (Lat) = —Lot o
2) = | =z =—=z ,
2 (22 572 1722
ou seja, I} e Fy sao concavas, visto que ambas tém derivada segunda negativa. Além

disso, perceba que

, wE Y N
(Fl(zl)) o VI+2s L (221(1+221)2> .

1 (1+22)2
Vi (14 22)3

=(221(14+22)) —1= (221 +427) —1=2+82] — 1

=148z > 1.

Assim, pela Observacao concluimos que F': (z1, z5) — Fi(21)F2(22) é concava em
(0,00) x (0,00). Portanto, pelo Lema [1.4] concluimos que

e [V

é, pontualmente em (2, convexa em [0,1]. Por fim, vejamos que 7 estd bem definida.

Sabemos que f? é crescente, pois
(F2(2) = 2f(2)f'(z) 20, ¥z €[0,00).

Como min{u, v} < u,v, obtemos que f*(min{u,v}) < f?(u), f?(v). Dali,

At = 17 (VA= D) + 7))
> 7 (V=D P (min{u o) + £ (min{u, o))
=t (VP minfu,o})

= min{u, v}.

Analogamente, v(t) < max{u,v}. Logo,
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

min{u,v} < ~v(t) < max{u,v}, Vtel0,1].
Com isso,

/Q’y(t)zdx < /Q(max{u,v})2 dz < /(u+v)2dx < 00,

Q

pois u,v € H, que é um espaco vetorial e, assim, u + v € H. Em seguida, definindo

) = [ 194(0) P,
Q
temos que

h(O):/ﬂ\w(ode:/Q|vu12dx<oo

h(1) :/ IVA(1)|dz = / |Vol*dz < oo,
Q Q
pelo fato que u,v € H. Como t + |V7(t)|? é convexa em [0, 1], obtemos
V@) = VY (1 —1) 0+t 1)

< (L= 1)[Vy(0)f + V(1)
(1—1)|Vul* + | Vo]

Com isso,
h(t)=h((1—1t)-04+t-1) < (1 =1)h(0) +th(1) < 0,

para todo t € [0, 1]. Para finalizar, dado x € 012,

Logo, v(t) € H e concluimos que 7: [0, 1] — H estd bem definida. n
O lema a seguir mostra que v dada em ¢ localmente Lipschitziana em ¢ = 0,
quando supomos u e v comparaveis. Para isto, serd usado o Lema [I.1] que foi dado no

Capitulo 1.

Lema 2.2. Sejam u,v € H tais que u,v >0 em Q ey como em ([2.6)). Se existe § > 1
tal que 6~ < u < dv, em Q, entdo y: [0,1] — H satisfaz v(0) = u, v(1) = v, ey €

localmente Lipschitziana em t = 0.
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

Demonstragao. Sabemos que

W) = 17 (VW) = () = v

Agora, vamos usar o Lema [I.1] para demonstrarmos que 7 é localmente Lipschitziana

em t = 0. Para isso, note, inicialmente, que se considerarmos Q(z) = f?(z), obteremos

2f(2)
V1+2f2(2)

Isso conclui o item a). Antes de mostrarmos que a hipdtese b) do Lema é satisfeita,

Q'(2) =2f(2) - f'(z) =

> 0, para z > 0.

vejamos que a fungao g: (0,00) — R dada por

9(z) = ficor)
f(2)
¢ limitada, onde consideramos ¢y > 0 é como no Lema (item b)), isto é, ¢ > 0
satisfaz
1 21
- S - S Co,
Co 29

em que 21,23 > 0. De fato, desde que

. o Sflez) o flez) 2
ll_r}(l)g(z) _l1—>0 f((;) _,lz—>0 CoZ f(z)co @

lim g(z) = lim fleo?) — lim flcoz) V=
z—00 z—00 f(z) zZ—00 \/CO_Z f(Z)

Além disso, g é continua, o que mostra que g limitada. Seja K a constante que a limita.

Vo =21 271 /c = /G,

Assim,
1 Q)

ca T Q(22)

existe co > 0 tal que < o,

pois

2f(z1)
Q/(zl) 14+ 2f2(21) 1 f(zl) \/m < f(Zl) f(Zl) 229

Q'(z)  2f(z) /T4 2f%(zn) f(2) 21 f(z2) f(22)

1+ 2/2(z)
<a(fi) <20 () <2 e
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uma vez que % <2 < (e, assim, z; < ¢gz2) e f é crescente. Além disso,

f(z1)
Q' (22) 221 f(22) f(22)
e
= 2¢o (f(22))
1 fle) )
= 2¢o (f(cozl))
11
200K a
onde usamos o fato que
~ fla2) flz) o1
9= ST Ha TR

Desse modo, vale o item b) do Lema Para finalizar, provemos o item c). Para isso,

perceba antes que

Q') = (2/() (1 +2£2(2))F)

= 27'(:) (L4 2/(2)) * = 527(2) (1 +2P(2)) Far(2)r(2)
= 2f'(2) (14 2f2(2) )%[1_2]02 (=) (1+2f%()) ']
= 2f/(2) (14 2f%(2)) * [Hiffz)f;f)f (z)]
= 27'2) (1+2/7(2) P 21]%)
2f'(2)
(1+2f%(2))?
2
_ V1+27%(2)
(1+2f%(2))3
_ 2
V1+2f2(2)/1+2f2(2)(1 +2f2(2))
2
T (1+2/2(2)?
=2f'(2)".

Assim, tomando 6 =2 e c3 = 16 - 16 no Lema tais que 1 < 2t <2, obtemos

Q"(z1)  f(=)* f4(21)_ z3 >1 fHz) 2 - 11 1

Q"(z) f (22)4 T 1627 fH(z2) T 16 2 fi(z) T 162% o)
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onde usamos . Logo, vale o item c¢) do Lema Portanto, v é localmente
Lipschitziana em ¢ = 0, para H = H} (). [ ]

Na demonstragao do Teorema usa-se um decaimento das solucoes positivas do
problema, que é demonstrado no Teorema [2.3] O Teorema por sua vez, é um caso

particular do Lema a seguir que se encontra em [23], na Proposigao 6.1.

Lema 2.3. Sejam N > 1 e~y < 2. Fize p > 0 e uma fun¢do nao-negativa W &
C'([p, ]). Se

lim W(s) >0 e lim W'(s)s'"" =0 para algum 3 > 0,

§—00 §—00

entdo existe uma fungdo radial ndo-negativa h: RV\B,(0) — R tal que

— Ah(z) + %h(@ =0 Vo e R\B,(0) (2.7)
6 lim h(|x|)|x|¥_% exp /|$ W(S)ds =1 (2.8)
|z| 00 ,  s2 ' '

Demonstragao. Como 7 < 2, podemos supor sem perda de generalidade que 8+ 73 <
1, ou seja, que 5 < 1 — 2. Assim como feito na construcao da prova do Teorema 3.3
em [3], defina, para s > pe 1 € R,

N-1-1 W(s)

Or(s) = = 2s B s3 + si+8’

||
D, () = exp ( @(s)ds) .

Considerando F(t f ¢, (s)ds, temos que F'(t) = ¢,. Considere também G(z) = |z|.

Com isto,

e, para x € R\B,,

OF o G oG
= F
(@) = (G- 5 w) = ol
Assim, 00
T () — Ti
Bz, ) = - (Iz)) |x,<br(ﬂf)-
Com isso,
0*® x? |z|?> — 22

aw;(:ﬂ):@(’x\)ﬁp (@) + o (o)t o L (z)

+ ¢r(J2])” | |2 @ (2).
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Logo,

N (e)® () + 6, (|2])2P, (2)

]

1 2
—Er@mw+@mw)@@»

A®(2) = ¢ (2], () +
=(¢mn+

Desse modo,

~AD (z) = — [( (N3 W2 = FleT W (2]) (1 +B)|xlP7)

2|z |2 EE || 2+28

+N>1(JN—%%>rwm> r )

|z| 2|z T |z [1+5
2
(N—=1-3) W(z]) T
—_ _ (I)T
+ ( 2|z || 3 T || +5 (x)

::CN—mw>1—@ W(|z)) (N —1—2)W(|z])

2|z? |2 |13

|2[2+8 2|z z[3 Ja[FP

_JN—mww_<w>1—9+wmw T)?@@)

CN—@W> =3, W) (V1= HW(al)
2laf? ]2 o+
_W-2-pr (W13 W)

|z |28 4z]? |z o |2|2+28

B 2(IN-1-DW(|z|]) 2(N—-1-=3)7 2W(|z|)T ()
2|x|1+% 2|l‘|2+5 |J7|1+%+B T

,7_2

ol

Wl 1
o || |x|1+5+%

[27’W(|x|) + W (Jz))a|7 +

(N-1-2+2+8—-N)r
o]~

%fN—l—ywmﬁﬁwwN—l—aqgw)

[%W(Iﬂ) + W (J)a|7 +

+

7_2
ol

W,
o || |x|1+5+%

(N-1-)(N=3-3) (1—3+0)r

a3 ol

_ (_ W(lz)?  2rW(jz) —l—wr(a:)>q>7(x)’

|| |x|1+5+%
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onde w,: RM\ B, — R é dada por

©?  (N-1-3)(N-3-3) (1-3+0)r

wr(T) = W/(’x|)|$|1+ﬁ + |x’1+67% 4‘x|1757% ‘x|1—%

Note que, como limy o W'(Ja])Jo|"*# =0, 1- B=3> 0,13 >0e1-F+4>0,
obtemos

lim w,(z)=0.
|z|—00

Tome 7 > 0 e 7 < 0. Perceba que ®; é subsolucao de (2.7) no exterior da bola By,

para R> p suficientemente grande, pois

W (|z[)? W(lz[)? | 2rW(|z|) + w(2) W (|z)?
_A(I)T q)r - - 7 (I)T q)T T
,(x) + |I‘|7 ('r> |x|’y |x’1+6+§ (:C) + |I|/7 7( )
2eW (Jz]) + we(2)
g 1+l+ @I(x)
|20
Como im0 Wrz) = 0 € limy o W(z) > 0, para R > 0 suficientemente grande,

27W (|z|) + wr(z) < 0. Como também @, > 0, obtemos

W(l1)Y (x) < 0.

T

AP, (2) +

Analogamente, mostra-se que ®= é supersolucao de no exterior de By, para R>p
suficientemente grande. Considere R = max{f%, R}, obtemos que ®, é subsolucio e ®»
é supersolucao de no exterior da bola Bg. Assim, pelo Teorema 2.4 em [28], ([2.7)
admite uma solugdo radial H em RV\ B, tal que ¢, < H < &=. Perceba que

im su r(z) = ex . =(s) — ¢, (s)ds | =exp | (T — " s~ (A qg

Logo,

H
A
Sl =
A
iy
A
O

[l
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onde ¢ > 0 é a constante que limita o quociente. Mas isto nos da

H
B Sc
exp( 7 65 (5)ds)

1<

Por monotonicidade, temos o decaimento assintético de ([2.8)).
Podemos estender H continuamente para RY \Ep. Vejamos que H: RY \Ep — R
é positiva. Caso contrdrio, existiria 7y € Bg\B, com H(xq) = 0. Assim, por H ser
radial, H é nula em 0B, onde r = () € (p, R]. Dado € > 0, como lim|—, H(x) =0,
existe R. > 0 tal que
H(z) <e, VaeRN\Bpg..

Em particular, H(z) < &, para todo * € 9Bg.. Defina Q. = Bg \B,. Note que
o). = 0B, U JBg_ e que

—AH+ 2B — o em

|
H(z) =0, sobre 0B5,);
H(x) <e, sobre 0Bg._.
Como W‘g—ﬁ‘)z > 0, o Principio do Maximo Forte em [0.10| nos garante que

max H(z) = max H(z) < e.
z€Q. €N

Assim, H(x) < ¢, para todo = € Q.. Sendo ¢ > 0 arbitrario, H = 0 em R\ B,, o que

é um absurdo. Logo, H é positiva em RV\B,,.

2.3 Casos ) Dominio Regular Limitado e () = RY

Nesta secao serao apresentados alguns resultados nos quais provamos, quando {2
é limitado, a unicidade de pontos criticos positivos, tanto para A, quanto para &|.

Quando = R¥ lidamos apenas para A,,.

Observagao 2.1. \y € o primeiro autovalor da formulacdo fraca do problema

—Au+V(x)u = I, em Q;
u =0, sobre Of).

Em outras palavras, Ay é o menor lambda tal que o funcional ¢: H}(Q) — R dado por
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o(u) = %/Q |Vul*dz + % /Q(V(x) — Nuldx

possua ponto critico. A caracterizagao para \y € a sequinte:

Vul?dx + [, V(z)u’dx
Ay = inf Jo IV Jo V(@) .
uweHL(Q) fQ uldx
u#0
Teorema 2.1. Seja Q um dominio regqular limitado do RN, com N > 1. Se V €
L>(Q), entdo para cada w € R fizado existe no mdximo uma solugdo positiva para
(2.1), com u =0 em 092, ou seja, A, tem no mdzximo um ponto critico positivo. Tal

ponto existe se, e somente se, w > Ay. Onde Ay representa o primeiro autovalor do

operador (—A + V(x)I, H}(Q)).

Demonstracao. (Teorema [2.1). Usaremos o Teorema para obtermos o desejado.
J& temos que (H, || - ||) é um espago normado, pois H := H}(f2) com a norma usual em
Q) dominio regular limitado de RY. Também temos que A,: H — R é um funcional

Fréchet diferenciavel (por ser C!); que
A={ue H; u>0e A (u) =0}

é um subconjunto de pontos criticos de A,,. Para cada u,v € A, podemos considerar o

caminho v: [0,1] — H como em (2.6). Dessa forma

7(0) = [TV Aw) =u

(1) = fTH(V ) = v,

ou seja, obtemos o item a) do Teorema [l.1, Para o item b), usaremos o Lema [2.2

Considerando w € H uma solugoes positiva, podemos escrever ([2.3) na forma
— Aw + a(w)w = 0, (2.9)

onde

3
fw P
wy/14+2f2(w)  wy/142f%(w)
o que foi provado no inicio da demonstragao do Teorema[2.3] Note que se w é solugao de

(2.9]), entao w é solucao da equagao em que —Av+a(w)v = 0. Seja K = ||V||p + |w].

a(w) = (V(r) —w) L=(9),
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Entao

Assim, L(w) > 0,

W Pw
wy/14+2f2(w)  wy/1+2f2(w)

c=V(z) —w+K)

e, dado xg € 011,
w(xg) = 0; w(zg) < w(x), para todo x € .

Logo, pelo Lema de Hopf em 5
w

— <
ov
Desse modo, dados u,7 > 0 solugoes de (2.9)), obtemos as hipéteses do Lema e,

assim, concluimos que

0.

<-<q,

SRS

Sl

para algum 6 > 1. Portanto, pelo Lema v ¢é localmente Lipschitziana em ¢ = 0.
Para o item c), veremos que A, ((t)) é soma de aplicagbes convexas com uma aplicagao
estritamente convexa. De fato, ji sabemos pelo Lema [2.1] que |[V7(t)[* é convexa em
[0,1]. Assim,

1
5 [P
2 Ja

é convexa. Além disso,

Py®) = 1 =) f(w) + tf*(v) = (f*(1(1))" = 0,

isto é, f2(y(t)) é convexa. Como a aplicagao ¢ — t* é estritamente convexa (j& que que
F(t) = t* é tal que F"(t) = 2 > 0), obtemos que f*(v(t)) = (f2(y(t))* é estritamente

convexa. Logo,
Aa®) = 5 [ V0P -+ 5 [ (V) =)@+ [ o) a

é estritamente convexa em [0, 1]. Portanto, pelo Teorema obtemos que A tem no
méaximo um elemento. Agora, vejamos que se w < Ay entdo A é vazio (assim teremos

que A nao ser vazio implica que w > Ay). De fato, seja v € A. Entao u = f(v) é
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solucao de ([2.1)). Mas, ser solucao de ([2.1)) significa dizer

/(1 + 2u?)VuVdr + 2/ \VulPupds + / V(z)updx +/
Q Q Q

udpdr = w/ updz,
Q Q

para toda ¢ € H. Assim, para ¢ = u, desde que

N — inf Jo IVulPdz + [, V(z)u?dx
ueH J udx

)

obtemos

/\V/u2dx§/|Vu|2dm—|—/V(x)u2da:
Q Q Q
S/\Vu\zd:v—i-ll/\Vu\2u2dx+/V(:L’)u2dx
Q Q Q

:w/Ude—/u4dx
Q o)
<w/u2dx,

Q

ou seja, \y < w, o que é um absurdo, ja que supomos w < A\y. Logo, A é vazio. Por

fim, vejamos que se w > Ay, entao A é nao vazio. Com efeito,

A, (v) = %/Q|Vv|2dx+%/g(\/(x) —w)fQ(v)deri/ﬂf%)dx
> %/ﬂwvﬁdx—W/QfQ(v)dxnti/Qf‘l(v)dx
= %/Q|Vv|2dx+/ﬂ(bf2(v)+af4(v))dx
> %/Q|Vv]2dx+01|9|,

_ IVllLoo +|w]
2

onde a =1, b= e O} é o valor minimo do polinomio p(t) = at? + bt. Dessa

forma, existe ue}%}f(m A, (v) =: I. Dali, considere (v,) C H(Q) tal que A,(v,) — T
quando n — oo e note que v, é limitada, pois, caso contrario, terifamos uma sub-
sequéncia (v, ) de (v,) satistazendo ||vy,, || — oo, o que implicaria A, — oo, quando
k — oco. Mas isso é um absurdo, ja que A, (v,) — I. Considere R > 0 tal que (v,,) C
B0, R]. Pelo Teorema em [0.5, a menos de subsequéncia, v, — vy em H}(2). Como
H} () cC L3(Q), v, — vy em L*(Q). Logo, a menos de subsequéncia, v, (z) — vo(z)
q.t.p. em Q e, assim, existe h € L*(Q) tal que |v,(z)| < h(z), q.t.p. em €. Portanto,

(V(x) —w)f*(vn) = (V(2) — w)f(vo) q.t.p.
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Além disso,
[(V(2) = w) f2(0a)] < (V2w + i < (V|2 + w)h* € L1(9),

onde usamos o fato que f%(t) < t?. Logo, pelo T. C. D. L. em

/Q(V(x) —w) A (vy)dx — /Q(V(x) —w) f2(vo)d.

De maneira andloga, usando a desigualdade f2(t) +2f4(t) < 4t?, podemos mostrar que

/52f4(vn)dx—>/£2f4(vo)dx

Sendo assim,

— %/{2|Vvo|dx+%/ﬂ(‘/(m) —w)f2(v0)dx+i/ﬂf4(vo)dx

1 1 1
< §/Q|an’d$ + 5 /Q(V(@ —w) f(vn)dz + Z/Qf4("0n)div
= lim AUJ(UW) = Ia

n—oo

uma vez que, pelo Proposi¢ao em [0.1] tem-se
v, — vy em Hy(Q) = [[vo| |z < liminf [[v,]| g o)

Com isso e pelo fato que I é o infimo de A, (v), obtemos que I é negativo e, assim,
vg # 0. De fato, considere € > 0 e ¢ uma autofungao positiva associada ao autovalor
Av. Daf,

2

€ 1 1
Au(epr) = §/Q|V<P1|2d$ + 5/9(‘/(515) —w)f*(epr)dr + / [ epr)da
1
:§/Q (@)[f*(pr) =€ @T)da 2d$——/ fP(epr)dz+~ /f4 1)
2
1
R e T
Q Q €Y1
1 f(epr) e 1
+Z_l/9( 58011 2o} i>§/g01(>\v—cu)d:c<0
onde usamos também o fato que % sl QP que, pela segunda Identidade de Green

em [0.6) podemos concluir
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—Ap1 + V()1 = Avpr = / Vo1 Vodr + / V(z)ppdr = )\V/ gp%d:c
Q Q Q

=>/|V<p1|2dx:)\v/g0§dm—/V(:E)gp%da:.
Q Q Q

Logo, obtemos I = A,(vy) < 0, uma vez que ep; € H(Q), e temos o desejado.
Finalmente, podemos supor que vy > 0, pois A, (vg) = A, (|vg|) e, assim, |vg| é ponto
de minimo também (logo critico), donde poderiamos considerar vy = |vg| > 0. Mas,
sendo vy # 0 e vy > 0, afirmamos que vy > 0. De fato, sabemos que vy é uma solugao

classica de

—Av+ (V(z) —w) f)f'(v) + f2v)f'(v) =0, em Q. (2.10)

Podemos reescrever ([2.10) da seguinte forma:
SAvt (V(@) - w+ 2o = (V@) — w20 — (V(2) — ) (0) f'(0).
Chamando ¢(z) = V(z) — w + 2, temos

Awg + c(z)vg = (V(2) —w + 2)vg — (V () — w) f(vo) f'(v0) — f*(vo) f' (v0)
f*(vo)

>V(z) —w+2)vg— (V(z) —w)vg - 1 — "

2 21}0 — 2’00 = 0,
onde usamos que f/(t) < 1, f(t) < t, f'(t) < L2 e f4(t) < 2t2. Assim, caso exista
zo € Q tal que vo(z¢) = 0 (< v(x), para todo = € Q), pelo Principio do Méximo Forte

em [0.10, v = 0, o que é um absurdo, pois vy # 0. Dai, vy € A e, portanto, A nao é

vazio. []

Teorema 2.2. Seja Q2 um dominio reqular limitado de RN, com N > 1. SeV € L>(Q),

entao existe exatamente um ponto critico de E| .

Demonstracao. Defina
A={ue M;u>0e& m(u)=0}

que é um subconjunto de pontos criticos de Ag|p = E|pm. Aplicaremos o Corolario
para obtermos que A tem no maximo um elemento. Ja temos que H, R sao espagos
de Banach, Aq : H — R visto no Teorema R.1] (com w = 0) e R: H — R, dado por

RMZLFWM—L
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sao Fréchet diferenciaveis. Além disso, 0 é um valor regular de R, pois se v é ponto

critico de R entao

w—2/f v)wdr =0, Yw € H = f(v)f'(v) =0, ¢.t.p. em Q

(v) =0, gtp.em Q= v=0,¢t.p.em Q= R(v)=—-1=v¢ R (0).

Note que M = R7!(0). Para cada u,v € A, vamos considerar o caminho ~: [0, 1] — M
dado em ([2.6]), pois se u,v € M, entdao y(t) € M; uma vez que

0) = [ P =1~ [ (6 (VTP + )P -1
/Q (1= 02 () + 12 (0))dr -1

—(1—t)-1+t-1—1=0,

onde usamos o fato que u,v € M para obtermos a peniltima igualdade. Também

temos
7(0) = TV (w) =uer(1) = (V) =0

que é o item a) do Teorema. Resta-nos mostrar que A nao é vazio. De fato, assim

como foi feito para o conjunto A do Teorema [2.1] obtemos
1
E(v) > 5/ Vo2 dz + Cy|Q|, Yv € Hy(Q),
Q

onde C5 é o valor minimo do polinémio ¢ — —3||V||t? + 3t* e, dessa forma, existe
inf,ep £(v) =: I. Ainda de modo anélogo ao que foi feito para o conjunto A do Teorema
podemos considerar (v,) C M tal que £(v,) — I, teremos (v,) limitada e, logo,
v, — vg em H}(Q); que também serd tal que v, — vg em L?(Q), |v,| < h € L*(Q)
para algum h e

E(vy) < lim E(vy) = 1. (2.11)

Mas note que vy € M. De fato, como v, € M, temos
/ f*(vy)dr =1, ¥n € N,
Q

Fazendo n — oo, pelo T.C.D.L (uma vez que f%(v,) < v? < h? € L'(Q)), segue que

1= nh_}rr;() Qf2(?}n)d:€ = /Q (nll_g)lo fQ(vn)> dx = /QfQ(vo)d:c,

ou seja, vg € M. Logo, por (2.11)), temos E(vg) = I := infyer E(v). Como vy € M,
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temos vy # 0. Dali, seguindo um argumento similar ao feito para o conjunto A do
Teorema podemos concluir que vy > 0 ponto critico de £|. Portanto, vy € A.

]

As solugoes positivas de tém um decaimento no infinito e, desde que v =

f~Y(u), isso também gera um resultado de decaimento para as solugoes positivas do

problema inicial (2.1)). O resultado a seguir trata do decaimento das solugoes positivas

de .

Teorema 2.3. Seja v € H uma solugao positiva da equagao

B 2 _ f() (f()?* N
Av + (2" —w) 20 + 20 =0 emR"™. (2.12)
Entao, .
v(x) ~ |x|w5Ne_% quando |z| — oo, (2.13)

isto €, existem Cy,Cy > 0 tais que

N s ,
e 2 para |x| suficientemente grande.

w—N x| w—

Cilz] 2 e 2 <w(z) < Cylx| 2

Consequentemente, se u € uma solucao positiva de
—Au —uAu? + |zPu+ v =wu em RY,

entao
||

N
e~ 2 quando |x| — oc.

w—

u(x) ~ |z =

Demonstragao. Vejamos, primeiro, que v(x) — 0 quando || — oo. Para isso,
inicialmente somamos um termo adequado em ambos os lados de (2.12)) para obtermos

a igualdade

f(w)

WP
vy/1+2f2(v)

vy/1+2f2(v) vy/1+2f2(v)

—Av+ (|z| + 1)v

=(1+w)v

Definindo

_ ft) n ) e bt) =1 f(t)
t/T+22(t)  /1+2f2(t) t/1T+2f2(t)

temos que v ¢é solucao de

a(t)

—Av +a(v)v = (1 4+ w)b(v)v.
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Agora, levando em consideragao (2.4)) e (2.5]), obtemos

a(t) < (@> IO,

t 12

onde a@: (0,00) — (0,00) é tal que

oY (ro),
Jim aft) = lim [(T) *(T)t

e~ [ (29)" 1 (20 ] 1o

Assim, @ é limitada, isto é, @ € L*(0,+o0c0). Consequentemente, a € L*>(0,+400).

Também temos que

. ) 1 L
R Y TR R

’ [t 1 1
tlir&b(t)ZW'%'H—QWZQZ-O-lzo.

Dai, b é limitada, ou seja, b € L>(0. + 00). Por outro lado, a é limitada inferiormente

longe do zero. De fato, ja sabemos que

1/FON 1 f44) 1 _ _
> 2 LAY B S =
a(t)_2< " ) +2 2 5 a(t) =al(t)
e entao
li ~(t)—1 li _(t)—l li ~(t)—11' a(t)=1
Jim a(0) = 3 m a(t) =5 e Jim at) =5 Jima) =1

Com isso, a: (0,+00) — (0,+00) ¢é limitada inferiormente longe do zero. De fato,
caso contrario, existiria uma sequéncia (¢,), com t, € (0,+00), tal que a(t,) — 0.
Se (t,) nao fosse limitada, existiria ¢,, — 400 e, assim, a(t,,) — 1, mas isso é um
absurdo, pois a(t,) — 0. Se (t,) fosse limitada, para uma subsequéncia (t,,) de (t,)

terfamos t,, — to, com ty > 0. Se ty = 0, entdo a(t,,) — 3, o que é um absurdo,

2
pois a(t,) — 0. Caso ty € (0,+00), como a(t,, ) — 0, entdo a(ty) = 0, o que é um
absurdo, ja que a(t) > 0, para todo t € (0,00). Logo, existe k; > 0 tal que a(t) > k.

Consequentemente, a(t) > 1. Obtemos, portanto,

—Av + kv < kov,
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onde ko é a constante que limita b multiplicada por 1 + w. Com isso, usando um
resultado cldssico de Brezis-Kato (vide [24] paginas 1264 e 1265), temos v € L>®(RY).
Raciocinando como em [I7], obtemos que |Vo| € L®(RY). Isso, juntamente com o
fato de que v € H nos da que v(z) — 0, quando |z| — +00. Se isso nao fosse verdade,
existiriam (z,) e g > 0 tais que |z,| — +00 e |v(z,)| > €o. Mas, pelo Teorema do
Valor Médio em dados x,y € R, existe ty € (0, 1) tal que

(@) —v(y)| = [Voltez + (1 — to)y) (@ — y)| < [|Vol[ - |z —yl. (2.14)
Por outro lado, definindo o conjunto

A= {xEB‘f: lv(x)| > %}»

temos que

2
<§> u(A)§/|vz|dx§/ |v|2dx<oo,
2 A -

isto é, u(A) < oo. No entanto, paran € N suficientemente grande, temos B(x,, Mﬁ) C
A. De fato, se y € RY é tal que ||y — z,,|| < 52—, por (2.14), obtemos

2[IVollpee?
o] = [o@)] < [v(w) = v()] < Vol — vl < 5.
Dai,
0(w)| > ()| = 5 > 20— 5 =5

ou seja, y € A. Tome uma subsequéncia (z,, ) de (z,) satisfazendo

€o &o
Blz,,— |NB|x,,—— | =0, VE#1L
(5” '“ 2uwum> ( l 2uwum) 0, vk #

Isto é possivel, pois |z,| — co. Assim,

€0
B\ s 57—
("“" k 2||Vv||Loo>

o que é uma contradigdo com o fato que u(A) < co. Agora, vejamos que existem C' > 0

u(A) > " p
k=1

e R > 0 tais que

2
||

v(xz) < Ce 4, V|z| > R.

Somando um termo conveniente em ambos os lados da igualdade em (2.12)), obtemos
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2 — (22— o= f() _ ()
— Av + (|27 — w)v = (|27 )( = 2f2(v)) NESTED) (2.15)

Observando o lado direito da igualdade anterior, note que

b (Jz|> —w) v — /) O
(|z[* = w)v V1I+2f2(v) ) 1+2f%(v)
f(v) 1 L fy) f)

v 1+2/2w) [2P—w v /T+2f2(0)

onde usamos (2.4 e o fato que v — 0 quando |z| — co. Logo, dado € > 0, existe R > 0

tal que a expressao do lado direito da igualdade em questao é limitada por (|z]*> —w)ew,
para x € Br(0)¢. Unindo isso a (2.15)), concluimos

—Av+ (|z]* — w)(1 — )v <0, em RY\ Br(0).

Defina p := max{R, w} e W(s) = /(1 — s2w)(1 — ¢). Assim, W satisfaz

lim W(s) =+v1—¢e>0,

S§—00

para 0 < e < 1. Além disso,

e, para [ = 2, obtemos

1-— 1
lim W’(s)s" ™ = lim “ i
s

ek Sl )
5—00 s—oo 4/] — s 2w

Aplicando o Lema m, para 7 = —2, existe uma fungao radial positiva h: RV\B,(0) —
R tal que

h(z) = 0= —Ah(z) + (1 — |z| 2w)(1 — &)|z|*h(z) =0

= —Ah(z) + (|z| 2 —w)(1 —e)h(z) =0,
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para todo x € R¥\ B,(0).
O Lema 2.3 também garante que

L ||
lim h(je])|z] 5 exp / LCR P
|z]—o0 P s 2

||
sv/(1 —s72w)(1 — €)>d8 =1

= lim h(|z])|z|? exp
|z|—o00 p

||
= lim h(|z))|z|* exp ( V(2 —w)(1— g)> ds = 1.
T[—0o0 o

N j
h(x) ~ |z~ 2 exp </ V(s? —w)(1 - €)>ds,

quando |z| — co. Por outro lado,

Dai,

hmtz exp( f\/ 1—5)ds>

‘ t exp( \/7f st)
< Jim
I e e
DO Y o e )

= limet 2 exp(t[at + b))

t—o00

=0,

onde € = exp ([— —p |w|D7 a=1-"Y=<0eb=+1-—c\/|w] Assim, existe
C > 0 tal que
2 ~

h(z) < Ce 7, para |z| > R,
onde R > 0 é suficientemente grande de modo que R > R. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que v(z) < h(z) sobre 0Bg . De fato, 0Bg, é compacta e tanto v
quanto h sao continuas em aBﬁ(O). Logo v e h atingem o valor méximo em 8B§(0) e
sejam

M, := max v(x) e my = xeglég(o)h(a;)'

Assim,
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M,
v(z) < —m, < ah(x),
(@) < m, < ah(a)
onde a = % Trocando, entao, h por ah (que tem as mesmas propriedades), obtemos
h

o desejado. Agora, como —Av < 0 e Ah < 0, usando o Principio do Maximo Forte em

0.10, podemos concluir que v(z) < h(z) em 0B ,),0 que nos fornece

||

v(z) < h(z) < Ce 2, V|z| > R.

Por fim, para v suficientemente pequeno, temos por (2.4) que

| ) |
tig L g W
lim L= (V)
N v—0 U3
— 11— (f/(v))2 — f)f"(v)
=0 32
— lim —2f’(y)f//<v) — f/(U)f”<U) — f(”)f’”(v)
e 6v
iy 3 @) = () " (0)
v—0 6v
= lim (f’(U))Qf(U) i f(U) . f///(v)
=0 (14 2f2(0))T v0 v 6
0
6 )

onde usamos também o fato que

f(v) = —3((1+2/%(v))) "2 - 4f (v).f' (v)
B 14 2f2(v)
2

(1+2/2(v))?

Além disso,

TR i G L I T (f(”>>3. L
w04 /T+2f2(0) v> 20\ v V1+2f2(v)

Logo, ajustando a constante caso necessario, temos

‘1——f(v) <c
vy/1+2f2(v)|

P
vy/142f%(v) N
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Como consequéncia desses fatos, obtemos

|z

—Av+(|x|2—w—6’6_7l)v <0, emRY (2.16)

|

—Av+(|m|2—w+06_l7)v >0, em RY. (2.17)

2

Agora, defina Wi(s) := \/1 — s 2w+ Cs2e 2. Dal

2

lim Wi (s) = lim \/1 — s 2wt Cs2e 2

S— 00 S—00
C
= lim \/1—%j: 1
S—00 S 826%
e
52
lim W(s)s® = lim ((1 — s%w & Cs 2 7)2)'s?
8§—00 §—00
1 | 52 28
= lim 2s 3w F20s3e™T F(Os72 6_75 52
S§—00 2
2\/1 —s2w+Cs2e 7 L
B 2
1 52 Cs e T
= lim 25 (wF Ce 1) F i 26 - ]s2
S§—00 2
2\/1 —s2wECs2e 7 L
r 2
1 52 Cse™ T
= lim 25 H(wF Ce ) F SZ 4] =0,
5—00 $2
2\/1 —s2wECs2e 7 L

ou seja, as hipéteses do Lema sao satisfeitas. Assim, para f=1,vy=—-2e p > E,

usamos o Lema [2.3| para obtermos a existéncia de fungoes positivas h, e h_ tais que

WZ(lz])

— Ah
=+ T

he = —Ahy + (2 —w+Ce e =0, Vz|>5  (2.18)

e que

L N
lim hi(|x|)|azr|NT_Z exp / Wijs)ds
|z]—o0 P S2

||
= 1|im hi(|a:|)|x|% exp (/ \/32 —wxk C’e_sjds> = 1.
xT|—00 P

Isto significa que
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N ‘(Dl s2
hy(z) ~ ||~ 2 exp (/ \/sz—wi06_4d3>, (2.19)
p

quando |z| — oo. Por argumentos andlogos aos utilizados anteriormente, existem
ay, a_ > 0 constantes tais que ayhy < v em 0B5;(0). Por (2.16), (2.17) e (2.18]),
usando o Principio do Méximo Forte em [0.10} concluimos a4 hy(z) < v(z) < a_h_(z),
para todo || > p. Logo,

_ N || 2
a,Ch|z|”2 exp (—/ \/52 —w+Ce_4ds>
o

<aihy

<wv

<a_h_

- || 2
ga,Cg\xl’% exp (—/ \/SQ—w—Ceids)
P

onde 51, 6'2 > () s@o as constantes vindas do que ja foi obtido (veja no enunciado do
Teorema o que significa a relagao ja obtida em [2.19)). Por outro lado,

~ ||
ayhy > a+C’1|x|_% exp | — / \/32 —w+ C’e_fds)
~ || ||
> a+C’1|x|_% exp | — / Vs — wds — / \/ Ce™T ds)
- || ||
= a+C’1|x|_% exp | — Vs?— wds) exp ( / \VCe 1 )

p

||

= a+61|x|_% exp ( — V2 — wds)

P
=N 1 w
= aChfz[2 exp (- Stz —w+ S (V|22 —w +fal) - C(ﬁ))
_ 1 2
= a+C’1€’C(m\xl’% exp ( — §|x\\/ |z|? — w) (exp <ln(\/ |z]2 — w + \x!)))
2
> aléle’c(m\x]’% exp < il ) V0P —w+|z))?
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com m a ser especificado mais adiante. Além disso,

- ||
a_h_ < a_02|x|_% exp | — / \/82 —w— C’e_sfds>
p

~ || :
<a-Cole| Fexp | - mﬂ/oe—fds)

p
_ || . 1
= a_02|x|_% exp / \V C’e_jds) :
p

exp (f,f' m)

1

= a,éﬂxrg

o Tyt o /FF G
exp <%|x|\/ |z]? — w) eC ()

< a,UQe’C(m\xF%Q%]xVEN -
(w—M)
exp 5
M
= a762670(ﬁ)|x|7%2%|x‘w5]\7 6‘1‘2
e 2
w—N \x\z

:a_@eM—C(m|x|—%2%|x| T e 2,

onde, nestas estimativas, usamos as desigualdades

exp <%|ﬂ?|\/ 2]? —w = §In(/|2[* — w + [x]) + C(ﬁ))

s2 s2 52 2
\/SQ—w—C’eT >Vs2—w—\Ce 7T e \/52—w+C’eT <Vvs?—w+\Ce 1,

a integral

|z
/ \/32—wds:%(|x|\/|x|2—w—wln( |22 —w + |z|) + C(p)),

as estimativas

w / w
|93|22|x|2—w:>|x\2\/|x|2—w2|x] 1—W2|z| 1—p§::m|x|

e, finalmente, que
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2 _
= (o] — v/l — ) - [TV 2
el + VP~
el(ef? = fel V= + el TP = = Jaf? + )

|z + /]2 —w

_ ||w
|ac|<1+ 1—#)

< d =: M,
1+,/1-%

ou seja,

2l > el VRE —w 2 mle| e |2 2 a|v/alP — @ > |2 - M.

t

Além disso, também usamos a integrabilidade de e~ . Portanto,

_ 2
v(E) ~ |27 e

>, quando |z| = co.
Por fim, sendo u solucao de

—Au — uAu® + |zPu + v = wu, em RY,
temos que f~!(u) é solugao de . Pelo que ja vimos,

w—

Fule)) ~ J2] 2 e 7,

isto é,

Isto implica que

||

Ne’T).

|| w—

T ) Sula) < f(Cola|

w—

f(Crlz] =

Desde que,
w-N _ |z|?

Cilz|] 2 e 2 — 0, quando |z| — oo,

: w= lz|?
consideremos |z| grande tal que 0 < C’1|$|TN6_T < 1. Como
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@i%f(lpo @ =31,
existe k > 0 tal que
@ >k, Vte (0,1]

Portanto,

w-N _|z|?
e

de onde concluimos que u(z) ~ |x| 2 e 2, para |z| — oc.

Teorema 2.4. Sejam Q = RN, com N > 1, e V(x) = |z|>. Entdo, para cada w € R
fizado, existe no mdximo uma solugdo positiva de (2.1)), ou seja, existe no mdzimo
um ponto critico positivo de A,. Além disso, existe um ponto critico positivo de A,

se, e somente se, w > A\y. Aqui, Ay representa o primeiro autovalor do operador

(A +V(x)I, H).

Demonstragao. Considere o conjunto de pontos criticos positivos do funcional A,
isto é,

A,={veH;v>0e A, (v) =0}

Vejamos, primeiro, que A, é vazio ou unitario. De fato, suponha que existem u,v € A,
com u # v. J4& sabemos que v, dada em (2.6)), é tal que v(0) = u e (1) = v, ou seja,
temos o item a) do Teorema . Pelo Teorema como u e v sao solugoes positivas
de , existem C,Cy > 0 tais que

o, <) Cy, Vz € RV,
u(z)

Assim, o Lema nos garante a condi¢ao b) do Teorema isto é, v é localmente
Lipschitziana em ¢ = 0. Para o item c¢) do Teorema , temos pelo Lema que

|V~(t)|* é convexa em [0,1] e, desse modo,

1
5 [ I9apds
2 RN

é convexa. Além disso, f2(y(t)) = (1 —¢)f*(u) + tf?(v) implica (f2(y(t)))” =0, o que
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nos da f2(y(t)) convexa e, portanto,

/Q (V(z) — w) f(v)da

é também convexa. Como a funcdo t — t? é estritamente convexa e fi(y(t)) =
(f*(7(1)))?, segue que
FHv(®))dz

RN
também o é. Com isto, a fungao t — A, (y(t)) é estritamente convexa e obtemos o
item ¢) juntamente com a condigao inicial de iii) no Teorema [.1} Portanto, A, tem
no maximo um elemento, o que é um absurdo pois supomos que existem elementos
distintos u,v € A,, como queriamos mostrar inicialmente. Agora, vejamos que se
w < Ay, entao A, é vazio, isto é, se A, tem um elemento entao w > Ay. Realmente,

se existisse u € A, entdo v = f(u) seria solugao de (2.1)), ou seja, satisfaria

/ (1+2@2)V2}Vgodx+2/ |Vv|2vg0dx+/ V(I)vcpdx—l—/
RN RN RN

RN

viodr = w/ vd,
RN
para toda o € HY(RY). Assim, para ¢ = v e desde que

Vol? 4+ x|?v?
/\V = 1nf fRN | | jJZRN | | y
veEH f]RN v

obtemos

)\V/ UQdasg/ |VU|2d£L‘—|-/ V(z)vidx
RN RN RN
S/ ]Vv\zdx—i-él/ ]VU\Q'UQd:E—i-/ V(z)vidx
RN RN RN

=w vidr — vide < w v?
RN RN RN

e, novamente, isso mostra que Ay < w. O que contraria a nossa hipdtese w < Ay.
Assim, obtemos que A, é vazio. Finalmente, mostremos que se w > Ay entao A, é nao

vazio. De fato, primeiro perceba que

As(v) = / Vol + / E(W — W) 0) + }lf4<v>] dz

RN

1 1
> B /RN \Vo|?dx + §/|m|<\/|:(|x|2 — ) 2 (v)da
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1 2—(,0 2’UI 1 4LULU
w5 ) et = b rE g [

%/]RN Vol*da + % /x|<\/m(|$|2 — w]) f?(v)dz + 411 /]RN fH(z)dx

1
> 5 [ IVePds + CalBO. V| = ClBO. VD)
RN

v

onde a = i, b= —‘%‘ e Cy é o valor de minimo do polindmio ¢ — at* + bt2. Dali, existe
m := infyey A, (v). Mas, a presenca do termo [,y |z[*|v|*dz na defini¢do da norma
nao nos permite concluir que uma sequéncia cuja imagem por A,, converge para m seja

limitada. De fato, como Q2 = R”, tem-se

ol = / Vot + / 22lofde
RN RN

e supondo uma sequéncia (v,) com A, (v,) — m nao garantimos que (v,) é limi-
tada usando o mesmo argumento do caso 2 limitado, pois se (v,,) possui subsequéncia
(Un,,) com |v, ||z — 400, entdo nao necessariamente [y |Voy, |*dz — 400 (devido
a expressao da norma de H). Assim ndo terfamos uma contradi¢do com o fato de
A, (vn,) — m. Isso nos mostra que nao podemos seguir de forma andloga ao caso
em que ) é limitado. Logo, para concluir que existe vy € A, tal que m = A, (vp)
precisamos seguir por outro caminho. Para tanto, considere ¢ > 0 e ¢; a autofungao

positiva do autovalor A\y. Assim, ep; € H é tal que

2

Adeen) =5 [ 1Vl [ (af —w)(feoPdes g [ fepds
RN RN RN

2 4
Ay e2 g2 1
— 2= [ =5 [ Pt [ (P -0 fPlepds
]RN ]RN RN
1
T Nf4(5901)d$
R
1 Ay e2 w
_! / 2P (Plee) — 22)de+ Y [ Pae— 2 [ Plep)da
2 RN 2 ]RN 2 ]RN
1
+Z . f2(5901)d$.

Logo

Awwl):ﬁ{%/w |x|2so%[(f§”1”> .
)
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~ 1
uma vez que a expressao entre chaves converge para ; fRN ©1(Ay — w)dr < 0 quando

e — 0. Assim, multiplicada por €2 > 0 ainda é negativa, onde estamos considerando

Mtio>1e

¢ > 0 suficientemente pequeno. Também usamos que w > Ay, =

— Ay + |22 = Av

I

g/ ngVgodx—i-/ |z|?p2pdr = )\V/ pidx, Yo € H&(]RN)
RN RN RN

= |Vg01|2d:r:)\v/ gpfdx—/ |.CE|2(,0%d:B,
RN RN RN

onde (I) ¢ devido a Identidade de Green em [0.6l Portanto m < 0. Assim, sendo
A, (v,) = m, temos A, (v,) < 0, para n € N suficientemente grande. Dai, v, # 0.
Podemos supor que v, > 0, ja que A, (Jv,|) = Au(vn). Sendo assim, consideramos a

simetriza¢do de Schwarz de cada v,, denotada por v}, donde sabemos que A, (v}) <
A, (v,). Como

Ao () = %/RN Ve + /RN(|:C|2 — ) Pode+ = [ Pon)de < 0,

4 RN
obtemos
1 1 1
! / Voa2de + / (e — )2 (v)da — / (@ — [22) f2(vn)de
2 JrN 2 Jizpsw 2 Jizpcw
1
w [ st [P Pede< [ - )P
RN |z)2<w |z|2<w

1 1 1
= —/ \an]2dx+—/ \\:L']Q—w\fQ(vn)d:c+—/ |2]* — w|f?(vn)do
2 RN 2 |z]2>w 2 |z|? <w
1
b [ s < [ el s
4 Jrn ]2 <w

1 1 1
= - |V, |[*dx + —/ 2> — w|f2(vn)dz + —/ f(vn)da
2 RN 2 RN 4 RN

2 = w—x2mx
<[ mbhre= [ o b

Logo

1 1 1
5 [ Vel s [ leP el g [ feds
2 RN 2 RN 4 RN

1 1
< / Yw — [2)? + = fA(v,) |dx < 2/ widz + —/ fH(vn)dz
]2 < 4 BO,y/e]) 8 Jjez>w

1 1
= 2%2(B(0, /)| + » / Pode < [ fen)de + Cow),
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onde Cy = 2w?|B(0, v/|w|)| > 0. Logo,

1/ |wn|2d:c+1/ 2P = wlf(o)de + = [ fode < Cow).  (2.20)
2 RN 2 RN 8 RN

Assim,

[ Pl /| 5 P () + - /| AL

1
< / 1. f2(v,)dx + —/ (|z]? — w) f2(vn)dz
|| <2w W J|z]2>2w
1 / 1 / , C
< - de + - fHop)de + —
2 |z|? <2w 2 |z|? <2w W

1 Co
—|B(0 4Cy + —
1B, VIl)| +4Cp + =

N

=: C1(w),

onde '} > 0, ou seja,
P (vn)dz < Cy(w).

RN
Com isso, pelo que ja vimos em ([2.20f), temos

w+1

—— | fon)da <
2 RN

w+1
2

1 -
Ci(w) e —/ (|z|? — w)dx < Oy
2 RN

= %/RN (o) (|z|* + 1)dz = %/RN o) (2] —w+w+ 1)de
w+1

< Cy+ 5 C1(w)
= OQ(W)a
isto é, .
3 [ (a4 D ()de < Cuf).
RN
Consequentemente
1 2 1 2 2 1 4
2 RN 2 RN 8 RN

Pelo Lema Radial (Lemma A.Il. em [9]) como v, € H*(RY) ¢ radial, podemos supor
v, € C(RM\{0}). Assim, cada M, := v,(1) estd bem definido. Da equacao (2.21]),

segue que
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C@) 22 [ Podr= [ peede =t [ P

8 JgrN 8 Jiz<1 8 Jjz)<1

M)
-8 /|x<1 o

_ (M)u(By)
)

Dali,

803(&)) i A
me§<M&J =: Cy(w).

Assim, pelo fato que f : [0,00) — [0, 00) é uma bije¢ao crescente, concluimos
M, < fYCy(w)) = Cu(w).

Dai, definindo ¢ : (0, Cy(w)] — R dada por g(t) = ﬁ, como @ 28 1, obtemos

limg(t) =1e tjlcrﬁw)g(t) = g(Cy(w)).

Logo, g ¢é limitada. Portanto, existe C5(w) tal que ¢t < C5(w)f(t), para todo t €

[0, Cy(w)]. Assim, por (2.5)) e (2.21)), obtemos

/ ]ac|zvidx:/ \x!%idm%—/ |z|*v2dx
RN o<1 |z|>1
2
Uid&l—i—/ |z|? o 2 (vn)dz
/|:c|<1 > 1 f(vn)

vidz 4+ CF (w) / |z|? £2 (v, )da
1 |z[>1

IN

IN
—

z|<

IA
—

)1+ 2f2(0,))de + C2(w) / (22 (v,)de

|z|>1

z|<1

Il
T

(Pon) +2f (0))da + C3(w) [ o o

lz|>1

z|<1

(f2(vn) + 2f*(vn))dx + C2(w) /RN |22 £2(vn)dw < Cg(w).

A
S—

N

Logo, (v,) é limitada em H. Com isso, v, — v em H e, pela Observacao Up —> U

em L?(RY). Queremos mostrar que A, (v) = m. Para isso, note que

n—o0

/RN(|:E|2 —w) fA(v)dr < lim inf/lRN(|x|2 —w) f2(vy)da. (2.22)
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De fato, j& sabemos que |z|? f2(v,) > 0 e que |z[>f2(v) — |22 f?(v,) q.t.p. Além disso,

sup/ |x|2f2(vn)dx < sup/ |x|21)72de < sup an||il < 00,
RN n  JRN n

n

pois f(t) <t e (v,) é limitada em H. Além disso, |z|?f*(v,) € L*(RY). Logo, pelo
Lema de Fatou em [0.2]

/ 222 (v)dz < lim inf/ 2f2 (0, )de (2.23)
RN n—00

RN

Como v, — v em L*(RY), existe h € L2(RY) tal que |v,| < h. Dali,
(vn) <02 < h? € LYRY).

Assim, como f%(v,) — f?(v) q.t.p., pelo T.C.D.L., concluimos

f*(v)dz = lim 2 (vn)dz. (2.24)

n—oo RN

Dee,segue que
2 2 dr — 2 r2 dr — 2 d
[ M —arpwie = [ P pede—w [ P

< lim inf/ |z|? £?(v,)dxr — w lim sup (vp)dx
RN n—o0 RN
= lim inf |z f2(vn)dx + lim inf(—w) (v dx
n—oo N n—oo RN

= lim inf/ (|z|* — w) f2(vn)de,
n—oo RN
donde concluimos ([2.22). Além disso,

f*(v)dr < lim inf v, dw. (2.25)

n—oo RN

J& temos que f*(v,) >0 e que f4(v,) = f4(v). Também veja que
sup fH(vp)dr < QSup/ v2dr = 2sup ||'Un||%2(RN) < 00,
n RN n RN n
visto que 2f4(t) < f2(t) + 2f4(t) < 4t e que v, — v em L*(RY) implica (v,) limitada

em L*(RY). Isso também nos dd que f%(v,) € L*(RY). Desse modo, pelo Lema de
Fatou em concluimos ([2.25)). Por fim, mostremos que
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/ |Vo|?dr < lim inf/ |V, |*dz. (2.26)
RN n—0o0 RN

Se mostrarmos que v, — v em (H, || - ||v), onde

lolfe = [ Vo,
RN

concluiremos ||v||y < lim, o inf ||v,|]v, que é o que diz (2.26]). Sabemos que v, — v

em (H,|| - ||g) que ocorre, se e s6 se,
p(vn) = p(v), Vo € H'. (2.27)

Dai, existe C' > 0 tal que
lp(w)] < Cllw|[m,Yw € H.

Assim, dado ¢ : (H, || - ||v) — R linear e continuo, concluimos
[ (w)] < Cllwlly < Cllwlly, Ywe H.

Logo, ¢ : (H,|| - ||#) — R é um funcional linear continuo. Por (2.27), ¢ (v,) — ¥ (v), o
que implica que v, — v em (H,||-||v). Portanto, usando ([2.22)), (2.25)) e (2.26) temos

1

Au(v) = %/RN |Vv|2dx+%/RN(|x|2 —)Pe)de+ 7 [ s

1 1
< ini_{goinf/w |V, |*dx + §nh—>H<31<> /RN(]%\2 —w) f*(v,)dx

1
+ - lim inf 4 (v,)dx
4 RN

n—oo

= lim inf A, (v,)

n—oo

= oy At} = m,

como desejado. Uma vez que v € H é solugao fraca da equagao
= Av+ (J2* = w) f(0) f'(v) + f2(0) f'(v) = 0 em RY, (2.28)

por [26], segue que v € C2¥(RN) e, assim, é solucio cldssica de ([2.28)). Por outro lado,

loc

podemos reescrever (2.28)) na seguinte forma:

—Avta*of (v)+0 f'(v) = |zPof (v) =2 £ (0) ' (0)+0 ()= () f (0)+w f () £ (v),
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2. Um Problema de Autovalor Nao-linear da Fisica Matemética

ou ainda,

—Av + (|2 f'(v) + v (v))o = [2[*(v = f(0)) f'(v)
+wf)f' () + (0° = £ (0) f (V).

Chamando c(x) = |z|? f'(v) + v2f’(v) > 0, temos

— Qv+ c(z)o = [2[*(v = f(0)) ' (v) + wfO)f(v) + (00 = ) f'(v).  (2:29)

Por fim, j& sabemos que v(z) > 0, para todo € RY. Caso exista xg € R tal que
v(xg) = 0, consideramos uma bola arbitraria B, (z¢) centrada em 5. Como v > f(v) >
0, f'(v) >0, [z]* > 0ew > 0, por (2.29)), temos —Av + ¢(z) > 0 em B,(xp). Pelo
Principio do Méximo Forte em v =0 em B,(xp). Sendo r > 0 arbitréario, segue
que v = 0 em RY, o que é um absurdo, pois A, (v) < 0. Portanto, v > 0 e, portanto,

v € A,. Isto finaliza a prova. [ ]
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Apeéendice A
Resultados Complementares

Afirmacgao A.1. Solugdes classicas de (1.6) sao pontos criticos do funcional 1.

De fato, se u € C*(B) € solugdo cldssica de (1.6]), entdo

—Au = |z]|*u|"*u = —/ Au - vdr = / |2|*|u|" 2uvdz, Vv € CS°(B)
B B

:>/Vqudx:/ |z |u| *uvde, Vv € C3°(B),
B B

onde usamos a Identidade de Green (Teorema . Além disso, u e Vu sao continuas

em B compacto, jd que u € C?(B). Dai, u e Vu sdo limitadas em L>®(B) e, assim,

/|u|2 dekQ/dx:k,u(B)<oo
B B

/ IVul? do < 12:2/ dz = k*u(B) < oo,
B B

onde k e k sdo as constantes que limitam u e Vu, respectivamente. Ou seja, como
Tu = ul|pp = 0 por u ser continua, obtemos u € Hi(B). Logo, u € solugdo fraca. Por
outro lado, w € ponto critico do funcional I, se, e somente se

. T(u+tv) —I(u
I(u)-v =0, vueHan¢mn( ) ():Q Vv € H)(B)

t—0

. [ /lV (u+tv)] /|:v| |u+tv|q
< lim
t—0
1 2 1 a q
5/@dx+—/wdx] =0, Yv € Hy(B)

\V u+tv)|* — |Vu|2

& hm
t—0 2 t
told —
lim s |“(W+7” |m>dx:@ Yo € HY(B).
t—=0 ¢ t
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Como |V (u+ tv)|* = |Vul|? 4+ 2tVuVv + t2|Vu|?, obtemos

lim

t—0

2 2
|V (u+ tvi\ [Vul* ST U,

Por outro lado, definimos f(t) = |u + tv|?. Daf,

- utto]? = |ul?
lim
t—0 t

= f'(0) = qlul"*u,

pois f'(t) = qlu+tv]r!- ﬁﬁz' ‘v, para todo t que satisfaz u+tv # 0. Além disso, pelo

Teorema do Valor Médio em[0.]) existe s = s(t) entre O e t tal que

lu + tv|? — |u|?
t

< f'(s) =qlu+ sv|q_2(u + sv) < qlu+ sv\q_l\v|.

Fizado x € B, defina g,: [—1,1] — R por g.(t) = |u + s(t)v|(z), que é continua
q.t.p. © € B. Logo, existe to(x) € [—1,1] ponto de mdzimo de g,. Denotando w(x) =
u(x) + s(to(x))v(z), temos que

isto €, w € LY(B). Assim,

|u+ tv]? — |u
t

| -

Logo, pela Desigualdade de Holder em[0.5,

qg—1

g—1 1
[ totol < ( / |w|<“>q"1) q ( / |v|q)" <o,
B B B

Dai, |w|*~|v| € L*(B). Portanto, pelo T. C. D. L. em[0.1], obtemos

\:c] \u+tv|q — |ul?) o ]u+t’u\ — |u]‘1
hm | |“1
t—0 q t%O

= —/ |lz|*q|u|? *uv dx.
q9JB

Desse modo,
/ 1 1 1 a -2 1
I'(uyv=0, YveHyB)< 5 2VuVu dx — — | |z|%u|?*uv dz, Vv € H,(B)
B 4.J)B

& / VuVu dz :/ |2|*|u|?*uv dx, Yv € Hy(B),
B B
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isto é, u € HY(B) € solugdo fraca. Portanto, solugées cldssicas de (1.6) sdo pontos

criticos do funcional I, dado anteriormente.
As seis afirmagoes a seguir foram usadas ao longo da demosntracao do Teorema [2.1}

Afirmagao A.2. Seu € LP(Q), entao F(x,u) € LP(12).
De fato,
(V@) —w)f(u) [ (w)] < (Ve + |w]ul € L7(Q)

L) 20 e o9,

ul = ul

onde usamos o fato de que f'(t) < @ e 2f4(t) < 4t2, para todo t > 0. Isso conclui a

[ (u) f (u)] <

afirmacao.

Afirmacgao A.3. Como u € L*(Q), entdo u € C*7(Q).

De fato, pela Afirmacdo[A.d, F(z,u) € L*(Q). Dai, por regularidade (veja )
u € W?%(Q). Note ainda que, por imersao de Sobolev (veja , temos

i) se <0, entao u € C*(Q), para algum v € (0,1);

Nl
2

N =

i) se

— % =0, entdo u € LP(QQ), para todo p > 1. Assim, pela Afirmagao
F(z,u) € LP(Q). Por regularidade (veja novamente, obtemos u € W*P(Q).

Tomando p suficientemente grande temos % — 2 <0, o que implica que u €

N
Co(Q);

i) se 3 — % > 0, entao u € LT(Q), onde qil = 5 — %. Pela Afirmagao
F(z,u) € L™(Q). Dat, por reqularidade (veja ,u € W2 (Q). Se qil—% <0,

pelos casos anteriores, obteremos u € C*7(Q). Mas, se qil — % > 0, definimos

Caso q% — % < 0, estaremos nas hipoteses do casos anteriores e portanto u €

C%(Q). Do contrdrio, sequimos o argumento anterior obtendo qs,q, ...; onde

podemos definir q, a partir do q,_1 se

1 2
——=>0.
g N

Note que nao podemos definir q, para todo n € N, pois caso contrario

1 2
———=>0, V N.
o N , n e
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Logo, como qin = qn1_1 — % =..= % — n%, temos
1 2
5 — TIN > 0, Vn € N,

o que € um absurdo. Assim, existe qi, com k o maior possivel. Entao, i—% <0.

Dait, u € C%7(Q). Ficando, assim, demonstrada a afirmagao.
Agora, desde que u € C%7(Q) e V € C%*(Q), vejamos outras afirmagoes.

Afirmagao A.4. f(u) € C*™(Q).
De fato, dados x,y € ), pelo Teorema do Valor Médio em eziste &, entre u(x)
u(y) tal que

[f (u(e)) = flu)] = [/(©)(u@) —uy))| < 1-clz =y,

pois f'(t) <1 eu € C*(Q). Ficando assim, demonstrada a afirmagado.

Afirmagao A.5. f'(u) € C%(Q).
De fato, da mesma forma como na Afirmacao[A.4) basta mostrarmos que |f"(t)] <
¢, para todo t € R, e usar o Teorema do Valor Médio em [0.4 para garantir o desejado.

Sendo assim, desde que

/ o 1 2 %
P = gz = 1+ 27°0)

obtemos
F(8) = —5 (14 2£2(0) 3450 () = ~2£ (1) £ (1)

Logo, como f2(t) < V2|t| e f'(t) < (T, para todo t # 0, concluimos que

0 oy V2, s

70 =27 WP <201 Y58

de onde seque a prova da afirmacao.
Afirmacio A.6. Se g€ C% e h € C%, entio f + g, f-g e COmn{aB}

De fato, dados x,y € 2, temos

(g +h)(x) = (g +h)(W)| = lg(z) — g(y) + h(z) — h(y)| < |g(x) — g(y)| + |h(x) — h(y)|
<alr—y* + elr -y’ < c(|lz—y[*le—yl?)
= clo — y|™mOP (g — ylommiteld g gy fominaty

S C|:c o ylmin{a,,ﬁ}’
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onde ¢ = max{cy, ca} e C € obtida pelo fato que Q € limitado e podemos trocar a norma

do lado direito da igualdade acima por uma constante. Além disso,

lg(x)h(z) — g(y)h(y)| = g(x)h(x) — g(x)h(y) + g(z)h(y) — g(y)h(y)]
< |g(z)|[h(z) — h(y)| + [h(z)|lg(z) — 9(y)]
<c -alr— y"B + caColr — y|*
<l =yl + | —yl*)
= clo — y["MOP (| — y|PTmIHE) 4 | — o minted))

S C‘QZ’ . y‘min{a,ﬁ},

sendo C' obtida como anteriormente. Assim, fica demonstrada a afirmacao.

Afirmagao A.7. u € C**(Q), onde A = min{«,}.

De fato, jd sabemos da Aﬁrmagdo Aﬁrmagdo e Aﬁrmagdo que F'(x,u)
C%* com A = min{a,v}. Assim, por reqularidade de Schauder (veja , u €

m

C*XQ), como queriamos.

Observagao A.1. O espago H estd compactamente contido em L?(RN). De fato, dada

u € H, temos

/ u2d:v:/ u2dx+/ 1-u%dx
RN B B

c
1

S/ 1-u2dx+/ V(z)udw
By ¢

1 2
2

< (/Bl 1(25)/611;)(22*)/ : (/31 yu|2*dx>2

+ / v (z)u*dx

1

< exlullz,

onde cy = max{c-c, 1} e usamos a Desigualdade de Holder em[0.3 € o fato que ||u

gx <
|Vl p2. Assim, H estd continuamente contido em L*(RY). Por fim, considere (v,) C
H sequéncia limitada. Desde que H € reflexivo, o Teorema em nos da que, a
menos de subsequéncia, u, — u € H, que podemos supor u = 0 (caso contrdrio,

considerariamos u, —u — 0 e sequiriamos analogamente). Agora, note que H estd
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continuamente imerso em HY(RY), pois, dada u € H, temos

fulfrny = [ IVuldo+ [ e < -+ exlulfy = (o + Dl

Assim, em particular, u, — 0 em H'(Bg(0)) (de fato, temos tal convergéncia em todo
RY ), onde R > 0 serd especificado. Desde que H*(Bg(0)) estd compactamente imerso
em L*(Br(0)), dado € > 0, existe ny € R tal que

/ uldr < =
Br(0) 2

Além disso, como (u,) € limitada em H, usamos a definicao da norma em H para

obter a constante ¢ > 0 tal que

V(z)uidr < c.
RN

Logo, para R suficientemente grande de modo que #c < 5, seque que

1
/ uidx:/ uidx—l—/ u?dx g/ uidx—l——Z/ |z *udx
RN BR(0) Br(0)° B (0) R Jgw

1
S/ uldr + —c
Br(0) Rz
<€—|—€—E
2 2 7

ou seja, u, — 0 em L2(RY). Portanto, concluimos que H estd compactamente imerso
em L*(RY).
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