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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns resultados que garantem a unicidade de pon-

tos cŕıticos para um funcional Fréchet diferenciável definido num espaço normado e

fazemos uma aplicação a um problema eĺıptico quaselinear que surge na F́ısica. As

principais ferramentas usadas na aplicação são métodos variacionais, a saber, argu-

mentos de minimização, teoria de regularidade e Prinćıpio de Máximo. Salientamos

que os resultados abstratos que apresentamos podem ser aplicados em número maior

de problemas advindos da F́ısica Matemática.

Palavras-chave: Pontos cŕıticos, Equações Diferenciais Parciais, Existência, Unici-

dade.



Abstract

In this work, we study some results that guarantee uniqueness of critical points for

a differential Fréchet functional defined in a normed space and we do an application

to a elliptic quasilinear problem that appears in physics. The main tools used in

the application are variational methods, namely, minimization arguments, regularity

theory and Maximum Principle. We accentuate that the abstract results we present

can be applied to a greater number of problems arising from Mathematical Physics.

Keywords: Critical points, Partial Differential Equations, Existence, Uniqueness.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• X ′ denota o dual topológico de um espaço de Banach X;

• K, C, c0, c1, c2, . . . denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;

• � denota o final de uma demonstração;

• | · | denota a norma euclidiana do RN ;

• T.C.D.L. denotará o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue;

• L.I. denota Linearmente Independente;

• Br denota a bola aberta de raio r, centrada na origem;

• ∂Ω denota a fronteira de Ω;

• Ω denota o fecho de Ω.

ix



Introdução

Neste trabalho, com base no artigo [10], de autoria de Denis Bonheure, Juraj Földes,

Ederson Moreira dos Santos, Alberto Saldaña e Hugo Tavares, estudamos questões

relacionadas a unicidade de pontos cŕıticos e uma aplicação numa Equação Diferencial

Parcial.

Geralmente são utilizados argumentos diretos ou Método Minimax para se obter a

existência de pontos cŕıticos de um funcional. Mas a unicidade desses pontos é uma

questão mais delicada, que depende tanto de propriedades locais quanto globais do

funcional, bem como de onde o mesmo está definido. O teorema abaixo trata-se de

um bom resultado utilizado para se obter a unicidade de pontos cŕıticos no cálculo

variacional.

Teorema 1.1 Sejam X um espaço normado e U ⊆ X convexo e aberto. Se I : U ⊆
X → R é Fréchet diferenciável e estritamente convexo, então I possui no máximo um

ponto cŕıtico. Além disso, se I possui um ponto cŕıtico então esse ponto cŕıtico é de

mı́nimo global.

Para mais detalhes acerca desse resultado, veja [4, Teorema 1.5.9] e também que, como

I é estritamente convexo, temos I(x) > I(y)+I ′(y)(x−y); donde segue o teorema, para

todo x, y ∈ U distintos. No entanto, geralmente, os problemas envolvem domı́nios não

convexos e, mesmo quando eles o são, o funcional não será necessariamente estritamente

convexo, já que esta é uma hipótese um tanto quanto forte.

Nosso trabalho está dividido em três caṕıtulos e um apêndice.

No Caṕıtulo 0, veremos definições essenciais para a compreensão dos conteúdos

vistos ao longo do trabalho e também resultados cujas demonstrações foram omitidas

mas estão todas indicadas.

No Caṕıtulo 1, apresentaremos a demonstração do resultado principal, que está

formulado em uma estrutura abstrata geral para permitir que o mesmo seja aplicado

na resolução de diversos problemas. Seu enunciado é o seguinte:

Teorema 1.1 Sejam (X, ‖ · ‖) um espaço normado, I : X → R um funcional Fréchet

diferenciável e A ⊆ X um subconjunto de pontos cŕıticos de I. Se, para todo u, v ∈ A
existe um caminho γ : [0, 1]→ X tal que

1



a) γ(0) = u, γ(1) = v;

b) γ é localmente Lipschitziano em t = 0, isto é,

‖γ(t)− u‖ ≤ ct,

para todo t ∈ [0, δ] e algum c, δ > 0;

c) t 7→ I(γ(t)) é convexa em [0, 1], então vale o seguinte:

i) I é constante em A;

ii) t 7→ I(γ(t)) é uma função constante;

iii) se a condição c) garante a convexidade estrita, para todo u 6= v, então A possui

no máximo um elemento.

Note que o resultado acima não exige que o funcional seja convexo e nem estrita-

mente convexo. Trata-se de um resultado que tem por hipótese a convexidade estrita

de um funcional apenas em um caminho ligando dois pontos cŕıticos, o que é algo

muito mais fraco do que a convexidade de I. Isto sem contar que o funcional I pode

ser convexo nestes caminhos sem estar necessariamente definido em conjunto convexo.

Mas caso ele seja estritamente convexo, obteremos as condições a)-c) do Teorema 1.1

com a desigualdade estrita em c); e, caso seja apenas convexo, ainda conseguiremos as

condições a)-c), onde consideramos em ambos os casos o caminho γ(t) = (1− t)u+ tv.

Isso significa que temos em mãos um resultado mais geral, o que é muito bom. Mesmo

quando estamos diante de problemas nos quais não podemos obter a unicidade, o Teo-

rema 1.1 nos permite chegar a algumas conclusões. A exemplo disto, considere u ∈ A
um ponto de mı́nimo global de I. Então, I(u) = minx∈X I(x). Dáı, sendo v ∈ A

ponto cŕıtico, por i), existe k > 0 constante tal que I(v) = k. Mas, também por i),

I(v) = k = I(u) = minx∈X I(x). Ou seja, quando A contém um mı́nimo global de I,

todo ponto de A é de mı́nimo global.

Além disso, veremos que a estrutura vetorial de X não é essencial e que podemos

substitúı-la por uma estrutura diferencial, uma vez que é o mı́nimo a se pedir para se

ter a noção de pontos cŕıticos. Para isso, será demonstrado um resultado que segue do

teorema anterior.

Corolário 1.1 Sejam X, Y espaços de Banach, I : X → R e R : X → Y Fréchet

diferenciáveis. Supondo que zero é valor regular de R, considere S := R−1(0) e A ⊆ S

um subconjunto de pontos cŕıticos de I|S. Se, para todos u, v ∈ A existe γ : [0, 1]→ S

satisfazendo as condições a)-c) do Teorema 1.1, então as implicações i)-iii) do Teorema

1.1 valem para I substitúıdo por I|S.
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O artigo que estudamos não é o primeiro a usar este tipo de ideia para provar

a unicidade através de hipóteses de convexidade generalizada. Encontra-se em [5] o

resultado mais póximo do que fora trabalhado pelos autores do artigo. Muitos outros

trabalhos aplicam a ideia de [5] em diferentes estruturas (por exemplo, [7, 8]), mas

nestes não podem ser encontrados resultados gerais como o Teorema 1.1 e o Corolário

1.1.

Veremos também as demonstrações de resultados abstratos que são utilizados ao

longo do Caṕıtulo 2 e o Lema 1.5 que traz uma importante consequência que é exigida

em muitas aplicações. Ao tratar equações eĺıpticas envolvendo o operador p-Laplaciano,

[5] trabalha com a desigualdade

‖∇γ(t)‖pLp ≤ (1− t)‖∇u‖pLp + t‖∇v‖pLp , para u, v > 0;

onde γ(t) := ((1 − t)up(x) + tvp(x))
1
p . O Lema 1.5 tem como consequência esta desi-

gualdade. Com o intuito de mostrar a unicidade de soluções positivas para equações

eĺıpticas na F́ısica Matemática, muitos autores usaram este caminho γ.

Já no Caṕıtulo 2, mostraremos uma aplicação a um problema de autovalor não

linear, bem como resultados essenciais para a aplicação estudada. Os resultados prin-

cipais se aplicam a muitos problemas como, por exemplo, sistemas de equações envol-

vendo p-Laplaciano e de equações do tipo curvatura média. Mas em nosso trabalho,

abordamos apenas uma aplicação a um problema de autovalor para uma equação qua-

selinear, que veremos ter solução única quando consideramos Ω ⊂ RN um domı́nio

regular limitado ou Ω = RN . Trata-se de um problema envolvendo a equação de

Schrödinger quaselinear

−∆u− u∆(u2) + V (x)u+ u3 = ωu, (1)

onde V (x) é uma função potencial adequada e ω ∈ R é fixado ou, quando a norma

L2 for fixada, ω aparece como um multiplicador de Lagrange. Ao considerarmos um

domı́nio Ω ⊆ RN , procuramos soluções clássicas u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) para o problema{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω;

com f : Ω×R→ R satisfazendo certas hipóteses. Para isto, procuramos soluções fracas

deste problema, que significa buscar pontos cŕıticos do funcional I : H1
0 (Ω) → R dado

por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

F (x, u)dx,

3



onde F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t)dt. Na mecânica dos fluidos, por exemplo, há um problema

mais geral do qual (1) é um caso particular, que surge quando se olha para as ondas

estacionárias de uma equação do tipo Schrödinger. Esta teoria encontra-se bem expli-

citada em [14, 25], onde são mostrados outros problemas f́ısicos dos quais a equação

de Schrödinger quaselinear é um caso particular. O Teorema 1.1 e o Corolário 1.1

podem ser aplicados em vários problemas de Equações Diferenciais Parciais com es-

trutura variacional, nas quais a hipótese a) é facilmente demonstrada. O principal

desafio encontra-se na construção de caminhos γ satisfazendo b) e c). Para aplicar o

Teorema 1.1, é necessário que tenhamos a continuidade de γ que, por sua vez, pode

ser garantida quando obtivermos comparações para as soluções fracas positivas de (1).

Em se tratando de Ω = RN , encontrar tais comparações é a principal dificuldade na

aplicação do resultado principal. Veremos a estimativa de decaimento

u(x) ∼ |x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 quando |x| → ∞,

demonstrada para problemas transformados com a parte principal simplificada, que é

suficiente para obtermos a comparação desejada.

Finalmente, no Apêndice, encontram-se afirmações e observações extras que foram

verificadas e são importantes para a conclusão das demonstrações feitas nos caṕıtulos

anteriores e para a compreensão de fatos interessantes ao conteúdo desenvolvido.
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Caṕıtulo 0

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos definições básicas para o desenvolvimento do traba-

lho, bem como resultados essenciais durante demonstrações e cujas provas, apesar de

terem sido omitidas, estão todas indicadas.

0.1 Definições e Resultados Preliminares

Para tornar a leitura deste trabalho mais compreenśıvel, disponibilizamos aqui al-

gumas definições e resultados a serem utilizados na demonstração de teoremas, lemas,

afirmações e observações. Ressaltamos que a medida trabalhada é a medida de Lebes-

gue.

Definição 0.1. Chamamos de Lp(Ω) o conjunto das funções f : Ω → C mensuráveis

à Lebesgue tais que (∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞,

onde p ∈ [1,∞). E L∞(Ω) denota o conjunto das funções limitadas, a menos de um

conjunto de medida nula.

Definição 0.2. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) representa o conjunto das funções de

Lp(Ω) cujas derivadas fracas estão em Lp(Ω).

Definição 0.3. O fecho em W 1,p(Ω) do conjunto das funções suaves de suporte com-

pacto em Ω é representado por W 1,p
0 (Ω).

Definição 0.4. H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Definição 0.5. O fecho em H1(Ω) do conjunto das funções suaves de suporte compacto

em Ω é representado por H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

5



0. Preliminares

Definição 0.6. Chamamos de Cn as funções tais que suas derivadas parciais d ordem

n existem e são cont́ınuas.

Definição 0.7. Chamamos de Cn,γ as funções Cn que são Hölder cont́ınuas.

Definição 0.8. O conjunto dos operadores ortogonais O(N) é o conjunto das trans-

formações lineares g : RN → RN tais que g ◦ gT = Id.

Definição 0.9. Dizemos que u : Ω→ R é radial se existir, para algum a ∈ (0,∞], uma

função v : [0, a)→ R tal que u(x) = v(|x|).

Definição 0.10. Dizemos que uma determinada propriedade vale em quase toda parte

(q.t.p.) se o subconjunto N de X, onde não vale a propriedade, possui medida nula,

isto é, µ(N) = 0 e a propriedade vale sobre o complementar de N .

Definição 0.11. Uma função real mensurável definida em X é integrável se suas partes

positiva e negativa possuem integrais finitas com respeito a medida µ.

Teorema 0.1 (Theorem 4.2 em [11]). (Teorema da Convergência Dominada de Lebes-

que) Sejam Ω um espaço de medida e (fn) uma sequência de funções integráveis que

satisfaz

(a) fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;

(b) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que, para todo n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω.

Então, f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1 → 0.

Teorema 0.2 (Lemma 4.1 em [11]). (Lema de Fatou) Sejam Ω um espaço de medida

(fn) uma sequência de funções em L1 que satisfaz

(a) para todo n, fn ≥ 0 q.t.p. em Ω

(b) supn
∫

Ω
fn <∞.

Para quase todo x ∈ Ω, definimos f(x) = lim infn→∞ fn(x) ≤ +∞. Então, f ∈ L1(Ω)

e ∫
Ω

f ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn.

Teorema 0.3 (Theorem 4.6 em [11]). (Desigualdade de Hölder). Seja Ω um espaço de

medida. Suponha f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

6



0. Preliminares

Teorema 0.4 (Teorema na página 123 de [19]). (Teorema do Valor Médio). Seja

f : U → R definida no aberto U ⊂ RN . Suponhamos que o segmento de reta que liga a

a a+ v esteja contido em U , que a restrição de f a esse segmento seja cont́ınua e que

exista a derivada direcional
∂f

∂v
(x), segundo v, em todo ponto x do segmento. Então

existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Proposição 0.1 (Prosição 3.5 em [11]). Seja (xn) uma sequência que converge fraco

para um x0 ∈ E. Então (xn) é limitada e ‖x0‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

Teorema 0.5 (Theorem 3.18 em [11]). Sejam E um espaço reflexivo e (xn) uma

sequência limitada. Então existe uma subsequência (xnk) que converge fraco para algum

x ∈ E.

Teorema 0.6 (Theorem 3 na página 628 em [16]). (Identidade de Green). Seja u, v ∈
C2(U), onde U ⊂ RN aberto limitado suave. Então∫

U

u∆udx+

∫
U

∇u · ∇vdx =

∫
∂U

∂v

∂ν
udS,

onde ν é a normal exterior de U .

Definição 0.12. Seja T : D ⊂ X → Y uma função continuamente Fréchet dife-

renciável com D aberto e X, Y espaços de Banach. Dizemos que x0 ∈ D é ponto

regular se T ′(x0) : X → Y é sobrejetora. Além disso, dizemos que θ ∈ Y é valor

regular de T se todo x ∈ T−1(θ) é ponto regular de T .

Teorema 0.7 (Theorem 1 de §9.3 em [22]). (Teorema dos multiplicadores de Lagrange).

Sejam f : D ⊂ X → R e g : X → Y funções continuamente Fréchet diferenciáveis com

X, Y espaços de Banach e D aberto de X. Suponha θ ∈ Y valor regular de g. Se existe

x0 ∈ D com f(x0) = infx∈g−1(θ) f(x) ou f(x0) = supx∈g−1(θ) f(x), então existe λ ∈ Y ′

tal que f ′(x0) = λ ◦ g′(x0).

Teorema 0.8 (Theorem 6 de §5.6.3 em [16]). Seja U um aberto limitado de Rn com

fronteira C1. Seja u ∈ W k,p(U).

(i) Se n > kp, então u ∈ Lq(U), onde 1
q

= 1
p
− k

n
. Além disso,

‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U),

onde C > 0 é uma constante dependendo apenas de k, p, n e U .

7



0. Preliminares

(ii) Se n < kp, então u ∈ Ck−[np ]−1,γ(U), onde

γ =


[
n
p

]
+ 1− n

p
, se n

p
não é inteiro;

qualquer número positivo < 1, se n
p

é um intero.

Além disso,

‖u‖
C
k−[np ]−1,γ

(U)
≤ C‖u‖Wk,p(U),

onde C > 0 é uma constante dependendo apenas de k, p, n, γ e U .

Teorema 0.9 (Theorem 1 de §5.7 em [16]). (Teorema de Compacidade de Rellich-

Kondrachov) Seja U aberto limitado de Rn com ∂U sendo C1. Suponha 1 ≤ p < n.

Então para cada 1 ≤ q < p∗ (onde p∗ = pn
n−p) tem-se

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U).

Ou seja, W 1,p(U) ⊂ Lq(U), a função inclusão é cont́ınua e toda sequência em W 1,p(U)

limitada possui uma subsequência convergente em Lq(U).

Definição 0.13. Seja L : C2(U)→ C(U) um operador dado por

L(u) = −
N∑

i,j=1

aijuxixj +
N∑
i=1

biuxi + cu,

onde os coeficientes aij, bi, c são cont́ınuos. Dizemos que L é eĺıptico se existe Λ > 0

tal que
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ Λ|ξ|2 ∀ξ ∈ RN .

Lema 0.1 (Lemma na página 330 em [16]). (Lema de Hopf). Seja L um operado

eĺıptico. Suponha u ∈ C2(U) ∩ C1(U) e c ≥ 0 em U , onde U é domı́nio suave e

limitado de RN . Se L(u) ≥ 0 e existe x0 ∈ ∂U tal que u(x0) ≤ 0 e u(x0) < u(x) para

todo x ∈ U , então
∂u

∂ν
(x0) < 0,

onde ν é a normal exterior de U .

Teorema 0.10 (Theorem 4 na página 333 em [16]). (Prinćıpio do Máximo Forte).

Seja L um operador eĺıptico com c ≥ 0 em U , onde U é aberto conexo. Suponha

u ∈ C2(U) ∩ C(U).

(i) Se L(u) ≤ 0 em U e u atinge máximo não negativo no interior de U , então u é

constante;

8
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(ii) Se L(u) ≥ 0 em U e u atinge mı́nimo não positivo no interior de U , então u é

constante.

Teorema 0.11 (Theorem 9.15 em [17]). Sejam Ω um domı́nio em Rn e L um operador

estritamente eĺıptico com coeficientes aij ∈ C0(Ω), bi, c ∈ L∞(Ω) com i, j = 1, . . . , n e

c ≤ 0. Então, se f ∈ Lp(Ω) e ϕ ∈ W 2,p(Ω) com 1 < p < ∞, o problema de Dirichlet

Lu = f em Ω, u− ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) tem única solução u ∈ W 2,p(Ω).

Teorema 0.12 (Theorem 6.13 em [17]). Sejam f : Ω → R e L um operador estrita-

mente eĺıptico num domı́nio limitado Ω com c ≤ 0. Suponha f e os coeficientes de L

em L∞(Ω)∩C0,α(Ω). Também suponha Ω satisfazendo a condição da bola exterior em

cada ponto da fronteira. Então, se ϕ é cont́ınua em ∂Ω, o problema de Dirichlet{
Lu = f, em Ω;

u = ϕ, sobre ∂Ω,

possui única solução u ∈ C0(Ω) ∩ C2,α(Ω).

Teorema 0.13 (Théorème 3.3 e Proposition 3.8 em [18]). Seja u ∈ H1(Rn) positiva.

Então existe u∗ ∈ H1(Rn) radial tal que

‖u∗‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn) e ‖∇u∗‖L2(Rn) ≤ ‖∇u‖L2(Rn).
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Caṕıtulo 1

Resultados Abstratos

Neste caṕıtulo, veremos a demonstração do principal resultado a ser utilizado ao

longo do trabalho, bem como uma consequência dele e resultados similares que exigem

hipóteses mais fracas. Este resultado garante, sob certas circunstâncias, a unicidade

de pontos cŕıticos e, portanto, de soluções do problema a ser estudado no Caṕıtulo 2.

1.1 Resultados Principais

Teorema 1.1. Sejam (X, ‖ · ‖) um espaço normado, I : X → R um funcional Fréchet

diferenciável e A ⊆ X um subconjunto de pontos cŕıticos de I. Se, para todo u, v ∈ A
existe um caminho γ : [0, 1]→ X tal que

a) γ(0) = u, γ(1) = v;

b) γ é localmente Lipschitziano em t = 0, isto é,

||γ(t)− u|| ≤ ct,

para todo t ∈ [0, δ] e algum c, δ > 0;

c) t 7→ I(γ(t)) é convexa em [0, 1], então

i) I é constante em A;

ii) t 7→ I(γ(t)) é uma função constante;

iii) se a condição c) garante a convexidade estrita, para todo u 6= v, então A possui

no máximo um elemento.

Demonstração. Para demonstrarmos i), suponha que existem u, v ∈ A tais que

I(v) < I(u)

10
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e defina N := I(v)− I(u) < 0. Por hipótese, existe um caminho γ : [0, 1]→ X tal que

γ(0) = u e γ(1) = v. Além disso, dado t ∈ (0, 1), obtemos do item c) que

I(γ(t)) = I(γ((1− t) · 0 + t · 1))

≤ (1− t)I(γ(0)) + tI(γ(1))

= (1− t)I(u) + tI(v),

ou seja,

I(γ(t))− I(u) ≤ t(I(v)− I(u))

= tN, ∀t ∈ (0, 1).

Assim,
I(γ(t))− I(u)

t
≤ N < 0, ∀t ∈ (0, 1). (1.1)

Perceba que γ(t) 6= u, pois caso contrário N ≥ 0, absurdo. Por outro lado, a condição

b) implica que existem δ, c > 0 tais que

||γ(t)− u|| ≤ ct, ∀t ∈ [0, δ]. (1.2)

Como I é Fréchet diferenciável e u é ponto cŕıtico de I, por (1.2) e (1.1) obtemos

0 = lim
t→0

|I(γ(t))− I(u)− I ′(u)(γ(t)− u)|
‖γ(t)− u‖

= lim
t→0

|I(γ(t))− I(u)|
‖γ(t)− u‖

≥ lim
t→0

|I(γ(t))− I(u)|
tc

≥ |N |
c

> 0,

o que é um absurdo. Portanto, I é constante em A. Para provarmos ii), defina

f := I ◦ γ : [0, 1] → R

t 7→ I(γ(t)).

Dado t ∈ (0, 1) tal que γ(t) 6= γ(0), já que u é ponto cŕıtico de I, temos
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|f(t)− f(0)|
t

=
|I(γ(t))− I(u)− I ′(u)(γ(t)− γ(0))|

t

=
|I(γ(t))− I(u)− I ′(u)(γ(t)− γ(0))|

‖γ(t)− u‖
· ‖γ(t)− u‖

t
.

Dáı, como I é Fréchet diferenciável, usamos (1.2) para obtermos

lim
t→0

|f(t)− f(0)|
t

= lim
t→0

|I(γ(t))− I(u)− I ′(u)(γ(t)− γ(0))|
‖γ(t)− u‖

· ‖γ(t)− u‖
t

= 0.

Assim, f ′(0) = 0. Logo, f : [0, 1]→ R é tal que f ′(0) = 0 e

f(0) = I(γ(0)) = I(u) = I(v) = I(γ(1)) = f(1),

pois vimos anteriormente que I é constante em A. Além disso, pelo item c), f é convexa

em [0, 1] e, assim, dados t ∈ (0, 1) e h ∈ (0, 1 − t), o que nos dá 0 < t + h < 1, segue

que

f(h) = f

(
h · t+ h

t+ h
+

t

t+ h
· 0
)

≤ h

t+ h
· f(t+ h) +

t

t+ h
f(0)

=
1

t+ h
[hf(t+ h) + tf(0)].

Dáı,
f(h)− f(0)

h
≤ f(t+ h)− f(h)

t
.

Fazendo o limite h→ 0+, obtemos

0 = f ′(0) ≤ f(t)− f(0)

t
.

Com isso,

f(0) ≤ f(t)

= f((1− t) · 0 + t · 1)

≤ (1− t)f(0) + tf(1)

= (1− t)f(0) + tf(0)

= f(0), ∀t ∈ (0, 1).

12



1. Resultados Abstratos

Portanto, f é constante em [0, 1]. Finalmente, vejamos que vale o item iii). Para isso,

suponha que existem u, v ∈ A, com u 6= v. Por hipótese, existe γ : [0, 1] → X tal que

γ(0) = u e γ(1) = v. Se o item c) garantisse convexidade estrita, teŕıamos pelo que foi

mostrado em ii) que

k = (I ◦ γ)((1− t) · 0 + t · 1)

< (1− t)(I ◦ γ)(0) + t(I ◦ γ)(1)

= (1− t) · k + tk

= k, ∀t ∈ (0, 1),

o que é um absurdo. Portanto, A possui no máximo um elemento.

Corolário 1.1. Sejam X, Y espaços de Banach, I : X → R e R : X → Y Fréchet

diferenciáveis. Supondo que zero é valor regular de R, considere S := R−1(0) e A ⊆ S

um subconjunto de pontos cŕıticos de I|S. Se, para todos u, v ∈ A existe γ : [0, 1]→ S

satisfazendo as condições a)-c) do Teorema 1.1, então as condições i)-iii) do Teorema

1.1 valem para I substitúıdo por I|S.

Demonstração. Temos que u é ponto cŕıtico de I|S e, assim, pelo Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange 0.7, obtemos que existe λ ∈ Y ′ (λ é linear e cont́ınua) tal

que

I ′(u) = λ ◦R′(u)⇒ I ′(u)− λ ◦R′(u) = 0

J ′(u) = I ′(u)− λ′(R(u)) ◦R′(u) = 0.

O que implica que u é ponto cŕıtico do funcional J : X → R dado por J = I − λ ◦ R.

Além disso, dado t ∈ [0, 1],

(J ◦ γ)(t) = I(γ(t))− (λ ◦R)(γ(t)).

Como γ(t) ∈ S para todo t ∈ [0, 1], obtemos

(J ◦ γ)(t) = I(γ(t))− λ(0)

= I(γ(t)), ∀ t ∈ [0, 1].

Portanto, conclúımos que J ◦γ = I ◦γ. Assim, t 7→ J(γ(t)) é convexa em t ∈ [0, 1]. Dáı,

podemos aplicar o Teorema 1.1 para o funcional Fréchet diferenciável J , pois todas as

hipóteses são satisfeitas. Logo, i)-iii) valem para J . Mas, sabemos que J |S = I|S. Dáı,
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como J é constante em S, por i), temos que I|S é constante. E também

I|S(γ(t)) = J |S(γ(t)) = J(γ(t)),

que é constante para todo t ∈ [0, 1], isto é, t 7→ I|S(γ(t)) é constante. Por fim,

se a condição c) garante convexidade estrita para I|S, então J |S = I|S também é

estritamente convexa em [0, 1]. Dáı, por iii), temos que A possui no máximo um

elemento. Portanto, as condições i)-iii) valem para I substitúıdo por I|S.

Agora, apresentaremos um resultado similar ao Teorema 1.1, onde consideramos

A um subconjunto de X que contém apenas um mı́nimo local de I. Este resultado

não é equivalente ao Teorema 1.1, pois o Teorema 1.1 não implica no mesmo por

não obtermos γ cont́ınua e o resultado a seguir não implica o Teorema 1.1 por não

garantirmos o item c). No entanto, pedimos uma desigualdade e não a convexidade

de t → I(γ(t)), isto é, enfraquecemos nossas hipóteses. Além disso, apresentamos um

resultado correspondente ao do Corolário 1.1, dentro dessa estrutura mais fraca.

Teorema 1.2. Sejam X um espaço normado, I : X → R um funcional Fréchet dife-

renciável e A ⊆ X um subconjunto não vazio de pontos cŕıticos de I. Suponha que,

dados u, v ∈ A, com u 6= v, existe γ ∈ C([0, 1], X) tal que

a) γ(0) = u, γ(1) = v;

b) γ é localmente Lipschitziana em t=0, isto é,

‖γ(t)− u‖ ≤ ct, ∀ t ∈ (0, δ)

e algum c,δ > 0;

c) I(γ(t)) ≤ (1− t)I(u) + tI(v), para todo t ∈ (0, 1).

Então,

i) I é constante em A;

ii) se A contém um mı́nimo local u0 de I e a condição c) garante convexidade estrita,

então A = {u0}.

Demonstração. Para mostrar i), basta seguirmos como na demonstração do Teorema

1.1, pois usamos o item a) (que equivale ao do Teorema 1.1), o item c) para os pontos

0 e 1 (equivalente ao nosso item c)) e os fatos de que I é Fréchet diferenciável e u é

ponto cŕıtico de I. Para mostrar ii), suponha que existe u ∈ A, com u 6= u0. Sabemos
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que u0 é ponto cŕıtico, pois é mı́nimo local. Dáı, pelo que foi mostrado em i), já que

u, u0 ∈ A, temos

I(γ(t)) < (1− t)I(u0) + tI(u)

= (1− t)I(u0) + tI(u0)

= I(u0), ∀ t ∈ (0, 1)),

ou seja,

I(γ(t)) < I(u0), ∀ t ∈ (0, 1). (1.3)

Por outro lado, como u0 é ponto de mı́nimo local de I, existe ε > 0 tal que

I(u0) ≤ I(z), ∀ z ∈ B(u0, ε). (1.4)

Além disso, temos que γ ∈ C([0, 1], X) e, assim, para este ε, existe δ > 0 tal que

|t| < δ ⇒ ‖γ(t)− γ(0)‖ < ε

⇒ ‖γ(t)− u0‖ < ε

⇒ γ(t) ∈ B(u0, ε). (1.5)

Logo, (1.3), (1.4) e (1.5) nos fornece

I(γ(t)) < I(u0) ≤ I(γ(t)), ∀t ∈ (0, δ),

o que é um absurdo. Portanto, A = {u0}.

Corolário 1.2. Sejam X, Y espaços de Banach, I : X → R e R : X → Y Fréchet

diferenciáveis. Supondo que zero é valor regular de R, considere S := R−1(0) e A ⊆ S

um subconjunto de pontos cŕıticos de I|S. Se, para todos u, v ∈ A, existe γ : [0, 1]→ S

satisfazendo as condições a)-c) do Teorema 1.2, então as condições i)-iii) do Teorema

1.2 valem para I substitúıdo por I|S.

Demonstração. Seguindo como na demonstração do Corolário 1.1, obtemos nossas

condições a)-c), o Corolário 1.2 valerá para J e I ◦ γ = J ◦ γ. Logo, obteremos que as

condições i)-iii) valem para I|S, pelo mesmo argumento feito em tal demonstração.

Observação 1.1. Enfatizamos que, no Teorema 1.2 a existência de um mı́nimo local

é essencial a fim de provarmos que A é unitário. De fato, seja B1 ⊂ RN , com N ≥ 1,
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a bola unitária aberta centrada na origem e considere o problema de Hénon{
−∆u = |x|α|u|q−2u, em B1

u = 0, em ∂B1,
(1.6)

em que α > 0, 2 < q se N ∈ {1, 2} e 2 < q < 2N
N−2

se N ≥ 3. Dizemos que u ∈ H1
0 (B)

é solução fraca de (1.6) se∫
B1

∇u∇vdx =

∫
B1

|x|α|u|q−2uvdx, ∀ v ∈ H1
0 (B1).

A função u ∈ C2(B1) é solução clássica de (1.6) se satisfaz (1.6) pontualmente. Veja

na Afirmação A.1 a seguir que u ∈ H1
0 (B1) ser solução clássica implica que u é ponto

cŕıtico do funcional Iα : H1
0 (B1)→ R dado por

Iα(u) =
1

2

∫
B

|∇u|2dx− 1

q

∫
B

|x|α|u|qdx.

Dizemos que u : Ω → R é radial se existir, para algum a ∈ (0,∞], uma função

v : [0, a) → R tal que u(x) = v(|x|). Além disso, dizemos que u ∈ H1
0 (B1) é uma

solução de energia mı́nima (Least Energy Solution, L. E. S.) de (1.6) se I ′α(u) = 0 e

Iα(u) = minv∈S Iα(v), onde S = {v ∈ H1
0 (B1)\{0}; I ′α(v) = 0}. Para α > 0 suficien-

temente grande, as soluções energia mı́nima de (1.6) não são radialmente simétricas

(veja [27, 12]). Fixemos um tal α > 0 e definamos

A = {u : u é L. E. S. de (1.6)}.

Além disso, consideremos a Variedade de Nehari associada ao funcional Iα, a saber

Nα = {u ∈ H1
0 (B)− {0} : I ′α(u) · u = 0}

e seja

cα := inf
v∈Nα

Iα(v).

Sabemos conforme o livro de Willem [29] (pg. 74 e 75), que cα é o ńıvel de energia

mı́nima e que uma função v ∈ H1
0 (B1)\{0} tal que Iα(v) = cα é uma solução de

energia mı́nima. Em suma, u ∈ H1
0 (B1) é uma solução de energia mı́nima de (1.6) se,

e somente se, u ∈ Nα e Iα(u) = cα. Portanto, temos que

Iα(v) = cα, para todo v ∈ A.
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Agora, dados u, v ∈ A (com u 6= v), considere o caminho γ : [0, 1]→ H1
0 (B1)

γ(t) =

{
(1− 2t)u ; t ∈ [0, 1

2
],

(2t− 1)v ; t ∈ [1
2
, 1].

Concluiremos que todas as hipóteses a)-c) do Teorema 1.2 são satisfeitas com a condição

c) satisfazendo a desigualdade estrita. De fato, temos que

γ(0) = (1− 2 · 0)u = u, γ(1) = (2 · 1− 1)v = v,

o que nos dá o item a); e também para δ = 1
2
, obtemos

‖γ(t)− u‖ = ‖(1− 2t)u− u‖ = 2‖u‖t = ct, ∀t ∈
[
0,

1

2

]
,

onde c = 2‖u‖. Além disso,

(1− t)Iα(u) + tIα(v) = (1− t)cα + tcα = cα, ∀ ∈ [0, 1],

e

Iα(γ(t)) =

{
(1−2t)2

2

∫
B1
|∇u|2dx− (1−2t)q

q

∫
B1
|x|α|u|qdx, 0 ≤ t ≤ 1

2
,

(2t−1)2

2

∫
B1
|∇v|2dx− (2t−1)q

q

∫
B1
|x|α|v|qdx, 1

2
≤ t ≤ 1.

Desde que u, v ∈ Nα, temos que
∫
B1
|∇u|2dx =

∫
B1
|x|α|u|qdx =: a > 0 e

∫
B1
|∇v|2dx =∫

B1
|x|α|v|qdx =: b > 0. Assim,

Iα(γ(t)) =

 a
[

(1−2t)2

2
− (1−2t)q

q

]
, 0 ≤ t ≤ 1

2
,

b
[

(2t−1)2

2
− (2t−1)q

q

]
, 1

2
≤ t ≤ 1.

Por outro lado, como Iα(u) = Iα(v) = cα, sabemos que

1

2
a− 1

q
a =

1

2
b− 1

q
b = cα.

O máximo de (1−2t)2

2
− (1−2t)q

q
para t ∈ [0, 1

2
] é 1

2
− 1

q
que ocorre somente em t = 0

(para mostrar isso, basta ver que a função é não crescente calculando sua derivada)

e o máximo de (2t−1)2

2
− (2t−1)q

q
para t ∈ [1

2
, 1] é 1

2
− 1

q
que ocorre somente em t = 1

(para mostrar isso, basta ver que a função é não decrescente calculando sua derivada).

Portanto, para todo 0 < t < 1, temos

Iα(γ(t)) <

 a
(

1
2
− 1

q

)
, 0 ≤ t ≤ 1

2

b
(

1
2
− 1

q

)
, 1

2
≤ t ≤ 1

= cα = (1− t)Iα(u) + tIα(v).
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Logo, temos os itens a), b) e c) do Teorema 1.2 satisfeitos e com a desigualdade estrita

no item c).

No entanto, para N ≥ 2, o conjunto A não é unitário. De fato, considerando o

conjunto Ã = {u∗◦g; g ∈ O(N)}, vejamos que Ã ⊂ A. Para isso, tome u = u∗◦g ∈ Ã,

para alguma u∗ L.E.S. e qualquer g ∈ O(N) e veja que

Iα(u) = Iα(u∗ ◦ g) =
1

2

∫
B1

|∇(u∗ ◦ g)(x)|2 · | det g′(x)|dx+
1

q

∫
B1

|x|α|u∗ ◦ g|qdx

=
1

2

∫
B1

|∇(u∗)|2dy +
1

q

∫
B1

|g−1(y)|α|u∗|qdy

=
1

2

∫
B1

|∇(u∗)|2dy +
1

q

∫
B1

|y|α|u∗|qdy

= Iα(u∗),

onde usamos o fato de que | det g′(x)| = ±1 e fizemos uma mudança de variável.

Analogamente,

I ′α(u) · v = I ′α(u∗ ◦ g) · v =

∫
B1

∇(u∗ ◦ g)(x)∇vdx+

∫
B1

|x|α|u∗ ◦ g|q−2(u∗ ◦ g)vdx

=

∫
B1

∇u∗∇v(g−1(y))dy +

∫
B1

|y|α|u∗|q−2(u∗)v(g−1(y))dy

= I ′α(u∗)(v ◦ g−1)

= 0.

Logo, u ∈ Ã. Como u∗ não é radialmente simétrica, o subconjunto Ã não é unitário

(na verdade ele possui infinitos elementos, sendo que nenhum deles é ponto de mı́nimo

local de Iα).

Nesse caso, podeŕıamos pensar que o Teorema 1.1 falhou. Porém, vejamos que

(I ◦ γ)′′(t) = (a[(1− 2t)(−2)− (1− 2t)q−1(−2)])′ = a[4 + 2(q − 1)(1− 2t)q−2(−2)]

= a[4− 4(q − 1)(1− 2t)q−2].

Assim, como q > 2,

(I ◦ γ)′′(0) = A[4− 4(q − 1)] = A[8− 4q] < 0,

o que nos dá que I ◦ γ não convexo e, com isso, não satifaz as hipóteses do Teorema

1.1. Além disso, dados v1, v2 ∈ Ã, considere o caminho

γ̂(t) = u∗ ◦ [(1− t)g1 + tg2],
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em que v1 = u∗◦g1 e v2 = u∗◦g2. Dáı, Iα(γ̂(t)) = cα, para todo t ∈ [0, 1], ou seja, existe

um caminho entre v1 e v2 no qual I é constante. Assim, I é convexa nesse caminho e

Ã não possui no máximo um elemento. Isso nos mostra que a convexidade de I não

garante que A tenha no máximo um elemento, mas sim a convexidade estrita.

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta seção, apresentaremos resultados que contribuirão para que possamos veri-

ficar as hipóteses do Teorema 1.1 e do Corolário 1.1. Considere W um espaço a ser

definido posteriormente e Ω ⊆ RN um domı́nio (aberto e conexo) que pode ser limi-

tado ou não. Além disso, fixemos u, v : Ω → R funções pertencentes a W e tomemos

γ : [0, 1]→ W , definida por

γ(t)(x) := Q−1((1− t)Q(u(x)) + tQ(v(x))),

para x ∈ Ω, t ∈ [0, 1] e Q : [0,∞) → R é uma função crescente (logo, injetora) e,

assim, invert́ıvel sobre sua imagem. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

Q(0) = 0. Da expressão que define γ(t)(x), temos

Q(γ(t)) = (1− t)Q(u) + tQ(v), (1.7)

em que omitimos a dependência de x para podermos simplificar a notação. Se p > 1,

as funções da forma Q(z) = zp satisfazem todas as hipóteses necessárias.

Vejamos, agora, um critério geral para a continuidade Lipschitziana de γ em t = 0.

No caso das funções modelos acima, para que elas satisfaçam o lema apresentado a

seguir e, assim, consigamos a continuidade Lipschitziana de γ em t = 0, é necessário

supor que u e v são comparáveis, isto é, existe δ ≥ 1 tal que

1

δ
≤ u

v
≤ δ, em Ω,

com u, v > 0 em Ω. Não consideramos u ≡ 0, pois, nesse caso, obteŕıamos

γ(t)p = (1− t)Q(0) + tQ(v) = tQ(v) = tvp,

ou seja, γ(t) = t
1
pv, e tal γ não é localmente Lipschitziana em t = 0, pois tomando

tn = 1
n

e sn = 0, temos tn, sn → 0, tn 6= sn, mas

‖γ(tn)− γ(sn)‖
|tn − sn|

=

1

n
1
p
‖v‖
1
n

= n1− 1
p‖v‖ → ∞, quando n→∞.
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Lema 1.1. Seja W o espaço Lp(Ω) ou W 1,p
0 (Ω) ou W 1,p(Ω), com p ≥ 1. Fixe Q ∈

C([0,∞]) ∩ C1((0,∞)) tal que

a) Q′ > 0 em (0,∞);

b) para cada c0 > 0 tal que
1

c0

≤ z1

z2

≤ c0,

onde z1, z2 > 0, existe c2 > 0 tal que

1

c2

≤ Q′(z1)

Q′(z2)
≤ c2.

Se u, v ∈ W são comparáveis, então γ : [0, 1] → W dada por (1.7) é localmente

Lipschitziana em t = 0, caso W seja o espaço Lp(Ω). Se, além disso, supomos

c) Q ∈ C2((0,∞)) e existem δ1 > 1 e c3 > 0 tais que

1 ≤ z1

z2

≤ δ1

implica
1

c3

≤ Q′′(z1)

Q′′(z2)
,

então γ : [0, 1] → W é localmente Lipschitzianaem t = 0, para W sendo Lp(Ω)

ou W 1,p
0 (Ω) ou W 1,p(Ω).

Demonstração. Continuaremos omitindo a dependência de x das funções. Perceba

que

γ(0) = Q−1(Q(u)) = u, γ(1) = Q−1(Q(v)) = v.

Dáı, como Q e Q−1 são crescentes, definindo m := min{u, v} e M := max{u, v}, temos

γ(t) = Q−1(tQ(u) + (1− t)Q(v)) ≥ Q−1(tQ(m) + (1− t)Q(m)) = Q−1Q(m) = m

e também

γ(t) = Q−1(tQ(u) + (1− t)Q(v)) ≤ Q−1(tQ(M) + (1− t)Q(M)) = Q−1Q(M) = M.

Assim,

min{u, v} ≤ γ(t) ≤ max{u, v},

para todo t ∈ [0, 1]. Se u(x) 6= v(x) e t 6= 0, então

t(Q(v)−Q(u)) = Q(γ(t))−Q(u),
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o que nos fornece

Q(v)−Q(u) =
Q(γ(t))−Q(u)

t

=
Q(γ(t))−Q(u)

γ(t)− u
γ(t)− u

t
.

Por outro lado, como Q ∈ C([0,∞]) ∩ C1((0,∞)), o Teorema do Valor Médio em 0.4

nos dá a existência de ξ, η > 0 tais que

Q(v)−Q(u) = Q′(ξ(v − u)),
Q(γ(t))−Q(u)

γ(t)− u
= Q′(η),

com ξ entre u e v e η entre γ(t) e u, isto é,

min{u, v} ≤ ξ ≤ max{u, v}

e

min{u, v} ≤ min{u, γ(t)} ≤ η ≤ max{u, γ(t)} ≤ max{u, v}.

Logo,

γ(t)− u
t

=
Q′(ξ)

Q′(η)
(v − u). (1.8)

Por hipótese, u e v são comparáveis. Dáı,

1

δ
≤ min{u, v}

max{u, v}
≤ u

v
≤ max{u, v}

min{u, v}
≤ δ,

para algum δ ≥ 1. Assim,

1

δ
≤ min{u, v}

max{u, v}
≤ ξ

η
≤ max{u, v}

min{u, v}
≤ δ.

Para este δ, por b), existe c2 > 0 tal que

1

c2

≤ Q′(ξ)

Q′(η)
≤ c2.

Com isso, se u, v ∈ W = Lp(Ω), então
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‖γ(t)− u‖W =

∥∥∥∥tQ′(ξ)(v − u)

Q′(η)

∥∥∥∥
Lp(Ω)

= t

∥∥∥∥Q′(ξ)(v − u)

Q′(η)

∥∥∥∥
Lp(Ω)

= t

(∫
Ω

(
Q′(ε)

Q′(η)

)p
|v − u|pdx

) 1
p

≤ tc2

(∫
Ω

|v − u|pdx
) 1

p

= tc2‖v − u‖Lp(Ω)

≤ tc2(‖v‖Lp(Ω) + ‖u‖Lp(Ω))

= tC, ∀ t ∈ [0, 1],

onde C = c2(‖v‖Lp(Ω) + ‖u‖Lp(Ω)). Portanto, γ é Lipschitziana em t = 0. Observe que

para W = W 1,p
0 ou W 1,p, teŕıamos

‖γ(t)− u‖W =

∥∥∥∥tQ′(ξ)(v − u)

Q′(η)

∥∥∥∥
W

= t

∥∥∥∥Q′(ξ)(v − u)

Q′(η)

∥∥∥∥
W

= t

{∫
Ω

(
Q′(ε)

Q′(η)

p)
|v − u|pdx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇(Q′(ε)Q′(η)
|v − u|

)∣∣∣∣p} 1
p

≤ t

{
c2

∫
Ω

|v − u|pdx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇(Q′(ε)Q′(η)
|v − u|

)∣∣∣∣p} 1
p

,

o que não nos permite seguir como anteriormente. Por fim, suponha que valem a), b)

e c). Desde que z1 > 0 e δ1 > 1 (por c)), temos z1 < δ1z1. Dáı,

1

δ1

≤ 1 ≤ δ1z1

z1

= δ1 ⇒
1

C2

≤ c2 ⇒ −c2 ≤ −
1

c2

⇒ −(c2 − 1) ≤ 1− c2

c2

.

Assim, por c), existe c2 > 0 tal que

1

c2

≤ Q′(δ1z1)

Q′(z1)
≤ c2,

o que implica que

−(c2 − 1) ≤ 1− c2

c2

≤ Q′(δ1z1)−Q′(z1)

Q′(z1)
≤ c2 − 1.

Desde que Q′ > 0, obtemos

(c2 − 1) ≥ |Q
′(δ1z1)−Q′(z1)|

Q′(z1)
=
|Q′′(w)|(δ1z1 − z1)

Q′(z1)
= (δ1 − 1)

|Q′′(w)|
|Q′′(z1)|

· |Q
′′(z1)|

Q′(z1)
· z1,
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onde a primeira igualdade é obtida pelo Teorema do Valor Médio em 0.4, que nos

garante a existência de w > 0 tal que z1 < w < δ1z1. Com isso,

1

δ1

< 1 <
w

z1

< δ1

e, por c), existe c3 > 0 tal que

1

c3

≤ Q′′(w)

Q′′(z1)
≤ c3.

Logo,

c2 − 1 ≥ (δ1 − 1)

c3

|Q′′(z1)|
Q′(z1)

z1

e, portanto,
|Q′′(z1)|
Q′(z1)

z1 ≤ c1,

onde c1 = (c2−1)c3
δ1−1

. Além disso,

Q′(γ(t))∇γ(t)−Q′(γ(t))∇u = (1− t)Q′(u)∇u+ tQ′(v)∇v −Q′(γ(t))∇u

= [Q′(u)−Q′(γ(t))]∇u+ t[Q′(v)∇v −Q′(u)∇u]

:= T1 + T2.

Assim, pelo Teorema do Valor Médio em 0.4, existe ζ > 0 entre u e γ(t) tal que

‖T1‖W
tQ′(γ(t))

=
‖[Q′(u)−Q′(γ(t))]∇u‖W

tQ′(γ(t))
=
|Q′′(ζ)|
Q′(γ(t))

· ‖γ(t)− u‖W
t

|∇u|

=
|Q′′(ζ)|
Q′(ζ)

· ζ · Q′(ζ)

Q′(γ(t))

Q′(ξ)

Q′(η)

‖v − u‖W
ζ

|∇u|

≤ C1
Q′(ζ)

Q′(γ(t))

Q′(ξ)

Q′(η)

‖v‖W + ‖u‖W
ζ

|∇u|

≤ C1c3c̃3
‖v‖W + ‖u‖W

ζ
|∇u|

= K1|∇u|,

onde usamos (1.8) para obter C e o fato de que γ(t), ζ e η são mutuamente comparáveis

para usarmos b) e obtermos c3 e c̃3 e usamos a notação K1 := C1c2c̃3
‖v‖W+‖u‖W

ζ
. Além

disso,
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|T2|
tQ′(γ(t))

=
|t(Q′(v)∇v −Q′(u)∇u)|

tQ′(γ(t))
≤ Q′(v)

Q′(γ(t))
|∇v|+ Q′(u)

Q′(γ(t))
|∇u|

≤ c2|∇v|+ c̃2|∇u| ≤ K2(|∇v|+ |∇u|),

onde K2 = max{c2 c̃2}. Portanto,

|∇γ(t)−∇u|
t

=
|T1 + T2|
tQ′(γ(t))

≤ |T1|
tQ′(γ(t))

+
|T2|

tQ′(γ(t))

≤ K1|∇u|+K2(|∇u|+ |∇v|)

= (K1 +K2)|∇u|+K2|∇v|

= K(|∇u|+ |∇v|),

onde K = K1 +K2. Isso mostra que γ é Lipschitziana em t = 0 quando W é W 1,p
0 (Ω)

ou W 1,p(Ω). Note que já obtivemos este fato quando W é Lp(Ω).

Corolário 1.3. Seja W o espaço Lp(Ω) ou W 1,p
0 (Ω) ou W 1,p(Ω), com p ≥ 1. Se

u, v ∈ W são comparáveis, então o caminho γ : [0, 1]→ W dado por

γ(t) = ((1− t)ur − tvr)
1
r , r > 1,

é localmente Lipschitziana em t = 0.

Demonstração. Considere Q : [0,∞) → R dada por Q(z) = zr. Sabemos que Q ∈
C([0,∞)) ∩ C1((0,∞)) e valem:

a) Q′(z) = rzz−1 > 0, para todo z ∈ (0,∞);

b) Dado c0 > 0 tal que
1

c0

≤ z1

z2

≤ c0,

então, como r > 1, obtemos

1

cr−1
0

≤
(
z1

z2

)r−1

≤ cr−1
0 .

Dáı, tomando c2 = cr−1
0 > 0, temos

1

c2

≤ Q′(z1)

Q′(z2)
=

(
z1

z2

)r−1

≤ c2,
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isto é,
1

c2

≤ Q′(z1)

Q′(z2)
≤ c2;

c) Se Q ∈ C2((0,∞)) e r ≥ 2, δ1 = 2 e c3 = 1 são tais que 1 ≤ z1
z2
≤ δ1 implica

Q′′(z1)

Q′′(z2)
=

(
z1

z2

)r−2

≥ 1r−2 =
1

c3

.

Caso r < 2, δ1 = 2 e c3 = 2r−2 são tais que 1 ≤ z1
z2
≤ δ1 implica

Q′′(z1)

Q′′(z2)
=

(
z2

z1

)2−r

≥ 1

δ2−r
1

=
1

22−r
1

c3

.

Portanto, pelo Lema 1.1, temos que γ é localmente Lipschitziana em t = 0 com W

sendo Lp(Ω) ou W 1,p
0 (Ω) ou W 1,p(Ω). Desde que

Q(γ(t)) = (1− t)Q(u)− tQ(v),

conclúımos

γ(t)r = (1− t)ur − tvr,

donde segue o desejado.

Lema 1.2. Seja Ω ⊂ RN , com N ≥ 1, um domı́nio suave limitado. Suponha que

u, v ∈ C1(Ω) satisfazem

a) u, v > 0 em Ω e u, v = 0 em ∂Ω;

b) ∂u
∂ν
< 0 e ∂v

∂ν
< 0 em ∂Ω.

Então, dado x0 ∈ ∂Ω, existem Ux0 ⊂ Ω vizinhança de x0 e δ0 > 0 tais que u(x) ≤
δ0v(x), para todo x ∈ Ux0.

Demonstração. Como ∂Ω é C1 (Ω é suave), dado x0 ∈ ∂Ω, existem Vx0 ⊂ RN vizi-

nhança de x0, Ṽ0 ⊂ RN vizinhança do zero, φ : Vx0 → Ṽ0 e ψ : Ṽ0 → Vx0 difeomorfismos

tais que ψ = φ−1, ψ′(y)(−en) = ν para todo y ∈ Ṽ0, φ(Vx0 ∩ ∂Ω) = Ṽ0 ∩ (RN × {0}) e

φ(Vx0 ∩ Ω) = Vx0 ∩ (RN−1 × (0,∞)). Defina

ũ := u ◦ ψ : Ṽ0 ∩ (RN−1 × (0,∞))→ R

e

ṽ := v ◦ ψ : Ṽ0 ∩ (RN−1 × (0,∞))→ R.

Vejamos que ambas satisfazem as seguintes condições:
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i) ũ, ṽ ∈ C1(Ṽ0 ∩ (RN−1 × [0,∞))), pois ψ ∈ C1 e u, v ∈ C1(Ω);

ii) ũ, ṽ > 0 em Ṽ0 ∩ (RN−1 × (0,∞)), pois para cada y ∈ Ṽ0 ∩ (RN−1 × (0,∞)),

ψ(y) ∈ Ω e, assim,

ũ(y) = u(ψ(y)), ṽ(y) = v(ψ(y)) > 0;

iii) ũ, ṽ = 0 em Ṽ0 ∩ (RN−1×{0}), pois para cada y ∈ Ṽ0 ∩ (RN−1×{0}), temos que

ψ(y) ∈ ∂Ω e, assim,

ũ(y) = u(ψ(y)) = ṽ(y) = v(ψ(y)) = 0;

iv) ∂ũ
∂(−eN )

, ∂ṽ
∂(−eN )

< 0 em Ṽ0 ∩ (RN−1 × {0}), pois para cada y ∈ Ṽ0 ∩ (RN−1 × {0}),
temos que

∂ũ(y)

∂(−eN)
= ũ′(y)(−eN) = (u ◦ ψ)′(y) · (−eN) = u′(ψ(y))(ψ′(y)(−eN))

= u′(ψ(y)) · ν =
∂u

∂ν
(ψ(y)) < 0

e, analogamente, ∂ṽ
∂(−eN )

(y) < 0.

Agora, vejamos que existem Ũ0 ⊂ Ṽ0 vizinhança do zero e δ0 > 0 tais que

ũ(y) ≤ δ0ṽ(y), ∀y ∈ Ũ0 ∩ (RN−1 × (0,∞)).

Para isso, fixe r > 0 pequeno, a ser determinado, tal que Br(0) ⊂ Ṽ0. Dado y =

(y1, ..., yN) ∈ Br(0) ∩ (RN−1 × (0,∞)), pelo item iii) e pelo Teorema do Valor Médio

em 0.4, existem ty, sy ∈ (0, 1) tais que

ũ(y) = ũ(y)− ũ(y1, ..., yN−1, 0) =
∂ũ

∂(yNeN)
(y1, ..., yN−1, tyyN)

= −yN
∂ũ

∂(−eN)
(y1, ..., yN−1, tyyN) < yNα,

onde α > 0, obtido pelos itens i) e iv), é tal que

−α < ∂ũ

∂(−eN)
(y), ∀y ∈ Br1(0) ∩ (RN−1 × (0,∞)),

para algum r1 > 0. Isto ocorre pelo fato que ∂ũ
∂(−eN )

é cont́ınua (item i)) e, logo, ainda

será negativa em uma vizinhança do zero (que denotamos por Br1(0)∩(RN−1×(0,∞)),
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já que é negativa (item iv)); e podemos considerar −α = 2 ∂ũ
∂(−eN )

(0). Além disso,

ṽ(y) = −yN
∂ṽ

∂(−eN)
(y1, ..., yN−1, syyN) > yNβ,

onde β > 0, também obtido pelos itens i) e iv), é tal que

−β > ∂ṽ

∂(−eN)
(y), ∀y ∈ Br2(0) ∩ (RN−1 × (0,∞)),

para algum r2 > 0, devido ao fato que ∂ṽ
∂(−eN )

é cont́ınua (item i)) e, logo, ainda será

negativa em uma vizinhança do zero (que chamamos de Br2(0) ∩ (RN−1 × (0,∞))), já

que é negativa (item iv)); e podemos considerar −β = 1
2

∂ṽ
∂(−eN )

(0). Assim, obtemos que

ũ(y) < yNα = yNβ
α

β
< ṽ(y)δ0, ∀y ∈ Br(0) ∩ (RN−1 × (0,∞)),

onde δ0 = α
β
> 0 e r > 0 é menor que r1 e r2 e tal que Br(0) ∩ Ṽ0. Finalmente, dado

x ∈ Ux0 := φ−1(Br(0) ∩ R)N−1 × (0,∞), existe y ∈ Br(0) ∩ (RN−1 × (0,∞)) tal que

u(x) = u(ψ(y)) = ũ(y) ≤ δ0ṽ(y) = δ0(v ◦ ψ)(y) = δ0v(x),

isto é,

u(x) ≤ δ0v(x), ∀x ∈ Ux0 ,

e isto finaliza a prova.

Lema 1.3. Seja Ω ⊂ RN , com N ≥ 1, um domı́nio suave limitado. Suponha que

u, v ∈ C1(Ω) satisfazem

a) u, v > 0 em Ω e u, v = 0 em ∂Ω;

b) ∂u
∂ν
< 0 e ∂v

∂ν
< 0 em ∂Ω.

Então, existe δ ≥ 1 tal que δ−1v ≤ u ≤ δv em Ω.

Demonstração. Sabemos do Lema 1.2 que, dado x0 ∈ ∂Ω, existem δ0 > 0 e Ux0 ⊂ Ω

tais que u(x) ≤ δ0v(x), para todo x ∈ Ux0 . Considere a cobertura aberta de ∂Ω

⋃
x0∈∂Ω

Ux0 ⊇ ∂Ω.

Como ∂Ω é compacta, existem x1, ..., xn ∈ ∂Ω tais que

∂Ω ⊆
n⋃
i=1

Uxi .
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Para cada x ∈ Ω∩Uxi , i = 1, ..., n, denote δi > 0 tal que u(x) ≤ δiv(x) (que existe pelo

Lema 1.2). Por outro lado, considere

K = Ω\

(
n⋃
i=1

Uxi

)
.

Assim, como

Kc = Ω
c ∪

(
n⋃
i=1

Uxi

)
que é um aberto, obtemos que Kc é aberto, ou seja, K é fechado. Como K é limitado,

dado x ∈ K, temos que u(x) ≤ δKv(x), para algum δK > 0, pois

u(x) ≤ max
x∈K

u(x) =
maxx∈K u(x)

minx∈K v(x)
·min
x∈K

v(x) ≤ maxx∈K u(x)

minx∈K v(x)
· v(x) =: δKv(x),

onde usamos o fato de que u, v > 0. Portanto, tomando δ̃ = max{δ1, ..., δn, δK}, dado

x ∈ Ω, obtemos  x ∈
n⋃
i=1

Uxi ⇒ u(x) ≤ δiv(x) ≤ δ̃v(x);

x ∈ K ⇒ u(x) ≤ δkv(x) ≤ δ̃v(x).

Com isso, dado x ∈ Ω, existe δ̃ > 0 tal que

u(x) ≤ δ̃v(x), ∀x ∈ Ω.

Agora, trocamos u por v, e vice-versa, na demonstração anterior e obtemos δ > 0 tal

que

v(x) ≤ δu(x)⇒ δ
−1
v(x) ≤ u(x).

Logo, tomando δ = max{δ̃, δ}, segue

δ−1v(x) ≤ δ
−1
v(x) ≤ u(x) ≤ δ̃v(x) ≤ δv(x), ∀x ∈ Ω.

Em particular, δ−1v(x) ≤ δv(x) e, com isso, δ2 ≥ 1. Como δ > 0, temos que δ ≥ 1, o

que finaliza a prova.

Lema 1.4. Sejam u, v ∈ W 1,∞(Ω) ∩ W com u, v > 0 em Ω e Q,M ∈ C([0,∞)) ∩
C1((0,∞)) tais que Q(0) = 0 e Q′,M ′ > 0 em (0,∞). Seja γ(t) = Q−1((1− t)Q(u) +

tQ(v)) e consideremos

F1 := Q′ ◦Q−1, F2 := M−1.

Se para algum Γ ∈ (M(0),∞] a função F : (z1, z2) 7→ F1(z1)F2(z2) é côncava em
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(0,∞)× (M(0),Γ), então para cada |∇u|, |∇v| ∈M−1((M(0),Γ)), vale a desigualdade

pontual

M(|∇γ(t)|) ≤ (1− t)M(|∇u|) + tM(∇v),

para todo t ∈ [0, 1] e a aplicação t 7→M(|∇γ(t, ·)|) é estritamente convexa.

Demonstração. Derivando (1.7), obtemos

Q′(γ(t))∇γ(t) = (1− t)Q′(u)∇u+ tQ′(v)∇v,

para todo t ∈ [0, 1]. Dáı, como Q′ > 0,

Q′(γ(t))|∇γ(t)|= |(1− t)Q′(u)∇u+ tQ′(v)∇v| ≤ (1− t)Q′(u)|∇u|+ tQ′(v)|∇v|

=(1− t)Q′◦Q−1◦Q(u)M−1◦M(|∇u|) + tQ′◦Q−1◦Q(v)M−1◦M(|∇v|)

=(1− t)F1(Q(u))F2(|∇u|) + tF1(Q(v))F2(|∇v|),

para todo t ∈ [0, 1], desde que Q e M são injetoras (pois são crescentes) e, assim,

invert́ıveis sobre sua imagem. Logo,

Q′(γ(t))|∇γ(t)| = (1− t)F1(Q(u))F2(|∇u|) + tF1(Q(v))F2(|∇v|)

= (1− t)F (Q(u),M(|∇u|) + tF (Q(v),M(|∇v|)

≤ F ((1− t)(Q(u),M(|∇u|)) + t(Q(v),M |∇v|)) (1.9)

= F ((1− t)Q(u) + tQ(v), (1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|))

= F1(Q(γ(t)))F2((1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|))

= Q′ ◦Q−1 ◦Q(γ(t))M−1((1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|))

= Q′(γ(t))M−1((1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|)),

para todo t ∈ [0, 1], onde usamos o fato que F é côncava em (0,∞) × (M(0),Γ) e,

consequentemente, em (0,∞) × [M(0),Γ]. Além disso, |∇u|, |∇v| ∈ M−1([M(0),Γ]).

Portanto, como Q′ > 0, M é crescente e |∇γ(t)| ≥ 0, obtemos

M(|∇γ(t)|) ≤ (1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|), (1.10)

para todo t ∈ [0, 1], donde segue que |∇γ(t)| ∈ M−1(M(0),Γ)), para todo t ∈ [0, 1].

De fato, como M é crescente e |∇u|, |∇v| ∈M−1((M(0),Γ)),
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M(0) ≤M(|∇γ(t)|) ≤ (1− t)M(|∇u|) + tM(|∇v|)

≤ (1− t)Γ + tΓ = (1− t+ t)Γ

= Γ,

para todo t ∈ [0, 1] e obtemos o desejado. Agora, vejamos que a aplicação t 7→
M(|∇γ(t, ·)|) é convexa. De fato, dados t1, t2, θ ∈ [0, 1], defina γuv := γ apenas para

evidenciar a dependência de γ dos extremos u e v. Note que

γuv((1− θ)t1 + θt2)= Q−1 ((1− [(1− θ)t1 + θt2])Q(u) + [(1− θ)t1 + θt2]Q(v))

= Q−1 ((1− t1 + θt1 − θt2)Q(u) + ((1− θ)t1 + θt2)Q(v))

= Q−1 ((1− t1 − θ + θt1 + θ − θt2)Q(u) + ((1− θ)t1 + θt2)Q(v))

= Q−1 ([(1− θ)(1− t1) + θ(1− t2)]Q(u) + ((1− θ)t1 + θt2)Q(v))

= Q−1((1− θ)((1− t1)Q(u) + t1Q(v))+θ((1− t2)Q(u) + t2Q(v)))

= Q−1 ((1− θ)Q(U1) + θQ(U2))

= γU1U2 , (1.11)

onde Ui = Q−1 ((1− ti)Q(u) + tiQ(v)), i = 1, 2. Perceba que Ui = γuv(ti) ∈ W, i = 1, 2

e desde que existe K > 0 tal que u, v ≤ K q.t.p., pois u, v ∈ L∞(Ω), obtemos

Ui = Q−1 ((1− ti)Q(u) + tiQ(v)) ≤ Q−1 ((1− ti)Q(K) + tiQ(K))

= Q−1(Q(K))

= K, q.t.p.,

isto é, Ui ∈ L∞(Ω). Além disso, usando (1.10) e o fato de que |∇u|, |∇v| ∈M−1([M(0),Γ]),

temos

|(Ui)xj | ≤ |∇Ui| = |∇γuv(ti) ≤M−1((1− ti)M(|∇u|) + tiM(|∇v|))

≤M−1((1− ti)Γ + tiΓ) = M−1(Γ), j = 1, . . . , N,

o que implica que (Ui)xj ∈ L∞(Ω), j = 1, . . . , N ; e, assim, Ui ∈ W 1,∞(Ω), i = 1, 2. Dáı

também obtemos

M(|∇Ui|) ≤ Γ, i = 1, 2;

isto é, |∇Ui| ∈ M−1([M(0),Γ]), i = 1, 2. Também sabemos que Ui > 0, i = 1, 2,

pela definição de Q−1. Por tudo isso, podemos usar o que já foi provado em (1.10),
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substituindo γuv por γU1U2 , para concluir que

M(|∇γuv((1− θ)t1 + θt2)|) = M(|∇γU1U2(θ)|)

≤ (1− θ)M(|∇γU1U2(0)|) + θM(|∇γU1U2(1)|)

= (1− θ)M(|∇U1|) + θM(|∇U2|)

= (1− θ)M(|∇γuv(t1)|) + θM(|∇γuv(t2)|),

isto é, t 7→ M(∇γ(t, ·)) é convexa. Agora, provemos a concavidade estrita. Para isso,

vejamos primeiro que dados t ∈ (0, 1), z ∈ (0,∞)× [M(0),Γ] e z̃ ∈ (0,∞)× (M(0),Γ),

teremos

F ((1− t)z + tz̃) > (1− t)F (z) + tF (z̃). (1.12)

De fato, já sabemos que F é estritamente côncava em (0,∞) × (M(0),Γ). Se existir

t0 ∈ (0, 1) tal que

F ((1− t0)z + t0z) = (1− t0)F (z) + t0F (z), (1.13)

denote w0 = (1−t0)z+t0z e considere w = w0+z
2

o ponto médio entre w0 e z. Escrevendo

w em função de z e z, obtemos

w =
(1− t0)z + t0z + z

2
=

(
1− t0

2

)
z +

t0
2
z. (1.14)

Como z = 2w − w0, temos

w0 = (1− t0)z + t0z = (1− t0)(2w − w0) + t0z, (1.15)

ou seja,

(2− t0)w0 = 2(1− t0)w + t0z.

Dáı,

w0 =
2(1− t0)

2− t0
w +

t0
2− t0

z =

(
1− t0

2− t0

)
w +

t0
2− t0

z.

Sendo assim,

F (w0) >

(
2(1− t0)

2− t0
F (w)

)
+

t0
2− t0

F (z),

pois F é estritamente côncava em (0,∞)× (M(0),Γ) e w, z ∈ (0,∞)× (M(0),Γ). De

(1.13), segue que
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(1− t0)F (z) + t0F (z) >

(
1− t0

2− t0

)
F (w) +

t0
2− t0

f(z)

⇒ 2(1− t0)

2− t0
F (w) <

(
1− t0

2

)
F (z) +

t0
2
F (z)

⇒ F (w) <

(
1− t0

2

)
F (z) +

t0
2
F (z).

Usando (1.14), isto significa

F

((
1− t0

2

)
z +

t0
2
z

)
< 1− t0

2
F (z) +

t0
2
zF (z),

o que é um absurdo, pois F é côncava em (0,∞)× [M(0),Γ]. Portanto, para tais z, z

e t a desigualdade em (1.12) é satisfeita. Assim, teremos a desigualdade estrita em

(1.9) e, com isso, segue a desigualdade estrita em (1.10). Argumentando como antes,

obteremos a convexidade estrita de t 7→M(∇γ(t, ·)).

Observação 1.2. Um caso particular do Lema que abordaremos mais adiante encontra-

se em [6], com Q(z) = M(z) = z2. Já em [6, Lema 1], foi analisado o caso em que

Q(z) = M(z) = zp. No entanto, os resultados que obtivemos é demonstrado de modo

diferente, pois utilizamos basicamente a concavidade e isso, de certa forma, é algo muito

bom. No Caṕıtulo 2 deste trabalho, veremos o caso em que M(z) = z2 e Q(z) = f 2(z),

sendo f uma função ı́mpar que satisfaz o problema de Cauchy
f ′(t) =

1√
1 + 2f(t)2

, em (0,∞);

f(0) = 0.

Observação 1.3. As hipóteses consideradas aqui foram as mı́nimas posśıveis para

obtermos o resultado desejado, pois, caso F não seja côncava, teremos a desigualdade

oposta em (1.9). Isso é bom, mas exatamente por tal hipótese ser exigida não se espera

que (1.10) seja, em geral, verdade.

Observação 1.4. Sabemos que F1, F2 ≥ 0 e, assim, se (z1, z2) 7→ F1(z1)F2(z2) é

côncava, então

F ((1− t)(z1, z2) + t(z̃1, z̃2)) ≥ (1− t)F (z1, z2) + tF (z̃1, z̃2)

⇒F (((1− t)z1, (1− t)z2) + (tz̃1, tz̃2)) ≥ (1− t)F1(z1)F2(z2) + tF1(z̃1)F2(z̃2)

⇒F ((1− t)z1 + tz̃1, (1− t)z2 + tz̃2) ≥ (1− t)F1(z1)F2(z2) + tF1(z̃1)F2(z̃2)

⇒F1((1− t)z1 + tz̃1)F2((1− t)z2 + tz̃2) ≥ (1− t)F1(z1)F2(z2) + tF1(z̃1)F2(z̃2)
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⇒


F1((1− t)z1 + tz̃1)≥(1− t)F1(z1)

F2(z2)

F2((1− t)z2 + tz̃2)
+tF1(z̃1)

F2(z̃2)

F2((1− t)z2 + tz̃2)

F2((1− t)z2 + tz̃2)≥(1− t)F2(z2)
F1(z1)

F1((1− t)z1+tz̃1)
+tF2(z̃2)

F1(z̃1)

F1((1− t)z1 + tz̃1)
z1=z̃1
z2=z̃2⇒

{
F1((1− t)z1 + tz̃1) ≥ (1− t)F1(z1) + tF1(z̃1)

F2((1− t)z2 + tz̃2) ≥ (1− t)F2(z2) + tF2(z̃2),

ou seja, F1 e F2 são côncavas. Além disso, o determinante da matriz Hessiana de F é

não negativo, isto é, omitindo a dependência de Fi de zi, obtemos

det


∂2F

∂z2
1

∂2F

∂z1∂z2

∂2F

∂z2∂z1

∂2F

∂z2
2

 = det

(
F ′′1 F1 F ′1F

′
2

F ′2F
′
1 F ′′2 F1

)
= F1F

′′
1 F2F

′′
2 − (F ′1F

′
2)2 ≥ 0.

Dáı, F1F
′′
1 F2F

′′
2 ≥ (F ′1F

′
2)2. Desde que F ′2 = (M−1)′ =

1

M ′ > 0, se F ′1 6= 0 obtemos

((
F1

F ′1

)′
− 1

)((
F2

F ′2

)′
− 1

)
=

(
F1

F ′1

)′(
F2

F ′2

)′
−
(
F1

F ′1

)′
−
(
F2

F ′2

)′
+ 1

=
(F ′1)2 − F1F

′′
1

(F ′1)2

(F ′2)2 − F2F
′′
2

(F ′2)2
− (F ′1)2 − F1F

′′
1

(F ′1)2

− (F ′2)2 − F2F
′′
2

(F ′2)2
+ 1

= 1− (F ′1)2F2F
′′
2

(F ′1)2(F ′2)2
− (F ′2)2F1F

′′
1

(F ′1)2(F ′2)2
+
F1F

′′
1 F2F

′′
2

(F ′1)2(F ′2)2

− 1 +
F1F

′′
1

(F ′1)2
− 1 +

F2F
′′
2

(F ′2)2
+ 1

=
F1F

′′
1 F2F

′′
2

(F ′1)2(F ′2)2

≥ 1.

Assim,

1 ≤ F1F
′′
1 F2F

′′
2

(F ′1)2(F ′2)2
=

((
F1

F ′1

)′
− 1

)((
F2

F ′2

)′
− 1

)
. (1.16)

Perceba que a expressão do primeiro parêntese depende apenas de z1 e a do segundo

apenas de z2 e lembre-se que F2 := M−1 está associada à parte principal do funcional.

A desigualdade em (1.16) nos permite concluir fatos importantes acerca de Q. Caso

a expressão do segundo parêntese mude de sinal, para o M dado, tem-se

1 ≤
((

F1

F ′1

)′
− 1

)
· a1 e 1 ≤

((
F1

F ′1

)′
− 1

)
· a2,
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para alguns a1 > 0 e a2 < 0, de onde segue que(
F1

F ′1

)′
− 1 ≥ 1

a1

> 0 e

(
F1

F ′1

)′
− 1 ≤ 1

a2

< 0.

Nesse caso, não pode existir z1 tal que F ′1(z1) 6= 0. Logo F ′1(z1) = 0, para todo z1 ∈
(0,∞). Assim, existe a > 0 tal que F1(z1) = a, para todo z1, isto é, Q′ ◦ Q−1(z1) =

a, ∀z1. Com isso, dado y ∈ [0,∞), temos Q′(y) = Q′ ◦ Q−1(Q(y)) = a, o que nos

permite concluir que Q(y) = ay + b, para algum b ∈ R. No entanto, como Q(0) = 0,

as únicas soluções que nos permitirão obter a concavidade desejada são as triviais

Q(y) = ay.

Agora, se supormos que a expressão do segundo parêntese é limitada por cima por
1
c0
> 0, obteremos da desigualdade (1.16) que

1 ≤
((

F1

F ′1

)′
− 1

)
1

c0

⇒
(
F1

F ′1

)′
≥ c0 + 1⇒

∫ z1

0

(
F1

F ′1

)′
dz̃1 ≥ (c0 + 1)z1

⇒F1(z1)

F ′1(z1)
− F1(0)

F ′1(0)
≥ (c0 + 1)z1 ⇒

F1(z1)

F ′1(z1)
≥ (c0 + 1)z1 + c1

⇒F ′1(z1)

F1(z1)
≤ 1

(c0 + 1)z1 + c1

⇒ (log(F1(z1)))′ ≤ 1

(c0 + 1)z1 + c1

⇒
∫ z1

1

(log(F1(z̃1)))′dz̃1 ≤
∫ z1

1

1

(c0 + 1)z̃1 + c1

dz1

⇒ log(F1(z1))− log(F1(1)) ≤ log((c0 + 1)z̃1 + c1)
∣∣z1
1

1

c0 + 1

⇒ log(F1(z1)) ≤ log((c0 + 1)z1 + c1)
1

c0 + 1
+ c̃2 ⇒ F1(z1) ≤ e

log

(
[(c0+1)z1+c1]

1
c0+1

)
+c̃2

⇒F1(z1) ≤ c2 ((c0 + 1)z1 + c1)
1

c0+1 , (1.17)

onde

c1 =
F1(0)

F ′1(0)
≥ 0, c̃2 = log(F1(1))− 1

c0 + 1
log((c0 + 1) · 1 + c1) e c2 = ec̃2 ≥ 0.

Desde que F1 = Q′ ◦Q−1, a desigualdade em (1.17) nos fornece que

F1 ◦Q = Q′ ≤ c2((c0 + 1)Q+ c1)
1

c0+1 .

No caso em que c1 = 0, teremos que

Q′(t) = c2((c0 + 1)Q(t))
1

c0+1 ,

34



1. Resultados Abstratos

o que implica

Q′(t)Q(t)
− 1
c0+1 ≤ c2(c0 + 1)

1
c0+1 . (1.18)

Por outro lado,

(Q(t)
1− 1

c0+1 )′ =
c0

c0 + 1
Q(t)

− 1
c0+1Q′(t),

isto é,

Q′(t)Q(t)
− 1
c0+1 =

c0 + 1

c0

(Q(t)
c0
c0+1 )′.

Substituindo em (1.18), obtemos(
c0 + 1

c0

(Q(t))
c0
c0+1

)′
≤ c0c2(c0 + 1)

− c0
c0+1 ⇒

∫ t

0

(Q(s)
c0
c0+1 )′ds ≤ c0c2(c0 + 1)

− c0
c0+1 t

⇒ Q(t)
c0
c0+1 −Q(0)

c0
c0+1 ≤ c0c2(c0 + 1)

− c0
c0+1 t

⇒ Q(t) ≤ (c0c2)
c0+1
c0

c0 + 1
t
c0+1
c0 ,

onde usamos o Teorema Fundamental do Cálculo para obter a segunda implicação.

Além disso, c1 = 0 se, e somente se, Q′(0) = 0, uma vez que

c1 =
F1(t)

F ′1(t)
=

Q′(Q−1(0))

Q′′(Q−1(0))(Q−1)′(0)
=

Q′(0)

Q′′(0)(Q−1)′(0)
.

Caso tenhamos, no Lema 1.4, que a aplicação (x, y) 7→ F1(x)F2(y) é côncava,

mas não estritamente côncava, é mais delicado analisar a igualdade em (1.10). Em

geral, encontramos um par (u, v), com a relação não trivial, para o qual a igualdade

é satisfeita. Mas, pode ser que a desigualdade seja estrita. O fato é que conseguimos

dar um exemplo importante no qual foi posśıvel explicitar uma desigualdade para Q,

ao supormos c1 = 0. Neste caso, sendo 1 < ε < c0+1
c0

, a função Q(t) = tε se encaixa

em nossas hipóteses (Q′(t) = εtε−1), por exemplo. As ideias seguidas aqui podem ser

usadas em configurações mais gerais.

Lema 1.5. Sejam u, v ∈ W , onde W pode ser W 1,p
0 (Ω) ou W 1,p(Ω), com p > 1, e u, v >

0 em Ω. Se Q(z) = M(z) = zp e γ for como em (1.7), ou seja, γ(t) = ((1−t)up+tvp)
1
p ,

então a derivada fraca satisfaz

|γ(t)|p ≤ (1− t)|∇u|p + t|∇v|p

e t→ |∇γ(t, x)|p é convexa. Além disso, se u, v ∈ C(Ω) ∩W são funções linearmente

independentes, então t→ ‖∇γ(t)‖pLp(Ω) é estritamente convexa.

Demonstração. Primeiro, vejamos que up, vp ∈ W 1,1(Ω). De fato, sabemos que
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up ∈ L1(Ω), pois u ∈ Lp(Ω). Além disso,∫
Ω

∣∣(up)xj ∣∣ dx ≤ ∫
Ω

|∇(up)|dx = p

∫
Ω

up−1|∇u|dx

≤ p

((∫
Ω

updx

) p
p−1

+

(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

p

)
<∞, j = 1, . . . , N ;

onde usamos a desigualde de Hölder para p̃ = p−1
p

e q̃ = p; e também o fato que

up, |∇up| ∈ L1(Ω). Isso nos dá (up)xj ∈ L1(Ω), j = 1, . . . , N , e portanto, up ∈ W 1,1(Ω).

Analogamente, vp ∈ W 1,1(Ω). Além disso, seja q o expoente conjugado de p, isto é,

q = p/(p− 1) e sejam F1, F2 como no Lema 1.4. Então, desde que Q(z) = M(z) = zp

F1(z1) = Q′(Q−1(z1)) = Q′(z
1
p

1 ) = pz
p−1
p

1 = pz
1
q

1

e

F2(z2) = M−1(z2) = z
1
p

2 .

Assim,

∂F

∂z1

= F ′1(z1)F2(z2) =
p

q
z

1
q
−1

1 z
1
p

2 ,
∂F

∂z2

= F1(z1)F ′2(z2) = pz
1
q

1

1

p
z

1
p
−1

2 .

Logo
∂2F

∂z2
1

=
p

q

(
1

q
− 1

)
z

1
q
−2

1 z
1
p

2 ,
∂2F

∂z2
2

= pz
1
q

1

1

p

(
1

p
− 1

)
z

1
p
−2

2 ,

∂2F

∂z1∂z2

=
p

q
z

1
q
−1

1

1

p
z

1
p
−1

2 e
∂2F

∂z2∂z1

= p
1

q
z

1
q
−1

1

1

p
z

1
p
−1

2 .

Portanto,
∂2F

∂z2
1

= −1

q
z

1
q
−2

1 z
1
p

2 ,
∂2F

∂z2
2

= −1

q
z

1
q

1 z
1
p
−2

2 ,

∂2F

∂z1∂z2

=
1

q
z

1
q
−1

1 z
1
p
−1

2 e
∂2F

∂z2∂z1

=
1

q
z

1
q
−1

1 z
1
p
−1

2 .

Isso nos fornece que

H(z1, z2) =

 ∂2F
∂z21

∂2F
∂z1∂z2

∂2F
∂z2∂z1

∂2F
∂z22

 = z
1
q
−2

1 z
1
p
−2

2

1

q

(
−z2

2 z1z2

z1z2 −z2
1

)
.

Sabemos que
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det

(
−z2

2 − λ z1z2

z1z2 −z2
1 − λ

)
= 0⇔ λ2 + λ(z1 + z2

2) + z2
1z

2
2 − z2

1z
2
2 = 0

⇔ λ(λ+ z2
1 + z2

2) = 0

⇔ λ = 0 ou λ = 2.

Então, como o determinate da Hessiana é 0 · 2 = 0, a Hessiana é não negativa. Desde

que F1 e F2 nesse caso são côncavas, obtemos pela Observação 1.4 que (z1, z2) 7→
F1(z1)F2(z2) é côncava. Estamos, então, nas hipóteses do Lema 1.4. Dessa forma,

|γ(t)|p ≤ (1 − t)|∇u|p + t|∇v|p e t 7→ |∇γ(t, x)|p é convexa. Como F não é ne-

cessariamente estritamente côncava, o Lema 1.4 não pode ser usado para garantir-

mos que t 7→ ‖∇γ(t)‖pLp seja estritamente côncava, tendo apenas a hipótese de que

u, v ∈ C(Ω) ∪W são L. I. Uma análise da demonstração do Lema 1.4 será eficaz para

o que se deseja obter. Perceba que precisamos mostrar a desigualdade estrita a seguir:

‖∇γ(t)‖pLp < (1− t)‖∇u‖pLp + t‖∇v‖pLp , (1.19)

para tais u e v L. I. Pois, dados t1 6= t2 e t ∈ (0, 1), definimos γuv; = γ, U1 = ((1 −
t1)up + t1v

p) = γ(t1) e U2 = (1 − t2)u + t2v. Vejamos que U1 e U2 são L. I. Uma vez

que Q é injetora e homogênea (Q(λt) = λpQ(t)), o fato de u e v serem L. I. implica

Q(u) e Q(v) L. I., pois dados α, β ∈ R, onde supomos sem perda de generalidade que

α ≥ 0, tais que

αQ(u) + βQ(v) = 0⇒ Q(α
1
pu) = −βQ(v)

⇒ Q(α
1
pu) = Q((−β)

1
pv)

⇒ α
1
pu = −β

1
pv

⇒ α
1
p = (−β

1
p ) = 0

⇒ α = β = 0.

Assim, como temos (de forma análoga ao que foi feito no Lema 1.4) que γU1U2(t) =

((1− t)U1 + tU2)
1
p = γuv((1− t)t1 + tt2)), obtemos

αU1 + βU2 = 0⇒ αγ(t1) + βγ(t2) = 0

⇒ α((1− t1)up + t1v
p)

1
p + β((1− t2)up + t2v

p)
1
p = 0

⇒ α((1− t1)up + t1v
p)

1
p = −β((1− t2)up + t2v

p)
1
p
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⇒ ((1− t1)(αu)p + t1(αv)p)
1
p = ((1− t2)(−βu)p + t2(−βv)p)

1
p

⇒ (1− t1)(αu)p + t1(αv)p = (1− t2)(−βu)p + t2(−βv)p

⇒ [αp(1− t1) + (−β)p(1− t2)]up + [αpt1 + (−β)pt2] vp = 0.

Usando que up e vp são L.I. tem-se{
αp(1− t1) + (−β)p(1− t2) = 0;

αpt1 + (−β)pt2 = 0.

Logo αp + (−β)p = 0. Note que 0 ≤ αp = −(−β)p ≤ 0 e, dessa forma, α = β = 0. Dáı,

‖∇γU1U2(t)‖
p
Lp(Ω) < (1− t)‖∇U1‖pLp(Ω) + t‖∇U2‖pLp(Ω)

⇒ ‖∇γ((1− t)t1 + tt2)‖pLp(Ω) < (1− t)‖∇γ(t1)‖pLp(Ω) + t‖∇γ(t2)‖pLp(Ω),

isto é, t 7→ ‖∇γ(t)‖pLp(Ω) será estritamente convexa. Vejamos que vale (1.19).

Até agora já sabemos do Lema 1.4 que

|∇γ(t)|p ≤ (1− t)|∇u|p + t|∇v|p ⇒
∫

Ω

|∇γ(t)|pdx ≤ (1− t)
∫

Ω

|∇u|pdx+ t

∫
Ω

|∇v|pdx

⇒ ‖∇γ(t)‖pLp(Ω) ≤ (1− t)‖∇u‖pLp(Ω) + t‖∇v‖pLp(Ω).

(1.20)

Vejamos que não pode ocorrer a igualdade em (1.20), para nenhum t ∈ (0, 1). De fato,

caso ocorra a igualdade para algum t ∈ (0, 1), então∫
Ω

((1− t)|∇u|p + t|∇v|p − |∇γ(t)|p) dx = 0.

E, como (1− t)|∇u|+ t|∇v|p − |∇γ(t)|p ≥ 0, obtemos

|∇γ(t)|p = (1− t)|∇u|p + t|∇v|p.

Perceba que, seguindo como na demonstração do Lema 1.4,

pγ(t)p−1|∇γ(t)| = |(1− t)pup−1∇u+ tpvp−1∇v|

≤ (1− t)pup−1|∇u|+ tpvp−1|∇v|

= · · ·

= pγ(t)p−1 [(1− t)|∇u|p + t|∇v|p]
1
p

38



1. Resultados Abstratos

e, como |∇γ(t)|p = (1− t)|∇u|p + t|∇v|p, de fato o que ocorre é a igualdade

|(1− t)pup−1∇u+ tpvp−1∇v| = (1− t)pup−1|∇u|+ tpvp−1|∇v|.

E, como consequência da desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada x ∈ Ω existe αx

tal que

tpvp−1∇v = αx(1− t)pup−1∇u.

Então, considerando α : Ω→ [0,∞) dada por α(x) = αx(1−t)up−1

tvp−1 , temos

∇v = α∇u. (1.21)

Por outro lado, seguindo como na demonstração do Lema 1.4, obtemos a seguinte

igualdade

F [(1− t)(Q(u),M(|∇u|)) + t(Q(v),M(|∇v|))]

= (1− t)F (Q(u),M(|∇u|)) + tF (Q(v),M(|∇v|)).

Logo, existe λ ∈ R tal que (Q(u),M(|∇u|))− (Q(v),M(|∇v|)) é múltiplo do autovetor

correspondente ao autovalor 0 da hessiana de F no ponto (Q(u),M(|∇u|)). Assim,

existe λ : Ω→ R tal que

(Q(v)−Q(u),M(|∇v|)−M(|∇u|)) = λ(Q(u),M(|∇u|)).

Dáı, Q(v) = (λ + 1)Q(u) e M(|∇v|) = (λ + 1)M(|∇u|). Como Q(v), Q(u) ≥ 0 tem-se

λ+ 1 ≥ 0. Denote β : Ω→ [0,∞) tal que βp = λ+ 1. Dessa forma,{
vp = βpup,

|∇v|p = βp|∇u|p.

Usando isso com (1.21) tem-se

βp|∇u|p = |∇v|p = αp|∇u|p.

Assim, α = β. Então {
v = αu,

∇v = α∇u.

Vejamos que α = v
u

localmente (para cada K ⊂ Ω compacto) pertence a C(Ω)∩W .

Fixe K ⊂ Ω compacto, como u, v ∈ C(Ω) existem mu,mv,Mu,Mv > 0 tais que
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mu ≤ u ≤Mu e mv ≤ v ≤Mv em K.

Assim ∫
K

|α|pdx =

∫
K

vp

up
dx ≤ 1

mp
u

∫
K

vpdx <∞

e ∫
K

|∇α|pdx =

∫
K

∣∣∣∣u∇v − v∇uu2

∣∣∣∣p dx ≤ Mp
u

m2p
u

∫
K

|∇v|pdx+
Mp

v

m2p
u

∫
K

|∇u|pdx <∞.

Isso conclui que α localmente pertence a C(Ω) ∩W .

Note que a derivada fraca de α satisfaz

∇α = ∇
(v
u

)
=
u∇v − v∇u

u2
=
αu∇u− αu∇u

u2
= 0.

Então, como Ω é conexo, α é constante. Portanto, temos uma contradição, já que u e

v são L.I. e v = αu.
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Caṕıtulo 2

Um Problema de Autovalor

Não-linear da F́ısica Matemática

Os resultados principais obtidos no Caṕıtulo 1 serão aplicados em uma equação

eĺıptica, de modo que aproximaremos problemas do tipo autovalor. Esses problemas

são aqueles que podemos escrever na forma

Lu = ωu,

onde L é um operador diferencial não-linear. Aqui surgem duas perguntas distintas:

1. Dado ω, existe uma única solução para o problema?

2. Existe um único autovalor satisfazendo a limitação
∫
u2 = 1?

Em geral, tais estruturas não são equivalentes, pois na segunda questão os autovalores

não necessariamente são fixados e aparecem como multiplicadores de Lagrange. Tra-

taremos o primeiro problema no caso da equação de Schrödinger quaselinear, tanto

para Ω limitado quanto para Ω = RN . E o segundo, para esta mesma equação, apenas

quando Ω é limitado.

2.1 Equação de Schrödinger Quaselinear

Ao investigarmos as ondas estacionárias φ(t, x) = eiωtu(x) da equação de Schrödin-

ger quaselinear

i∂tφ−∆φ− φ∆(|φ|2) + V (x)φ+ φ3 = 0, em (0,∞)× Ω,
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2. Um Problema de Autovalor Não-linear da F́ısica Matemática

que serve como modelo em muitas situações f́ısicas, surge a equação que consideraremos:

−∆u− u∆(u2) + V (x)u+ u3 = ωu, em Ω, (2.1)

onde V (x) é o potencial |x|2 no caso em que Ω = RN , ou V ∈ L∞(Ω) e u = 0 na

fronteira no caso em que Ω é um domı́nio regular limitado, e a dimensão N ≥ 1.

Em [21, 25] os autores consideraram Ω = RN e ω = 0, e utilizando-se minimização

restrita, provou-se pela primeira vez a existência de soluções para (2.1). Em tal equação,

a presença do termo u∆(u2) traz consigo algumas dificuldades quando tentamos en-

contrar soluções de (2.1). De fato, consideremos apenas o problema{
−u∆(u2) = f(x), em Ω;

u = 0, sobre ∂Ω.

Dada ϕ ∈ C∞0 (Ω), temos que se u ∈ C2(Ω) satisfaz o problema anterior, então

−u∆(u2)ϕ = f(x)ϕ⇒ −
∫

Ω

∆(u2)uϕdx =

∫
Ω

f(x)ϕdx

⇒
∫

Ω

∇(u2)∇(uϕ)dx−
∫
∂Ω

∂u2

∂ν
· uϕdx =

∫
Ω

f(x)ϕdx

⇒
∫

Ω

∇(u2)∇uϕdx+

∫
Ω

∇(u2)∇ϕudx−
∫

Ω

f(x)ϕdx = 0

⇒ 2

∫
Ω

|∇u|2uϕdx+ 2

∫
Ω

u2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x)ϕdx = 0.

Assim, o funcional energia associado ao problema φ : H → R seria dado por

φ(u) =

∫
Ω

u2|∇u|2dx−
∫

Ω

f(x)dx,

uma vez que

φ′(u)ϕ = 2

∫
Ω

u|∇u|2ϕdx+ 2

∫
Ω

u2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x)ϕdx, para ϕ ∈ C∞0 (Ω),

onde H deve ser escolhido de tal forma que o funcional esteja bem definido. No entanto,

não podemos considerar H = H1(Ω), uma vez que não conseguimos garantir que∫
Ω

u2|∇u|2dx <∞.

Para tentar resolver este problema, uma alternativa seria construir o espaço

H = {u ∈ H1(Ω);

∫
Ω

u2|∇u|2dx <∞}.
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No entanto, tal H não é sequer um subespaço vetorial de H1(Ω). Para contornar este

problema, em [21, 13] foi feita uma mudança de variável u = f(v) (cuja derivada é dada

em (2.2) a seguir) e isso reduz (2.1) a uma equação semilinear, com o termo de ordem

zero mais complicado. Também usada em [14, 1], tal redução permite que trabalhemos

na configuração de H1
0 (Ω).

O método dual que foi utilizado em [13] também será aplicado aqui. Para isso,

consideremos f : R→ R uma função ı́mpar satisfazendo

f ′(t) =
1√

1 + 2f 2(t)
, em (0,∞), f(0) = 0. (2.2)

Como pode ser visto em [2, 13], se u é solução para (2.1), então v = f−1(u) é solução

para

−∆v + (V (x)− ω)
f(v)√

1 + 2f 2(v)
+

f 3(v)√
1 + 2f 2(v)

= 0. (2.3)

De [13, Lema 2.1], temos que

lim
t→0

f(t)

t
= 1, lim

t→

f(t)√
t

= 2
1
4 , (2.4)

e, de [13, Lema 2.2],

1

2
f(t) ≤ t√

1 + 2f 2(t)
≤ f(t), ∀t ≥ 0. (2.5)

Isto implica nesta outra

f 2(t)

2
≤ tf(t)√

1 + 2f 2(t)
≤ f 2(t), ∀t ∈ R.

Considere H = H1
0 (Ω) com a norma padrão, se Ω for um domı́nio regular limitado. No

caso que Ω = RN , vamos considerar H = {u ∈ H1(RN);
∫
RN |u|

2|x|2dx < ∞} com a

norma

‖u‖2
H =

∫
RN

(
|∇u|2 + |u|2|x|2

)
dx.

Proposição 2.1. Fixado ω ∈ R, as soluções clássicas de (2.3) são pontos cŕıticos do

funcional Aω : H → R definido por

Aω(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(v)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(v)dx.

Demonstração. Dada ϕ ∈ C∞0 (Ω), obtemos
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−∆vϕ+ (V (x)− ω)f(v)f ′(v)ϕ+ f 3(v)f ′(v)ϕ = 0

⇒ −
∫

Ω

∆vϕdx+

∫
Ω

(V (x)− ω)f(v)f ′(v)ϕdx+

∫
Ω

f 3(v)f ′(v)ϕdx = 0

⇒
∫

Ω

∇v∇ϕdx−
∫
∂Ω

∂v

∂ν
ϕdx+

∫
Ω

(V (x)− ω)f(v)f ′(v)ϕdx+

∫
Ω

f 3(v)f ′(v)ϕdx = 0

⇒
∫

Ω

∇v∇ϕdx+

∫
Ω

(V (x)− ω)f(v)f ′(v)ϕdx+

∫
Ω

f 3(v)f ′(v)ϕdx = 0

⇒ A′ω(v)ϕ = 0.

Para entendermos melhor, basta seguirmos um argumento análogo ao que foi feito na

Afirmação A.1, do Caṕıtulo 1.

Note ainda que Aω está bem definida, pois uma vez que temos as desigualdades em

(2.5), obteremos f 2(t) + 2f 4(t) ≤ 4t2, visto que

f(t)

2
≤ t√

1 + 2f 2(t)
⇒ f(t)

√
1 + 2f 2(t) ≤ 2t

⇒ f(t)2(1 + 2f 2(t)) ≤ 4t2

⇒ f 2(t) + 2f 4(t) ≤ 4t2.

Dessa forma,

|2(V (x)− ω)f 2(v) + f 4(v)| ≤ 2(‖V ‖L∞ + |ω|)f 2(v) + f 4(v) ≤ C(f 2(v) + 2f 4(v))

≤ 4Cv2 ∈ L1(Ω).

Isso conclui que as integrais na definição de Aω são finitas. Além disso, mostra-se que

Aω ∈ C1(H;R).

Proposição 2.2. Seja u ∈ H∩C2(Ω) ponto cŕıtico do funcional Aω. Então u é solução

clássica de (2.3).

Demonstração. Dada ϕ ∈ C∞0 (Ω) tem-se∫
Ω

∇u∇ϕdx+

∫
Ω

(V (x)− ω)f(u)f ′(u)ϕdx+

∫
Ω

f 3(u)f ′(u)ϕdx = 0.

Pela Identidade de Green 0.6,∫
Ω

−∆uϕdx+

∫
Ω

(V (x)− ω)f(u)f ′(u)ϕ+

∫
Ω

f 3(u)f ′(u)ϕ = 0.

Assim
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∫
Ω

[
−∆u+ (V (x)− ω)f(u)f ′(u) + f 3(u)f ′(u)

]
ϕdx = 0.

Como ϕ ∈ C∞0 (Ω) é arbitrária, temos que

−∆u+ (V (x)− ω)f(u)f ′(u) + f 3(u)f ′(u) = 0.

Portanto u é solução clássica (2.3).

Por outro lado, vamos definir

M :=

{
v ∈ H;

∫
Ω

f 2(v)dx = 1

}
e também o funcional energia E : M→ R

E(v) :=
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+
1

2

∫
Ω

V (x)f 2(v)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(v)dx.

Neste caso, procuramos por pontos cŕıticos de E|M e ω aparece como um Multiplicador

de Lagrange, pois o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange em 0.7 nos dá a existência

de um λ ∈ R tal que

E ′(u) = λR′(u)⇒ E ′(u) · ϕ = R′(u) · ϕ, ∀ϕ ∈ H,

onde R : H → R é a função C1-diferenciável definida por

R(v) =

∫
Ω

f 2(v)dx− 1.

Pela expressão de E ′(u) e R′(u), obtemos∫
Ω

∇u∇ϕdx+

∫
Ω

V (x)f(u)f ′(u)ϕdx+

∫
Ω

f 2(u)3f ′(u)ϕdx = λ2

∫
Ω

f(u)f ′(u)ϕdx

⇒
∫

Ω

∇u∇ϕdx+

∫
Ω

(V (x)− 2λ)f(u)f ′(u)ϕdx+

∫
Ω

f(u)3f ′(u)ϕdx = 0.

Veremos, mais adiante, que M = R−1(0), com 0 sendo valor regular de R.

2.2 Resultados Básicos

Apresentaremos alguns resultados a serem utilizados na demontração dos Teoremas

2.1, 2.2, 2.3 e 2.4. Agora, veremos um lema que nos diz algo a respeito da convexidade

do gradiente dos caminhos a serem considerados.
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Lema 2.1. Sejam u, v ∈ H ∩W 1,∞(Ω) tais que u, v > 0 em Ω. Se

γ(t) = f−1
(√

(1− t)f 2(u) + tf 2(v)
)
, ∀t ∈ [0, 1], (2.6)

então γ : [0, 1] → H está bem definida e, pontualmente em Ω, t 7→ |∇γ(t)|2 é convexa

em [0, 1].

Demonstração. Inicialmente, vejamos que t 7→ |∇γ(t)|2 é convexa em [0, 1] (pontu-

almente em Ω). Para isso, usaremos o Lema 1.4. Já sabemos que u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩

W 1,∞(Ω), pois H := H1
0 (Ω), e que u, v > 0 em Ω. Agora, considere Q,M ∈ C([0,∞))∩

C1(0,∞) dadas por hipótese,

Q(z) = f 2(z) e M(z) = z2.

Dáı, Q(0) = (f(0))2 = 0 e, dado z ∈ (0,∞), temos

Q′(z) = (f 2(z))′ = 2f(z) · f ′(z) =
2f(z)√

1 + 2f 2(z)
> 0 e M ′(z) = 2z > 0.

Também temos que Q−1(z) = f−1(
√
z), pois

Q ◦Q−1(z) = f 2(f−1(
√
z)) = (

√
z)2 = z

e

Q−1 ◦Q(z) = f−1(
√
f 2(z)) = f−1(f(z)) = z.

Assim,

γ(t) = Q−1((1− t)Q(u) + tQ(v)) = f−1(
√

(1− t)f 2(u) + tf 2(v)).

Além disso, definindo F1 := Q′ ◦Q−1 e F2 := M−1, obtemos

F1(z1) = 2f(f−1(
√
z1)) · f ′(f−1(

√
z1)) = 2

√
z1

1√
1 + 2f 2(f−1(

√
z1))

= 2(z1)
1
2 · (1 + 2z1)−

1
2

e que F2(z2) = z
1
2
2 . Com isso, segue que

F ′1(z1) =
1

2
2(z1)−

1
2 · (1 + 2z1)−

1
2 − 2(z1)

1
2 · 1

2
(1 + 2z1)−

3
2 · 2

= z
− 1

2
1 (1 + 2z1)−

1
2 − 2(z1)

1
2 (1 + 2z1)−

3
2 = z

− 1
2

1 (1 + 2z1)−
3
2 ((1 + 2z1)− 2z1)

= z
− 1

2
1 (1 + 2z1)−

3
2 .
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Portanto,

F ′′1 (z1) = −1

2
z
− 3

2
1 (1 + 2z1)−

3
2 − z−

1
2

1

3

2
(1 + 2z1)−

3
2 < 0

e também

F ′′2 (z2) =

(
1

2
z
− 1

2
2

)′
= −1

4
z
− 3

2
2 < 0,

ou seja, F1 e F2 são côncavas, visto que ambas têm derivada segunda negativa. Além

disso, perceba que

(
F2(z2)

F ′2(z2)

)′
− 1 =

(√
z2

1
2
√
z2

)′
− 1 = (2z2)′ − 1 = 1

e

(
F1(z1)

F ′1(z1)

)′
− 1 =


2
√
z1√

1 + 2z1

1
√
z1

√
(1 + 2z1)3


′

− 1 =

(
2z1(1 + 2z1)

3
2

(1 + 2z1)
1
2

)′
− 1

= (2z1(1 + 2z1))′ − 1 = (2z1 + 4z2
1)′ − 1 = 2 + 8z2

1 − 1

= 1 + 8z2
1 ≥ 1.

Assim, pela Observação 1.4, conclúımos que F : (z1, z2) 7→ F1(z1)F2(z2) é côncava em

(0,∞)× (0,∞). Portanto, pelo Lema 1.4, conclúımos que

t 7→ |∇γ(t)|2

é, pontualmente em Ω, convexa em [0, 1]. Por fim, vejamos que γ está bem definida.

Sabemos que f 2 é crescente, pois

(
f 2(z)

)′
= 2f(z)f ′(z) ≥ 0, ∀z ∈ [0,∞).

Como min{u, v} ≤ u, v, obtemos que f 2(min{u, v}) ≤ f 2(u), f 2(v). Dáı,

γ(t) = f−1
(√

(1− t)f 2(u) + tf 2(v)
)

≥ f−1
(√

(1− t)f 2(min{u, v}) + tf 2(min{u, v})
)

= f−1
(√

f 2(min{u, v}
)

= min{u, v}.

Analogamente, γ(t) ≤ max{u, v}. Logo,
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min{u, v} ≤ γ(t) ≤ max{u, v}, ∀t ∈ [0, 1].

Com isso, ∫
Ω

γ(t)2dx ≤
∫

Ω

(max{u, v})2 dx <

∫
Ω

(u+ v)2dx <∞,

pois u, v ∈ H, que é um espaço vetorial e, assim, u+ v ∈ H. Em seguida, definindo

h(t) =

∫
Ω

|∇γ(t)|2dx,

temos que

h(0) =

∫
Ω

|∇γ(0)|2dx =

∫
Ω

|∇u|2dx <∞

e

h(1) =

∫
Ω

|∇γ(1)|dx =

∫
Ω

|∇v|2dx <∞,

pelo fato que u, v ∈ H. Como t 7→ |∇γ(t)|2 é convexa em [0, 1], obtemos

|∇γ(t)|2 = |∇γ ((1− t) · 0 + t · 1) |2

≤ (1− t)|∇γ(0)|2 + t|∇γ(1)|2

= (1− t)|∇u|2 + t|∇v|2.

Com isso,

h(t) = h((1− t) · 0 + t · 1) ≤ (1− t)h(0) + th(1) <∞,

para todo t ∈ [0, 1]. Para finalizar, dado x ∈ ∂Ω,

γ(t)(x) = f−1
(√

(1− t)f 2(u(x)) + tf 2(v(x))
)

= f−1
(√

(1− t)f 2(0) + tf 2(0)
)

= f−1(0)

= 0, ∀t ∈ [0, 1].

Logo, γ(t) ∈ H e conclúımos que γ : [0, 1]→ H está bem definida.

O lema a seguir mostra que γ dada em 2.6 é localmente Lipschitziana em t = 0,

quando supomos u e v comparáveis. Para isto, será usado o Lema 1.1, que foi dado no

Caṕıtulo 1.

Lema 2.2. Sejam u, v ∈ H tais que u, v > 0 em Ω e γ como em (2.6). Se existe δ ≥ 1

tal que δ−1v ≤ u ≤ δv, em Ω, então γ : [0, 1] → H satisfaz γ(0) = u, γ(1) = v, e γ é

localmente Lipschitziana em t = 0.
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Demonstração. Sabemos que

γ(0) = f−1
(√

f 2(u)
)

= f−1(f(u)) = u

e

γ(1) = f−1
(√

f 2(v)
)

= f−1(f(v)) = v.

Agora, vamos usar o Lema 1.1 para demonstrarmos que γ é localmente Lipschitziana

em t = 0. Para isso, note, inicialmente, que se considerarmos Q(z) = f 2(z), obteremos

Q′(z) = 2f(z) · f ′(z) =
2f(z)√

1 + 2f 2(z)
> 0, para z > 0.

Isso conclui o item a). Antes de mostrarmos que a hipótese b) do Lema 1.1 é satisfeita,

vejamos que a função g : (0,∞)→ R dada por

g(z) =
f(c0z)

f(z)

é limitada, onde consideramos c0 > 0 é como no Lema 1.1 (item b)), isto é, c0 > 0

satisfaz
1

c0

≤ z1

z2

≤ c0,

em que z1, z2 > 0. De fato, desde que

lim
z→0

g(z) = lim
z→0

f(c0z)

f(z)
= lim

z→0

f(c0z)

c0z

z

f(z)
c0 = c0

e

lim
z→∞

g(z) = lim
z→∞

f(c0z)

f(z)
= lim

z→∞

f(c0z)
√
c0z

√
z

f(z)

√
c0 = 2

1
4 · 2−

1
4
√
c0 =

√
c0.

Além disso, g é cont́ınua, o que mostra que g limitada. Seja K a constante que a limita.

Assim,

existe c2 > 0 tal que
1

c2

≤ Q′(z1)

Q′(z2)
≤ c2,

pois

Q′(z1)

Q′(z2)
=

2f(z1)√
1 + 2f 2(z1)

2f(z2)√
1 + 2f 2(z2)

=
1√

1 + 2f 2(z1)

f(z1)

f(z2)

√
1 + 2f 2(z2) ≤ f(z1)

z1

f(z1)

f(z2)

2z2

f(z2)

≤ 2c0

(
f(z1)

f(z2)

)2

≤ 2c0

(
f(c0z2)

f(z2)

)2

≤ 2c0K
2 =: c2,
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uma vez que 1
c0
≤ z1

z2
≤ c0 (e, assim, z1 ≤ c0z2) e f é crescente. Além disso,

Q′(z1)

Q′(z2)
≥ f(z1)

2z1

f(z1)

f(z2)

z2

f(z2)

≥ 1

2c0

(
f(z1)

f(z2)

)2

≥ 1

2c0

(
f(z1)

f(c0z1)

)2

≥ 1

2c0K
=

1

c2

,

onde usamos o fato que

g(z) =
f(c0z)

f(z)
≤ K ⇒ f(z)

f(c0z)
≥ 1

K
.

Desse modo, vale o item b) do Lema 1.1. Para finalizar, provemos o item c). Para isso,

perceba antes que

Q′′(z) =
(

2f(z)
(
1 + 2f 2(z)

)− 1
2

)′
= 2f ′(z)

(
1 + 2f 2(z)

)− 1
2 − 1

2
2f(z)

(
1 + 2f 2(z)

)− 3
2 4f(z)f ′(z)

= 2f ′(z)
(
1 + 2f 2(z)

)− 1
2

[
1− 2f 2(z)

(
1 + 2f 2(z)

)−1
]

= 2f ′(z)
(
1 + 2f 2(z)

)− 1
2

[
1 + 2f 2(z)− 2f 2(z)

1 + 2f 2(z)

]
= 2f ′(z)

(
1 + 2f 2(z)

)− 1
2

1

1 + 2f 2(z)

=
2f ′(z)√

(1 + 2f 2(z))3

=

2√
1 + 2f 2(z)√

(1 + 2f 2(z))3

=
2√

1 + 2f 2(z)
√

1 + 2f 2(z)(1 + 2f 2(z))

=
2

(1 + 2f 2(z))2

= 2f ′(z)4.

Assim, tomando δ = 2 e c3 = 16 · 16 no Lema 1.1, tais que 1 ≤ z1
z2
≤ 2, obtemos

Q′′(z1)

Q′′(z2)
=
f ′(z1)4

f ′(z2)4
≥ f 4(z1)

16z4
1

· z4
2

f 4(z2)
≥ 1

16
· f

4(z2)

z4
1

· z4
2

f 4(z2)
≥ 1

16

1

24
=

1

c3

,
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onde usamos (2.5). Logo, vale o item c) do Lema 1.1. Portanto, γ é localmente

Lipschitziana em t = 0, para H = H1
0 (Ω).

Na demonstração do Teorema 2.4 usa-se um decaimento das soluções positivas do

problema, que é demonstrado no Teorema 2.3. O Teorema 2.3, por sua vez, é um caso

particular do Lema a seguir que se encontra em [23], na Proposição 6.1.

Lema 2.3. Sejam N ≥ 1 e γ < 2. Fixe ρ ≥ 0 e uma função não-negativa W ∈
C1([ρ,∞]). Se

lim
s→∞

W (s) > 0 e lim
s→∞

W ′(s)s1+β = 0 para algum β > 0,

então existe uma função radial não-negativa h : RN\Bρ(0)→ R tal que

−∆h(x) +
W 2(|x|)
|x|γ

h(x) = 0 ∀x ∈ RN\Bρ(0) (2.7)

e

lim
|x|→∞

h(|x|)|x|
N−1

2
− γ

4 exp

(∫ |x|
ρ

W (s)

s
γ
2

ds

)
= 1. (2.8)

Demonstração. Como γ < 2, podemos supor sem perda de generalidade que β+ γ
2
<

1, ou seja, que β < 1 − γ
2
. Assim como feito na construção da prova do Teorema 3.3

em [3], defina, para s > ρ e τ ∈ R,

φτ (s) = −
N − 1− γ

2

2s
− W (s)

s
γ
2

+
τ

s1+β
,

e, para x ∈ R\Bρ,

Φτ (x) = exp

(∫ |x|
ρ

φτ (s)ds

)
.

Considerando F (t) =
∫ t
ρ
φτ (s)ds, temos que F ′(t) = φτ . Considere também G(x) = |x|.

Com isto,
∂F ◦G
∂xi

(x) = F ′(G(t)) · ∂G
∂xi

(x) = φτ (|x|) ·
xi
|x|
.

Assim,
∂Φτ

∂xi
(x) = φτ (|x|)

xi
|x|

Φτ (x).

Com isso,

∂2Φτ

∂xi
(x) = φ′τ (|x|)

x2
i

|x|2
Φτ (x) + φτ (|x|)

|x|2 − x2
i

|x|3
Φτ (x)

+ φτ (|x|)2 x
2
i

|x|2
Φτ (x).
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Logo,

∆Φτ (x) = φ′τ (|x|)Φτ (x) +
N − 1

|x|
φτ (|x|)Φτ (x) + φτ (|x|)2Φτ (x)

=

(
φ′τ (|x|) +

N − 1

|x|
φτ (|x|) + φτ (|x|)2

)
Φτ (x).

Desse modo,

−∆Φτ (x) = −

[(
−

(N − 1− γ
2
)

2|x|2
−
W ′(|x|)|x| γ2 − γ

2
|x| γ2−1W (|x|)

|x|γ
− (1 + β)|x|βτ)

|x|2+2β

+
N − 1

|x|

(
−

(N − 1− γ
2
)

2|x|
− W (|x|)
|x| γ2

+
τ

|x|1+β

)

+

(
−

(N − 1− γ
2
)

2|x|
− W (|x|)
|x| γ2

+
τ

|x|1+β

)2)
Φτ (x)

]

=

(
(N − 2)(N − 1− γ

2
)

2|x|2
+
W ′(|x|)
|x| γ2

+
(N − 1− γ

2
)W (|x|)

|x|1+ γ
2

− (N − 2− β)τ

|x|2+β
−

(
(N − 1− γ

2
)

2|x|
+
W (|x|)
|x| γ2

− τ

|x|1+β

)2)
Φτ (x)

=

(
(N − 2)(N − 1− γ

2
)

2|x|2
+
W ′(|x|)
|x| γ2

+
(N − 1− γ

2
)W (|x|)

|x|1+ γ
2

− (N − 2− β)τ

|x|2+β
−

(N − 1− γ
2
)2

4|x|2
− W (|x|)2

|x|γ
− τ 2

|x|2+2β

−
2(N − 1− γ

2
)W (|x|)

2|x|1+ γ
2

+
2(N − 1− γ

2
)τ

2|x|2+β
+

2W (|x|)τ
|x|1+ γ

2
+β

)
Φτ (x)

= −W (|x|)2

|x|γ
+

1

|x|1+β+ γ
2

[
2τW (|x|) +W ′(|x|)|x|1+β +

τ 2

|x|1+β− γ
2

+
(N − 1− γ

2
+ 2 + β −N)τ

|x|1− γ2

+
(N − 1− γ

2
)(2(N − 2)− (N − 1− γ

2
))

4|x|2

]
Φτ (x)

= −W (|x|)2

|x|γ
+

1

|x|1+β+ γ
2

[
2τW (|x|) +W ′(|x|)|x|1+β +

τ 2

|x|1+β− γ
2

+
(N − 1− γ

2
)(N − 3− γ

2
)

4|x|1−β− γ2
+

(1− γ
2

+ β)τ

|x|1− γ2

]
Φτ (x)

=

(
− W (|x|)2

|x|γ
+

2τW (|x|) + ωτ (x)

|x|1+β+ γ
2

)
Φτ (x),
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onde ωτ : RN\Bρ → R é dada por

ωτ (x) = W ′(|x|)|x|1+β +
τ 2

|x|1+β− γ
2

+
(N − 1− γ

2
)(N − 3− γ

2
)

4|x|1−β− γ2
+

(1− γ
2

+ β)τ

|x|1− γ2
.

Note que, como lim|x|→∞W
′(|x|)|x|1+β = 0, 1− β − γ

2
> 0, 1− γ

2
> 0 e 1− γ

2
+ β > 0,

obtemos

lim
|x|→∞

ωτ (x) = 0.

Tome τ > 0 e τ < 0. Perceba que Φτ é subsolução de (2.7) no exterior da bola BR̃,

para R̃ > ρ suficientemente grande, pois

−∆Φτ (x) +
W (|x|)2

|x|γ
Φτ (x) =

(
− W (|x|)2

|x|γ
+

2τW (|x|) + ωτ (x)

|x|1+β+ γ
2

)
Φτ (x) +

W (|x|)2

|x|γ
Φτ(x)

=
2τW (|x|) + ωτ (x)

|x|1+ γ
2

+β
Φτ(x).

Como lim|x|→∞ ωτ(x) = 0 e limx→∞W (x) > 0, para R > 0 suficientemente grande,

2τW (|x|) + ωτ (x) < 0. Como também Φτ > 0, obtemos

−∆Φτ (x) +
W (|x|)2

|x|γ
Φτ (x) ≤ 0.

Analogamente, mostra-se que Φτ é supersolução de (2.7) no exterior de BR, para R > ρ

suficientemente grande. Considere R = max{R̃, R}, obtemos que Φτ é subsolução e Φτ

é supersolução de (2.7) no exterior da bola BR. Assim, pelo Teorema 2.4 em [28], (2.7)

admite uma solução radial H em RN\BR, tal que Φτ ≤ H ≤ Φτ . Perceba que

lim sup
|x|→∞

Φτ (x)

Φτ (x)
= exp

(∫ |x|
ρ

φτ (s)− φτ (s)ds

)
= exp

(
(τ − τ)

∫ |x|
ρ

s−(1+β)ds

)

= exp

−(τ − τ)s−β

β

∣∣∣∣∣
|x|

ρ


= exp

(
−(τ − τ)

1

|x|β
− 1

ρβ

)
= exp

(
τ − τ
ρβ

)
<∞.

Logo,

1 ≤ H

Φτ

≤ Φτ

Φτ

≤ c,
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onde c > 0 é a constante que limita o quociente. Mas isto nos dá

1 ≤ H

exp(
∫ |x|
ρ
φτ (s)ds)

≤ c.

Por monotonicidade, temos o decaimento assintótico de (2.8).

Podemos estender H continuamente para RN\Bρ. Vejamos que H : RN\Bρ → R
é positiva. Caso contrário, existiria x0 ∈ BR\Bρ com H(x0) = 0. Assim, por H ser

radial, H é nula em ∂Br onde r = (x0) ∈ (ρ,R]. Dado ε > 0, como lim|x|→∞H(x) = 0,

existe Rε > 0 tal que

H(x) < ε, ∀x ∈ RN\BRε .

Em particular, H(x) < ε, para todo x ∈ ∂BRε . Defina Ωε = BRε\Bρ. Note que

∂Ωε = ∂Bρ ∪ ∂BRε e que
−∆H + W (|x|)2

|x|γ = 0, em Ωε;

H(x) = 0, sobre ∂Bρ;

H(x) < ε, sobre ∂BRε .

Como W (|x|)2
|x|γ ≥ 0, o Prinćıpio do Máximo Forte em 0.10 nos garante que

max
x∈Ωε

H(x) = max
x∈∂Ωε

H(x) < ε.

Assim, H(x) < ε, para todo x ∈ Ωε. Sendo ε > 0 arbitrário, H ≡ 0 em RN\Bρ, o que

é um absurdo. Logo, H é positiva em RN\Bρ.

2.3 Casos Ω Domı́nio Regular Limitado e Ω = RN

Nesta seção serão apresentados alguns resultados nos quais provamos, quando Ω

é limitado, a unicidade de pontos cŕıticos positivos, tanto para Aω quanto para E|M.

Quando Ω = RN , lidamos apenas para Aω.

Observação 2.1. λV é o primeiro autovalor da formulação fraca do problema{
−∆u+ V (x)u = λu, em Ω;

u = 0, sobre ∂Ω.

Em outras palavras, λV é o menor lambda tal que o funcional φ : H1
0 (Ω)→ R dado por
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φ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− λ)u2dx

possua ponto cŕıtico. A caracterização para λV é a seguinte:

λV = inf
u∈H1

0 (Ω)
u6=0

∫
Ω
|∇u|2dx+

∫
Ω
V (x)u2dx∫

Ω
u2dx

.

Teorema 2.1. Seja Ω um domı́nio regular limitado do RN , com N ≥ 1. Se V ∈
L∞(Ω), então para cada ω ∈ R fixado existe no máximo uma solução positiva para

(2.1), com u = 0 em ∂Ω, ou seja, Aω tem no máximo um ponto cŕıtico positivo. Tal

ponto existe se, e somente se, ω > λV . Onde λV representa o primeiro autovalor do

operador (−∆ + V (x)I, H1
0 (Ω)).

Demonstração. (Teorema 2.1). Usaremos o Teorema 1.1 para obtermos o desejado.

Já temos que (H, ‖ · ‖) é um espaço normado, pois H := H1
0 (Ω) com a norma usual em

Ω domı́nio regular limitado de RN . Também temos que Aω : H → R é um funcional

Fréchet diferenciável (por ser C1); que

A = {u ∈ H; u > 0 e A′ω(u) = 0}

é um subconjunto de pontos cŕıticos de Aω. Para cada u, v ∈ A, podemos considerar o

caminho γ : [0, 1]→ H como em (2.6). Dessa forma

γ(0) = f−1(
√
f 2(u)) = u

e

γ(1) = f−1(
√
f 2(v)) = v,

ou seja, obtemos o item a) do Teorema 1.1. Para o item b), usaremos o Lema 2.2.

Considerando w ∈ H uma soluções positiva, podemos escrever (2.3) na forma

−∆w + a(w)w = 0, (2.9)

onde

a(w) = (V (x)− ω)
f(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
+

f 3(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
∈ L∞(Ω),

o que foi provado no ińıcio da demonstração do Teorema 2.3. Note que se w é solução de

(2.9), então w é solução da equação em que −∆v+a(w)v = 0. Seja K = ||V ||L∞ + |ω|.
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Então

L(v) = −∆v +

[
(V (x)− ω +K)

f(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
+

f 3(w)

w
√

1 + 2f 2(w)

]
v

= K
f(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
.

Assim, L(w) ≥ 0,

c = (V (x)− ω +K)
f(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
+

f 3(w)

w
√

1 + 2f 2(w)
≥ 0

e, dado x0 ∈ ∂Ω,

w(x0) = 0; w(x0) ≤ w(x), para todo x ∈ Ω.

Logo, pelo Lema de Hopf em 0.1,
∂w

∂ν
< 0.

Desse modo, dados u, v > 0 soluções de (2.9), obtemos as hipóteses do Lema 1.3 e,

assim, conclúımos que
1

δ
≤ u

v
≤ δ,

para algum δ ≥ 1. Portanto, pelo Lema 2.2, γ é localmente Lipschitziana em t = 0.

Para o item c), veremos que Aω(γ(t)) é soma de aplicações convexas com uma aplicação

estritamente convexa. De fato, já sabemos pelo Lema 2.1 que |∇γ(t)|2 é convexa em

[0, 1]. Assim,
1

2

∫
Ω

|∇γ(t)|2dx

é convexa. Além disso,

f 2(γ(t)) = (1− t)f 2(u) + tf 2(v)⇒ (f 2(γ(t)))′′ = 0,

isto é, f 2(γ(t)) é convexa. Como a aplicação t 7→ t2 é estritamente convexa (já que que

F (t) = t2 é tal que F ′′(t) = 2 > 0), obtemos que f 4(γ(t)) = (f 2(γ(t))2 é estritamente

convexa. Logo,

Aω(γ(t)) =
1

2

∫
Ω

|∇γ(t)|2dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)(f(γ(t)))2dx+
1

4

∫
Ω

(f(γ(t)))4dx

é estritamente convexa em [0, 1]. Portanto, pelo Teorema 1.1, obtemos que A tem no

máximo um elemento. Agora, vejamos que se ω ≤ λV então A é vazio (assim teremos

que A não ser vazio implica que ω > λV ). De fato, seja v ∈ A. Então u = f(v) é
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solução de (2.1). Mas, ser solução de (2.1) significa dizer∫
Ω

(1 + 2u2)∇u∇ϕdx+ 2

∫
Ω

|∇u|2uϕdx+

∫
Ω

V (x)uϕdx+

∫
Ω

u3ϕdx = ω

∫
Ω

uϕdx,

para toda ϕ ∈ H. Assim, para ϕ = u, desde que

λV = inf
u∈H

∫
Ω
|∇u|2dx+

∫
Ω
V (x)u2dx∫

Ω
u2dx

,

obtemos

λV

∫
Ω

u2dx ≤
∫

Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

V (x)u2dx

≤
∫

Ω

|∇u|2dx+ 4

∫
Ω

|∇u|2u2dx+

∫
Ω

V (x)u2dx

= ω

∫
Ω

u2dx−
∫

Ω

u4dx

< ω

∫
Ω

u2dx,

ou seja, λV < ω, o que é um absurdo, já que supomos ω ≤ λV . Logo, A é vazio. Por

fim, vejamos que se ω > λV , então A é não vazio. Com efeito,

Aω(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(v)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(v)dx

≥ 1

2

∫
Ω

|∇v|2dx− ||V ||L
∞ + |ω|
2

∫
Ω

f 2(v)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(v)dx

=
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+

∫
Ω

(bf 2(v) + af 4(v))dx

≥ 1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+ C1|Ω|,

onde a = 1
4
, b = −‖V ‖L∞+|ω|

2
e C1 é o valor mı́nimo do polinômio p(t) = at2 + bt. Dessa

forma, existe inf
v∈H1

0 (Ω)
Aω(v) =: I. Dáı, considere (vn) ⊂ H1

0 (Ω) tal que Aω(vn) → I

quando n → ∞ e note que vn é limitada, pois, caso contrário, teŕıamos uma sub-

sequência (vnk) de (vn) satisfazendo ‖vnk‖ → ∞, o que implicaria Aω → ∞, quando

k →∞. Mas isso é um absurdo, já que Aω(vn)→ I. Considere R > 0 tal que (vn) ⊆
B[0, R]. Pelo Teorema em 0.5, a menos de subsequência, vn ⇀ v0 em H1

0 (Ω). Como

H1
0 (Ω) ⊂⊂ L2(Ω), vn → v0 em L2(Ω). Logo, a menos de subsequência, vn(x) → v0(x)

q.t.p. em Ω e, assim, existe h ∈ L2(Ω) tal que |vn(x)| ≤ h(x), q.t.p. em Ω. Portanto,

(V (x)− ω)f 2(vn)→ (V (x)− ω)f 2(v0) q.t.p.
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Além disso,

|(V (x)− ω)f 2(vn)| ≤ (‖V ‖L∞ + |ω|)v2
n ≤ (‖V ‖L∞ + |ω|)h2 ∈ L1(Ω),

onde usamos o fato que f 2(t) ≤ t2. Logo, pelo T. C. D. L. em 0.1,∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(vn)dx→
∫

Ω

(V (x)− ω)f 2(v0)dx.

De maneira análoga, usando a desigualdade f 2(t)+2f 4(t) ≤ 4t2, podemos mostrar que∫
Ω

f 4(vn)dx→
∫

Ω

f 4(v0)dx.

Sendo assim,

Aω(v0) =
1

2

∫
Ω

|∇v0|dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(v0)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(v0)dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇vn|dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(vn)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(vn)dx

= lim
n→∞

Aω(vn) = I,

uma vez que, pelo Proposição em 0.1, tem-se

vn ⇀ v0 em H1
0 (Ω)⇒ ||v0||H1

0
≤ lim inf ||vn||H1

0 (Ω).

Com isso e pelo fato que I é o ı́nfimo de Aω(v), obtemos que I é negativo e, assim,

v0 6= 0. De fato, considere ε > 0 e ϕ uma autofunção positiva associada ao autovalor

λV . Dáı,

Aω(εϕ1) =
ε2

2

∫
Ω

|∇ϕ1|2dx+
1

2

∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(εϕ1)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(εϕ1)dx

=
1

2

∫
Ω

V (x)[f 2(ϕ1)−ε2ϕ2
1]dx+

ε2λV
2

∫
Ω

ϕ2
1dx−

ω

2

∫
Ω

f 2(εϕ1)dx+
1

4

∫
Ω

f 4(εϕ1)

= ε2

{
1

2

∫
Ω

V (x)ϕ2
1

[(
f(εϕ1)

εϕ1

)2

− 1

]
dx+

1

2

∫
Ω

λV ϕ
2
1 − ω

(
f(εϕ1)

εϕ1

)2

ϕ2
1dx

+
1

4

∫
Ω

(
f(εϕ1)

εϕ1

)
ε2ϕ4

1

}
ε→0−→ 1

2

∫
Ω

ϕ2
1(λV − ω)dx < 0,

onde usamos também o fato que f(t)
t

t→0−→ 1 e que, pela segunda Identidade de Green

em 0.6, podemos concluir
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−∆ϕ1 + V (x)ϕ1 = λV ϕ1 ⇒
∫

Ω

∇ϕ1∇ϕdx+

∫
Ω

V (x)ϕ1ϕdx = λV

∫
Ω

ϕ2
1dx

⇒
∫

Ω

|∇ϕ1|2dx = λV

∫
Ω

ϕ2
1dx−

∫
Ω

V (x)ϕ2
1dx.

Logo, obtemos I = Aω(v0) < 0, uma vez que εϕ1 ∈ H1
0 (Ω), e temos o desejado.

Finalmente, podemos supor que v0 ≥ 0, pois Aω(v0) = Aω(|v0|) e, assim, |v0| é ponto

de mı́nimo também (logo cŕıtico), donde podeŕıamos considerar ṽ0 = |v0| ≥ 0. Mas,

sendo v0 6= 0 e v0 ≥ 0, afirmamos que v0 > 0. De fato, sabemos que v0 é uma solução

clássica de

−∆v + (V (x)− ω)f(v)f ′(v) + f 3(v)f ′(v) = 0, em Ω. (2.10)

Podemos reescrever (2.10) da seguinte forma:

−∆v + (V (x)− ω + 2)v = (V (x)− ω + 2)v − (V (x)− ω)f(v)f ′(v).

Chamando c(x) = V (x)− ω + 2, temos

∆v0 + c(x)v0 = (V (x)− ω + 2)v0 − (V (x)− ω)f(v0)f ′(v0)− f 3(v0)f ′(v0)

≥ (V (x)− ω + 2)v0 − (V (x)− ω)v0 · 1−
f 4(v0)

v0

≥ 2v0 − 2v0 = 0,

onde usamos que f ′(t) ≤ 1, f(t) ≤ t, f ′(t) ≤ f(t)
t

e f 4(t) ≤ 2t2. Assim, caso exista

x0 ∈ Ω tal que v0(x0) = 0 (≤ v(x), para todo x ∈ Ω), pelo Prinćıpio do Máximo Forte

em 0.10, v0 ≡ 0, o que é um absurdo, pois v0 6= 0. Dáı, v0 ∈ A e, portanto, A não é

vazio.

Teorema 2.2. Seja Ω um domı́nio regular limitado de RN , com N ≥ 1. Se V ∈ L∞(Ω),

então existe exatamente um ponto cŕıtico de E|M.

Demonstração. Defina

A = {u ∈M;u > 0 e E ′|M(u) = 0}

que é um subconjunto de pontos cŕıticos de A0|M = E|M. Aplicaremos o Corolário 1.1

para obtermos que A tem no máximo um elemento. Já temos que H, R são espaços

de Banach, A0 : H → R visto no Teorema 2.1 (com ω = 0) e R : H → R, dado por

R(v) =

∫
Ω

f 2(v)dx − 1,
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são Fréchet diferenciáveis. Além disso, 0 é um valor regular de R, pois se v é ponto

cŕıtico de R então

R′(v)w = 2

∫
Ω

f(v)f ′(v)wdx = 0, ∀w ∈ H ⇒ f(v)f ′(v) = 0, q.t.p. em Ω

⇒ f(v) = 0, q.t.p. em Ω⇒ v = 0, q.t.p. em Ω⇒ R(v) = −1⇒ v /∈ R−1(0).

Note queM = R−1(0). Para cada u, v ∈ A, vamos considerar o caminho γ : [0, 1]→M
dado em (2.6), pois se u, v ∈M, então γ(t) ∈M; uma vez que

R(γ(t)) =

∫
Ω

f 2(γ(t))dx− 1 =

∫
Ω

[f(f−1(
√

(1− t)f 2(u) + tf 2(v)))]2dx− 1

=

∫
Ω

[(1− t)f 2(u) + tf 2(v)]dx− 1

= (1− t) · 1 + t · 1− 1 = 0,

onde usamos o fato que u, v ∈ M para obtermos a penúltima igualdade. Também

temos

γ(0) = f−1(
√
f 2(u)) = u e γ(1) = f−1(

√
f 2(v)) = v,

que é o item a) do Teorema 2.1. Resta-nos mostrar que A não é vazio. De fato, assim

como foi feito para o conjunto A do Teorema 2.1, obtemos

E(v) ≥ 1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+ C2|Ω|, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

onde C2 é o valor mı́nimo do polinômio t 7→ −1
2
‖V ‖∞t2 + 1

4
t4 e, dessa forma, existe

infv∈M E(v) =: I. Ainda de modo análogo ao que foi feito para o conjunto A do Teorema

2.1, podemos considerar (vn) ⊂ M tal que E(vn) → I, teremos (vn) limitada e, logo,

vn ⇀ v0 em H1
0 (Ω); que também será tal que vn → v0 em L2(Ω), |vn| ≤ h ∈ L2(Ω)

para algum h e

E(v0) ≤ lim E(vn) = I. (2.11)

Mas note que v0 ∈M. De fato, como vn ∈M, temos∫
Ω

f 2(vn)dx = 1, ∀n ∈ N.

Fazendo n→∞, pelo T.C.D.L (uma vez que f 2(vn) ≤ v2
n ≤ h2 ∈ L1(Ω)), segue que

1 = lim
n→∞

∫
Ω

f 2(vn)dx =

∫
Ω

(
lim
n→∞

f 2(vn)
)
dx =

∫
Ω

f 2(v0)dx,

ou seja, v0 ∈ M. Logo, por (2.11), temos E(v0) = I := infv∈M E(v). Como v0 ∈ M,
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temos v0 6= 0. Dáı, seguindo um argumento similar ao feito para o conjunto A do

Teorema 2.1, podemos concluir que v0 > 0 ponto cŕıtico de E|M. Portanto, v0 ∈ A.

As soluções positivas de (2.3) têm um decaimento no infinito e, desde que v =

f−1(u), isso também gera um resultado de decaimento para as soluções positivas do

problema inicial (2.1). O resultado a seguir trata do decaimento das soluções positivas

de (2.3).

Teorema 2.3. Seja v ∈ H uma solução positiva da equação

−∆v + (|x|2 − ω)
f(v)√

1 + 2f 2(v)
+

(f(v))3√
1 + 2f 2(v)

= 0 em RN . (2.12)

Então,

v(x) ∼ |x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 quando |x| → ∞, (2.13)

isto é, existem C1, C2 > 0 tais que

C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ≤ v(x) ≤ C2|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 para |x| suficientemente grande.

Consequentemente, se u é uma solução positiva de

−∆u− u∆u2 + |x|2u+ u3 = ωu em RN ,

então

u(x) ∼ |x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 quando |x| → ∞.

Demonstração. Vejamos, primeiro, que v(x) → 0 quando |x| → ∞. Para isso,

inicialmente somamos um termo adequado em ambos os lados de (2.12) para obtermos

a igualdade

−∆v + (|x|+ 1)v
f(v)

v
√

1 + 2f 2(v)
+ v

f 3(v)

v
√

1 + 2f 2(v)
= (1 + ω)v

f(v)

v
√

1 + 2f 2(v)
.

Definindo

a(t) =
f(t)

t
√

1 + 2f 2(t)
+

f 3(t)√
1 + 2f 2(t)

e b(t) = t
f(t)

t
√

1 + 2f 2(t)
,

temos que v é solução de

−∆v + a(v)v = (1 + ω)b(v)v.
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Agora, levando em consideração (2.4) e (2.5), obtemos

a(t) ≤

(
f(t)

t

)2

+
f 4(t)

t2
= a(t),

onde a : (0,∞)→ (0,∞) é tal que

lim
t→0+

a(t) = lim
t→0+

[(
f(t)

t

)2

+

(
f(t)

t

)4

t2

]
= 1 + 0 = 1

e

lim
t→∞

a(t) = lim
t→∞

[(
f(t)√
t

)2
1

t
+

(
f(t)√
t

)4
]

= 1 · 0 + 2 = 2.

Assim, a é limitada, isto é, a ∈ L∞(0,+∞). Consequentemente, a ∈ L∞(0,+∞).

Também temos que

lim
t→0+

b(t) = lim
t→0+

f(t)

t
· 1√

1 + 2f 2(t)
= 1 · 1 = 1

e

lim
t→∞

b(t) =
f(t)√
t
· 1√

t
· 1√

1 + 2f 2(t)
= 2

1
4 · 0 · 1 = 0.

Dáı, b é limitada, ou seja, b ∈ L∞(0.+∞). Por outro lado, a é limitada inferiormente

longe do zero. De fato, já sabemos que

a(t) ≥ 1

2

(
f(t)

t

)2

+
1

2
· f

4(t)

t2
=

1

2
· a(t) = ã(t)

e então

lim
t→0+

ã(t) =
1

2
lim
t→0+

a(t) =
1

2
e lim

t→∞
ã(t) =

1

2
lim
t→∞

a(t) = 1.

Com isso, ã : (0,+∞) → (0,+∞) é limitada inferiormente longe do zero. De fato,

caso contrário, existiria uma sequência (tn), com tn ∈ (0,+∞), tal que ã(tn) → 0.

Se (tn) não fosse limitada, existiria tnk → +∞ e, assim, ã(tnk) → 1, mas isso é um

absurdo, pois ã(tn) → 0. Se (tn) fosse limitada, para uma subsequência (tnk) de (tn)

teŕıamos tnk → t0, com t0 ≥ 0. Se t0 = 0, então ã(tnk) → 1
2
, o que é um absurdo,

pois ã(tn) → 0. Caso t0 ∈ (0,+∞), como ã(tnk) → 0, então ã(t0) = 0, o que é um

absurdo, já que ã(t) > 0, para todo t ∈ (0,∞). Logo, existe k1 > 0 tal que ã(t) ≥ k1.

Consequentemente, a(t) ≥ 1. Obtemos, portanto,

−∆v + k1v ≤ k2v,
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onde k2 é a constante que limita b multiplicada por 1 + ω. Com isso, usando um

resultado clássico de Brezis-Kato (vide [24] páginas 1264 e 1265), temos v ∈ L∞(RN).

Raciocinando como em [17], obtemos que |∇v| ∈ L∞(RN). Isso, juntamente com o

fato de que v ∈ H nos dá que v(x)→ 0, quando |x| → +∞. Se isso não fosse verdade,

existiriam (xn) e ε0 > 0 tais que |xn| → +∞ e |v(xn)| ≥ ε0. Mas, pelo Teorema do

Valor Médio em 0.4, dados x, y ∈ RN , existe t0 ∈ (0, 1) tal que

|v(x)− v(y)| = |∇v(t0x+ (1− t0)y)(x− y)| ≤ ||∇v||L∞ · |x− y|. (2.14)

Por outro lado, definindo o conjunto

A =
{
x ∈ Bc

1 : |v(x)| ≥ ε0

2

}
,

temos que (ε
2

)2

µ(A) ≤
∫
A

|v2|dx ≤
∫
Bc1

|v|2dx <∞,

isto é, µ(A) <∞. No entanto, para n ∈ N suficientemente grande, temosB(xn,
ε0

2‖∇v|L∞
) ⊆

A. De fato, se y ∈ RN é tal que ‖y − xn‖ < ε0
2‖∇v‖L∞

, por (2.14), obtemos

|v(xn)| − |v(y)| ≤ |v(xn)− v(y)| ≤ ‖∇v‖L∞‖xn − y‖ <
ε0

2
.

Dáı,

|v(y)| > |v(xn)| − ε0

2
≥ ε0 −

ε0

2
=
ε0

2
,

ou seja, y ∈ A. Tome uma subsequência (xnk) de (xn) satisfazendo

B

(
xnk ,

ε0

2‖∇v‖L∞

)
∩B

(
xnl ,

ε0

2‖∇v‖L∞

)
= ∅, ∀k 6= l.

Isto é posśıvel, pois |xn| → ∞. Assim,

µ(A) ≥
∞∑
k=1

µ

[
B

(
xnk ,

ε0

2||∇v||L∞

)]
=
∞∑
k=1

ωN

(
ε0

2||∇v‖L∞

)N

= +∞,

o que é uma contradição com o fato que µ(A) <∞. Agora, vejamos que existem C > 0

e R > 0 tais que

v(x) ≤ Ce−
|x|2
4 , ∀|x| ≥ R.

Somando um termo conveniente em ambos os lados da igualdade em (2.12), obtemos
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−∆v + (|x2| − ω)v = (|x2| − ω)

(
v − f(v)√

1 + 2f 2(v)

)
− f 3(v)√

1 + 2f 2(v)
. (2.15)

Observando o lado direito da igualdade anterior, note que

1

(|x|2 − ω)v

{
(|x|2 − ω)

(
v − f(v)√

1 + 2f 2(v)

)
− f 3(v)√

1 + 2f 2(v)

}

= 1− f(v)

v
· 1√

1 + 2f 2(v)
− 1

|x|2 − ω
· f(v)

v
· f(v)√

1 + 2f 2(v)
v→0−→ 0,

onde usamos (2.4) e o fato que v → 0 quando |x| → ∞. Logo, dado ε > 0, existe R > 0

tal que a expressão do lado direito da igualdade em questão é limitada por (|x|2−ω)εv,

para x ∈ BR(0)C . Unindo isso a (2.15), conclúımos

−∆v + (|x|2 − ω)(1− ε)v ≤ 0, em RN\BR(0).

Defina ρ := max{R,
√
ω} e W (s) =

√
(1− s−2ω)(1− ε). Assim, W satisfaz

lim
s→∞

W (s) =
√

1− ε > 0,

para 0 < ε < 1. Além disso,

W ′(s) = [(1− s−2ω)(1− ε)
1
2 ]′

=
1

2
[(1− s−2ω)(1− ε)]−

1
2 · 2s−3ω(1− ε)

= ω
√

1− ε(1− s−2ω)−
1
2 · 1

s3

e, para β = 2, obtemos

lim
s→∞

W ′(s)sβ+1 = lim
s→∞

ω
√

1− ε√
1− s−2ω

· 1

s
= 0.

Aplicando o Lema 2.3, para γ = −2, existe uma função radial positiva h : RN\Bρ(0)→
R tal que

−∆h(x) +
W 2(|x|)
|x|−2

h(x) = 0⇒ −∆h(x) + (1− |x|−2ω)(1− ε)|x|2h(x) = 0

⇒ −∆h(x) + (|x|−2 − ω)(1− ε)h(x) = 0,
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para todo x ∈ RN\Bρ(0).

O Lema 2.3 também garante que

lim
|x|→∞

h(|x|)|x|
N−1

2
−−2

4 exp

(∫ |x|
ρ

W (s)

s−
2
2

)
ds = 1

⇒ lim
|x|→∞

h(|x|)|x|
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

s
√

(1− s−2ω)(1− ε)

)
ds = 1

⇒ lim
|x|→∞

h(|x|)|x|
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

√
(s2 − ω)(1− ε)

)
ds = 1.

Dáı,

h(x) ∼ |x|−
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

√
(s2 − ω)(1− ε)

)
ds,

quando |x| → ∞. Por outro lado,

lim
t→∞

t
−N
2 exp

(
−
∫ t
ρ

√
(s2 − ω)(1− ε)ds

)
e−

t2

4

≤ lim
t→∞

t
−N
2 exp

(
−
√

(1− ε)
∫ t
ρ
(s−

√
|ω|)ds

)
e−

t2

4

= lim
t→∞

t
−N
2 exp

(
−
√

(1− ε)
[
t2

2
− t
√
|ω| − ρ2

2
+ ρ
√
|ω|
])

e−
t2

4

= lim
t→∞

t
−N
2 exp

(
−
√

(1− ε)
[
t2

2
− t
√
|ω|
])

exp
(√

(1− ε)
[
ρ2

2
− ρ
√
|ω|
])

e−
t2

4

= lim
t→∞

ẽt−
N
2 exp(t[at+ b])

= 0,

onde ẽ = exp
([

ρ2

2
− ρ
√
|ω|
])

, a = 1
4
−
√

1−ε
2

< 0 e b =
√

1− ε
√
|ω|. Assim, existe

C > 0 tal que

h(x) ≤ Ce−
t2

4 , para |x| ≥ R̃,

onde R̃ > 0 é suficientemente grande de modo que R̃ > R. Podemos supor, sem perda

de generalidade, que v(x) ≤ h(x) sobre ∂BR̃(0). De fato, ∂BR̃(0) é compacta e tanto v

quanto h são cont́ınuas em ∂BR̃(0). Logo v e h atingem o valor máximo em ∂BR̃(0) e

sejam

Mv := max
x∈∂B

R̃(0)

v(x) e mh := min
x∈∂B

R̃(0)

h(x).

Assim,
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v(x) ≤ Mv

mh

mv ≤ ah(x),

onde a = Mv

mh
. Trocando, então, h por ah (que tem as mesmas propriedades), obtemos

o desejado. Agora, como −∆v < 0 e ∆h < 0, usando o Prinćıpio do Máximo Forte em

0.10, podemos concluir que v(x) ≤ h(x) em ∂BR̃(0),o que nos fornece

v(x) ≤ h(x) ≤ Ce−
|x|2
2 , ∀ |x| ≥ R̃.

Por fim, para v suficientemente pequeno, temos por (2.4) que

lim
v→0

1− f(v)

v
√

1+2f2(v)

v2
= lim

v→0

1

v2
− f(v)f ′(v)

v3

= lim
v→0

v − f(v)f ′(v)

v3

= lim
v→0

1− (f ′(v))2 − f(v)f ′′(v)

3v2

= lim
v→0

−2f ′(v)f ′′(v)− f ′(v)f ′′(v)− f(v)f ′′′(v)

6v

= lim
v→0

−3f ′(v)f ′′(v)− f(v)f ′′′(v)

6v

= lim
v→0

(f ′(v))2f(v)

v(1 + 2f 2(v))
3
4

− lim
v→0

f(v)

v
· f
′′′(v)

6

= 1− f ′′′(0)

6
,

onde usamos também o fato que

f ′′(v) =
−1

2
((1 + 2f 2(v)))−

1
2 · 4f(v)f ′(v)

1 + 2f 2(v)

= − 2f(v)f ′(v)

(1 + 2f 2(v))
3
2

.

Além disso,

lim
v→0

f 3(v)

v
√

1 + 2f 2(v)
· 1

v2
= lim

v→0

(f(v)

v

)3

· 1√
1 + 2f 2(v)

.

Logo, ajustando a constante caso necessário, temos∣∣∣∣∣1− f(v)

v
√

1 + 2f 2(v)

∣∣∣∣∣ ≤ cv2 ≤ Ce−
−|x|2

2

e
f 3(v)

v
√

1 + 2f 2(v)
≤ cv2 ≤ Ce−

|x|2
2 .
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Como consequência desses fatos, obtemos

−∆v + (|x|2 − ω − Ce−
|x|
2 )v ≤ 0, em RN (2.16)

e

−∆v + (|x|2 − ω + Ce−
|x|
2 )v ≥ 0, em RN . (2.17)

Agora, defina W±(s) :=

√
1− s−2ω ± Cs−2e−

s2

2 . Dáı

lim
s→∞

W±(s) = lim
s→∞

√
1− s−2ω ± Cs−2e−

s2

2

= lim
s→∞

√
1− ω

s2
± C

s2e
s2

2

= 1

e

lim
s→∞

W ′
±(s)s2 = lim

s→∞
((1− s2ω ± Cs−2e−

s2

4 )
1
2 )′s2

= lim
s→∞

1

2

√
1− s2ω ± Cs−2e−

s2

4

[
2s−3ω ∓ 2Cs−3e−

s2

4 ∓ Cs−2

(
e−

s2

4
s

2

)]
s2

= lim
s→∞

1

2

√
1− s2ω ± Cs−2e−

s2

4

[
2s−3(ω ∓ Ce−

s2

4 )∓ Cs−1e−
s2

4

2

]
s2

= lim
s→∞

1

2

√
1− s2ω ± Cs−2e−

s2

4

[
2s−1(ω ∓ Ce−

s2

4 )∓ Cse−
s2

4

2

]
= 0,

ou seja, as hipóteses do Lema 2.3 são satisfeitas. Assim, para β = 1, γ = −2 e ρ̃ ≥ R̃,

usamos o Lema 2.3 para obtermos a existência de funções positivas h+ e h− tais que

−∆h± +
W 2
±(|x|)
|x|γ

h± = −∆h± + (|x|2 − ω ± Ce−
|x|
2 )h± = 0, ∀|x| ≥ ρ̃ (2.18)

e que

lim
|x|→∞

h±(|x|)|x|
N−1

2
− γ

4 exp

(∫ |x|
ρ

W±(s)

s
γ
2

ds

)

= lim
|x|→∞

h±(|x|)|x|
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

√
s2 − ω ± Ce− s

2

4 ds

)
= 1.

Isto significa que
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h±(x) ∼ |x|−
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

√
s2 − ω ± Ce− s

2

4 ds

)
, (2.19)

quando |x| → ∞. Por argumentos análogos aos utilizados anteriormente, existem

a+, a− > 0 constantes tais que a+h+ ≤ v em ∂Bρ̃(0). Por (2.16), (2.17) e (2.18),

usando o Prinćıpio do Máximo Forte em 0.10, conclúımos a+h+(x) ≤ v(x) ≤ a−h−(x),

para todo |x| ≥ ρ̃. Logo,

a+C̃1|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ω + Ce−

s2

4 ds

)
≤ a+h+

≤ v

≤ a−h−

≤ a−C̃2|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ω − Ce− s

2

4 ds

)
,

onde C̃1, C̃2 > 0 são as constantes vindas do que já foi obtido (veja no enunciado do

Teorema 2.3 o que significa a relação já obtida em 2.19). Por outro lado,

a+h+ ≥ a+C̃1|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ω + Ce−

s2

4 ds

)

≥ a+C̃1|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ωds−

∫ |x|
ρ

√
Ce−

s2

4 ds

)

= a+C̃1|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ωds

)
exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
Ce−

s2

4 ds

)

= a+C1|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ωds

)

= a+C1|x|−
N
2 exp

(
− 1

2
|x|
√
|x|2 − ω +

ω

2
ln(
√
|x|2 − ω + |x|)− C(ρ̃)

)

= a+C1e
−C(ρ̃)|x|−

N
2 exp

(
− 1

2
|x|
√
|x|2 − ω

)(
exp

(
ln(
√
|x|2 − ω + |x|)

))ω
2

≥ a1C1e
−C(ρ̃)|x|−

N
2 exp

(
− |x|

2

2

)
(
√
|x|2 − ω + |x|)

ω
2

≥ a1C1e
−C(ρ̃)|x|−

N
2 e−

|x|2
2 (m+ 1)

ω
2 |x|

ω
2

= C1e
− |x|

2

2 |x|
ω−N

2 ,
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com m a ser especificado mais adiante. Além disso,

a−h− ≤ a−C̃2|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ω − Ce− s

2

4 ds

)

≤ a−C̃2|x|−
N
2 exp

(
−
∫ |x|
ρ

√
s2 − ω +

√
Ce−

s2

4 ds

)

= a−C̃2|x|−
N
2 exp

(∫ |x|
ρ

√
Ce−

s2

4 ds

)
· 1

exp

(∫ |x|
ρ

√
s2 − ω

)
= a−C2|x|−

N
2

1

exp

(
1
2
|x|
√
|x|2 − ω − ω

2
ln(
√
|x|2 − ω + |x|) + C(ρ̃)

)

= a−C2|x|−
N
2

exp(ln(
√
|x|2 − ω))

ω
2

exp

(
1
2
|x|
√
|x|2 − ω

)
eC(ρ̃)

≤ a−C2e
−C(ρ̃)|x|−

N
2 2

ω
2 |x|

ω−N
2

1

exp

(
|x|2−M

2

)

= a−C2e
−C(ρ̃)|x|−

N
2 2

ω
2 |x|

ω−N
2

eM

e
|x|2
2

= a−C2e
M−C(ρ̃)|x|−

N
2 2

ω
2 |x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 ,

onde, nestas estimativas, usamos as desigualdades√
s2 − ω − Ce s

2

4 ≥
√
s2 − ω −

√
Ce−

s2

4 e

√
s2 − ω + Ce

s2

4 ≤
√
s2 − ω +

√
Ce−

s2

4 ,

a integral∫ |x|
ρ

√
s2 − ωds =

1

2
(|x|
√
|x|2 − ω − ω ln(

√
|x|2 − ω + |x|) + C(ρ̃)),

as estimativas

|x|2 ≥ |x|2 − ω ⇒ |x| ≥
√
|x|2 − ω ≥ |x|

√
1− ω

|x|2
≥ |x|

√
1− ω

ρ̃2
=: m|x|

e, finalmente, que
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|x|2 − |x|
√
|x|2 − ω = |x|(|x| −

√
|x|2 − ω)

= |x|(|x| −
√
|x|2 − ω) ·

|x|+
√
|x|2 − ω

|x|+
√
|x|2 − ω

=
|x|(|x|2 − |x|

√
|x|2 − ω + |x|

√
|x|2 − ω − |x|2 + ω)

|x|+
√
|x|2 − ω

=
|x|ω

|x|

(
1 +

√
1− ω

|x|2

)
≤ ω

1 +
√

1− ω
ρ̃2

=: M,

ou seja,

|x| ≥ |x|
√
|x|2 − ω ≥ m|x| e |x|2 ≥ |x|

√
|x|2 − ω ≥ |x|2 −M.

Além disso, também usamos a integrabilidade de e−t
2
. Portanto,

v(x) ∼ |x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 , quando |x| → ∞.

Por fim, sendo u solução de

−∆u− u∆u2 + |x|2u+ u3 = ωu, em RN ,

temos que f−1(u) é solução de (2.9). Pelo que já vimos,

f−1(u(x)) ∼ |x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ,

isto é,

C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ≤ f−1(u) ≤ C2|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 .

Isto implica que

f(C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ) ≤ u(x) ≤ f(C2|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 ).

Desde que,

C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 → 0, quando |x| → ∞,

consideremos |x| grande tal que 0 < C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ≤ 1. Como
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f(t)

t

t→1−→ f(1) > 0 e
f(t)

t

t→0−→ 1,

existe k > 0 tal que
f(t)

t
≥ k, ∀t ∈ (0, 1].

Portanto,

kC1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ≤ f(C1|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 ),

e, consequentemente,

C1|x|
ω−N

2 e−
|x|2
2 ≤ f(C1|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 ) ≤ u ≤ f(C2|x|

ω−N
2 e−

|x|2
2 ) ≤ C2|x|

ω−N
2 ,

de onde conclúımos que u(x) ∼ |x|ω−N2 e−
|x|2
2 , para |x| → ∞.

Teorema 2.4. Sejam Ω = RN , com N ≥ 1, e V (x) = |x|2. Então, para cada ω ∈ R
fixado, existe no máximo uma solução positiva de (2.1), ou seja, existe no máximo

um ponto cŕıtico positivo de Aω. Além disso, existe um ponto cŕıtico positivo de Aω
se, e somente se, ω > λV . Aqui, λV representa o primeiro autovalor do operador

(−∆ + V (x)I, H).

Demonstração. Considere o conjunto de pontos cŕıticos positivos do funcional Aω,

isto é,

Aω = {v ∈ H; v > 0 e A′ω(v) = 0}.

Vejamos, primeiro, que Aω é vazio ou unitário. De fato, suponha que existem u, v ∈ Aω,

com u 6= v. Já sabemos que γ, dada em (2.6), é tal que γ(0) = u e γ(1) = v, ou seja,

temos o item a) do Teorema 1.1. Pelo Teorema 2.3, como u e v são soluções positivas

de (2.9), existem C1, C2 > 0 tais que

C1 ≤
v(x)

u(x)
≤ C2, ∀x ∈ RN .

Assim, o Lema 2.2 nos garante a condição b) do Teorema 1.1, isto é, γ é localmente

Lipschitziana em t = 0. Para o item c) do Teorema 1.1, temos pelo Lema 2.1 que

|∇γ(t)|2 é convexa em [0, 1] e, desse modo,

1

2

∫
RN
|∇γ(t)|2dx

é convexa. Além disso, f 2(γ(t)) = (1− t)f 2(u) + tf 2(v) implica (f 2(γ(t)))′′ = 0, o que
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nos dá f 2(γ(t)) convexa e, portanto,∫
Ω

(V (x)− ω)f 2(v)dx

é também convexa. Como a função t → t2 é estritamente convexa e f 4(γ(t)) =

(f 2(γ(t)))2, segue que ∫
RN
f 4(γ(t))dx

também o é. Com isto, a função t → Aω(γ(t)) é estritamente convexa e obtemos o

item c) juntamente com a condição inicial de iii) no Teorema 1.1. Portanto, Aω tem

no máximo um elemento, o que é um absurdo pois supomos que existem elementos

distintos u, v ∈ Aω, como queŕıamos mostrar inicialmente. Agora, vejamos que se

ω ≤ λV , então Aω é vazio, isto é, se Aω tem um elemento então ω > λV . Realmente,

se existisse u ∈ Aω, então v = f(u) seria solução de (2.1), ou seja, satisfaria∫
RN

(1 + 2v2)∇v∇ϕdx+ 2

∫
RN
|∇v|2vϕdx+

∫
RN
V (x)vϕdx+

∫
RN
v3ϕdx = ω

∫
RN
vϕdx,

para toda ϕ ∈ H1(RN). Assim, para ϕ = v e desde que

λV = inf
v∈H

∫
RN |∇v|

2 +
∫
RN |x|

2v2∫
RN v

2
,

obtemos

λV

∫
RN
v2dx ≤

∫
RN
|∇v|2dx+

∫
RN
V (x)v2dx

≤
∫
RN
|∇v|2dx+ 4

∫
RN
|∇v|2v2dx+

∫
RN
V (x)v2dx

= ω

∫
RN
v2dx−

∫
RN
v4dx < ω

∫
RN
v2

e, novamente, isso mostra que λV < ω. O que contraria a nossa hipótese ω ≤ λV .

Assim, obtemos que Aω é vazio. Finalmente, mostremos que se ω > λV então Aω é não

vazio. De fato, primeiro perceba que

Aω(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2dx+

∫
RN

[
1

2
(|x|2 − ω)f 2(v) +

1

4
f 4(v)

]
dx

≥ 1

2

∫
RN
|∇v|2dx+

1

2

∫
|x|<
√
|ω|

(|x|2 − |ω|)f 2(v)dx
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+
1

2

∫
|x|≥
√
|ω|

(|x|2 − |ω|)f 2(v)dx+
1

4

∫
RN
f 4(x)dx

≥ 1

2

∫
RN
|∇v|2dx+

1

2

∫
|x|<
√
|ω|

(|x|2 − |ω|)f 2(v)dx+
1

4

∫
RN
f 4(x)dx

≥ 1

2

∫
RN
|∇v|2dx+ C3|B(0,

√
|ω|)| ≥ C3|B(0,

√
|ω|)|,

onde a = 1
4
, b = − |ω|

2
e C3 é o valor de mı́nimo do polinômio t→ at4 + bt2. Dáı, existe

m := infv∈H Aω(v). Mas, a presença do termo
∫
RN |x|

2|v|2dx na definição da norma

não nos permite concluir que uma sequência cuja imagem por Aω converge para m seja

limitada. De fato, como Ω = RN , tem-se

‖v‖2
H =

∫
RN
|∇v|2dx+

∫
RN
|x|2|v|2dx

e supondo uma sequência (vn) com Aω(vn) → m não garantimos que (vn) é limi-

tada usando o mesmo argumento do caso Ω limitado, pois se (vn) possui subsequência

(vnk) com ‖vnk‖H → +∞, então não necessariamente
∫
RN |∇vnk |

2dx → +∞ (devido

a expressão da norma de H). Assim não teŕıamos uma contradição com o fato de

Aω(vnk) → m. Isso nos mostra que não podemos seguir de forma análoga ao caso

em que Ω é limitado. Logo, para concluir que existe v0 ∈ Aω tal que m = Aω(v0)

precisamos seguir por outro caminho. Para tanto, considere ε > 0 e ϕ1 a autofunção

positiva do autovalor λV . Assim, εϕ1 ∈ H é tal que

Aω(εϕ1) =
ε2

2

∫
RN
|∇ϕ1|2dx+

1

2

∫
RN

(|x|2 − ω)(f(εϕ1))2dx+
1

4

∫
RN
f 4(εϕ1)dx

=
λV ε

2

2

∫
RN
ϕ2

1dx−
ε2

2

∫
RN
|x|2ϕ2

1dx+
1

2

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(εϕ1)dx

+
1

4

∫
RN
f 4(εϕ1)dx

=
1

2

∫
RN
|x|2(f 2(εϕ1)− ε2ϕ2

1)dx+
λV ε

2

2

∫
RN
ϕ2

1dx−
ω

2

∫
RN
f 2(εϕ1)dx

+
1

4

∫
RN
f 2(εϕ1)dx.

Logo

Aω(εϕ1) = ε2

{
1

2

∫
RN
|x|2ϕ2

1

[(
f(εϕ1)

εϕ1

)2

− 1

]
dx+

1

2

∫
RN

[
λV ϕ

2
1 − ω

(
f(εϕ1)

εϕ1

)2

ϕ2
1

]
dx

+
1

4

∫
RN

(
f(εϕ1)

εϕ1

)4

ε2ϕ2
1dx

}
< 0,
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uma vez que a expressão entre chaves converge para 1
2

∫
RN ϕ1(λV − ω)dx < 0 quando

ε → 0. Assim, multiplicada por ε2 > 0 ainda é negativa, onde estamos considerando

ε > 0 suficientemente pequeno. Também usamos que ω > λV , f(t)
t

t→0−→ 1 e

−∆ϕ1 + |x|2ϕ1 = λV

(I)
=⇒

∫
RN
∇ϕ1∇ϕdx+

∫
RN
|x|2ϕ2

1ϕdx = λV

∫
RN
ϕ2

1dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (RN)

=⇒
∫
RN
|∇ϕ1|2dx = λV

∫
RN
ϕ2

1dx−
∫
RN
|x|2ϕ2

1dx,

onde (I) é devido a Identidade de Green em 0.6. Portanto m < 0. Assim, sendo

Aω(vn) → m, temos Aω(vn) < 0, para n ∈ N suficientemente grande. Dáı, vn 6≡ 0.

Podemos supor que vn ≥ 0, já que Aω(|vn|) = Aω(vn). Sendo assim, consideramos a

simetrização de Schwarz de cada vn, denotada por v∗n, donde sabemos que Aω(v∗n) ≤
Aω(vn). Como

Aω(vn) =
1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx+
1

4

∫
RN
f 4(vn)dx < 0,

obtemos

1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
|x|2>ω

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx− 1

2

∫
|x|2<ω

(ω − |x|2)f 2(vn)dx

+
1

4

∫
RN
f 4(vn)dx+

∫
|x|2<ω

(ω − |x|2)f 2(vn)dx <

∫
|x|2<ω

(ω − |x|2)f 2(vn)dx

⇒ 1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
|x|2>ω

||x|2 − ω|f 2(vn)dx+
1

2

∫
|x|2<ω

||x|2 − ω|f 2(vn)dx

+
1

4

∫
RN
f 4(vn)dx <

∫
|x|2<ω

(ω − |x|2)f 2(vn)dx

⇒ 1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
RN
||x|2 − ω|f 2(vn)dx+

1

4

∫
RN
f 4(vn)dx

<

∫
|x|2<ω

(ω − |x|2)f 2(vn)dx =

∫
|x|2<ω

2(ω − |x|2)
f 2(vn)

2
dx.

Logo

1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
RN
||x|2 − ω|f 2(vn)dx+

1

4

∫
RN
f 4(vn)dx

≤
∫
|x|2<ω

[
4(ω − |x|2)2 +

1

4
f 4(vn)

]
dx ≤ 2

∫
B(0,
√
|ω|)

ω2dx+
1

8

∫
|x|2>ω

f 4(vn)dx

= 2ω2|B(0,
√
|ω|)|+ 1

8

∫
|x|2>ω

f 4(vn)dx ≤ 1

8

∫
RN
f 4(vn)dx+ C0(ω),
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onde C0 = 2ω2|B(0,
√
|ω|)| > 0. Logo,

1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
RN
||x|2 − ω|f 2(vn)dx+

1

8

∫
RN
f 4(vn)dx ≤ C0(ω). (2.20)

Assim, ∫
RN
f 2(vn)dx =

∫
|x|2<2ω

f 2(vn)dx+
1

ω

∫
|x|2≥2ω

ωf 2(vn)dx

≤
∫
|x|2<2ω

1 · f 2(vn)dx+
1

ω

∫
|x|2≥2ω

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx

≤ 1

2

∫
|x|2<2ω

dx+
1

2

∫
|x|2<2ω

f 4(vn)dx+
C0

ω

≤ 1

2
|B(0,

√
|ω|)|+ 4C0 +

C0

ω

=: C1(ω),

onde C1 > 0, ou seja, ∫
RN
f 2(vn)dx ≤ C1(ω).

Com isso, pelo que já vimos em (2.20), temos

ω + 1

2

∫
RN
f 2(vn)dx ≤ ω + 1

2
C1(ω) e

1

2

∫
RN

(|x|2 − ω)dx ≤ C̃0

⇒ 1

2

∫
RN
f 2(vn)(|x|2 + 1)dx =

1

2

∫
RN
f 2(vn)(|x|2 − ω + ω + 1)dx

≤ C̃0 +
ω + 1

2
C1(ω)

= C2(ω),

isto é,
1

2

∫
RN

(|x|2 + 1)f 2(vn)dx ≤ C2(ω).

Consequentemente

1

2

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2

∫
RN

(|x|2 + 1)f 2(vn)dx+
1

8

∫
RN
f 4(vn)dx ≤ C3(ω). (2.21)

Pelo Lema Radial (Lemma A.II. em [9]) como vn ∈ H1(RN) é radial, podemos supor

vn ∈ C(RN\{0}). Assim, cada Mn := vn(1) está bem definido. Da equação (2.21),

segue que
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C3(ω) ≥ 1

8

∫
RN
f 4(vn)dx ≥ 1

8

∫
|x|<1

f 4(vn(x))dx ≥ 1

8

∫
|x|<1

f 4(vn(1))dx

=
f 4(Mn)

8

∫
|x|<1

dx

=
f 4(Mn)µ(B1)

8
.

Dáı,

f(Mn) ≤

(
8C3(ω)

µ(B1)

) 1
4

=: C̃4(ω).

Assim, pelo fato que f : [0,∞)→ [0,∞) é uma bijeção crescente, conclúımos

Mn ≤ f−1(C̃4(ω)) = C4(ω).

Dáı, definindo g : (0, C4(ω)]→ R dada por g(t) = t
f(t)

, como f(t)
t

t→0−→ 1, obtemos

lim
t→0

g(t) = 1 e lim
t→C4(ω)

g(t) = g(C4(ω)).

Logo, g é limitada. Portanto, existe C5(ω) tal que t ≤ C5(ω)f(t), para todo t ∈
[0, C4(ω)]. Assim, por (2.5) e (2.21), obtemos∫

RN
|x|2v2

ndx =

∫
|x|≤1

|x|2v2
ndx+

∫
|x|>1

|x|2v2
ndx

≤
∫
|x|≤1

v2
ndx+

∫
|x|>1

|x|2
(

vn
f(vn)

)2

f 2(vn)dx

≤
∫
|x|≤1

v2
ndx+ C2

5(ω)

∫
|x|>1

|x|2f 2(vn)dx

≤
∫
|x|≤1

f 2(vn)(1 + 2f 2(vn))dx+ C2
5(ω)

∫
|x|>1

|x|2f 2(vn)dx

=

∫
|x|≤1

(f 2(vn) + 2f 4(vn))dx+ C2
5(ω)

∫
|x|>1

|x|2f 2(vn)dx

≤
∫
RN

(f 2(vn) + 2f 4(vn))dx+ C2
5(ω)

∫
RN
|x|2f 2(vn)dx ≤ C6(ω).

Logo, (vn) é limitada em H. Com isso, vn ⇀ v em H e, pela Observação A.1, vn → v

em L2(RN). Queremos mostrar que Aω(v) = m. Para isso, note que∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(v)dx ≤ lim
n→∞

inf

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx. (2.22)
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De fato, já sabemos que |x|2f 2(vn) ≥ 0 e que |x|2f 2(v)→ |x|2f 2(vn) q.t.p. Além disso,

sup
n

∫
RN
|x|2f 2(vn)dx ≤ sup

n

∫
RN
|x|2v2

ndx ≤ sup
n
||vn||2H <∞,

pois f(t) ≤ t e (vn) é limitada em H. Além disso, |x|2f 2(vn) ∈ L1(RN). Logo, pelo

Lema de Fatou em 0.2,∫
RN
|x|2f 2(v)dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
RN
|x|2f 2(vn)dx. (2.23)

Como vn → v em L2(RN), existe h ∈ L2(RN) tal que |vn| ≤ h. Dáı,

f 2(vn) ≤ v2
n ≤ h2 ∈ L1(RN).

Assim, como f 2(vn)→ f 2(v) q.t.p., pelo T.C.D.L., conclúımos∫
RN
f 2(v)dx = lim

n→∞

∫
RN
f 2(vn)dx. (2.24)

De (2.23) e (2.24), segue que∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(v)dx =

∫
RN
|x|2f 2(v)dx− ω

∫
RN
f 2(v)dx

≤ lim
n→∞

inf

∫
RN
|x|2f 2(vn)dx− ω lim

n→∞
sup

∫
RN
f 2(vn)dx

= lim
n→∞

inf

∫
RN
|x|2f 2(vn)dx+ lim

n→∞
inf(−ω)

∫
RN
f 2(vn)dx

= lim
n→∞

inf

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx,

donde conclúımos (2.22). Além disso,∫
RN
f 4(v)dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
RN
f 4(vn)dx. (2.25)

Já temos que f 4(vn) ≥ 0 e que f 4(vn)→ f 4(v). Também veja que

sup
n

∫
RN
f 4(vn)dx ≤ 2 sup

n

∫
RN
v2
ndx = 2 sup

n
||vn||2L2(RN ) <∞,

visto que 2f 4(t) ≤ f 2(t) + 2f 4(t) ≤ 4t2 e que vn → v em L2(RN) implica (vn) limitada

em L2(RN). Isso também nos dá que f 4(vn) ∈ L2(RN). Desse modo, pelo Lema de

Fatou em 0.2, conclúımos (2.25). Por fim, mostremos que
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∫
RN
|∇v|2dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
RN
|∇vn|2dx. (2.26)

Se mostrarmos que vn ⇀ v em (H, || · ||∇), onde

||v||2∇ =

∫
RN
|∇v|2dx,

concluiremos ||v||∇ ≤ limn→∞ inf ||vn||∇, que é o que diz (2.26). Sabemos que vn ⇀ v

em (H, || · ||H) que ocorre, se e só se,

ϕ(vn)→ ϕ(v), ∀ϕ ∈ H ′. (2.27)

Dáı, existe C > 0 tal que

|ϕ(w)| ≤ C||w||H ,∀w ∈ H.

Assim, dado ψ : (H, || · ||∇)→ R linear e cont́ınuo, conclúımos

|ψ(w)| ≤ C||w||∇ ≤ C||w||H , ∀w ∈ H.

Logo, ψ : (H, || · ||H)→ R é um funcional linear cont́ınuo. Por (2.27), ψ(vn)→ ψ(v), o

que implica que vn ⇀ v em (H, || · ||∇). Portanto, usando (2.22), (2.25) e (2.26) temos

Aω(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2dx+

1

2

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(v)dx+
1

4

∫
RN
f 4(v)dx

≤ 1

2
lim
n→∞

inf

∫
RN
|∇vn|2dx+

1

2
lim
n→∞

∫
RN

(|x|2 − ω)f 2(vn)dx

+
1

4
lim
n→∞

inf

∫
RN
f 4(vn)dx

= lim
n→∞

infAω(vn)

= lim
n→∞

Aω(vn) = m,

como desejado. Uma vez que v ∈ H é solução fraca da equação

−∆v + (|x|2 − ω)f(v)f ′(v) + f 3(v)f ′(v) = 0 em RN , (2.28)

por [26], segue que v ∈ C2,α
loc (RN) e, assim, é solução clássica de (2.28). Por outro lado,

podemos reescrever (2.28) na seguinte forma:

−∆v+|x|2vf ′(v)+v3f ′(v) = |x|2vf ′(v)−|x|2f(v)f ′(v)+v3f ′(v)−f 3(v)f ′(v)+ωf(v)f ′(v),
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ou ainda,

−∆v + (|x|2f ′(v) + v2f ′(v))v = |x|2(v − f(v))f ′(v)

+ ωf(v)f ′(v) + (v3 − f 3(v))f ′(v).

Chamando c(x) = |x|2f ′(v) + v2f ′(v) ≥ 0, temos

−∆v + c(x)v = |x|2(v − f(v))f ′(v) + ωf(v)f ′(v) + (v3 − f 3(v))f ′(v). (2.29)

Por fim, já sabemos que v(x) ≥ 0, para todo x ∈ RN . Caso exista x0 ∈ RN tal que

v(x0) = 0, consideramos uma bola arbitrária Br(x0) centrada em x0. Como v ≥ f(v) ≥
0, f ′(v) > 0, |x|2 ≥ 0 e ω > 0, por (2.29), temos −∆v + c(x) ≥ 0 em Br(x0). Pelo

Prinćıpio do Máximo Forte em 0.10, v ≡ 0 em Br(x0). Sendo r > 0 arbitrário, segue

que v ≡ 0 em RN , o que é um absurdo, pois Aω(v) < 0. Portanto, v > 0 e, portanto,

v ∈ Aω. Isto finaliza a prova.
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Apêndice A

Resultados Complementares

Afirmação A.1. Soluções clássicas de (1.6) são pontos cŕıticos do funcional Iα.

De fato, se u ∈ C2(B) é solução clássica de (1.6), então

−∆u = |x|α|u|q−2u⇒ −
∫
B

∆u · vdx =

∫
B

|x|α|u|q−2uvdx, ∀v ∈ C∞0 (B)

⇒
∫
B

∇u∇vdx =

∫
B

|x|α|u|q−2uvdx, ∀v ∈ C∞0 (B),

onde usamos a Identidade de Green (Teorema 0.6). Além disso, u e ∇u são cont́ınuas

em B compacto, já que u ∈ C2(B). Dáı, u e ∇u são limitadas em L∞(B) e, assim,∫
B

|u|2 dx ≤ k2

∫
B

dx = kµ(B) <∞

e ∫
B

|∇u|2 dx ≤ k̃2

∫
B

dx = k̃2µ(B) <∞,

onde k e k̃ são as constantes que limitam u e ∇u, respectivamente. Ou seja, como

Tu = u|∂B = 0 por u ser cont́ınua, obtemos u ∈ H1
0 (B). Logo, u é solução fraca. Por

outro lado, u é ponto cŕıtico do funcional Iα se, e somente se

Iα(u) · v = 0, ∀v ∈ H1
0 (B)⇔ lim

t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= 0, ∀v ∈ H1

0 (B)

⇔ lim
t→0

[
1

2

∫
B

|∇(u+ tv)|2

t
dx− 1

q

∫
B

|x|α|u+ tv|q

t
dx

− 1

2

∫
B

|∇u|2

t
dx+

1

q

∫
B

|x|α|u|q

t
dx

]
= 0, ∀v ∈ H1

0 (B)

⇔ lim
t→0

1

2

∫
B

|∇(u+ tv)|2 − |∇u|2

t
dx

− lim
t→0

1

q

∫
B

|x|α(|u+ tv|q − |u|q)
t

dx = 0, ∀v ∈ H1
0 (B).
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Como |∇(u+ tv)|2 = |∇u|2 + 2t∇u∇v + t2|∇v|2, obtemos

lim
t→0

|∇(u+ tv)|2 − |∇u|2

t
= 2∇u∇v.

Por outro lado, definimos f(t) = |u+ tv|q. Dáı,

lim
t→0

|u+ tv|q − |u|q

t
= f ′(0) = q|u|q−2uv,

pois f ′(t) = q|u+ tv|q−1 · u+tv
|u+tv| · v, para todo t que satisfaz u+ tv 6= 0. Além disso, pelo

Teorema do Valor Médio em 0.4, existe s = s(t) entre 0 e t tal que

|u+ tv|q − |u|q

t
≤ f ′(s) = q|u+ sv|q−2(u+ sv) ≤ q|u+ sv|q−1|v|.

Fixado x ∈ B, defina gx : [−1, 1] → R por gx(t) = |u + s(t)v|(x), que é cont́ınua

q.t.p. x ∈ B. Logo, existe t0(x) ∈ [−1, 1] ponto de máximo de gx. Denotando w(x) =

u(x) + s(t0(x))v(x), temos que

(∫
B

|w|q
) 1

q

≤
(∫

B

|u|q
) 1

q

+

(∫
B

|s(t0(x))|q|v|q
) 1

q

<∞,

isto é, w ∈ Lq(B). Assim,

|x|α · |u+ tv|q − |u|q

t
≤ q|w|q−1 · |v|.

Logo, pela Desigualdade de Hölder em 0.3,

∫
B

|w|q−1|v| ≤
(∫

B

|w|(q−1) q
q−1

) q−1
q
(∫

B

|v|q
) 1

q

<∞.

Dáı, |w|q−1|v| ∈ L1(B). Portanto, pelo T. C. D. L. em 0.1, obtemos

lim
t→0

1

q

∫
B

|x|α(|u+ tv|q − |u|q)
t

dx =
1

q

∫
B

|x|α lim
t→0

|u+ tv|q − |u|q

t
dx

=
1

q

∫
B

|x|αq|u|q−2uv dx.

Desse modo,

I ′α(u)v = 0, ∀v ∈ H1
0 (B)⇔ 1

2

∫
B

2∇u∇v dx− 1

q

∫
B

|x|αq|u|q−2uv dx, ∀v ∈ H1
0 (B)

⇔
∫
B

∇u∇v dx =

∫
B

|x|α|u|q−2uv dx, ∀v ∈ H1
0 (B),
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isto é, u ∈ H1
0 (B) é solução fraca. Portanto, soluções clássicas de (1.6) são pontos

cŕıticos do funcional Iα dado anteriormente.

As seis afirmações a seguir foram usadas ao longo da demosntração do Teorema 2.1.

Afirmação A.2. Se u ∈ Lp(Ω), então F (x, u) ∈ Lp(Ω).

De fato,

|(V (x)− ω)f(u)f ′(u)| ≤ (‖V ‖L∞ + |ω|)|u| ∈ Lp(Ω)

e

|f 3(u)f ′(u)| ≤ f 4(u)

|u|
≤ 2u2

|u|
= 2|u| ∈ Lp(Ω),

onde usamos o fato de que f ′(t) ≤ f(t)
t

e 2f 4(t) ≤ 4t2, para todo t > 0. Isso conclui a

afirmação.

Afirmação A.3. Como u ∈ L2(Ω), então u ∈ C0,γ(Ω).

De fato, pela Afirmação A.2, F (x, u) ∈ L2(Ω). Dáı, por regularidade (veja 0.11),

u ∈ W 2,2(Ω). Note ainda que, por imersão de Sobolev (veja 0.8), temos

i) se 1
2
− 2

N
< 0, então u ∈ C0,γ(Ω), para algum γ ∈ (0, 1);

ii) se 1
2
− 2

N
= 0, então u ∈ Lp(Ω), para todo p ≥ 1. Assim, pela Afirmação A.2,

F (x, u) ∈ Lp(Ω). Por regularidade (veja 0.11) novamente, obtemos u ∈ W 2,p(Ω).

Tomando p suficientemente grande temos 1
p
− 2

N
< 0, o que implica que u ∈

C0,γ(Ω);

iii) se 1
2
− 2

N
> 0, então u ∈ Lq1(Ω), onde 1

q1
= 1

2
− 2

N
. Pela Afirmação A.2,

F (x, u) ∈ Lq1(Ω). Dáı, por regularidade (veja 0.11), u ∈ W 2,q1(Ω). Se 1
q1
− 2
N
≤ 0,

pelos casos anteriores, obteremos u ∈ C0,γ(Ω). Mas, se 1
q1
− 2

N
> 0, definimos

1

q2

:=
1

q1

− 2

N
=

1

2
− 2

N
− 2

N
,

Caso 1
q2
− 2

N
≤ 0, estaremos nas hipóteses do casos anteriores e portanto u ∈

C0,γ(Ω). Do contrário, seguimos o argumento anterior obtendo q3, q4, ...; onde

podemos definir qn a partir do qn−1 se

1

qn
− 2

N
> 0.

Note que não podemos definir qn para todo n ∈ N, pois caso contrário

1

qn
− 2

N
> 0, ∀n ∈ N.
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Logo, como 1
qn

= 1
qn−1
− 2

N
= ... = 1

2
− n 2

N
, temos

1

2
− n 2

N
> 0, ∀n ∈ N,

o que é um absurdo. Assim, existe qk, com k o maior posśıvel. Então, 1
qk
− 2

N
≤ 0.

Dáı, u ∈ C0,γ(Ω). Ficando, assim, demonstrada a afirmação.

Agora, desde que u ∈ C0,γ(Ω) e V ∈ C0,α(Ω), vejamos outras afirmações.

Afirmação A.4. f(u) ∈ C0,γ(Ω).

De fato, dados x, y ∈ Ω, pelo Teorema do Valor Médio em 0.4, existe ξxy entre u(x)

e u(y) tal que

|f(u(x))− f(u(y))| = |f ′(ξ)(u(x)− u(y))| ≤ 1 · c|x− y|γ,

pois f ′(t) ≤ 1 e u ∈ C0,γ(Ω). Ficando assim, demonstrada a afirmação.

Afirmação A.5. f ′(u) ∈ C0,γ(Ω).

De fato, da mesma forma como na Afirmação A.4, basta mostrarmos que |f ′′(t)| ≤
c, para todo t ∈ R, e usar o Teorema do Valor Médio em 0.4 para garantir o desejado.

Sendo assim, desde que

f ′(t) =
1√

1 + 2f 2(t)
= (1 + 2f 2(t))−

1
2 ,

obtemos

f ′′(t) = −1

2
(1 + 2f 2(t))−

3
2 4f(t)f ′(t) = −2f ′(t)4f(t).

Logo, como f 2(t) ≤
√

2|t| e f ′(t) ≤ f(t)
t

, para todo t 6= 0, conclúımos que

|f ′′(t)| = 2|f ′(t)|3f(t)

|t|
≤ 2 · 1 ·

√
2|t|
|t|

= 2
√

2,

de onde segue a prova da afirmação.

Afirmação A.6. Se g ∈ C0,α e h ∈ C0,β, então f + g, f · g ∈ C0,min{α,β}.

De fato, dados x, y ∈ Ω, temos

|(g + h)(x)− (g + h)(y)| = |g(x)− g(y) + h(x)− h(y)| ≤ |g(x)− g(y)|+ |h(x)− h(y)|

≤ c1|x− y|α + c2|x− y|β ≤ c(|x− y|α|x− y|β)

= c|x− y|min{α,β}(|x− y|α−min{α,β} + |x− y|β−min{α,β})

≤ C|x− y|min{α,β},
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onde c = max{c1, c2} e C é obtida pelo fato que Ω é limitado e podemos trocar a norma

do lado direito da igualdade acima por uma constante. Além disso,

|g(x)h(x)− g(y)h(y)| = |g(x)h(x)− g(x)h(y) + g(x)h(y)− g(y)h(y)|

≤ |g(x)||h(x)− h(y)|+ |h(x)||g(x)− g(y)|

≤ c1 · c̃1|x− y|β + c2c̃2|x− y|α

≤ c(|x− y|β + |x− y|α)

= c|x− y|min{α,β}(|x− y|β−min{α,β} + |x− y|α−min{α,β})

≤ C|x− y|min{α,β},

sendo C obtida como anteriormente. Assim, fica demonstrada a afirmação.

Afirmação A.7. u ∈ C2,λ(Ω), onde λ = min{α, γ}.
De fato, já sabemos da Afirmação A.4, Afirmação A.5 e Afirmação A.6 que F (x, u) ∈

C0,λ, com λ = min{α, γ}. Assim, por regularidade de Schauder (veja 0.12), u ∈
C2,λ(Ω), como queŕıamos.

Observação A.1. O espaço H está compactamente contido em L2(RN). De fato, dada

u ∈ H, temos∫
RN
u2dx =

∫
B1

u2dx+

∫
Bc1

1 · u2dx

≤
∫
B1

1 · u2dx+

∫
Bc1

V (x)u2dx

≤
(∫

B1

1( 2∗
2 )
′

dx

) 1

( 2∗
2 )
′

·
(∫

B1

|u|2∗dx
) 2

2∗

+

∫
Bc1

V (x)u2dx

≤ cN ·
(∫

B1

|u|2∗dx
) 2

2∗

+

∫
RN
V (x)u2dx

≤ c · c̃N
∫
RN
|∇u|2dx+ 1 ·

∫
RN
V (x)u2dx

≤ cN‖u‖2
H ,

onde cN = max{c· c̃, 1} e usamos a Desigualdade de Hölder em 0.3 e o fato que ‖u‖2∗ ≤
‖∇u‖L2. Assim, H está continuamente contido em L2(RN). Por fim, considere (vn) ⊂
H sequência limitada. Desde que H é reflexivo, o Teorema em 0.5 nos dá que, a

menos de subsequência, un ⇀ u ∈ H, que podemos supor u = 0 (caso contrário,

consideraŕıamos un − u ⇀ 0 e seguiŕıamos analogamente). Agora, note que H está
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continuamente imerso em H1(RN), pois, dada u ∈ H, temos

‖u‖2
H1(RN ) =

∫
RN
|∇u|2dx+

∫
RN
u2dx ≤ ‖u‖2

H + cN‖u‖2
H = (cN + 1)‖u‖2

H .

Assim, em particular, un ⇀ 0 em H1(BR(0)) (de fato, temos tal convergência em todo

RN), onde R > 0 será especificado. Desde que H1(BR(0)) está compactamente imerso

em L2(BR(0)), dado ε > 0, existe n0 ∈ R tal que∫
BR(0)

u2
ndx <

ε

2
.

Além disso, como (un) é limitada em H, usamos a definição da norma em H para

obter a constante c > 0 tal que ∫
RN
V (x)u2

ndx ≤ c.

Logo, para R suficientemente grande de modo que 1
R2 c <

ε
2
, segue que∫

RN
u2
ndx =

∫
BR(0)

u2
ndx+

∫
BR(0)c

u2
ndx ≤

∫
BR(0)

u2
ndx+

1

R2

∫
RN
|x|2u2dx

≤
∫
BR(0)

u2
ndx+

1

R2
c

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

ou seja, un → 0 em L2(RN). Portanto, conclúımos que H está compactamente imerso

em L2(RN).
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[6] Benguria, R.; Brézis, H.; Lieb, E. H.The Thomas-Fermi-von Weizsäcker
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their Applications. Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA, 1996.

88


	Sem nome
	Introdução
	Preliminares
	Definições e Resultados Preliminares

	Resultados Abstratos
	Resultados Principais
	Resultados Auxiliares

	Um Problema de Autovalor Não-linear da Física Matemática
	Equação de Schrödinger Quaselinear
	Resultados Básicos
	Casos  Domínio Regular Limitado e =RN

	Resultados Complementares
	Referências Bibliográficas

