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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solu¢oes nao negativas
para alguns problemas elipticos em um dominio limitado. Tratamos dos casos linear,
assintoticamente linear e superlinear. As ferramentas utilizadas para garantir a
existéncia de tais solucoes foram os Métodos Variacionais, mais especificamente, o
Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland. Para estudar o

sinal destas solugoes usamos o principio do maximo.

Palavras-chave: Problemas elipticos, métodos variacionais, problemas lineares,

assintoticamente lineares, superlineares.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of non-negative solutions for
some elliptic problems in a bounded domain. We deal with linear, asymptotically linear
and superlinear cases. The tools used to guarantee the existence of such solutions
were the Variational Methods, more specifically, the Mountain Pass Theorem and
the Ekeland’s Variational Principle. To study the signal of the solutions we use the

maximum principle.

Keywords: Elliptic problems, Variational methods, linear, asymptotically linear and

superlinear problems.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

o X denota um espaco de Banach;

o X~ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;
e id denota a aplicacao identidade;

o RY denota o espaco euclidiano /N-dimensional;

e QCRY denota um aberto limitado;

o (', C, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
e Bs(x) bola aberta de centro x e raio 0;

o A medida de Lebesgue de um conjunto A;

o [] denota o final de uma demonstracao;

o supp(u) denota o suporte da funcao u;

o C5°(02) = {u € C=(Q); supp(u) C Q é compacto}

o ut = max{u,0} e v~ = max{—u,0};

|-, denota a norma de LP(Q);

°«— — denota convergéncia fraca e forte, respectivamente;
e .t.p. denota em quase toda parte;



o X —Y denota que X esta imerso em Y

e X CCY denota que X esta contido compactamente em Y';

o [P(Q) = {u Q=R mensurével;/ |ulPdz < oo}, 1 <p <o
Q

1/p
o ||ullr) = (/Q |u]p) norma do espago de Lebesgue LP(Q2), 1 < p < o0;

L>(2) = {u : @ — R mensurdvel ; |u(x)| < C q.t.p sobre  para algum C' > 0} ;

o || ulloo = sup |u(x)]| norma do espago L>(£2);
e
N
82
o Au = ¢ laplaciano de u;

2

— Ox;
N

o' = N——pp para 1 <p < N  expoente critico de Sobolev;

e [ =0(g) quando x — z; se xlg;l |f(x)|/|g(x)| = 0;

X1



Introducao

Neste trabalho, com base no artigo de Li, Wu e Zhou (veja [7]), vamos estudar a
existéncia e multiplicidade de solugoes nao negativas em Hg () para a seguinte classe

de problemas elipticos:

—Au = h(z)u? + f(z, u), x €9,

(1)
0<ue HN),

onde  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 1, 0 < q < 1 e as
funcoes f : @ xR — R e h: Q — R satisfazem algumas condicdes. Mostraremos
a existéncia e multiplicidade de solugbes para o problema (/1)) usando o Método
Variacional, que consiste essencialmente em encontrar pontos criticos do funcional
energia associado ao problema em estudo.

Ao longo do trabalho vamos assumir que a funcao h : {2 — R satisfaz a condicao
(hl) : h(z) € L*>®(Q)eh(x) # 0;
e eventualmente também assumiremos a condi¢ao
(h2): existe v € C§°(R?) tal que

/ h(z)(vh)t dx > 0.
Q

Quanto a nao linearidade f : Q x R — R, inicialmente vamos assumir que satisfaz as
seguintes condicoes:

(f1): f € C(AXR); f(x,0)=0; f(z,s) > (£)0 para quaisquer s > 0, z € €);

(f2): lim Jla,s) f(z,5)

s—0t S
onde \; > 0 é o primeiro autovalor de —A em H}(Q);

(f3) : f é subcritica, isto é, existe k € (1, (N +2)/(N —2))se N > 3, ou k € (1,+00)
se N = 1,2, tal que

=p€0,)); lim = +00 uniformemente em z € €2,
s—+00

o L)

s——+00 sk

= (0 uniformemente em x € {2;



f(x,s)

(f4) : ———= ¢é nao decrescente em s > 0.
s

Para este caso, em que f é superlinear no infinito, mostraremos a existéncia e
multiplicidade de solugoes para o Problema utilizando o Principio Variacional de
Ekeland e uma versao do Teorema do Passo da Montanha.

Em seguida, estudaremos o caso em que f ¢é assintoticamente linear no infinito.

Mais precisamente, estudaremos o problema supondo (f1) e a condigao

(f2) : lim flas) =€ [0,A\); lim J@s) =1 € (A, +0),

s—0t S §—+00 S

uniformemente em x € €).

Assim como no caso anterior, mostraremos a existéncia e multiplicidade de solucao
para o problema através do Principio Variacional de Ekeland e a versao do Teorema
do Passo da Montanha aqui abordada.

Por fim, vamos investigar a existéncia de solu¢ao para o problema (|1) considerando
f linear com respeito a u, mais especificamente, f(x,u) = Au com A > 0. Para este
caso, vamos investigar a existéncia ou nao existéncia de solugoes nao negativas através
de uma relacao entre A e A\; levando em conta o sinal de h. Vamos usar o Teorema
do Passo da Montanha para provar a existéncia de solugao para o problema , para
certos valores de A. A seguir, detalharemos como este trabalho esta escrito.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos e dois apéndices organizados da
seguinte forma: No Capitulo 1, mostraremos a existéncia de duas solugoes nao negativas
em Hj(Q) para o problema (1) usando os métodos variacionais. Dividimos este
capitulo em trés secoes. Na primeira secao, apresentaremos o problema. Na segunda,
mostraremos que, sob as condigoes (f1) — (f3) e (hl) — (h2), o Problema (/1)) possui
uma solugao niao negativa em HJ(£2), com energia negativa e, além disso, veremos que
a solucao encontrada é positiva desde que h(x) seja ndo negativa. Para mostrarmos
a existéncia faremos uso do Principio Variacional de Ekeland e a positividade segue
do principio do maximo. Na ultima secao, usando o Teorema do Passo da Montanha,
mostraremos que, sob as condigoes (f1)—(f4) e (hl) e algumas condigoes adicionais, o
problema (1) possui uma segunda solugao nao negativa em Hg(2), com energia positiva
e além disso, veremos através do principio do maximo, que tal solucao é positiva desde
que a priori tenhamos h(z) ndo negativa. Nestes dois resultados de existéncia exigimos
que ||h||s seja pequena. Tal restrigdo nao é necesséria se h for uma fungao nao positiva.

No Capitulo 2, assim como fizemos no anterior, mostraremos a existéncia e
multiplicidade de solugdes nao negativas em Hj () para o problema usando o
Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland. Este capitulo
possui trés secoes. Na primeira segao, apresentamos o problema. Na seguinte,

provaremos a geometria do Passo da Montanha e usando o Principio Variacional de



Ekeland mostraremos que sob as condicdes (f1) — (f2), e (hl) — (h2), existe uma
constante m = m(u,q, f, N,Q2) > 0 tal que qualquer que seja h € L*°(Q2) com
|h|loc < m, o problema tem uma solugao nao negativa em H}(Q) com energia
negativa. Além disso, se h(x) é ndo negativa, usando o principio do méximo veremos
que tal solucao é positiva q.t.p. em §2. Na tltima secao, usando o Teorema do Passo da
Montanha mostraremos que sob as condicdes (f1) — (f2) e (h1) existe uma constante
m =m(u,q, f, N,Q) tal que qualquer que seja h € L*>(€)) com ||hl|s < m, o problema
possui uma segunda solugao niao negativa em Hj(£2) com energia positiva e além
disso, o principio do méximo nos garante que tal solugao é positiva desde que tenhamos
h(z) nao negativa.

No Capitulo 3, mostraremos que, quando f é linear, alguns dos resultados obtidos
anteriormente ainda podem ser aplicados. Vamos investigar a existéncia ou nao

existéncia de solucao, através de uma relacao entre A\ e A; para o problema:

—Au = h(z)u? + I, x € €,
0<ue Hy(9),

(2)

onde 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave, N >1,0<g<1le X > 0.

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha para mostrar que:

Sendo h(z) nao negativa em L>(£2), o problema nao possui solucao para A > \q,
porém para A < A\; o problema tem pelo menos uma solucao positiva.

Se existe 0 > 0 tal que h(z) < —d em L%(QQ) para algum « € [2*/(2* — 1 —q), +o0],
entao o problema tem sempre uma solugao nao negativa em H}(2) com energia
positiva para todo A > ).

Sendo h(x) negativa, entdo o problema nao tem solugao positiva para A < A;.

Se h(x) =0, entao o problema tem solucao positiva desde que A = Ay.

No apéndice [A] enunciamos alguns resultados cldssicos que foram utilizados no
decorrer deste trabalho, os quais nao foram aqui demonstrados, indicamos apenas
as referéncias para eventuais consultas. Por fim, no apéndice [B] provaremos alguns

resultados utilizados no decorrer deste trabalho.



Capitulo 1

Existéncia e multiplicidade de
solucoes para uma classe de
equacoes com nao linearidade do

tipo concavo convexo

1.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de solugoes nao negativas em Hj(Q) para

o seguinte problema de Dirichlet:

{Au = h(x)uq + f<x7 u>’ T e Q’ (11)

0<ueHIN),

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, N > 1, 0 < ¢ < 1.
Assumimos que a funcao h : €2 — R satisfaz

(h1) : h(z) € L>®() eh(x) # 0;

e a ndo linearidade f : Q x R — R satisfaz as seguintes condicoes:

(f1): f € C(QAXR); f(x,0)=0; f(x,s) > 0 para quaisquer s > 0, x € §;

(f2): lim CD) =u€[0,A\); lim iG] = +o00 uniformemente em x € (2,
s—0+ s—+o00 S
onde \; > 0 é o primeiro autovalor de —A em H}(Q), isto é,
. JoIVul?dz
Alzlnf{ Qfﬂu2da: tu € Hy(Q), u#0¢; (1.2)

(f3) : f é subcritica, isto ¢, existe k € (1, (N +2)/(N —2))se N >3, ouk € (1,+00)



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

se N = 1,2, tal que

lim f(xl; s) =0 uniformemente em z € Q; (1.3)
s§—400 S

Além disso, vamos usar a seguinte condicao de monotonicidade

f(z,s)

é nao decrescente em s > 0.

(f4):

O espaco adequado para tratarmos deste problema, usando métodos variacionais,

é o espago de Sobolev H}(€) munido da norma

ul| = (/Q|Vu|2dx> para u € HL(Q).

Usaremos || - ||, para denotar a norma usual em LP(Q2) para 1 < p < co. Uma vez

que procuramos solugdes nao negativas, o funcional definido em H{(f2) associado ao
problema (|1.1)) é dado por:

/|Vu|2dx — —— [ h(x)(u") do — / F(z,u")dz, (1.4)
Q Q

onde u* = max{u,0} e F(z,t) = [; f(x,s)ds.
Gracas as condigoes (f1) — (f3) tem-se que I € C'(HL(Q),R) (veja Teorema
no Apeéndice [B|) com

I'(u)gpz/QVqupdx—/Qh(x)(lﬁ)qgoda:—/Qf(x,qu)godx, Vu, o € Hy(Q). (1.5)

Definigao 1.1. Diremos que u € H}(Q) é uma solugao fraca positiva (nao negativa)
do problema ([1.1)) se u > 0 (u > 0) q.t.p. em € e satisfaz

/Vquod:c:/h(x)quodx+/f(x, u)pdr, Yo € Hy(S). (1.6)
0 0 0

Por - , encontrar uma solucao fraca nao negativa do problema
equivale a encontrar um ponto critico nao negativo do funcional I, definido em ([1.4)).

Pelo Principio do Maximo Forte, Teorema [A.14], veremos que, os pontos criticos
nao nulos do funcional I, dado em sao solugoes positivas do problema se
h(z) > 0.

Para provar os resultados deste capitulo, ou seja, a existéncia de duas solugoes
nao negativas em Hj () para o problema , usaremos o Principio Variacional de

Ekeland e uma versao do Teorema do Passo da Montanha.



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

1.2 Existéncia de solucao via Principio Variacional

de Ekeland

Nesta segao, mostraremos a existéncia de solugao nao negativa em Hj(f), com
energia negativa, para o problema ([L.1)). Para isso, além das condigdes (h1), (f1)—(f3)
referidas anteriormente, assumiremos uma condicao adicional. A fim de provar o
principal resultado da segdo, (e da préxima) usaremos o seguinte lema, que mostra

que o funcional I tem a geometria do passo da montanha.

Lema 1.1. Suponha que a funcdo f : Q x R — R satisfaz as condicdes (f1) — (f3)
e que a funcdo h : @ — R satisfaz a condigdo (hl). Entao existe uma constante

m =m(u,q, f, N,) > 0 tal que qualquer que seja h € L>°(Q2) com ||h|ls < m temos:
(i) Existem constantes p,n > 0 tais que I(u) >n >0 ,Yu € H}(Q), com ||ul = p.
(ii) Supondo (f4), existe e € Hy(Q) com |le|| > p tal que I(e) < 0.

Demonstragao. (i) Sabemos que

ba) < @I < bl = [ @)™ do < il [ @ (1)

Pelas condicoes (f1) — (f3) temos também

M+ €0

F <

(ut)? + Co(ut)*! (1.8)

onde k € (1,222) se N > 3 ouk € (1,00) se 1 < N < 3 (veja Observagio para

detalhes). Isso implica

/QF(x,u+> dr <t z < /Q(w)?dm + Co/(u+)k+ldx. (1.9)

Q

Usando ((1.2), (L.4), (1.7) - (1.9) e a continuidade da imersao de Sobolev obtemos

Iw) = 1/\Vu|2dx—%/gh(x)(u+)q+l dx—/QF(x,w)dx

hl oo )
> 2 H +)g¢+1 2 . k+1
> H | — | /(u )i de — 5 / dx /\u! dx
hlo B+ e HUH
1l .
> gl = 5= [ty - EERA 6 [ jupta
> ClHUH2 — Oyl hloou]| 7+ = Cslul*+!
> (Cy = Collhlloollul| ™" — Csflul 1) flull?, (1.10)



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

onde C = %(1 — %160) >0, Cy = Cg(q, N, Q) >0e (3 = Cg(Co,k',N, Q) Considere
agora

g(t) = Co||h||oct?™" + Cst*™'  para t > 0.

Derivando g com relacao a t tem-se
g t) = Cy(q — D||h||sot?? + Cs(k — 1)t*2 parat > 0.
Fazendo ¢'(tp) = 0 temos
9'(to) = Calq = )||hllocts ™ + Ca(k = Dtg™> = 0,

o que implica

¢ _ C(1 = g)|[h]= 1
th=a — to = [Cullhloo] ¥,
o= SOl - el
com Cy = g;gi:‘g Dai segue que
g1 ko1 =
9(t0) = Col|hloc(Cal[h]loc) *=s + C5(Callhlloc) ¥=o = Cs]lh|ss",
onde
= P
Cs = Cala b f.N.0) = CoCET + GO e = >0

uma vez que 0 < ¢ < 1 < k. Assim, para k > 1 fixado, existe m = m(u, q, f, N,2) >0
tal que g(tg) < Cy se ||h]le < m. Entéo, se |||« < m, considere p =ty em e
isso completa a prova de (7).

Agora vamos provar o item (77). Seja ¢ > 0 uma autofungao associada ao autovalor

A1. Entdo existem Qg C Qp CC Q com Q] > 0 e algum a > 0 tal que

min ¢ (z) > o > 0. (1.11)

Qo

Consequentemente, tp;(z) — +oo uniformemente em . Para s > 0 fixado, defina
- L,
g(t) = §t f(z,s)s — F(x,ts) Yt >0.

Por (f4) temos f(z,s)/s ndo decrescente para s > 0, assim

>0 se 0<t<1,
g'(t) = f(x,s)ts — f(z,ts)s =

<0 se t>1.



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Dessa forma temos g(t) < g(1), isto é,

%t2f(x, s)s — F(x,ts) < = f(x,8)s — F(x, s),

N[ —

quaisquer que sejam t, s > 0. Em particular, (1) > g(0) = 0. Dai obtemos
0 <2F(x,t) < f(z,t)t, VxeQet>0,

o que implica em
flz,)t? = 2tF(x,t) >0 Vo e Q.

Dai, segue que

d t2f(x,t) — 2tF(x,t)

—[F(z,t)/t*] = ’ — >0

(P (a.0)/1°) - =

isto é, F(x,t)/t* é ndo decrescente em ¢ > 0. Lembrando de ([1.11]), segue da segunda

parte de (f2) que

F(%W’l) > F(ZL’,tOé)
t2(p% — $20/2

— +00 quando t — 400,

uniformemente em x € €. Assim, dado K > 0, existe Ty = Ty(a, K) > 0 tal que

F(z,te)
2

2, >K>0 Vt>T, xze€Q.
1

Logo, para todo t > T}, tem-se

1 F(x,t
—Q/F(x,tgol)de/ M@%dmZK o3 dr > Ka?|Q).
= Jo Q, L5pT Q

Por outro lado, sendo 0 < ¢ < 1, tem-se

A 1
qg+1  (¢g+1)tt—

— 0 quando t — +o0.

Note que para T} suficientemente grande, temos

1!

qg+1

<1 Vi>T,

/Q h(z)pr (2)1 da




1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Portanto, para ¢t > max{Ty, T} }, temos

I(tpy) _ 1/ 2 /F(x,t@l) tq_l/ q+1
22 = 3 Q|V<,01| dx S dx | Qh(:v)gpl(x) dx

1
S §/|Vg01|2dl’—062K’Qol+1
Q

Escolhendo K suficientemente grande tal que

1 1
— Vo, l?2d 1] — < K
(2/9' prfdo )a2|90| ’

temos I(tp;)/t? < 0, para t suficientemente grande. Portanto (i7) vale, com e := tp;

para ty suficientemente grande. O]
Agora podemos mostrar nosso primeiro resultado de existéncia de solugao.

Teorema 1.2. Suponha que a funcdo f : QxR — R satisfaca as condi¢oes (f1) — (f3)
e que a funcgdo h: Q — R satisfa¢a a condigao (hl) e
(h2) : eziste v € C§°(QY) tal que

/ h(z)(v") " dr > 0.
Q

Entao, existe uma constante m = m(u,q, f, N,Q) > 0 tal que qualquer que seja
h € L*() com ||hllx« < m, o problema tem wuma solugdo ndo negativa
up € Hy () com I(uy) < 0. Além disso, se h(x) > 0, entdo u; > 0 q.t.p. em Q.

Demonstragdao. Para p > 0 dado no Lema [I.1] tal que
I(u) >n >0 se||lul| =p, (1.12)
considere
B, = {uc H(Q):|lul < p}. 9B, = {ue HQ):|lu] = p} .
Temos que Ep é um espaco métrico completo com a distancia
dist(u,v) = |lu — v|| para u,v € B,,.

Como I € CY(H(R), R), em particular, temos I € C'(B,, R). Consequentemente, [

é semicontinua inferior e limitada inferiormente em B,. Seja
¢ =inf {I(u);u € B,}.

9



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Pelo Principio Variacional de Ekeland, Teorema , para cada n € N, existe u,, € Fp
tal que

1
(&1 S ](Un) S c1 + E (113)

e para todo w em Fp tem-se
1
I(w) > I(uy) — —||un — w||. (1.14)
n

Faremos a partir de agora, algumas afirmacoes que nos ajudarao a provar nosso

teorema.
Afirmacao 1.1. ¢; = inf {I(u);u € B,} <0.

De fato, sejam p/2 € (0, 1) e v € C5°(2) dado por (h2). Por (f2), existe § > 0 tal que
flz,s) > gs Vs e[0,0], VxeQ.

Dai, se t € [0, ] tem-se

F(z,t) = /Otf(x,s) ds > /Otsds = %tQ. (1.15)

N =

Como v € C§°(Q), temos ||v||oc = M > 0, donde
0<ovt(z) <M, Yz e
Tomando ¢ € (0, ) temos 0 < tv*(z) < (§/M)M = 6. Donde segue de (I.15) que
Flz, tv) > %(m*)?

Entao para t > 0 pequeno, tem-se

t2 thrl
I(tv) = 5/\Vv|2dx— /h(az:)(v*)‘ﬂr1 da:—/F(x, tv") dx
Q Q

q+1 Q
< ﬁ/\Vv\de— e /h(x)(mqﬂ dx—“—tz/(vw d
— 2 Ja q+1Jg 4 Jo

_ [1/|W|2dx— e /h(:c)<v+)q+1 dx—ﬁ/(m?dx}
2 Jq q+1Jg 4 Jq
=t [A—i— ]

tia

10



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

onde

1 1 o
A:— 2d B= h +\q+1 :_/ +2d )
léwm 020 8= — [ 1)) >0 ¢ = [0 > 0

Note que a positividade destes nimeros é garantida por (h2). Como 0 < ¢ < 1 temos
1/t'79 — +o0o quando t — 0". Logo,

B
A-—-C<0
ti—a

para t > 0 suficiente pequeno. Dai segue que I(tv) < 0 para t > 0 pequeno. Como

tv € Fp para t > 0 pequeno, concluimos que
¢ =inf {I(u);u € B,} <0,

finalizando a demonstracao da Afirmacao [1.1]

Afirmagao 1.2. A sequéncia {u,}, que satisfaz (1.13)) - (1.14)), é tal que ||u,|| < p

para n suficientemente grande.

De fato, suponha por absurdo que ||u,|| = p para uma infinidade de naturais n. Assim,

sem perda de generalidade, suponha que |lu,|| = p para todo n > 1. Daf w, € 0B,,

donde segue de (1.12) que

I(uy) > 1 > 0. (1.16)
Passando ao limite com n — 400 em ([1.13), obtemos lim I(u,) = ¢;. Dai, pela
Afirmacao e (1.16), temos
0<c <0,

o que é um absurdo. Portanto, nossa Afirmagao esta provada.
Afirmacgao 1.3. I'(u,) — 0 em H(Q).

De fato, qualquer que seja u € H}(Q) com |ul| = 1, defina w,, = u, + tu. Assim,

para cada n > 1 fixado, tem-se
[wnll = llun + tull < funll + [¢][[ul] = lluall + 2] < p,

se [t| > 0 é suficientemente pequeno. Isto é, w, € B, para |[t| > 0 suficientemente

pequeno. Dai segue de ((1.14) que

1

),

umgzumﬁ¢m21w@—%mm—@%+mm:f@@
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

o que implica
I(uy, + tu) — I(uy,) S 1

I o
donde segue que
lim I(up, + tu) — I(uy,) > 1 e lim I(up, + tu) — I(uy,) < l
t—0T t n t—0~ t n

Logo, para todo u € H}(2) com |u|| = 1 tem-se |I'(u,)u| < 1/n. Donde, ||I'(u,)| <
1/n e, consequentemente, I'(u,) — 0 em H '(Q). Assim, nossa Afirmagao
esta provada.

Como {u,} ¢ limitada em H}(Q), existe u; em H}(Q) tal que, a menos de

subsequeéncia, tem-se:

U, —up  em H(Q),
up(z) = ui(x) q.t.p. em Q, (1.17)

U, — up  em L7(Q),

para todo r € [1,2*) se N >3 our € [1,400) se N =1,2.
Afirmacgao 1.4. O limite fraco u; é uma solugao fraca de (1.1)).

De fato, precisamos mostrar que
/ VuVeodr = / h(z)(uf)? o dx + / flz, u)pdr Yo H)Q), (1.18)
Q Q Q

ou seja, devemos provar que I'(u;)¢ = 0 qualquer que seja ¢ € H}(Q2). Temos que
I'(u,)¢ — 0 qualquer que seja ¢ em Hj (), assim basta mostrar I'(u, ) — I'(u;)p.
Analisaremos a convergéncia de cada parcela de I'(u,)y separadamente.

Como u, — u; em H}(Q) temos
/ Vu,Vodr — / VuiVodr, VYee€ H&(Q)
Q Q

Pela compacidade da imersao de Sobolev de HJ(Q2) < Li1(Q), tem-se u, — uy
em L7*!(Q) e, consequentemente, u; — uj em L7+ (). Assim, pelo Teorema [A.2] a
menos de subsequéncia, temos u!(z) — uf (z) q.t.p. em Q e existe g € LIT(Q) tal

que
uf (2)] = ut (1) < g(x) gLp. em Q.

n

Dai, temos
h(@)|uy (2)|%p(x) = h(z)|uf (z)%e(x) g¢.t.p. em Q

12



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

() uyy ()0 ()] < [h() [y ()] @(@)] < |h(2)]g(2)!|@(x)]  g.t.p. em Q.

Como g € L7(Q) temos que ¢?|p| € L'(Q), pois pela desigualdade de Holder,

q 1
a+1 q
[atotar < ([amrae)™ ([lorae)" <o
Q Q Q
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema [A 1] temos
/h(az)(u;{)qgod:c — / h(z)(uf)ipdz.
Q Q

Para concluir falta provar que
| twudeds~ [ faut)pds
Q Q

Com efeito, temos w7 — ui” em L*1(Q). Assim, pelo Teorema segue que, a Menos
de subsequéncia, u} (r) — uf (x) em quase todo ponto x € Q2 e existe w € L*(Q) tal
que

lul(z)] = uf (z) <w(z) qtp. em Q.

Note que, pela continuidade de f(x,-) temos
flz,ut(z)) = f(z,uf (z)) qtp. em Q.
Além disso, pela Observacao temos
(@, u)| < a+bluf|® < Cruf,
para algum k € (1,2 — 1) se N >3 ou k > 1se N = 1,2, fixado. Isso implica em
f (@, u) 5 < (Crk) < ottt e LY(Q).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema obtemos

1 Coud) = fCuf)llen — 0.

+1

Como ¢ € LFYQ) e f(-ub) — f(-,ul) € L% (Q), pela desigualdade de Hélder,

13



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Teorema [A.6l e a Imersao continua de Sobolev tem-se

/U@@>f@mwm s/ﬁ £ (o)) do.
Q
S!V,J—ﬂUJhHMm
< OIS = Feu) el

Consequentemente,

/f gpdx—>/fxulgad:£

como queriamos. Assim, I'(u,)e — I'(uy)p. Como I'(u,)p — 0 e I'(uy)p — I(ug)e,
pela unicidade do limite temos I'(u1)e = 0 qualquer que seja ¢ em Hj (). Ou seja,
uy satisfaz ((1.18)), e portanto, é solugao do problema (1.1)).

Afirmacao 1.5. A funcao u;, solucao fraca de , é tal que I(u;) < 0.

Com efeito, inicialmente veremos que u, — u; em Hg(€). Sendo {u,} limitada em
H(Q) e I'(u,) — 0 tem-se

0 < |I'(up)un| < [ I'(u)|[Jun] =0 = I'(up)u, — 0.

Com argumentos similares aos usados na Afirmacao [I.4] vemos que

/Qh(a:) (wh) ™ doe — /Qh(x) (uf)? da
/Qf(x, uw ) u, dv — /Qf(x,uf)ul dz.

) = el = [ 1) @) do = [ fauun e

e ainda

Uma vez que

lembrando que I'(u;) = 0, segue que

lim [ju,]> = lim ([’(un)un—i—/h( ) (w,)et! dx+/f und:v>
= 0+/Qh(x) (u])?t! d$—|—/Qf(:E,uf)u1 dx

= |lwl? = I'(u)ur = [Judlf?,

isto é, ||unl| — |lu1]|. Como w, — uy e ||u,|| — ||uz||, entdo pelo Teorema temos
u, — u; em H}(Q) e consequentemente, I(u,) — I(u1) em H}(Q). Como I(u,) — ¢

e pela Afirmagao [1.1] tem-se ¢; < 0, obtemos I(u;) = ¢; < 0 como queriamos.

14



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Verificaremos agora que u; é uma funcao nao negativa. De fato, tomando ¢ = uj

como funcao teste em (|1.18)) temos
/Vu1Vu1_ dx = / h(z)(uf)uy da:+/f(x,uf)u1_ dzx.
Q Q 0
Uma vez que f(z,s) =0 para s < 0 vemos que
/]Vul\dezo S Juil=0 = w=0 = w>0.
Q

Além disso, se h(z) > 0 entao, como u; é solugao nao trivial de ([2.1)) segue do Principio

do Méaximo, Teoremas e[A.14] que uy > 0. O

1.3 Existéncia de solucao via Teorema do Passo da

Montanha

Ja sabemos, pelo Lema [I.I, que o funcional I tem a geometria do passo da
montanha. A fim de provarmos nosso segundo resultado de existéncia, precisamos

de mais um lema técnico.

Lema 1.3. Seja f : Q@ — R uma funcdo satisfazendo as condicoes (f1) — (f4) e h
satisfazendo (h1) com h < 0. Suponha ainda que exista uma sequéncia {u,} em HJ ()
tal que I'(u,)u, — 0. Entao, para qualquer que seja t > 0, existe uma subsequéncia

de {u,} e uma sequéncia ¢, — 0 tais que

2 +1 2 el
[(tun)gm {_

— +\g+1 I
2 9 qH]/ﬂh(fc)(un) dz + I(uy,), ¥n € N.

Demonstra¢ao. Como por hipétese I'(u,)u, — 0, temos
—en < I'up)up, < e&,, Yn>1,
com &, — 0. Isto é,

e <l - / h(a) () di — / fla,uthet de < e, (1.19)
Q

Q

o que implica

—an+/f(x,u;)u;da;g ||uny\2—/h<x>(u;)q+1 d:cgaﬁ/f(x,u;)u; dr.
Q Q

Q

15



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Note que de (1.19) temos

|2, ||? S5n—|—/Qh(x)(u;:)q+1d:(:+/f(x,u:)uf{dx,

Q

donde

+ - h( )(ut q+1dx+—/f Ju,t da. (1.20)

Para qualquer t > 0, pela definigao de I e ((1.20)) temos

t? 2 et +)g+1 +
o) = Shul? =25 [ de— [ P ds
q+1
2 2
< t;ug h(z)(wh) T de + = /f Yut do
_ /h(x)(u*)‘ﬂrl da:—/F(:c tul) dr
q+1Jq " Q o
t%en L +\g+1
- S| o] [ e
t2
+/ [Ef(x,uZ)u:—F(x,tuZ)] dx. (1.21)
Q

Gragas a condigao (f4), como vimos no Lema [l.1} tem-se

%tzf(x,s)s—F(x,ts)S flz,s)s — F(x,s), Vs, t >0.

N | —

Consequentemente,

t? 1
/Q [Ef(a:,u:{)uj; — F(m,tu:)] dx < /Q {—f(x,u;:)u:{ — F(m,u:)} dx.

Dai, substituindo em ([1.21]) obtemos

I(tu,) < t28"+ £ _ /h(x)( Nt dy
Un) = 75 2 q+1] /)y Un

+ [ e - Fe)| (1.22)

Por outro lado, observe também que de (1.19) temos

—&, + /f +dx—|—/h( Y de < |u,?,
Q

o que implica

16



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

w1 1 L
=G5 [ Het e [ h@)™ e <
Logo,

1 1
M) = gl = —= [ b)) de = [ Pl da

q
no 1 1
> —8—+—/f(:z:,uj{)uf{daﬁt—/h(a:)(uf{)q“ dx
2 "2, 2/,
1

——— [ h(z u:qJ“ldx—/Fx,u: dz
— [ ha) [ Paa)

€ 1 1
_ _n - - h +q+1d
2 +{2 q+1}/g () ()" de

“flr,uNu — F(x,u)| dz
+ [ 5o - F)

_En “fle,uNut — F(x,u)| dz
> G [ [l - P d

desde que h(z) <0, pois 0 < ¢ < 1. Ou seja, desde que h(z) < 0, temos

/Q [%f(l"v“ﬁ)u: - F(%UZ)} de < 2+ I(uy). (1.23)

Portanto, de (1.22)) e ([1.23]) obtemos

I(t ) < t2€n+ ﬁ_ et /h( )( +)q+1d
Un) = 5 2 gt f, A
1
v [ 5t - Fa)] do
Q

t2 t2 tq+l
< 5t [_ - ] / h(x)(wH) T do + 22 1 I(un),
Q

2 2 q+1 2
ou seja,
(t*+ 1), [t* ! /
I(tu,) < ——— — = h Hyatl g I(u,
como desejado. O]

Vamos ao segundo resultado de existéncia de solucao deste capitulo. Usaremos a

seguinte versao do Teorema do Passo da Montanha.

Proposicao 1.4 (Teorema do Passo da Montanha). Seja F um espago de Banach

17



1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

real. Suponha que I € C1(E,R) é um funcional satisfazendo a condigao

max{/(0),I(e)} <v<n< inf I(u)

l[ull=p

para algum p > 0 e e € E com |le|| > p. Seja ¢ > n caracterizado por

¢ = inf max I(v(7)),

~veDl 0<r<1

onde I'= {v € C([0,1], E); ~(0) =0, ~(1) = e}. Entao, existe uma sequéncia
{u,} em E tal que

I(un) = ¢ e (14 [Jun|)[[1"(un)]

e — 0. (1.24)

Observagao 1.1. Uma sequéncia que satisfaz ((1.24)) é dita sequéncia de Cerami para

o funcional I no nivel c..
De posse deste teorema, vamos ao nosso resultado.

Teorema 1.5. Sejam f : QxR — R uma func¢do satisfazendo as condigoes (f1)— (f4)
e h: Q — R satisfazendo a condigao (hl). Entdo:

(i) Se, para quaisquer que sejam o € (0,1) e T > 0 suficientemente pequeno com
o>q+ (1+q)T, tem-se:

(f2) : Sginoo @ = 400, mas Sli)grnoo % = 0 uniformemente em z € €;

(fF): liIJP W = v uniformemente em x € €2, onde y pode ser +o0,
S—r+00

entio existe m > 0 tal que, qualquer que seja h € L>®(2) com ||h]lw < m, o

problema (1.1]) possui uma solugdo nao negativa uy € HY(Q) com I(ug) > 0.

Além disso, us € positiva se h(x) > 0.

(11) Se h(x) <0, entao o problema (1.1)) possui uma solugao nao negativa uy € Hy(£2)
com I(ug) > 0.

Demonstragao. (i) Note que as fungoes f e h satisfazem as hipdteses do Lema
e, consequentemente, I tem a geometria do passo da montanha. Mostraremos que o
Problema possui uma solugao us do tipo passo da montanha. Pelo Teorema do
Passo da Montanha, Proposicao , sabemos que existe uma sequéncia {u,, } em HJ(£2)
tal que

1 1
I(uy,) = §Hun“2 ESA h(z)(u,)

n

Y+ do — /QF(x,uZ) dr =c+o(1), (1.25)

I'(up)u, = /Q|Vun|2 dx —/Qh(x)(u:{)qJrl dx — /Qf(x, uf)u, dr =o(1),  (1.26)
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

e para toda ¢ € Hj () temos

I'(up)p = /QVunV<p dx — /Q h(z)(ut)? ¢ de — / flz, ut)pdr =o0(1). (1.27)

Q

Veremos que {u,} é limitada em H} (). De fato, por (f2)" dado € > 0, existe T} > 0
tal que

flz,t) <et'™™ Vt>T), x€Q, (1.28)
e segue de (fF) que existe T, > 0 tal que
Fla, )t — 2F(x,t) > %t“" >0 Vt>Ty z€. (1.29)
Tome T = max{T}, T}, para cada n > 1 defina
A, ={zx € Ylu,(x)| > T}, Bp={xe€Qu,(z) <T}.
Pela continuidade de f e defini¢ao de B, existe Cy = Co(T") > 0 tal que
o / (£ (2 )t — 2F (2, un)] da < Co. (1.30)
Observe que pela definicao do conjunto A, e , temos também
flr,ut)ut — 2F(x,ul) >0, Voe A,. (1.31)

Para T' > 0 acima, multiplicando ({1.25) por —2 somando com ([1.27) temos

(i _ 1> /Q h() (u} )+ do + 2¢ + of1) = / [ (2wt — 2F(a, 0] da,

qg+1 Q

donde segue de ([1.30]) - (1.31)), que

(Lq)/gh(@(@)ﬁl dr +2c+o(1) > /A [f (i Juy = 2F (2, w))] de

q+1
i +\l+o
> 5 (Un) dr — Co,
o que implica que existem C; = C1(Cy, ¢,v) > 0, Cy = Cy (7, ||h]|0o, ¢) > 0 tais que

/ ()7 dz < Cy + Collunl|™ + o(1). (1.32)
An
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Por outro lado, fixado m = (14 ¢)/q > 2, visto que ¢ € (0,1). Multiplicando ([1.25))
por —1/m e somando com ([1.27)) obtemos

l—q 2 l—q 1
FUNEETY YRR | RARTE S b

= c+o(l). (1.33)
Note que, pela continuidade de f e definicao de B, existe C3 > 0 tal que

< Cs.

/anﬁmn—gﬁumqmﬂ(m

Entao, segue de ((1.30) - (1.33)) que

1—gq
2(1+q)

1
|unl|* +o(1) < c—l—C’3+/A [F(m,ui{)—gf(x,ufl)uﬂ dz

l—gq +yg+1
+q+1 Qh(a:)(un) dx
§c+%+/ FMwD@—iﬂm@mﬂM
An 2 m

l1—q
-1 h +q+1d )
toy ) ) d

Usando a continuidade da imersao de Sobolev e tomando € = 2(1+¢)/(1—¢) em (1.28)),

segue que

l1—gq 2 1—(]/ +\,,+
|l +o(l) < + C3 + , Uy, nd
st gl o) < et Cot gt | pto iy da
C(l—q)
h o +(1g+1
1 A () ool[uz |l

<t Gt / (W) de + Clh() | ocllu .

n

Aplicando a desigualdade de Holder, Teorema [A.6 com expoentes conjugados sendo
p=(1+0)/(1+7)ep =(1+0)/(c —7) e usando novamente a imersao de Sobolev

seque que

o—T

147
gl (f fotrras) ™ (f, it as) ™
Ul +o0(1) < c+Cs5+ w7 dx ul )= dx
sl + o) v (f w )

+C[A(@) oo lug [

1+71

140

c+Cs+C (/ (uj;)p“”dx) |||
An

+ClR(@) ooz 7.

IA
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Dai, usando a desigualdade de Young, com ¢ = (1 —¢q)/(1 + ¢), Teorema[A.5] obtemos

2(147)
1—gq ) 1—gq 9 (1+q)02/ 1 +o
—— _Nu,|P +o(1) < c+C5+ ——|u,||* + ——— u) o de
Tl +olt) < e Cot o Ll SEDE (1

+C|[ () || ot |7+
l1—gq
< 4C|h(@) |l | + ¢+ Cy + ————|u,||?
< [2(2) [|oo [z, 3 4(1+q)|| |
14 ¢q)C? 2147
HEEDE (G v+ €3)

1—

Isso implica que {u,} é limitada em H}(Q) uma vez que temos 0 < ¢ < 1 e temos
20+ ¢)(1+7)]/(1+0) <2pois g+ (1+¢)7 <o < 1.

Sendo {u,} uma sequéncia limitada, sabemos que ela converge fracamente em
HZ(€), a menos de subsequéncia. Tomando uy este limite fraco, gracas & compacidade
da imersao H}(Q2) — L"(Q) temos u, — uy em L"(Q)) para todo r € [1,2*), se N >3
our € [1,+00), se N = 1,2, e u,(z) = uz(x) q.t.p. em Q. Dai, como na Afirmacao
, vemos que us ¢ uma solucao fraca do Problema . Com argumentos analogos
aos usados na Afirmacao , vemos que u, — uy em H}(Q) e assim I(uy) = ¢ > 0,
onde ¢ é o nivel do passo da montanha. Além disso, segue do Principio do Maximo que
Uy > 0se h > 0.

(77) Observamos primeiramente que, sendo h < 0, ndo hé restrigdo em ||h||« para

que o funcional I tenha a geometria do passo da montanha. Analisando a demonstragao

do Lema [1.1] ao invés de (1.10) obtemos

L 2 L Ty — r,u")dx
I(u) = §/Q|Vu| dm—m[)h(x)(u+)+ dx /QF( ,ut)d

1
> 5/\Vu\2da:—/F(a:,u+) dr > (C’l —CgHqu_l) [lul|?,
Q Q

o que garante que v = 0 é um minimo local estrito para I. A segunda parte da
geometria nao se altera e assim vemos que o resultado do Lema também vale neste
caso. Usaremos novamente a Proposicao para provar que o Problema (|1.1)) possui
uma solucao do tipo passo da montanha. E suficiente mostrar que a sequéncia {u,} em
H(Q) que satisfaz - é limitada em H{ (). Feito isso, o resultado segue
como fizemos no item (7). Suponha por contradi¢ao que ||u,| — 400 e para ¢ > 0

dado na Proposicao [1.4] defina

2/

]

2/t (1.34)

n Wy, = tply, =

Dessa forma, temos {w,} limitada em H}(Q), pois |w,| = 2v/c e a menos de
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

subsequéncia existe w € HJ () tal que

w, =~ w emH}(Q),
wy(x) = w(x) q.tp. em Q,

w, - w em L"(Q),

onde 1 <r <2* se N>3our € [l,400) se N = 1,2. Analogamente, considerando

w = 2y/cut /||uy| tem-se

wi(z) = wh(x t.p. em €,
@) @) gty .
wi —wt em L"(Q).

Observe que w* # 0. De fato, se w* = 0 entdo por (1.35) temos w™ — 0 em L*(Q) e
wt — 0 em LI(Q). Assim, segue de ((1.35) e o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, Teorema [A.T] que

; + — 1 +\q+1 —
nl_lgloo i F(z,w! (z))dx = nl—lgloo g h(z)(w, )™ do = 0. (1.36)
Dali, tem-se
1 1
I(wy,) = =||Jw,||* — —— [ h(z)(w, )" dx — / F(z,w})dx = 2c—o(1). (1.37)
2 q+1Jg Q

Por outro lado, por (|1.34]), temos que ¢, — 0 quando n — 400, pois ||u,| — +oo.

Assim, segue do Lema [1.3| que

_ (tn+ Ve [tn  t17 o1
I(w,) = I(tu,) < — + [5 e J /Qh(m)(u;:) de + I(uy)
- “nzl)e" {t ; - qu /Q h@) ) de + I(w).  (1.38)

Passando ao limite em ([1.38)) e usando ([1.36)) temos que I(w,) — ¢, o que contradiz
(1.37). Portanto, wt # 0. Considere

O ={reQut(z)=0}, Q={reQw'(r)>0}

Por (1.34)) e (1.35) temos
2y/cu, (x)

wh(r) = ="—"% > w(z) >0 ¢t.p emQy,

[n ()]

mas, como por hipétese ||u,| — 400, entdo devemos ter u, (x) — 400 ¢.t.p. em Q.
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1. Equacoes com nao linearidade do tipo concavo convexo

Multiplicando (1.27)) por (2v/¢)/||u,|| temos

2y/c

[[en ][4

/ Vw, - Vodr — h(z)(w, )9 pde — / plx, ub)w, pdr = o(1)
Q 0

Q

para toda » € HJ(Q2). Em particular, tomando ¢ = w™ obtemos

/ Vuw, - Vw* dx — e h(z)(w)?wt dx — / plx, ub)w, w dr = o(1)
Q 0

[unll*=7 Jo "
onde
f(@:9) se s> 0,
p(gj’ 5) — S
0 se s <0,

e p(x,s) = p(x,sT) > 0. Dai, segue do Lema de Fatou, Teorema |[A.12} que

+
T,u
/|VwJr ?de = lim [ p(z,u,)ww’ dr > liminf MwiwJr dx
Q n—-+4o0o Q n—-+o0o Qs U;Lr
> lim inf Mw* wh dx.
- Q n——+o0o 'U,;i; n
Porém N
T, U
lim Mw:uﬁ =400 ¢.t.p. em €y,

ja que f é superlinear. Assim, devemos ter |{2| = 0, o que implica que w*™ = 0 q.t.p.
em (2, o que é uma contradigdo, pois provamos que wt Z 0. Portanto, {u,} é limitada
em H}(Q).

Sendo {u,} uma sequéncia limitada, sabemos que ela converge fracamente em
HJ(€2), a menos de subsequéncia. Tomando uy este limite fraco, gracas & compacidade
da imersao HJ(Q2) < L"(Q) temos u, — uy em L"(Q) para todo r € [1,2*), se N > 3
our € [1,400), se N = 1,2, e u,(x) = uz(x) q.t.p. em €. Dai, como na Afirmacao
, vemos que up € uma solucao fraca do Problema . Com argumentos analogos
aos usados na Afirmacao [L.5] vemos que u, — uy em H}(2) e assim I(ug) = ¢ > 0,

onde ¢ é o nivel do passo da montanha. O
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Capitulo 2

Existéncia e multiplicidade de
solucoes para problemas

assintoticamente lineares

2.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de solugoes nao negativas em Hj(Q) para

o seguinte problema de Dirichlet:

(2.1)

—Au = h(z)u? + f(z, u), v € €,
0<ue H)Q),

onde @ C RY é um dominio limitado com fronteira suave, N > 1, 0 < ¢ < 1.
Suponhamos que a fungao fungao h : 2 — R satisfaz
(hl) : h(z) € L*>(Q)eh(x) # 0;
e a nao linearidade f : Q x R — R satisfaz as seguintes condicoes:
(f1): f € C(AXR); f(x,0)=0; f(x,s) > (#)0 para quaisquer s > 0, x € Q;
(f2) : slir(r)lJr @ =puef0,N)e SEIJPOOM =l¢€ (A, +00)
uniformemente em = € 2, onde \; > 0 é o primeiro autovalor de —A em H} () .
A condicdo (f2) nos diz que f é assintoticamente linear no infinito. Uma vez

que procuramos solugoes nao negativas, o funcional definido em Hy(f2) associado ao

problema ¢ dado por
I(u) = l/]Vu]QClac — L/ h(z)(u™)1t do — / F(z,u")dx
2 Ja q+1Jg Q 7
onde u* = max{u,0} e F(x,t) = [ f(x,s)ds.
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

Uma vez que a condicao (f2) implica em (f3), gracas ao Teorema no Apéndice
Bl tem-se que I € C*(H(Q),R) com

I'(u)gp:/QVquodx—/Qh(:v)(uJ“)qudx—/Qf(x,uJ“)godx Yu, ¢ € Hy ().

2.2 Geometria do passo da montanha

Nesta se¢ao, mostraremos que o funcional I tem a geometria do passo da montanha.

Lema 2.1. Suponha que a funcdo f : Q x R — R satisfaca as condicdes (f1) — (f2)
e que a funcdo h : Q@ — R satisfaga a condi¢do (hl). Entdo existe uma constante

m =m(u,q, f, N,Q) > 0 tal que qualquer que seja h € L*(2) com ||hl|o < m temos:

(i) Existem constantes p,n > 0 tais que I(u) >n > 0 Vu € Hj(Q) com |ul| = p.
(ii) Existe e em H}(Q2) com |le]| > p tal que I(e) < 0.

Demonstragao. (i) Fixemos um valor k € (1,2* —1),se N >3, ouk >1se N =1,2.
Gracas a condicdo (f2) temos
1
fim 58 o @8 L g,
5§—00 Sk 5§—00 S Sl_k
uniformemente em x € ), ou seja, f satisfaz (f3). Dai, fixado gg > 0 tal que pu+ep < Aq,

existe uma constante positiva Cy tal que

M+ €o

F <

(u+)2 + Co(u+)k+17

como mostrado na Observacao [B.I Com esta desigualdade, a prova deste item segue
exatamente como a prova do item (i) em Lema , uma vez que este resultado nao
usa o fato de que f é superlinear no infinito.
Provaremos o item (7). Como \; < [ < 400, por (f2) segue da regra de L’Hospital
que
F(z,s) flx,s) 1

. . A )
lim = lim — _ > 2L yniformemente em z € €.
s—+oo 8§ s—+oco 28 2 2

Entao, para sy, > 0 suficientemente grande podemos encontrar 7 > 0 tal que

F(z,s) S l—T1

A1 .
> 25 > 5 uniformemente em x € (), para todo s > 5.
s

Denotemos a =1 —7 — A\; > 0. Seja ¢; > 0 uma autofuncao associada a A;. Tomando

Qo = {z € Q : dist(z,08) < §} e usando o fato de que ¢; é continua em Q, ©; > 0
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

em () e que sua integral é absolutamente continua (veja Teorema [A.9)), vemos que para

0 > 0 suficientemente pequeno tem-se

2dr < — pide.
/Qo 2>\1 N

Além disso, sendo ; continua e positiva no compacto 2\, tem-se

= | > 0.
= min ¢ (z)

Entao, para t > so/«, temos

(=7
2

F(z,tpi(x)) > (tp1(x))® para todo z € Q\Qp.

Ja que F(x,s) > 0 para s > 0, donde

2(1 _
/ o, toy) do > / Fla, toy)dz > 07 / Sz,
Q Q\Qo

0\ 2
Logo, para t > s¢/«a, temos

t 1 h q 1d — F d
@ , b
+

q+1 2(1 _
- / W) (1) do — =T / .
Q 2 2\

I* -

tZ
fig) = e

t2
5”%01

IN

qg+1

Lembrando que

—Ap; = M1 em €,

segue que

t? ta+l 1 t? )
Ite) < / P — / W) (o)™ de — S - ) / S du
g+ 1 2 2\

=—A1(/ d+ [ golda:>——<l—f>/ 2 da
Qo Q\Qo Q\Qo

$a+1 " o+ g
q+1/9 (@)(p0) ™

A
~
(3]
/N
3’
|
)y
_|_
O |
N——
o
AS)
=N
Q.
S
|
=}
+
=
S~—
>
—~
&
)
=
+
QL
=



2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

grande tal que e := tgp; satisfaz |le|| > p e I(e) < 0, ou seja, a segunda condigao é

satisfeita. O

Usando o item (i) do Lema e o Principio Variacional de Ekeland, repetindo a

prova do Teorema [1.2] obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Suponha que a funcio f: QxR — R satisfaca as condicées (f1)—(f2)
e que a funcgdo h : Q — R satisfaca as condigoes (h1) — (h2), a saber
(h2) : existe v € C3°(Q) tal que

/ h(z)(vH)T dz > 0.

Entao, existe uma constante m = m(u,q, f,N,Q) > 0 tal que qualquer que seja
h € L*() com ||hlle < m, o problema tem wuma solu¢do ndo negativa
up € HY(Q) com I(uy) < 0. Além disso, se h(z) > 0, entdo u; > 0 q.t.p. em Q2.

2.3 Existéncia de solucao do tipo passo da

montanha

J& sabemos, pelo Lema [2.1] que o funcional [ tem a geometria do passo da

montanha. Vamos a prova de mais um resultado de existéncia.

Teorema 2.3. Suponha que a funcio f : QxR — R satisfaca as condigoes (f1)—(f2)
e que a fungdo h : Q — R satisfaca a condi¢ao (hl). Entdo existe uma constante
m =m(u,q, f, N,Q) tal que qualquer que seja h € L>(2) com ||h|l« < m, o problema
tem uma solugdo ndo negativa ug € Hy (), com I(ug) >0, e ug > 0 se h(z) > 0.

Demonstracio. Como (f1) — (f2) sdo satisfeitas, pelo Lema [2.1{ sabemos que I tem a
geometria do passo da montanha. Aplicando a Proposi¢ao com v =0, E = H}(Q),
e para ¢ definido na mesma proposi¢ao, temos que existe uma sequéncia {u, } em H}(Q)

tal que
(i) I(un) = c;
(i) (1 + fJlunl DI (un) ]| — 0.

Observe que (i) garante que ||I'(u,)|| — 0 pois

0 < [ (un) |l < (1 [Jun DI ()l
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

Em particular, I'(u,)p — 0 qualquer que seja ¢ € H}(Q2). Temos também que
|I'(un)uy| — 0 pois

1 () ()| < (1 ()|

tnl| < (1A Jlun I (un)|

E* E*-.

Logo,

1

1
I(u,) = §||Un|’2 TS

h(z)(u )1 do — /Q F(z,ul)dx = c+ o(1),

I’(un)un:/Q|Vun]2da:—/9h(x)(uf{)q“ dx—/gf(:c, W undr = o(1),  (2.2)

e para toda p € H} () temos

I'(uy)p = /QVunV@d:r;—/Qh(x)(u,f)q@d:v—/ﬂf(x, u)odr=o(1). (2.3)

Se {u,} for uma sequéncia limitada, sabemos que ela converge fracamente em
H}(2), a menos de subsequéncia. Tomando us este limite fraco, gragas & compacidade
da imersao H}(Q2) < L"(Q) temos u, — uy em L"(Q) para todo r € [1,2*), se N > 3
our € [1,+00),se N = 1,2, e u,(z) = us(z) q.t.p. em Q. Daf, como na Afirmagao [1.4]
vemos que, uy é uma solugao fraca do Problema 2.1 Além disso, como na Afirmagao
[L.5] vemos que ||u,|| — |luz||. Consequentemente, u, — uz em HE(Q). Isso implica que
I(u,) — I(us) e, pela unicidade do limite, I(uz) = ¢, o nivel do passo da montanha,

que é positivo. Em particular, us # 0. Observe que
I(u)) =1 <0< c=1I(ug),

o que garante que uj # uy. Para verificar que us é uma solugao nao negativa, tomando

© = u, como funcao teste, temos
/VUQVUQ dr = / h(z)(ug)%uy dx—i—/f(oa‘,u;r)u2 dw.
Q Q Q
Ja que f(x,s) =0 para s < 0, isso implica em
/|Vu2_|2dx:0:> |lug || =0=u; =0=uy >0.
Q

Além disso, se h(z) > 0 entdo, como us é solugao nao trivial de , segue do Principio
do Maximo, Teorema [A.14] que uy > 0.

Para concluirmos a prova do teorema, é suficiente mostrar que a sequéncia {u,} é
limitada em H} ().
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

Afirmagao 2.1. {u,} é limitada em H} ().

De fato, suponha por contradigao, que {u,} é ilimitada. Sem perda de generalidade,

suponhamos que ||u,|| — 400. Considere

u
Wy, = ——. (2.4)
[[n
Assim, temos {w,} limitada em H}(Q), pois ||w,|| = 1 e a menos de subsequéncia

existe w € H}(Q) tal que

w, = w em H}Q),
wy(x) = w(x) q.tp. em Q,

w, > w em L"(Q),

onde 1 <r <2* se N>3our € [l,400) se N = 1,2. Analogamente, considerando

w = wul/||u,|| tem-se

wl(z) = wh(x t.p. em €,
F@) @) et s
wi —wt em L"(Q).

Observe que w # 0. De fato, se w = 0, entdo por (f1) — (f2), (2.5) e o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema temos

lim h(z) (w1 dr = 0,

n——+oo Q n

lim [ F(z,w!(x))dz= lim /Qf(:c, w(2))w,(z) dz = 0.

n—-+00 Q n—-+0o00

Multiplicando (2.2)) por 1/||u,||?, e usando ([2.4)) obtemos

1
Jonl = g | @)t e [ plow) () de = o), (26)
mn Q Q
onde
f(x,s) se s>0
plz,s) = s ’
0 se s <0,

e p(z,s) = p(z,sT) > 0. Além disso, segue de (f1) e (f2) que existe uma constante
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

M > 0 tal que

<M, VreQescR (2.7)
s

’f(%S)

Como |Ju,|| — 400, temos 1/|u, ||~ — 0, além disso, gragas a ([2.5) temos

| n@wom =0

Dali, .
/ h(a) ()T 5 0
9]

[[en [

donde segue de (2.6 que
Junll = [ pla ) )7 do = of0). 23)
Q

Observe também que por (2.5)) e (2.7) temos

/Q Pz, un) (w2 do

< / Ip(e, )| (wi)?) < M / (wi)? =0,

Dai, (2.8) implica que ||w,||* — 0, o que é uma contradigdo, pois ||w,| = 1. Logo

w # 0.
Note também que w(xz) > 0 q.t.p. em 2. De fato, multiplicando (2.3)) por 1/||u,||

obtemos

1
/anVgodx——I_/h(x)(w:)qcpdx—/p(x, w)w, pdr =o(1), (2.9)
Q [[unll'=2 Jq Q

para toda ¢ € Hg(€). Por (2.7) temos {p(-,u,)} uma sequéncia limitada em L>(2).

Em particular, é limitada em L?(2) e, portanto, existe v € L*(2) tal que
p(z,u,) — vem L*Q).
Ademais, garante que
whp —whe em L*(Q), Vo€ Cr((Q),

donde
/p(x,un)w:[(a:)goda:—>/U(:1:)w+<,0da:.
Q Q
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

Por outro lado, como

1
hiz)(wh)ipdz| <c e — 0,
fyrm) il

temos )

—— | h(x)(w)ipdz — 0.

e, ree)
Dai, segue de (2.9) que

/Vngpdx:/v(x)w+g0dx, Vo € C5°(92). (2.10)
Q Q

Pela densidade de C§°(2) em H} () concluimos que esta tltima igualdade vale para
toda ¢ € H}(€). Tomando ¢ = w™ em (2.10)), temos

/|Vw_|2 :/VwVw_ :/U(x)w+(x) w (z)dx =0,
Q Q Q
isto é,

lw™|?=0=w" =0 qt.p. em Q,

ou seja, w > 0. Por (2.10)), sabemos que w > 0 é uma solugao fraca para o seguinte
problema:
—Aw = v(z)wt > 0.

Segue do Principio do Maximo Forte, Teorema [A.14] que w(z) > 0 q.t.p. em €, o que
conclui nossa afirmacao.

Finalmente, mostraremos que w satisfaz a seguinte identidade:
/Vw-Vgod:E:l/wgodx, Y € H3(Q). (2.11)
Q Q

Por (2.4) e (2.5) temos

[[wnll

wy(z) = —w(z) >0 qt.p. em(,
mas, como por hipétese ||u,|| — 400, entdo devemos ter u,(x) — +o0 q.t.p. em €, e

segue de (f2) que

p(z,u,) = w — 1.

Consequentemente v(x) = lim p(z, u,) = [. Entao (2.11]), segue de (2.10]) e do fato que
w > 0.
A equacao (2.11]) nos diz que [ é um autovalor de —A em H}((2), com autofungio
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2. Existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas assintoticamente lineares

positiva w. Entretanto, isso contradiz o fato de que [ > A;. Logo, nossa hipotese de
que ||u,|| = 400 nao pode ocorrer pra nenhuma subsequéncia de {u,}. Portanto, a

sequéncia {u,} é limitada em H}(f2). Isso conclui a prova deste teorema. O
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Capitulo 3

Existéncia e nao existéncia de
solucoes positivas para problemas

parametrizados

3.1 Apresentacao do Problema

Neste capitulo, investigaremos a existéncia e nao existéncia de solucao para o
problema no caso especial em que f(z,u) é linear com respeito a wu, mais

especificamente, vamos analisar o seguinte problema:

—Au = h(z)u? + I, x € €,
0<ue Hy(9),

(3.1)

onde 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave, N >1,0<g<1le X > 0.
O funcional definido em H; () associado ao problema (3.1]) é dado por

1 A 1
Tw) =5 /Q|Vu|2da: -2 /Q(qu)de - [ Hay

onde vt = max{u,0}. Sabemos que um ponto critico nado nulo de J é essencialmente
uma solucao fraca nao negativa para o problema (|3.1)).

Para provar os resultados de existéncia de solugoes nao negativas em Hj () para o
problema usaremos o Teorema do Passo da Montanha.
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

3.2 Resultados de existéncia e nao existéncia

O resultado seguinte, nos garante a existéncia ou inexisténcia de solugao nao

negativa para o problema (3.1)) através de uma relagao entre A e A;.

Teorema 3.1. (i) Se h(x) > (#)0, entdo o problema (3.1) ndo possui solugdo
positiva pra X > A, mas para X\ < A1 o problema (3.1) tem pelo menos uma
solugao positiva se h(z) € L>(9).

(i1) Se h(z) < (#£)0 e h(x) € L¥(Q) para algum o € [2*/(2* — 1 — q),+0o0] e existe
d > 0 tal que h(z) < =0, entdo o problema (3.1) tem sempre uma solugao nao
negativa u € Hg(Q) com J(u) > 0 para todo X > ;.

(111) Se Se h(x) < (#)0, entdo o problema (3.1) ndo tem solugdo positiva para A < Ay.
(iv) Se h(x) =0, entdo o problema (3.1)) tem solugdo positiva desde que A = \y.

Demonstragdo. (i) Suponha que v € H}(Q) é uma solugao positiva para o problema

(3.1). Seja ¢1 > 0 uma autofuncao associada a A, ou seja, —Ap; = A\jp;. Entao,

A\ / wpy dr = / VuVpde = / h(z)ulp; dx + )\/ wpy dz,
Q Q Q Q

(A = N) / upy de = / h(z)uley dx > 0.
Q Q

temos
isto é,

Como u, p; > 0 e h(x) > 0 é uma fungdo ndo nula, segue que, A < A\ e assim,
o problema (3.1) ndo tem solucdo positiva se A > A;. Por outro lado, se A < A\

afirmamos que existem constantes p,n > 0 tais que
Ju)>n>0 Yu€ H)(Q)com|ul| = p. (3.2)
De fato, pela caracterizacao de Ay,

V 2
M=Vl
weH Q\{0} ||ul3

1
/(u+)2da: S/u2 dr < —/ |Vul? dx
Q Q At Ja

para toda u € H}(Q).

VEImos que
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

Dai obtemos

1 A 1
Ju) = 5/Q|vu|2da;——/(m)?dx—m [ ey da
1 || o
T 2 g+l
> gl = gl - 2 [ s
> ey

- 2__ 2
) 2Mwm Al

A _
= P (0 -0 - Calll)

entao podemos encontrar algum p > 0 adequado grande tal que seja valido. Dali,
usando o Principio Variacional de Ekeland, Teorema e repetindo a demonstracao
do Teorema 7 concluimos que tem um solucao positiva. Observe que, naquele
teorema, a segunda parte da condigdo (f2) e o controle na norma de h em L™ sdo

necessarios apenas para garantir que (3.2]) ocorra.

(71) Para provar essa parte, aplicamos a Proposigao . Verifiquemos que vale a

geometria do passo da montanha:
Afirmacgao 3.1. Existem p,n > 0 tais que J(u) >n >0, Yu € H(Q)com ||ul| = p.

De fato, observe que g+ 1 < 2 < 2*. Utilizando a desigualdade de Holder, Teorema
[A.6] com expoentes conjugados 8 e a = [2* — (¢ + 1)]/(2* — 2) e a desigualdade de
Young, Teorema [A.5] obtemos

Q Q
L 1/8
< </‘u|q+1 dm) (/\u’ (g+1)/a)B dx)
Q
. \7
(fia) ([
Q

s
ellullet + Ve > 0.
(as)*

IN

*

Consequentemente,

1 A 1
J = — [ |Vu’d ——/ NVde——— [ h Hyarl g
(w) (/|u|x 5 [wnrar—— [ hahy d

: /
2 +1a+1 +\g+1
— — U dzx.
H |° - H g1 oot T o Q( )

A%
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

Em particular, tomando € = 2§/[A(¢+1)] e usando a desigualdade de Sobolev obtemos

1 208 \
s = -0 (20) N

1 200 \ Y Lo e
Jull? (a—c(m) N5 fulf? )

Dai se deduz a existéncia de p e n como desejados.

2%

v

v

Afirmagao 3.2. Existe e ¢ B, tal que J(e) < 0.

De fato, como h € L e @1 € L*(£), temos

< +00.

/Q h(z)er ()7 da

Sendo ¢ € (0,1) temos

A 1

) = T — 0 quando t — 400,

dai, segue que
et

q+1

/ h(z)p?™ dz — 0,
Q

onde 1 > 0 é autofuncao associada a ;. Entao, para ¢t > 0 tem-se

)\t2 thrl
— [ pldz -

t2
It = Sl - [ h@end,
Q

o que implica em

J(tp1) 1 2 A 2 -t 1
2 = Sl =5 [ - T [ @yt do

Passando ao limite com ¢ — 400, na igualdade acima, obtemos
. J(ter) 1 2 A 2
Jim T = Sl =5 [ etas
1

=35 (1 =X lerl> <0, poisA > Ay

Consequentemente, J(te1) < 0 para t grande. Logo, existe to > 0 suficientemente
grande tal que e := o, satisfaz ||e]| > p e J(e) < 0. Dal, segue da Proposicao [1.4] que

existe uma sequéncia de Cerami {u,} em H}(Q2) para J no nivel minimax c. Para tal
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

sequencia, tem-se

1 A 1
I = 5llunlP =5 [ @ de = —= [ W@y de = e+ ot1),

T 1ttt = [ — X / (uf )2 di — / B de = ofl),  (33)

e para toda ¢ € H}(Q) temos

J (un)p = / Vu, - Vodr — )\/
Q

g ulpdr + /Q h(z)(ut)?@dr = o(1). (3.4)

Vejamos que {u,} é limitada em H}(f2). De fato, suponha por contradigao, que {u,}

é ilimitada. Sem perda de generalidade suponhamos que ||u,|| — +o00. Considere

U’n
Wy, = ——.
[
Assim, temos {w,} limitada em H}(S2), pois ||w,|| = 1 e a menos de subsequéncia

existe w € H}(Q) tal que

w, =~ w emH}(Q),
w, = w em LP(Q), (3.5)
wp(z) = w(x) qt.p. em Q,

onde 1 <p<2fse N>3oupce€][l,+00)se N = 1,2. Analogamente, considerando

w =wl/||u,l|| tem-se

wi(x) = wt(z) qtp. em Q

n

(3.6)
wi —wt em LP(Q).

Observe que w # 0. Com efeito, se w = 0, entao por (3.6]) e o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, Teorema temos

lim [ h(z)(w)" dr = 0.

n
n—-+o0o Q

Multiplicando (3.3)) por 1/||u,||?, obtemos

|2 — A/Q(w:[)Q do— — /Q h(@) () da = o1). (3.7)

[[n [
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

Como |Ju,|| = 400, temos 1/||u, ||~ — 0, além disso, gragas a (3.5) temos

[ @ —o.

Dai,

1
[ r@wr o,
Q

[[un [+

donde segue de (3.7) que ||w,]|*> = 0 o que é uma contradigdo, pois ||w,| = 1. Logo
w # 0. Note também que w(x) > 0 q.t.p. em . De fato, como

1
/ h(z)(wi)iede| <C e —=— =0,
0 [

temos .

——— | h(x)(w)ipdz — 0.

s J, Mo
Dai, segue de (3.4) que

/Vw-Vgpd:c—A/w*gpdxzo, Vi € Hy (). (3.8)
Q Q

Tomando ¢ = w~ em (3.8)), temos

/\Vw\de:/VwVwda:':)\/er(:c)w(a:)d:c:O
0 Q Q

isto é,

lw™||?=0=w" =0 qt.p. em Q,

ou seja, w > 0. Dai, segue do Principio do Maximo Forte, Teorema [A.14] que w(z) > 0
q.t.p. em €. Logo,

/Vw~V<pdx:)\/wgpdx, Y € Hy(Q).
Q )

Isso nao pode ocorrer, pois A > A; nao admite autofuncao positiva. Logo, nossa
hipétese de que |lu,|| — +00 nao pode ocorrer pra nenhuma subsequéncia de {u,}.
Portanto, a sequéncia {u,} ¢ limitada em H}(Q). Sendo {u,} uma sequéncia limitada,
sabemos que ela converge fraco em H} (), a menos de subsequéncia. Tomando u’ este
limite fraco, gragas & compacidade da imersao Hj(Q2) < L"(2) temos u, — v em
L7 (Q) para todo r € [1,2*),se N >3 our € [1,+00), se N = 1,2, e u,(z) — u/(x)
q.t.p. em Q. Dai, como na Afirmagao [I.4, vemos que v’ é solugao fraca do Problema

BD.

(i17) Suponha que u € H}(€) é uma solugao positiva para o problema (3.1). Seja
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3. Existéncia e nao existéncia de solugoes positivas para problemas parametrizados

1 > 0 uma autofuncao associada a A\;. Entao, temos

A1 / upy dr = / VuVpide = )\/ wpy dr + / h(x)ulp; dx,
0 0 Q 0

consequentemente,

(M =) / upy de = / h(z)ulp, dz < 0.
Q Q

Como u > 0, ¢; > 0 e h(z) < ()0 é uma fungdo nao nula, segue que A > ;.
(iv) Suponha que u € H}(Q) é uma solugao positiva para o problema (3.1)). Seja ¢; > 0

uma autofuncao associada a A;. Entao, temos

A\ / wpy dr = / VuV, dr = )\/ wpy dx + / h(z)ulyp; dx,
Q Q Q Q

o que implica

(A —A) / wpy dr = / h(z)ulp; dx = 0.
Q Q

Como u > 0, p; > 0 e h(z) =0, segue que A = ;. ]
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados que foram uteis para uma boa

compreensao do trabalho.

Definicao A.1. Seja Q C RY um conjunto aberto. Dado p € R, com 1 < p < 00, os

espagos LP(2) sao definidos como

LP(Q) = {f:Q—HR; f € mensuravel e /|f(:17)|pda7<oo},
Q

i1 = ([ rf<a:>rpda:)’l’,

L>®Q)={f:Q—R; f émensurdavel e3C >0 tal que |f(z)] < Cgq.t.p. em Q},

COo1m a norma

paral <p<ooe

coml a norma

| fllcoc = nf{C; |f(z)| < C q.t.p. em Q},
onde consideramos a classe das fungoes iguais quase sempre.

O préximo resultado, muito utilizado em nosso trabalho, é o famoso Teorema da

Convergencia Dominada de Lebesgue.

Teorema A.1 ([I], Teorema 5.6). Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes em L' () tal

que:
(i) fu(x) — f(z) q.t.p. em
(ii) existe g em LY(Q) tal que, para todo n > 1, temos
|fu(2)] < g(x) q.t.p. em Q.
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A. Resultados Auxiliares

Entdo f € L*(Q) e além disso,

/ f(x)de = lim [ f,(z)dz.
Q Q

n—0o0

Teorema A.2 ([2], Teorema 4.9). Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q),
1 <p < oo tais que

[fn = fllp = 0.
Entao podemos extrair uma subsequéncia (fy,) tal que
(i) fo,(x) = f(x) q.t.p. em Q;

(ii) existe h em LP(Q)) tal que, para todo k € N temos

| oo (@) < h(z) g.t.p. em Q.

Teorema A.3 ([5], Teorema 2.3). Seja f: Q x R — R uma fun¢ao de Carathéodory.

Suponha que existam uma fungao b € L1(), 1 < q¢ < 0o e constantes c¢,r > 0 tais que
|f(z,s)] <c|s]"+b(x) Vee, seR
Entao o operador de Nemytskit Ny : L9 — L9 definido por Ny(u) = f(x,u) estd bem

definido e é continuo.

Proposicao A.4 ([3], Apendice B). (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q <
+o0, tais que (1/p) + (1/q) = 1. Entao

P
ab< =+ = (a,b>0).
p q

Proposicao A.5 ([3], Apendice B). (Desigualdade de Young com ¢ ) Sejam
1 <p,q < +o0, tais que (1/p) + (1/¢q) = 1. Entao

ab < ea? + C(e)b? (a,b> 0;e > 0),
para C(e) = (ep)~/%q™".

O proximo resultado, também bastante utilizado em nosso trabalho, é a
Desigualdade de Holder.

Teorema A.6 ([2],Teorema 5.6). Sejam u € LP(Q) ev € LI(Q) com 1 < g < 0 e
5+ % = 1. Entao, wv € L*(Q) e

[uvllr < Jlullplvllg-
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Teorema A.7 ([2], Proposicao 3.30). Seja X um espago de Banach uniformemente

convezxo. Seja (x,) uma seqiéncia em X tal que e x, — x e
lim sup [z, || < |z]].
Entao x, — x em X. Em outras palavras, se r, — x e |z,|| — ||z| entao z, — x em

X.

Teorema A.8 (2], Teorema 3.27). Se X € um espago de Banach reflexivo e (x)
uma seqiéncia limitada em X, entdo existe uma subseqiiéncia (x,,) que converge na

topologia fraca de X.

Teorema A.9 ([4], Coroldrio 4.12). Se f é uma fungdo ndao negativa, mensurdvel e
fQ fdu < oo entao fQ fdu € absolutamente continua em relagao a i, ou seja, para todo

e >0, existe 6 > 0, tal que () < & implica [, fdu < e.

Proposi¢ao A.10 ([5], Teorema 4.1). (Principio Variacional de Ekeland) Seja
V um espago métrico completo e F' : V. — R U {400} uma funcao semicontinua
inferiormente e limitada inferiormente. Entao para qualquer £ > 0, existe um elemento

v eV tal que
Fv)<infF+e e F(w)>F(v)—ed(v,w) YweV.

Proposigao A.11 ([2], Coroldrio 9.19). (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY

aberto e limitado. Entao existe C' > 0 tal que
/u2 dx < C’/|Vu|2dx, Vu € Hy(Q).
Q Q

Teorema A.12 ([I], Lema 4.8). (Lema de Fatou) Seja f, : E — R uma sequéncia

de fungoes mensurdveis nao negativas, entao

ﬁhm inf f,,) dz < hm inf / fndx.

n—-+4o0o

No que segue, vamos considerar o operador L da seguinte forma:
Lu=—Au+ c(z)u

onde ¢ € L>®(£2), com 2 sendo um dominio em RY. Diremos que, no sentido fraco ou
generalizado, u € H}(Q) satisfaz Lu = 0 (> 0, < 0) em ( se

£(u,v) = /Q [VuVv — ¢(z)uv] de =0(> 0, <0)
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para toda fungdo v € C3(Q) com v > 0.

Os teoremas a seguir sao versoes simplificadas dos resultados encontrados em [0,
Teoremas 8.1 e 8.19 |.

Teorema A.13. (Principio do mdximo fraco) Suponhamos que c(x) € L>®(2) é

uma fungao ndo negativa e u € H}(Q) satisfaz Lu > 0(< 0) em Q. Entdo

infu>infu~ (supu < supu™).
Q 00 (Qp - 35%) )

Teorema A.14. (Principio do mdximo forte) Suponhamos que c(x) € L>() €

uma fungdo nao negativa. Seja u € HY(Q) satisfazendo Lu > 0 em . Se para alguma
bola B CC ()

infu =infu > 0,
B 0

entdo a funcao u deve ser constante em €.
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Apendice B
Resultados complementares

Neste apeéndice apresentamos alguns resultados utilizados no decorrer deste
trabalho.

No que segue, consideramos uma funcao f : Q x R — R que satisfaz as condicoes
(f1) e (f3), descritas na introducdo, e a primeira parte da condicao (f2) (ou (f2)), a

saber

lim f(@,t)

t—0+ t

Note que se f satisfaz (f2), para todo k > 1 tem-se

lim f@’s):hmm-i:z.o:o,

s—soo gk s—oo  § gl—k

uniformemente em = € Q, ou seja, f satisfaz (f3). Em outras palavras, se f é uma
funcao assintoticamente linear entao é subcritica.

Sejam p dado em (B.1) e g > 0 tal que p+¢£¢ < A;. Temos as seguintes observagoes:

Observacao B.1. Considere uma funcio f : Q@ x R — R que satisfaz as condicoes
(f1), (B.1)) e (f3). Entao existe Cy = Cy(eo, , k, f,2) > 0 tal que

Flz,t) < ?# L Ot V>0, 2 € Q.

De fato, por (B.1]) temos que dado £ > 0 existe 6 = 6. > 0 tal que

f(z,t)
t

0<t<d = ‘ —/L'SS = f(z,t) < (u+e)t, Vrel.

Em particular, para €y como acima obtemos

flz,t) < (n+eog)t, Vtel0,0), v e (B.2)
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Se t € [0,0) entao por (B.2)) temos

M+50t2
5 .

F(x,t) = i f(x,s)ds<(u+€o)/0 sds =

Por outro lado, por (f3) temos f(xz,t) < t* para todo v € Q et > togsety > 16

suficientemente grande. Entao, se t > ty tem-se

F(z,t) = /fmsds—/ f:psds+/fxs

10+/tos S k+1( )

< Cth‘-i-l’

onde C; = max{f(z,t); (x,t) € (2 x [0,29])} e Co = C; + 1. Aqui usamos o fato que

t > 1. J& no intervalo [6,ty], como temos i,(fif) uma funcao continua e limitada em

Q x [9,tg], existe C3 > 0 tal que
F(x,t) < Cst"™ ) ¥V (2,t) € Q x [6,1].
Logo

Fa,t) < F—#2 4 Coth T 4+ Cyt"™ < 2 1 OptP ™, vt >0,2€Q.

p+€o K+ €o
2 2
Observagao B.2. Sob as mesmas condicoes da observagao anterior, pelos calculos

realizados acima, vemos que existem a, b > 0 tais que
flz,t) <a+bt" Vt>0, z e

No que segue, X denota um espaco de Banach, £ C X um abertoe I : £ — R um

funcional.

Definicao B.1. Diremos que I é diferenciavel a Fréchet em u € F se existe A € X*

tal que, para v € X, temos

Iu+v) —I(u) — Av

lim =0.
[[v]| =0 [|v]]

Definicao B.2. Diremos que I ¢é diferenciavel a Gateaux em u € E se existe A € X*

tal que, para toddo v € X, temos

lim I(u+tv) — I(u)
t—0 t

= Av.
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A derivada de Gateaux de I em u é denotada por I'(u).
Observagao B.3. Se I tem derivada & Gateaux continua em X, entao I € C*(X, Q).

Considere o funcional I : H}(Q2) — R definido por

h(z)(u™)ot? dx—/QF(a:,u*)dx.

1 1

Teorema B.1. Suponha que f satisfaca as condigées (f1), (B.1) e (f3) e que h
satisfaga (h1). Entdo o funcional I € C*(H}(Q),R).

Demonstracao. Consideremos os funcionais Ji, Jo, J3 definidos por

1 1
J(u) = =|ul)?, Jo(u) = —— [ k=)™ dz e J3(u)= / F(x,u")dx.
Afirmagao B.1. O funcional J; € C1(HL(Q),R).
De fato, para cada u, ¢ € H} (), tem-se
Lo [ lu tol — [ul?
4 — —
Nlwe = 5l [ ¢
Ly [ o = ]
2 t—0 t
— Liimo tell?
= S lm2(u ) + gl

Dessa forma, J; é diferenciavel a Gateaux e além disso, Ji(u)p = (u, p). Verificaremos
agora a continuidade da derivada de Gateaux de J{. Ou seja, verificaremos que

Ji (un) = Ji(u) em H™'(Q), sempre que u,, — u em Hj(€2), ou equivalentemente,
|1 (un) — J1(u) || g-10) = 0, quando n — +o0.

Considere uma sequéncia {u,, } C H}(Q) com u,, — uw em H}(Q). Dado arbitrariamente

e>0e € HNQ) tal que ||p|| < 1, para n suficientemente grande, tem-se

(i (un) = Ji(w)el = un —u, 0)] < Jlun —ullllell <e,

o que implica

11 (un) = Ji(u)[[ = sup [(J{(un) — J{(w))p| <e.

eeH (Q)sllell<1
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Isto é,

|1 (un) — Ji(w)||-1(2) = 0, quando n — o0,
donde segue que Jj é continua. Portanto J; € C*(H(2), R).
Afirmagao B.2. O funcional J; € C'(H}(Q),R).

De fato, considere a seguinte funcao f : [0,1] — R definida por f(¢t) = h[(u + t¢)*]",

onde u, p € HY(R). Dessa forma temos:
(0) f(1) =h[(u+ o)
(ii) f(0) = h(u®)";
(iii) f'(t) = ph(u+to) ] .

Como f é diferencidvel em (0,1), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe
to € (0,1) tal que f(t)— f(0) = f'(ty) t. Podemos escrever ¢, = £t para algum € € (0, 1)

donde
hl(u+t)™ " — h(ut)?

t

=ph[(u+ )] o

o que implica

[ ([ + t0) " = (u*)P))]
i

= |ph[u+ &))" gl

< plihllsol(u+ &) [P o]
< K (Jul + o) el

Como u,p € HL(Q), tem-se u,p € LP(2). Consequentemente |u| + |p| € LP. Desse
modo temos (Ju| + ||)?~! € L7 1(). Aplicando a desigualdade de Hélder, Teorema

. b
com expoentes conjugados p' = 5 e p, temos
p—1
p

Jauts ool < ([0 + e tras) T ([ lepdw); <o

Logo, K (|u| + |¢|)P|¢| € L'. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, Teorema temos

lim Jo(u+tp) = Jo(u)) = lim hl(u+tp)*]" = h(u®)?

t—0 t t—0 Jq t

dz

= lim [ ph [(u+§tg0)+]p_1goda:
=0 Jo

= p/(u+)p_1hgpdx.
0
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Assim, tomando p = ¢ + 1, temos

() = / h(a) () g da.

Portanto, existe a derivada de Gateaux em u, e além disso,

Ji(u)p = / h(z)(u")? o do.

Verificaremos agora a continuidade da derivada de Gateaux de Jj. Ou seja,
verificaremos que Jj(u,) — Ji(u) em H'(), sempre que u,, — u em H}(Q). Seja
{u,} C H}(Q) com u,, — uw em H}(Q). Das Imersoes de Sobolev, temos que u, — u
em LP(2). Definindo f : 2 x R — R por f(z,s) = p(sT)?~! temos f uma fungao de
Carathéodory e

|f(,5)] = plsT["~" < plsf~

Assim pelo Teorema , o operador de Nemytskii N;: [P — LP " estd bem definido e
é continuo. Assim, temos f(-,u,) — f(-,u) em LP". Dai, pela desigualdade de Holder,
Teorema [A.6] obtemos

(y() — Ty))g] = \ [ bty = e
< / BI1f (@) — (o, 0l de

IA

K/|fx wn) — £z, )|l de

< KNfCoun) = £Cw)lly el

Logo, [(J5(un) — J5(u))p| — 0. Como

15 (un) = Jy(u)ll = sup  [(J(un) = J5(u))el,

PeHF(Q);llwll<1

tem-se

| J5(tn) — J5(u)|| -1y = 0, quando n — +o0,
donde segue que Jj é continua. Portanto J, € C'(H}(Q), R).

Afirmagao B.3. O funcional J; € C'(H}(Q2),R), com derivada de Gateaux dada por

- / f(au* (2) () do.
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De fato, fixados u, ¢ em H}(2) arbitrarios, observe que

J3(u+tp) — J3(u) = /Q [F (z, (u(z) + te(z)t) — F (z,u(2))] do

donde

J3(u +tp) — Js(u) :/ F (2, (u(z) +tp(2))") - F(z,u*(2)) ,
t )

Devemos provar que para z € (), tem-se

[ E @ (ufa) +tp(@)) ~ F(
=0 Jq t

7w (7)) dx = / flx,u™(2))o(z) dz.
Q
Com efeito, para cada x € €2, pelo Teorema do valor médio, temos
F (2, (u(z) +to(2)") = F (z,u*(2)) = f(z,0.(1)(tp())

onde 6,(t) é um nimero entre u*(z) e (u(x) + te(x))". Dessa forma, temos

F(x, (u(z) +to(z)") = F (z,u" ()

o que implica em

i £ (@ (@) +tp(2))") = F (z,u'(2)) lim f (e, 0,(1)) ¢ (2)

t—0 t
= fla,u"(2))p(). (B.3)

Por outro lado, por (f1) — (f3) temos que existem constantes positivas a e ¢ tais que
1f(z,8) <a+cls|f VreQ, Vs>0.
Assim, para |t| < 1, obtemos

|f (2, 0:(2)) o ()] (a+ cloz(O)]) ()]

alo(@)] + clfa ()" ()]

alp(a)] + ¢ [lu(@)] + [tllo(@)]]" |o ()]
alp(x)] + 2" clu(z) |*lp(x)] + 2"c|p(2)[*

K (Jo(@)| + [u(@)|*lo(@)] + [o(=)[*) .

VAN VAN |

IN

k+1

Pela Imersao continua de Sobolev, temos |p| € L'(©2). Como |ulf € L% (Q) e
lp| € LF1(Q), segue da desigualdade de Hélder, Teorema que |ul¥||¢] € LY(Q)
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e |¢|ftt € L*1(Q) donde
K (Jo(@)] + [u(@)[*lp(@)] + [p(2)[*1) € LY(Q),

ou seja, existe g € L'(Q) tal que

‘F (3;, (u(g;) + tgo(x))+) — F (x,u+(x>)‘ < g(x), Vo e Q.

Assim, pelo do Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, Teoremal[A.T] tem-se

o [ Pl (ule) 4 p(e)") < F
t=0 Jq t

+
2D 4o [ feat @)eta) e
Q
Portanto, J3 é diferenciavel a Gateaux e além disso,

B = [ flat @)ela) do

Verificaremos agora a continuidade da derivada de Gateaux de J;. Ou seja,
verificaremos que J4(u,) — Ji(u) em H'(Q), sempre que u,, — u em H}(Q2). Seja
{u,} em H}(Q) com u, — w em HJ(Q). Pela imersao de Sobolev temos que
u, — u em LF1(Q) e, consequentemente, u — u™ em LFFL(2). Assim, pelo Teorema
segue que, a menos de subsequéncia, u; (x) — ut(z) em quase todo ponto z € €
e existe w € L*1(Q) tal que

lul(z)] = ul (z) <w(z) qtp. em Q.

Note que
|(Js(un) = J3(u)) | = /Qlf(l’»uyf) — f(z,u")l|p| dz.

Como ¢ € LFHQ) e f(-,ub) — f(-,ut) € L' () segue da desigualdade de Hélder,

Teorema e a Imersao continua de Sobolev que

|(J3(un) = i) ol < FCoud) = w0l
< KllfCoud) = feum) el

Particularmente, desde que ||¢|| = 1, obtemos

|(Ja(un) = J5(w) ol < N Coug) = fOwT) e l[@llka
< KRlSCou) = fC ) e
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B. Resultados complementares

donde
1 5(un) = Tyl < Kl fCoug) = fCu) e
Observe também que, pela continuidade de f(z,-) temos
flx,uf(z)) = f(z,ut(z)) qtp. em Q.
Além disso, temos também
|f (2, u))| < a+bluf|* < cw® e LNQ).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema obtemos

1f () = £ ut) e = 0.

Consequentemente,

Ji(un) — Jh(u) em H™HQ),

ou seja, Ji é continua.
Finalmente, sendo J; de classe C! para i = 1,2, 3, concluimos que I = J;, + Jy + J3
pertence a C'(H} (), R). O
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