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Resumo

Neste trabalho, estudamos como a existéncia de potenciais estaticos em variedades
assintoticamente planas pode influenciar na geometria desta variedade. Num primeiro
plano, estudamos um artigo de Pengzi Miao e Luen-Fai Tam, “Static Potencial and
Asymptoticaly Flat Manifolds” [T4], onde sao discutidas questoes de rigidez para 3-
variedades assintoticamente planas que admitem um potencial estatico. E analisada a
dimensao do espago de potenciais estaticos e o comportamento assintotico do conjunto
de zeros de um potencial estatico, sendo dadas condigoes para que uma 3-variedade
assintoticamente plana tenha tal conjunto se estendendo até o infinito. Além disso,
neste escopo, sao demonstrados resultados de rigidez para 3-variedades sem fronteira.
Num segundo momento, estudamos os artigos de Lan-Hsuan Huang, Daniel Martin e
Pengzi Miao, “Static Potentials and Area Minimizing Hypersurfaces” [11] e Gregory J.
Galloway e Pengzi Miao, “Variational and Rigidity Properties of Static Potentials” [9],
onde foi provado que se uma variedade assintoticamente plana com horizon boundary
admite potencial estatico global, entao este potencial estatico deve ser nulo na fronteira.
Além disso, é mostrado que se uma variedade assintoticamente plana com horizon
boundary possui um potencial estatico ilimitado num de seus fins, entao esta variedade

deve conter uma hipersuperficie nao-compacta completa e drea minimizing.

Palavras-chave: Potenciais Estaticos, Variedades Assintoticamente Planas, Hipersu-

perficie Area Minimizing.



Abstract

In this work, we study how the existence of static potentials in asymptotically
flat manifolds can influence the geometry of this manifold. Firstly, we study a pa-
per of Pengzi Miao and Luen-Fai Tam, “Static Potencial and Asymptoticaly Flat
Manifolds” [14], where is discussed questions about rigidity for asymptotically flat 3-
manifolds that admit a static potential. It is analyzed the dimension of the static
potential space and the asymptotic behavior of the nonempty zero set, it is given con-
ditions to a asymptotically flat 3-manifold have such set extending to infinty. Moreover,
in this scope, are demonstrated results of rigidity for 3-manifolds without boundary. In
a second moment, we study the papers of Lan-Hsuan Huang, Daniel Martin and Pengzi
Miao, “Static Potentials and Area Minimizing Hypersurfaces” [IT] and Gregory J. Gal-
loway and Pengzi Miao, “Variational and Rigidity Properties of Static Potentials”[9],
where has been proven that if a asymptotically flat manifold with horizon boundary
has a global static potential, then this static potential must be zero on the boundary.
Moreover, it is shown that if a asymptotically flat manifold with horizon boundary
has a unbounded static potential in a end, then the manifold must contain a complete

non-compact area minimizing hypersurface.

Keywords: Static Potentials, Assimptoticaly Flat Manifolds, Area Minimizing Hy-

persuface.
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Introducao

Ao longo dos séculos, a matematica tem sido a linguagem para descrever o compor-
tamento de certas leis do universo, fenomenos naturais e também a forma do universo.
Um exemplo desta afirmacao é a teoria da relatividade geral, formulada por Albert
Einstein em 1915, onde as equagoes de campo descrevem como a massa e energia estao
relacionadas com a curvatura do espaco tempo. Nesta teoria, o espaco-tempo pode ser
representado por uma variedade Riemanniana Lorentz (M*,g) satisfazendo a famosa
equacao de Einstein que é dada por:

: I
Ricg — §Rgg = 87T, (1)
com Ricz e Ry denotando as curvaturas de Ricci e escalar na métrica g, respectivamente
e T ¢é o tensor energia de tensao da matéria.
Quando consideramos uma solugao particular no vacuo (onde 7" = 0) para a equagao

de Einstein de tal forma que
M=RxM e g=—fdt*+yg,

onde (M, g) é uma 3-variedade Riemanniana e f é uma funcdo real suave sobre M, é

possivel verificar que implica que f satisfaz
(A, f)g + V2f = fRic, = 0.

Neste caso, a funcao f é chamada de potencial estatico no vacuo. Por outro lado,
tais fungoes também correspondem a um elemento nao trivial do niicleo da adjunta da
aplicagao curvatura escalar linearizada e tem aplicagoes nos chamados problemas de
curvatura escalar prescrita (ver mais em [6]). Como veremos ao longo deste trabalho,
a existéncia de um potencial estatico sobre uma variedade Riemanniana impoe muitas
restri¢oes sobre a geometria da mesma.

Por outro lado, temos entre as variedades nao-compactas uma classe de grande

interesse na geometria que sdo as variedades assintoticamente planas (ver Definigao



, as quais tem grande destaque, entre outras diregoes, na formulacao do Teorema
da Massa Positiva([16]). Este trabalho é baseado nos artigos de Pengzi Miao e Luen-Fai
Tam [14], Lan-Hsuan Huang, Daniel Martin e Pengzi Miao [I1] e Gregory J. Galloway
e Pengzi Miao [9], e focard em variedades Riemannianas assintoticamente planas de
dimensao trés que admitem potenciais estaticos. Nosso trabalho, esta dividido em trés
partes:

No Capitulo 1, estudamos os pré-requisitos necessarios para seguir no estudo dos
demais resultados trabalho. Entao, abordamos alguns aspectos de geometria Rieman-
niana e fixamos notacoes, apresentamos a definicao da notacao grande O, que permitira
descrevemos a definicao de uma variedade assintoticamente plana e estudar problemas
de assintocidade. Também lembramos ao leitor de resultados classicos de Analise, algu-
mas identidades geométricas, bem como as defini¢oes e exemplos dos principais objetos
de estudo do trabalho, isto é, potenciais estaticos e variedades assintoticamente planas.

O Capitulo 2 é dividido em trés secoes. Na primeira secao, trataremos de proprieda-
des locais de variedades Riemannianas que admitem um potencial estatico harmonico.
Assim, relacionaremos a dimensao do conjunto de potenciais estaticos harmoénicos F

com a geometria da variedade, como no resultado a seguir

Teorema 0.1. Suponha que dim(F) > 2. Sejam f1 e fo dois potenciais estdticos
linearmente independentes. Se f{1(0) N f51(0) # 0, entdo (M, g) € plana.

Na segunda secao do Capitulo 2, nos restringiremos ao estudo de variedades assinto-
ticamente planas, analisando o comportamento dos potenciais estaticos sobre seus fins.
Também veremos uma caracterizagao para um potencial estatico sobre uma variedade
assintoticamente plana. Verificaremos nas proposigoes e que a limitagao (ili-
mitagdo) de um potencial estatico nos fins de uma variedade assintoticamente plana
nos dara propriedades interessantes sobre seu comportamento assintotico. Assim, con-
cluiremos que numa 3-variedade assintoticamente Schwarzschild com massa positiva o
conjunto de zeros, caso seja nao vazio, nao se estende ao infinito, como no resultado a

seguir
Teorema 0.2. Seja g uma métrica suave sobre M = R3\ B(p), tal que
m O\ 4
Gij = (1 + m) 0ij + Dij
onde pij(x) = Oy (Jx|72) e m # 0 € uma constante. Se f é um potencial estdtico de

(M, g), entdo f ndao se anula fora de um compacto.

E por fim, provaremos um teorema analogo ao Teorema diferindo pelo fato de

que no teorema abaixo nao serd necessario a hipétese de que a intersecao do conjunto



de zeros de dois potenciais estaticos linearmente independente seja nao vazia, o que

sera substituido pela hipétese de que M seja assintoticamente plana.

Teorema 0.3. Seja (M, g) uma S-variedade coneza, assintoticamente plana, com ou

sem fronteira. Se dim(F) > 2, entao (M, g) € plana.

Na terceira secao, demonstramos resultados de rigidez para 3-variedades conexas
completas assintoticamente planas e sem fronteira que admitem potencial estatico e
notamos como condigoes sobre estes potenciais influenciam na geometria da variedade,

como nos resultados a seguir

Teorema 0.4. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
sem fronteira e com possivelmente mais de um fim. Se existe um potencial estdtico

limitado sobre (M, g), entio (M, g) € isométrica ao (R?, go) ou a uma variedade espacial

4
Schwarzschild <R3 \ {0}, (1 + %) g0> com m > 0.

Teorema 0.5. Seja (M, g) uma 3-variedade conezxa, completa, assintoticamente plana
sem fronteira, com uma quantidade finita de fins. Se existe um potencial estdtico f

sobre (M, g) que ndo tem pontos criticos, entao (M,g) € isométrica a (R, gy) ou a

4
uma variedade espacial Schwarzschild (R3 \ {0}, (1 + %) go) com m > 0.

No Capitulo 3, baseado nos artigos de Lan-Hsuan Huang, Daniel Martin e Pengzi
Miao [II] e Gregory J. Galloway e Pengzi Miao [9], estudamos uma relagdo entre po-
tenciais estaticos e hipersuperficies area minimizing numa variedade assintoticamente
plana. Este capitulo se divide em duas sessoes principais. Na primeira secao, prova-
mos que todo potencial estatico de uma variedade assintoticamente plana com horizon
boundary de dimensao n > 3 se anula sobre a fronteira. De fato, temos o seguinte

resultado

Teorema 0.6. Dado n > 3. Seja (M, g) uma variedade de dimensio n assintotica-
mente plana com horizon boundary. Suponha que (M, g) admite um potencial estdtico
f. Entao, f se anula sobre OM. Mais ainda, se f € limitada, entao f € positiva ou

negativa em todo o interior de M.

Finalmente, na segunda sessao do Capitulo 3 temos como resultado principal que
uma n-variedade assintoticamente plana com dimensao 3 < n < 7, cuja fronteira é
uniao de hipersuperficies minimas e que possui potencial estdatico em um de seus fins,

admite hipersuperficie nao-compacta completa area minimizing.

Teorema 0.7. Dado 3 < n < 7. Seja (M,qg) uma variedade de dimensdo n assin-
toticamente plana. Suponha que a fronteira de M € vazia ou uma unidgo disjunta de
hipersuperficies minimas suaves. Se um de seus fins admite um potencial estdtico,

entdo existe uma hipersuperficie nao-compacta, completa e area minimizing em M.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Aspectos de Geometria Riemanniana

Nesta secao estamos interessados em apresentar resultados basicos de geometria
Riemanniana para que possamos fixar notacao e relembrar ao leitor de eventuais resul-
tados que foram vistos num primeiro curso de geometria Riemanniana. Ao longo deste
trabalho trataremos com variedades Riemannianas com curvatura escalar nula (salvo
em mencao contraria).

Denotaremos por X(M) o conjunto de campos de vetores tangentes suaves definidos
em M e D(M) o conjunto das fungdes suaves definidas em M. Vale salientar os
conceitos e definigoes a seguir se encontram também em livros classicos como Petersen
[15] e do Carmo [7].

Sejam X,Y, Z, W € X(M) campos de vetores tangentes suaves, definamos entao o
Endomorfismo Curvatura, denotado por Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) e dado

pela seguinte expressao
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ =V xyZ,

onde V é a conexao de Levi-Civita.

E também denotaremos o Tensor Curvatura de Riemann por

Dados p € M e o C T,M subespago vetorial de dimensao dois. Definiremos a

Curvatura Seccional de ¢ no ponto p por

__RX Y XY)
XPIY]2 = (X,Y)*

K(0)
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sendo {X, Y} uma base de ¢ em p. Nao é dificil verificar que K (o) estd bem definida,
isto é, a curvatura seccional nao depende da base {X,Y} escolhida.
Fixado p € M, considere {ey,...,e,} uma base ortonormal de 7,M. Definimos o

Tensor Curvatura de Ricci pela seguinte expressao
n
Ric(X,Y) =Y R(X,er e, Y)
k=1
e a Curvatura Escalar é uma fungao suave em M definida por

R = Z Ric(eg, ex)

k=1
_ 9of _ o 0 . -
No que segue denotaremos por f,; = 5 ey = T(a_xi’ %j), onde f é uma fungao
definida em M, T é um tensor de ordem dois e {%} ¢ uma base coordenada do espago

tangente de M no ponto p. O lema seguinte nos dard uma relagao entre os tensores
curvatura de Ricci e o tensor curvatura escalar para uma variedade Riemanniana de

dimensao trés.

Lema 1.1. Seja uma variedade Riemanniana de dimensao trés. Entao,

. . . . 1
Rij;iw = Ricikgj — Ricygjr + Ricjga, — Ricjrgy — §R(gik9jl —gagjr) (L1.1)

Demonstracao. Defina o tensor
= . . . . 1
Rijkl = Rijkl - (RZCz'k!]jl - RZCizgjk + RZlegik - RZCjkgu) + §R<gikgjl - gilgjk)

Através de alguns célculos elementares podemos provar que R é um tensor tal que
R’jkl = —}_%jikl = _Rklij e também satisfaz a primeira identidade de Bianchi. Além
disso,
RZC(T%)” = gikRijkl
= Ricy — (Rgj — 0} Ricy — 5lkchjk + d; Ricj) + §R(5igjl — 0;9i1)
. 1
= Rile — —jol + Rile + RiCﬂ — 3R’lel + §R(3gﬂ — gjl)
=0

Considere um base ortonormal {ej, e, e3} no espago tangente a M no ponto p e os

planos m = [e, e3], ™ = [e1, €3] e T3 = [e1, €2]. Note que
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Kfr) + KRry) = R(ey, e3,e9,e3) + R(er, e3, 61, e3) = Ric(R)(ez,e3) =0

De maneira anédloga, podemos ver que Kg.) + Kp(r) = 0 € Ky, + Kgry) = 0.
= K

curvaturas seccionais de R sao nulas. Portanto, R = 0.

Dai, temos que Kgry = Kg = 0, de onde concluimos que todas as

m2) m3)

]

Sejam M uma variedade e X uma subvariedade de M. Diremos que X é two-sided
quando possui fibrado normal trivial. Esta definicao é equivalente a existéncia de um
campo suave normal e unitario. Como consequéncia desta definicao temos que X é
orientdvel. Seja ¥ C M uma hipersuperficie, imersa e two-sided em (M, g). Para cada
p € M considere T,X C T,M o espago tangente a p em ¥ e v € X(X)* C X(M) um

campo normal unitario sobre X. O operador forma de ¥ é definido por
S(X) = Vxl/,

onde X € X(X). A Segunda Forma Fundamental de ¥ é uma forma bilinear simétrica
em X(X), definida como
IMX,Y):=g(Vxv,Y).

A Curvatura Média de X2 num ponto p € X é denotada por H e definida como o trago

do operador forma, isto é,
H :=traco{Y — Vyv}

n—1
= Z H]I(ek,, Gk)

k=1

onde {ey, ..., e,_1} ¢ uma base ortonormal de 7,X.
Considere campos X,Y, Z, W € X(M). Existe uma importante relagdo entre a cur-
vatura ambiente e a curvatura intrinseca da hipersuperficie > dada pela Equacao de

Gauss
RX,)Y,Z, W) = RE(X, Y, Z, W) —1I(X, WILY, Z) + II(X, Z)II(Y, W),

onde R e R* denotam as curvaturas escalares de M e X, respectivamente. Tomando

duas vezes o trago da equacgao acima temos

R — 2Ric(v,v) = R* — H* + |II|?, (1.2)
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onde Ric(v,v) é o tensor curvatura de Ricci de M avaliado na diregdo v normal a 3 e
ITT| denota a segunda forma fundamental de .
Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f € D(M). Definiremos o gradiente

de f e denotaremos por V f o campo que satisfaz a seguinte equacgao

9(Vf, X) = df (X),

para todo X € X(M).

Definamos oa Hessiana de f, segundo a métrica g, como
V2f(X,Y) :=VxVyf—Vvevf,

com X,Y € X(M).

Assim, também temos que o Laplaciano de f é definido por
Af = Z v2f<€k7 ek)a
k=1

onde {eq, ..., e, } é uma base ortonormal de T, M.

O seguinte lema nos dara a relacao entre o laplaciano de uma variedade e uma

subvariedade imersa.

Lema 1.2. Seja ¢ : M™ — M""! uma imersdo isométrica. Se f : M — R é uma

funcao suave, entao
Ajif = Darf = nH(f) + (Vi f) (N, N),

em cada p € M, onde H é o vetor curvatura média da imersao ¢ e N é um campo

normal unitario a M em vizinhanca de p.

Demonstragdo. Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectiva-
mente e I é a segunda forma fundamental de ¢. Se {ey, ..., e, e,0.1 = N} é uma base

ortonormal numa vizinhanca de p € M em M , entao em p temos que

=) (eilei(f) = (Veea)(f) = L(ei, e5)(f) + N(N(f)) = (VaN)(f)

i=1

= Ay f —nH(f) + (V%) (N, N).
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]

A seguir listamos um conjunto de identidades importantes que usaremos ao longo
deste trabalho. Algumas das identidades nao daremos a demonstragao, mas indicare-

mos onde encontrar a prova.

Proposicao 1.3. (Identidades de Bianchi) O tensor curvatura Riemanniana satisfaz

as seguintes propriedades de permutacao abaixo:
(i) A Primeira Identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X =0,

onde X, Y, Z € X(M);
(ii) A Segunda Identidade de Bianchi:

(VxR)(Y, Z)W + (VzR)(X, Y)W + (VyR)(Z, X)W = 0,

onde X,Y, Z W € X(M).
Tomando duas vezes o trago da identidade acima obtemos a Segunda Identidade de

Bianchi Contraida, dada por:
N 1
divRic = §VR. (1.3)

Demonstragao. Ver Proposigao 4, pagina 33, de [I5]. ]

Lema 1.4. (Identidade de Ricci) Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana de di-

mensao n e f: M — R um fungao suave. Entao,
div(V?f) = d(Af) + Ric- V.

Demonstragao. Seja {ei, ..., e,} uma base ortonormal tal que V..e; = 0, que sempre
¢é possivel devido a existéncia de um referencial geodésico. Sabemos que dado T :

X(M) x -+ x X(M) — D um r-tensor, seu divergente é um (r — 1)-tensor dado por

n

(div(T) (X1, Xomt) = S el T (X, oo, Xy e)] = T(Ve Xu, o, Xomryes) (14)

i=1
tee — T(Xb N vein—ly ei) — T(Xh e 7Xr—1a Veiei).
(1.5)
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Como V,e; = 0, temos que

n

(div(T))(X1, ... Xo1) = Y _[e(T(X1, .., X, 6))] = T(Ve, X1, Xo, €4)

1=1

. — 1—’()(17 .. .,vein—laei)‘

Assim, calcularemos agora o que serd o divergente do tensor do hessiano, que é dado

por V2f(X,Y) = (VxV/f,Y). Portanto, de (1.4), segue que

n

div(V2f)(X) = Z (V2 (X, e)) — V2f(Ve, X, €)]

:61' (VxVf, e)— <VVEinf’ €i>}

2
_ Zn: (V. VY + <vXVf,%4>O— (Ve.x V. e>}
>

(V.. VxVf.e) = (Ve Ve (1.6)

Por outro lado, temos que
Rm(e;, X)Vf =V, VxVf-VxV.,Vf—-V xVFf,
Consequentemente,

(Ve.VxVf e) = (Rm(e;, X)Vf+VxVe,Vf+ VeV e) (1.7)

n

Tomando o traco de 1} e lembrando Ric(X,Vf) = Z (Rm(e;, X)V f,e;), temos

i=1

n

S (VL Ve = Ric(X, V) + > (VxVeVf+ Vi, xVF,e:)

i=1 i=1

= Ric(X,Vf)+ Y X (Vo Vfe)+ > (VixVie)
=1 1=1

= Rice(X, V) +d(Af) + Y (Vie,x) V], e) (1.8)

=1

10
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Note que [e;, X| = 0, e assim também, V., x = 0. Portanto, de ([1.6]) e (1.8]), segue que
div(V?f) = d(Af) + Ric- Vf.

]

Denotamos por Ric = Ric— % g e chamamos de tensor de Ricci sem traco da métrica

g e também Lxg é a derivada de Lie da métrica g na direcao de X.

Proposicao 1.5. (Identidade de Pohozaev-Schoen) Considere (M, g) uma variedade
Riemanniana de dimensdo n compacta (possivelmente com fronteira nao-vazia) e X

um campo vetorial definido em M. Entao

n o on o
X — ' (X
/M (R)AV = —— /M <ch, /:Xg> W= [ Rie(X,v)do

onde R é a curvatura escalar, Ric é o tensor de Ricci sem traco, Lxg é a derivada de

Lie de g e v é o vetor normal a M.

Demonstragdo. Da segunda identidade Bianchi contraida, temos (Ric);j,; = 2 Ry;. As-
sim,
o 1 1 1 n—2
Rij;,=R;j;——R,=-R,——R,; = ; 1.9
757 JsJ n El 2 El n Ll 2n E ( )
Portanto, usando integracao por partes e a igualdade
2n o
/ X(R)dV = / X, R;dV = = / XiR;j;.;dV
M M n—2 M
2n o .
= - / Xz’JRZJdV + / RinideO' .
n—2 M oM
Como RZ] é um tensor simétrico teremos que
. 1o 1.
XijBij = 5 Rij(Xig + Xji) = 5 R4 (Lxg)i-
Dali,
n o on o
M n—2Juy n—2 Joum
Logo, da igualdade concluimos a demonstragao.
O

Por fim, lembre que dizemos uma superficie é minima se H = 0. Neste contexto,

temos o seguinte resultado que serd importante para nossos objetivos.

11
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Proposicao 1.6. (Teorema do Semi-Espaco) Uma superficie minima ¥ conexa, sem
bordo, propriamente imersa nao pode estar contida em um semi-espaco, a nao ser que

> seja um plano.

Demonstragao. Ver Teorema 1, pagina 1, de [10]. O]

1.2 Alguns Resultados de Analise

A definicao a seguir nos dard a nocao de crescimento ou decaimento de fungoes, ou
seja, € como relacionar o comportamento assintotico de duas fungoes. Tal conceito nos
serd importante na definicao de uma variedade Riemanniana assintoticamente plana, o
qual é um dos principais objetos de estudo desta dissertagao. Logo apds descreveremos

algumas propriedades que seguem desta definicao.

Definicao 1.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e f,g: M — R fungoes.

Diremos que
flz) = O(y(x)), [f(z) € Og(x))]

se existe um numero real positivo M tal que

|f(z)] < Mlg(z)]

quando |z| — oo e chamaremos de Notagao grande O.

Observagao 1.1. Denotaremos Oy (|z|™7) = O(|z| 7).

Verifiquemos no exemplo a seguir uma aplicacao da definicao da notacao grande O.
Exemplo 1.1. Sejam f(x) = 62* — 22° + 5 e g(x) = 2*. Temos que f(x) € O(g(z)).
De fato,

|62 — 22° + 5| < |62 + [22°| + 5
< 6xt + 22t + 5zt
= 132"
Assim, M = 13. Como queriamos demonstrar.

Na Proposigao (1.7 abaixo listaremos algumas propriedades que seguem de forma

imediata da definicao.

Proposicao 1.7. Sejam fi, f2,91,92 : M — R fungoes. Entao valem as seguintes

propriedades:

12
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(i) fi(z) = O(g1(x)), entdo kfi(x) = O(gi(x)), com k > 0;

(i) f1(2)O(g1(x)) = O(f1(x)g1(2));

(iii) O(kg1(x)) = O(g1(x)), com k # 0;

(iv) fi(z) = O(g1(2)) e fo(z) = O(g2()), entdo fi(x)fa(x) = Og1(x)ga(2));
(

V) £i(x) = O(gr(x)), t/ e >|dy=o(/ |gl<y>\dy) para > 0.

o

Demonstragao. Segue facilmente da defini¢ao. O

Passamos neste momento a lembrar ao leitor alguns resultados classicos de analise
envolvendo fungoes harmonicas reais, entre eles podemos encontrar o principio do

maximo, o lema de Hopf e o teorema da invariancia do dominio.

Lema 1.8. Suponha que () seja um conexo, f seja uma funcgao real analitica em €2, e

f = 0 num subconjunto aberto nao vazio de 2. Entao, f =0 em Q.

Demonstragao. Ver Teorema 1.27 de [IJ. O
Lema 1.9. Se f é harmonica sobre €2, entao f é analitica real sobre (2.
Demonstragao. Ver Teorema 1.28 de [1J. O

Corolario 1.10. Seja f é harmonica sobre um conjunto conexo €2 e f = 0 num

subconjunto aberto nao vazio de 2. Entao, f =0 em (2.
Demonstragao. Imediato a partir dos Lemas [I.§ e [I.9] O

Proposicao 1.11. Sejam {2 um dominio limitado e f uma fungao real continua e

harmonica sobre €2. Entao f atinge seus valores de maximo e de minimo sobre €2 em

oN.
Demonstragao. Ver Teorema 2, pagina 328, de [8]. ]

Proposicao 1.12. (Principio do Méaximo Forte) Seja f uma fungdo harmoénica definida
sobre um aberto conexo U de R™. Se existe zy em U tal que f(x¢) > f(x) para todo

x numa vizinhanca de xy. Entao a funcao f é constante em sobre U.
Demonstragao. Ver Teorema 3, pagina 332, de [8]. ]

Lema 1.13. (Lema de Hopf) Sejam f : M — R uma fungao suave e U aberto em M,
com Af =0 em U. Suponha que existe xq € OU tal que

f(zo) < f(x), VaeUl.

13
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E existe uma bola aberta B C U com xg € 0B. Entao,

af

$<I0) > 0,

onde v é um vetor normal unitario a B em zg.
Demonstragao. Ver Lema da pagina 330 de Evans [§]. O

O resultado abaixo tem um aspecto mais topoldgico que tera um papel importante

da demonstragao de dos resultados principais deste trabalho.

Proposicao 1.14. (Teorema da Invariancia do Dominio) Sejam M e N variedades n-
dimensionais com fronteira e f : M — N uma aplicacao continua e localmente injetiva.

Entao, f é uma aplicagao aberta e um homeomorfismo local.

Demonstra¢ao. Ver Wladyslaw, [13]. ]

1.3 Potenciais Estaticos

Nesta sessao introduziremos o principal objeto de estudo de nosso trabalho que é a
nocao de potencial estatico. Veremos que sua existéncia impoe uma série de condicoes

e restricoes na geometria de uma variedade Riemanniana. Passemos a defini¢ao:

Definicao 1.2. Uma métrica Riemanniana g é chamada estdtica sobre uma variedade

M se existe uma funcao nao trivial sobre M tal que
—(Af)g+V*f = fRic = 0, (1.11)

onde Af, V2f e Ric denotam o Laplaciano, o Hessiano e o tensor curvatura de Ricci de
g, respectivamente. Chamaremos a equacao (1.11) de Fquagao de Estaticidade. Além
disso, diremos que se f é uma solugao nao trivial de ((1.11)) ela é um Potencial Estatico.

O conjunto de todos os potenciais estaticos de uma variedade Riemanniana M sera de-

notado por SP(M).

A seguir segue alguns exemplos de potenciais estaticos, isto é, aplicagoes nao triviais

satisfazendo ([1.11)).

3

Exemplo 1.2. O espaco euclidiano (R?, go). Assim, f = ag + Zaixi, onde {a;} sdo
i=1

constantes. De fato, V2f = 0, assim Af = 0, e sobre a métrica gy temos que Ric = 0.

Portanto, a equacao de estaticidade é satisfeita.
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Exemplo 1.3. Uma variedade espacial Schwarzschild com massa m > 0, isto é,

1—_m

1
(RB \ {0}, <1 + %) go). Neste caso, f = 1+2'ﬂi.

2[a]

Vejamos a seguir algumas propriedades que o conjunto de zeros de um potencial

estatico deve satisfazer.

Proposicao 1.15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Suponha
que f é um potencial estdtico com conjunto de zeros nao vazio. Seja ¥ = f~1(0).

(i) 3 ¢é hipersuperficie totalmente geodésica e |V f| é uma constante positiva em cada
componente conexa de X.

(ii) Para todo p € ¥, V f é um autovetor do tensor de Ricci

(iii) A curvatura escalar de g é constante.

Demonstragao. (i) Seja p € X arbitrario. Suponha que V f(p) = 0, entdo considere
uma geodésica 7(t) partindo de p. Faga f(t) := f(v(¢)) donde

f'=fRic(v,Y) e f(0)=f(0)=0.

Isto implica que f se anula numa vizinhanca de p e, consequentemente f = 0 em M
pelo Corolario o que é uma contradi¢do. Portanto, V f(p) # 0 e pelo Teorema
da Funcao Inversa, 3 é uma superficie mergulhada em M. Mais ainda, da equacao de
estaticidade sobre X, temos que V2f(X,Y) = 0 para todos X,Y campos de vetores
tangentes a 3, pois f = 0 sobre ¥. De modo andlogo temos que V2 f(X,V f) = 0 sobre
>, donde

Vx|Vf[?=Vx (V[ V)
=2(VxVf,Vf)
=2(V*f(X),Vf)
= 2V2f(X, V)
-0,

o que implica que ¥ é totalmente geodésica e |V f| é uma constante positiva ao longo
de X.
(ii) Sejam p € X e v um vetor normal unitario a > em p. Como V f(p) também é normal

. 0
a X em p, temos que existe o € R tal que V f(p) = av. Por outro lado, a—’; = (Vf,v),
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assim V f = %I/. Desta forma,

Ric(Vf,Vf) = Ric (%V, %V>

(%) Rt

— (%)2@, V)

=MV V),

onde A = Ric(v,v), ou seja, V f é um autovetor do tensor curvatura de Ricci.

(iii) Tomando o trago da equacio —(Af)g+ V2f — fRic =10
(n—1)Af = —Rf, (1.12)

consequentemente,

Vif = (Rz’c— ig) f.

n—1
Juntamente com o lema ([1.4]), temos as identidades abaixo:
div((Af)g) = d(Af),

div(V2f) = d(Af) + RicV f,
div(fRic) = fdiv(Ric) + Ric- Vf.

Dai, tomando divergéncia na equacao de estaticidade e pela identidade de Bianchi
contraida (|1.3]), segue que
0=—d(Af)+ [d(Af) + RicV f] — [fdiv(Ric) + Ric- V f]
1
=——fd
2f 1
Suponhamos que exista zy tal que f(zq) # 0, entdo dR(xy) = 0.

Verifiquemos o que ocorre no conjunto de zeros de f. Assim, tomemos uma geodésica

~(t) partindo de um ponto qualquer zy e definamos h(t) = f(y(t)). Entao,

R'(t) = V2 f (V' (1), 7' (t))

- KRZ'C N n}j 19> (v’(t%v’(t))] h(t).
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Se f(xzg) = 0 e df(xg) = 0, entdo a EDO linear acima terd zero como valor inicial,
assim h = 0. Logo, f = 0 em torno de uma vizinhanca de xy,. Consequentemente, de
, Af =0 em torno de uma vizinhanca de zy. Entao por , temos que f =0
em M, contradizendo o fato de que f é um potencial estatico.
Assim, como f nao ¢ identicamente nula e f(zo) = 0, entdo df (x¢) # 0. Como 0
é um valor regular de f, entao f~1(0) é uma subvariedade de codimensio 1, isto é,
uma hipersuperficie mergulhada em M. Entao, claramente dR = 0. Portanto, R ¢é
constante em M.
O

A préxima proposicao nos da condigoes para que a métrica de uma variedade que

admite potencial estatico seja analitica em torno de uma vizinhanca.

Proposicao 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana que admite um potencial
estético, entao em cada ponto p tal que f(p) # 0 tem-se que existe uma vizinhanga de

p onde g é analitica.

Demonstragao. Ver Proposigao 2.8 de [5]. ]

1.4 Variedades Assintoticamente Planas

Outro conceito de grande importancia nesta dissertagao é o de variedade assintoti-
camente plana como daremos sua definicao precisa a seguir.

Definicao 1.3. Diremos que uma n-variedade é dita Assintoticamente Plana se
k

existe um compacto K C M tal que M \ K = U E;, onde cada E; é difeomorfo a
i=1
R™\ B(p;) com p > 0, isto é, existe ¢; : R™\ B(p;) — E; difeomorfismos tal que por

estes difeomorfismos, a métrica g sobre F; satisfaz
gij = (5ij + bij com bij = OQ (‘l”iT)

para alguma constante %2 < 1 <n—2. Tal constante tem inspiracao no Teorema da

Massa Positiva (ver, [I6]). Os conjuntos E; sao chamados fins da variedade.

Exemplo 1.4. (R", gg) ¢ uma variedade assintoticamente plana.
De fato, seja K = B(p) um compacto. Entao, tome E = R" \ B(p) que é claramente
difeomorfo a R™ \ B(p). Além disso, seja b;; = 0 em R" \ B(p) e o resultado segue.

Exemplo 1.5. Seja (M, g) uma n-variedade assintoticamente plana, entdo podemos

construir uma nova classe de variedades assintoticamente planas usando uma mudanca
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para uma métrica conforme. Dizemos que g é conforme a g se:
4
g = u(aj) n—2 g)

para alguma u(z) € C*(M). Como o expoente é da forma —* podemos assumir sem
perda de generalidade que u(z) > 0. Note que a escolha de expoente é conveniente de
tal forma que simplifique o célculo da curvatura escalar de R em relacdo a R, onde R

e R denotam as curvaturas escalares de g e g, respectivamente. Donde temos que

n+2

R = u(z)” =2 (—%Agu—l—}?u) : (1.13)

Portanto, se (M, g) é uma n-variedade assintoticamente plana, entao (M, g) é também
uma variedade assintoticamente plana dada pela u(x) desde que ela satisfaca condigoes

adequadas de decaimento. Em particular, (M, g) é assintoticamente plana se

u—1, |[z] - 00

u; = Ofa ™)
upe = (| 7~2)
Agu=O(|[),

para constantes 7 > % eq>3.

(B {0}, (1 + 2)45)

oY =
-1== Srm_,’Z

Figura 1.1: Visualizacao de uma Variedade Schwarzschild de dimensao trés

Exemplo 1.6. Um caso especial do exemplo acima é quando
4
.9 = (R0, (14 32)'9).
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com m > 0, onde r = |z| e § é a métrica usual do espago euclidiano. Temos que
(M, g) é uma variedade completa e pelo que foi provado anteriormente também é uma
variedade assintoticamente plana. Esta 3-variedade é chamada de wvariedade espacial
Schwarzschild, como representada na Figura 1.1.

Como a curvatura escalar do espaco euclidiano é nula na métrica usual e Au = 0
de temos que uma variedade espacial Schwarzschild tem curvatura escalar nula.
Além disso, a hipersuperficie S,,/» = {|#| = m/2} é uma superficie minima em (M, g),

pois se g = u(x)!d, entdo a curvatura média H da esfera com respeito a g satisfaz

1 (2 40u
H= — |-+ -——
u? <T+u8r>’

e H=0ser=m/2.
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Capitulo 2

Potenciais Estaticos em Variedades

Assintoticamente Planas

Neste capitulo, iremos assumir que (M, g) serd uma variedade Riemanniana (nao
necessariamente assintoticamente plana) de dimensao trés, conexa, suave com curva-
tura escalar igual a zero. Também admitiremos que (M, g) possui um potencial estético
f (pelo menos um). Além disso, nos concentremos apenas no conjunto dos potenciais

estaticos harmonicos de denotaremos por
F={feSP(M)|V*f= fRic, Af =0}.

Podemos verificar que F é um espaco vetorial, cuja dimensao estard diretamente re-
lacionada com propriedades geométricas e topologicas da variedade em questao. Este
capitulo se dividird em trés partes: Primeiro, trataremos de propriedades locais de
métricas estaticas, ou seja, variedades Riemannianas que admitem potenciais estaticos;
Segundo, nos restringiremos a variedades assintoticamente planas e veremos como
caracterizar os potenciais estaticos e sua relacdo com propriedades de limitagao (ou
ilimitacao) e por fim veremos que a dimensdao de F nos trard informagoes sobre a
planicidade de M. Finalmente, na secao trés abordaremos resultados de rigidez em
uma variedade assintoticamente plana. As principais referéncias deste capitulo sao os

trabalhos de Miao, Pengzi and Tam, Luen-Fai [I4] e Corvino, Justin [5].

2.1 Propriedades Locais de Métricas Estaticas

Nesta secao tratamos de propriedades envolvendo potenciais estaticos condicoes
sobre o seu conjunto de zeros e também resultados relacionando localmente a curvatura

da variedade e a dimensao do conjunto de potenciais harmonicos.
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2. Potenciais Estaticos em Variedades Assintoticamente Planas

A proposicao a seguir relacionara o tensor curvatura de Ricci com um potencial
estatico. Podemos encontrar uma demonstracao alternativa para o resultado abaixo

em [L8], Proposigao 2 e Coroldrio 3.

Proposigao 2.1. Seja {ej, €, €3} uma base ortonormal que diagonaliza o tensor cur-
vatura de Ricci em p.

(i) Suponha que f é um potencial estético. Entao

f(Rs3q — Rs13) = (Rao — Rs3)fa
J(Rio — Rizp) = (Rsz3— Run)fo
f(Rz2;3 — Ryzo) = (Ru— Rm)f;g

(ii) Suponha que {Ri;, Rao, R33} sdo ntmeros distintos e suponha que N e V' sdo
dois potenciais estaticos positivos. Entao V = ¢N para alguma constante c.

(iii) Suponhamos que Ry; = Ras # Rsz e N é um potencial estatico positivo. Se
f é um potencial estdtico qualquer, entdao a funcao definida por Z = N~!f satisfaz
Za=Zy=0
Demonstracao. (i) Sejam {a,b,c,...} um conjunto de indices variando em {1,2,3}. A
partir da equagao de estaticidade, obtém-se que (fu) = f(Ra), donde, derivando com

relacao a ¢, e utilizando regra do produto, temos

f;abc = f;cRab + fRab;c' (21)

Sejam R¢, as coordenadas do tensor curvatura de Riemann em cartas coordenadas
locais. Entao, da defini¢ao do tensor curvatura de Riemann e do teorema de Claustra-

Schwarz (lembre que a variedade é suave), tem-se a igualdade
3
Vo.Vay0a — Vo,Vo.0u = Y Riyoa (2.2)
d=1

Entao, aplicando f na equacao (2.2) e juntamente com (2.1), temos que

Rgcbf;d = f;abc - f;acb
= f;cRab - f;bRac + f(Rab;c - Rac;b)- (23)

Para uma variedade de dimensao 3, o tensor curvatura de Ricci satisfaz a igualdade
abaixo [L.1] como vimos no Lema [1.1| (também encontrado em [3] Lema 6.1):

1
Rd = 5gRac - 5gRab + gachC;l - gabRg - §R(5ggab - 539(10) (2'4)

ach
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Consequentemente de (2.3), (2.4) e R = 0, segue
3
Z (@?Rac - 55Rab + gachC)l — gabRg) 8clf = f;cRab — f;bRac + f(Rab;c - Rac;b)
d=1
3 3
= Z f;dgaCRg - Z f;dgabRg = f(Rab;c - Rac;b) -2 (f;bRac - f;cRab> .
d=1 d=1

Tomando a = b # ¢ e lembrando da hipdtese que diz que {eq, ez, e3} diagonaliza o

tensor de Ricci obtém-se

3 3
0 1
Z f;d % RZ - Z f;d % Rf;l = f(Raa;c - Rac;a) -2 (f;aRac - f;cRaa>
d=1 d=1

= f;c (_2Raa - Rcc) = f(Raa;c - Rac;a)
Facamos agora, por exemplo, a =b =1 e ¢ = 2, entao
f2(=2Ry1 — Ra) = f(Ri2 — Riz) = fa(Rsz — Ri1) = f(Ri2 — Riaa)

pois R = 0, isto é, R1; + Res + R33 = 0. Sendo assim, o resultado segue variando a, b
ecem {1,2,3} coma=>+#c.

(ii) Como por hipétese a base { Ry1, Ra2, R33} possui autovalores distintos em p, por
continuidade, teremos que existird um vizinhanga U de p onde também vale (i). Note

que como Ry # Roy # Rss tem-se que

Vl R33;1 - R31;3 o &

V Ryy— Rszs N
Vo . Ri12 — Ri2a . Ny
V.  Rys—Ry N
‘/;3 o R22;3 - R23;2 o N;B
V. Ryu-Ryn N

Assim, VInN =VInV em U. Dali, Vln(%) =0 em U. Portanto, V = ¢N em U para
alguma constante ¢. Como V e N sao funcoes harmonicas, entao V' — ¢/N também é
uma func¢ao harmonica e, além disso V —c¢N = 0 num conjunto U aberto de M. Entao,
pelo Corolério temos que V —cN =0 em M. Logo, V =cN.

(iii) Como Z = N~71f, temos que f = ZN. Derivando com respeito a primeira

variavel, temos que

fa=(ZN)y=ZuN + ZN;.
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Multiplicando ambos os membros da igualdade por Rey — Rs3 e utilizando (i),

fa(Roa — Rs3) = ZiN(Raa — Rs3) + ZN.1(Raa — Rs3)

jﬂw = Z;lN(R22 - R33) +W31;/3)
= Z;1N<R22 - R33) - O

De modo inteiramente andlogo temos que ZoN(Rs3 — Ry1) = Z3N(Ry1 — Rae) = 0.
Tendo em vista o fato de que N > 0 e Ry; = Ray # Rs3 segue o resultado.
O

Do item (ii) vemos que existe uma relagao entre os autovalores do tensor curva-
tura de Ricci com a existéncia de potenciais estaticos e da demonstracao do item trés
podemos perceber que se substituirmos a hipétese Ri; = Rgs # Rs3 pela condigao
R11 # Ras # Ras obteremos que VZ = 0 como veremos em [2.3]

Lema 2.2. Suponha que f é um potencial estdtico com conjunto de zeros nao vazio.
Seja X = f71(0).

(i) Para todo p € X, seja {e1, €2, e3} uma base ortonormal que diagonaliza o tensor de
Ric tal que ez é normal em Y. Entao Ry; = Ros.

(ii) Seja K a curvatura gaussiana de 3 no ponto p. Usando as mesmas notagoes que
em (i), temos que K = 2Ry; = 2Ry = —R33. Em particular, K é zero se, e somente

se, (M, g) é plana em p.

Demonstragao. (i) Sejam p € ¥ e {eq, ea, 3} uma base ortonormal que diagonaliza o

tensor curvatura de Ricci em p, onde es é normal a . Da Proposicao (i), temos

(Ri1 — Ry)fs = (R33 — Ru1) f2 = 0.

Visto que e3 é normal a ¥ em p, temos que |f3| = |V f| > 0, donde concluimos que
Ry11 = Rao.
(ii) Como R=H =1I=0, ¢
Ry, = 2K,
segue da equacao de Gauss que K = —Ric(v,v). Pela nossa convengao K = —Ras.

Utilizando o item (iii) de (2.11]) e o fato de que R = 0, segue que
K = —Rgg = 2R11 = 2R22.

Consequentemente, K = 0 < Ric = 0 em p. Pela identidade (1.1f), a condigao de ter

tensor de Ricci nulo implica que (M, g) é plana.
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]

Do item (ii) do lema vemos que podemos relacionar a curvatura gaussiana do con-
junto de zeros de um potencial estatico em um ponto fixado com a curvatura de M
neste mesmo ponto.

Como comentamos anteriormente F é um espago vetorial. A proposi¢ao a seguir
relacionard a dimensao deste espaco vetorial com os autovalores do tensor curvatura

de Ricci.

Proposicao 2.3. Se a curvatura de Ricci de g possui autovalores distintos em algum
ponto, entdao dim(F) < 1.

Demonstracao. Por hipdtese, considere p € ¥ tal que o tensor curvatura de Ricci
tem autovalores distintos. Por continuidade, existe um aberto U de M tal que o
tensor curvatura de Ricci tem autovalores distintos em U. Sem perda de generalidade,
suponha que N é um outro potencial estético positivo e defina Z = N~=!'f. Dali, pela
Proposicao (iii), temos que Z, = Zy = Z3 = 0, 0 que implica que N~ f =k, com
k constante. Portanto, f é um potencial estdtico positivo ou negativo em U. Podemos
supor que f é um potencial estatico positivo em U e que V ¢é um outro potencial
estatico qualquer que também é positivo em U, pelo item (ii) da Proposicao Desta
forma da Proposigéo (i), existe ¢ € R tal que f = ¢V em U. Como f é uma funcao
harmonica, entao pelo Corolario f=¢V em M. Logo, dim(F) < 1.

m

Dados dois potenciais estaticos, se um deles é positivo faz sentido analisarmos o quo-
ciente destas fungoes. O lema técnico abaixo nos permitird entender o comportamento

deste quociente.

Lema 2.4. Suponha que f e N sao dois potenciais estaticos e que N seja uma fungao
positiva. Seja Z = f/N. Entao Z é constante ou VZ nunca se anula. No segundo
caso, as afirmacoes sao verificadas:

(i) Cada conjunto de nivel de Z é uma hipersuperficie totalmente geodésica.

(i) N2|VZJ? é igual a uma constante em cada componente conexa de cada conjunto
de nivel de Z.

(iii) (M, g) é localmente isométrica a ((—¢, €) X 3, N2dt* + go), onde X é uma superficie
regular de dimensao dois, Z é uma constante em cada ¥y = {t} x ¥ e go é uma métrica

fixada em X.

Demonstragao. Seja {z;} um sistema de coordenadas sobre M. Como N e f = NZ
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sao ambas solucoes da equacao de estaticidade, temos

JRij = faj
= (N2Z)y;
_ (NiZ+NZ),
— N,Z+ N.Z, + N;Zi+ NZy;
— NZRy + NZ;; + N.Z; + N, Z,
= fRi; + NZi; + (VN,e;) (VZ,e;) + (VN,e;) (VZ, e;)

Portanto,
NV?Z(v,w) = —(VN,v) (VZ,w) — (VN,w) (VZ,v), (2.5)

para todos v, w vetores tangentes. Suponhamos primeiramente que VZ(p) = 0 para
algum ponto p. Consideremos ~y(t) uma geodésica arbitraria partindo de p. Fazendo

v = w =+ na equacao acima temos

NV2Z(Y,y) = =(VN,¥)(VZ,y) = (VN,¥)(VZ,7)
= N(Z(v(1)))" = =2(VN,¥)(VZ,%)
— AN () (Z())

Como N >0 e (Z(W(t)))’|t:0 = 0, consequentemente (Z(7y(t)))" = 0 para todo ¢ onde
v esta definida. Assim, Z é constante numa vizinhanca de p e, por conexidade, Z é
constante em M. Por outro lado, suponhamos que VZ # 0 em M. Neste caso, pelo
Teorema da Fungao Inversa, Z (), se nao vazio, é uma hipersuperficie mergulhada em
M. Sejam v, w vetores tangentes a Z~1(¢) em p, entdo de2.5[temos que NV2Z (v, w) =

0. Tendo em vista que N > 0, temos que V2Z(v,w) = 0. Por outro lado,

(Vo(VZ),w) V*Z(v,w)

II = = =

onde IT ¢ a segunda forma fundamental de Z~'(t) com respeito a v = vz Logo,

Z71(t) é totalmente geodésica.
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(i) Sejam v = VZ e w um vetor tangente a Z~!(t). Utilizando (2.5)), temos

NV?*Z(VZ,w) = —(VN,VZ) WQ (VN,w) |VZ|?
= Sw(VZP) = ()| 2P

= Nuw(|[VZ]*) +2w(N)|VZ]* =0

= N*w(|VZ]*) + 2Nw(N)|VZ|* =

= w(N*VZ*) =0

Portanto, N 2|VZ | é constante em cada componente conexa de Z~1(t).
(iii) Seja X = IVZ

> uma hipersuperficie conexa passando por p sobre a qual Z é constante. Consideremos

‘2 o qual é um campo de vetores que nunca se anula. Dado p € M, seja

as curvas integrais de X partindo X e escolhendo ¥, se necessario, sabemos que existe
um aberto U de p, difeomorfo a (—e¢, €) X ¥ para algum € > 0, sobre a métrica g que é

dada por

g= dt2+gta

1
VZ[?
onde 0; = X, Z é uma constante sobre cada 3; = {t} x ¥ e ¢g; é a métrica induzida

sobre ¥;. Considere a métrica
g =dt* + g,

com U = (—¢,¢) x ¥. Sejam II,II as segundas formas fundamentais de 3, em (U, g)
e (U, g), respectivamente, com respeito a d;. Entao, Il = ]VZ|ﬂ. Como II = 0, pelo
item (i), temos que IT = 0. Assim, %gt =0, pois IT = l%gt. Isso mostra que, para
cada t, g: = go que é a métrica fixada sobre 3. Pelo item (ii), N|VZ| é uma constante
sobre ¥;. Seja ¢(t) = N|VZ|. Entéao

2

P OE

dt2 + go.

Substituindo ¢ por f S dt, temos que g = N 2dt* + go. Provando assim o item (iii).
]

No segue verificaremos uma intima relagao entre a geometria de uma variedade com
a existéncia de potenciais estaticos, os quais sao em certo sentido um equagao diferen-
cial parcial do tipo equacao do calor. De sorte que a proposicao relaciona hipoteses

geométricas com a existéncia de solugoes de uma equacao diferencial parcial.
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Proposicao 2.5. Se (M, g) nao é plana em algum ponto, entao dim(F) < 2

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradi¢ao que dim(F) > 2. Entao, sejam fi, fo, f3 €
F linearmente independentes. Seja U um aberto tal que g nao é plana em todo ponto
de U. Daf, pelo Lema 2.2, U\ U3, f~1(0) # 0. Portanto, considere V C U um aberto
conexo tal que f; nunca se anula em V. Sejam {A1, Ao, A3} autovalores do tensor
curvatura de Ricci em V. Afirmamos que nao podem ser dois a dois distintos. De fato,
pela Proposicao (i), existiria ¢ € R tal que f; = cfs, contrariando a suposigao
de que tais funcoes sao linearmente independentes. Por outro lado, R = 0, porém
por hipdtese g nao ¢ plana em nenhum ponto, o que é uma contradigao. Portanto
podemos assumir sem perda de generalidade, que A\; = Ay # A3 em V. Definindo
Zy = fi/fs e Zy = fo/f3 temos, pela Proposi¢ao (iii), (Z1)1 = (Z1)2 = 0 e
(Z2)a = (Z2).2 = 0. Isto implica que VZ; e VZ, sao paralelos ao autovetor do tensor
curvatura de Ricci com autovalor A\3. Portanto, para algum ¢ € V, existe a € R tal
que V(Z1+aZy) = VZi+aVZy = 0. Dal, pelo Lema 71+ aZy é constante em V',
e dessa forma existiria § € R tal que f; + afs = Bf3;. Contradigao, consequentemente
dim(F) < 2. O

Quando o conjunto de zeros de um potencial estatico é nao vazio, podemos conside-
rar o comportamento de outro potencial estatico ao longo de tal conjunto cuja relacao

sera dada pelo seguinte lema:

Lema 2.6. Suponha que f e f sao dois potenciais estaticos. Suponha também que f

tem um conjunto de zeros nao vazio. Seja > = fﬁl(O). Entao

Vif = Kfa (2.6)

ao longo de ¥. Na identidade acima, V% ¢ a Hessiana sobre 3, v é a métrica induzida
sobre ¥, e K é a curvatura Gaussiana de (3, 7). Consequentemente, K f3 é igual a

uma constante ao longo de cada componente conexa de ..

Demonstracao. Seja {ey, es, e3} uma base ortonormal que diagonaliza o tensor curva-
tura de Ricci com e; normal a ¥. Pelo Lema (iii), Ric(er,e1) = A = Ric(eq, e2).

Entao dados X, Y vetores tangentes a >, com X = aje; + aseq, Y = bieg + baesy, temos
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RiC(X, Y) = Ric(alel + a9€g, b1€1 + b2€2)

= a1b Ric(ey, 1) +W£W—E asbo Ric(ey, €2)
= a101\ + asbo A

— Aarby + ashy)

= M(X,Y),

mais ainda, 2\ + Ric(v,v) = 0 onde v é um vetor unitdrio normal a . Portanto,
V2f(X,Y) =Vif(X,Y), pois ¥ é totalmente geodésica. Assim,

1
Vif = Ay =5 fKy,

onde K = 2\ pelo Lema[2.2) (iv). Isto demonstra (2.6).
Seja {z,} um sistema de coordenadas locais sobre ¥. Tomando o divergente e o trago

da equagao (2.6)) temos

(st Kfo=3(Kf)a ¢ Duf=Kf

onde Ay, é o laplaciano sobre (X, 7). Das equagoes acima temos

(B )t Kfo= 3 (K )
= (K )t K L= 5(K )

1 1
= §K;o¢f+§Kf;a+Kf;a =0
= Kof +3Kfa=0

= Kof? +3Kf%f0=0

= (Kf*)., =0

Logo, K f3 é constante sobre cada componente conexa.
O

No lema a seguir temos que se M tem curvatura escalar nula e é uma folheagao
de superficies regulares planas com a métrica inicial sendo a métrica usual do espago

euclideano, entao M ¢ plana.
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Lema 2.7. Suponha que (X9, go) é uma superficie regular plana. Se dim(F) > 2 sobre
(M, g) = ((—€,€) x So, N?dt* + go)

onde N é uma funcao positiva sobre M e g tem curvatura escalar nula, entao (M, g) é

plana.

Demonstragao. Considere (t,q) € (—¢, €) x M um ponto qualquer. Defina ¥; = {t} x X.
Observamos que ¥; é uma superficie totalmente geodésica e tem curvatura Gaussiana
zero, pelo Lema (iii). Seja {e1,e2,e3} uma base ortonormal que diagonaliza o
tensor curvatura de Ric tal que ez é normal em ¥;. Dai, pelo Lema (iv) temos
que Ry3 = Ry = R33 = K = 0. Portanto, Ric = 0 em (¢,q) e como (M,g) é
assintoticamente plana pela equagao temos que ¢g tem curvatura nula em (¢,q).
Tendo em vista que (t, q) foi escolhido de forma arbitréria temos que (M, g) é plana.

]

Veremos nos resultados a seguir novamente uma relagao entre a geometria de uma

variedade com a existéncia de potenciais estaticos.

Proposigao 2.8. Suponha que dim(F) > 2. Sejam f; e fo dois potenciais estéticos
linearmente independentes. Sejam P, e P, componentes conexas de f;(0) e f;(0),
respectivamente. Se Py N Py # (), entao

(i) (M, g) é plana ao longo de Py U Py;

(ii) (M, g) é plana em um aberto que contém P; \ f;1(0) e P\ f;(0).

Demonstracdo. (i) Observamos que f; ' (0)Nf; *(0) é um curva mergulhada Consequen-
temente, V f; e V f, sdo linearmente independentes em algum ponto de f;1(0)N f,*(0).
Sejam K7, K> as curvaturas gaussianas de P, e P», respectivamente. Pelo Lema [2.6]
existem constantes C' e D tais que Kif; = C em P, e Kof? = D em P,. Como
fi=fo=0em PN P, temos que C = D =0 em P, UP,. Em particular, K, f3 = 0
em P\ f;1(0) e Kyf =0em Py \ f;(0). Logo, K; = Ky =0 em P, U P,. Assim,
pelo Lema 2.2] (iv), g ¢ plana em P; U P.

(ii) Seja p € P\ f;'(0) um ponto arbitrario. Entdo, f, ndo se anula em aberto U
contendo p. Defina Z = f;/f; sobre U. Dai, Z =0 em P, NU. Pelo Lema , item
(iii), existe uma vizinhanca aberta W de p, difeomorfa a (—¢, €) x 3, onde 3 é uma
pequena parte de P; contendo p, e Z é constante sobre {t} x X, tal que a métrica
g sobre W ¢ da forma g = f2dt* + go, onde gy é a métrica induzida sobre . Pelo
item (i), (¥, go) tem curvatura gaussiana nula. Como dim(F) > 2 sobre (W, g), pelo

Lema [2.7 implica que g é plana sobre WW. Analogamente, temos que g é plana em uma
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vizinhanca aberta V de algum ponto em P\ f;(0). Tendo em vista que W NV é um

aberto por ser a interse¢ao de abertos, portanto estd provado o item (ii).

[]

O resultado a seguir é valido para uma uma variedade Riemanniana nao necessaria-
mente assintoticamente plana, em contrapartida é necessario acrescentamos a hipdtese
de que a intersecao entre o conjunto de zeros de dois potenciais estaticos linearmente

independentes seja nao vazia.

Teorema 2.9. Suponha que dim(F) > 2. Sejam f1 e fo dois potenciais estdticos
linearmente independentes. Se f{'(0) N f52(0) # 0, entdo (M, g) € plana.

Demonstracio. Seja S = f;1(0) N £51(0) # 0. Tome p € M \ S. Donde temos que
fi(p) # 0 ou fo(p) # 0. Entao, pela Proposicao, na pégina [17) existe um aberto U
contendo p onde g é analitica. Como f; e fy sao linearmente independentes, .S é uma
curva mergulhada. Em particular, M \ S é conexa por caminhos, ou seja, é um aberto
que contém P; \ 5, '(0) e P\ f;'(0). Portanto, pela Proposicao (ii), concluimos
que g é plana em M \ S. Logo, M é plana, pois S é um conjunto de medida nula. [J

2.2 Potenciais Estaticos sobre um Fim Assintotica-

mente Plano

Nesta segao, nés iremos assumir que M é difeomorfa a R?\ B(p), (salvo em mengao
contraria) onde B(p) ¢ uma bola aberta, com relagdo a métrica euclideana, centrada
na origem e de raio p > 0, e g é uma métrica suave sobre M tal que com o sistema de

coordenadas padrao {x;} sobre R3 g satisfaz:
gij = (51']‘ + bij COo1m bij = 02 (|{L‘|_T) s (27)

para alguma constante 7 € (%, 1} . Em outras palavras estamos interessados em estudar
a geometria dos fins de uma variedade assintoticamente plana.

Como vimos na Proposicao [1.15] a curvatura escalar de uma variedade N que ad-
mite potencial estatico é constante. J& que numa variedade assintoticamente plana seus
fins sdo difeomorfos a R*\ B(p), temos que M tem curvatura escalar zero. Consequen-
temente, da equacao de estaticidade, Af = 0 e por sua vez implica que V2f = fRic.
Isto é, nesta secao F = SP, portanto todos os resultados da primeira sessao se aplicam
também a esta.

Neste contexto, se uma variedade admite um potencial estatico sobre seu fim, entao

teremos que o mesmo deve ter um crescimento no maximo linear, ou de forma mais
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precisa temos:

Lema 2.10. Suponha que f seja um potencial estatico sobre (M, g). Entao, f tem no

maximo um crescimento linear, isto é, existe C' > 0 tal que |f(z)| < C|z|.

Demonstrag¢ao. Denote por Rm o tensor curvatura de Riemann de g. Da equagao ([2.7)

temos que

|9i; — 8] = [big| = Oa(|2| ™) < Cla| 7,
para alguma constante real C'. Assim fazendo r = |z|, obtemos que
r*T7|Rm| = O(1). (2.8)
Portanto, dado € > 0, existe um rg > p tal que
L -2 -2
[Bim(2) < Sela|™ < e(d(@) +10) ™,

se |x| > rg. Sejam x um ponto qualquer fora de S,, e y(t), com t € [rg,T|, uma
geodésica minimal parametrizada pelo comprimento de arco conectando x e S,,, com
v(ro) € Sy, € Y(T') = wx. Definindo f(t) = f(y(t)), temos que (pela equagao de

estaticidade juntamente com a regra da cadeia)

F(t) = h(t) f(1),

onde h(t) = Ric(v'(t),~'(t)). O parametro da geodésica vy é exatamente t = d(x) + ro,
donde |h(t)] < et™2. Seja o = $(1 ++/1+4e) e a = supg, ([f| + [V f]). Definamos
w(t) = At®, onde A > 0 é escolhido de tal forma que Ary > a e Aar§™" > a. Note
que uma solucao da equacio a® —a — € = 0 é justamente o = %(1 + /1 + 4¢), ou seja,

ala — 1) = e. Desta forma temos que
w'(t) = et w, [f(ro)] < w(ro) e [f (ro)] < w'(ro).
De fato, da escolha das constantes acima, temos

w'(t) = a(a — 1) At*t 2
= et 2w(t).

Por outro lado

7o)l < sups, (] + [V f]) = a
< Arg = w(ro).
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Para concluir temos que

f@t) = ()
= 1O = 150 @)

— [(VF(3(£),7'(®) |
1
< V()]
= |V £(v(1))
= 1f/(ro)| < |V f(1(r0))]
<a

< w'(rg).

Suponhamos que |f(t)| > w(t) para algum ¢ € [ro, T).
Seja Z = {[ro,T] | |f(t)] > w(t)}, entdo como Z é nao vazio e limitado inferiormente,

segue que admite infimo. Defina

ty = inf{t € [ro, T] [ [f(£)| > w(t)}.

Como | f(rg)| < w(rg), entdo 1o ¢ Z e consequentemente t; > ro. Por ¢ ser o infimo de
7, existem sequéncias t, € Z e t, € Z¢, com n € N, tal que t, — t; e t, — t;. Tendo
em vista que, | f(t,)] > w(t,) e |f(t,)| < w(t,), Vn € N entdo, por continuidade, segue

que |f(t1)] > w(t1) e [f(t1)| < w(t1), ou seja, [f(t1)| = w(t1).

Portanto, sobre [rg, 1], temos que

@) = A0 f ()] < et w(t) = w"(1).

Logo, para todo t € [rg, t1],

=
=

Desta forma, obtemos que
—w'(t) < f/(t) < w'(D),

pois |f'(ro)| < w'(rg), isto é, f'(ro) +w'(r9) > 0 e f'(rg) —w'(ro) <O0.
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De maneira anéloga,
—w(t) < f(t) < w(t).

Em particular, f(¢;) < w(t1), o que é uma contradi¢ao. Portanto,
|f(t)] < At*,Vt € [ro,T] . (2.9)
Tomemos € tal que a < 1+ 7. Segue de e (2.9) que
()] = [a(®) f ()] < Alh(t)|t'" 2,

onde |h(t)] < C1t7*77 para alguma constante C; que nao depende de x e de t. Isso

mostra que |f'(t)| < Cy para alguma constante C; que nao depende de z. Assim,
|f(#)] < a+ Colz| —r0),

que prova que f tem no maximo um crescimento linear.

]

Agora veremos na proposicao que segue uma caracterizacao para potenciais estaticos
limitados nos fins de uma variedade assintoticamente plana. No estudos da proposigao
a seguir notamos que o resultado nao depende da dimensao da variedade em questao.
Portanto, traremos a demonstragao para o caso em que M ¢é uma variedade Rieman-

niana de dimensao 3.

Proposicao 2.11. Suponha que f seja um potencial estéatico sobre (M, g) de dimenséo
3. Entao as seguintes afirmacoes sao verificadas:

(i) existe um vetor a = (ay, as, ag) tal que
[ =a1x1 + axzs +agzs + h
onde h satisfaz Oh = O (|z]77) e

h| = O(|lz|'*"7), seT <1
B O(n|z|), seT=1

(i) (a1,a9,a3) = (0,0,0) se, e somente se, f é limitada. Neste caso, f > 0ou f <0

proximo do infinito; mais ainda, podemos redimensionar f da seguinte forma:

f=1==+0(z)
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para alguma constante m (nao necessariamente positiva).

Demonstragao. (i) Pela equacao e pelo Lema anterior temos que |Ric| = O(|z|7>77)
e |f(z)| = O(|z|). Do Lema .10} e da equagdo de estaticidade, tem-se que |V?f| =
|fRic| = O(r~'77), onde r = |z|.

Definindo ¢ = |V f|?, podemos observar que

¢=|Vf]
= <(f;17 f;27 f;3> ’ (f;lv f;2’ f;3)>
= (fu)? + (f2)* + (f2)%

Calculando o gradiente de ¢, temos

v¢ =2 (f;lf;lb f;2f;22a f;3f;33) ;

Assim, o quadrado na norma de ¢ sera dada por

Vo|* =4 [(f;lf;11)2 + (f;2f;22)2 + (f;sf;33)2]
=4 <((f;11)27 (f;22)2, (f;33)2) ) ((f;1)2, (f;2)2, (f;3)2)> ;

Portanto,

[Vol* <4V fPIVFI?
= AIV2fPo
S Clr_2_2T¢>

para alguma constante C;. Podemos considerar uma geodésica minimal partindo da
fronteira, e seguir as mesmas ideias da prova do Lema|2.10], para provar que ¢ é limitada.
Dai, da definicao da Hessiana de f e do fato que as derivadas parciais também sao

limitadas:

00,05, = i + DD f = OG'7),

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel. Logo, para cada j, lim d,, f existe e ¢ finito.
T—00
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De fato,

10,00, f] < Cr™' 77

= lim |0,,0,, f| < lim Cr—t7
T—r 00 T—r 00

= [0, lim 0,, f| <0
T—r00
= Op; lim 0, f =0
T—00
= lim 0,,f = a;.
T—00

3
Definamos assim A = > a;x;. Entao
i=1

102,02, (f = A)| = 10,05, f| = O(r~'77)

lim 0,,(f —A) = lim 0,,f — lim O,,A = a; —a; = 0.
T—00 T—00 T—00
Isto implica que pela Proposicao temos
|aﬂ?jal"z(f - )‘)l S kr_l_T
:>/|(9zj(9$i(f—)\)]dx < /krlecc

N '/axjam(f— N
= 0., (f =M =00").

< k/rlfdx < klz|™"

Assim, integrando novamente, concluimos que

f_)\:{ ort=), set <1

O(lnr), sert=1.

Tomando h = f — A obtemos a afirmagao em (i).
(ii) Inicialmente, suponhamos que a; = as = a, = 0. Seja 7/ uma constante fixada com
7> 7 > 1 donde O(r'"") € O(r'=™). Entdo, pelo item (i), temos que |f| = |h| =
O(r'=™) e |Ric| = O(r~—>=7). Assim, da equacio de estaticidade e da Proposicao ,
segue que [V2f| = O(r='72") e, assim, |0,,0, f| = O(r~1727).

Por outro lado, O(r™") = |0,,(f — A)| = [0z, f — Oz, A

que |0, f| = O(r~7). Portanto, |0, f| = O(r~2"'). Consequentemente, pela Proposicio

= |0y, f — ai|, o que implica

35



2. Potenciais Estaticos em Variedades Assintoticamente Planas

(1.7) e pelo fato de que 27" > 1, temos:

Jimn 10,1 < Jim €777 =0
= lim f =K,
z—00

onde C e K sao constantes. Logo, f é limitada.
Reciprocamente, suponhamos que f é limitada. Pelo item (i) f = ay21+asxe+a,x,+h.
Suponhamos que a; # 0 para algum i, entao f — oo quando r — o0, pois h tem
crescimento inferior a um crescimento linear. E isto contradiz a hipotese de f ser
limitada. Portanto, a; = as = az = 0. Consequentemente, lim ¢ = 0. Seja X =
f750). Pelo Lema (i) ¥ é uma hipersuperficie totalmentzﬁgogodésica e ¢ é uma
constante positiva em cada componente conexa de 3.
Afirmamos que % é limitada. De fato, seja P uma componente conexa de 3. Supondo
que P seja ilimitada, teriamos que wﬁloioryréepqﬁ = 0, contudo pelo Lema [2.2| ¢ é uma
constante positiva, portanto temos uma contradicao. Logo, todas as componentes
conexas de X sao limitadas e dai segue que ¥ é limitada. Além disso, P é componente
conexa, entao é fechada, portanto é uma componente compacta e tendo em vista que
P ¢é totalmente geodésica, em particular é minima.
Assim, note que existe Ry > 0 tal que 0B(R),VR > Ry, tem curvatura média positiva
em (M,g), onde B(R) = {x € M | |z| = R}, por conexidade. Entao, pelo Teorema
1.6 temos que PN {|z| > Ry} = 0.
Como Ry nao depende de P, temos que XN {|z| > Ry} = 0. Portanto, f > 0ou f <0
sobre {|z| > Ro}. Para completar a prova facamos a = xhﬁrgo f (que ja foi mostrado
anteriormente que existe). Como Af = 0, segue que f = a + A|z|™* + O(|z|™!), para
alguma constante A (ver Bartinik [2]).
Suponhamos que a = 0. Pelo que foi provado acima podemos assumir que f > 0
préoximo do infinito. Considere R > 0 tal que f > 0 sobre Sg = 0B(R) e 1) uma
funcao harmonica fora de Sk tal que ¢ = infg, f > 0 sobre Sg e 373h_}ralo 1 = 0. Entao,

f > 4 pelo principio do maximo. Como o decaimento de 1) é da ordem de =, entdo

A > 0. Por outro lado, da hipétese de que a = 0, temos que f = O(|x|1|)|, donde
IV2f| = O(r=3=7). Além disso, como vimos acima |0,,f| = O(r~2"), o que implica
que |9,,0,, f] = O(r=7") + O(r~*") = O(r~*~"). Portanto, por integracdo, temos
que |0, f| = O(r=277) que unido a hipétese de a = 0 mostraria que |f| = O(r=177)

Y

contrariando o fato de que A > 0. Logo, a # 0. E reescalonando f, concluimos que
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com m = 4. Isto completa a prova de (ii).
[

Como vimos anteriormente uma caracterizacao para potenciais estaticos limitados,
agora veremos que se o potencial estatico for ilimitado seu conjunto de zeros é o grafico

de uma func¢ao suave a menos de um conjunto compacto.

Proposigao 2.12. Suponha que f seja um potencial estético ilimitado sobre (M, g).
Entao, existe um novo sistema de coordenadas {y;} sobre R\ B(p) obtido pela rotagao
de {z;} tal que, fora de um compacto, f~!(0) é dado pelo grafico de uma fungio suave
q = q(y2,y3) sobre

Qc = {(y2,y3) | v5 + 5 > C2}=

para alguma constante C' > 0, onde ¢ satifaz

O(lg['=7), seT <1

0q =0 (lgI"") elal = {

O(Inly|), setT =1,

e J = (y2,93). Em particular, se yg C f71(0) é a curva dada por

vr = {(a(y2,y3), y2,95) | v3 +y3 = R*}

e r é a curvatura geodésica de yg em f1(0), entdo

lim K = 2. (2.10)
R—o0
VR

Demonstragao. Sejam {ay,as,az} e h como na Proposigao (2.11)) tal que

3
f= Z a;x; + h.
i=1

Como f é ilimitado, entao (ay,as,az) # (0,0,0). Dividindo f pela |a] em ambos os

a5

lados da igualdade podemos redimensionar f afim de que Z b? = 1, com b; o

Portanto, existe um novo sistema de coordenadas {y;} obtldo a partir de uma rotagao

de {z;} tal que

f =l + h(yla y2>y3)7 (211)
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onde h satisfaz Oh = O (|y|™") e

| = O(ly|*™ ™), set <1
a O(lnly|), ser=1.

Entao das identidades acima, temos que

af oh _
—=14+—=140 T
oy oy (|y| )

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

of (Y2, y3)

1
5 > =, VY(y2,u3) € Qo = {(y2,y3) | |y| > C}. (2.12)
Y1 2

Portanto, para qualquer (ys,y3) € Q¢, a igualdade em implica que

lim f=-00 e lim f=o0.
Y1——00 Yy1—00

Assim, o conjunto f~1(0) N {(y1,92,y3) | (y2,93) € Lo} # 0. Como Vf # 0 em f~1(0),
o conjunto é dado pelo grafico de uma aplicagdo suave ¢ = q(y2,¥3), pelo teorema
da funcao implicita. Dado C' > 0, integramos para mostrar que existe uma
constante C > 0 tal que

1
|f] > §|y1| >0, sempre que |y| < C e |y| < Ch.
Portanto,

F7HO) (v, 920 95) | (2. 95) € Qo} = F7HO)\ {(y1,y2,93) | [a] < Ch. 17l < C}
=0\ K,

onde K = {(y1,y2,v3) | |11] < Cy,]y| < C}, o qual é um conjunto compacto por ser a
intersegao de conjuntos compactos. Portanto, f~1(0) \ K = Graf(q) com ¢ definida

sobre €c.
Além disso, de (2.11)), temos que

q+ h(q,y2,y3) = 0.

Dai, se tomarmos |g| suficientemente grande e pela desigualdade triangular, temos que

Collgl + lgD)'=", seT <1

‘Q| = |h(q7y2ay3)| S
Coln(lg| + |9]), seT =1
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Efetuando alguns calculos elementares podemos concluir que

gl = Oy|I'*™™), seT <1
T omyg)), ser=1.

Tomando «, 5 € {2,3}, segue do Teorema da Funcao Implicita, que

af

99 _ oy
= -

Ya o
oh

Yo

- h
1+a—yl

_ Oyl
1+ O(y)
el
1+ Oyt
= 0(Jg "),

além disso, aj;gﬁ =O(ly|™ 7).

Defina a métrica pullback o = F*(go) em Q¢, onde F' : Q¢ — R3 e dado por F(ys, y3) =
(q(y2,y3), Y2, y3). Dai, segue que
Tap = 0ap + Nap, (2.13)
onde o4p = 0(0,,,0,,) € hap satisfaz
|hasl + [9110has| = O(lg] ™). (2.14)
Através de um célculo direto usando e , podemos mostrar que

k=R'+ORTT), (2.15)

enquanto que o comprimento de yg é 2rR + O(R'™7). De fato, fazendo y = Rcost e
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y3 = Rsint, podemos efetuar a integral de linha abaixo, para concluir que

lvr) = [ |o'(t)|dt

TR

27
= / [(¢(Rcost, Rsint))* + R*cos®t + R*sin? t]% dt
0

27 2T 2T
< / |g(Rcost, Rsint)|dt + / Rdt = / O(R'"7")dt + 27R
0 0 0

< O(R'™).
Consequentemente,
l(vr) = O(R'™7). (2.16)
Logo, de e , temos

/ k=(RT'+ORTT))(2rR+O(R'"™™))

YR
= lim [ k= lim 27 +270(R"7)+ R'O(R"")+ O(R'""O(R'™)].
R—o0 R R—o0
Portanto,

lim K = 2.
R—o0
YR

]

Uma aplicacao da Proposigao ¢ justamente a de que sobre uma variedade
espacial assintoticamente Schwarzschild seus potenciais estaticos, caso existam, nao se

anulam a menos de um conjunto compacto como veremos a seguir:

Teorema 2.13. Seja g uma métrica suave sobre M = R3\ B(p), tal que

4
m
=1+ 5] % +pij
s = (14 ) 0ot
onde pij(z) = Oy (|z|72) e m # 0 € uma constante. Se f é um potencial estdtico de

(M, g), entdo f nao se anula fora de um compacto.

Demonstracao. Se f é um potencial estatico limitado, entao f > 0 ou f < 0 para
valores de x suficientemente grandes. Ou seja, existe K compacto, tal que f(x) # 0
para todo z € M \ K. Portanto, se f for limitado segue o resultado. Suponhamos

entao que f seja um potencial estatico ilimitado. Pela Proposicao [2.12] existe um
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novo sistema de coordenadas {y;} obtido a partir de uma rotacao de {z;} tal que
Y = f71(0) é o grafico de ¢ = q(y»,y3) fora de um compacto, com q : Qc — R,
Qc = {(y2,y3) | v5 +y3 > C?}. Note que ¢ satisfaz as condi¢oes da Proposi¢ao
com 7 = 1. Tendo em vista que {y;} difere de {z;} por uma rotagao, que é uma
transformagao ortogonal, entao as condigbes sao preservadas nas coordenadas de {y;},

ou seja,

4

onde p;;(y) = Oy (|z]7%). Para calcular a curvatura de Ricci em termos de y e pelo
Lema 1.1 de [12], temos

TZ¢%@(%13%$)+OmAﬂ (2.18)

RZC(ayZ, 8 ) m

onde ¢(y) =1+ 5.
Dado § = (y2,y3) € Qc, seja y = (¢(9),y2,y3) e T,X o espago tangente de ¥ em y.
Dados v, w € T,)X temos que

v = (ay2q>8yl + 0y, w= (ays‘J)ayl + Dy

Sejam |v|, e |w|, os comprimentos de v,w com respeito a métrica g, respectiva-
mente. Defina o = |v|;'v, @ = |w|,'w. Queremos entdo comparar o Ric(0,?) e
Ric(w,w) quando |g| é grande. Observemos que |g| = O(In|yl|), donde 9,,g = O(|y| ™),

Dy, 0)*/1y)? = O(ly|™®), (0y.0)a = O(ly|~?)O(In|y|). Note também que ¢(y) — 1,
quando |y| — oo. Portanto,

Ric(o,0) = 5020) |1+ 00" = l(@nt)a + ]

=11¢%w(1 %ﬁ)+00\%

ly[®

De maneira anéloga,

2

m 3
Ric(w, w) — |P¢%w(1 fﬁ)+ou|ﬂ
Além disso,

vl = ¢ () + O(lgl ™), |wlg = ¢"(y) + O(lg| ).
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De fato,

[vlg = (v,v),
= 0" ((9,,9)0y, + Oyss (0y20) 0y, + Oyy)
= 0" (1 +(9,,0)*)

= 61+ 6'0(51 )

= 61+ O(3l™).

Como Ric(0,0) = Ric(ﬁ, ﬁ) = @Rz’c(v, v), temos

1 1
Ric(0,0) — Ric(w,w) = — Ric(v,v) — —= Ric(w, w)

ol w3

= W[Ric(v, v) — Ric(w,w)]
~rromrs | (i ) o
- B ol

Agora considere y3 suficientemente grande e positivo de tal forma |y3|*> > 0 e também
que yo = 0. Assim |y3|3(Ric(9,0) — Ric(w,w)) — 3m # 0. Se Ric(0,0) = Ric(w,w)
o limite acima seria nulo contrariando o fato de que m # 0. Portanto, Ric(v,0) #
Ric(w, w). Isto é uma contradigio tendo em vista de que pelo Lemal[2.2] (iii) Ric(v,7) =
Ric(w,w). Portanto, f é limitada.

]

Passaremos agora a apresentar o principal resultado da sessao. Note que diferen-
temente do Teorema [2.9[ nao precisamos pedir a existéncia de dois potenciais estaticos

linearmente independentes cujos conjuntos de zeros se intersectem.

Teorema 2.14. Seja (M, g) uma 3-variedade conexa, assintoticamente plana, com ou
sem fronteira. Se dim(F) > 2, entao (M, g) é plana.

Demonstragao. Este resultado é suficiente mostrar para um fim de (M, g), pois da Pro-
posicao item (iii) temos que quando (M, g) é uma 3-variedade assintoticamente
plana a curvatura escalar é constante e igual a zero. Suponhamos sem perda de genera-
lidade que M ¢ difeomorfa R? menos uma bola aberta. Como dim(F) > 2, suponhamos
que f e f sao dois potenciais estaticos linearmente independentes. Consideremos entao
0s seguintes casos:

Caso 1. Suponhamos que f e f sdo potenciais estdticos limitados. Entdo, pela Pro-
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posicao 1} depois de reescalonar f e f , temos que

F=1-0 0@z, F=1-"40(az™ (2.19)

| ]

para algumas constantes m,m. Como JF é um espaco vetorial, f— f ¢é potencial estatico,

contudo f — f = —m‘;(n + O(]z|™1). Porém, isto contradiz a Proposigao [2.11} portanto

este caso nao ocorre. Ou seja, numa 3-variedade conexa, assintoticamente plana, com

ou sem fronteira s6 pode existir no maximo um potencial estatico limitado.

Caso 2. Suponhamos que f seja limitado e f seja ilimitado. Pelo fato de f ser ilimitado
podemos supor sem perda de generalidade que ele é da forma f = x1 + h, com h
satisfazendo as propriedades da Proposicao e f=1—2+0(z]7!) para alguma

||
constante m. Seja ro > p uma constante fixada tal que f > 3 sobre {|z| > o} (que ¢
sempre possivel a partir da expressao de f para z suficientemente grande), e S, = dB(r)
que tem curvatura média positiva Vr > rg. Seja Ay > 0 outra constante tal que se

A > Xo, fr:=f — Af é negativa sobre Sy,. Para cada A > )¢, considere
Syi={z [ /i=0]z] 2 ro}.

Como F é um espaco vetorial, entdo fy é um potencial estdtico ilimitado, logo pela
Proposicao ¥y # 0. Como f < 0 em S,, temos que ¥y N S,, = @. Portanto,
Y, € uma superficie sem fronteira. Seja P uma componente conexa de X,. Como
(M, g) é folheada por superficies S, de curvatura média positiva fora de S,, e P é
superficie minima mergulhada com fronteira que nao pode ser compacta, pois caso
contrario P teria algum ponto eliptico, contrariando o fato de ser minima. Portanto,
pela Proposigao 2.12] P = X,. Seja K, a curvatura Gaussiana de . Pelo Lema [2.6]
K\ f? = C para alguma constante C' ao longo de 3. Como g é assintoticamente plana
e Y, totalmente geodésica, da equacao de Gauss temos que lim K, = 0. De fato, no
infinito Y € plana, ou seja, K = 0 para z suficientemente gr;;gza e como f ¢ limitada,
C = 0. Assim, K\f?® =0 em X,. Lembre que f > % fora de S,,. Logo, f > 0 fora de
Sy,- Entao, Ky = 0 e pelo Lema [2.2] (iv), (M, g) ¢ plana em X,. Portanto, provamos

que (M, g) é plana em todo ponto do conjunto

v=J {x | F(z) = Af(z) =0, |z] >r0}.

A> Ao

Pelas condigdes de crescimento de h, temos que existe a > 0 (com a suficientemente
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grande) tal que para todo z; > a e todos (z2,73) € R* com 23 + 2% < 1,

(a1, 22, 23) > Ao f (21, X2, 23) > 0.

Entéo, claramente (11, x2,23) € U, ou seja, U # 0. Seja M = M \ f71(0) N f;71(0).
Entdao, M = M ou M menos uma curva mergulhada. Como g é analitica sobre M e
MNU # 0 (de fato, (x1, z9,x3) € M e com M é conexo por caminhos, entdo g é plana
em M por continuidade), segue que M é plana.

Caso 3. Suponhamos que f ¢ f sejam ilimitados. Podemos redimensionar essas fungoes

de tais que

f=xm+h e f:ala:1+a2x2+a3x3+l~z,

onde h = O(|z]?) e h = O(|z]’) com 0 < < 1 e a;, i = 1,2,3 sdo constantes. Mais
ainda, podemos assumir que f~1(0) \ K = Graf(q), com q = q(xo,x3), onde K é
um compacto e ¢ um aplicacao suave, como na Proposicao [2.12] e de tal forma que
q = O(|22|?+|25|%). Seja f = f—ayf. Neste caso, se ay = az = 0, entdo pela Proposicio
(ii) f é limitada e voltamos ao Caso 2. Suponhamos entdo (as,as) # (0,0). Sem
perda de generalidade assuma ay = 1, entao f = T9 + aszxrs + h. Dado a um ntimero

positivo grande considere: z; = (¢(a,0),a,0) € Graf(q) C f~1(0). Temos que

f(xy) = a+ h(q(a,0),a,0)
—a+0(la)” +1al?) > 0

Assim, f (r4) > 0 com a suficientemente grande. De modo andlogo podemos definir
z_ = (¢(—a,0),—a,0) e teremos que f(x,) < 0. Entao, pelo Teorema do Valor Inter-
medidrio, existe p € v tal que f(p) = 0, onde v C f~(0) é uma curva ligando 2 e x_
e contida no Graf(q). O que implica que f~1(0) N f~1(0) # 0. Logo, pelo Teorema

2.9 (M,g) é plana.
[l

2.3 Rigidez de uma Variedade Estatica Assintoti-

camente Plana

Nesta secao sera considerada que a variedade é assintoticamente plana, completa,
com fronteira, com uma quantidade finita de fins e que o conjunto de potenciais

estaticos é nao vazio (a menos de mengao contraria a tais hipdteses). Além disso,
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relacionaremos potenciais estaticos com resultados de rigidez, ou seja, se uma vari-
edade assintoticamente plana admite um potencial estatico com certas propriedades
obteremos condi¢oes geométricas sobre a mesma.

A seguir passaremos a uma proposicao mais técnica que serd de grande auxilio na

demonstracao dos resultados a seguir

Proposicao 2.15. Seja (M, g) uma 3-variedade conexa, completa, assintoticamente
plana, sem fronteira e com uma quantidade finita de fins F4,..., Ex. Suponha que

existe um potencial estético f em (M, g). Entao

) [ nRic -

(i) /MIfIIRiCI2 = 4 lzca(X(E )=k )+Zéﬂx(2 )

«

onde {3, | 0<a<m}e {25 |0<B< n} sdo os conjuntos de componentes ilimita-
das e limitadas de f~'(0), respectivamente. As constantes ¢, > 0 e ¢z > 0 sdo iguais a
|V f| sobre ¥, e 25, respectivamente. Para cada a, k, > 1 é o nimero de fins E; onde
E;NY, # 0. E também temos que x(2,) e x(35) denotam a caracteristica de Euler

de X, e ig, respectivamente.

Demonstragao. (i) Sem perda de generalidade, suponhamos que f seja um potencial
estético ilimitado. Entao para cada fim F;, 1 <1i < k, seja {y1, 2, y3} um sistema de
coordenadas sobre o qual g satisfaz [2.8] Como f é um potencial estatico ilimitado em
E;, entao pela Proposicao (|2 existe {yl, Y2, Y3} Seja r > 0 suficientemente grande
e tomado de forma arbitraria. Sobre este novo sistema de coordenadas definamos
Si={ye M|yl =r}em E;. Assim, seja U, a regido limitadas pelas esferas S}, ..., S¥
em M. Pelo Lema e de 2.8), |f] = O(r) e |Ric] = O(r~*7) em cada fim

E;. Assim, integrais em (i) e (ii) existem e s@o finitas. Pela equagao de estaticidade
fIRic|> = f{(Ric, Ric) = (fRic, Ric) = (V?f, Ric). Portanto, pela Identidade de
Pohozaev-Schéen [1.5] pdgina [11], se tivermos que R =0 e X = V[, temos que

/<ch Vif) = ch (Vf,v)

Logo,

.2 2 . _
. f|Ric|* = /UT <V fs ch> / Ric(Vf,v) Z/ Ric(Vf,v), (2.20)

oU

onde v é o0 normal unitério exterior a S* e usamos o fato de que a curvatura escalar de

g é zero. Como |V f| é limitada pela Proposi¢ao |Ric| = O(r=27") e a 4rea de S"
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¢ da ordem de 72, entao de [2.20

k

fIRic> =Y | Ric(Vf,v)
U, 4

i=1 757
k
SZ/ CT_Q_T
i=1 7 5r
k

=Cr>T Y A(S)
i=1

k
=Cr 2T E Ay
i=1

=4knCr™"

Portanto, podemos concluir (i) quando r — oo

/ f|Ric|* = lim f|Ric|?
M 7—00

< lim 4knCr=7

r—00

=0,

onde C é uma constante positiva. Como queriamos demonstrar.

(ii) Seja r suficientemente grande de tal forma que f]g Cc U, V3. Se f é ilimitada,
sejam Fy,...,E;, 1 <1 < k componentes ilimitadas e sao limitadas nos outros fins.
Podemos escolher r suficientemente grande tal que fora de cada Sf, em F;, 1 <[ <
k, f~1(0) ¢é o gréfico de alguma fungao ¢ = ¢(3) dada pela Proposi¢ao m Além
disso, da Proposicao podemos assumir que o grafico de ¢(i) sempre intersecta S?
transversalmente. Assim, o conjunto UF = U, N{f > 0} tem fronteira Lipschitz. Dali,

/U | JIRic]* = /U U )R@'c(Vf, V) + /U Ric(Vf,v) + / Ric(V f,v).
; U™ e

5028 U N{f>0}

(2.21)

Na igualdade acima v denota o vetor unitério normal a OU,r. Pelo item (i), obtemos

lim Ric(Vf,v)=0. (2.22)
"o Jou.n{f>0}

= v . .
Sobre cada X5 e ¥, temos que v = —ﬁ, consequentemente pelo Lema item (iv),
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temos
Ric(V f,v) = —|Vf|Ric(v,v) = |V fIK,

onde K ¢ a curvatura gaussiana de 25 e X,. Dali, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

/U 5, TV = /U )

B=0-8

VK =3IV [ K =2y e, 22
5=0 Xp B=0

Por outro lado, nao podemos usar o Teorema de Gauss-Bonnet do caso compacto,
pois as superficies em questao nao sao compactas, mas podemos estimar da seguinte

maneira para as componentes ilimitadas

/mUZLoEa) Ric(Vf,v) :/UZLO(U . )ny|K an /ma . (229)

Como X, é totalmente geodésica, de (2.8) e da equagao de Gaus temos que |K| tem
decaimento sobre Y, no ordem de O(r=27") em cada fim tal que X, N E; # 0, onde | - |

¢ a distancia intrinseca de um ponto fixado em ¥,. Portanto,

/ K| < oo. (2.25)

Seja 7% uma curva em ¥, N E; tal que o grafico de ¢ estd definido em {|y| = R} como
na Proposicao Seja k a curvatura geodésica de 75 em X,. Entdo, pelo Teorema

de Gauss-Bonnet e pela Proposicao temos

K =2mx(3,) —/ K
0%

= lim (27rx(§]a)—/ m)
R—o0 9%

= 2mx(Za) — ggn
1€AQ >

= 2mx(Xq) — 27kq, (2.26)

Yo

onde A, = {i | X, N E; # 0}. Portanto, das equagoes (2.24])-(2.26)) segue que
lim Ric(Vf,v) Z Ca hm (2mx(Xq) — 27ky)

B=o0 Ju,n(Un o Xa)

= 272%(;((2&) — ky). (2.27)
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Além disso, das equacoes (2.23)-(2.25) e (2.27)), podemos concluir que

f|Ricl? = lim/ FIRiCP = 205 ca(x(S) — k) 427> Gax(S). (2.28)
/{f>0} oo Juit ; ;) S

Definamos as seguintes fungoes f+ = sup,, {0, f} = fem {f >0} e f~ =sup,, {0, —f} =
fem {f < 0}. E de facil verificacdo que f = f+ — f~ e |f| = f* + f~. Portanto,

0:/ f\Rz‘c\zz/ f+|Rz'c|2—/ f—sz'cP:/ f\Rz‘c\Q—/ f|Ric|?
M M M {r>0} (<0}

N f|Rz’c|2:/ fIRic]?
{f<0} {f>0}

Por sua vez obtemos que

/|f||Ric|2_2/ fIRic]? (2.29)
M {f>0}

Logo, de (2.28) e (2.29)) temos que

n

/M|f||1“3i0|2=47T [Z%(X(Za)—ka)Jr csx(3s)

a=0 B=0
[l

Na proposigao a seguir veremos que, a menos do caso em que M ¢ plana, o conjunto

de zeros de um potencial estatico de uma variedade sem fronteira é nao vazio.

Teorema 2.16. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
sem fronteira. Se (M, g) possui um potencial estdtico f, entao f~*(0) # 0 ou (M, g) é

isométrica a (R3, go).

Demonstragdo. Suponha que f~1(0) = ). Pela conexidade de M, temos que f > 0 ou
f < 0. Como nesta secao toda variedade tem uma quantidade finita de fins, vale a

Proposicao [2.15] ou seja,

/ f|Ric> = 0. (2.30)
M

Sem perda de generalidade suponhamos que f > 0, entdao f|Ric|> > 0. Portanto, da de-

sigualdade anterior juntamente com ([2.30]), temos que f|Ric|?> = 0, consequentemente

Ric = 0. Portanto, de ([1.1]) temos que (M, g) é plana e, assim, isométrica a (R?, go).
m
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Em [4], Bunting e Masood-ul-Alam provaram que se (M, g) é uma 3-variedade assin-
toticamente plana com fronteira, com um fim, sobre a qual existe um potencial estatico
que tende a um no infinito e se aproxima de zero na fronteira, entao (M, g) é isométrica
a uma variedade espacial Schwarzschild com massa positiva fora do horizonte. O re-
sultado abaixo é uma generalizacao para um numero qualquer de fins. Essencialmente
a demonstragao consiste em provar neste caso nao é possivel que haja mais de um fim
distinto voltando assim ao caso do Teorema 1 de [4]. Deixaremos indicado abaixo onde

o leitor podera encontrar a demonstracao deste resultado.

Teorema 2.17. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
com fronteira nao vazia e com possivelmente mais de um fim. Suponha que f é um
potencial estdtico tal que f > 0 no interior e f = 0 na fronteira. Entao, (M,g) é
isométrica a uma variedade espacial Schwarzschild com massa positiva fora do hori-

zonte.

Demonstragao. Ver Teorema 1 de [Bunting e Masood-ul-Alam [4]] e [Miao e Tam [14]].
[

Veremos no Teorema abaixo que a existéncia de um potencial estatico limitado
impoe um grande restrigdo na geometria de uma variedade, de modo que (M, g) é

plana ou isométrica a uma variedade Schwarzschild.

Teorema 2.18. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
sem fronteira e com possivelmente mais de um fim. Se existe um potencial estatico li-

mitado sobre (M, g), entdo (M, g) é isométrica ao (R?, go) ou a uma variedade espacial

4
Schwarzschild (]R3 \ {0}, <1 + %) go> com m > 0.

Demonstragao. Seja f um potencial estético limitado. Se (M, g) tem apenas um fim
entao f deve ser constante, pela Proposicao item (ii) e pelo fato de Af = 0.
Assim, (M, g) é plana e assim isométrica a (R?, go).

Agora suponhamos que (M, g) tem mais de um fim, em particular (M, g) nao é
isométrica a (R, go). Entdo, pelo Teorema [2.16 f~1(0) # 0. Daf, pelo Lema [2.2) item
(i) e pela Proposigao item (ii), f~*(0) é uma hipersuperficie totalmente geodésica
fechada (possivelmente desconexa). Além disso, f muda de sinal préximo de f~1(0).
Portanto, seja N7 uma componente conexa de {f > 0}, entdao N; é ilimitada e f = 0
sobre dN;. Como f > 0 ou f < 0 préximo do infinito em cada fim de (M, g). Logo,
N deve ser assintoticamente plana, com possivelmente mais de um fim, com fronteira
>’ nao vazia sobre a qual f = 0. Pela Proposicao , (N1, g) é isométrica a

4
my
({x€R3 | |z >m1},(1+2|—x) 61']') ;
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2. Potenciais Estaticos em Variedades Assintoticamente Planas

com my > 0. Similarmente, seja Ny uma componente conexa de {f < 0} cuja fronteira

¢ Y. Pelo mesmo argumento acima temos que (N, g) é isométrica a

4
({yER3|O<]y|<m2},(1+%> 5@'j)7

com mo > 0. Como M é conexa, concluimos que M = N; U N, UX. Consequentemente

teremos que
{lzl = mi} =X ={lyl = ma}.

Tomando entdo a drea de ¥ vemos que ela é dada por 4mm? e 4wm3, respectiva-
mente. Logo, m; = may, pois tais constantes sao positivas. Isto prova que (M,g) é
isométrica a uma variedade espacial Schwarzschild com massa positiva.

]

No resultado a seguir enfraqueceremos a hipétese da limitagao do potencial estatico,
mas pediremos uma condigao topolégica em contrapartida, como veremos precisamente

a seguir:

Teorema 2.19. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
sem fronteira e com uma quantidade finita de fins. Seja f um potencial estdtico. Se M
¢ orientdvel e cada 2-esfera em M € a fronteira de um dominio limitado, entdo (M, g)
¢ isométrica a (R3, go). Em particular, se M é homeomorfa ao R3, entio (M,g) é

isométrica a (R3, go).

Demonstracao. Seja 535 C f71(0) uma componente compacta de f~1(0). Como M é
orientdvel, entdo Y3 também é orientdvel. Se x(X5) > 0, entdo ¥ é homeomorfa a
uma 2-esfera. Portanto por hipétese, f]ﬁ = 0f) para algum dominio €2 em M. Como f é

harmonica, pelo Principio do Méximo existe xy € €2 tal que f(xy) = max f. Por outro
Q

lado, mgxf = I%%Xf = 0, entdo para toda z € Q, f(r) < f(x9) = 0. Analogamente
temos o resultado para o minimo novamente pelo Principio do Maximo. Logo f = 0
em 2. Entao f =0 em M, pelo Corolario Mas este caso nao pode ocorrer, pois
f é um potencial estdtico. Entao, X(ig) <0, Vig em f~1(0), caso tais componentes
existam. Por outro lado, se ¥, é uma componente nao compacta de f~1(0), entao
X(X4) < 1, pois se x(3,) = 2, entao X, seria homeomorfa a S? e por hipétese X, seria
fronteira de algum dominio limitado, em particular, seria um conjunto limitado, o que

¢ uma contradicao. Logo, da equacao dada na Proposigao (i), temos que

0< / |fI|Ric <0
M
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Consequentemente, Ric = 0 e da equagao (|1.1]) o tensor curvatura de Riemann ¢ nulo.
Portanto, (M, g) é isométrica a (R?, go).
L]

Seja (M, g) uma 3-variedade conexa, completa, assintoticamente plana, com fron-
teira nao vazia e com uma quantidade finita de fins Ei, ..., ;. Suponha que f é um
potencial estatico tal que f > 0 no interior e f = 0 em OM. Dado um ponto p € Int(M),
o interior de M seja 7,(t) a curva integral de V f com ~,(0) = p. Seja (o, ) o intervalo
maximal da existéncia de 7, sobre Int(M). Sobre estas condi¢oes temos as seguintes
proposicoes:

Proposicao 2.20. Se § < oo, entao }1_13% Yp(t) = x para algum x € OM; se a > —o0,
entao }grcll 7p(t) = y para algum y € OM. Consequentemente, « = —0o ou f = oo.
Demonstragao. (a) Se p é um ponto critico de f, entao 7,(t) = p, Vt € (—o0,00).
Além disso, pelo Lema (i), f(p) # 0. Entao a proposigao é verdadeira neste caso.
Suponhamos entao que V f(p) # 0, dai V f(v,(t)) # 0 para todo ¢ e

if(’yp(t)) = (())7,(t) = f/(35()VF(1(1))

dt
= (VI(1(®), V(1)) = [V (3(t) > 0. (2.31)
Pela Proposigao lim, .. |V f| existe e é finito em cada fim E;. Portanto,
\Vfl(x) < B,YVx e M (2.32)

para alguma constante B > 0. Suponha que < oo, entao para ty > t; > 0,

At lta)) < [ y(s)lds < (2~ ) B,

t1

onde d(-,-) denota a distancia sobre (M, g). Assim, }g% Yp(t) = = para algum = € M.
Como (a, ) é um intervalo maximal da existéncia de 7,(t) em Int(M), concluimos que
x € OM. Similarmente, se a > —o0, entao 7y_I)rﬁlfyp(t) = y, para algum y € OM. Se
a>—o0o0e ff < oo, entao f(x) =0= f(y), o que contradiz . ]
Proposicao 2.21. Se § = oo, entao tlgglo f(7p(t)) =b > — oo. Além disso,

(i) Se b = oo, ent@o, como t — 00, 7,(t) tende ao infinito em algum fim E; sobre o qual
f ¢ ilimitado;

(i) Se b < 0o, entdao b # 0 e tliglo IV £ (7p(t)) = 0;

(iii) Se b < 0, entao ﬂ {7(s) | s >t} #0 que é exatamente o conjunto de todos os

>0
pontos criticos de f.
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Demonstracao. Note que implica que f(7,(t)) é crescente. Isto implica que
tlgilo f(1p(t)) = b existe e b > —o0.

(i) Se b = oo, entao existe t,, — oo tal que 7,(t,) — oo em cada fim E; sobre o qual
f é limitada. Seja {t/,} uma outra sequéncia qualquer com t/, — oo. Afirmamos que
Yp(t,) — oo em E; bem definido. Por outro lado, passando para uma subsequéncia,
podemos assumir que 7,(t,) — oo em outro fim E; # E;, mas isto implica que para n
suficientemente grande existe ¢/ entre ¢, e t, tal que 7,(t!) € K C M compacto (K
como na Definigao que contradiz o fato de que nh_g)lo f(p(Er)) = b = oo. Portanto,
Yp(t) = 00 em E; quando t — co. O que prova o item (i) de (b).

(i) Se b < co. Seja {t,} tal que t,, — oo. Dado 0 < § < % qualquer fixado, temos que

[ s = [0t = Syt + 00— Ftn — ) 0

n—>0

quando n — oo.

Portanto, existe t/, € [t,, — 0,t, + ¢] tal que |V f|(7,(t),)) — O.

Defina B, (1) = {¢ € M | d(q,v,(t,)) < 1}. Para n suficientemente grande por
(2.32) temos que |f| < 2|b] + 2B em B, ,)(1). Isso juntamente com o fato de que

V2f = fRic e (M, g) ser assintoticamente plana implica que
V<G (2.33)

em B, ,)(1) para alguma constante C; independente de n e 6. Seja ¢ = |V f|?, assim
|Vo|* < 4]V2f|?¢, entao existe Cy independente de n e § tal que

Vol < Cs (2.34)
em B, ,)(1). Note que, d(y,(tn),1(t,)) < 0B < 1. Logo,

P(1p(tn)) < ¢(’Yp(t;z>> +20BC

Como ¢(7,(t))) — 0 e 0 pode ser escolhido arbitrariamente, entao ¢(7,(t,)) — 0,
n — oo. Mais ainda |V f|(7,(t,)) — 0, n — co. Também podemos mostrar que b # 0.
Seja {t,} como acima. Suponha que {yp(t,)} ¢ ilimitada, entdo passando para uma
subsequéncia, se necessario, podemos assumir que 7,(t,) — oo em algum fim E;. Se f
é ilimitada em Ej, temos que |V f|(7,(t,)) > C5 para alguma constante C3 > 0 inde-
pendente de n, pela Proposicao [2.11] (i), contradizendo o fato do que [V f|(7,(t,)) — 0.

Assim, f é limitada em E;. Pela Proposigdo [2.11] (ii), temos que  lim  f ## 0. Su-

z—00,xE L}
ponhamos entao que {7,(t,)} ¢ limitada. Passando para uma subsequéncia, podemos
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assumir que v,(t,) = ¢ € M. Entdo ¢ é um ponto critico de f como |V f|(7,(t,)) — 0.
Portanto, b = f(g) # 0, pelo Lema [2.1](ii) Isso completa a prova o item (ii) de (b).

(iii) Para provar (iii), é suficiente provar que se b < 0 e se {t,} é uma sequéncia ten-
dendo ao infinito, entdo {7,(¢,)} deve ser limitada, assim contendo uma subsequencia
convergindo para um ponto critico em M. Suponha que {7,(¢,)} ¢é ilimitada, entdo
passando a uma subsequéncia, caso necessario, podemos assumir que 7,(t,) — 0o em

um fim E;, onde f ¢ limitada, pela prova do item (ii) acima. Sobre E;, a Proposicao
[2.17] (ii) implica que

f=b— % +O0(|z|™), |z| = oo (2.35)

onde A é uma constante tal que

A
— =m
b Y
onde m é a massa de (M, g) sobre cada fim F;. Pelo Teorema da Massa Positiva, temos
que m > 0. Portanto, A < 0, pois b < 0. Como resultado, temos que f(v,(¢,)) > b
para algum n suficientemente grande por (2.35]), mas isto nos gera uma contradi¢do

pelo fato que b = lim f(v,(t,)) e f(7,(f)) é estritamente crescente em ¢. Portanto,
n—o0

{7p(ts)} deve ser limitada. O que prova o item (iii). O
Coroléario 2.22. Se a = —00, entao tlim f(7p(t)) = a < co. Além disso,

——00
(i) Se a = —o0, entdo, como t — —o0, 7,(t) tende ao infinito em algum fim E; sobre o

qual f ¢ ilimitado;
(ii) Se a > — oo, entdo a # 0 e lim [V f[(3(t)) = 0;
——00

(iii) Se @ > 0, entdo ﬂ {7(s) [s <t} # 0 que é exatamente o conjunto de todos os

t<0
pontos criticos de f.

Demonstracao. Basta substituir f por —f na proposi¢ao acima.
O

Usando as Proposigoes [2.20} e do Corolario [2.22] podemos obter uma Pro-
posicao anédloga a Proposicao substituindo a afirmacao f > 0 por f nao ter pontos
criticos. Novamente vemos que condicoes sobre o potencial estatico tem uma forte

relacao com a geometria da variedade.

Teorema 2.23. Seja (M, g) uma 3-variedade coneza, completa, assintoticamente plana,
com fronteira OM nao vazia, e uma quantidade finita de fins. Suponha que existe um

potencial estatico f que nao tem pontos criticos e tal que f =0 em OM. Entao (M, g)
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€ isométrica a uma variedade espacial Schwarzschild com massa positiva fora do hori-

zonte.

Demonstracao. Por definicao temos que M é compacta. Seja ¥ uma componente
conexa de M. Do Lema [2.1] (i) temos que Vf # 0 em X. Sem perda de generalidade
podemos assumir que V f é um vetor apontando na direcao interior a Y. Defina F' :
Y x (0,00) — Int(M) por F(x,t) = ~,(t) onde v,(t) é a curva integral de Vf tal
que 7,(0) = z € . Pela Proposi¢ao 2.20, F estd definida em [0,00). Como f =0 e
Vf #0em X, entao F é injetiva e pelo Teorema da Invariancia do Dominio [Y], F' é
um homeomorfismo. Tendo em vista que % é aberto por ser uma componente conexa,

segue que X X (0,00) é um aberto. Entao, N = F(X x (0,00)) é um conjunto aberto.
Afirmagao 2.1. N é fechado em Int(M).

De fato, dado y € N, entdo existe &, = Ve (L) com t, > 0 e x, € ¥ tal que
limz, = y. Passando para uma subsequéncia caso seja necessario, temos que x, —
r € Xet, »>acom0<a< oo Suponhamos que a = 0o, entao considere uma
curva integral v;, (t) = Va1, (t +t,,) definida em (—t,,0]. Seja ~,(t) a curva integral de
Vf com 7,(0) = y. Desde que t,, — 00, {7z, (t)} converge uniformemente para ~,(t)
em [—n,0] para todo n > 0. Em particular, v,(¢) estda definida (—o0,0]. Por outro
lado, f(7z,(t)) é crescente em t para todo n. Dai, f(vz,(t)) > 0 sobre (—t,,0]. Entao,
f(vy(t)) > 0 sobre (—o0,0]. Assim, tgr_noof(’yy(t)) = a > 0. Pela Proposicao [2.22]

{x € M | Vf(z) =0} #0, ou seja, existe pelo menos um ponto critico. Contradizendo

a hipotese, entao a < co. Portanto,

y = lim Z,(t)

n—o0

= lim ~,, (t,)

n—o0

= lim F(x,,t,)

n—o0

= F(lim xz,, lim t,)

= F(z,a)
=v.(a) € N

Assim, N = N, isto é, N é fechado em Int(M).
Sendo N é um conjunto aberto e fechado nao vazio contido em Int(M). Portanto,
N = Int(M). Como f > 0 ao longo de 7,(t) sobre (0,00), entdo f > 0 em N = Int(M).
Logo, pela Proposicao m (M, g) é isométrica a uma variedade espacial Schwarzschild
com massa positiva fora do horizonte.
m
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O teorema a seguir é também o teorema principal da se¢ao que relaciona o conjunto

de pontos criticos (ser vazio) de um potencial estdtico com a geometria da variedade.

Teorema 2.24. Seja (M, g) uma 3-variedade conexa, completa, assintoticamente plana
sem fronteira, com uma quantidade finita de fins. Se existe um potencial estdtico f

sobre (M, g) que nao tem pontos criticos, entdo (M,q) € isométrica a (R3, go) ou a

4
uma variedade espacial Schwarzschild (R3 \ {0}, <1 + %) go) com m > 0.

Demonstragdo. Se f~'(0) nao tem componente compacta, entao (M, g) é isométrica a
(R3, g0) (pela demonstragao do Teorema . Suponha entao que X seja uma com-
ponente compacta de f~1(0). Separando M ao longo de X. Seja (M, §) a completacao
da métrica de (M \ X, g). Entdo M tem duas componentes conexas cujas fronteiras sao
isométricas a ¥, ou M é conexa com duas componentes da fronteira que sdo isométricas.
Pelo Corolario cada componente de (M, §) mostra que (M, §) nio pode ser co-
nexa e portanto tem duas componentes que sao isométricas a uma variedade espacial
Schwarzschild com m > 0 fora do horizonte. Como suas fronteiras sao isométricas,
podemos concluir que (M, g) é isométrica a <R3 \ {0}, (1 + %)490) com m > 0.

O
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Capitulo 3

Potenciais Estaticos e

Hipersuperficies Area Minimizing

O estudo de variedades nao-compactas é um tema de interesse da geometria. Neste
capitulo, temos como propodsito estudar uma relagao entre potenciais estaticos e hiper-
superficies minimas de uma variedade (ndo necessariamente de dimensao trés) assin-
toticamente plana. Mostraremos entao que se uma variedade assintoticamente plana
com horizon boundary admite um potencial estatico global, entao o potencial estatico
deve ser zero na fronteira. Também mostraremos que se uma variedade assintotica-
mente plana com horizon boundary admite um potencial estatico ilimitado sobre um
de seus fins, entao a variedade contém uma hipersuperficie nao-compacta, completa
e area minimizing. Para este capitulo utilizamos duas referéncias principais: Huang,

Martin e Miao [II] e Galloway e Pengzi [9).

3.1 Hipersuperficies Area Minimizing

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Como j4 vimos anterior-
mente no Lema [2.2|item (i) na pagina 23} o conjunto X = f~1(0) é uma hipersuperficie
totalmente geodésica. Uma hipersuperficie nao-compacta completa > em M é dita area
minimizing se XN B, é a solugao de um problema de Plateau com fronteira gerada por
YN B, para r suficientemente grande. Diremos que M possui horizon boundary se OM
é vazio ou a uniao disjunta de hipersuperficies minimas fechadas, M nao contém outras
hipersuperficies minimas fechadas e M é localmente area minimizing para n > 8.

No lema a seguir traremos uma generalizagao da Proposi¢ao pois todo poten-
cial estatico ilimitado pode ser reescalonado de forma que possamos escrever ele através
da seguinte expressao f(z) = x, + O(|z|), onde x; é a i-ésima coordenada do vetor x.

Além disso, cada componente conexa do conjunto de zeros intersecta transversalmente
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uma esfera métrica de dimensao n — 2 para |z| suficientemente grande.

Proposicao 3.1. Seja (M, g) uma variedade de dimensao n assintoticamente plana.
Seja E um de seus fins que admite potencial estdtico com assintocidade f(x) =
z, + O(|z|) com |z| — oo. Entao, existe o > 0 suficientemente grande tal que cada
componente 3 de f~1(0) em E \ B,, é dada pelo grifico x, = g(z1,...,Z,1) € X

intersecta S, transversalmente préximo ao equador de uma (n — 2)-esfera para r > ry.

Demonstragdo. Pela proposigao anterior, temos que Vy, f =14 O(|z[""!) > 0 para
|z| suficientemente grande, onde max{l —¢,0} < v < 1. Seja ' = (z1,...,2p_1).
Entao, pelo Teorema da Fungao Implicita, cada componente do conjunto de zeros é

dado pelo grafico z,, = g(2') e f(2/,g(x’)) = 0 com

Vgl < Cla'™, (3.1)
para algumas constante C'. Integrando a desigualdade , temos que

lg(z')] < CJ]".

A constante C' acima pode ser uniformemente escolhida para todas as componentes. Se
1o é suficientemente grande, cada componente de f~1(0) intersecta S, transversalmente
perto do equador para todo r > rg.

m

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana que admite potencial estatico e ¥ um
hipersuperficie de M two-sided suave. Assim, podemos supor f > 0 em M. Seja
® : ¥ x[0,e) - M dado pela aplicagao exponencial normal com respeito a uma

métrica conformemente modificada g = f~2g. Em particular, ®(z,0) = x e

0
G20 = f@m),

onde v ¢é o vetor normal unitario na métrica g. Seja X; := ®(X x {t}). E sejam H;(z)
e II;(z) a curvatura média e a segunda forma fundamental de = € 3J; com respeito a v

na métrica g. Assim, temos o seguinte lema:

Lema 3.2. (Férmula de Monotonicidade) A curvatura média e a segunda forma fun-

damental de ¥; satisfaz a seguinte equacao diferencial
d (H,
— (=) = I,
i (7) —m
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Demonstragao. Temos, de [I7], a seguinte evolugao para a Segunda Formal fundamen-
tal:

Ol

ot = (v2f)lj + fM;anj + f_lRinjny

onde 1 < i,j < n—1ell, (V2f);; sao as componentes dos respectivos tensores.
Tomando o trago da equagao acima, temos a seguinte equacao de evolucao para a

curvatura média

oH,
8—; = fRic(v, 1) + fIIL|? + As, f

A relagao entre o Laplaciano intrinseco e extrinseco de 3; é dado pela férmula

H,0f

Af=As,f+Vf(v,w) - 7 ot

Logo, juntamente com equagao de estaticidade temos

0H, ) H,0
_8tt = fRic(vy, ) + FIIL* + Af — V2 (v, v) + Ttﬁ_{
H,0
= fRic(v;,vy) + fIIL|* — fRic(v,, vy) + Tta—{
H,0f
— 2 2t
= f‘]I]It’ + 7ot

Reescrevendo a equagao acima temos

Portanto,

]

Veremos a seguir que um potencial estatico f sobre uma hipersuperficie minima
fechada e estavel X nao muda de sinal. Além disso, ¥ sera totalmente geodésica. Em
particular, temos que o conjunto de zeros de um potencial estatico ¥ = f~1(0) é uma

hipersuperficie totalmente geodésica, como no Proposicao [1.15]

Proposicao 3.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Suponha
que M admite um potencial estético de f. Seja 3 uma hipersuperficie minima, estavel,

conexa e fechada em M. Entao vale as seguintes afirmacoes:
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(i) f > 0 ou f < 0 sobre ¥, a menos que f seja identicamente nula sobre X.

(ii) X é totalmente geodésica.

Demonstragdo. Pela desigualdade de estabilidade, para cada ¢ € C1(%),

/|Vg¢]2da > /(Ric(u, v) + [I*)¢*do > / Ric(v,v)¢*do. (3.2)
s s s

Lembrando das Identidades de Green e como ¥ é fechada, temos

B 99 .,
0= ; <;5—8de = / (Vso, Vo) do + /M OAxpdo
= Vsol2do = — Asodo. 3.3
/ |Vso|“do /Mgb sodo (3.3)

Portanto, das equagoes [3.2] e temos

OZ/quAgngda—i-/ERic(u, v)¢*do
:/ (pAs¢do + Ric(v,v)d?)do
M

= / N oo
M

-\ / $do, (3.4)
M

onde A\; é um autovalor do operador Ay, + Ric(v,v), isto é, Axn¢ + Ric(v,v)p = A\i¢.
Donde, ¢Ax¢ + Ric(v,v)¢* = M\i¢*. Logo, A\; é um autovalor nao positivo de
Por outro lado, como ¥ é minima, do Lema temos que Af = Agf + V2f(v,v).

Da equagao de estaticidade segue que
0=Asf+Vf(v,v) — Af = Asf + fRic(v,v), (3.5)

sobre ¥. Assim, f = 0 sobre ¥ ou f é uma autofuncao com autovalor zero. Se f =0
sobre ¥, entao ¥ C f1(0) que é um conjunto totalmente geodésico. Se f é uma

autofuncao, entdo f nao se anula sobre Y, provando assim o item (i). Para concluir,
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substituamos f em (3.2)) e juntamente com ({3.5)), temos

0> [ (Rictvv) + 10F) o — [ 9o
- /(|]1]I\2f2 + Ric(v,v)f* — |V f|*)do
)
_ /(|mu2f2 + f2Ric(v,v) + fAsf)do
b

= / [II|? f2do.
P

Como f é um potencial estatico, entao é uma funcao nao identicamente nula, temos
que IT = 0. Logo, X é totalmente geodésica. O que mostra o item (ii).
m

Proposicao 3.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com cur-
vatura escalar R = 0. Suponha que M admite potencial estatico f. Seja ¥ uma
hipersuperficie conexa, localmente area minimizing, fechada em M. Suponha que f
nao ¢é identicamente nulo em Y. Entao, existe um subconjunto U de M e um difeo-
morfismo ¢ : 3 x [0,€) — U tal que vale as seguintes afirmacoes:

(i) O volume (n — 1)-dimensional da hipersuperficie ¥; := ¢(3 x {t}) é uma constante
para cada t.

(ii) A curvatura escalar R de 3; é zero e f é constante sobre ¥, para cada t.

(iii) A curvatura de Ricci de g é zero sobre U.

Demonstracao. Sem perda de generalidade pelo Lema|3.3, assumamos que f > 0 sobre
Y. Considere a deformagao
d:¥ x[0,e) > Q

dada pela aplicacao exponencial normal com a métrica modificada f~2¢g numa vizi-
nhanca de Y onde f > 0.

Seja ¥ = & (X x {t}) e note que ¥y = X. Sejam também Hy, II; a curvatura média
e a segunda forma fundamental de 3; sobre a métrica g, respectivamente. O Lema |3.2

implica que H; > 0 para t € (0,¢), pois

d [ H; 9
— (2t = > 0.
dt < f ) [TL[* > 0

Assim, H; > 0. Da primeira férmula de variacao de area, temos
t
|2 — |Xo] :/ (—/ Hsda> ds. (3.6)
0 s
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Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ¥ é localmente area minimizing. Portanto, se
H;, >0,t < ¢, entao
0>— fHdo.

DI

Dai, pelo teorema fundamental do calculo temos que

t
0> / (— fHSda) ds = 5] — |Xo].
0 D

Consequentemente, temos |Xg| > |%;| para t < €. Logo, H; = 0 e o (n — 1)-volume
é constante por (3.6). Pelo Lema II; = 0, entao X; é totalmente geodésica para
t € [0,¢) com respeito a métrica g. Além disso, usando a primeira variagdo da segunda

forma fundamental temos que
VLf(X,Y)+ fRm(v,X,Y,v) =0 (3.7)

para todos X,Y € T,%;. Como X, ¢ totalmente geodésica, segue que

VEf(X.Y) = VP f(X,Y) (3.8)
para quaisquer X,Y tangentes. Como R, = 0 e da equacao de estaticidade

V2f(X,Y) = fRic(X,Y). (3.9)
De —, temos que

Ric(X,Y) = —Rm(v, X,Y,v).

Por outro lado, dada uma base ortonormal {e;}, . sobre X, entao

n—1

Ric(X,Y) = Rm(v,X,Y,v) + Y Rm(e;, X,Y,¢;) (3.10)
=1

= —Ric(X,Y) + Ricg(X,Y). (3.11)

Assim, para todos X,Y vetores tangentes a >, temos

1
RiC(X, Y) = §RiCE (X, Y)
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Como consequéncia de (3.8])), (3.9) e (3.10) obtemos as igualdades
o 1. 1
sz = EfRZC e Agf = EfRZ (312)
Tomando divergéncia, temos, sobre ¥;, que
dlvg(v%f) = d(AEf) + R’iCZVZf.
Assim, sobre cada ;, temos

0=d(Asf) + RicsVyf — [d(Asf) + Rics - Vs f]

= d(Azf) + RicsVsf — %(dez; + dez) + Rics, - Vs f

— A(Rsf) + S Rics - Vuf — : fdRs

- %deZ — idez + %def + [TV Vst
= {FdBs + SRedf + fVRf - Vo

= 17 [PdS 4+ 2fdf Re + V3 - V]

= LRS- 2V ).

Logo, Rsf? + 2|Vysf|* é constante em ¥,. Sabendo que Ay f = 1fRy e multiplicando
ambos os membros por f, obtemos a igualdade fAxf = % f?Ry,. Pelas Identidades de

Green e pela iltima igualdade temos
2 Loy
— b -5 3
Vs f[* = 3R

Consequentemente,

Ry = —2f?|Vsf> <0.

Isto implica que Ry, < 0. De (3.12) vale Agxf = %fRE. Dai, pelas Identidades de
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Green, temos que

Rydo = /E t 2f 'Asfdo
:—/Zt2<Vf‘1,Vf>da
:—/Zt2<—f‘2Vf,Vf>da
:/Zt 2f7%|Vy f|*do > 0.

Donde Ry, = 0 e dai Vyf = 0 sobre X;; Além disso, V4 f = 0 sobre ¥, com t € [0, ¢).
Como f > 0 e V&f = 0, segue que Rics = 0. Desta tltima igualdade obtemos que
Ric(X,Y) = 0 para X,Y vetores tangentes. Pela Equagao de Codazzi, Ric(X,v) = 0.
Além disso, pela Equagao de Gauss, Ric(v,v) = 0, esgotando assim todas as possibili-

dades. Portanto, o tensor de Ricci é zero em U. O

No teorema a seguir veremos que se uma variedade possui horizon boundary, entao

temos que seus potenciais estaticos (caso existam) se anulam na fronteira.

Teorema 3.5. Dado n > 3. Seja (M, g) uma variedade de dimensao n assintotica-
mente plana com horizon boundary. Suponha que (M, g) admite um potencial estdtico
f. Entao, [ se anula sobre OM. Mais ainda, se [ € limitada, entao f € positiva ou

negativa em todo o interior de M.

Demonstracao. Como vimos na Proposicao [1.15] a curvatura escalar de g é constante
sobre M e é zero numa variedade assintoticamente plana. Se f nao se anula sobre
OM, pela Proposicao [3.4], numa vizinhanca de OM em M como uma folheagao de
hipersuperficies minimas. Isto contradiz o fato de que M nao possui hipersuperficie
minima fechada diferente de M. notamos que como f nao é identicamente nula, cada
componente do conjunto de zeros de f é um hipersuperficie regular, e assim OM é em
si mesma um componente conexa do conjunto de zeros.

Para concluir, assumimos que f é limitada. Pela Proposicao f tem o cresci-

mento em cada fim Fj, com as seguintes constantes nao nulas Ay,
f(z) = Ax + O(l2[*™").

Podemos assumir A; > 0 (caso contrario, considere — f). Isto implica que A > 0 para
todo k. Por outro lado, o conjunto de zeros de f é nao vazio no interior de M, o que
implica que M admite uma hipersuperficie minima fechada diferente de M. Portanto,

pelo principio do méximo forte para fungoes harmonicas, f > 0 em M.

[]
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3.2 Existéncia de Hipersuperficie Nao-Compacta Com-

pleta Area Minimizing

Nesta secao, temos como objetivo mostrar que se M ¢ horizon boundary e admite
potencial estatico, entao ela possui uma hipersuperficie nao-compacta, completa e area
minimizing. Passaremos a partir de agora a demonstrar alguns lemas técnicos que
servirao de pré-requisito na demonstracao do resultado principal desta se¢ao. De agora

em diante facamos A = sup,,; |V f|,.

Lema 3.6. Seja U uma componente conexa de {f # 0}. Sejam p,q € U dois pontos
distintos. Seja disty(p, q) a distancia entre p e ¢ em (M, g). Dada uma curva f em U

que conecta p e ¢, seja [(3,g) o g-comprimento de 8. Entao,

1(B,9) > I <1+

(3.13)

A

Adist,(p, q) )
min {|f(p)|, [f(q)]} )

Demonstracao. Sem perda de generalidade suponhamos que f > 0 em U. Seja [ o

g-comprimento de . Podemos reparametrizar § de tal forma que

BO)=p, B)=q B t)],=1vte]0,l]. (3.14)

O g-comprimento de 3 é dado por

l
16.9) = [ dmdt
> [ ey (319)
onde d = disty(p, q) > 0. Por (3.14), segue que
IO < 177500, | < A (310
Para todo ¥ ¢ € [0, 1],
FOB(0) — F(B(0)) < At (317
Assim, juntamente com o fato de que f(8(0)) > 0, segue que
! ! (3.18)

F(B@) = FB0) + At

64



3. Potenciais Estaticos e Hipersuperficies Area Minimizing

Consequentemente, por ({3.15)),

Ad
=—In(1+ —) , 3.19
( /() (319)
Revertendo a direcao de [, temos que
1 Ad
(B, g ——ln(1+—). 3.20
o=\ 320

Portanto, (3.13)) segue de (3.19)) e (3.20).
[l

Lema 3.7. Seja U uma componente conexa de {f # 0}. Entao, a métrica § é uma

métrica completa sobre U.

Demonstracao. Seja B :[0,T) — (U, g) geodésica inextendivel em (U, g).
Afirmagao 3.1. T'=

De fato, suponha que T' < oo. Sem perda de generalidade suponhamos que
1p'(t)); = 1, Vt € [0,]]. Podemos mudar f por —f, caso seja necessdrio, de tal
forma que possamos assumir que f > 0 sobre U. Entao |5'(t)|, = f(B(t)) e

d

ar! <5<t>>‘ <HVEB®),| < AF(BE®)). (3.21)

Logo, obtemos que

L In f(ﬁ(t))‘ <A, (3.22)

dt
o que implica que
F(B(1) < F(B(0))e™, ¥ t € [0,T).

Portanto, o comprimento [ de 8 em (M, g) satisfaz

zz/o FIB(E))dE < oo. (3.23)
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Como (M, g) é completa, (3.23)) implica que

Jim 5(t) =g,

para algum ponto g € U C M.

Se q € U, a geodésica 3 : [0,T) — (U, g) pode ser estendida até T', contradizendo
inextendibilidade de .

Se ¢ € U, entao f(g) = 0. O Lema 3.6 implica que o comprimento de 3 em (U, g)
¢ infinito. Isto contradiz a suposicao de que T' < oo.

Portanto, temos que T' = 00, 0 que mostra que g ¢ uma métrica completa em U.

m

Teorema 3.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana que admite potencial estdtico.
Seja U uma componente coneza ilimitada de {f # 0}. Entao nao existe subconjunto

S C M compacto tal que S\ OU € uma superficie minima merqulhada em U.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, assumimos que f > 0 em U. Sejam
Ei,...,Ey todos os fins de (M,g). Para todo r suficientemente grande, sejam S
esferas coordenadas {|z| = r} sobre cada fim F;. Defina S, =UF ;Si e S,y =S, NU.
Como U ¢ ilimitado, S, # 0.

Dado um subconjunto compacto S de M tal que S\OU é uma superficie mergulhada
em U, defina Sy = S\ 0U. Como S é compacto, S C (2, para r suficientemente
grande onde €2, é um aberto limitado incluso por S, em (M, g). Assim, considere duas
superficies disjuntas Sy e S,y em (U, §). Seja disty(-,-) a distancia entre conjuntos
sobre (U, g).

Afirmacgao 3.2. dist,(Sy, Sruv) > 0 e existe p € Sy e ¢ € S,y tal que
disty(p, q) = disty(Su, Sru)-

De fato, pelo Lema [3.6] temos que

(3.24)

Adist,(S, S,) )
min {|f(px), [ f ()]} /)

1
distz(pr, qr) > Kln (1 +

onde dist,(S,S,) > 0 é a distancia entre S e S, em (M,g). Como S e S, sdo con-

juntos compactos, existe p € S e ¢ € 5, tal que, passando uma subsequéncia caso

necessario, lim pp = pe lim g = ¢. Se f(p) = 0 ou f(q) = 0, entao (3.24) implica
k—o00 k—o00

que kh_}rgo dist;(pk, qrx) = 00, contradizendo 1’ e o fato de que dist;(Sy, Syu) < oo.
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Portanto, temos que p € Sy e ¢ € S, . Assim,
distz(p, q) = distz(Su, Sru)-

Como SyN S,y = 0, assim temos que dist;(Sy, S.y) > 0. Para prosseguir, aplicamos o
Lema [3.7] para concluir que existe uma g-geodésica  : [0, L] — (U, g) com |3'(t)[; =1
tal que

p0)=p, B(L)=q e L=distz(Su, Srv)- (3.25)

Como [ minimiza g-distancia entre pontos sobre Sy e S,y assim nao existem pontos
g-cut em Sy ao longo de 3, exceto possivelmente no ponto final ¢ = f(L). Além disso,
pelo fato de Sy C Q,, temos que £([0,L)) C Q.. Assim, g := (L) é g-normal a
S, apontando na dire¢ao para fora (com respeito a €2,.). Como resultado, p := ﬁﬂ
¢ um vetor normal unitario em S, no ponto g em (M, g). Portanto, como (M, g) é

assintoticamente plana, temos que
H(Sy,q) >0, (3.26)

para algum r suficientemente grande, onde H(S,,q) é a curvatura média de S, com
respeito a p em (M, g). Nossa convencao de sinais na curvatura média é que uma bola
euclidiana tem curvatura média positiva em relagao ao seu normal que aponta para
fora.

Suponhamos que S\ 9U é uma superficie minima em (M, g). Nos derivaremos
uma contradicao de , juntamente com equacao de estaticidade e o principio do
maéximo. Para ilustrar a ideia principal, considere que ¢ = (L) ndo tem ponto g-cut
em Sy ao longo de 3. Neste caso, sobre a superficie Sy, existe uma vizinhanca aberta
W de p tal que a aplicagao

D(t, ) := exp,(1D),

onde é\cﬁ(.)(-) é a aplicagao g-exponencial, t € [0, L], x € W e I é um campo de vetores
normais unitdrio na métrica g sobre W com v(p) = f'(0), é um difeomorfismo de
[0,L] x W em sua imagem sobre U. Para cada t € [0, L], seja W, = ®(t, W) e seja
H = H; a curvatura média de W; com respeito a v(t) = f~'®.(Z) em (M, g).

Como vimos na Férmula de Monotonicidade em temos

d [ H,
L2 —mp? =
ﬁ(f) = o,

pois W é totalmente geodésica, pela Proposigao [3.3l Se W = W, tem curvatura média

67



3. Potenciais Estaticos e Hipersuperficies Area Minimizing

H(0) = 0 com respeito a v, entdo Wy tem curvatura média Hy, = 0. Por outro
lado, pela propriedade minimizante de 3, isto é, W, C Q, e Wy, intersecta S, em q.
Portanto, H;, = 0 contradiz e pelo principio do maximo. Assim, Sy nao pode ser
uma superficie minima em (M, g).

Para completar a prova, precisamos considerar o caso em que ¢ = (L) é um
ponto g-cut em Sy ao longo de 5. Vamos reduzir este caso para o caso que acabamos
de considerar acima pelo procedimento a seguir. Seja 7 um vetor unitdario normal
apontando para dentro em S,y em (U, g). Em particular, o(q) = —B’(L). Seja D C
Sy uma vizinhanga aberta de ¢. Existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que a

aplicagao
U(t,y) := exp,(tv),

onde t € [0,¢] e y € D, é um difeomorfismo de [0,¢] x D em sua imagem sobre U.
Defina D, := V(e¢, D). Claramente, § = 5(L — €) € D.. Além disso, quando restrita a
[0, L — €], 6 minimiza distancia entre D, e Sy em (U, g). Usando (3.26)), e escolhendo

¢ suficientemente pequeno, temos que
H(De,q) >0, (3.27)

onde H(D,,q) é a curvatura média de D, em ¢ com respeito a diregdo normal que
aponta para fora em (M,g). Como ¢ = B(L — €) nao é um ponto g-cut em Sy ao
longo de 3, portanto repetindo o argumento anterior com ¢ substituido por ¢ e S, s
por D, e novamente obteremos uma contradicao com a afirmacao de que Sy é minima
em (M, g). Isto completa a prova.

]

Lema 3.9. Dado n > 3. Sejam (M, g) uma variedade de dimensao n assintoticamente
plana e E um de seus fins. Suponha que F \ B,, admite um potencial estatico f
para algum 79 > 0. Seja E* uma componente ilimitada do complemento de f~1(0)
em E \ B,,. Seja ¥ uma hipersuperficie minima two-sided compacta em ET com
fronteira f~!(0) ou vazia. Entao ¥ nao se separa de B,, no infinito em E; isto é, toda

componente ilimitada do complemento de ¥ em E* U B,, contendo B,,.

Demonstracao. Suponha por contradicdo que existe uma componente ilimitada 2 do
complementar de ¥ em Et U B,, tal que {2 nao contém B,,. Note que f estd glo-
balmente definida e nao se anula sobre €2, e 92 consiste de ¥ e um subconjunto de
f71(0). Podemos assumir que f > 0 em € (caso contrario consideremos — f). Iremos

considerar geodésicas modificadas pela métrica g = f~2g partindo de ¥ em Q. O Lema
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nos mostra que tais geodésicas nao podem alcancar o conjunto de zeros de f em um
comprimento ¢ finito, e quaisquer dois pontos disjuntos de no conjunto de zeros tem
distancia g infinita. Consideremos esferas .S, com coordenadas suficientemente grandes
que intersecta () e é disjunto de ¥ N (). Entao, existe uma geodésica minimizante na
métrica modificada g partindo do interior de 3 em €2 tal que alcanga > N 2. Numa
vizinhanga tubular da geodésica, consideremos o conjunto de nivel da funcao distancia
com respeito a métrica g sobre ¥. Pela Férmula de Monotonicidade [3.2 cujas hi-
persuperficies tem curvatura média nao-positiva na métrica g (com respeito ao vetor
—v). O que nos dd uma contradigao por conexidade das esferas S, com coordenadas

suficientemente grandes e pelo principio do maximo.

[]

Teorema 3.10. Dado 3 < n < 7. Seja (M,g) uma variedade de dimensdo n as-
sintoticamente plana. Suponha que a fronteira de M € vazia ou uma unido disjunta
de hipersuperficies minimas suaves. Se um de seus fins admite um potencial estdtico
ilimitado, entao existe uma hipersuperficie nao-compacta, completa e area minimizing
em M.

Demonstracao. Seja f um potencial estatico ilimitado sobre um de seu fins. Digamos
E. Pela Proposicao .11 f é uma assintoticamente a combinacao linear de fungoes
coordenadas sobre o fim F. Por uma rotacao no sistema de cartas coordenadas assin-
toticamente planas de F e reescalonando f, se necessario, assumimos que f(x) — .
Pela Proposicao , ro > 0 suficientemente grande tal que cada componente de f~1(0)
é um grafico x,, = g(x1,...,x,_1) que intersecta S, préximo ao equador de uma esfera
de dimensao n — 2 para r > rq. Podemos assumir ry suficientemente grande tal que
Sy, nao intersecta qualquer hipersuperficie minima fechada.

Para r > ry consideremos uma solucao de Plateau 3, orientavel cuja fronteira
abrange a intersecao de S, e uma componente de f~1(0). Afirmamos que Y, intersecta
B,, para todo r > ry. Caso contrario, suponha que existe r > ry tal que ¥, nao
intersecta B,,. Como X, separa B,, existe uma componente de B do complementar
de 3, em B, que nao contém B,,. Podemos afirmar, sem perda de generalidade, que B;
contém a porcao de cima de S, (caso contrério, consideremos — f). Entao consideramos
N a componente de cima do complementar de f~1(0) em N\ B,,, isto é, a componente
contendo todos os pontos com x,-coordenadas de valores suficientemente grandes. Note
que X, N N* separa B,, do infinito em N, como o complemento de X, em N U B,,
tem apenas uma componente €2, e {2 nao pode intersectar as componentes de B, \ ¥,
pela conexidade de 2. Isto contradiz o Lema [3.9]

Como ¥, intersecta B,, para todo r > 19 e {¥,} tem drea local uniformemente li-

mitada. Por um argumento classico de teoria geométrica da medida, uma subsequéncia
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de {3,} converge para uma hipersuperficie ¥ nao vazia, completa, area minimizing in-
tersectando S,, com r — co. Como S,, nao intersecta qualquer hipersuperficie minima
fechada, X ¢ ilimitada. Portanto, > é uma hipersuperficie area minimizing, completa
e nao compacta em M.

m

Para finalizar nosso trabalho traremos uma aplicacao do que estudamos relacio-

nando potenciais estaticos com a nao existéncia de superficies area minimizing.

Definicao 3.1. Dada uma métrica Riemanniana v e uma fungao H sobre uma 2-esfera,
dizemos uma variedade assintoticamente plana (M, g) de dimensao trés com fronteira
Y = 0M é uma extensao estdtica sujeita a fronteira (v, H) se

(i) ¥ é difeomorfa a uma 2-esfera, e a métrica induzida por g sobre X é isométrica a 7.

(ii) A curvatura média de ¥ é dada por H.

Teorema 3.11. Suponha que o par (v, H) satisfaca

H>0 e K,>-H?

Y

o |

onde K, denota a curvatura de Gauss de . Entao qualquer extensao estdtica de
(M, g) sujeita a fronteira a fronteira (v, H) ndo possui uma superficie localmente area

manimizing fechada.

Demonstrag¢ao. Seja f um potencial estdtico limitado sobre (M, g). Por e redi-
mensionando, se necessario, podemos assumir que f — 1 no infinito. Iremos mostrar
que f > 0 em M. De fato, pela equacao de estaticidade, juntamente com o fato de que

R =0, temos sobre X que

O:Af:Agf+H%+V2f(y,y)

0
=Axnf+ H—f + fRic(v,v).
v
Pela Equacao de Gauss,
2K, + 2Ric(v,v) = H* — |II)*.

Assim,

0 1
or |1

Asf+ H@V 2

(H? — |II]* — 2K,) f = 0. (3.28)

Como f é harmonica em M, pelo principio do méximo e f — 1, quando |z| — oo.

Podemos assumir que inf,; f ocorre sobre ¥ e f nao é constante. Por outro lado a
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afirmacao de f > 0 segue facilmente. Seja f(y) = inf); f para algum y em . Usando
o Lema de Hopf e que valem as desigualdades em v,

0
5%@)>(Je Axf(y) > 0.

Por outro, as afirmacoes sobre H e K., implicam que

1 1
SO — | = 2K.) < S(H? = |IP) - K,
11
< -(=H)-K
1
= - K, <0

Combinando as desigualdades acima juntamente com (3.28), podemos concluir que
0 < f(y) = infy, f. Entdo, f > 0 em M. Suponha, por contradigdo, que existe uma
superficie localmente area minimizing fechada. Pela Proposigao 3.4 g deve ser Ricci
flat em uma vizinhanga aberta da superficie minima. Como f > 0 e g é estatica, g
¢ analitica de (Corvino, [0]). Assim, (M,g) tem curvatura de Ricci nula. Em trés
dimensoes isto implica que (M, g) é isométrica ao exterior de um espago Euclidiano

que ¢ livre de superficies minimas fechadas. O que nos da uma contradicao. O
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